Anzeigen. 195

der Beobachtungen erscheint, nicht niherungsweise, sondern nach
mathematischer Schiirfe, die Funktion fiir die Wahrscheinlichkeit
der Fehler sei, welche sie wolle, und die Anzahl der Beobachtungen
moge gross oder klein sein.

Mit dem Hauptgegenstande ist eine Menge anderer merkwiir-
diger Untersuchungen enge verbunden, deren Umfang aber den Ver-
fagser nothigte, die Entwickelung des grossten Theils derselben
einer kiinftigen zweiten Vorlesung vorzubehalten. Von denjenigen,
die schon in der gegenwirtigen ersten Abtheilung vorkommen, sei
es uns erlaubt, hier nur ein Resultat anzufiihren. ‘Wenn die
Funktion, welche die relative Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen
Fehlers ausdriickt, unbekannt ist, so bleibt natiirlich auch die
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler zwischen ge-
gebene Grenzen falle, unmoglich: dessenungeachtet muss, wenn
nur allemal grissere Fehler geringere (wenigstens nicht grossere)
Wahrscheinlichkeit haben als kleinere, die Wahrscheinlichkeit, dass
der Fehler zwischen die Grenzen — & und + 2 falle, nothwendig

grisser (wenigstens nicht kleiner) sein, als —7—~v§,wenn 2 kleiner
1)

: 3 : ; 4m? 4 g
ist als m‘/i, und nicht kleiner als 1 — g2 Wemn grosser 1ist

als m‘/—ii, wobei m den bei den Beobachtungen zu befiirchtenden

mittleren Fehler bedeutet. Fir 2 = m‘/% fallen, wie man sieht,

beide Ausdriicke zusammen.

2.
(Gittingische gelehrte Anzeigen. 1823, Februar 24.)

Tine am 2. Febr. der Konigl. Societit von Hrn. Hofr. Gauss
iiberreichte Vorlesung, iiberschrieben:

Theoria Combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae, pars
posterior,
steht im unmittelbaren Zusammenhange mit einer fritheren, wovon
in diesen Blattern (1821, Februar 26.) eine Anzeige gegeben ist.
Wir bringen dariiber nur Kurz in Erinnerung, dass ihr Zweck war,
die sogenannte Methode der kleinsten Quadrate auf eine neue Art
zu begriinden, wobei diese Methode nicht niherungsweise, sondern
18*
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in mathematischer Schérfe, nicht mit der Beschriinkung auf den
Fall einer sehr grossen Anzahl von Beobachtungen, und nicht ab-
héngig von einem hypothetischen Gesetze fiir die Wahrscheinlich-
keit der Beobachtungsfehler, sondern in vollkommener Allgemein-
heit, als die zweckmissigste Combinationsart der Beobachtungen
erscheint. Der gegenwirtige zweite Theil der Untersuchung ent-
hélt nun eine weitere Ausfithrung dieser Lehre in einer Reihe von
Lehrsitzen und Problemen, die damit in genauester Verbindung
stehen. KEs wiirde der Einrichtung dieser Blitter nicht angemessen
sein, diesen Untersuchungen hier Schritt fiir Schritt zu folgen,
auch unnothig, da die Abhandlung selbst bereits unter der Presse
ist. Wir begniigen uns daher, nur die Gegenstdinde von einigen
dieser Untersuchungen, die sich leichter isolirt herausheben lassen,
hier anzufiihren.

Die Werthe der unbekannten Grissen, welche der Methode
der kleinsten Quadrate gemiss sind, und die man die sichersten
Werthe nennen kann, werden vermittelst einer bestimmten Klimi-
nation gefunden, und die diesen Bestimmungen beizulegenden Ge-
wichte vermittelst einer unbestimmten Elimination, wie dies schon
aus der Theoria Motus Corporum Coelestium bekannt ist: auf eine
neue Art wird hier a priori bewiesen, dass unter den obwaltenden
Voraussetzungen diese Elimination allemal moglich ist. Zugleich
wird eine merkwiirdige Symmetrie unter den bei der unbestimmten
Elimination hervorgehenden Coefficienten nachgewiesen.

So leicht und klar sich diese Eliminationsgeschifte im allge-
meinen {iibersehen lassen, so ist doch nicht zu leugnen, dass die
wirkliche numerische Ausfithrung, bei einer betrichtlichen Anzahl
von unbekannten Grossen, beschwerlich wird. Was die bestimmte
Elimination, die zur Ausmittelung der sichersten Werthe fiir die
unbekannten Grossen zureicht, betrifft, so hat der Verfasser ein
Verfahren, wodurch die wirkliche Rechnung, so viel es nur die
Natur der Sache vertrigt, abgekiirzt wird, bereits in der 7eoria
Motus Corporum Coelestiwm angedeutet, und in einer im ersten
Bande der Commentt. Rec. Soc. R. Gott. befindlichen Abhandlung,
Disquisitio de elementis ellipticis Palladis, ausfihrlich entwickelt.
Dieses Verfahren gewihrt zugleich den Vortheil, dass das Gewicht
der Bestimmung der einen unbekannten Grosse, welche man bei
dem Geschiift als die letzte betrachtet hat, sich von selbst mit er-
giebt. Da nun die Ordnung unter den unbekannten Grossen ginz-
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lich willkiirlich ist, und man also welche man will, als die letzte be-
handeln kann, so ist dies Verfahren in allen Fillen zureichend,
wo nur fiir cine der unbekannten Grissen das Gewicht mit ver-
langt wird, und die beschwerliche unbestimmte Elimination wird
dann umgangen.

Die seitdem bei den rechnenden Astronomen so allgemein ge-
wordene Gewohnheit, die Methode der kleinsten Quadrate auf
schwierige astronomische Rechnungen anzuwenden, wie auf die
vollstindige Bestimmung von Cometenbahnen, wobei die Anzahl
der unbekannten Grossen bis auf sechs steigt, hat indess das Be-
diirfniss, das Gewicht der sichersten Werthe aller unbekannten
Grossen auf eine bequemere Art als durch die unbestimmte Elimi-
nation zu finden, fithibar gemacht, und da die Bemiihungen einiger
Geometer®) keinen Erfolg gehabt hatten, so hat man sich nur so
geholfen, dass man den oben erwdhnten Algorithmus so viele male
mit verinderter Ordnung der unbekannten Grossen durchfiihrte,
als unbekannte Grossen waren, indem man jeder einmal den letzten
Platz anwies. Bs scheint uns jedoch, dass durch dieses kunstlose
Verfahren in Vergleichung mit der unbestimmten Elimination in
Riicksicht auf Kiirze der Rechnung nichts gewonnen wird. Der
Verfasser hat daher diesen wichtigen Gegenstand einer besonderen
Untersuchung unterworfen, und einen neuen Algorithmus zur Be-
stimmung der Gewichte der Werthe scmmtlicher unbekannten
Grossen mitgetheilt, der alle Geschmeidigkeit und Kirze zu haben
scheint, welcher die Sache ihrer Natur nach fihig ist.

" Der sicherste Werth einer Grosse, welche eine gegebene
Funktion der unbekannten Grossen der Aufgabe ist, wird gefunden,
indem man fiir letztere ihre durch die Methode der Kleinsten
Quadrate erhaltenen sichersten Werthe substituirt. Allein eine
bisher noch nicht behandelte Aufgabe ist es, wie das jener Be-
stimmung beizulegende Gewicht zu finden sei. Die hier gegebene
Auflosung dieser Aufgabe verdient um so mehr von den rechnenden
Astronomen beherzigt zu werden, da sich findet, dass mehrere der-
selben dabei frither auf eine nicht richtige Art zu Werke ge-
gangen sind.

Die Summe der Quadrate der Unterschiede zwischen den un-

#) gz, B. Plana’s. Siehe Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissen-
schaften, Band VI, S. 258.
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mittelbar beobachteten Grossen, und denjenigen Werthen, welchen
ihre Ausdriicke, als Funktionen der unbekannten Grissen, durch
Substitution der sichersten Werthe fiir letztere erhalten (welche
Quadrate, im Fall die Beobachtungen ungleiche Zuverlissigkeit
haben, vor der Addition erst noch durch die respectiven Gewichte
multiplicirt werden miissen) bildet bekanntlich ein absolutes Minimum.
Scbald man daher einer der unbekannten Grissen einen Werth
beilegt, der von dem sichersten verschieden ist, wird ein dhnliches
Aggregat, wie man auch die iibrigen unbekannten Grissen be-
stimmen mag, allezeit grisser ausfallen, als das erwidhnte Minimum.
Allein die iibrigen unbekannten Grissen werden sich nur auf cine
Art so bestimmen lassen, dass die Vergrisserung des Aggregates
so klein wie moglich, oder dass das Aggregat selbst ein relatives
Minimum werde. Diese von dem Verfasser hier aunsgefiihrte Unter-
suchung fiihrt zu einigen interessanten Wahrheiten, die iiber die
ganze Lehre noch ein vielseitigeres Licht verbreiten.

Es fiigt sich zuweilen, dass man erst, nachdem man schon
eine ausgedehnte Rechnung iiber eine Reihe von Beobachtungen
in allen Theilen durchgefiihrt hat, Kenntniss von einer neuen Beob-
achtung erhilt, die man gern noch mit zugezogen hiitte. Hs kann
in vielen Fillen erwiinscht sein, wenn man nicht nothig hat, des-
halb die ganze Eliminationsarbeit von vorne wieder anzufangen,
sondern im Stande ist, die durch das Hinzukommen der neuen
Beobachtung entstehende Modification in den sichersten Werthen
und deren Gewichten zu finden. Der Verfasser hat daher diese
Aufgabe hier besonders abgehandelt, ebenso wie die verwandte,
wo man einer schon angewandten Beobachtung hintennach ein
anderes Gewicht, als ihr beigelegt war, zu ertheilen sich veran-
lasst sieht, und, ohne die Rechnung von vorne zu wiederholen, die
Verdnderungen der Endresultate zu erhalten wiinscht.

Wie der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtungsgattung
(als bisher iiblicher Maassstab ihrer Unsicherheit) aus einer hin-
linglichen Anzahl wirklicher Beobachtungsfehler niherungsweise
zu finden sei, hatte der Verfasser in einer besonderen Abhandlung
in der Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissenschaften
(1816, Marz u. April) gezeigt: dieses Verfahren, sowie der Gebrauch
des wahrscheinlichen Fehlers iiberhaupt, ist aber von der hypothe-
tischen Form der Grisse der Wahrscheinlichkeit der einzelnen
Fehler abhingig, und musste es sein. Im ersten Theile der gegen-
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wiirtigen Abhandlung ist nun zwar gezeigt, wie aus denselben Datis
der mittlere Fehler der Beobachtungen (als zweckmassiger Maassstab
ihrer Ungenauigkeit) niherangsweise gefunden wird. Allein immer
bleibt hierbei die Bedenklichkeit fibrig, dass man nach aller Schirfe
selten oder fast nie im Besitz der Kenntniss der wahren Grosse
von einer Anzahl wirklicher Beobachtungsfehler sein kann. Bei
der Ausitbung hat man dafiir bisher immer die Unterschiede zwischen
dem, was die Beobachtungen ergeben haben, und den Resultaten
der Rechnung nach den durch die Methode der kleinsten Quadrate
gefundenen. sichersten Werthen der unbekannten Grossen, wovon
die Beobachtungen abhingen, zu Grunde gelegt. Allein da man
nicht berechtigt ist, die sichersten Werthe fiir die wahren Werthe
selbst zu halten, so iiberzeugt man sich leicht, dass man durch
dieses Verfahren allemal den wahrscheinlichen und mittleren Fehler
su llein finden muss, und daher den Beobachtungen und den daraus
gezogenen Resultaten eine grossere Genauigkeit beilegt, als sie
wirklich Dbesitzen. Freilich hat in dem Falle, wo die Anzahl der
Beobachtungen vielemale grosser ist als die der unbekannten Grossen,
diese Unrichtigkeit wenig zu bedeuten; allein theils erfordert die
Wiirde der Wissenschaft, dass man vollstindig und bestimmt iiber-
_ sehe, wieviel man hierdurch zu fehlen Gefahr liuft, theils sind
auch wirklich ofters nach jenem fehlerhaften Verfahren Rechnungs-
resultate in wichtigen Fillen aufgestellt, wo jene Voraussetzung
nicht stattfand. Der Verfasser hat daher diesen Gegenstand
einer besonderen Untersuchung unterworfen, die zu einem sehr
merkwiirdigen hochst einfachen Resultate gefiihrt hat. Man braucht
nimlich den nach dem angezeigten fehlerhaften Verfahren gefun-
denen mittleren Fehler, um ihn in den richtigen zu verwandeln,
nur mit
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zu multipliciren, wo = die Anzahl der Beobachtungen und o die
Anzahl der unbekannten Grossen bedeutet.

Die letzte Untersuchung betrifft noch die Ausmittelung des
Grades von Genauigkeit, welcher dieser Bestimmung des mittleren
Fehlers selbst beigelegt werden muss: die Resultate derselben
miissen aber in der Abhandlung selbst nachgelesen werden.



