
VIII.

Anzeigen.

1.

(Göttz'ngische gelehrte Anzeigen. 1821, Februar 26.)

Am 15. Februar wurde der Königl. Societät vom Herrn Hof-

rath Games eine Vorlesung übergeben, überschrieben

Theorie Combinatz'om's obeervatiommz errort'bus minimis obnom'ae,

pam prior,

die eine der wichtigsten Anwendungen der NVahrscheinlichkeits-

rechnung zum Gegenstande hat. Alle Beobachtungen, die sich auf

Grössenbestimmungen aus der Sinnenwelt beziehen, können, mit

welcher Genauigkeit und mit wie vortrefi°liehen Werkzeugen sie

auch angestellt werden, nie absolute Genauigkeit haben; sie bleiben

immer nur Näherungen, grösseren oder kleineren Fehlern ausge—

setzt. Nicht V0n solchen Fehlern ist hier die _Rede, deren Quellen

genau bekannt sind, und deren Grösse bei bestimmten Beobachtun-

gen jedesmal berechnet werden kann; denn da dergleichen Fehler

bei den beobachteten Grössen in Abzug gebracht werden können

und sollen, so ist es dasselbe, als ob sie gar nicht da wären. Ganz

anders verhält es sich dagegen mit den als zufällig zu betrachten-

den Fehlern, die aus der beschränkten Schärfe der Sinne, aus man-

cherlei unvermeidlichen und keiner Regel folgenden Unvollkommen-

heiten der Instrumente, und aus mancherlei regellos (wenigstens

für uns) wirkenden Störungen durch äussere Umstände (z. B. das

Wallen der Atmosphäre beim Sehen, Mangel absoluter Festigkeit

beim Aufstellen der Instrumente) herrühren. Diese zufälligen Fehler,

die dem Calcül nicht unterworfen werden können, lassen sich nicht

wegschafi”cn, und der Beobachter kann sie durch sorgfältige Auf-

merksamkeit und durch Vervielfältigung der Beobachtungen nur
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vermindern: allein nachdem der Beobachter das seinige gethan hat,

ist es an dem Geometer, die Unsicherheit der Beobachtungen und

der durch Rechnung daraus abgeleiteten Grössen nach streng

mathematischen Principien zu würdigen, und Was das wichtigste

ist, da, wo die mit den Beobachtungen zusammenhängenden Grössen

aus denselben durch verschiedene Combinationen abgeleitet werden

können, diejenige Art vorzuschreiben, wobei so wenig Unsicherheit

als möglich zu befürchten bleibt.

Obgleich die zufälligen Fehler als solche keinem Gesetze

folgen, sondern ohne Ordnung in einer Beobachtung grösser, in

einer anderen kleiner ausfallen, so ist doch gewiss, dass bei einer

bestimmten Beobachtungsart, auch die Individualität des Beobachters

und seiner Werkzeuge als bestimmt betrachtet, die aus jeder ein-

fachen Fehlerquelle fliessenden Fehler nicht bloss in gewissen

Grenzen eingeschlossen sind, sondern dass auch alle möglichen

Fehler zwischen diesen Grenzen ihre bestimmte relative Wahr-

scheinlichkeit haben, der zu Folge sie nach Maassgabe ihrer Grösse

häufiger oder seltener zu erwarten sind, und derjenige, der eine

genaue und vollständige Einsicht in die Beschaffenheit einer solchen

Fehlerquelle hätte, würde diese Grenzen und den Zusammenhang

zwischen der Wahrscheinlichkeit der einzelnen Fehler und ihrer

Grösse zu bestimmen im Stande sein, auf eine ähnliche Weise, wie

sich bei Glücksspielen, so bald man ihre Regeln kennt, die Grenzen

der möglichen Gewinne und. Verluste, und deren relative Wahr-

scheinlichkeiten berechnen lassen. Dasselbe gilt auch von dem aus

dem Zusammenwirken der einfachen Fehlerquellen entspringenden

Totalfehler. Auch sind diese Begriffe nicht auf unmittelbare Be-

obachtungen beschränkt, sondern auch auf mittelbare aus Beob-

achtungen abgeleitete Grössenbestimmungen anwendbar.. In der

Wirklichkeit werden uns freilich fast allemal die Mittel fehlen,

das Gesetz der Wahrscheinlichkeiten der Fehler a priori anzugeben.

Wie wir die Unzulässigkeit einer bestimmten Art von Be-

obachtungen im allgemeinen abschätzen wollen, hängt zum Theil

von unserer Willkür ab. Man kann dabei entweder bloss die Grösse

der äi1ssersten möglichen Fehler zum Maassstabe wählen, oder zu-

gleich auf die grössere oder geringere Wahrscheinlichkeit der ein-

zelnen möglichen Fehler mit Rücksicht nehmen. Das letztere scheint

angemessener zu sein. Allein diese Berücksichtigung kann auf

vielfache Weise geschehen. Man kann, wie es die Berechner bis-

her gemacht haben, den sogenannten wahrscheinlichen (nicht wahr-
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scheinlz'chstm) Fehler zum Maassstabe wählen, welches derjenige

ist, über welchen hinaus alle möglichen Fehler zusammen noch

eben so viele Wahrscheinlichkeit haben, wie alle diesseits liegenden

zusammen; allein es wird weit uortlzez'lhafter sein, zu diesem Zweck

statt des wahrscheinlichen Fehlers den mittleren zu gebrauchen,

vorausgesetzt, dass man diesen an sich noch schwankenden Begriff

auf die rechte Art bestimmt. Man lege jedem Fehler ein von

seiner Grösse abhängendes Moment bei, multiplicire das Moment

jedes möglichen Fehlers in dessen Wahrscheinlichkeit und addire

die Produkte: der Fehler, dessen Moment diesem Aggregat gleich

ist, wird als mittlerer betrachtet werden miissen. Allein welche

Funktion der Grösse des Fehlers wir für dessen Moment wählen

wollen, bleibt wieder unserer l’Vz'll/cz'ir überlassen, wenn nur der

Werth derselben immer positiv ist, und für grössere Fehler grösser

als für kleinere. Der Verf. hat die einfachste Funktion dieser Art

gewählt, nämlich das Quadrat; diese Wahl ist aber noch mit man-

chen anderen höchst wesentlichen Vortheilen verknüpft, die bei

keiner anderen stattfinden. Denn sonst könnte auch jede andere

Potenz mit geraden Exponenten gebraucht werden, und je grösser

dieser Exponent gewählt würde, desto näher würde man dem

Princip kommen, wo bloss die äussersten Fehler zum Maassstabe

der Genauigkeit dienen. Gegen die Art, wie ein grosser Geometer

den Begriff des mittleren Fehlers genommen hat, indem er die Mo-

mente der Fehler diesen gleich setzt, wenn sie positiv sind, und

die ihnen entgegengesetzten Grössen dafür gebraucht, wenn sie

negativ sind, lässt sich bemerken, dass dabei gegen die mathema-

tische Continuität angestossen wird, dass sie so gut wie jede andere

auch'willkürlich gewählt ist, dass die Resultate viel weniger ein-

fach und genugthuend ausfallen, und dass es auch an sich schon

natürlicher scheint, das Moment der Fehler in einem stärkeren

Verhältniss, wie diese selbst, wachsen zu lassen, indem man sich

gewiss lieber den einfachen Fehler zweimal, als den doppelten ein-

mal gefallen lässt.

Diese Erläuterungen mussten vorangeschickt werden, wenn

auch nur etwas von dem Inhalt der Untersuchung hier angeführt

werden sollte, wovon die gegenwärtige Abhandlung die erste Ab-

theilung ausmacht.

Wenn die Grössen, deren Werthe durch Beobachtungen ge-

funden sind, mit einer gleichen Anzahl unbekannter Grössen auf

eine bekannte Art zusammenhängen, so lassen sich, allgemein zu
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reden, die Werthe der unbekannten Grössen aus den Beobachtungen

durch Rechnung ableiten. Freilich werden jene Werthe auch nur

näherungsweise richtig sein, insofern die Beobachtungen es waren:

allein die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat nichts dabei zu thun,

als die Unsicherheit jener Bestimmungen zu würdigen, indem sie

die der Beobachtungen voraussetzt. Ist die Anzahl der unbekannten

Grössen grösser als die der Beobachtungen, so lassen sich jene

aus diesen noch gar nicht bestimmen. Allein wenn die Anzahl

der unbekannten Grössen kleiner ist, als die der Beobachtungen,

so ist die Aufgabe mehr als bestimmt: es sind dann unendlich

viele Combinationen möglich, um aus den Beobachtungen die un-

bekannten Grössen abzuleiten, die freilich alle zu einerlei Resultaten

führen müssten, wenn die Beobachtungen absolute Genauigkeit

hätten, aber unter den obwaltenden Umständen mehr oder weniger

von einander abweichende Resultate hervorbringen. Aus dieser ins

Unendliche gehenden Mannigfaltigkeit von Combinationen die zweck-

mässigste auszuwählen, d. i. diejenige, wobei die Unsicherheit der

Resultate die möglich kleinste wird, ist unstreitig eine der wich-

tigsten Aufgaben bei der Anwendung der Mathematik auf die

Naturwissenschaften.

Der Verfasser gegenwärtiger Abhandlung, welcher im Jahre

1797 diese Aufgabe nach den Grundsätzen der Wahrscheinlichkeits-

rechnung zuerst untersuchte, fand bald, dass die Ausmittelung

der wahrscheinlichsten Werthe der unbekannten Grössen unmöglich

sei, wenn nicht die Funktion, die die Wahrscheinlichkeit der Fehler

darstellt, bekannt ist. Insofern sie dies aber nicht ist, bleibt

nichts übrig, als hypothetisch eine solche Funktion anzunehmen.

Es schien ihm das natürlichste, zuerst den umgekehrten Weg ein-

zuschlagen und die Funktion zu suchen, die zu Grunde gelegt

werden muss, wenn eine allgemein als gut anerkannte Regel für

den einfachsten aller Fälle daraus hervorgehen soll, die nämlich,

dass das arithmetische Mittel aus mehreren für eine und dieselbe

unbekannte Grösse durch Beobachtungen von gleicher Zuverlässig-

keit gefundenen \Verthen als der wahrscheinlichste betrachtet

werden müsse. Es ergab sich daraus, dass die Wahrscheinlichkeit

eines Fehlers m einer Exponentialgrösse von der Form e_h9’”2

proportional angenommen werden müsse, und dass dann gerade die-

jenige Methode, auf die er schon einige Jahre zuvor durch andere

Betrachtungen gekommen war, allgemein nothwendig werde. Diese

Gen.—'s, Methode der kleinsten Quadrate.
13
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Methode, welche er nachher besonders seit 1801 bei allerlei astro-

nomischen Rechnungen fast täglich anzuwenden Gelegenheit hatte,

und auf welche auch Legendre inzwischen gekommen war, ist jetzt

unter dem Namen Methode der kleinsten Quadrate im allgemeinen

Gebrauch, und ihre Begründung durch die Wahrscheinlichkeits-

rechnung, sowie die Bestimmung der Genauigkeit der Resultate

selbst, nebst andern damit zusammenhängenden Untersuchungen

sind in der Theorie Motus Co7porum Coelestz'um ausführlich ent—

wickelt.

Der Marquis de Laplace, welcher nachher diesen Gegenstand

aus einem neuen Gesichtspunkte betrachtete, indem er nicht die

wahrscheinlichsten Werthe der unbekannten Grössen suchte, sondern

die zweckmässigste Combination der Beobachtungen, fand das

merkwürdige Resultat, dass, wenn die Anzahl der Beobachtungen

als unendlich gross betrachtet wird, die Methode der kleinsten

Quadrate allemal und unabhängig von der Funktion, die die Wahr-

scheinlichkeit der Fehler ausdrückt, die zweckmässigste Combi-

nation sei.

Man sieht hieraus, dass beide Begründungsarten noch etwas

zu wünschen übrig lassen. Die erstere ist ganz von der hypothe-

tischen Form für die Wahrscheinlichkeit der Fehler abhängig, und

sobald man diese verwirft, sind wirklich die durch die Methode

der kleinsten Quadrate gefundenen Werthe der unbekannten Grössen

nicht mehr die wahrscheinlichsten, eben so wenig wie die arithme—

tischen Mittel in dem vorhin angeführten einfachsten aller Fälle.

Die zweite Begründungsart lässt uns ganz im Dunkeln, was bei

einer mässigen Anzahl von Beobachtungen zu thun sei. Die Me-

thode'der kleinsten Quadrate hat dann nicht mehr den Rang eines

von der Wahrscheinlichkeitsrechnung gebotenen Gesetzes, sondern

empfiehlt sich nur durch die Einfachheit der damit verknüpften

Operationen.

Der Verfasser, welcher in gegenwärtiger Abhandlung diese

Untersuchung aufs neue vorgenommen hat, indem er von einem ähn-

lichen Gesichtspunkte ausgeht, wie dc Laplace, aber den Begriff des

mittleren zu befürchtenden Fehlers auf eine andere, und wie ihm

scheint, schon an und für sich natürlichem Art, feststellt, hofft,

dass die Freunde der Mathematik mit Vergnügen sehen werden,

wie die Methode der kleinsten Quadrate in ihrer neuen hier gege—

benen Begründung allgemein als die zweckmässigste Combination
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der Beobachtungen erscheint, nicht näherungsweise, sondern nach

mathematischer Schärfe, die Funktion für die Wahrscheinlichkeit

der Fehler sei, welche sie wolle, und die Anzahl der Beobachtungen

möge gross oder klein sein.

Mit dem Hauptgegenstande ist eine Menge anderer merkwür-

diger Untersuchungen enge verbunden, deren Umfang aber den Ver-

fasser nöthigte, die Entwickelung des grössten Theils derselben

einer künftigen zweiten Vorlesung vorzubehalten. Von denjenigen,

die schon in. der gegenwärtigen ersten Abtheilung vorkommen, sei

es uns erlaubt, hier nur ein Resultat anzuführen. Wenn die

Funktion, welche die relative Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen

Fehlers ausdrückt, unbekannt ist, so bleibt natürlich auch die

Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler zwischen ge-

gebene Grenzen falle, unmöglich: dessenungeachtet muss, wenn

nur allemal grössere Fehler geringere (wenigstens nicht grössere)

Wahrscheinlichkeit haben als kleinere, die Wahrscheinlichkeit, dass

der Fehler zwischen die Grenzen ——w und + .7c falle, nothwendig

grosser (wenigstens nicht kleiner) sem, als r—nf«Vg,wenn xkle1ner

’Z

ist als mVä, und nicht kleiner als 1 —

4 m2

‚9?7 wenn &? grösser ist

als mVä, wobei an den bei den Beobachtungen zu befürchtenden

mittleren Fehler bedeutet. Für w : mVä fallen, wie man sieht,

beide Ausdrücke zusammen.

2.

(Göttingi30he gelehrte Anzeigen. 1823, Februar 24.)

Eine am 2. Febr. der Königl. Societät von Hrn. Hofr. Gauss

überreichte Vorlesung, überschrieben:

Theoria Combinatiom's obserwtionum cworibus mininn's olmoacz'ae, pars

posterior,

steht im unmittelbaren Zusammenhange mit einer früheren, wovon

in diesen Blättern (1821, Februar 26.) eine Anzeige gegeben ist.

Wir bringen darüber nur kurz in Erinnerung, dass ihr Zweck war,

die sogenannte Methode der kleinsten Quadrate auf eine neue Art

zu begründen, wobei diese Methode nicht näherungsweise, sondern

13*
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in mathematischer Schärfe, nicht mit der Beschränkung auf den

Fall einer sehr grossen Anzahl von Beobachtungen, und nicht ab-

hängig von einem hypothetischen Gesetze für die Wahrscheinlich—

keit der Beobachtungsfehler, sondern in vollkommener Allgemein-

heit, als die zweckmässigste Combinationsart der Beobachtungen

erscheint. Der gegenwärtige zweite Theil der Untersuchung ent-

hält nun eine weitere Ausführung dieser Lehre in einer Reihe von

Lehrsätzen und Problemen, die damit in genauester Verbindung

stehen. Es würde der Einrichtung dieser Blätter nicht angemessen

sein, diesen Untersuchungen hier Schritt für Schritt zu folgen,

auch unnöthig, da die Abhandlung selbst bereits unter der Presse

ist. Wir begnügen uns daher, nur die Gegenstände von einigen

dieser Untersuchungen, die sich leichter isolirt herausheben lassen,

hier anzuführen.

Die Werthe der unbekannten Grössen, welche der Methode

der kleinsten Quadrate gemäss sind, und die man die sichersten

Werthe nennen kann, werden vermittelst einer bestimmten Elimi-

nation gefunden, und die diesen Bestimmungen beizulegenden Ge-

wichte vermittelst einer unbestimmten Elimination, wie dies schon

aus der Theorie Motus Corporum Coelestt'um bekannt ist: auf eine

neue Art wird hier a priori bewiesen, dass unter den obwaltenden

Voraussetzungen diese Elimination allemal möglich ist. Zugleich

wird eine merkwürdige Symmetrie unter den bei der unbestimmten

Elimination hervorgehenden Coefficienten nachgewiesen.

So leicht und klar sich diese Eliminationsgeschäfte im allge-

meinen übersehen lassen, so ist doch nicht zu leugnen, dass die

wirkliche numerische Ausführung, bei einer beträchtlichen Anzahl

von unbekannten Grössen, beschwerlich wird. Was die bestimmte

Elimination, die zur Ausmittelung der sichersten Werthe für die

unbekannten Grössen zureicht, betrifft, so hat der Verfasser ein

Verfahren, wodurch die wirkliche Rechnung, so viel es nur die

Natur der Sache verträgt, abgekürzt wird, bereits in der Theorie

Motus Corporum Cnelestitmz angedeutet, und in einer im ersten

Bande der Commentt. Rec. 600. R. Gott. befindlichen Abhandlung,

Disqut'sz'tz'o de elemerztt's ellz'pticts Palladt's, ausführlich entwickelt.

Dieses Verfahren gewährt zugleich den Vortheil, dass das Gewicht

der Bestimmung der einen unbekannten Grösse, welche man bei

dem Geschäft als die letzte betrachtet hat, sich von selbst mit er-

giebt. Da nun die Ordnung unter den unbekannten Grössen gänz-
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lich willkürlich ist, und man also welche man will, als die letzte be-

handeln kann, so ist dies Verfahren in allen Fällen zureichend,

wo nur für eine der unbekannten Grössen das Gewicht mit ver-

langt wird, und die beschwerliche unbestimmte Elimination wird

dann umgangen.

Die seitdem bei den rechnenden Astronomen so allgemein ge-

wordene Gewohnheit, die Methode der kleinsten Quadrate auf

schwierige astronomische Rechnungen anzuwenden, wie auf die

vollständige Bestimmung von Cometenbahnen, wobei die Anzahl

der unbekannten Grössen bis auf sechs steigt, hat indess das Be-

dürfniss, das Gewicht der sichersten Werthe aller unbekannten

Grössen auf eine bequemere Art als durch die unbestimmte Elimi-

nation zu finden, fühlbar gemacht, und da die Bemühungen einiger

Geometer*) keinen Erfolg gehabt hatten, so hat man sich nur so

geholfen, dass man den oben erwähnten Algorithmus so viele male

mit veränderter Ordnung der unbekannten Grössen durchführte,

als unbekannte Grössen waren, indem man jeder einmal den letzten

Platz anwies. Es scheint uns jedoch, dass durch dieses kunstlose

Verfahren in Vergleichung mit der unbestimmten Elimination in

Rücksicht auf Kürze der Rechnung nichts gewonnen wird. Der

Verfasser hat daher diesen wichtigen Gegenstand einer besonderen

Untersuchung unterworfen, und einen neuen Algorithmus zur Be-

stimmung der Gewichte der Werthe sämmz‘lc'cher unbekannten

Grössen mitgetheilt, der alle Geschmeidigkeit und Kürze zu haben

scheint, welcher die Sache ihrer Natur nach fähig ist.

‘ Der sicherste Werth einer Grösse, welche eine gegebene

Funktion der unbekannten Grössen der Aufgabe ist, wird gefunden,

indem man für letztere ihre durch die Methode der kleinsten

Quadrate erhaltenen sichersten Werthe substituirt. Allein eine

bisher noch nicht behandelte Aufgabe ist es, wie das jener Be-

stimmung beizulegende Gewicht zu finden sei. Die hier gegebene

Auflösung dieser Aufgabe verdient um so mehr von den rechnenden

Astronomen beherzigt zu werden, da sich findet, dass mehrere der-

selben dabei früher auf eine nicht richtige Art zu Werke ge-

gangen sind.

Die Summe der Quadrate der Unterschiede zwischen den un-

 

*) z. B. Plana’s. Siehe Zeitschrift für Astronomie und verwandte 1Vz'ssen-

schaften, Band VI, S. 258.
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mittelbar beobachteten Grössen, und denjenigen Werthen, welchen

ihre Ausdrücke, als Funktionen der unbekannten Grössen, durch

Substitution der sichersten Werthe für letztere erhalten (welche

Quadrate, im Fall die Beobachtungen ungleiche Zuverlässigkeit

haben, vor der Addition erst noch durch die respectiven Gewichte

multiplicirt werden müssen) bildet bekanntlich ein absolutes Minimum.

Sobald man daher einer der unbekannten Grössen einen Werth

beilegt, der von dem sichersten verschieden ist, wird ein ähnliches

Aggregat, wie man auch die übrigen unbekannten Grössen be—

stimmen mag, allezeit grösser ausfallen, als das erwähnte Minimum.

Allein die übrigen unbekannten Grössen werden sich nur auf eine

Art so bestimmen lassen, dass die Vergrösserung des Aggregates

so klein wie möglich, oder dass das Aggregat selbst ein relatives

Minimum werde. Diese von dem Verfasser hier ausgeführte Unter-

suchung führt zu einigen interessanten Wahrheiten, die über die

ganze Lehre noch ein vielseitigeres Licht verbreiten.

Es fügt sich zuweilen, dass man erst, nachdem man schon

eine ausgedehnte Rechnung über eine Reihe von Beobachtungen

in allen Theilen durchgeführt hat, Kenntniss von einer neuen Beob—

achtung erhält, die man gern noch mit zugezogen hätte. Es kann

in vielen Fällen erwünscht sein, wenn man nicht nöthig hat, des-

halb die ganze Eliminationsarbeit von vorne wieder anzufangen,

sondern im Stande ist, die durch das Hinzukommen der neuen

Beobachtung entstehende Modification in den sichersten Werthen

und deren Gewichten zu finden. Der Verfasser hat daher diese

Aufgabe hier besonders abgehandelt, ebenso wie die verwandte,

wo man einer schon angewandten Beobachtung hintennach ein

anderes Gewicht, als ihr beigelegt war, zu ertheilen sich veran-

lasst sieht, und, ohne die Rechnung von vorne zu wiederholen, die

Veränderungen der Endresultate zu erhalten wünscht.

Wie der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtungsgattung

(als bisher üblicher Maassstab ihrer Unsicherheit) aus einer hin-

länglichen Anzahl wirklicher Beobachtungsfehler näherungsweise

zu finden sei, hatte der Verfasser in einer besonderen Abhandlung

in der Zeitschrift für Astronomie und verwandte Wissenschaften

(1816, März 11. April) gezeigt: dieses Verfahren, sowie der Gebrauch

des wahrscheinlichen Fehlers überhaupt, ist aber von der hypothe-

tischen Form der Grösse der Wahrscheinlichkeit der einzelnen

Fehler abhängig, und musste es sein. Im ersten Theile der gegen-
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wärtigen Abhandlung ist nun zwar gezeigt, wie aus denselben Datis

der mittlere Fehler der Beobachtungen (als zweckmässiger Maassstab »

ihrer Ungenauigkeit) näherungsweise gefunden wird. Allein immer

bleibt hierbei die Bedenklichkeit übrig, dass man nach aller Schärfe

selten oder fast nie im Besitz der Kenntniss der wahren Grösse

von einer Anzahl wirklicher Beobachtungsfehler sein kann. Bei

der Ausübung hat man dafür bisher immer die Unterschiede zwischen

dem, was die Beobachtungen ergeben haben, und den Resultaten

der Rechnung nach den durch die Methode der kleinsten Quadrate

gefundenen sichersten Werthen der unbekannten Grössen, wovon

die Beobachtungen abhängen, zu Grunde gelegt. Allein da man

nicht berechtigt ist, die sichersten Werthe für die wahren Werthe

selbst zu halten, so überzeugt man sich leicht, dass man durch

dieses Verfahren allemal den wahrscheinlichen und mittleren Fehler

zu klein finden muss, und daher den Beobachtungen und. den daraus

gezogenen Resultaten eine grössere Genauigkeit beilegt7 als sie

wirklich besitzen. Freilich hat in dem Falle, wo die Anzahl der

Beobachtungen vielemale grösser ist als die der unbekannten Grössen,

diese Unrichtigkcit wenig zu bedeuten; allein theils erfordert die

Würde der Wissenschaft, dass man vollständig und bestimmt über-

. sehe, wieviel man hierdurch zu fehlen Gefahr läuft, theils sind

auch wirklich öfters nach jenem fehlerhaften Verfahren Rechnungs-

resultate in wichtigen Fällen aufgestellt, wo jene Voraussetzung

nicht stattfand. Der Verfasser hat daher diesen Gegenstand

einer besonderen Untersuchung unterworfen, die zu einem sehr

merkwürdigen höchst einfachen Resultate geführt hat. Man braucht

nämlich den nach dem angezeigten fehlerhaften Verfahren gefun-

denen mittleren Fehler, um ihn in den richtigen zu verwandeln,

nur mit

\/7f;9
75

zu multipliciren, wo 77: die Anzahl der Beobachtungen und 9 die

Anzahl der unbekannten Grössen bedeutet.

Die letzte Untersuchung betrifft noch die Ausmittelung des

Grades von Genauigkeit, welcher dieser Bestimmung des mittleren

Fehlers selbst beigelegt werden muss: die Resultate derselben

müssen aber in der Abhandlung selbst nachgelesen werden.
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3.

(Göttz'ngr’sche gelehrte Anzeigen. 1826, September 25.)

Am 16. September überreichte der Herr Hofr. Gauss der Königl.

Societät eine Vorlesung:

Supplementum Theorz'ae combinatz'om's observatz'anum erroribus

mim"mis obnom'ae.

Bei allen früheren Arbeiten über die Anwendung der_Wahrschein-

lichkeitsrechnung auf die zweckmässigste Benutzung der Beob-

achtungen, und namentlich auch in der Behandlung dieses Gegen—

standes im fünften Bande der Commentationes recentz'ores, liegt in

Beziehung auf die Form der Hauptaufgabe eine bestimmte Vor-

aussetzung zu Grunde, die allerdings den meisten in der Aus-

übung vorkommenden Fällen angemessen ist. Diese Voraussetzung

besteht darin, dass die beobachteten Grössen auf eine bekannte

Art von gewissen unbekannten Grössen (Elementen) abhängen,

d. i. bekannte Funktionen dieser Elemente sind. Die Anzahl dieser

Elemente muss, damit die Aufgabe überhaupt hierher gehöre,

kleiner sein, als die Anzahl der beobachteten Grössen, also diese

selbst abhängig von einander. ‚

Inzwischen sind doch auch die Fälle nicht selten, wo die ge- -

dachte Voraussetzung nicht unmittelbar stattfindet, d. i. wo die

beobachteten Grössen noch nicht in der Form von bekannten Funk-

tionen gewisser unbekannter Elemente gegeben sind, und wo man

auch nicht sogleich sieht, wie jene sich in eine solche Form bringen

lassen; wo hingegen zum Ersatz die gegenseitige Abhängigkeit der

beobachteten Grössen (die natürlich auf irgend eine Weise gegeben

sein muss) durch gewisse Bedingungsgleichungen gegeben ist, wel-

chen die wahren Werthe von jenen, der Natur der Sache nach,

nothwendig genau Genüge leisten müssen. Zwar sieht man bei

näherer Betrachtung bald ein, dass dieser Fall von dem anderen

nicht wesentlich, sondern bloss in der Form verschieden ist, und

sich wirklich der Theorie nach leicht auf denselben zurückführen

lässt: allein häufig bleibt dies doch ein uunatürlicher Umweg, der

in der Anwendung Viel beschwerlichere Rechnungen herbeifiihrt,

als eine eigene der ursprünglichen Gestalt der Aufgabe besonders

angemessene Auflösung. Diese ist daher der Gegenstand der gegen—

wärtigen Abhandlung, und die Auflösung der Aufgabe, welche sie

als ein selbständiges von der früheren Abhandlung unabhängiges
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Ganze giebt, hat ihrerseits eine solche Geschmeidigkeit, dass es

sogar in manchen Fällen vortheilhaft sein kann, sie selbst da an-

zuwenden, wo die bei der älteren Methode zu Grunde liegende Vor-

aussetzung schon von selbst erfüllt war.

Die Hauptaufgabe stellt sich hier nun unter folgender Ge-

stalt dar. Wenn von den Grössen @, v', 1)" etc., zwischen welchen

ein durch eine oder mehrere Bedingungsgleichungen gegebener

Zusammenhang stattfindet, eine andere auf irgend eine Art ab-

hängig ist, z. B. durch die Funktion % ausgedrückt werden kann,

so wird eben dieselbe auch auf unendlich viele andere Arten aus

jener bestimmt, oder durch unendlich viele andere Funktionen, statt

u, ausgedrückt werden können, die aber natürlich alle einerlei

Resultate geben, insofern die wahren Werthe von v, v’, @” etc.,

welche allen Bedingungsgleichungen G—enüge leisten, substituirt

werden. Hat man aber nur genäherte Werthe von v, v', @" etc.,

wie sie Beobachtungen von beschränkter Genauigkeit immer nur

liefern können, so können auch die daraus abgeleiteten Grössen auf

keine absolute Richtigkeit Anspruch machen: die verschiedenen für

u angewandten Funktionen werden, allgemein zu reden, ungleiche,

aber was die Hauptsache ist, ungleich zuverlässige Resultate geben.

Die Aufgabe ist nun, aus der unendlichen Mannigfaltigkeit von

Funktionen, durch welche die unbekannte Grösse ausgedrückt

werden kann, diejenige auszuwählen, bei deren Resultat die möglich

kleinste Unzuverlässigkeit zu befürchten bleibt.

Die Abhandlung giebt eigentlich zwei Auflösungen dieser Auf-

gabe. Die erste Auflösung erreicht das Ziel auf dem kürzesten

Wege, wenn wirklich nur eine unbekannte von den Beobachtungen

auf eine vorgeschriebene Art abhängige Grösse abzuleiten ist.

Allein die nähere Betrachtung dieser Auflösung führt zugleich auf

das merkwürdige Theorem, dass man für die unbekannte Grösse

genau denselben Werth, welcher aus der zweckmässigsten Combi

nation der Beobachtungen folgt, erhält, wenn man an die Beob-

achtungen gewisse nach bestimmten Regeln berechnete Verän-

derungen anbringt, und sie dann in irgend eine beliebige Funktion,

welche die unbekannte Grösse ausdrückt, substituirt. Diese Ver-

änderungen haben neben der Eigenschaft, dass sie allen Bedingungs-

gleichungen Genüge leisten, noch die, dass unter allen denkbaren

Systemen, welche dasselbe thun, die Summe ihrer Quadrate (inso—

fern die Beobachtungen als gleich zuverlässig vorausgesetzt wurden)
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die möglich kleinste ist. Man sieht also, dass hierdurch zugleich

eine neue Begründung der Methode der kleinsten Quadrate gewonnen

wird, und dass diese von der Funktion % ganz unabhängige Aus-

gleichzmg der Beobachtungen eine zweite Auflösungsart abgiebt,

die vor der ersten einen grossen Vorzug hat, wenn mehr als eine

unbekannte Grösse aus den Beobachtungen auf die zweckmässigste

Art abzuleiten ist: in der That werden die Beobachtungen dadurch

zu jeder von ihnen zu machenden Anwendung fertig vorbereitet.

Nur musste bei dieser zweiten Auflösung noch eine besondere An-

leitung hinzukommen, den Grad der Genauigkeit, der bei jeder

einzelnen Anwendung erreicht wird, zu bestimmen. Für dies alles

enthält die Abhandlung vollständige und nach Möglichkeit einfache

Vorschriften, die natürlich hier keines Auszuges fähig sind. Eben-

so wenig können wir hier in Beziehung auf die, nach der Ent-

wickelung der Hauptaufgaben, noch ausgeführten anderweitigen

Untersuchungen, welche mit dem Gegenstande in innigem Zusam-

menhange stehen, uns in das Einzelne einlassen, Nur das eine

merkwürdige Theorem führen wir hier an, dass die Vorschriften

zur vollständigen Ausgleichung der Beobachtungen immer einerlei

Resultat geben, sie mögen auf die ur5prünglichen Beobachtungen

selbst, oder auf die bereits einstweilen mwollständz'g ausgeglichenen

Beobachtungen angewandt werden, insofern dieser Begriff in der

in der Abhandlung näher bestimmten Bedeutung genommen wird,

unter welcher, als specieller Fall, derjenige begriffen ist, wo mit

den Beobachtungen schon eine zwar vorschriftsmä.ssig ausgeführte,

aber nur einen Theil der Bedingungsgleichungen berücksichtigende

Ausgleichung vorgenommen war.

Den letzten Theil der Abhandlung machen ein paar mit Sorg—

falt ausgearbeitete Beispiele der Anwendung der Methode aus, die

theils von den geodätischen Messungen des Generals von Kragenho/7,

theils von der vom Verfasser selbst im Königreich Hannover aus-

geführten Triangulirung entlehnt sind, und die dazu dienen können,

sowohl die Anwendung dieser Theorie mehr zu erläutern, als auch

manche dergleichen Messungen betrefi°ende Umstände überhaupt in

ein helleres Licht zu stellen.

Die trigonometrischen Messungen gehören ganz besonders in

das Feld, WO die Wahrscheinliclikeitsrechnung Anwendung findet,

und namentlich in derjenigen Form Anwendung findet, die in der

gegenwärtigen Abhandlung entwickelt ist. Gerade hier ist es



Anzeigen. 203

Regel, dass mehr beobachtet wird, als unumgänglich nöthig ist,

und dass so die Messungen einander vielfältig contiolliren. Nur

durch die Benutzung der strengen Grundsätze der Wahrscheinlich-

keitsrechnung kann man von diesem Umstande den Vortheil ganz

ziehen, der sich davon ziehen lässt, und den Resultaten die grösste

Genauigkeit geben, deren sie fähig sind. Ausserdem aber geben

jene Grundsätze zugleich das Mittel, die Genauigkeit der Messun-

gen selbst, und die Zulässigkeit der darauf gegründeten Resultate

zu bestimmen. Endlich dienen sie dazu, bei der Anordnung des

Dreieckssystems, aus mehreren, unter denen man vielleicht die Wahl

hat, das zweckmässigste auszuwählen. Und alles dieses nach festen

sicheren Regeln, mit Ausschliessung aller Willkürlichkeiten. Allein

sowohl die sichere Würdigung, als die vollkommenste Benutzung

der Messungen ist nur dann möglich, wenn sie in reiner Autenthi-

cität und Vollständigkeit vorliegen, und es wäre daher sehr zu

wünschen, dass alle grösseren auf besondere Genauigkeit Anspruch

machenden Messungen dieser Art immer mit aller nöthigen Aus-

führlichkeit bekannt gemacht werden möchten. Nur zu gewöhnlich

ist das Gegentheil, wo nur Endresultate für die einzelnen gemesse-

nen Winkel mitgetheilt werden. Wenn solche Endresultate nach

richtigen Grundsätzen gebildet werden, indem man durchaus alle

einzelnen Beobachtungsreihen, die nicht einen durchaus unstatt-

haften Fehler gewiss enthalten, dazu concurriren lässt, so ist der

Nachtheil freilich lange nicht so gross, als wenn man etwa nur

diejenigen Reihen beibehält, die am besten zu den nahe liegenden

Prüfungsmitteln passen, welche die Summen der Winkel jedes Drei-

ecks und die Summen der Horizontalwinkel um jeden Punkt herum

darbieten. Wo dies durchaus verwerfiiche Verfahren angewandt

ist, sei es aus Unbekanntschaft mit den wahren Grundsätzen einer -

richtigen Theorie, oder aus dem geheimen Wunsche, den Messungen

das Ansehen grösserer Genauigkeit zu geben, geht der Maassstab

zu einer gerechten Würdigung der Beobachtungen und der aus

ihnen abzuleitenden Resultate verloren; die gewöhnliche Prüfung

nach den Winkelsummen in den einzelnen Dreiecken und bei den

Punkten, wo die gemessenen Winkel den ganzen Horizont um-

fassen, scheint dann eine Genauigkeit der Messungen zu beweisen,

von der sie vielleicht sehr weit entfernt sind, und wenn andere

Prüfungsmittel, durch die Seitenverhältnisse in geschlossenen Poly-

gonen oder durch Diagonalrichtungen, vorhanden sind, werden diese
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die Gewissheit des Daseins von viel grösseren Fehlern verrathen.

Umgekehrt aber, wenn die zuletzt erwähnte Voraussetzung statt—

findet, und das Ausgleichen der Beobachtungen in Beziehung auf

die Prüfungsmittel ohne die sicheren Vorschriften der Wahrschein—

lichkeitsrechnung versucht ist, wo es immer ein Herumtappen im

Dunkeln bleiben muss, und grössere, oft viel grössere, Correctionen

herbeiführt, als nöthig sind, kann leicht dadurch ein zu nngünstiges

Urtheil über die Messungen veranlasst werden. Diese Bemerkungen

zeigen die Wichtigkeit sowohl einer hinl'ätnglich ausführlichen Be—

kanntmachung, als einer auf strenge Principien gegründeten mathe-

matischen Combination der geodätischen Messungen: sie gelten aber

offenbar mehr oder weniger bei Beobachtungen jeder Art, astrono-

mischen, physikalischen u. s. w., die sich auf das Quantitative be—

ziehen, insofern die Mannigfaltigkeit der dabei stattfindenden Um-

stände zu wechselseitigen Controllen Mittel darbietet.

4.

(Göttingische gelehrle Anzeigen. 1809, Junius 17.)

Theoria motst corporum coelestium in sectiom'bus com'cis Salem ambientium.

Auctore Carolo Frid. Gauss. Hamburgi, 1809. Sumtibus Frid. Perthes et

J. H. Besser. XII S. Vorrede, 228 S. Text und 20 S. Tabellen nebst einer

Kupfertafel. gr. Quart.

Zu der schärferen Ausfeilung der Elemente eines Himmels-

körpers hat man nicht die möglich kleinste Zahl von Beobachtun-

gen, sondern so viele, als nur zu Gebote stehen, anzuwenden. Wie

man sich dabei zu verhalten habe, lehrt der dritte Abschnitt. Hier

war der Ort, die Haupt-Momente von einer für jede Anwendung

der Mathematik auf die Körperwelt höchst wichtigen Frage zu

entwickeln, wie Beobachtungen und Messungen, die bei der Un-

vollkommenheit unserer Sinne und Werkzeuge unvermeidlich immer

mit Fehlern, wenn auch noch so geringen, behaftet sind, am zweck-

mässigsten zur Festsetzung von Resultaten zu combiniren sind.

Die Grundsätze, welche hier ausgeführt werden, und. welche von

dem Verfasser schon seit 14 Jahren angewandt, und von dem-

selben schon vor geraumer Zeit mehreren seiner astronomischen

Freunde mitgetheilt waren, führen zu derjenigen Methode, welche

auch Legenrlre in seinem Werke: Nouvelles méthodes pour la déter-
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mination des orbites des cométes, vor einigeu_Jahren unter dem

Namen Méthode des moimlres carrés aufgestellt hat: die Begrün-

dung der Methode, welche von dem Verfasser gegeben wird, ist

diesem ganz eigenthiimlich. Eine weitere Ausführung hat man

von demselben in der Folge zu erwarten.

5.

(Gött1'ngz’sche gelehrte Anzeigen. 1810, December 13.)

Am 25. November übergab Herr Prof. Gauss der Königl.

Societät der Wissenschaften eine Vorlesung:

Disquisz'tz'o de elemewtis elliptz'cis Palladis ex opposz'tionißus

annorum 1803, 1804, 1805, 1807, 1808, 1809.

Die Berechnung des vierten Systems von Elementen ist nach

den Grundsätzen geführt, die in dem 3. Abschnitt des 2. Buches

der Theoria motus corpormn coelestium entwickelt sind, und. die

vorliegende Abhandlung giebt auch hierzu mehrere Zusätze,

die hoffentlich den Astronomen nicht unwillkommen sein Werden.

Zuerst eine bequeme Berechnung der Differential-Aenderungen
der

heliocentrischen Länge und der geocentrischen Breite aus den Diffe—

rential-Aenderungen der einzelnen Elemente. Sodann ein eigenes Ver-

fahren, die unbekannten Grössen dem oben erwähnten Grundsatze

gemäss zu bestimmen. Sind nämlich w, zu’, zu” etc. die vorgege-

benen linearen Funktionen der unbekannten Grössen p, q, r etc., und

soll das Aggregat zu2 + zu’1 + w”“ + etc. ein Kleinstes werden, so erhält

man leicht so viele lineare Gleichungen, als unbekannte Grössen sind,

aus denen diese durch Elimination bestimmt werden müssen. Diese

Elimination ist aber, wenn die Anzahl der unbekannten Grössen

etwas beträchtlich ist, eine äusserst beschwerliche Arbeit, und zwar

deswegen, weil jede der Gleichungen alle unbekannten Grössen

enthält. Herr Prof. Gauss hat diese Arbeit sehr bedeutend ab-

gekürzt; denn obgleich er die Auflösung auch auf so viele lineare

Gleichungen, als unbekannte Grössen sind, zurückführt, so sind

diese Gleichungen so beschaffen, dass nur die erste alle unbekannten

Grössen enthält, aber die zweite von p, die dritte von p und r],

die vierte von p, q und 7‘ frei ist u. s. w., daher die Bestimmung der
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unbekannten Grössen in der umgekehrten Ordnung nur noch wenige

Mühe macht. Ausserdem hat diese Methode noch den Vortheil,

dass man den kleinsten Werth von W" + w" + zu” + etc. im voraus

angeben7 und so die Vergleichung desselben mit dem nachher be-

rechneten, wenn in w, w', zu” etc. die für die unbekannten Grössen

gefundenen Werthe substituirt werden, zu einer Controlle der

Rechnung benutzt werden kann.


