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ik
(Gottingische gelehrte Anzeigen. 1821, Februar 26.)

Am 15. Februar wurde der Konigl. Societit vom Herrn Hof-
rath Gauss eine Vorlesung iibergeben, iiberschrieben

Theoria Combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae,
pars prior,
die eine der wichtigsten Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zum Gegenstande hat. Alle Beobachtungen, die sich auf
Grossenbestimmungen aus der Sinnenwelt beziehen, konnen, mit
welcher Genauigkeit und mit wie vortrefflichen Werkzeugen sie
auch angestellt werden, nie absolute Genauigkeit haben; sie bleiben
immer nur Ndherungen, grosseren oder kleineren Fehlern ausge-
setzt. Nicht von solchen Fehlern ist hier die Rede, deren Quellen
genau bekannt sind, und deren Grosse bei bestimmten Beobachtun-
gen jedesmal berechnet werden kann; denn da dergleichen Fehler
bei den beobachteten Grissen in Abzug gebracht werden kinnen
und sollen, so ist es dasselbe, als ob sie gar nicht da wiren. Ganz
anders verhilt es sich dagegen mit den als zufillig zu betrachten-
den Fehlern, die aus der beschrinkten Schiarfe der Sinne, aus man-
cherlei unvermeidlichen und keiner Regel folgenden Unvellkommen-
heiten der Instrumente, und aus mancherlei regellos (wenigstens
fiir uns) wirkenden Storungen durch #ussere Umstiinde (z. B. das
Wallen der Atmosphire beim Selien, Mangel absoluter Festigkeit
beim Aufstellen der Instrumente) herrithren. Diese zufiilligen Fehler,
die dem Calciil nicht unterworfen werden konnen, lassen sich nicht
wegschaffen, und der Beobachter kann sie durch sorgfiltige Auf-
merksamkeit und durch Vervielfdltigung der Beobachtungen nur
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vermindern: allein nachdem der Beobachter das seinige gethan hat,
ist es an dem Geometer, die Unsicherheit der Beobachtungen und
der durch Rechnung daraus abgeleiteten Grossen nach streng
mathematischen Principien zu wirdigen, und was das wichtigste
ist, da, wo die mit den Beobachtungen zusammenhéngenden Groissen
aus denselben durch verschiedene Combinationen abgeleitet werden
konnen, diejenige Art vorzuschreiben, wobei so wenig Unsicherheit
als moglich zu befiirchten bleibt.

Obgleich die zufilligen Fehler als solche keinem Gesetze
folgen, sondern ohne Ordnung in einer Beobachtung grosser, in
einer anderen kleiner ausfallen, so ist doch gewiss, dass bei einer
bestimmten Beobachtungsart, auch die Individualitit des Beobachters
und seiner Werkzeuge als bestimmt betrachtet, die aus jeder ein-
fachen Fehlerquelle fliessenden Fehler nicht bloss in gewissen
Grenzen eingeschlossen sind, sondern dass auch alle moglichen
Fehler zwischen diesen Grenzen ihre bestimmte relative Wahr-
scheinlichkeit haben, der zu Folge sie nach Maassgabe ihrer Grosse
hiufiger oder seltemer zu erwarten sind, und derjenige, der eine
genaue und vollstindige Einsicht in die Beschaffenheit einer solchen
Fehlerquelle hitte, wiirde diese Grenzen und den Zusammenhang
zwischen der Wahrscheinlichkeit der einzelnen Fehler und ihrer
Grosse zu bestimmen im Stande sein, auf eine &@hnliche Weise, wie
sich Dbei Gliicksspielen, so bald man ihre Regeln kennt, die Grenzen
der moglichen Gewinne und Verluste, und. deren relative Wahr-
scheinlichkeiten berechnen lassen. Dasselbe gilt auch von dem aus
dem Zusammenwirken der einfachen Fehlerquellen entspringenden
Totalfehler. Auch sind diese Begriffe nicht auf unmittelbare Be-
obachtungen beschréinkt, sondern auch auf mittelbare aus Beob-
achtungen abgeleitete Grossenbestimmungen anwendbar. In der
Wirklichkeit werden uns freilich fast allemal die Mittel fehlen,
das Gesetz der Wahrscheinlichkeiten der Fehler a priori anzugeben.

Wie wir die Unzulissigkeit einer bestimmten Art von Be-
obachtungen im allgemeinen abschitzen wollen, hingt zum Theil
von unserer Willkiir ab. Man kann dabei entweder bloss die Grosse
der #ussersten moglichen Fehler zum Maassstabe wihlen, oder zu-
gleich auf die grossere oder geringere Wahrscheinlichkeit der ein-
zelnen moglichen Fehler mit Riicksicht nehmen. Das letztere scheint
angemessener zu sein. Allein diese Beriicksichtigung kann auf
vielfache Weise geschehen. Man kann, wie es die Berechner bis-
her gemacht haben, den sogenannten wahrscheinlichen (nicht wahr-
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scheinlichsten) Fehler zum Maassstabe wihlen, welches derjenige
ist, itiber welchen hinaus alle moglichen Fehler zusammen noch
eben so viele Wahrscheinlichkeit haben, wie alle diesseits liegenden
zusammen; allein es wird weit vortheilhafter sein, zu diesem Zweck
statt des wahrscheinlichen Fehlers den mittleren zu gebrauchen,
vorausgesetzt, dass man diesen an sich noch schwankenden Begriff
auf die rechte Art bestimmt. Man lege jedem Fehler ein von
seiner Grosse abhingendes Moment bei, multiplicire das Moment
jedes moglichen Fehlers in dessen Wahrscheinlichkeit und addire
die Produkte: der Fehler, dessen Moment diesem Aggregat gleich
ist, wird als mittlerer betrachtet werden miissen. Allein welche
Funktion der Grosse des Fehlers wir fiir dessen Moment wihlen
wollen, bleibt wieder unserer Willkir iiberlassen, wenn nur der
Werth derselben immer positiv ist, und fiir grissere Fehler grosser
als fiir kleinere. Der Verf. hat die einfachste Funktion dieser Art
gewihlt, nimlich das Quadrat; diese Wahl ist aber noch mit man-
chen anderen hichst wesentlichen Vortheilen verkmiipft, die bei
keiner anderen stattfinden. Denn sonst konnte auch jede andere
Potenz mit geraden Exponenten gebraucht werden, und je grosser
dieser Exponent gewihlt wiirde, desto naher wiirde man dem
Princip kommen, wo bloss die #ussersten Fehler zum Maassstabe
der Genauigkeit dienen. Gegen die Art, wie ein grosser Geometer
den Begriff des mittleren Fehlers genommen hat, indem er die Mo-
mente der Fehler diesen gleich setzt, wenn sie positiv sind, und
die ihmen entgegengesetzten Grossen dafiir gebraucht, wenn sie
negativ sind, lisst sich bemerken, dass dabei gegen die mathema-
tische Continuitét angestossen wird, dass sie so gut wie jede andere
auch’ willkiirlich gewihlt ist, dass die Resultate viel weniger ein-
fach und genugthuend ausfallen, und dass es auch an sich schon
natiirlicher scheint, das Moment der Fehler in einem stirkeren
Verhiltniss, wie diese selbst, wachsen zu lassen, indem man sich
gewiss lieber den einfachen Fehler zweimal, als den doppelten ein-
mal gefallen lésst.

Diese Erlauterungen mussten vorangeschickt werden, wenn
auch nur etwas von dem Inhalt der Untersuchung hier angefiibrt
werden sollte, wovon die gegenwiirtize Abhandlung die erste Ab-
theilung ausmacht.

Wenn die Grissen, deren Werthe durch Beobachtungen ge-
funden sind, mit einer gleichen Anzahl unbekannter Grissen auf
eine bekannte Art zusammenhingen, so lassen sich, allgemein zu
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reden, die Werthe der unbekannten Grossen aus den Beobachtungen
durch Rechnung ableiten. Freilich werden jene Werthe auch nur
niherungsweise richtig sein, insofern die Beobachtungen es waren:
allein die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat nichts dabei zu thun,
als die Unsicherheit jener Bestimmungen zu wiirdigen, indem sie
die der Beobachtungen voraussetzt. Ist die Anzahl der unbekannten
Grossen grosser als die der Beobachtungen, so lagsen sich jene
aus diesen noch gar nicht bestimmen. Allein wenn die Anzahl
der unbekannten Grossen kleiner ist, als die der Beobachtungen,
so ist die Aufgabe mehr als bestimmt: es sind dann unendlich
viele Combinationen moglich, um aus den Beobachtungen die un-
bekannten Grossen abzuleiten, die freilich alle zu einerlei Resultaten
fithren miissten, wenn die Beobachtungen absolute Genauigkeit
hiitten, aber unter den obwaltenden Umsténden mehr oder weniger
von einander abweichende Resultate hervorbringen. Aus dieser ins
Unendliche gehenden Mannigfaltigkeit von Combinationen die zweck-
missigste auszuwihlen, d. i. diejenige, wobei die Unsicherheit der
Resultate die moglich kleinste wird, ist unstreitig eine der wich-
tigsten Aufgaben bei der Anwendung der Mathematik auf die
Naturwissenschaften.

Der Verfasser gegenwirtiger Abhandlung, welcher im Jahre
1797 diese Aufgabe nach den Grundsitzen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zuerst untersuchte, fand bald, dass die Ausmittelung
der walrscheinlichsten Werthe der unbekannten Grossen unmoglich
sei, wenn nicht die Funktion, die die Wahrscheinlichkeit der Fehler
darstellt, bekannt ist. Insofern sie dies aber nicht ist, bleibt
nichts iibrig, als hypothetisch eine solche Funktion anzunehmen.
Es schien ihm das natiirlichste, zuerst den umgekehrten Weg ein-
zusehlagen und die Funktion zu suchen, die zu Grunde gelegt
werden muss, wenn eine allgemein als gut anerkannte Regel fiir
den einfachsten aller Fille daraus hervorgehen soll, die namlich,
dass das arithmetische Mittel aus mehreren fiir eine und dieselbe
unbekannte Grosse durch Beobachtungen von gleicher Zuverlissig-
keit gefundenen Werthen als der wahrscheinlichste betrachtet
werden miisse. Bs ergab sich daraus, dass die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers = einer Exponentialgrosse von der Form e~ %%
proportional angenommen werden misse, und dass dann gerade die-
jenige Methode, auf die er schon einige Jahre zuvor durch andere
Betrachtungen gekommen war, allgemein nothwendig werde. Diese

Gauss, Methode der kleinsten Quadrate, 13
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Methode, welche er nachher besonders seit 1801 bei allerlei astro-
nomischen Rechnungen fast tiglich anzuwenden Gelegenheit hatte,
und auf welche auch Legendre inzwischen gekommen war, ist jetzt
unter dem Namen Methode der kleinsten Quadrate im allgemeinen
Gebrauch, und ihre Begriindung durch die Wahrscheinlichkeits-
rechnung, sowie die Bestimmung der Genauigkeit der Resultate
selbst, nebst andern damit zusammenhingenden Untersuchungen
sind in der 7heoria Motus Corporum Coelestium ausfithrlich ent-
wickelt.

Der Marquis de Laplace, welcher nachher diesen Gegenstand
aus einem neuen Gesichtspunkte betrachtete, indem er nicht die
wahrscheinlichsten Werthe der unbekannten Grissen suchte, sondern
die zweckmissigste Combination der Beobachtungen, fand das
merkwiirdige Resultat, dass, wenn die Anzahl der Beobachtungen
als unendlich gross betrachtet wird, die Methode der kleinsten
Quadrate allemal und unabhingig von der Funktion, die die Wahr-
scheinlichkeit der Fehler ausdriickt, die zweckmiissigste Combi-
nation sei.

Man sieht hieraus, dass beide Begriindungsarten noch etwas
zu wiinschen iibrig lassen. Die erstere ist ganz von der hypothe-
tischen Form fiir die Wahrscheinlichkeit der Fehler abhingig, und
sobald man diese verwirft, sind wirklich die durch die Methode
der kleinsten Quadrate gefundenen Werthe der unbekannten Grissen
nicht mehr die wahrscheinlichsten, eben so wenig wie die arithme-
tischen Mittel in dem vorhin angefiihrten einfachsten aller Fiille.
Die zweite Begriindungsart lisst uns ganz im Dunkeln, was bei
einer missigen Anzahl von Beobachtungen zu thun sei. Die Me-
thede der kleinsten Quadrate hat dann nicht mehr den Rang eines
von der Wahrscheinlichkeitsrechnung gebotenen Gesetzes, sondern
empfiehlt sich nur durch die Einfachheit der damit verkniipften
Operationen.

Der Verfasser, welcher in gegenwiirtiger Abhandlung diese
Untersuchung aufs neue vorgenommen hat, indem er von einem ihn-
lichen Gesichtspunkte ausgeht, wie de Laplace, aber den Begriff des
mittleren zu befiirchtenden Fehlers auf eine andere, und wie ihm
scheint, schon an und fiir sich natiirlichere Art, feststellt, hofit,
dass die Freunde der Mathematik mit Vergniigen sehen werden,
wie die Methode der kleinsten Quadrate in ihrer neuen hier gege-
benen Begriindung allgemein als die zweckmiissigste Combination
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der Beobachtungen erscheint, nicht niherungsweise, sondern nach
mathematischer Schiirfe, die Funktion fiir die Wahrscheinlichkeit
der Fehler sei, welche sie wolle, und die Anzahl der Beobachtungen
moge gross oder klein sein.

Mit dem Hauptgegenstande ist eine Menge anderer merkwiir-
diger Untersuchungen enge verbunden, deren Umfang aber den Ver-
fagser nothigte, die Entwickelung des grossten Theils derselben
einer kiinftigen zweiten Vorlesung vorzubehalten. Von denjenigen,
die schon in der gegenwirtigen ersten Abtheilung vorkommen, sei
es uns erlaubt, hier nur ein Resultat anzufiihren. ‘Wenn die
Funktion, welche die relative Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen
Fehlers ausdriickt, unbekannt ist, so bleibt natiirlich auch die
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler zwischen ge-
gebene Grenzen falle, unmoglich: dessenungeachtet muss, wenn
nur allemal grissere Fehler geringere (wenigstens nicht grossere)
Wahrscheinlichkeit haben als kleinere, die Wahrscheinlichkeit, dass
der Fehler zwischen die Grenzen — & und + 2 falle, nothwendig

grisser (wenigstens nicht kleiner) sein, als —7—~v§,wenn 2 kleiner
1)

: 3 : ; 4m? 4 g
ist als m‘/i, und nicht kleiner als 1 — g2 Wemn grosser 1ist

als m‘/—ii, wobei m den bei den Beobachtungen zu befiirchtenden

mittleren Fehler bedeutet. Fir 2 = m‘/% fallen, wie man sieht,

beide Ausdriicke zusammen.

2.
(Gittingische gelehrte Anzeigen. 1823, Februar 24.)

Tine am 2. Febr. der Konigl. Societit von Hrn. Hofr. Gauss
iiberreichte Vorlesung, iiberschrieben:

Theoria Combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae, pars
posterior,
steht im unmittelbaren Zusammenhange mit einer fritheren, wovon
in diesen Blattern (1821, Februar 26.) eine Anzeige gegeben ist.
Wir bringen dariiber nur Kurz in Erinnerung, dass ihr Zweck war,
die sogenannte Methode der kleinsten Quadrate auf eine neue Art
zu begriinden, wobei diese Methode nicht niherungsweise, sondern
18*
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in mathematischer Schérfe, nicht mit der Beschriinkung auf den
Fall einer sehr grossen Anzahl von Beobachtungen, und nicht ab-
héngig von einem hypothetischen Gesetze fiir die Wahrscheinlich-
keit der Beobachtungsfehler, sondern in vollkommener Allgemein-
heit, als die zweckmissigste Combinationsart der Beobachtungen
erscheint. Der gegenwirtige zweite Theil der Untersuchung ent-
hélt nun eine weitere Ausfithrung dieser Lehre in einer Reihe von
Lehrsitzen und Problemen, die damit in genauester Verbindung
stehen. KEs wiirde der Einrichtung dieser Blitter nicht angemessen
sein, diesen Untersuchungen hier Schritt fiir Schritt zu folgen,
auch unnothig, da die Abhandlung selbst bereits unter der Presse
ist. Wir begniigen uns daher, nur die Gegenstdinde von einigen
dieser Untersuchungen, die sich leichter isolirt herausheben lassen,
hier anzufiihren.

Die Werthe der unbekannten Grissen, welche der Methode
der kleinsten Quadrate gemiss sind, und die man die sichersten
Werthe nennen kann, werden vermittelst einer bestimmten Klimi-
nation gefunden, und die diesen Bestimmungen beizulegenden Ge-
wichte vermittelst einer unbestimmten Elimination, wie dies schon
aus der Theoria Motus Corporum Coelestium bekannt ist: auf eine
neue Art wird hier a priori bewiesen, dass unter den obwaltenden
Voraussetzungen diese Elimination allemal moglich ist. Zugleich
wird eine merkwiirdige Symmetrie unter den bei der unbestimmten
Elimination hervorgehenden Coefficienten nachgewiesen.

So leicht und klar sich diese Eliminationsgeschifte im allge-
meinen {iibersehen lassen, so ist doch nicht zu leugnen, dass die
wirkliche numerische Ausfithrung, bei einer betrichtlichen Anzahl
von unbekannten Grossen, beschwerlich wird. Was die bestimmte
Elimination, die zur Ausmittelung der sichersten Werthe fiir die
unbekannten Grossen zureicht, betrifft, so hat der Verfasser ein
Verfahren, wodurch die wirkliche Rechnung, so viel es nur die
Natur der Sache vertrigt, abgekiirzt wird, bereits in der 7eoria
Motus Corporum Coelestiwm angedeutet, und in einer im ersten
Bande der Commentt. Rec. Soc. R. Gott. befindlichen Abhandlung,
Disquisitio de elementis ellipticis Palladis, ausfihrlich entwickelt.
Dieses Verfahren gewihrt zugleich den Vortheil, dass das Gewicht
der Bestimmung der einen unbekannten Grosse, welche man bei
dem Geschiift als die letzte betrachtet hat, sich von selbst mit er-
giebt. Da nun die Ordnung unter den unbekannten Grossen ginz-



Anzeigen. 197

lich willkiirlich ist, und man also welche man will, als die letzte be-
handeln kann, so ist dies Verfahren in allen Fillen zureichend,
wo nur fiir cine der unbekannten Grissen das Gewicht mit ver-
langt wird, und die beschwerliche unbestimmte Elimination wird
dann umgangen.

Die seitdem bei den rechnenden Astronomen so allgemein ge-
wordene Gewohnheit, die Methode der kleinsten Quadrate auf
schwierige astronomische Rechnungen anzuwenden, wie auf die
vollstindige Bestimmung von Cometenbahnen, wobei die Anzahl
der unbekannten Grossen bis auf sechs steigt, hat indess das Be-
diirfniss, das Gewicht der sichersten Werthe aller unbekannten
Grossen auf eine bequemere Art als durch die unbestimmte Elimi-
nation zu finden, fithibar gemacht, und da die Bemiihungen einiger
Geometer®) keinen Erfolg gehabt hatten, so hat man sich nur so
geholfen, dass man den oben erwdhnten Algorithmus so viele male
mit verinderter Ordnung der unbekannten Grossen durchfiihrte,
als unbekannte Grossen waren, indem man jeder einmal den letzten
Platz anwies. Bs scheint uns jedoch, dass durch dieses kunstlose
Verfahren in Vergleichung mit der unbestimmten Elimination in
Riicksicht auf Kiirze der Rechnung nichts gewonnen wird. Der
Verfasser hat daher diesen wichtigen Gegenstand einer besonderen
Untersuchung unterworfen, und einen neuen Algorithmus zur Be-
stimmung der Gewichte der Werthe scmmtlicher unbekannten
Grossen mitgetheilt, der alle Geschmeidigkeit und Kirze zu haben
scheint, welcher die Sache ihrer Natur nach fihig ist.

" Der sicherste Werth einer Grosse, welche eine gegebene
Funktion der unbekannten Grossen der Aufgabe ist, wird gefunden,
indem man fiir letztere ihre durch die Methode der Kleinsten
Quadrate erhaltenen sichersten Werthe substituirt. Allein eine
bisher noch nicht behandelte Aufgabe ist es, wie das jener Be-
stimmung beizulegende Gewicht zu finden sei. Die hier gegebene
Auflosung dieser Aufgabe verdient um so mehr von den rechnenden
Astronomen beherzigt zu werden, da sich findet, dass mehrere der-
selben dabei frither auf eine nicht richtige Art zu Werke ge-
gangen sind.

Die Summe der Quadrate der Unterschiede zwischen den un-

#) gz, B. Plana’s. Siehe Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissen-
schaften, Band VI, S. 258.
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mittelbar beobachteten Grossen, und denjenigen Werthen, welchen
ihre Ausdriicke, als Funktionen der unbekannten Grissen, durch
Substitution der sichersten Werthe fiir letztere erhalten (welche
Quadrate, im Fall die Beobachtungen ungleiche Zuverlissigkeit
haben, vor der Addition erst noch durch die respectiven Gewichte
multiplicirt werden miissen) bildet bekanntlich ein absolutes Minimum.
Scbald man daher einer der unbekannten Grissen einen Werth
beilegt, der von dem sichersten verschieden ist, wird ein dhnliches
Aggregat, wie man auch die iibrigen unbekannten Grissen be-
stimmen mag, allezeit grisser ausfallen, als das erwidhnte Minimum.
Allein die iibrigen unbekannten Grissen werden sich nur auf cine
Art so bestimmen lassen, dass die Vergrisserung des Aggregates
so klein wie moglich, oder dass das Aggregat selbst ein relatives
Minimum werde. Diese von dem Verfasser hier aunsgefiihrte Unter-
suchung fiihrt zu einigen interessanten Wahrheiten, die iiber die
ganze Lehre noch ein vielseitigeres Licht verbreiten.

Es fiigt sich zuweilen, dass man erst, nachdem man schon
eine ausgedehnte Rechnung iiber eine Reihe von Beobachtungen
in allen Theilen durchgefiihrt hat, Kenntniss von einer neuen Beob-
achtung erhilt, die man gern noch mit zugezogen hiitte. Hs kann
in vielen Fillen erwiinscht sein, wenn man nicht nothig hat, des-
halb die ganze Eliminationsarbeit von vorne wieder anzufangen,
sondern im Stande ist, die durch das Hinzukommen der neuen
Beobachtung entstehende Modification in den sichersten Werthen
und deren Gewichten zu finden. Der Verfasser hat daher diese
Aufgabe hier besonders abgehandelt, ebenso wie die verwandte,
wo man einer schon angewandten Beobachtung hintennach ein
anderes Gewicht, als ihr beigelegt war, zu ertheilen sich veran-
lasst sieht, und, ohne die Rechnung von vorne zu wiederholen, die
Verdnderungen der Endresultate zu erhalten wiinscht.

Wie der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtungsgattung
(als bisher iiblicher Maassstab ihrer Unsicherheit) aus einer hin-
linglichen Anzahl wirklicher Beobachtungsfehler niherungsweise
zu finden sei, hatte der Verfasser in einer besonderen Abhandlung
in der Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissenschaften
(1816, Marz u. April) gezeigt: dieses Verfahren, sowie der Gebrauch
des wahrscheinlichen Fehlers iiberhaupt, ist aber von der hypothe-
tischen Form der Grisse der Wahrscheinlichkeit der einzelnen
Fehler abhingig, und musste es sein. Im ersten Theile der gegen-
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wiirtigen Abhandlung ist nun zwar gezeigt, wie aus denselben Datis
der mittlere Fehler der Beobachtungen (als zweckmassiger Maassstab
ihrer Ungenauigkeit) niherangsweise gefunden wird. Allein immer
bleibt hierbei die Bedenklichkeit fibrig, dass man nach aller Schirfe
selten oder fast nie im Besitz der Kenntniss der wahren Grosse
von einer Anzahl wirklicher Beobachtungsfehler sein kann. Bei
der Ausitbung hat man dafiir bisher immer die Unterschiede zwischen
dem, was die Beobachtungen ergeben haben, und den Resultaten
der Rechnung nach den durch die Methode der kleinsten Quadrate
gefundenen. sichersten Werthen der unbekannten Grossen, wovon
die Beobachtungen abhingen, zu Grunde gelegt. Allein da man
nicht berechtigt ist, die sichersten Werthe fiir die wahren Werthe
selbst zu halten, so iiberzeugt man sich leicht, dass man durch
dieses Verfahren allemal den wahrscheinlichen und mittleren Fehler
su llein finden muss, und daher den Beobachtungen und den daraus
gezogenen Resultaten eine grossere Genauigkeit beilegt, als sie
wirklich Dbesitzen. Freilich hat in dem Falle, wo die Anzahl der
Beobachtungen vielemale grosser ist als die der unbekannten Grossen,
diese Unrichtigkeit wenig zu bedeuten; allein theils erfordert die
Wiirde der Wissenschaft, dass man vollstindig und bestimmt iiber-
_ sehe, wieviel man hierdurch zu fehlen Gefahr liuft, theils sind
auch wirklich ofters nach jenem fehlerhaften Verfahren Rechnungs-
resultate in wichtigen Fillen aufgestellt, wo jene Voraussetzung
nicht stattfand. Der Verfasser hat daher diesen Gegenstand
einer besonderen Untersuchung unterworfen, die zu einem sehr
merkwiirdigen hochst einfachen Resultate gefiihrt hat. Man braucht
nimlich den nach dem angezeigten fehlerhaften Verfahren gefun-
denen mittleren Fehler, um ihn in den richtigen zu verwandeln,
nur mit

\/ w—¢
T

zu multipliciren, wo = die Anzahl der Beobachtungen und o die
Anzahl der unbekannten Grossen bedeutet.

Die letzte Untersuchung betrifft noch die Ausmittelung des
Grades von Genauigkeit, welcher dieser Bestimmung des mittleren
Fehlers selbst beigelegt werden muss: die Resultate derselben
miissen aber in der Abhandlung selbst nachgelesen werden.
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3.
(Gottingische gelehrte Anzeigen. 1826, September 25.)

Am 16. September iiberreichte der Herr Hofr. Gauss der Konigl.
Societdt eine Vorlesung:

Supplementum Theoriae combinationis observationum erroribus
minimis obnoxiae.

Bei allen fritheren Arbeiten iiber die Anwendung der Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf die zweckmissigste Benutzung der Beob-
achtungen, und namentlich auch in der Behandlung dieses Gegen-
standes im fiinften Bande der Commentationes recentiores, liegt in
Beziehung auf die Form der Hauptaufgabe eine bestimmte Vor-
aussetzung zu Grunde, die allerdings den meisten in der Aus-
itbung vorkommenden Fillen angemessen ist. Diese Voraussetzung
besteht darin, dass die beobachteten Grossen auf eine bekannte
Art von gewissen unbekannten Grossen (Elementen) abhingen,
d. i. bekannte Funktionen dieser Elemente sind. Die Anzahl dieser
Elemente muss, damit die Aufgabe iiberhaupt hierher gehire,
kleiner sein, als die Anzahl der beobachteten Grossen, also diese
selbst abhidngig von einander.

Inzwischen sind doch auch die Fille nicht selten, wo die ge- -
dachte Voraussetzung nicht unmittelbar stattfindet, d. i. wo die
beobachteten Grossen noch nicht in der Form von bekannten Funk-
tionen gewisser unbekannter Elemente gegeben sind, und wo man
auch nicht sogleich sieht, wie jene sich in eine solche Form bringen
lassen; wo hingegen zum Ersatz die gegenseitige Abhingigkeit der
beobachteten Grossen (die natiirlich auf irgend eine Weise gegeben
sein muss) durch gewisse Bedingungsgleichungen gegeben ist, wel-
chen die wahren Werthe von jenen, der Natur der Sache nach,
nothwendig genau Geniige leisten miissen. Zwar sieht man bei
niherer Betrachtung bald ein, dass dieser Fall von dem anderen
nicht wesentlich, sondern bloss in der Form verschieden ist, und
sich wirklich der Theorie nach leicht auf denselben zuriickfithren
lisst: allein hinfig bleibt dies doch ein unnatiirlicher Umweg, der
in der Anwendung viel beschwerlichere Rechnungen herbeifiihrt,
als eine eigene der urspriinglichen Gestalt der Aufgabe besonders
angemessene Auflosung. Diese ist daher der Gegenstand der gegen-
wirtigen Abhandlung, und die Auflisung der Aufgabe, welche sie
als ein selbstindiges von der friitheren Abhandlung unabhiingiges
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Ganze giebt, hat ihrerseits eine solche Geschmeidigkeit, dass es
sogar in manchen KFillen vortheilhaft sein kann, sie selbst da an-
zuwenden, wo die bei der %ilteren Methode zu Grunde liegende Vor-
aussetzung schon von selbst erfiillt war.

Die Hauptaufgabe stellt sich hier pun unter folgender Ge-
stalt dar. Wenn von den Grossen v, o, »” etc., zwischen welchen
ein durch eine oder mehrere Bedingungsgleichungen gegebener
Zusammenhang stattfindet, eine andere auf irgend eine Art ab-
héngig ist, z. B. durch die Funktion w ausgedriickt werden kanmn,
<0 wird eben dieselbe auch auf unendlich viele andere Arten aus
jener bestimmt, oder durch unendlich viele andere Funktionen, statt
u, ausgedriickt werden komnnen, die aber natiirlich alle einerlei
Resultate geben, insofern die wahren Werthe von v, v, v ete.,
weleche allen Bedingungsgleichungen Geniige leisten, substituirt
werden. Hat man aber nur geniherte Werthe von v, v/, v” etc.,
wie sie Beobachtungen von beschriinkter Genauigkeit immer nur
liefern konnen, so konnen auch die daraus abgeleiteten Grossen auf
keine absolute Richtigkeit Anspruch machen: die verschiedenen fitr
w angewandten Funktionen werden, allgemein zu reden, ungleiche,
aber was die Hauptsache ist, ungleich zuverlissige Resultate geben.
Die Aufgabe ist nun, aus der unendlichen Mannigfaltigkeit von
Funktionen, durch welche die unbekannte Grosse ausgedriickt
werden kann, diejenige auszuwihlen, bei deren Resultat die moglich
kleinste Unzuverlassigkeit zu befiirchten bleibt.

Die Abhandlung giebt eigentlich zwei Auflosungen dieser Auf-
gabe. Die erste Auflsung erreicht das Ziel auf dem kiirzesten
Wege, wenn wirklich nur e/me unbekannte von den Beobachtungen
auf eine vorgeschriebene Art abhingige Grosse abzuleiten ist.
Allein die nihere Betrachtung dieser Auflosung fithrt zugleich auf
das merkwiirdige Theorem, dass man fiir die unbekannte Grosse
genau denselben Werth, welcher aus der zweckmissigsten Combi-
nation der Beobachtungen folgt, erhilt, wenn man an die Beob-
achtungen gewisse nach bestimmten Regeln berechnete Veréin-
derungen anbringt, und sie dann in irgend eine beliebige Funktion,
welche die unbekannte Grosse ausdriickt, substituirt. Diese Ver-
inderungen haben neben der Eigenschaft, dass sie allen Bedingungs-
gleichungen Geniige leisten, noch die, dass unter allen denkbaren
Systemen, welche dasselbe thun, die Summe ihrer Quadrate (inso-
fern die Beobachtungen als gleich zuverlissig vorausgesetzt wurden)
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die moglich kleinste ist. Man sieht also, dass hierdurch zugleich
eine neue Begriindung der Methode der kleinsten Quadrate gewonnen
wird, und dass diese von der Funktion"» ganz unabhiingige Aus-
gleichung der Beobachtungen eine zweite Auflosungsart abgiebt,
die vor der ersten einen grossen Vorzug hat, wenn mehr als eine
unbekannte Grosse aus den Beobachtungen auf die zweckmissigste
Art abzuleiten ist: in der That werden die Beobachtungen dadurch
zu jeder von ihnen zu machenden Anwendung fertig vorbereitet.
Nur musste bei dieser zweiten Auflosung noch eine besondere An-
leitung hinzukommen, den Grad der Genauigkeit, der bei jeder
einzelnen Anwendung erreicht wird, zu bestimmen. Fiir dies alles
enthilt die Abhandlung vollstindige und nach Moglichkeit einfache
Vorschriften, die natiirlich hier keines Auszuges fihig sind. KEben-
so wenig konnen wir hier in Beziehung auf die, nach der Ent-
wickelung der Hauptaufgaben, noch ausgefithrten anderweitigen
Untersuchungen, welche mit dem Gegenstande in innigem Zusam-
menhange stehen, uns in das Einzelne einlagsen. Nur das eine
merkwiirdige Theorem fithren wir hier an, dass die Vorschriften
zur vollstindigen Ausgleichung der Beobachtungen immer einerlei
Resultat geben, sie mogen auf die urspriinglichen Beobachtungen
selbst, oder auf die bereits einstweilen unvollstindig ausgeglichenen
Beobachtungen angewandt werden, insofern dieser Begriff in der
in der Abhandlung niher bestimmten Bedeutung genommen wird,
unter welcher, als specieller Fall, derjenige begriffen ist, wo mit
den Beobachtungen schon eine zwar vorschriftsmissig ausgefiihrte,
aber nur einen Theil der Bedingungsgleichungen beriicksichtigende
Ausgleichung vorgenommen war.

Den letzten Theil der Abhandlung machen ein paar mit Sorg-
falt ausgearbeitete Beispiele der Anwendung der Methode aus, die
theils von den geoditischen Messungen des Generals von Krayenhoff,
theils von der vom Verfasser selbst im Konigreich Hannover aus-
gefithrten Triangulirung entlehnt sind, und die dazu dienen konnen,
sowohl die Anwendung dieser Theorie mehr zu erliutern, als auch
manche dergleichen Messungen betreffende Umstinde iiberhaupt in
ein helleres Licht zu stellen.

Die trigonometrischen Messungen gehioren ganz besonders in
das Feld, wo die Wahrscheinlichkeitsrechnung Anwendung findet,
und namentlich in derjenigen Form Anwendung findet, die in der
gegenwiirtigen Abhandlung entwickelt ist. Gerade hier ist es
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Regel, dass mehr beobachtet wird, als unumgénglich néthig ist,
und dass so die Messungen einander vielfiltig controlliren. Nur
durch die Benutzung der strengen Grundsitze der Wahrscheinlich-
keitsrechnung kann man von diesem Umstande den Vortheil ganz
ziehen, der sich davon ziehen lisst, und den Resultaten die grosste
Genauigkeit geben, deren sie fihig sind. Ausserdem aber geben
jene Grundsitze zugleich das Mittel, die Genauigkeit dei Messun-
gen selbst, und die Zulissigkeit der darauf gegriindeten Resultate
zu bestimmen. Endlich dienen sie dazu, bei der Anordnung des
Dreieckssystems, aus mehreren, unter denen man vielleicht die Wahl
bhat, das zweckmiissigste auszuwihlen. Und alles dieses nach festen
sicheren Regeln, mit Ausschliessung aller Willkiirlichkeiten. Allein
sowohl die sichere Wiirdigung, als die vollkommenste Benutzung
der Messungen ist nur dann moglich, wenn sie in reiner Autenthi-
citit und Vollstindigkeit vorliegen, und es wire daher sehr zu
wiinschen, dass alle grosseren auf besondere Genauigkeit Anspruch
machenden Messungen dieser Art immer mit aller nothigen Aus-
fithrlichkeit bekannt gemacht werden mochten. Nur zu gewohnlich
ist das Gegentheil, wo nur Endresultate fiir die einzelnen gemesse-
nen Winkel mitgetheilt werden. Wenn solche Endresultate nach
richtigen Grundsitzen gebildet werden, indem man durchaus alle
einzelnen Beobachtungsreihen, die nicht einen durchaus unstatt-
haften Fehler gewiss enthalten, dazu concurriren lisst, so ist der
Nachtheil freilich lange nicht so gross, als wenn man etwa nur
diejenigen Reihen beibehilt, die am besten zu den nahe liegenden
Priiffungsmitteln passen, welche die Summen der Winkel jedes Drei-
ecks und die Summen der Horizontalwinkel um jeden Punkt herum
darbieten. Wo dies durchaus verwerfliche Verfahren angewandt
ist, sei es aus Unbekanntschaft mit den wahren Grundsitzen einer -
richtigen Theorie, oder aus dem geheimen Wunsche, den Messungen
das Ansehen grosserer Genauigkeit zu geben, geht der Maassstab
zu einer gerechten Wirdigung der Beobachtungen und der aus
ihnen abzuleitenden Resultate verloren; die gewdhnliche Prifung
nach den Winkelsummen in den einzelnen Dreiecken und bei den
Punkten, wo die gemessenen Winkel den ganzen Horizont um-
fassen, scheint dann eine Genauigkeit der Messungen zu beweisen,
von der sie vielleicht sehr weit entfernt sind, und wenn andere
Priiffungsmittel, durch die Seitenverhiltnisse in geschlossenen Poly-
gonen oder durch Diagonalrichtungen, vorhanden sind, werden diese
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die Gewissheit des Daseins von viel grosseren Fehlern verrathen.
Umgekehrt aber, wenn die zuletzt erwédhnte Voraussetzung statt-
findet, und das Ausgleichen der Beobachtungen in Beziehung auf
die Priifungsmittel ohne die sicheren Vorschriften der Wahrschein-
lichkeitsrechnung versucht ist, wo es immer ein Herumtappen im
Dunkeln bleiben muss, und grossere, oft viel grossere, Correctionen
herbeifiihrt, als nothig sind, kann leicht dadurch ein zu ungiinstiges
Urtheil iiber die Messungen veranlasst werden. Diese Bemerkungen
zeigen die Wichtigkeit sowohl einer hinlinglich ausfithrlichen Be-
kanntmachung, als einer auf strenge Principien gegriindeten mathe-
matischen Combination der geoddtischen Messungen: sie gelten aber
offenbar mehr oder weniger bei Beobachtungen jeder Art, astrono-
mischen, physikalischen u. s. w., die sich auf das Quantitative be-
ziehen, insofern die Mannigfaltigkeit der dabei stattfindenden Um-
stinde zu wechselseitigen Controllen Mittel darbietet.

4.
(Gdttingische gelehrte Anzeigen. 1809, Junius 17.)

Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis Solem ambientium.
Auctore Carolo Frid. Gauss. Hamburgi, 1809. Sumtibus Frid. Perthes et
J. H. Besser. XII 8. Vorrede, 228 S. Text und 20 S. Tabellen nebst einer
Kupfertafel. gr. Quart.

Zu der schirferen Ausfeilung der Elemente eines Himmels-
korpers hat man nicht die moglich kleinste Zahl von Beobachtun-
gen, sondern so viele, als nur zu Gebote stehen, anzuwenden. Wie
man sich dabei zu verhalten habe, lehrt der dritte Abschnitt. Hier
war der Ort, die Haupt-Momente von einer fiir jede Anwendung
der Mathematik auf die Korperwelt hochst wichtigen Frage zu
entwickeln, wie Beobachtungen und Messungen, die bei der Un-
vollkommenheit unserer Sinne und Werkzeuge unvermeidlich immer
mit Fehlern, wenn auch noch so geringen, behaftet sind, am zweck-
missigsten zur Festsetzung von Resultaten zu combiniren sind.
Die Grundsiitze, welche hier ausgefithrt werden, und welche von
dem Verfasser schon seit 14 Jahren angewandt, und von dem-
selben schon vor geraumer Zeit mehreren seiner astronomischen
Freunde mitgetheilt waren, fiilhren zu derjenigen Methode, welche
auch Legendre in seinem Werke: Nouvelles méthodes pour la déter-
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mination des orbites des comites, vor einigen Jahren unter dem
Namen Méthode des moindres carrés aufgestellt hat: die Begriin-
dung der Methode, welche von dem Verfasser gegeben wird, ist
diesem ganz eigenthiimlich. Eine weitere Ausfilhrung hat man
von demselben in der Folge zu erwarten.

53

(Gittingische gelehrte Anzeigen. 1810, December 13.)

Am 25. November iibergab Herr Prof. Gauss der Konigl.
Societit der Wissenschaften eine Vorlesung:

Disquisitio de elementis ellipticis Palladis ex oppositio7zibz¢s
annorum 1803, 1804, 1805, 1807, 1808, 1809.

Die Berechnung des vierten Systems von Elementen ist nach
den Grundsitzen gefiihrt, die in dem 3. Abschnitt des 2. Buches
der Theoria motus corporum coelestium entwickelt sind, und die
vorliegende Abhandlung giebt auch hierzu mehrere Zusitze,
die hoffentlich den Astronomen nicht unwillkommen sein werden.
Zuerst eine bequeme Berechnung der Differential-Aenderungen der
heliocentrischen Linge und der geocentrischen Breite aus den Diffe-
rential-Aenderungen der einzelnen Elemente. Sodann ein eigenes Ver-
fahren, die unbekannten Grossen dem oben erwihnten Grundsatze
gemiiss zu bestimmen. Sind nédmlich w, w, w” ete. die vorgege-
benen linearen Funktionen der unbekannten Grossen p, ¢, r etc., und
soll das Aggregat w’ + w” 4+ w™ -+ ete. ein Kleinstes werden, so erhilt
man leicht so viele lineare Gleichungen, als unbekannte Grosseu sind,
aus denen diese durch Elimination bestimmt werden miissen. Diese
Elimination ist aber, wenn die Anzahl der unbekannten Grossen
etwas betrichtlich ist, eine dusserst beschwerliche Arbeit, und zwar
deswegen, weil jede der Gleichungen alle unbekannten Grossen
enthilt. Herr Prof. Gauss hat diese Arbeit sehr bedeutend ab-
gekiirzt; denn obgleich er die Auflosung auch auf so viele lineare
Gleichungen, als unbekannte Groissen sind, zuriickfithrt, so sind
diese Gleichungen so beschaffen, dass nur die erste alle unbekannten
Grossen enthilt, aber die zweite von p, die dritte von p und g,
die vierte von p, ¢ und » frei ist u.s. w, daber die Bestimmung der
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unbekannten Grissen in der umgekehrten Ordnung nur noch wenige
Mithe macht. Ausserdem hat diese Methode noch den Vortheil,
dass man den kleinsten Werth von w? + w® + w” - ete. im voraus
angeben, und so die Vergleichung desselben mit dem nachher be-
rechneten, wenn in w, w’, w” ete. die fiir die unbekannten Grossen
gefundenen Werthe substituirt werden, zu einer Controlle der
Rechnung benutzt werden kann.



