Zweiter Theil.

(Der Koniglichen Societiit der Wissenschaften iiberreicht 1823, Februar, 2.)

23.

Es eriibrigen noch mehrere Untersuchungen, welche die vor-
hergehende Theorie sowohl erliutern als auch besonders erweitern
sollen.

Vor allen muss man nachforschen, ob das Geschift der Klimi-
nation, mittelst deren die Unbekannten », y, = etc. durch die &b
[ ete. auszudriicken sind, immer ausfithrbar ist. Da die Anzahl
jener der Anzahl dieser gleich ist, so wird, wie man aus der Theorie
der Elimination bei linearen Gleichungen weiss, jene Elimination
sicher moglich sein, wenn &, 7, { etc. von einander unabhéngig
gind, im anderen Falle unmoglich. Nehmen wir fiir den Augen-
blick an, & #, { etc. seien nicht von einander unabhiingig, sondern
es bestehe zwischen ihnen die identische Gleichung

0 = F& -+ Gy + HC + ete. - K.
Wir hétten dann

F=a® + GZab + HZac + ete.
F=ab + G2b* 4 HZbc + etce.
FZac + GZbe + H=c® + ete.

etc., und ferner
Fzal + G=bl + H=Zc¢l + ete.

Setzt man alsdann

aF 4+ 0G4 ¢H+ ete. =
dF +bG 4 ¢H -+ ete.
a'F + "G + ¢"H + ete.
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ete., so folgt
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a® + 0@ + a"'0" 4 ete. =
50 PO L VO ) el —
y O + O L+ 'O + ete. =
etc., und ausserdem

16 (@ - @ L ete, = — K.

Multiplicirt man demnaeh die Gleichungen (1) bezw. mit O, O, O ete.
und addirt, so erhélt man

0 — @1 6L oL dte.,

eine Gleichung, welche offenbar nicht bestehen kann, wenn nicht
gleichzeitig ©® = 0, @ = 0, ©” = 0 etc. wire. Hieraus schliessen
wir erstens, dass nothwendig K = 0 sein muss. Sodann zeigen
die Gleichungen (1), dass die Funktionen v, v, v” etc. so beschaffen
sind, dass ihre Werthe sich nicht &ndern, wenn die Werthe der
Grossen , y, 2 etc. um Grossen zu- oder abnehmen, welche bezw. den
¥, G, H ete. proportional sind. Dasselbe wird offenbar von den
Funktionen V, V’, V” ete. gelten. Die Voraussetzung kann also nicht
statt haben, ausser in dem Falle, wenn es sogar schon unmoglich
gewesen wire, aus den genauen Werthen der Grossen V, V', V” ete.
die Werthe der Unbekannten @, », ¢ etc. zu bestimmen, d. h. wenn
die Aufgabe ihrer Natur nach unbestimmt gewesen wire, einen
Fall, den wir von unserer Untersuchung ausgeschlossen haben.

(=) =l

24.

Wir bezeichnen mit 8, §, 8 etc. Multiplicatoren, welche der
Unbekannten y gegeniiber dieselbe Rolle spielen, wie die o, o’ o” efc.
gegeniiber dem »; es sei also

a [e] + b [B6] + ¢ [B7] + ete. = 6
o [Be] + ' [88] + ¢'[By] + ete. = £
o'[Ba] + b[8B) + ¢'[B7] + ete. = B

etc., so dass allgemein wird
Bv + B + B + ete. = y—B.

Ebenso seien 7, 7, " etc. analoge Multiplicatoren in Bezug auf die
Unbekannte z, demnach

I

I

a[ye] + b [78] + c[yy] +ete. = v
o[ye] + V' [yB] + ¢lyy] + ete. = 7
aTye] + 01y + ¢Try] + ete. = 7

ete., so dass allgemein wird
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Y+ yv + Y Fete. = z2—C
und so weiter. Ebenso wie wir im Art. 20. bereits fanden, dass
Zae = 1, Zab =0, Zac = 0 etc., und ausserdem Sal — — A,
so erhalten wir hiernach auch :
2o =0, 260 =— 1, Zfc— D pete. ynd 28 — - B
Zye — 0 Sybe— S0y — S o 2yl = —C
u. 8. w. Und gerade so, wie man im Art. 20. erhielt >o® — [aa],
wird auch
= (B8], Zy* = [yy] ete.
Wenn man ferner die Werthe der «, o, ” ete. (Art. 20. (4))
bezw. mit 8, #, p” etc. multiplicirt und addirt, so erhilt man

off + a'f' + o”f” + etc. = [af] oder Tep = [ef].

Multiplicirt man aber die Werthe von g, #, 87 ete. bezw. mit
a, o, o etc. und addirt, so folgt ebenso

of + af + «’f’ + ete. = [Bal, also [af] = [fa].
Es wird weiter auf analoge Weise gefunden

[e7] = [ya] = Zay, [By] = [78] = =By etc.

25.
Ferner bezeichnen wir mit 4, 4, A” etc. diejenigen Werthe
der Funktionen », ¢/, »” etc., welche erhalten werden, wenn wir
fiir @, y, = etc. ihre plausibelsten Werthe A, B, C ete. einsetzen, also

aA+bB+4+c¢CHete.+1 = 2

adA+VB+c¢CHete. +1 = &

A+ 0B+ ¢CHete. +17 = 1
etc.; wir setzen ausserdem

A4 A% 4 2”4 ete. = M,

so dass M der Werth der Funktion £ ist, welcher den plausibelsten
Werthen der Variabeln entspricht, mithin auch der kleinste Werth
dieser Funktion, wie wir im Art. 20. gezeigt haben. Hiernach wird
ak + a’X + a”"L” + etc. der Werth von &, welcher den Werthen
x = A, y = B, = = C etc. entspricht, und zugleich = 0 sein,
d. h. wir erhalten :
2k, =0p
und es wird ebenso
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bh = 0, ZcA = 0 etc.; ausserdem Zed =0, 24 =0, ZyA =10
etc. Multiplicirt man endlich die Ausdriicke von 4, 4, 17 etc.
bezw. mit 4, 4, 2”7 etc. und addirt, so erhdlt man
T4 PN A ete. = 2 4 A7 4 A 4 etc., oder
M

26.

Ersetzen wir in der Gleichung v = ax + by + ¢z + ete. + 1
die @, y, = etc. durch die Ausdricke (7) des Art. 21., so folgt mit
Hiilfe von aus dem Vorhergehenden geliufigen Reduktionen

== al 4 gy gL A ete. A+ 4
und ebenso wird allgemein

v = &5+ 8+ yL4ete. + 4

oo E 8y 4 v 4 efe. A7
etc. Multipliciren wir diese oder die Gleichungen (1) des Art. 20.
bezw. mit 4, ¥, A’ etc. und addiren, so sehen wir, dass allgemein ist

v + W + V" + ete. = M.

27,

Die Funktion £ kann im allgemeinen in mehreren Formen
dargestellt werden, welche zu entwickeln die Miihe lohmen wird.
Und zwar erhilt man zuniichst aus den Gleichungen (1) des Art.
20. durch Quadriren und Addiren unmittelbar
Q = 23’ + 20 + 2 + ete. + RayZab + 2wz Zac + RyzXbe

4+ ete. 4+ Rz Zal + 2y =l + 2z Zcl + ete. + b
als erste Form.

Multiplicirt man dieselben Gleichungen bezw. mit », @, v”
etc. und addirt, so erhilt man

D = Ex 4+ gy + Lz + ete. + o 4 1v" + " + ete.
und hieraus, indem man fiir », », »” etc. die im vorhergehenden
Art. gegebenen Ausdriicke einsetzt,

Q=E¢r+nmy+ Lz + ete. — Af — Byp — CC — ete. + M
oder

Q@ =E@—A) 4@ —B)+L(—0)+etc. + M

als zweite Form.
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Setzen wir in der zweiten Form fir # — A, y — B, 2 —C
etc. die Ausdriicke (7) des Art. 21., so erhalten wir die dritte Form
= [aa] & + [B8]9° 4 [y7] T + ete. + R[af] &y
+ 2[ay] € 4 2[By] 9L + ete. + M.
Diesen kann als wvierfe Form die folgende hinzugefiigt werden,

welche sich aus der dritten und aus den Formeln des vorherge-
henden Art. von selbst ergiebt,
2 = (v— A+ (@ —A) + (" —A')* + ete. + M, oder
2 = M+ =(v — 1),
welche Form die Bedingung des Minimums unmittelbar vor Augen
fithrt.
28.

Es seien ¢, ¢, ¢” ete. die Fehler, welche bei den Beobachtun-
gen, die V = L, V' = L/ V” = L iete. ergeben haben, began-
gen sind; d. h. die wahren Werthe der Funktionen V, V', V” ete.
seien bezw. L — 2 L' —¢, L”"—¢" etc., und folglich die wahren
Werthe von v, ¢/, v” ete. 5 —e\p el — ¢"Vp” ete. Hier-
mit wird der Wahre Werth des 2

= A —aeVp— oeVp' — a’¢"Vp” ete.,
oder der bei der zweckmissigsten Bestimmung des Werthes von «
begangene Fehler, den wir mit E(») bezeichnen wollen, ist

= aeVE + «eVp' + o’eVp” + ete. .
Analog wird der bei der zweckmiissigsten Bestimmung des Werthes
von y begangene Kehler, den wir mit KE(y) bezeichnen werden,

= BeVp + BeVp + 8¢Vp" + ete.
Den mittleren Werth des Quadrates [E(»)]* findet man
= m?p (o + o” 4 o + ete.) = m'p[oe],

den mittleren Werth des Quadrates [E(y)]* ebenso = m’p [8p] ete.,

wie wir schon oben zeigten. Nun kann man auch den mittleren
Werth des Produktes E(«) E(y) angeben; derselbe wird nidmlich

= m’p (ef + «f + «’B” + ete.) = w'p [ef]
gefunden. Man kann dieses kurz auch so ausdriicken: Die mittleren
Werthe der Quadrate [E(z), [E(y)|’ etc. sind bezw. den Pro-
dukten aus é m’p in die partiellen Differentialquotienten zweiter
Ordnung
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r9 0
d §2 ’ d’f 3
gleich, und der mittlere Werth eines solchen Produktes, wie E(x) E(y),

ist gleich dem Produkte aus %m:'p in den Differentialquotienten

Efgl%’ wenn man ndmlich 2 als Funktion der Variabeln &, 7,  etc.

betrachtet.

ete.

29.

Es bezeichne ¢ eine gegebene lineare Funktion der Grissen
z, ¥, 2 etc., es sei also

t = fx + gy + hz + ete. + k.
Der aus den plausibelsten Werthen von z, 4, = etc. hervorgehende
Werth von ¢ wird demnach — fA 4 ¢gB + AC + ete. - % sein,
den wir mit K bezeichnen wollen. Nimmt man diesen als wahren
Werth von ¢ an, so wird ein Fehler begangen

= fE(z) + gE(y) + IE() + etc,
der mit E(f) bezeichnet werden mige. Der mittlere Werth dieses
Fehlers wird offenbar = 0, d. h. der Fehler wird von einem con-

stanten Theil frei sein. Der mittlere Werth des Quadrates [E(®)],
d. h. der mittlere Werth der Summe

FIB@T + 279 (@) B(y) + 27k B(2) B() + ete.
+  F[EQ@)] + 291 E(y) E(z) + ete.
+ 1? [E(z)] + ete. ete.,
wird aber nach den Ergebnissen des vorigen Art. gleich dem Pro-
dukte aus #% in die Summe
el + 27 [af] + 2% [a7] + ete.
+  9°[88] + 29 [By] - etc.
+ 2 [yy] + ete. ete.
oder gleich dem Produkte aus m’p in den Werth der Funktion
2 —M sein, welcher durch die Substitutionen
§=f, 1=g, §=h etc.
entsteht. Bezeichnen wir also diesen bestimmten Werth der Funk-

tion 2 —M mit w, so wird der mittlere zu befmchtende Fehler,
wenn wir an der Be’stlmmuncr t = K festhalten, — mVpw, oder da.s

1
Gewicht dieser Bestimmung = —~ sein.
w

Gauss, Methode der kleinsten Quadrate. 3
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Da allgemein
Q—M=(@—A)E+@G—B)y+(E—0)L + et
ist, so muss @ auch dem bestimmten Werthe des Ausdrucks

(@—A)f+ (@ —B) g+ — C)h - ete,

d. h. dem bestimmten Werth von ¢— K gleich sein, welcher sich

ergiebt, wenn man den Variabeln 2, y, z etc. diejenigen Werthe bei-

legt, welche den Werthen f, g, % ete. der & #, C etc. entsprechen.
Endlich merken wir noch an, dass, wenn ¢ in der Form einer

Funktion der &, 5,  etc. allgemein dargestellt wird, der constante

Theil derselben nothwendig — K wird. Wenn also allgemein

— F& + Gy + HE + ete. + K
ist, so wird o = fF + ¢G + 2H 4 ete.

30.

Die Funktion £ erlangt, wie wir oben gesehen haben, ihren
absolut kleinsten Werth M, wenn man # = A, y = B, z = C ete,,
oder £ =0, n = 0, £ = 0 etc. setzt. Ist aber irgend einer
dieser Grassen schon ein anderer Werth beigelegt, z. B. 2 = A 4 A,
so kann 2 durch Aenderungen der Uebrigen einen relativ kleinsten
Werth erlangen, welcher offenbar mit Hiilfe der Gleichungen

Q Q
=A+A,d—:0,d—=0etc.
dy dz
erhalten wird. Es muss deshalb » = 0, £ = 0 etc. werden, und

ferner, da ja

— A + [eo] §+ [@B] q + [er] § + ete. ist, & = [éz]
- Zugleich wird man haben:
(e8] [e7]
= B+ +—= = 0 — A efe.
+ [ al + [ ] ete
Der relativ kleinste Werth des £ wird aber
AZ
= [ea]8 + M = M+ T,

Umgekehrt schliessen wir hieraus, dass, wenn der Werth des £2
eine vorgeschriebene Grenze M -} w* nicht iiberschreiten soll, als-
dann auch der Werth des 2 nothwendig in den Grenzen A — uV|[aa]
und A -+ uV|[ae] liegen muss. Es verdient angemerkt zu werden,
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dass uV[ea| dem mittleren zu befiirchtenden Fehler des plausibelsten
Werthes von # gleich wird, wenn man u = mVp setzt, d. h. wenn
w gleich dem mittleren Kehler solcher Beobachtungen ist, welche
das Gewicht 1 besitzen.

Allgemeiner wollen wir den kleinsten Werth von £ aufsuchen,
welcher fiir einen gegebenen Werth von ¢ eintreten kann, wenn ¢
wie im vorigen Art. die lineare Funktion f» 4 gy + hz + etc. + &
bezeichnet, und ihr plausibelster Werth — K ist; jener vorge-
schriebene Werth des ¢ sei K 4 ». Aus der Theorie der Maxima
und Minima ist bekannt, dass die Losung der Aufgabe aus den
Gleichungen

d dt
do OIIE
19 _ g dt
dy dy
ase dt
ik (€] s ete.

eplialtentwind Sidieh Sans & — @7 0 = Oy, — @4 ete:,. wenn
man mit @ einen zundchst unbestimmten Faktor bezeichnet. Wenn
wir also, wie in dem vorhergehenden Art., allgemein

t = P&+ Gy + HE 4 ete. + K
setzen, so haben wir

K+% = O(fF 4+ ¢G + 2H + ete.) + K, oder
==,

wo  in derselben Bedeutung wie im vorigen Art. zu nehmen ist.
Und da 2 — M im allgemeinen eine homogene Funktion zweiter Ord-
nung der Variabeln & #, { etc. ist, so wird augenscheinlich ihr
Wiesth e S —N0F 70— Op.. & — @) ete., — G, und folglich
der kleinste Werth, den £ fiir ¢ = K + x erhalten kann, gleich

2
M+ @Ow =M + % werden. Umgekehrt, wenn £ irgend einen

vorgeschriebenen Werth M - w* nicht fiberschreiten soll, so muss der

Werth von ¢ nothwendig in den Grenzen K — uV o und K 4 uVo

enthalten sein, wo pVw dem mittleren bei der plausibelsten Bestim-

mung von ¢ zu befiirchtenden Fehler gleich ist, wenn man g als den

mittleren Fehler der Beobachtungen annimmt, deren Gewicht = 1 ist.
g
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31.

Wenn die Anzahl der Grossen #, y, z etc. etwas grosser ist,
wird die numerische Bestimmung der Werthe A, B, C etc. aus den
Gleichungen & = 0, 7 = 0, £ = 0 etc. vermittelst der gewdhn-
lichen Elimination ziemlich listig sein. Deshalb haben wir in der
Theorie der Bewegung der Himmelskirper, Art. 182., auf einen eigen-
thiimlichen Algorithmus hingewiesen, und denselben in der Unfer-
suchung diber die elliptischen Elemente der Pallas (Comment. recent.
Soc. Gotting. Vol. I) des weiteren entwickelt, durch welchen jene
Arbeit, soweit es der Gegenstand erlaubt, thunlichst vereinfacht wird.

Die Funktion £ ist nimlich auf folgende Form

”2 7”2

u” u u
—!—%;—}—@—E—W—l—et& S Wi

02

w

A
zn bringen, wo die Divisoren A°, ¥, €”, D" ete. bestimmte Grossen,
u’, w, u’, w” etc. aber lineare Funktionen von =, y, # ete. sind,
von denen indess die zweite « kein x, die dritte «” kein « und
kein ¢, die vierte «” kein @, y und z, und so weiter, enthilt, wo-
nach die letzte «¢* —% nur noch von der letzten der Unbekannten
@, y, z etc. abhingt; endlich sind die Coefficienten, mit denen ,
y, = etc. bezw. in «°, o, u” etc. multiplicirt sind, bezw. den 30°,
B E%ete. gleich. © Alsdann hati man ud — 00— )
w” = 0 ete. zu setzen, um die Werthe der Unbekannten z, y, ¢
etc. in umgekehrter Reihenfolge so bequem wie moglich abzu-
leiten. Es erscheint unnothig, den Algorithmus selbst, durch welchen
diese Transformation der Funktion £ bewirkt wird, hier noch ein-
mal zu wiederholen.

Aber eine noch viel weitliufigere Rechnung erfordert die unbe-
stimmte Elimination, mit deren Hiilfe man die Gewichte jener Bestim-
mungen aufzusuchen hat. Zwar das Gewicht der Bestimmung der letz-
ten Unbekannten (welche allein in dem letzten «(* =) vorkommt) wird
nach dem, was in der ,Theorie der Bewegung der Himmelskorper
gelehrt ist, leicht gleich dem letzten Gliede in der Reihe der Divisoren
9U°, B, € ete. gefunden; deshalb haben sich einige Rechner, um jene
listige Elimination zu umgehen, in Ermangelung anderer Hiilfsmittel,
dazu entschlossen, den ofter erwihnten Algorithmus mit verdnderter
Reihenfolge der Grossen @, y, z ete. zu wiederholen, indem sie nach
und nach den einzelnen Unbekannten den letzten Platz anwiesen. Wir
hoffen deshalb auf den Dank der Mathematiker, wenn wir zur Berech-
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nung der Gewichte der Bestimmungen eine neue, aus einer tieferen
Analyse der Beweisfithrung geschopfte Methode, welche nichts mehr
zu wiinschen iibrig zu lassen scheint, hier auseinander setzen.

32.

Nehmen wir also an, es sei
w = Wz + B + €2 4 ete. + &

gl By + €z + ete. + ¥ 1)
i 6" + ete. + &7
ete.

Hieraus folgt im allgemeinen
L9 = Edw + ndy + Lds + ete.

wWdu® | wdw u (Zu

T OO ey
B’ 6
= (d&“-FQ(, +_5l(’d —}etc)

+ o (dy - @ dz + etc.) +u” (dz + ete.) 4 ete.,

woraus zu erschliessen

§ L

= Qloz[’—}—u: P)
& — §u s 5 u-{—u

ete.

Nehmen wir an, es ergdben sich hieraus die folgenden Formeln

Win=—=+E

w = A + (3)
= NE+ B+ L

ete.

Von dem vollstindigen Differential der Gleichung
= Ef@—A)+n@y—B)+L@—C)+fete. - M

ziehen wir nunmehr die Gleichung

L0 = Eiw + ndy + Ldz + ete,
ab, und erhalten
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542 = (0 —A) a5+ (y — B) dyy + (z — ) dL + etes,

welcher Ausdruck mit dem iibereinstimmen muss, der sich aus (3)
ergiebt, ndmlich mit

glio o %', et g (A"dE - Bl & 25 et

Hieraus folgern wir

/

T — +A’ —{—A”@,, + ete. + A

y = % Ee; g +ote. + B 4)
2= % + ete. + C

ete.

Wenn man in diese Ausdriicke fiir «°, «/, «” etc. ihre aus (3) ent-
nommenen Werthe einsetzt, so wird die unbestimmte Klimination
erledigt sein., Und zwar erhdlt man zur Bestimmung der Ge-
wichte

A//Z Am‘z
[aa] == Qlo —'_ %/ + @u + %/// —l_ etc'
it B2 3B
[ﬂﬂ] E= %r + @// + @/II + etc' (5)
1 Cma
= T tawe
ete.,

Formeln, deren Einfachheit nichts zu wiinschen iibrig lisst. Uebrigens
ergeben sich auch fiir die anderen Coefficienten [ef], [ay], [8y] ete.
gleich einfache Formeln, welche wir indessen, da sie seltener ge-
braucht werden, hier beizufiigen unterlassen.

33.

Wegen der Bedeutung des Gegenstandes, und um Alles fiir die
Rechnung bereit zu stellen, wollen wir auch die expliciten Formeln
zur Bestimmung der Coefficienten A’, A”, A” ete., B”, B” ete. etc.
hierherschreiben. Diese Rechnung kann auf eine doppelte Weise
gefithrt werden, da dieselben Gleichungen sich ergeben miissen, ob
man nun die aus (3) entnommenen Werthe der «°, «/, »” etc. in ()
einsetzt, oder die Werthe der &, », £ ete. aus (2) in (3). Die

erste Rechnungsart liefert folgendes Formelsystem:
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%+x:0

oG W

a + W AGAE ()

LN D e

gt tar =20
etc., woraus A, A”, A” etc. gefunden werden,

5(85:’- EISSE & —8()

@/ @”

5 _B’l B/// — 0
23 + @// +
etc., woraus B”, B” etc. gefunden werden,

@” N et
S+ =0

etc.,, woraus C” etc. gefunden werden. U. s. w.
Die andere Rechnungsart ergiebt folgende Formeln:

WA 4B = 0,
woraus A’ erhalten wird,
WA +B B 4 & 0
BEBGAEE — 0
woraus B” und A” erhalten werden,

WA” + B B”+€CC”+ D°
BB+ €0+ D
GO =
woraus C”, B”, A” erhalten werden. U. s. w.

Beide Rechnungsarten sind ungefihr gleich bequem, wenn
die Gewichte simmtlicher Bestimmungen =z, y, 2 etc. verlangt
werden; wird aber nur eine oder die andere der Grossen [ac],
[88], [77] etc. gesucht, so ist offenbar das erstere System weit
vorzuziehen.

Uebrigens fithrt eine Combination der Gleichungen (1) mit (4)
zu denselben Formeln und verhilft uns ausserdem zu einer doppelten

Berechnung der plausibelsten Werthe von A, B, C etc. selbst,
namlich erstens

i
===
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80 : 2/ = 2/1 1 2!//
A_—@_AEE’—A & —A @,,,—etc.
o T s
5= —g,—B & —B R ete.
8// 2///
C — Bt e S 777 e s
& (¢ > ete
ete.
Die andere Rechnung ist mit der gewdhnlichen identisch, bei der
w'— 07 o =0 uid — Ofefic: sesctztmwite s
34.

Die Entwickelungen des Art. 32. sind indessen nur specielle
Fille eines allgemeineren Lehrsatzes, der folgendermaassen lautet:

Lehrsatz. Es bezeichne ¢ folgende lineare Funktion
der Variabeln z, v, 2 etc.

t = fo 4 gy + he + ete. + F,
welche sich als Funktion der Varlabeln 'y W, w” ete. in
der Form
t = Bu’ + Fw + F'u” + ete. + K
darstellt. Alsdann wird K der plausibelste Werth des
¢ sein, und das Gewicht dieser Bestimmung

i
AR+ BE® - €™ + ete.

 Beweis.  Der erste Theil des Lehrsatzes folgt aus dem Um-

stande, dass der plausibelste Werth von ¢ den Werthen «° = 0,

.u = 0, ww = 0 ete. entsprechen muss. Zum Beweis des zweiten
Theils bemerken wir, da

3 A2 = Edw 4 7dy + Ude + eto. und dt = fdw + gdy 4 hdz + etc.
ist, dass fir § = f, # = g, { = h etc., unabhingig von den
Werthen der Differentiale dz, dy, dz etc.,

G = i

sein muss. Daraus folgt aber, dass fir dieselben Werthe & = £,
ﬁ:g,@:]bet(::

//

du + = du + 7 du” 4 ete, = K°du’ + ¥ dw + k¥ du” + ete,
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wird. Auch erkennt man leicht, wenn dz, dy, dz etc. von einander
unabhiingig sind, dass auch du’, dw, du” ete. von einander unab-
hiingig sein miissen; woraus wir entnehmen, dass fir § = f, n = g,
Gi=—= ete,
s — IR S e — B e — G ete.
ist. Folglich wird der Werth von 2, welcher zu denselben Werthen
gehort,
= WK + BEk* + €k” + ete. + M,
woraus nach Art. 29. sofort die Richtigkeit unseres Lehrsatzes folgt.
Wenn wir iibrigens die Transformation der Funktion ¢ un-

mittelbar, d. h. ohne Kenntniss der Substitutionen (4) des Art. 32.,
ausfithren wollen, so stehen die Formeln zur Verfiigung:

J.L‘ —_ %Oko

g = BK + B

h = @K + CF + C%” ete.,
woraus nach und nach die Coefficienten #°, %, &7 etc. bestimmt
werden, und sich endlich ergiebt:

K =k — Q8 — &k — 'k — ete.

3b.

Einer besonderen Behandlung werth ist das folgende Problem,
sowohl seiner praktischen Niitzlichkeit, als seiner eleganten Lisung
wegen:

Die Aenderungen in den plausibelsten Werthen der
Unbekannten, welche durch Hinzufiigung einer neuen
Gleichung bewirkt werden, ebenso wie die Gewichte der
neuen Bestimmungen zu finden.

Wir behalten die oben benutzten Bezeichnungen bei, so dass
die auf das Gewicht — 1 zuriickgefiihrten, urspriinglichen Glei-
chungen die folgenden sind: v = 0, o' = 0, v" = 0 etc., und die
allgemeine Summe o* 4 v® 4+ »” + ete. — 2 ist; ferner seien
& 7, C ete. die partiellen Differentialquotienten

AN gD
2z’ 2y’ s °
und endlich moge aus der unbestimmten Elimination folgen:

te.,

z = A+ [aa] & + [ef]n + [ay] C + ete.

y = B+ [aB] 5+ [B8] 7 + [By] £ + ete. 0
ztz Y +[a7]§+[ﬂ7]v+[y7J§+etC-|

etc.
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Wir nehmen nun an, eine (sehr nahe richtige, auf die Gewichts-
einheit bezogene) neue Gleichung »* = 0 trete hinzu, und wir
wollen nachforschen, wie gross die hieraus hervorgehenden Aende-
rungen sowohl in den plausibelsten Werthen der Unbekannten
A, B, C etc., als auch in den Coefficienten [aa], [of] etc. seien.
Wir setzen
aer ., der . 4w

e ’ 2dy ' 2de
und nehmen an, durch Elimination folge hieraus

z = A* 4 [0o®] & 4 [of*] n* 4 [ay*] T* + etc.
Endlich sei

Q4 o = OF — R T

v* = fo 4 gy + hz + ete. + k&,
und durch Einsetzung der Werthe fiir z, #, = ete. nach (1) folge hieraus
v* = F&4 Gy + HE + ete. + K;
sodann setze man
Frf + Gg + Hh + ete. = o.

Offenbar wird K der plausibelste Werth der Funktion »* sein,
wie er sich aus den urspriinglichen Gleichungen ergiebt, ohne Riick-
sicht auf den Werth 0, welchen die hinzutretende Beobachtung

geliefert hat, und % wird das Gewicht dieser Bestimmung sein.
‘Wir haben nun
EF == F mre e By Logeks S BF oo LSRR,
und deshalb
F&* L Gy* 4+ HL* 4 ete. + K = o*(A + Ff 4 Gg + Hhz + etc.)
oder
- F&* 4 Gp* + HC* 4 ete. + K
el 5 :
1+o

Ebenso wird
2 = A + [ac] E* 4+ [af] 7* + [ey] * 4 ete.
— o* (f[aa] + g[eB] + h[ey] 4 etc.)
= A + [aa] & + [ef] n* 4 [ay] £* + ete. — Fo*
A + [aa] & + [af] 7* + [ay] £* - ete.

—EYJ FE* + Gy* 4 HL* + ete. + K).

I
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Hieraus schliessen wir demmnach, dass
— :E-‘Ki
l1+ow
der plausibelste Werth des 2 aus allen Beobachtungen sein wird;
und da ferner

—A

FZ
o = R T
[oc*] = [ae] — 37—
so ist das Gewicht dieser Bestimmung
A3 il
= 7
leel =175

Auf dieselbe Weise wird ferner der auf allen Beobachtungen be-
ruhende plausibelste Werth des » gefunden

GK
14+ w’
und das Gewicht dieser Bestimmung

i 1
[88] —

und so weiter. W. z. f. w.

Dieser Losung mogen einige Bemerkungen beigefiigt werden.

I. Durch Einsetzung dieser neuen Werthe A*, B* C* ete.
erhiilt die Funktion +* den plausibelsten Werth

B* = B —

e
l1+ow

K
K—~‘~(Ff—}—GJ+Hh-}—etc) e 2t
Und da allgemein
K
e o SRR Y
v 1+w§*+1+ 17+ + C+etc+1+

ist, so ergiebt sich nach den Principien des Art. 29. das Gewicht
dieser Bestimmung

S ) R N
Ff + Gg+ Hh + ete. .

Dasselbe folgt unmittelbar aus der Anwendung der am Ende
des Art. 22, gegebenen Regel; die Gruppe der urspriinglichen
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Gleichungen wiirde ndmlich die Bestimmung »* = K mit dem Ge-
wicht % geliefert haben, sodann héitte die neue Beobachtung eine

andere, von jener unabhingige Bestimmung »* = 0 mit dem Ge-
wichte = 1 gegeben, und durch Combinirung beider wiirde die Be-

stimmung v* = ———— mit dem Gewichte = = + 1 folgen.
il =L @) )

1T, Hieraus folgt weiter, da fiir z = A*, y = B*, 2 = C* efe.
auch §* = 0, #* = 0, {* = 0 etc. sein muss, dass fiir dieselben
Werthe :

E e, = — < g‘:—l_f_aetc.

wird, und ferner, da allgemein

Q=¢@—-A)+9@y—B) +L(—C)+etc. + M
ist,
K wK®
(E— e = T
T oy & + Gy + Hh - ete) + M = M+ -,
und endlich, weil ja allgemein 2* = 2 | »** ist,
K2 Kz K2
Q* = & -~ = oS A i ML
SRR e e
III. Vergleichen wir diese Krgebnisse mit den im Art. 30.
vorgetragenen, so bemerken wir, dass hier der kleinste Werth der
Funktion £ derjenige ist, welchen sie fiir den bestimmten Werth

der Funktion »* = annehmen kann.

o
36.

Fiir das folgende, dem vorhergehenden #dhnliche Problem:

Die Aenderungen in den plausibelsten Werthen der
Unbekannten, welche durch die Aenderung des Gewichts
irgend einer der urspriinglichen Beobachtungen bewirkt
werden, und ebenso die Gewichte der neuen Bestimmungen
aufzusuchen.
soll hier nur die Losung Platz finden, wihrend wir den Beweis,
welcher nach Analogie des vorigen Art. leicht gefiihrt wird, der
Kiirze halber unterdriicken.

Nehmen wir an, es werde erst nach Vollendung der Rechnung
bemerkt, dass man einer gewissen Beobachtung ein zu kleines oder
zu grosses Gewicht beigelegt habe; z. B. habe man etwa der ersten,
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welche V. = L gegeben hat, an Stelle des in der Rechnung ange-
wandten Gewichtes p richtiger das Gewicht p* beizulegen. Alsdann
wird es nicht nothig sein, die ganze Rechnung zu wiederholen,
sondern es lassen sich bequemer aus nachfolgenden Formeln Correc-
tionen berechnen.

Die verbesserten plausibelsten Werthe der Unbekannten werden
folgende sein

z = A— i ) et

=5 p + (p* —p) (aa + B8 + ¢y + ete.)
y = B— (])* —P) ﬂ}'
- P+ (p* —p) (ae + 08 + cy + ete.)
s (et —=phgh

T P+ (0 —p)(ae + b8 + oy + ete.)

etc., und die Gewichte dieser Bestimmungen werden gefunden, wenn
man die Einheit bezw. durch

s (p*—p) &
2 ¥ (F — ) (@ + 0B + o + ete)
(0t —p)h
B8 = G —p) (ae + 68 + o7 + eto)
7] — Y e

p + (p*—p) (ae + b8 + ¢y + ete.)
dividirt. Diese Losung begreift auch den Fall in sich, wo man
nach vollendeter Rechnung bemerkt, dass eine der Beobachtungen
ginzlich zu verwerfen sei, da dies dasselbe ist, als wenn man p* =0
setzt; und ebenso entspricht der Werth p* — oo dem Fall, wo die
Gleichung V = I, welche in der Rechnung als angenihert be-
handelt worden war, in der That absolut genau ist.

Wenn iibrigens zu den Gleichungen, welche der Rechnung zu
Grunde gelegt sind, mehrere neue hinzukommen, oder wenn man
bemerkt, dass melreren von ihmen irrige Gewichte beigelegt sind,
so wiirde die Berechnung der Correctionen zu verwickelt werden;
deshalb wird man in diesem Fall es vorziehen, die Rechnung von
neuem zu beginnen.

37.

In den Art. 15. 16. haben wir eine Methode zu einer mig-
lichst angendherten Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen
gegeben™). Diese Methode setzt aber voraus, es seien die wirklich

*) Eine Untersuchung iiber denselben Gegenstand, welchen wir in einer
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begangenen Fehler hinlédnglich zahlreich und genau bekannt,
eine Voraussetzung, welche streng genommen sehr selten, oder sagen
wir lieber nie, zutreffen wird. Wenn aber wenigstens die Grissen,
deren angenidherte Werthe durch Beobachtungen ermittelt wurden,
nach einem bekannten Gesetz von einer oder mehreren unbekannten
Grossen abhéngen, so lassen sich die plausibelsten Werthe der letz-
teren durch die Methode der kleinsten Quadrate bestimmen; und von
den hieraus berechneten Werthen der Grossen, welche den Beobach-
tungen unterworfen waren, wird vorausgesetzt, da sie nunmehr sehr
wenig von den wahren Werthen abweichen, so dass ihre Unterschiede
gegen die beobachteten Werthe mit um so grosserem Rechte als
wahre Beobachtungsfehler behandelt werden diirften, je grisser ihre
Anzahl gewesen ist. Dieses Verfahren haben alle Rechner befolgt,
welche a posteriori die Genauigkeit von Beobachtungen in bestimmt
vorliegenden Fillen zu schitzen unternahmen: offenbar ist dasselbe
aber theoretisch fehlerhaft, und obwohl es in vielen Fillen fiir den
praktischen Gebrauch geniigen mag, kann es gleichwohl in anderen
stark irre fithren. Deshalb ist dieser Gegenstand im hochsten Grade
einer schirferen Analyse werth. _

Wir werden bei dieser Untersuchung die vom Art. 19. ab
angewandten Bezeichnungen beibehalten. Das eben erwilmnte Ver-
fahren behandelt die Grossen A, B, C etc. als wahre Werthe der
x, y, z etc., und demnach die A, 4, 4” etc. als wahre Werthe der
Funktionen », ¢/, »” etc. Wenn alle Beobachtungen gleiche Ge-
nauigkeit besitzen, und ihr Gewicht p = p’ = p” ete. als Kin-
heit angenommen wird, so bedeuten die Grossen 4, 4, 4”7 etc. mit
entgegengesetzten Vorzeichen bei jener Voraussetzung die Beobach-
tungsfehler selbst, welche nach den Vorschriften des Art. 15. den
mittleren Fehler m der Beobachtungen

i ‘//1 + A7+ A7 +ete. _ ‘/_M_
7T

7T

ergeben. Ist die Genauigkeit der Beobachtungen verschieden, so
wiirden die Grossen — A4, — A, — 4”7 etc. die Beobachtungsfehler
multiplicirt mit den Quadratwurzeln aus den Gewichten darstellen,

fritheren Abhandlung (Bestimmung der Genawigkeit der Beobachtungen. Zeit-
schrift fiir Astronomie und verwandte Wissenschaften. Bd. I, S. 185) veroffent-
licht haben, war auf dieselbe Hypothese in Betreff des Charakters der Funktion,
welche die Fehlerwahrscheinlichkeit ausdriickt, begriindet, auf welcher wir auch
in der ,Theorie der Bewegung der Himmelskorper* die Methode der Kleinsten
Quadrate aufgebaut hatten (s. Art. 9., III).



Zweiter Theil. 47

und die Vorschriften des Art. 16. wiirden zu der ndmlichen Formel
‘/% fithren, welche schon den mittleren Fehler solcher Beobach-

tungen ausdriickt, denen das Gewicht = 1 beigelegt wird. Offenbar
wiirde aber eine strenge Rechnung erfordern, dass an Stelle der
Grossen A, A, 17 etc. die aus den wahren Werthen von 2, y, z etc.
sich ergebenden Werthe der Funktionen », ¢/, »” etc. gebraucht
werden, d. h. an Stelle von M der den wahren Werthen von ,
y, 2 ete. entsprechende Werth der Funktion £2. Obgleich dieser nun
nicht angegeben werden kann, sind wir dennoch sicher, dass er
grosser als M sei (da M der kleinste mogliche Werth ist), den
hichst unwahrscheinlichen Fall ausgenommen, dass die plausibelsten
Werthe der Unbekannten mit den wahren genau iibereinstimmen.
Im allgemeinen konnen wir also versichern, dass das gewthnliche Ver-
fahren einen gewiss zu kleinen mittleren Fehler ergiebt, oder dass
den Beobachtungen eine allzugrosse Genaunigkeit beigelegt wird.
‘Wir wollen jetzt zusehen, was die strenge Theorie lehrt.

38.

Vor allem muss man untersuchen, wie M von den wahren
Beobachtungsfehlern abhingt. Diese bezeichnen wir, wie im Art. 28.,
mit e, ¢, ¢’ etc., und setzen der grosseren Einfachheit wegen

PV; = e, e,V; s 8'7 ¢ V? — &” ete.
und ebenso

mVp = m'Vp = m’Vp’ = ete. = u.

Es seien ferner die wahren Werthe der =, y, = etc. bezw.
A—2° B—y° C—2° etc.,, und diesen mogen als Werthe der &
7, € etc. bezw. entsprechen — &°, —7°, — {° etc. Offenbar ent-
sprechen denselben als Werthe der », »/, »” etc. bezw. — &, — &,
— &” ete., 80.dass man hat

£ — qe + a'd + a’¢” + ete.

B° = be+ be + b’ + ete.

0 = ce 4 '€ + "¢’ 4 ete.
ete., sowie

2° = ae+ o'd 4 e’ 4 ete.
Y = Be+ B¢+ B’ + ete.

2’ = ye + 7€ + y’e” + ete.
ete.
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Endlich setzen wir
ROTEEE e L L

so dass 2° der Werth der Funktion £ ist, welcher den wahren
Werthen der 2, y, z etc. entspricht. Da man allgemein hat

Q=M+ (@—A)E+(—B) g+ (r—C) L+ ete.,

so wird hiernach
M = Q" — 2°8" — "r° — °0° — ete.

sein. Hieraus folgt offenbar, dass M sich als homogene Funktion
zweiten Grades der Fehler e, ¢, ¢” etc. entwickeln lisst, welche
fiir verschiedene Werthe der Fehler grosser oder kleiner werden
kann. So lange uns aber die Grosse der Fehler unbekannt bleibt,
wird man diese Funktion bei der Untersuchung unbestimmt lassen,
und vor allem ihren mittleren Werth nach den Principien der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu bestimmen suchen. Diesen werden
wir finden, wenn wir an Stelle der Quadrate ¢, ¢®, ¢” etc. bezw.
m?, m”®, m'” etc. setzen, die Produkte ee¢’, e¢”, e’¢” etc. aber iiber-
haupt weglassen, oder, was dasselbe ist, wenn wir an Stelle eines
jeden Quadrates &, &% &” etc. p® schreiben und die Produkte e,
e’ ¢ ete. vernachlissigen. Auf diese Weise entsteht aus dem
Gliede £2° offenbar =w*; das Glied — 2°8" geht in

— (aa + d'd’ + a’a” + ete.) ut = — @’
itber, und analog geben die iibrigen einzelnen Theile — g, so dass
der mittlere totale Werth = (v — o) &* wird, wenn 7z die Anzahl

der Beobachtungen und ¢ die Anzahl der Unbekannten bezeichnet.
Der wahre Werth des M kann zwar, je nach den zufilligen Fehlern,
grosser oder kleiner als der mittlere werden, der Unterschied aber
wird von um so geringerer Bedeutung sein, je grosser die Anzahl
der Beobachtungen gewesen ist, so dass man als angenidherten
Werth des w

T

A==

nehmen darf. Der Werth fiir w, welcher sich aus der im vorigen
Art. besprochenen irrthiimlichen Praxis ergiebt, muss deshalb im Ver-

hiiltniss der Grosse Vo — o zu Vo vergrissert werden.
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39
Um noch deutlicher zu zeigen, mit wie grossem Rechte man
einen zufilligen Werth des M dem mittleren gleich setzen darf,
muss man den mittleren zu befiirchtenden Fehler suchen, wenn

v o = M gesetzt wird. Jener mittlere Fehler ist gleich der
50

Quadratwurzel aus dem mittleren Werthe der Grosse

(€ =0 g ooy
)

il

der wir die Gestalt geben wollen

(Qo 2 §0 X ?/0 770 4510 Co W) etc.)z
=10

2.“'2 0 0 %0 05D 0 70 2 &
—;:—9[9 — 28—y 9’ — "D — ete. — (m — o) p¥] — s
da offenbar der mittlere Werth des zweiten Gliedes — 0 wird, so
verwandelt sich unsere Frage in die nach dem mittleren Wérthe
der Funktion
F=(Q —2"8—y 5" — 2 — ete.).

Ist dieser gefunden, und bezeichnet man ihn mit N, so wird der
gesuchte mittlere Hehler
N "
€8 L e s

Der Ausdruck % lisst sich offenbar als homogene Funktion
entweder der Fehler e, ¢, ¢” etc. oder auch der Grossen g, 6,8 ete,
entwickeln, und sein mittlerer Werth wird gefunden, wenn

1. fir die Biquadrate ¢!, ¢*, ¢* etc. ilhre mittleren Werthe
gesetzt werden,

2. fiir die einzelnen Produkte aus je zwei Quadraten, wie
¢'e®, ¢%¢”, ¢”¢” ete. die Produkte aus ihren mittleren Werthen,
namlich m*m®, m'n”?, m*m™ etc. gesetat werden,

3. die iibrigen Glieder aber, welche entweder einen Faktor
von der Form ¢’¢, oder von der Form e’ce” enthalten, ganz fort-
gelassen werden. Die mittleren Werthe der Biquadrate ¢*, ¢*, ¢ ete.
nehmen wir proportional den Biquadraten mt, m* m’* etc. an
(siehe Art. 16.), so dass sich jene zu diesen wie »* zu u* ver-
halten, wo +* also den mittleren Werth der Biquadrate solcher
Beobachtungen bezeichnet, deren Gewicht — 1 ist. Demnach konnen

die obigen Vorschriften auch so ausgedriickt werden: An Stelle der
Gauss, Methode der kleinsten Quadrate. 4
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einzelnen Biquadrate &, &* & etc. ist »* zu schreiben, an Stelle
der einzelnen Produkte aus je zwei Quadraten wie &', &%”,

72 12

&%¢” ete. ist w* zu schreiben, alle iibrigen Glieder aber, die Fak-
toren wie & oder &’s” oder ec’e”¢” enthalten, sind wegzulassen.
Hat man dieses genau begriffen, so findet man leicht:

1. Der mittlere Werth des Quadrates 2°* ist 7ov* 4- (7° —m) u*.

II. Der mittlere Werth des Produktes &2°8’ wird

= qov* + (d/o + a’e” + ete.) p?
oder, da aec 4 a'@’ + a”«” + etc. = 1 ist,

— qo (,y-l___‘u&) _+_ ‘u4.
Und da der mittlere Werth des Produktes &”2°6° ebenso

= dol (o —u) + ut
wird, der mittlere Werth des Produktes &2z’ aber

— al/a’/ (V* pis yd) + ‘lt4
ist uw. s. w., so wird offenbar der mittlere Werth des Produktes

(& + & 4 & + etc.) 2°5" oder von DS

= ’1/4——{.1,4 + ﬂ.u’.l
sein.  Denselben mittleren Werth haben die Produkte %%
92°:°0° ete.  Folglich wird der mittlere Werth des Produktes
QO (z‘(ng) + yﬂ']o + Z(]g() + etc.)

— o't o(m—Dut

. III. Damit die noch iibrigen Entwickelungen nicht zu ver-

wickelt werden, soll eine zweckmissige Bezeichnung eingefiihrt
werden. Wir gebrauchen zu dem Zweck das Zeichen = in einem
etwas weiteren Sinne, als dies oben voriibergehend geschehen ist,
o dass es eine Summe bezeichnet, bestehend aus dem Gliede, dem
es vorgesetzt, und allen @hnlichen aber nicht identischen Gliedern,
welche aus ihm durch alle Permutationen der Beobachtungen ent-
springen. Hiernach ist z. B. 2 = Toas, @ = 2og | 2 ZTaa'es.
Setzt man dann den mittleren Werth des Produktes 2°2E°* gliedweise
zusammen, so erhidlt man erstens den mittleren Werth des Pro-
duktes o’&*&**

= g’ 4 o (a* + a” + ete.) wt

= oo’ (v — ut) + e’u'za’.

Der mittlere Werth des Produktes %6 wird ebenso



Zweiter Theil. 51

= a’e” (V' — ') + e”w'=a® u. s. w., und deshalb der mittlere
Werth des Produktes §°*>q’’
= (— u*) Za*a® 4 u'Za’Sol.

Der mittlere Werth des Produktes ac’ee’t” wird weiter

= 2 adaa’y’,
und der mittlere Werth des Produktes ca’ee”£°? ehenso

= 2 ad’aa’y’ ete.,
woraus leicht zu schliessen ist, dass der mittlere Werth des Pro-
duktes &*Zaa’ee’ sich

= 2p' Zaae'd’ = p'[(Zaa)* — Za’e?] = u*(l — Zae?)

ergiebt. Wenn wir dies zusammenfassen, so erhalten wir den
mittleren Werth des Produktes 2°%&°*
= (' —3u")Zata® + 2 ut + ut Za2Zal.
IV. Ganz dhnlich findet man den mittleren Werth des Pro-
duktes 2"
= V2abof + W Zaab'f 4 w Zabaf 4+ ut Tapf b o
Es ist aber
Zaah'’ = Zaa b — Zaabf
Zaba'}’ = Zab Zef — Zabaf
2afb'a’ = Zaf Tba — Zafba,
woraus sich jener mittlere Werth, weil Xaa — I i Zhfi= 1,
Zaf = 0, Zbe = 0 ist,
= (" —3u') Zabep + u* (1 + Zab Zaf)
ergiebt. .

V. Da ferner der mittlere Werth des Produktes z° 2’ EUEY st
dieselbe Weise

= (' — 3 u') Zacay + u* (1 + Zac Zay)
wird, u. s. w., so ergiebt sich durch Summirung der mittlere Werth
des Produktes 28 (28 + y'n° + 2°0° + etc.)
= (' —3u*) Z[ae (aa + bB + ¢y + ete.)] + (o + 1) o
+ ©*(Za* Za* + Zab Zaf + Zac Zay + ete.)
= (" —3u') Z[aa (aa + b8 + cy + ete.)] 4 (e + 2) .

4%
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VI. Ferner wird auf dieselbe Weise der mittlere Werth des
Produktes yn° (2°8° + #"1° + 2°C° + etc.) gefunden

= (*—3u) =[bB (ae + BB + ¢y + ete.)] + (o + 2) ¢,
sodann der mittlere Werth des Produktes 2°C° (2°5° + 3" + 2°C° - etc.)

= (* —3u") Z[ey (ac + b + cy + ete)] + (¢ + 2) p*
u. s. w. Hieraus folgt durch Addition der mittlere Werth des
Quadrates (2°8° + #°n° + 2°C° + ete.)® :
= (v —3u*) =[(ac + bB + ¢y + ete.)y] 4 (¢ + o) 1.
VII. Durch sorgfiltize Addition aller Glieder ergiebt sich
endlich
N = (m—2)v' + (7*— 7 —2me + 4o + &) &'
+ (v — 3p!) =[(aa + BB + oy + ete.)’]
= (m—o) (0 — ) +(r—e) e
— @ — 3u*) o — =[(ac + BB + ¢y + ete.)]}.
Daher wird der mittlere zu befiirchtende Fehler von w°, wenn die

Formel
M

= e

angewendet wird,

N e T .,
e S[(@o + 08 + o + eteY])

40.

Die Grosse =[(ac 4+ bf + ¢y + etc.)’], welche in den soeben
gefundenen Ausdruck eingeht, kann zwar im allgemeinen nicht auf
eine einfachere Form gebracht werden; nichtsdestoweniger lassen
gich zwei Grenzen angeben, zwischen denen ihr Werth noth-
wendig liegen muss. Erstens namlich lasst sich aus den oben
entwickelten Relationen leicht zeigen, dass

(ae + b + cy + ete)® 4 (ao’ + b’ + ¢y -+ ete.)’

+ (a0’ + b” + ¢y’ + ete.)’ 4 ete. = aa - bB + cy + ete.,
woraus wir schliessen, dass ac -+ bS8 + ¢y + ete. eine positive
Grosse und kleiner (wenigstens nicht grosser) als die Einheit ist.
Dasselbe gilt von der Grisse a'a’ + b + ¢y + etc., welche ja
der Summe (a/e¢ + B + ¢y + ete.)’ + (a'e” + Vg + ¢y + ete)
+ (do” + VB + ¢y’ + ete)” - ete. gleich gefunden wird; ebenso
wird a’«” -+ b’ + ¢"y” + etc. kleiner als Eins sein, u. s. w. Hiernach



Ziweiter Theil, b3

ist Z[(ae + 1B + ¢y + ete.)’] nothwendig kleiner als 7. Zweitens
hat man 2(ae 4 b8 + cy + ete.) = o, da ja Zac = 1, b8 = 1,
ey = 1 etc., woraus leicht geschlossen wird, dass die Summe der

2
Quadrate Z[(ax + b + cy - etc.)’] grosser als %, oder wenigstens
nicht kleiner sei. Daher liegt das Glied

vt — 3#4 f Sed 21\
E;:?;)? @ — X [(ae + 0B + cy + ete.)]}
4 Bid 4 45 b 4
nothwendig zwischen den Grenzen — Aol und ” 12 g, oder,
T 4
wenn wir weitere Grenzen vorziehen, zwischen — %ﬁi und
G g
ar KI?M, und hiernach das Quadrat des mittleren zu befiirchtenden
sy 4
Fehlers fir den Werth von p* — — LS8 in den Grenzen e ﬂtf
5 D O ==
und so dass man jedwede Genauigkeit erreichen kann, wenn
2

w—p’
nur die Anzahl der Beobachtungen hinreichend gross gewesen ist.

Es ist sehr bemerkenswerth, dass bei derjenigen Hypothese
(Art. 9., IIT), auf welche die Theorie der kleinsten Quadrate frither
begriindet worden war, jenes Glied ganz wegfiillt, und dass, ebenso
wie man zur Ermittelung eines angeniherten Werthes w des mitt-
leren Fehlers der Beobachtungen in allen Féllen die Summe

A2 LA ete. =M

so behandeln muss, als wenn sie die Summe von 7 — o zufiilligen
Fehlern wire, gerade so bei jener Hypothese auch die Genauigkeit
selbst dieser Bestimmung derjenigen gleich wird, welche nach den
Ergebnissen des Art. 15. der Bestimmung aus = — ¢ wahren Feh-
lern zukommt.



