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Kurzfassung

Diese Masterarbeit beschäftigt sich mit einem Regime-Switching-Modell, das als
Erweiterung des gewöhnlichen Black-Scholes-Modells interpretiert werden kann.
Da dieses Regime-Switching-Modell unvollständig ist, beschreiben wir zunächst
einmal die Menge aller äquivalenten Martingalmaße. Dabei gehen wir besonders
auf das Minimale-Entropie-Martingalmaß und das Esscher-Martingalmaß ein. Dann
betrachten wir einen spieltheoretischen Ansatz, um ein „geeignetes“ Bepreisungsmaß
zu bestimmen. Dieser Ansatz beschreibt ein stochastisches Spiel zwischen zwei
Spielern, nämlich einem repräsentativen Agenten, der eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie wählt, um seinen erwarteten Nutzen zu maximieren, und demMarkt,
der durch Wahl eines realen Wahrscheinlichkeitsmaßes den Nutzen des Agenten
minimiert. Das daraus resultierende Maß ergibt sich durch Lösen einer Hamilton-
Jacobi-Bellman-Isaacs-Gleichung und erfüllt die Martingalbedingung.
Daraufhin werden wir das Regime-Switching-Modell vervollständigen, indem wir den
Markt durch eine Reihe zusätzlicher Finanzgüter erweitern. Dadurch können alle
integrierbaren Forderungen gehedgt werden.
Anschließend bestimmen wir eine Formel zur Berechnung des Preises einer
europäischen Call-Option. Diese Formel beruht auf der charakteristischen Funktion
des logarithmierten Aktienpreises. Um Optionen effizient bewerten zu können, stellen
wir den FFT-Algorithmus vor. Hierbei gehen wir besonders auf die Bepreisung von
Optionen mit sehr kurzen Laufzeiten ein und diskutieren die damit verbundenen
numerischen Schwierigkeiten aufgrund von stark oszillierenden Integranden. Weiters
analysieren wir die Unterschiede, die sich bei der Bewertung von Call-Optionen je
nach Wahl des Bepreisungsmaßes ergeben. Dabei untersuchen wir die Bepreisung
des sogenannten Regime-Switching-Risikos. Außerdem zeigen wir, dass im Gegensatz
zum Black-Scholes-Modell ein Volatilitäts-Smile generiert werden kann. Bedingt auf
ein Regime mit niedriger Volatilität ist der Smile wesentlich deutlicher ausgeprägt als
bedingt auf ein Regime mit hoher Volatilität.
Schließlich kalibrieren wir unser Marktmodell bezüglich real beobachteter
Optionspreise. Wir interpretieren das Problem der Kalibrierung als inverses Problem
zur Bepreisung von Optionen. Durch Lösen des inversen Problems bestimmen wir
die gesuchten Modellparameter und ein Bepreisungsmaß. Wir stellen auch noch eine
Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode vor, um die unbekannten Modellparameter aus
einem Datensatz von beobachteten Log-Returns zu schätzen. Mit beiden Ansätzen
können wir jeweils sehr zufriedenstellende Ergebnisse erzielen.



Abstract

This master thesis examines a regime-switching model, that can be seen as an
extension of the classic Black-Scholes model. Since this regime-switching model is
incomplete, we initially describe the set of all equivalent martingale measures. In doing
so, we deal with the minimal entropy martingale measure and the Esscher martingale
measure in great detail. Thereafter, we consider a game theoretic approach to
determine a „reasonable“ pricing measure. This approach describes a stochastic game
with two players, namely, a representative agent, who maximizes his expected utility
by choosing a self-financing trading strategy and the market, that minimizes the
agent’s utility by selecting a real-world probability measure. The resulting measure
is found by solving a Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs equation and satisfies the
martingale condition.
Thereon, we complete the regime-switching model by augmenting the market with a
set of additional assets enabling us to replicate every integrable claim perfectly.
Afterwards, we determine a pricing formula for European call options. This formula
is based on the characteristic function of the log asset price. In order to value options
efficiently, we introduce the FFT algorithm. In this respect, we consider option pricing
for very short maturities and discuss the resulting numerical difficulties, caused by
highly oscillating integrands. Furthermore, we analyze the differences, that result from
valuing call options under various pricing measures. In doing so, we examine the so-
called regime-switching risk. We also show, in contrast to the Black-Scholes model,
that it is possible to generate a volatility smile. Given a regime with low volatility
the smile is significantly steeper than given a regime with high volatility.
Finally, we calibrate our market model to real observed option prices. We understand
the problem of calibration as the inverse problem associated to option pricing. By
solving the inverse problem we determine the required model parameters and a
pricing measure. We also introduce a Markov chain Monte Carlo method to estimate
the unknown model parameters given a data set of observed log returns. In both
approaches we achieve very satisfying results.
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1 Regime-Switching-Modell (RSM)

1.1 Motivation

In der Literatur werden zahlreiche unterschiedliche Marktmodelle diskutiert, um die Dynamik
am Kapitalmarkt zu beschreiben. Dabei gilt vor allem das von Fischer Black und Myron Scholes
im Jahr 1973 entwickelte Black-Scholes-Modell als ein Meilenstein der Finanzmathematik [4]. In
diesem Modell wird angenommen, dass der Preis einer Aktie durch die Differentialgleichung

dSt = µStdt+ σStdWt, S0 > 0

bestimmt ist. Dieses sehr einfach gehaltene Modell weist jedoch zahlreiche Schwächen auf und
kann die am Markt beobachtete, reale Preisentwicklung nicht vernünftig wiedergeben, da sich
sowohl Trend als auch Volatilität in der Realität keineswegs konstant über die Zeit verhalten.
Aufgrund von politischen, sozialen und technologischen Entwicklungen können sich nämlich
die makroökonomischen Bedingungen und damit einhergehend auch die Preisentwicklung am
Kapitalmarkt jederzeit grundlegend ändern.

Abb. 1.1: Entwicklung des S&P 500 seit Beginn der 1990er, Quelle: http://www.barchart.com.

In der Darstellung des Standard & Poor‘s 500 der letzten 25 Jahre lassen sich zwei zyklisch
wiederkehrende Muster erkennen: Einerseits gibt es Phasen mit positiver Marktentwicklung und
geringer Volatilität. Diese sind durch optimistische Investoren geprägt. Wir sprechen dabei vom
sogenannten Bull-Markt. Anderseits finden sich auch Phasen mit generell negativer Entwicklung
und höherer Volatilität vor. In diesen Phasen herrscht allgemeiner Pessimismus. Wir bezeichnen
einen solchen Markt als Bear-Markt.
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1 Regime-Switching-Modell (RSM)

Beginn Ende Dauer (in Monaten) Jährliche Rendite
16/07/1990 11/10/1990 3 -60.6%
24/03/2000 09/10/2002 30 -23.3%
09/10/2007 09/03/2009 17 -44.7%

Tab. 1.1: S&P 500 Bear-Märkte seit Beginn der 1990er [24].

Beginn Ende Dauer (in Monaten) Jährliche Rendite
11/10/1990 24/03/2000 113 19.0%
09/10/2002 09/10/2007 60 15.0%
09/03/2009 - - -

Tab. 1.2: S&P 500 Bull-Märkte seit Beginn der 1990er [24].

Damit wir die Existenz von Bull- und Bear-Märkten erklären können, werden wir in dieser
Arbeit das sogenannte Regime-Switching-Modell diskutieren. In diesem Marktmodell steuert
eine zeitstetige Markovkette mit endlichem Zustandsraum die Parameter µ und σ.

1.2 Modelldynamik

Betrachten wir ein zeitstetiges Marktmodell, in dem zwei Finanzgüter über einen endlichen
Zeitraum τ = [0, T ] gehandelt werden können: eine Aktie mit Preisprozess S = (St)t∈τ und
ein risikoloser Bond, dessen Preisprozess durch B = (Bt)t∈τ gegeben ist. Beschrieben wird
das Modell durch einen vollständigen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P), wobei P das reale
Wahrscheinlichkeitsmaß ist.
Sei W = (Wt)t∈τ eine Brownsche Bewegung und FW = (FWt )t∈τ die von W erzeugte und
bezüglich P vervollständigte, rechtsstetige Filtration. Weiters sei Y = (Yt)t∈τ eine zeitstetige,
homogene, irreduzible Markovkette und FY = (FYt )t∈τ die von Y erzeugte und bezüglich P
vervollständigte, rechtsstetige Filtration. Außerdem bezeichnen wir mit {1, . . . , d} den endlichen
Zustandsraum von Y und mit

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,d
a2,1 a2,2 . . . a2,d
...

... . . . ...
ad,1 ad,2 . . . ad,d

 ∈ Rd×d

die dazugehörige Intensitätsmatrix, wobei

ai,j ≥ 0 für i 6= j, ai,i = −
∑
j 6=i

ai,j < 0. (1.1)

Wir bezeichnen die Matrix A auch als den infinitesimalen Generator von Y . Die Übergangs-
intensitäten ai,j mit i 6= j legen die Verteilung von Y durch

P(Yt+∆t = j|Yt = i) = ai,j∆t+ o(∆t)

2



1 Regime-Switching-Modell (RSM)

für ∆t → 0 fest. Wir schreiben (P (s, t))s≤t∈τ für das System von Übergangsmatrizen der
Markovkette Y, wobei die stochastische Matrix

P (s, t) =


p1,1(s, t) p1,2(s, t) . . . p1,d(s, t)
p2,1(s, t) p2,2(s, t) . . . p2,d(s, t)

...
... . . . ...

pd,1(s, t) pd,2(s, t) . . . pd,d(s, t)

 ∈ Rd×d

die Übergangswahrscheinlichkeiten

pi,j(s, t) = P(Yt = j|Ys = i) = P(Yt−s = j|Y0 = i)

für s ≤ t beinhaltet. Der Zusammenhang zwischen Intensitätsmatrix und Übergangsmatrix der
Markovkette Y ist durch die Kolmogorov-Vorwärtsgleichung

∂

∂t
P (s, t) = P (s, t)A, P (s, s) = I (1.2)

bzw. durch die Kolmogorov-Rückwärtsgleichung

∂

∂s
P (s, t) = −AP (s, t), P (t, t) = I (1.3)

gegeben, wobei I die (d × d)-Einheitsmatrix bezeichnet. Die beiden Gleichungen werden ein-
deutig durch P (s, t) = exp((t − s)A) gelöst [3]. Die Zustandswechsel von Y werden durch die
wachsende Folge von Zeitpunkten (τn)n∈N0 mit

τ0 := 0, τn+1 := inf{t > τn : Yt 6= Yτn}

und die dabei von Y besuchten Zustände durch die Folge (Zn)n∈N0 beschrieben. Wir verwenden
die Konvention inf{∅} := ∞. Der Einfachheit der Notation halber identifizieren wir jeden
Zustand mit einem Einheitsvektor, d.h. wir werden den i-ten Zustand mit

ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)T ∈ Rd

identifizieren und E = {e1, . . . , ed} ist dann der Zustandsraum. Das Pfadverhalten von Y lässt
sich wie folgt erklären:
Angenommen, die Markovkette Y startet im Zustand Z0, so verweilt Y bis zum Zeitpunkt τ1
in Z0. Die Verweildauer T1 = τ1 − τ0 in Z0 ist exponentialverteilt mit Parameter |aZ0,Z0 |. Zum
Zeitpunkt τ1 erfolgt ein Zustandswechsel gemäß der Übergangsmatrix

P =


0 a1,2

|a1,1| . . .
a1,d
|a1,1|

a2,1
|a2,2| 0 . . .

a2,d
|a2,2|

...
... . . . ...

ad,1
|ad,d|

ad,2
|ad,d| . . . 0


·

Sei Z1 der neu angenommene Zustand von Y . Die Verweildauer in Z1 wird durch die mit Para-
meter |aZ1,Z1 | exponentialverteilte Zufallsvariable T2 beschrieben. Zum Zeitpunkt τ2 = τ1 + T2

3



1 Regime-Switching-Modell (RSM)

erfolgt erneut ein Zustandswechsel gemäß der Übergangsmatrix P . Die Abb. 1.2 illustriert die-
ses Pfadverhalten:

τ0

Yt = Z0

τ1

Yt = Z1

τ2

Yt = Z2

t

Abb. 1.2: Pfadverhalten der zeitstetigen Markovkette Y .

Sei r der risikolose Zinssatz. Die Dynamik des Bonds ist wie im gewöhnlichen Black-Scholes-
Modell durch

dBt = rBtdt, B0 = 1 (1.4)

gegeben. Der Aktienpreisprozess S entwickelt sich im Regime-Switching-Modell hingegen gemäß
der Differentialgleichung

dSt = St(µtdt+ σtdWt), S0 > 0. (1.5)

Dabei werden die Prozesse (µt)t∈τ und (σt)t∈τ durch die Markovkette Y gesteuert und haben
die Form

µt = 〈µ, Yt〉, σt = 〈σ, Yt〉,

wobei

µ = (µ1, . . . , µd)T ∈ Rd, σ = (σ1, . . . , σd)T ∈ Rd

mit σi > 0. Der Ausdruck 〈·, ·〉 bezeichnet das Skalarprodukt in Rd. Somit ist die Dynamik
des Aktienpreisprozesses im Zustand ei durch den Trend µi ∈ R und die Volatilität σi ∈ R+

bestimmt. Mit der Itô-Formel (Satz B.8) erhalten wir

St = S0 exp
(∫ t

0
µs −

1
2σ

2
sds+

∫ t

0
σsdWs

)
= S0 exp(Xt), (1.6)

wobei der Prozess X = (Xt)t∈τ mit X0 = 0 durch

Xt =
∫ t

0
µs −

1
2σ

2
sds+

∫ t

0
σsdWs (1.7)

gegeben ist. Weiters nehmen wir an, dass die Prozesse W und Y unter dem Maß P unabhängig
sind. Sei G = (Gt)t∈τ die von (W,Y ) erzeugte Filtration, d.h. Gt = σ(FWt ,FYt ).

Bemerkung. Beobachtet man den Prozess S, so kann man auch den Prozess X und dessen
quadratische Variation [X]t =

∫ t
0 σ

2
sds beobachten. Falls die Parameter σi paarweise verschieden

sind, kennt man dann außerdem den Prozess Y− = (Yt−)t∈τ . Dabei sei Y0− := Y0.

Satz 1.1. Unter P ist der Prozess Y eine zeitstetige Markovkette bezüglich G und W eine
Brownsche Bewegung bezüglich G. Damit ist W insbesonders ein (G,P)-Martingal.
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1 Regime-Switching-Modell (RSM)

Beweis. Sei s < t und ej ∈ E . Weil wir angenommen haben, dass die Prozesse W und Y
unabhängig sind, ist auch

σ(σ(1{Yt=ei}),F
Y
s ) ⊆ FYt

unabhängig von FWs . Mit Hilfe der Proposition B.1 und da Y eine Markovkette bezüglich FY
ist, erhalten wir

EP[1{Yt=ei}|Gs] = EP[1{Yt=ei}|σ(FWs ,FYs )] = EP[1{Yt=ei}|F
Y
s ] = EP[1{Yt=ei}|Ys].

Somit ist Y eine zeitstetige Markovkette bezüglich G unter P [40]. Für α ∈ R können wir analog
zeigen, dass

EP
[
eiα(Wt−Ws)

∣∣∣Gs] = EP
[
eiα(Wt−Ws)

∣∣∣FWs ] = e−
α2
2 (t−s)

gilt, weshalb W eine Brownsche Bewegung bezüglich G unter P ist.

Modellbeispiel 1.2. Betrachten wir ein RSM über einen Zeitraum von T = 5 Jahren mit
Anfangswert S0 = 10. Die zeitstetige, homogene Markovkette Y hat d = 2 Zustände und folgt
der Intensitätsmatrix

A =
(
−a1,2 a1,2
a2,1 −a2,1

)
=
(
−0.5 0.5
0.25 −0.25

)
·

Weiters ist der Startzustand von Y gleichverteilt. Die Trend- und Volatilitätsparameter sind
durch

µ = (0.3,−0.2)T und σ = (0.08, 0.14)T

bestimmt. Die nachfolgende Abbildung zeigt einen realisierten Aktienpreisprozess mit Startwert
Y0 = e1.

Aktienpreis

1 2 3 4 5
T

10

12

14

16

18

20

22

(a)

Zustand e1

Zustand e2
0 1 2 3 4 5

T
-0.03

-0.02

-0.01

0.00

0.01

0.02

(b)

Abb. 1.3: Realisation des Aktienpreisprozesses (a) bzw. die entsprechenden täglichen Log-Returns mit den
Referenzlinien: Erwartungswert der Log-Returns ± 3-mal deren Standardabweichung im Zustand e1
bzw. e2 (b).

In Abb. 1.3 können wir die Zustandswechsel zu den Zeitpunkten τ1 = 1.80 und τ2 = 3.57
aufgrund des jeweiligen Trends (positiv bzw. negativ) sowie der unterschiedlichen Volatilität
deutlich erkennen.
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1 Regime-Switching-Modell (RSM)

Eine Handelsstrategie H ist durch einen R2-wertigen, vorhersehbaren Prozess ((H0
t , H

1
t ))t∈τ

definiert, deren Wertprozess V (H) = (Vt(H))t∈τ durch

Vt(H) = H0
t Bt +H1

t St

gegeben ist. Wir bezeichnen eine Handelsstrategie H als selbstfinanzierend, falls

dVt(H) = H0
t dBt +H1

t dSt bzw.

Vt(H) = V0(H) +
∫ t

0
H0
sdBs +

∫ t

0
H1
sdSs

für t ∈ τ . Dabei beschreibt V0(H) das Startkapital und der Prozess G(H) = (G(H))t∈τ mit

Gt(H) =
∫ t

0
H0
sdBs +

∫ t

0
H1
sdSs

den Vermögenszuwachs einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie H bis zum Zeitpunkt t.
Damit diese Definitionen sinnvoll sind, müssen die Bedingungen∫ T

0
|H0

s |ds <∞ P-f.s. und
∫ T

0
|H1

s |2ds <∞ P-f.s.

erfüllt sein. Gibt es außerdem eine Konstante M ∈ R, sodass

Vt(H) > −M P-f.s.

für t ∈ τ , so sprechen wir von einer zulässigen Handelsstrategie.

Definition 1.3. Eine selbstfinanzierende, zulässige Handelsstrategie H heißt Arbitrage, falls

V0(H) ≤ 0, VT (H) ≥ 0, P(VT (H) > 0) > 0

gilt. Ein Modell, in dem keine solche Handelsstrategie H existiert, heißt arbitragefrei.

Anmerkung. Fortan werden die mit der konstanten Zinsrate r diskontierten Preisprozesse
jeweils mit einer Tilde versehen, z.B. ist dann durch

dS̃t = S̃t((µt − r)dt+ σtdWt) (1.8)

die Dynamik des diskontierten Aktienpreisprozesses S̃ = (S̃)t∈τ bzw. durch

dṼt(H) = H1
t dS̃t (1.9)

die Dynamik des diskontierten Wertprozesses Ṽ (H) = (Ṽ (H))t∈τ einer selbstfinanzierenden
Handelsstrategie H gegeben.

Laut dem ersten Hauptsatz der Preistheorie ist ein Modell genau dann arbitragefrei, falls ein
zu P äquivalentes Martingalmaß Q existiert [12]. Wir werden im nächsten Kapitel sehen, dass
im Fall des Regime-Switching-Modells stets ein äquivalentes Martingalmaß existiert, weshalb
das RSM arbitragefrei ist.
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1 Regime-Switching-Modell (RSM)

Da das Maß Q aber nicht eindeutig bestimmt sein wird, ist das Modell nach dem zweiten
Hauptsatz der Preistheorie nicht vollständig [12]. Jedes äquivalente Martingalmaß Q legt fol-
gendes System von arbitragefreien Preisen fest:
Für eine Q-integrierbare und zum Zeitpunkt T fällige Forderung CT wird der faire Preis zum
Zeitpunkt t ∈ τ durch

Πt(CT ) := e−r(T−t)EQ[CT |Gt]

definiert. Diese Preisfestlegung genügt stets dem No-Arbitrage-Prinzip. Daher lässt sich mit
dem No-Arbitrage-Prinzip alleine das Bepreisungsmaß Q nicht eindeutig bestimmen. Mögliche
Ansätze zur Wahl eines „geeigneten“ Maßes Q werden wir in Kapitel 2 diskutieren. Dabei
werden wir zunächst die Menge aller äquivalenten Martingalmaße Q im RSM beschreiben.
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

2.1 Menge aller äquivalenten Martingalmaße

Sei Q ein zu P äquivalentes Martingalmaß auf (Ω,GT ), das durch die Radon-Nikodým-Dichte

dQ
dP

∣∣∣∣
GT

= ΛT

charakterisiert wird. Wir bezeichnen mit Λ = (Λt)t∈τ den dazugehörigen Dichteprozess, wobei

Λt := EP[ΛT |Gt].

Der Prozess Λ ist per Definition ein strikt positives (G,P)-Martingal mit Λ0 = 1. Um die
Menge aller zu P äquivalenten Martingalmaße bestimmen zu können, benutzen wir einen Dar-
stellungssatz für (G,P)-Martingale, der in [16] bewiesen wurde. Dieser Darstellungssatz besagt,
dass sich ein lokales Martingal bezüglich einer Filtration, die von einer Brownschen Bewegung
und einem unabhängigen Sprungprozess erzeugt wird, als Summe eines Integrals bezüglich der
Brownschen Bewegung und eines Integrals bezüglich dem durch den Sprungprozess induzierten
kompensierten Zufallsmaß schreiben lässt.

In unserem Fall ist die Filtration G durch die Brownsche Bewegung W und die Markovkette Y
erzeugt und W und Y sind voneinander unabhängig. Der Prozess M = (Mt)t∈τ mit

Mt := Yt − Y0 −
∫ t

0
ATYsds

ist ein Rd-wertiges (FY ,P)-Martingal mit M0 = 0 [18]. Sei u ≤ t, dann folgt die Behauptung
aufgrund der Markoveigenschaft aus

EP[Mt −Mu|FYu ] = EP

[
Yt − Yu −

∫ t

u
ATYsds

∣∣∣∣FYu ]
= EP[Yt|Yu]− Yu −

∫ t

u
ATEP[Ys|Yu]ds

= P (u, t)TYu − Yu −
∫ t

u
ATP (u, s)TYuds

(1.2)= P (u, t)TYu − Yu −
∫ t

u

∂

∂s
P (u, s)TYuds

= P (u, t)TYu − Yu − P (u, t)TYu + P (u, u)TYu = 0.

8



2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

Der Prozess Y besitzt somit auch die Darstellung

Yt = Y0 +
∫ t

0
ATYsds+Mt. (2.1)

Sei

E := {(i, j) : i ∈ {1, . . . , d}, j ∈ {1, . . . , d}, i 6= j},

dann ist für jedes Paar (i, j) ∈ E ein stochastischer Prozess N i,j = (N i,j
t )t∈τ durch

N i,j
t := # Sprünge vom Zustand ei in den Zustand ej bis zum Zeitpunkt t

definiert. Aufgrund von ∆Yt = Yt − Yt− und der Darstellung (2.1) erhalten wir

N i,j
t =

∑
0<s≤t

〈Ys−, ei〉〈Ys, ej〉

=
∑

0<s≤t
〈Ys−, ei〉〈∆Ys, ej〉

=
∫ t

0
〈Ys−, ei〉〈dYs, ej〉

=
∫ t

0
〈Ys−, ei〉〈ATYs−, ej〉ds+

∫ t

0
〈Ys−, ei〉〈dMs, ej〉

=
∫ t

0
〈Ys−, ei〉〈AT ei, ej〉ds+M i,j

t

=
∫ t

0
1{Ys−=ei}ai,jds+M i,j

t ,

wobei der Prozess M i,j = (M i,j
t )t∈τ mit

M i,j
t = N i,j

t −
∫ t

0
1{Ys−=ei}ai,jds =

∫ t

0
〈Ys−, ei〉〈dMs, ej〉 (2.2)

für (i, j) ∈ E ein R-wertiges (FY ,P)-Martingal ist [60]. Darüber hinaus ist M i,j wegen der
Unabhängigkeit von W und Y sogar ein (G,P)-Martingal. Um den Darstellungssatz für lokale
(G,P)-Martingale formulieren zu können, benötigen wir die folgenden Definitionen, siehe [16]
und [60]. Dabei ist der betrachtete Beobachtungszeitraum zunächst [0,∞).

Definition 2.1. L2(W ) ist der Raum reellwertiger, G-vorhersehbarer Prozesse (ht)t≥0 mit

EP

[ ∫ ∞
0
|hs|2d [W ]s

]
= EP

[ ∫ ∞
0
|hs|2ds

]
<∞.

Definition 2.2. L2
loc(W ) ist der Raum von Prozessen (ht)t≥0, für die es eine monoton wach-

sende Folge von Stoppzeiten (Tn)n∈N gibt, die P-f.s. gegen unendlich strebt, sodass für jede
Stoppzeit Tn die Bedingung

(ht1{t<Tn})t≥0 ∈ L2(W )

erfüllt ist.

9



2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

Definition 2.3. Für jedes Paar (i, j) ∈ E ist L1(N i,j) der Raum reellwertiger, G-vorhersehbarer
Prozesse (hi,jt )t≥0 mit

EP

[ ∫ ∞
0
|hi,js |d[N i,j ]s

]
= EP

[ ∫ ∞
0
|hi,js |dN i,j

s

]
<∞.

Definition 2.4. Für jedes Paar (i, j) ∈ E ist L1
loc(N i,j) der Raum von Prozessen (hi,jt )t≥0, für

die es eine monoton wachsende Folge von Stoppzeiten (T i,jn )n∈N gibt, die P-f.s. gegen unendlich
strebt, sodass für jede Stoppzeit T i,jn die Bedingung

(hi,jt 1{t<T i,jn })t≥0 ∈ L1(N i,j)

erfüllt ist.

Satz 2.5. Sei L = (Lt)t≥0 ein lokales (G,P)-Martingal. Dann existieren eindeutig bestimmte
Prozesse

(ht)t≥0 ∈ L2
loc(W ) und (hi,jt )t≥0 ∈ L1

loc(N i,j) (2.3)

für (i, j) ∈ E, sodass der Prozess L die Darstellung

Lt = L0 +
∫ t

0
hsdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
hi,js dM

i,j
s P-f.s. (2.4)

für t ≥ 0 besitzt [16].

Folgend ist Q ein zu P äquivalentes Martingalmaß und Λ = (Λt)t≥0 bezeichnet den Dichte-
prozess. Da dieser Prozess ein (G,P)-Martingal ist, existieren aufgrund von Satz 2.5 eindeutig
bestimmte Prozesse (ht)t≥0 ∈ L2

loc(W ) und (hi,jt )t≥0 ∈ L1
loc(N i,j), sodass

Λt = 1 +
∫ t

0
hsdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
hi,js dM

i,j
s .

Sei Λ0− := 1, dann ist Λt− := lims↑t Λs > 0 P-f.s. erfüllt. Dies ist richtig, da für eine Folge von
Stoppzeiten (Un)n∈N mit

Un := inf
{
t ≥ 0 : Λt <

1
n

}
,

wir

Q(Un <∞) = EP[ΛUn1{Un<∞}] ≤
1
n

und

Q
(

inf
t≥0

Λt > 0
)

= 1−Q
( ⋂
n∈N
{Un <∞}

)
= 1

10



2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

erhalten [37]. Also ist insbesonders Λt− > 0 Q-f.s. für t ≥ 0. Weil Q und P äquivalent sind,
folgt die Behauptung und wir können durch

θt := ht
Λt−

und ηi,jt := hi,jt
Λt−

G-vorhersehbare Prozesse definieren. Des Weiteren sei (Tn)n∈N die Folge von Stoppzeiten, so-
dass

(ht1{t<Tn})t≥0 ∈ L2(W ).

Die Folge von Stoppzeiten (Ūn)n∈N mit

Ūn := min{Un, Tn}

strebt P-f.s. gegen unendlich und erfüllt

EP

[ ∫ ∞
0
|θs1{s<Ūn}|

2ds

]
≤ EP

[
n2
∫ ∞

0
|hs1{s<Tn}|

2ds

]
<∞.

Somit ist (θt)t≥0 ∈ L2
loc(W ) und analog dazu (ηi,jt )t≥0 ∈ L1

loc(N i,j). Für den Dichteprozess Λ
können wir folglich

Λt = 1 +
∫ t

0
Λs−θsdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
Λs−ηi,js dM i,j

s

bzw.

Λt = 1 +
∫ t

0
Λs−dΥs

mit

Υt =
∫ t

0
θsdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
ηi,js dM

i,j
s

und Υ0 = 0 schreiben. Die Lösung dieser stochastischen DGL ist aufgrund von (2.2) durch das
Doléans-Dade-Exponential (Satz B.5)

Λt = E(Υ)t = exp
(

Υt −
1
2 [Υ]ct

)∏
s≤t

(1 + ∆Υs)e−∆Υs (2.5)

= exp
(∫ t

0
θsdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
ηi,js dM

i,j
s −

1
2

∫ t

0
θ2
sds+

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
(ln(1 + ηi,js )− ηi,js )dN i,j

s

)

= exp
(∫ t

0
θsdWs −

1
2

∫ t

0
θ2
sds+

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
ln(1 + ηi,js )dM i,j

s

+
∑

(i,j)∈E

∫ t

0
(ln(1 + ηi,js )− ηi,js )1{Ys−=ei}ai,jds

) (2.6)
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

gegeben. Aufgrund der Form der Lösung (2.5) und der Tatsache, dass Λt > 0 P-f.s. gilt, muss

1 + ηi,jt > 0 P-f.s. (2.7)

für t ≥ 0 und (i, j) ∈ E erfüllt sein. Das ermöglicht die in (2.6) angegebene Schreibweise.

Nun zur Umkehrung: Die Prozesse (θt)t∈τ ∈ L2
loc(W ) und (ηi,jt )t∈τ ∈ L1

loc(N i,j) sind beliebig
gewählt und dadurch ist ein Prozess Λθ,η = (Λθ,ηt )t∈τ mit

Λθ,ηt := 1 +
∫ t

0
Λθ,ηs−θsdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
Λθ,ηs−ηi,js dM i,j

s (2.8)

festgelegt. Der Prozess Λθ,η ist dann und nur dann P-f.s. strikt positiv, falls (2.7) gilt. Da Λθ,η
per Konstruktion ein lokales (G,P)-Martingal, aber im Allgemeinen kein echtes (G,P)-Martingal
ist, benötigen wir

EP[Λθ,ηt ] = 1 (2.9)

für t ∈ τ als zusätzliche Bedingung, vgl. Lemma B.6. Dann ist Λθ,η ein Dichteprozess und es
kann ein zu P äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,GT ) durch

dQθ,η

dP

∣∣∣∣
GT

:= Λθ,ηT

definiert werden. Das so konstruierte Maß Qθ,η ist klarerweise im Allgemeinen kein Martingal-
maß. Dafür muss der diskontierte Preisprozess der Aktie S̃ ein lokales (G,Qθ,η)-Martingal sein,
bzw. äquivalent dazu muss der Prozess Λθ,ηS̃ ein lokales (G,P)-Martingal sein. Aufgrund der
Stetigkeit von S erhalten wir mittels partieller Integration aus (1.8) und (2.8)

Λθ,ηt S̃t = Λθ,η0 S̃0 +
∫ t

0
Λθ,ηs−dS̃s +

∫ t

0
S̃s−dΛθ,ηs + [Λθ,η, S̃]t

= Λθ,η0 S̃0 +
∫ t

0
Λθ,ηs− S̃s−(µs − r + θsσs)ds+

∫ t

0
Λθ,ηs− S̃s−(σs + θs)dWs

+
∑

(i,j)∈E

∫ t

0
Λθ,ηs− S̃s−ηi,js dM i,j

s .

Somit ist der Prozess S̃ ein lokales (G,Qθ,η)-Martingal bzw. Qθ,η ein Martingalmaß, falls die
Gleichung

µt − r + θtσt = 0

bzw. falls

θt = r − µt−
σt−

(2.10)

für t ∈ τ erfüllt ist. Der Prozess (θt)t∈τ ist damit G-vorhersehbar und aus L2
loc(W ). Dabei haben

wir verwendet, dass Yt(ω) = Yt−(ω) und folglich auch µt(ω) = µt−(ω) bzw. σt(ω) = σt−(ω) für
alle ω ∈ Ω und für alle bis auf abzählbar viele t ∈ τ gilt.
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

Durch die Bedingungen (2.7), (2.9) und (2.10) können wir im Regime-Switching-Modell die
Menge aller zu P äquivalenten Martingalmaße beschreiben:

Satz 2.6. Sei (θ̂t)t∈τ der G-vorhersehbare Prozess θ̂t = 〈θ̂, Yt−〉 mit θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂d)T ∈ Rd,
wobei

θ̂i = r − µi
σi

für i = 1, . . . , d. Dann kann der Raum der zu P äquivalenten Martingalmaße auf (Ω,GT ) durch

Me :=
{
Qη̂ := Qθ̂,η̂

∣∣∣(η̂i,jt )t∈τ ∈ L1
loc(N i,j) mit 1 + η̂i,jt > 0 P-f.s. und EP[Λη̂t ] = 1 für t ∈ τ

}
beschrieben werden, wobei das Maß Qη̂ durch den Dichteprozess Λη̂ = (Λη̂t )t∈τ mit

Λη̂t = 1 +
∫ t

0
Λη̂s−dΥ̂s (2.11)

und

Υ̂t =
∫ t

0
θ̂sdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
η̂i,js dM

i,j
s

festgelegt wird. Als Lösung dieser DGL erhalten wir das Doléans-Dade-Exponential (Satz B.5)

Λη̂t = E(Υ̂)t = exp
(∫ t

0
θ̂sdWs −

1
2

∫ t

0
θ̂2
sds+

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
ln(1 + η̂i,js )dM i,j

s

+
∑

(i,j)∈E

∫ t

0
(ln(1 + η̂i,js )− η̂i,js )1{Ys−=ei}ai,jds

)
. (2.12)

Wir können erkennen, dass in der Charakterisierung von Qη̂ die Prozesse (η̂i,jt )t∈τ für (i, j) ∈ E
recht frei wählbar sind. Damit ist das äquivalente Martingalmaß im Regime-Switching-Modell
nicht eindeutig bestimmt und das Modell ist nicht vollständig. Bevor wir mögliche Ansätze
zur Bestimmung eines „geeigneten“ Bepreisungsmaßes näher vorstellen, untersuchen wir die
Verteilungseigenschaften von Wund Y unter dem Maß Qη̂.

2.2 Verteilung der Prozesse W und Y unter Qη̂

Im Folgenden beschränken wir uns auf Martingalmaße Qη̂ ∈ Me, die durch G-vorhersehbare
Prozesse (η̂i,jt )t∈τ ∈ L1

loc(N i,j) der speziellen Form

η̂i,jt = η̄i,j(t, Yt−) (2.13)

festgelegt werden. Dabei sind die Funktionen η̄i,j : τ × E 7→ (−1,∞) allesamt beschränkt. In
diesem Fall sind die Voraussetzungen des Satzes 2.6 an die Prozesse (η̂i,jt )t∈τ trivialerweise
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

erfüllt. Wir werden später in Proposition 2.8 sehen, dass die Verteilung der Markovkette Y
unverändert bleibt, falls η̄i,j ≡ 0 für (i, j) ∈ E.
Zunächst bestimmen wir aber die Verteilung von W unter Qη̂. Aufgrund der Eigenschaften der
vorhersehbaren quadratischen Variation (Satz B.3) und des Satzes von Girsanov (Satz B.7) ist
der Prozess Ŵ = (Ŵt)t∈τ mit

Ŵt := Wt − 〈W, Υ̂〉t = Wt −
∫ t

0
θ̂sd〈W 〉s −

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
η̂i,js d〈W,M i,j〉s

= Wt −
∫ t

0
θ̂sds = Wt −

∫ t

0

r − µs
σs

ds (2.14)

eine Brownsche Bewegung bezüglich G unter Qη̂. Damit haben wir für die Dynamik des Aktien-
preisprozesses S unter Qη̂

dSt
(1.5)= St(µtdt+ σtdWt) = St(µtdt+ σtdŴt + σtθ̂tdt) = St(rdt+ σtdŴt). (2.15)

Damit wir zeigen können, dass Y auch unter dem Maß Qη̂ eine Markovkette ist, die aber im
Allgemeinen nicht mehr homogen sein wird, verwenden wir die folgende Proposition, durch die
eine Markovkette vollständig charakterisiert wird, siehe [3] und [42].

Proposition 2.7. Der Prozess Y ist genau dann eine zeitstetige, inhomogene Markovkette
bezüglich G unter P mit Startverteilung π0 und Intensitätsmatrizen A = (At)t∈τ , wenn

(i) P(Y0 = ei) = 〈π0, ei〉 für alle Zustände ei ∈ E und

(ii) für jede Funktion h : E 7→ R ist der Prozess Mh = (Mh
t )t∈τ mit

Mh
t := h(Yt)−

∫ t

0
(ATs h)(Ys)ds

ein (G,P)-Martingal. Dabei ist

(ATt h)(Yt) :=
d∑

i,j=1
1{Yt=ei}ai,j(t)h(ej).

Bemerkung. Anstatt die Bedingung (ii) der Proposition 2.7 für alle Funktionen h : E 7→ R zu
überprüfen, reicht es zu zeigen, dass für die Wahl hk(x) = 1{x=ek} der Prozess M

k = (Mk
t )t∈τ

mit

Mk
t := 〈Yt, ek〉 −

d∑
i=1

∫ t

0
1{Ys=ei}ai,k(s)ds

= 〈Yt, ek〉 −
d∑
i=1

∫ t

0
1{Ys−=ei}ai,k(s)ds (2.16)

für k = 1, . . . , d ein (G,P)-Martingal ist. Dies ist offensichtlich richtig, denn für eine jede
Funktion h : E 7→ R können wir

h(Yt) =
d∑

k=1
h(ek)〈Yt, ek〉
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

schreiben. Falls somit Mk für k = 1, . . . , d ein (G,P)-Martingal ist, dann ist auch Mh ein
(G,P)-Martingal und die Bedingung (ii) der Proposition 2.7 ist erfüllt.

Proposition 2.8. Sei Qη̂ ein zu P äquivalentes Martingalmaß, sodass die Einschränkung (2.13)
erfüllt ist. Dann gelten die folgenden Aussagen [3]:

(i) Der Prozess Y ist eine zeitstetige, inhomogene Markovkette bezüglich G unter Qη̂.

(ii) Die Übergangsintensitäten der Markovkette Y werden unter Qη̂ durch das System von
deterministischen Intensitätsmatrizen Â = (Ât)t∈τ mit

âi,j(t) := (1 + η̄i,j(t, ei))ai,j

für i 6= j und

âi,i := −
∑
j 6=i

âi,j = −
∑
j 6=i

(1 + η̄i,j(t, ei))ai,j

beschrieben.

(iii) Das System von Übergangsmatrizen (P̂ (s, t))s≤t∈τ der Markovkette Y erfüllt unter Qη̂

wieder die Kolmogorov-Vorwärtsgleichung

∂

∂t
P̂ (s, t) = P̂ (s, t)Ât, P̂ (s, s) = I

und die Kolmogorov-Rückwärtsgleichung

∂

∂s
P̂ (s, t) = −ÂsP̂ (s, t), P̂ (t, t) = I.

Beweis. Wir müssen hier nur nachweisen, dass Y eine Markovkette bezüglich G unter Qη̂

ist, deren Übergangsintensitäten durch Â beschrieben werden. Aufgrund von (1.1) und (2.13)
erhalten wir

âi,j(t) ≥ 0 für i 6= j, âi,i(t) = −
∑
j 6=i

âi,j(t) < 0,

∫ t

0
|âi,j(s)|ds <∞

(2.17)

für t ∈ τ , weshalb durch (ii) wirklich Intensitäten einer inhomogenen Markovkette gegeben
sind. Weiters erhalten wir die Aussage (iii) aus [15]. Wegen Proposition 2.7 reicht es zu zeigen,
dass der Prozess M̂k = (M̂k

t )t∈τ mit

M̂k
t := 〈Yt, ek〉 −

d∑
i=1

∫ t

0
1{Ys−=ei}âi,k(s)ds (2.18)

für k = 1, . . . , d ein (G,Qη̂)-Martingal ist. Äquivalent dazu zeigen wir, dass Λη̂M̂k ein (G,P)-
Martingal ist. Partielle Integration und die Schreibweise (2.11) liefern

Λη̂t M̂k
t = Λη̂0M̂k

0 +
∫ t

0
Λη̂s−dM̂k

s +
∫ t

0
M̂k
s−Λη̂s−θ̂sdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
M̂k
s−Λη̂s−η̂i,js dM i,j

s + [Λη̂, M̂k]t.
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Durch elementare Vereinfachung ergibt sich

[Λη̂, M̂k]t =
∫ t

0
Λη̂s−θ̂sd[W, M̂k]s +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
Λη̂s−η̂i,js d[M i,j , M̂k]s

=
∑

(i,j)∈E

∑
0<s≤t

Λη̂s−η̂i,js ∆N i,j
s ∆〈Ys, ek〉

=
∑
i 6=k

∫ t

0
Λη̂s−η̂i,ks dN i,k

s −
∑
j 6=k

∫ t

0
Λη̂s−η̂k,js dNk,j

s

und für den Prozess M̂k (2.18) schreiben wir

M̂k
t = 〈Yt, ek〉 −

∫ t

0

(∑
i 6=k

1{Ys−=ei}âi,k(s) + 1{Ys−=ek}âk,k(s)
)
ds

(2.13)= 〈Yt, ek〉 −
∫ t

0

(∑
i 6=k

1{Ys−=ei}(1 + η̂i,ks )ai,k −
∑
j 6=k

1{Ys−=ek}(1 + η̂k,js )ak,j
)
ds

(1.1)= 〈Yt, ek〉 −
d∑
i=1

∫ t

0
1{Ys−=ei}ai,kds−

∫ t

0

(∑
i 6=k

1{Ys−=ei}η̂
i,k
s ai,k −

∑
j 6=k

1{Ys−=ek}η̂
k,j
s ak,j

)
ds

(2.16)= Mk
t −

∑
i 6=k

∫ t

0
η̂i,ks 1{Ys−=ei}ai,kds+

∑
j 6=k

∫ t

0
η̂k,js 1{Ys−=ek}ak,jds,

wobei sich für das Differential des Prozesses Mk

dMk
t

(2.16)=
∑
i 6=k

dN i,k
t −

∑
j 6=k

dNk,j
t −

∑
i 6=k

1{Yt−=ei}ai,kdt+
∑
j 6=k

1{Yt−=ek}ak,jdt

(2.2)=
∑
i 6=k

dM i,k
t −

∑
j 6=k

dMk,j
t

ergibt. Insgesamt erhalten wir mit (2.2)

Λη̂t M̂k
t = Λη̂0M̂k

0 +
∑
i 6=k

∫ t

0
Λη̂s−dM i,k

s −
∑
j 6=k

∫ t

0
Λη̂s−dMk,j

s −
∑
i 6=k

∫ t

0
Λη̂s−η̂i,ks 1{Ys−=ei}ai,kds

+
∑
j 6=k

∫ t

0
Λη̂s−η̂k,js 1{Ys−=ek}ak,jds+

∫ t

0
M̂k
s−Λη̂s−θ̂sdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
M̂k
s−Λη̂s−η̂i,js dM i,j

s

+
∑
i 6=k

∫ t

0
Λη̂s−η̂i,ks dN i,k

s −
∑
j 6=k

∫ t

0
Λη̂s−η̂k,js dNk,j

s

= Λη̂0M̂k
0 +

∑
i 6=k

∫ t

0
Λη̂s−(1 + η̂i,ks )dM i,k

s −
∑
j 6=k

∫ t

0
Λη̂s−(1 + η̂k,js )dMk,j

s

+
∫ t

0
M̂k
s−Λη̂s−θ̂sdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
M̂k
s−Λη̂s−η̂i,js dM i,j

s
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

= Λη̂0M̂k
0 +

∫ t

0
Λη̂s−csdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
Λη̂s−ci,js dM i,j

s , (2.19)

wobei die Prozesse (ct)t∈τ und (ci,jt )t∈τ mit (i, j) ∈ E beschränkt, reellwertig und G-vorhersehbar
sind. Aufgrund der Darstellung (2.2) und (2.12) sowie der Einschränkung (2.13) resultiert

EP[|Λη̂t |2] = EP

[
exp

(∫ t

0
2θ̂sdWs −

∫ t

0
θ̂2
sds+

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
2 ln(1 + η̂i,js )dM i,j

s

+
∑

(i,j)∈E

∫ t

0
2(ln(1 + η̂i,js )− η̂i,js )1{Ys−=ei}ai,jds

)]

≤ c1EP

[
exp

(∫ t

0
2θ̂sdWs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
2 ln(1 + η̂i,js )dN i,j

s

)]

= c1EP

[
exp

( ∑
(i,j)∈E

∫ t

0
2 ln(1 + η̂i,js )dN i,j

s

)
EP

[
exp

(∫ t

0
2θ̂sdWs

)∣∣∣∣FYt ]]

≤ c1c2EP

[
exp

( ∑
(i,j)∈E

∫ t

0
2 ln(1 + η̂i,js )dN i,j

s

)]

≤ c1c2EP

[
exp

(
c3

∑
(i,j)∈E

N i,j
t

)] (A.7)
< ∞

mit c1, c2, c3 ∈ R, siehe dafür Abschnitt A.2. Mit dem Satz von Fubini-Tonelli folgt dann
umgehend

EP

[ ∫ T

0
|Λη̂s−cs|21{s≤t}d〈W 〉s

]
= EP

[ ∫ T

0
|Λη̂s−cs|21{s≤t}ds

]
<∞

bzw.

EP

[ ∫ T

0
|Λη̂s−ci,js |21{s≤t}d〈M i,j〉s

]
= EP

[ ∫ T

0
|Λη̂s−ci,js |21{s≤t}1{Ys−=ei}ai,jds

]
<∞

für t ∈ τ . Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas B.4 erfüllt und die Integrale im Aus-
druck (2.19) sind (G,P)-Martingale. Folglich ist auch der Prozess Λη̂M̂k ein (G,P)-Martingal.
Somit konnten wir gerade nachweisen, dass Y eine Markovkette bezüglich G unter Qη̂ ist. Deren
Übergangsintensitäten werden durch Â beschrieben.

Sei (i, j) ∈ E. Mit Hilfe der Proposition 2.8 können wir genau wie in Kapitel 2.1 zeigen, dass
der Prozess M̂ i,j = (M̂ i,j

t )t∈τ mit

M̂ i,j
t := N i,j

t −
∫ t

0
1{Ys−=ei}âi,j(s)ds

(2.13)= N i,j
t −

∫ t

0
1{Ys−=ei}(1 + η̂i,js )ai,jds (2.20)

ein (FY ,Qη̂)-Martingal und auch ein (G,Qη̂)-Martingal ist.
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

2.3 Minimale-Entropie-Martingalmaß (MEMM)

Im Regime-Switching-Modell gibt es kein eindeutig bestimmtes Martingalmaß Q. Somit stellt
sich die Frage, welches Maß, unter allen möglichen, nun am besten „geeignet“ ist, um es zur
Bepreisung einer Forderung heranzuziehen.
Die grundlegende Idee in diesem Kapitel ist es, die „Distanz“ zwischen dem Martingalmaß Q
und dem realen Maß P zu minimieren. Der „Distanz“-Begriff kann natürlich auf verschiedene
Arten festgelegt werden. Der folgende Ansatz benutzt das Konzept der relativen Entropie. Die
relative Entropie von Q bezüglich P ist durch

H(Q,P) :=

EP
[
dQ
dP ln

(
dQ
dP

)]
falls Q� P,

∞ sonst

gegeben. Die relative Entropie erfüllt die Eigenschaften [53]:

(i) H(Q,P) ≥ 0,

(ii) H(Q,P) = 0 genau dann, wenn Q = P, und

(iii) das Funktional Q 7→ H(Q,P) ist strikt konvex.

Die zur Wahl stehenden, verschiedenen Bepreisungsmaße Q werden durch den gerade eben
charakterisierten Raum

Me = {Q ∼ P : S̃ ist unter Q ein lokales Martingal}

beschrieben. Wir schreiben

M := {Q� P : S̃ ist unter Q ein lokales Martingal}

und

Mf := {Q ∈M : H(Q,P) <∞}.

Das Minimale-Entropie-Martingalmaß QE ist als Lösung des Ausdrucks

H(QE ,P) = min
Q∈M

H(Q,P)

definiert. Falls Mf 6= ∅, existiert das MEMM QE und ist aufgrund der strikten Konvexität
eindeutig bestimmt [25]. Per Konstruktion muss QE nicht notwendigerweise zu P äquivalent
sein. Dies gilt aber, falls zusätzlich

Me ∩Mf 6= ∅

erfüllt ist [25]. Weiters ist in diesem Fall das MEMM QE durch die Radon-Nikodým-Dichte

dQE

dP

∣∣∣∣
GT

= ΛET = cE exp
(∫ T

0
ξEs dS̃s

)
(2.21)

bestimmt. Dabei ist cE eine reelle Konstante und (ξEt )t∈τ ein G-vorhersehbarer, S̃-integrierbarer
Prozess, sodass (

∫ t
0 ξ

E
s dS̃s)t∈τ ein (G,QE)-Martingal ist [53]. Die Umkehrung gilt hier aber nicht,

ein Maßwechsel der Form (2.21) führt nicht unbedingt auf ein Maß, das die relative Entropie
bezüglich P minimiert.
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

Proposition 2.9. Sei Q ∈ Me ∩ Mf , d.h. Q sei ein zu P äquivalentes Martingalmaß mit
H(Q,P) <∞. Dann ist Q das MEMM QE genau dann, wenn

dQ
dP

∣∣∣∣
GT

= ΛT = c exp
(∫ T

0
ξsdS̃s

)
(2.22)

für c ∈ R und einen S̃-integrierbaren Prozess (ξt)t∈τ und zusätzlich die Gleichungen

EQ

[ ∫ T

0
ξsdS̃s

]
= 0, EQE

[ ∫ T

0
ξsdS̃s

]
= 0 (2.23)

erfüllt sind [53].

Aufgrund von (2.21) und der Proposition 2.9 ergibt sich für den Wert der relativen Entropie
von QE bezüglich P

H(QE ,P) = EP

[
dQE

dP
ln
(
dQE

dP

)]
= EQE

[
ln
(
dQE

dP

)]

= EQE

[
ln (cE) +

∫ T

0
ξEs dS̃s

]
= ln (cE) . (2.24)

Da die Bedingung (2.23) für ein unbekanntes MEMM nicht direkt überprüfbar ist, kann die
Proposition 2.9 im Allgemeinen auch nicht zur Bestimmung von QE herangezogen werden. Wir
betrachten dafür die Proposition:

Proposition 2.10. Sei Q ∈ Me ∩Mf . Falls Q durch die Radon-Nikodým-Dichte (2.22) be-
schrieben wird und ∫ T

0
ξ2
sd[S̃]s ∈ Lexp(P),

wobei der Orlicz-Raum Lexp(P) durch

Lexp(P) :=
{
X : Ω 7→ R

∣∣∣EP[exp(ε|X|)] <∞ für ein ε > 0
}

festgelegt ist, so folgt, dass Q das MEMM QE ist [53].

Die Wahl des MEMM zur Bepreisung einer Forderung kann außerdem durch die folgende
Dualitätsbeziehung motiviert werden [14]:
Sei H = (Ht)t∈τ die selbstfinanzierende Handelsstrategie eines Agenten und c ∈ R sein Start-
kapital. Der Agent will den diskontierten Endwert von H bezüglich der exponentiellen Nutzen-
funktion

U(x) = 1− e−αx

mit α > 0 maximieren. FallsMe ∩Mf 6= ∅, gilt die Dualitätsgleichung

sup
H∈H

EP[1− exp(−αṼT (H))] = 1− exp
(
− inf

Q∈M
(H(Q,P) + αc)

)
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

bzw.

EP[U(ṼT (H∗))] = 1− exp(−H(QE ,P)− αc).

Dabei ist H ein Raum von selbstfinanzierenden Handelsstrategien wie in [14]. Existiert ein zu
P äquivalentes MEMM QE , dann hat auch das dazu duale Problem eine optimale Lösung in
Form einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie H∗ ∈ H . Diese maximiert den erwarteten
Nutzen des Agenten unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß P. Mit (1.9) und (2.24) erhalten wir

EP

[
1− exp

(
− αc− α

∫ T

0
H∗1s dS̃s

)]
= 1− exp (− log (cE)− αc)

bzw.

cEEP

[
exp

(
− α

∫ T

0
H∗1s dS̃s

)]
= 1. (2.25)

Mit (2.21) ergibt sich für die Zahl der zum Zeitpunkt t durch die HandelsstrategieH∗ gehaltenen
Aktien

H∗1t = − 1
α
ξEt .

Bemerkung. In der Literatur wird die Verwendung des MEMM auch zur Bepreisung von
Forderungen in allgemeineren Modellen, wie beispielsweise im geometrischen Lévy-Modell [46],
vorgeschlagen. Hierbei folgt der Aktienpreisprozess S der Dynamik

St = S0 exp(Xt),

wobei X = (Xt)t∈τ ein Lévy-Prozess ist. Erfüllt dieser die Voraussetzungen aus [46], dann
existiert das MEMM QE mit der Eigenschaft, dass X unter dem Bepreisungsmaß QE wiederum
ein Lévy-Prozess ist.

2.3.1 Bestimmung des MEMM

Nun zur Bestimmung des Maßes QE im RSM [5]. Motiviert durch die Darstellung (2.22) wählen
wir einen Maßwechsel der Form

dQ
dP

∣∣∣∣
GT

:= ΛT = c exp
(∫ T

0
ξsdS̃s

)
für c ∈ R und einen S̃-integrierbaren Prozess (ξt)t∈τ . Damit ΛT wirklich eine Dichte ist, muss
die Konstante c die Gleichung

1
c

= EP

[
exp

(∫ T

0
ξsdS̃s

)]
erfüllen. Sei (θt)t∈τ ein Prozess der Form θt = 〈θ, Yt〉 mit θ = (θ1, . . . , θd)T ∈ Rd. Wir wählen
speziell

ξt = S̃−1
t θt (2.26)
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für t ∈ τ . Damit erhalten wir mit (1.8) für die eben festgelegte Radon-Nikodým-Dichte

ΛT = c exp
(∫ T

0
θs(µs − r)ds+

∫ T

0
θsσsdWs

)
= ceUT , (2.27)

wobei Ut =
∫ t

0 θs(µs − r)ds+
∫ t
0 θsσsdWs. Für den Dichteprozess Λ = (Λt)t∈τ können wir

Λt = EP[ΛT |Gt] = ceUtEP
[
eUT−Ut

∣∣∣Gt] = ceUtEP
[
eUT−Ut

∣∣∣Yt] (A.3)= ceUtY T
t exp((T − t)K(θ))1

schreiben, wobei

K(θ) = A+ diag
(
θ1(µ1 − r) + (θ1σ1)2

2 , . . . , θd(µd − r) + (θdσd)2

2

)
.

Weiters soll der diskontierte Aktienpreisprozess S̃ ein lokales (G,Q)-Martingal sein. Dafür reicht
es

EQ[S̃T |Gt] = S̃t

für t ∈ τ zu fordern, denn aufgrund der Glättungseigenschaft des Erwartungswerts folgt

EQ[S̃t|Gs] = EQ[EQ[S̃T |Gt]|Gs] = EQ[S̃T |Gs] = S̃s

für s ≤ t und S̃ ist damit sogar ein (G,Q)-Martingal. Mit der Formel von Bayes (Satz B.9)
erhalten wir

EQ[S̃T |Gt] = EP[ΛT S̃T |Gt]
EP[ΛT |Gt]

= S̃t
ceUtEP

[
eŪT−Ūt

∣∣∣Yt]
ceUtEP

[
eUT−Ut

∣∣∣Yt] ,
wobei

Ūt =
∫ t

0
(θs + 1)(µs − r)−

1
2σ

2
sds+

∫ t

0
(θs + 1)σsdWs.

Somit ist S̃ genau dann ein (G,Q)-Martingal, falls

EP
[
eŪT−Ūt

∣∣∣Yt] = EP
[
eUT−Ut

∣∣∣Yt] ,
bzw. unter Verwendung von (A.3), falls

Y T
t exp((T − t)K̄(θ))1 = Y T

t exp((T − t)K(θ))1 (2.28)

mit

K̄(θ) = A+ diag
(

(θ1 + 1)(µ1 − r)−
1
2σ

2
1 + (θ1 + 1)2σ2

1
2 ,

. . . , (θd + 1)(µd − r)−
1
2σ

2
d + (θd + 1)2σ2

d

2

)

21



2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

erfüllt ist. Sei ei ∈ E . Dann ist der Ausdruck (2.28) zu folgendem System von deterministischen
Gleichungen

eTi exp((T − t)K̄(θ))1 = eTi exp((T − t)K(θ))1

äquivalent. Eine Lösung ist einfach dadurch gegeben, falls die Matrizen K̄(θ) und K(θ) über-
einstimmen, d.h. falls

(θi + 1)(µi − r)−
1
2σ

2
i + (θi + 1)2σ2

i

2 = θi(µi − r) + (θiσi)2

2
für i = 1, . . . , d. Wir können daraus folgern, dass Q ∈Me, falls der Prozess (θt)t∈τ durch

θt = r − µt
σ2
t

bestimmt ist. Aufgrund von Satz 2.6 und Kapitel 2.2 wissen wir, dass das durch die Dichte

dQ′

dP

∣∣∣∣
GT

= Λ′T = exp
(
− 1

2

∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds+
∫ T

0

r − µs
σs

dWs

)
(2.27)= 1

c
ΛT exp

(1
2

∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds

)
festgelegte Maß Q′ ein Martingalmaß ist, unter dem W ′ = (W ′t)t∈τ mit W ′t := Wt −

∫ t
0
r−µs
σs

ds
eine Brownsche Bewegung ist und die Verteilung von Y unverändert bleibt. Weiters haben wir
den Zusammenhang

dQ
dQ′

∣∣∣∣
GT

= c exp
(
− 1

2

∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds

)
.

Weil die Prozesse (µt)t∈τ und (σt)t∈τ beschränkt sind, erhalten wir für die relative Entropie
von Q bezüglich P

H(Q,P) = EP

[
dQ
dP

ln
(
c exp

(
−
∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds+
∫ T

0

r − µs
σs

dWs

))]

= EP

[
dQ′

dP
dQ
dQ′

(
ln(c)−

∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds+
∫ T

0

r − µs
σs

dWs

)]

= EQ′

[
c exp

(
− 1

2

∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds

)(
ln(c) +

∫ T

0

r − µs
σs

dW ′s

)]
<∞.

Aufgrund von Q ∈Me ∩Mf , existiert ein zu P äquivalentes MEMM im RSM. Das Maß Q hat
außerdem die Form (2.22). Aufgrund von (1.8) und (2.26) folgt

EP

[
exp

(∣∣∣∣ ∫ T

0
ξ2
sd[S̃]s

∣∣∣∣)] = EP

[
exp

(∣∣∣∣ ∫ T

0
θ2
sσ

2
sds

∣∣∣∣)] <∞
bzw. ∫ T

0
ξ2
sd[S̃]s ∈ Lexp(P).
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Da das Maß Q alle Voraussetzungen der Proposition 2.10 erfüllt, ist Q das gesuchte MEMM
im RSM. Zusammenfassend können wir sagen, dass das MEMM im RSM existiert, eindeutig
bestimmt ist und durch die Radon-Nikodým-Dichte

dQE

dP

∣∣∣∣
GT

= ΛET = cE exp
(
−
∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds+
∫ T

0

r − µs
σs

dWs

)
= cEeUET (2.29)

mit
1
cE

= EP

[
exp

(
− 1

2

∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds

)]
beschrieben wird.

2.3.2 Verteilung der Prozesse W und Y unter dem MEMM

Aufgrund von QE ∈Me und Kapitel 2.2 wissen wir, dass der Prozess WE = (WE
t )t∈τ mit

WE
t := Wt −

∫ t

0

r − µs
σs

dWs

eine Brownsche Bewegung bezüglich G unter dem Maß QE ist. Sei u < t und ej ∈ E . Um die
Verteilung von Y bestimmen zu können, betrachten wir

EQE [1{Yt=ej}|Gu] =
EP[1{Yt=ej}ΛEt |Gu]

EP[ΛEt |Gu]

=
EP
[
1{Yt=ej}cEeUEt EP

[
eUET −UEt

∣∣∣Yt]∣∣∣Yu]
cEeUEu EP

[
eUET −UEu

∣∣∣Yu]

=
cEeUEu EP

[
1{Yt=ej}eU

E
t −UEu EP

[
eUET −UEt

∣∣∣Yt]∣∣∣Yu]
cEeUEu EP

[
eUET −UEu

∣∣∣Yu]
(A.3)=

EP
[
1{Yt=ej}eU

E
t −UEu Y T

t exp((T − t)KE)1
∣∣∣Yu]

Y T
u exp((T − u)KE)1

(A.3)= Y T
u exp((t− u)KE)ej

(
eTj exp((T − t)KE)1

)(
Y T
u exp((T − u)KE)1

)−1

(2.30)

mit

KE = A− 1
2diag

((r − µ1)2

σ2
1

, . . . ,
(r − µd)2

σ2
d

)
.

Der Prozess Y ist damit eine zeitstetige, inhomogene Markovkette bezüglich G unter QE , da
für u < t und ej ∈ E die Bedingung

QE(Yt = ej |Gu) (2.30)= EQE [EQE [1{Yt=ej}|Gu]|Yu] = QE(Yt = ej |Yu)
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erfüllt ist [40]. Sei i 6= j. Die Übergangsintensitäten aEi,j(t) der Markovkette Y unter QE sind
durch

QE(Yt+∆t = ej |Yt = ei)
(2.30)= eTi exp((t+ ∆t− t)KE)ej

(
eTj exp((T − (t+ ∆t))KE)1

)(
eTi exp((T − t)KE)1

)−1

= eTi (I + ∆tKE)ej
(
eTj exp((T − t)KE)(I −∆tKE)1

)(
eTi exp((T − t)KE)1

)−1
+O(∆t2)

= ai,j

(
eTj exp((T − t)KE)1

(
eTi exp((T − t)KE)1

)−1)
∆t+ o(∆t)

= aEi,j(t)∆t+ o(∆t)

für ∆t→ 0 gegeben.

2.4 Esscher-Martingalmaß (ESSMM)

Ein weiterer Ansatz zur Bestimmung eines „geeigneten“ Martingalmaßes Q für die Bepreisung
einer Forderung ist die Esscher-Transformation. Sie wurde 1932 von Esscher [23] eingeführt
und ist wie folgt definiert:
Sei X : Ω 7→ R eine reelle Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P). Dabei
soll für das Maß PX eine Dichtefunktion p(x) existieren. Weiters ist θ eine reelle Zahl mit

EP[eθX ] <∞.

Dann ist die Esscher-Transformation der ursprünglichen Verteilung durch die neue Dichte-
funktion

q(x) := eθxp(x)
EP[eθX ] (2.31)

gegeben. Die Dichte q(x) hängt vom Esscher-Parameter θ ab. Die Methode fand zunächst
einmal in der aktuariellen Wissenschaft zur Approximation von Gesamtschadenverteilungen um
einen Punkt x0 Verwendung. Durch geeignete Wahl des Parameters θ kann die Schadensver-
teilung nämlich derart transformiert werden, dass deren neuer Mittelwert x0 ist. Anschließend
wird die transformierte Schadensverteilung durch eine geeignete Methode approximiert [28].
Die Esscher-Transformation kann auch als Instrument im Bereich der Risikotheorie dienen.
Dabei beschreibt die Zufallsvariable X das zu bewertende Risiko und Q ist das durch die
Esscher-Transformation hervorgegangene Maß. Dann ist

ρ(X) := −EQ [X]

ein Risikomaß [8]. Im Gegensatz zum häufig verwendeten VaR (Value at Risk) handelt es sich
hierbei sogar um ein kohärentes Risikomaß.
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

Gerber und Siu [28] verwendeten die Esscher-Transformation erstmals im Bereich der Options-
bepreisung. Der Aktienpreisprozess S = (St)t∈τ sei durch

St = S0eXt , X0 = 0

gegeben, wobei X = (Xt)t∈τ ein Prozess mit unabhängigen, stationären Zuwächsen sein soll.
Weiters bezeichnet (Ω,F ,P) den dazugehörenden Wahrscheinlichkeitsraum und G = (Gt)t∈τ die
Filtration. Sofern die Bedingung EP

[
eθXT

]
< ∞ erfüllt ist, können wir motiviert durch (2.31)

einen Maßwechsel der Form

dQ
dP

∣∣∣∣
GT

:= ΛT = eθXT
EP[eθXT ] (2.32)

vorschlagen. Per Konstruktion ist Q ein zu P äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaß und der
Dichteprozess Λ = (Λt)t∈τ ist durch

Λt = EP[ΛT |Gt] =
eθXtEP

[
eθ(XT−Xt)

∣∣∣Gt]
EP
[
eθ(Xt−X0)

]
EP
[
eθ(XT−Xt)

] = eθXt

EP
[
eθXt

]
gegeben. Lässt sich der Parameter θ derart wählen, sodass der diskontierte Preisprozess S̃ ein
lokales (G,Q)-Martingal ist, so sprechen wir vom Esscher-Martingalmaß.
In diesem Fall bezeichnen wir den Esscher-Parameter mit θES und das dadurch bestimmte
Wahrscheinlichkeitsmaß mit QES . Falls das ESSMM existiert, erfüllt der Parameter θES die
Gleichung

ertS0 = EQES [St|G0] = EP[ΛESt St|G0] = S0
EP
[
e(θES+1)Xt

]
EP
[
eθESXt

] =
EP
[
Sθ

ES+1
t

]
EP
[
Sθ

ES

t

] (2.33)

für t ∈ τ und ist eindeutig bestimmt [39]. Falls umgekehrt ein Parameter θ die Gleichung (2.33)
löst, so ist das dadurch festgelegte Maß Q ein Martingalmaß und wir haben θ = θES . Dies ist
richtig, da wir aufgrund der unabhängigen, stationären Zuwächse von X zeigen können, dass

EQ[S̃T |Gt] = EP[ΛT S̃T |Gt]
EP [ΛT |Gt]

(2.32)= S̃te−r(T−t)
eθXtEP

[
e(θ+1)XT−t

]
eθXtEP

[
eθXT−t

] (2.33)= S̃t

für t ∈ τ . Die Verwendung des ESSMM zur Optionsbepreisung können wir auch mittels eines
nutzentheoretischen Arguments rechtfertigen [28]. Dabei soll ein risikoaverser, repräsentativer
Agent m Stück Aktien besitzen und seine Entscheidungen auf Grund einer streng monoton
wachsenden, konkaven und stetig differenzierbaren Nutzenfunktion U treffen. Die Funktion U
ist für x > 0 und α > 0 durch

U(x) =
{
x1−α

1−α , α 6= 1,
ln(x) α = 1
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

gegeben. Weiters ist Ct = f(St) eine zum Zeitpunkt t fällige, integrierbare Forderung. Der Preis
der Forderung zum Zeitpunkt 0 sei mit Π0(Ct) dermaßen festgelegt, sodass es für den Agenten
nutzenoptimal ist, weder Anteile von Ct zu kaufen noch zu verkaufen, d.h. die Funktion

Φ(πt) = EP
[
U
(
mSt + πt(Ct − ertΠ0(Ct))

)]
ist für πt = 0 maximal. Durch Differenzieren erhalten wir aus

Φ′(πt) = EP
[
U ′
(
mSt + πt(Ct − ertΠ0(Ct))

)
(Ct − ertΠ0(Ct))

]
die notwendige Bedingung

Φ′(0) = EP
[
U ′ (mSt) (Ct − ertΠ0(Ct))

]
= 0

bzw. äquivalent dazu

EP [CtU ′(mSt)]
EP [U ′(mSt)]

= ertΠ0(Ct).

Diese Bedingung ist sogar hinreichend, da Φ′′ < 0 weil U ′′ < 0. Dies soll für Forderungen
jeglicher Art in Abhängigkeit von S gelten, so z.B. auch für Ct = St. Zusammen mit der
speziellen Form der Nutzenfunktion des risikoaversen Agenten resultiert die Bedingung

EP[S1−α
t ]

EP[S−αt ]
= ertΠ0(St) = ertS0.

Somit ist der Preis einer solchen Forderung Ct als diskontierter Erwartungswert unter dem
ESSMM mit θES = −α festgelegt.

2.4.1 Bestimmung des ESSMM

Bestimmen wir nun das Maß QES im RSM, siehe [19] und [59]. Da der Prozess X in (1.7)
durch eine Markovkette Y mit d ≥ 2 Zuständen gesteuert wird, kann X keine unabhängigen,
stationären Zuwächse über den gesamten Zeitraum τ = [0, T ] besitzen. Dies gilt jedoch für
den Prozess X während der Verweildauer von Y in einem fixen Zustand, weshalb auch der
Esscher-Parameter durch Y gesteuert werden muss. Wir suchen somit einen Prozess (θt)t∈τ der
speziellen Form

θt = 〈θ, Yt〉

mit θ = (θ1, . . . , θd)T ∈ Rd, d.h. wir suchen für jeden Zustand ei ∈ E einen eigenen Esscher-
Parameter θi. Damit sei der Maßwechsel durch

dQ
dP

∣∣∣∣
GT

:= ΛT =
exp

( ∫ T
0 θsdXs

)
EP
[

exp
( ∫ T

0 θsdXs

)]
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

bestimmt. Durch (1.7) erhalten wir für die eben vorgeschlagene Radon-Nikodým-Dichte

ΛT = c exp
(∫ T

0
θs

(
µs −

1
2σ

2
s

)
ds+

∫ T

0
θsσsdWs

)
(2.34)

mit

1
c

= EP

[
exp

(∫ T

0
θsdXs

)]
und für den dazugehörigen Dichteprozess Λ = (Λt)t∈τ ergibt sich

Λt = EP[ΛT |Gt]
(A.3)= c exp

(∫ t

0
θsdXs

)
Y T
t exp((T − t)K(θ))1

mit

K(θ) = A+ diag
(
θ1

(
µ1 −

1
2σ

2
1

)
+ θ2

1σ
2
1

2 , . . . , θd

(
µd −

1
2σ

2
d

)
+ θ2

dσ
2
d

2

)
.

Der Prozess (θt)t∈τ wird derart bestimmt, dass S̃ ein lokales (G,Q)-Martingal ist. Genau wie
in Kapitel 2.3.1 erhalten wir

EQ[S̃T |Gt] = EP[ΛT S̃T |Gt]
EP[ΛT |Gt]

(1.7)= S̃t
EP
[

exp
(
−
∫ T
t rds

)
exp

( ∫ T
t (θs + 1)dXs

)∣∣∣Yt]
EP
[

exp
( ∫ T

t θsdXs

)∣∣∣Yt]
für t ∈ τ . Somit ist S̃ genau dann ein (G,Q)-Martingal, falls die Gleichung

Y T
t exp((T − t)K̄(θ))1 = Y T

t exp((T − t)K(θ))1 (2.35)

mit

K̄(θ) = A+ diag
(

(θ1 + 1)
(
µ1 −

1
2σ

2
1

)
− r + (θ1 + 1)2σ2

1
2 ,

. . . , (θd + 1)
(
µd −

1
2σ

2
d

)
− r + (θd + 1)2σ2

d

2

)
erfüllt ist. Sei ei ∈ E . Dann kann der Ausdruck (2.35) als ein System von deterministischen
Gleichungen

eTi exp((T − t)K̄(θ))1 = eTi exp((T − t)K(θ))1

für i = 1, . . . , d interpretiert werden. Dieses System ist jedenfalls gelöst, falls die Einträge der
Matrizen K̄(θ) und K(θ) übereinstimmen, d.h. falls

(θi + 1)
(
µi −

1
2σ

2
i

)
− r + (θi + 1)2σ2

i

2 = θi

(
µi −

1
2σ

2
i

)
+ θ2

i σ
2
i

2

27



2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

für i = 1, . . . , d. Daraus erhalten wir für jeden Zustand ei ∈ E einen im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmten Esscher-Parameter

θESi = r − µi
σ2
i

.

Damit existiert das ESSMM im RSM und wird durch die Radon-Nikodým-Dichte

dQES

dP

∣∣∣∣
GT

= ΛEST = cES exp
(∫ T

0

(
r − µs
σ2
s

)(
µs −

1
2σ

2
s

)
ds+

∫ T

0

r − µs
σs

dWs

)
(2.36)

mit

1
cES

= EP

[
exp

(∫ T

0

(
r − µs
σ2
s

)(
µs −

1
2σ

2
s + r − µs

2

)
ds

)]
beschrieben.

2.4.2 Verteilung der Prozesse W und Y unter dem ESSMM

Analog zu Kapitel 2.3.2 können wir die Verteilung vonW und Y unter QES herleiten. Aufgrund
von QES ∈Me, ist der Prozess WES = (WES

t )t∈τ mit

WES
t := Wt −

∫ t

0

r − µs
σs

dWs

eine Brownsche Bewegung bezüglich G unter QES . Weiters wissen wir, dass Y eine zeitstetige
Markovkette bezüglich G unter QES ist. Sei i 6= j. Die Übergangsintensitäten aESi,j (t) sind
durch

QES(Yt+∆t = ej |Yt = ei) = ai,j

(
eTj exp((T − t)KES)1

(
eTi exp((T − t)KES)1

)−1)
∆t+ o(∆t)

= aESi,j (t)∆t+ o(∆t)

für ∆t→ 0 gegeben, wobei

KES = A+ diag
((

r − µ1
σ2

1

)(
µ1 −

1
2σ

2
1 + r − µ1

2

)
, . . . ,

(
r − µd
σ2
d

)(
µd −

1
2σ

2
d + r − µd

2

))
.

2.5 Spieltheoretischer Ansatz zur Bestimmung eines
Martingalmaßes (SAMM)

Bisher haben wir stets das No-Arbitrage-Prinzip, respektive die Martingalbedingung, benützt,
um ein „geeignetes“ Bepreisungsmaß festzulegen. Um dies im RSM eindeutig tun zu können,
haben wir zusätzlich den Distanzbegriff der relativen Entropie bzw. die Esscher-Transformation
eingeführt. Hier wird ein grundlegend anderes Konzept vorgestellt, um ein „geeignetes“ Maß
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

zur Bepreisung einer Forderung bestimmen zu können. Wir betrachten ein stochastisches Spiel
zwischen zwei Teilnehmern: Spieler A und Spieler B [58].
Dabei ist Spieler A ein Agent, der alle anderen Teilnehmer am Markt repräsentiert, und Spieler
B der Markt selbst. Spieler A wählt seinerseits eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, um
den erwarteten Nutzen des diskontierten Endwerts dieser Handelsstrategie bezüglich eines rea-
len Wahrscheinlichkeitsmaßes Pθ zu maximieren. Dabei repräsentiert das Maß Pθ ein von Spieler
B gewähltes „Szenario“, wobei Spieler B genau jenes „Szenario“ wählt, das den erwarteten Nut-
zen von Spieler A minimiert. Die Nutzenfunktion U von Spieler A ist streng monoton wachsend,
konkav und zweimal stetig differenzierbar.
Somit resultiert dieses stochastische Spiel in einem Min-Max-Problem. Ziel dieses Kapitels ist
es, das Min-Max-Problem zu lösen und die jeweilige optimale Strategie, d.h. für Spieler A die
optimale Handelsstrategie bzw. für Spieler B das optimale „Szenario“, anzugeben.

Nun zur mathematischen Formulierung unseres Problems: Wir bezeichnen mit (θt)t∈τ einen
G-adaptierten Prozess, der

EP

[
exp

(1
2

∫ T

0
θ2
sds

)]
<∞ (2.37)

erfüllt, und mit Θ := {(θt)t∈τ} den Raum all dieser Prozesse. Für (θt)t∈τ ∈ Θ definieren wir
einen Prozess Λθ = (Λθt )t∈τ mit

Λθt = exp
(∫ t

0
θsdWs −

1
2

∫ t

0
θ2
sds

)
(2.38)

als Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dΛθt = Λθt θtdWt

mit Anfangswert Λθ0 = 1. Der Prozess Λθ ist ein Dichteprozess, da dieser per Konstruktion ein
strikt positives, lokales Martingal ist und aufgrund der erfüllten Novikov-Bedingung (2.37) ein
Martingal mit EP

[
ΛθT
]

= 1 ist. Deswegen ist für jeden Prozess (θt)t∈τ ∈ Θ durch

dPθ

dP

∣∣∣∣
GT

:= ΛθT

ein zu P äquivalentes Maß gegeben. Der Raum aller möglichen realen Wahrscheinlichkeitsmaße
ist fortan durch

P := {Pθ|(θt)t∈τ ∈ Θ}

gegeben. Durch diesen Raum sollen die für den Spieler B zur Auswahl stehenden „Szenarien“
in unserem stochastischen Spiel beschrieben werden. Die Wahl eines „Szenarios“ bzw. die Wahl
eines Wahrscheinlichkeitsmaßes Pθ aus P ist damit äquivalent zur Wahl des dazugehörigen
Prozesses (θt)t∈τ aus Θ.

Sei (πt)t∈τ ein G-vorhersehbarer Prozess mit 0 ≤ πt ≤ 1. Der Prozess (πt)t∈τ soll dabei den
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

Aktienanteil einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie H beschreiben. Zum Zeitpunkt t ∈ τ
hält diese Handelsstrategie

H1
t = πtVt(H)

St

Aktien und

H0
t = (1− πt)Vt(H)

Bt

Bonds. Weiters bezeichnet Π := {(πt)t∈τ |0 ≤ πt ≤ 1} den Raum all dieser Prozesse. Die
selbstfinanzierende Handelsstrategie H ist durch den Prozess (πt)t∈τ festgelegt, weshalb wir
Hπ schreiben. Wegen (1.8) und (1.9) erhalten wir für den diskontierten Wertprozess

dṼt(Hπ) = πtVt(Hπ)
St

dS̃t = πtṼt(Hπ)
S̃t

dS̃t = Ṽt(Hπ)((µt − r)πtdt+ σtπtdWt).

In unserem stochastischen Spiel sollen alle für den Spieler A zur Auswahl stehenden Strategien
einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie Hπ entsprechen. Folglich ist die Wahl einer solchen
Handelsstrategie äquivalent zur Wahl des dazugehörigen Prozesses (πt)t∈τ aus Π.

Um das Min-Max-Problem zu lösen, werden die Strategien (π∗t )t∈τ ∈ Π und (θ∗t )t∈τ ∈ Θ
und die Funktion

Φ(u, y) := inf
θ∈Θ

sup
π∈Π

EPθ
[
U(ṼT (Hπ))

∣∣∣U0 = u, Y0 = y
]

= EPθ∗
[
U(ṼT (Hπ∗))

∣∣∣U0 = u, Y0 = y
] (2.39)

gesucht. Dabei ist u der Anfangswert des Prozesses U = ((U1
t , U

2
t , U

3
t ))t∈τ . Der Prozess U ist

durch die Differentialgleichung

dUt =

 dt

dΛθt
dṼ (Hπ)

 =

 dt

Λθt θtdWt

Ṽ (Hπ)((µt − r)πtdt+ σtπtdWt)


bestimmt und auf S = τ×R+×R definiert. Mit y bezeichnen wir den Startzustand der Markov-
kette Y . In der Optimallösung wählt der Markt das reale Maß Pθ∗ und der Agent handelt gemäß
der selbstfinanzierenden Handelsstrategie Hπ∗ .

Um den Ausdruck (2.39) zu lösen, werden wir eine allgemeine Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs-
Gleichung (HJBI-Gleichung) für unser stochastisches Spiel formulieren. Dabei wollen wir uns
auf Prozesse (θt)t∈τ ∈ Θ und (πt)t∈τ ∈ Π der Form

θt = θ̄(Ut, Yt) bzw. πt = π̄(Ut, Yt)

mit

θ̄ : S × E 7→ R bzw. π̄ : S × E 7→ R
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beschränken. Wir bezeichnen θ̄ und π̄ als Kontrollfunktionen. Diese Einschränkung ist dadurch
gerechtfertigt, dass es nur schwache Zusatzbedingungen in der Formulierung unseres Min-Max-
Problems benötigt, um die gleiche Optimallösung wie ohne diese Einschränkung zu erzielen
[48]. Wir werden für µt und σt die Schreibweise µ(Yt) und σ(Yt) verwenden. Weiters werden
wir der Einfachheit der Notation halber nicht zwischen θ und θ̄ bzw. π und π̄ unterscheiden.
Betrachten wir eine Funktion

ϕ : S × E 7→ R mit ϕ(·, y) ∈ C2(S) ∩ C(S̄) (2.40)

für y ∈ E . Dann können wir für den Prozess U den sogenannten Regime-Switching-Generator
Lθ,π durch

Lθ,πϕ(u, y) := ∂ϕ

∂s
(u, y) + u3(µ(y)− r)π ∂ϕ

∂u3
(u, y) + 1

2u
2
2θ

2∂
2ϕ

∂u2
2

(u, y)

+ 1
2u

2
3σ

2(y)π2∂
2ϕ

∂u2
3

(u, y) + u2u3θσ(y)π ∂2ϕ

∂u2∂u3
(u, y)

+
〈(
ϕ(u, e1), . . . , ϕ(u, ed)

)T
, AT y

〉
(2.41)

definieren, wobei u = (u1, u2, u3) = (s, u2, u3) ∈ S und y ∈ E [58].

Satz 2.11 (HJBI-Gleichung). Angenommen, es existieren Kontrollfunktionen θ∗ und π∗ mit

(θ∗(Ut, Yt))t∈τ ∈ Θ, (π∗(Ut, Yt))t∈τ ∈ Π

und eine Funktion ϕ : S × E 7→ R mit ϕ(·, y) ∈ C2(S) ∩ C(S̄) für y ∈ E und

S = (0, T )× (0,∞)× (0,∞),

sodass die folgenden Bedingungen allesamt erfüllt sind:

(i) Lθ,π∗(u,y)ϕ(u, y) ≥ 0, für alle θ ∈ R und (u, y) ∈ S × E .

(ii) Lθ∗(u,y),πϕ(u, y) ≤ 0, für alle π ∈ R und (u, y) ∈ S × E .

(iii) Lθ∗(u,y),π∗(u,y)ϕ(u, y) = 0, für alle (u, y) ∈ S × E .

(iv) limt→T− ϕ(Ut, Yt) = U2
TU(U3

T )

(v) Die Familie {ϕ(UT, YT) : T ist eine Stoppzeit mit T ≤ T} ist gleichgradig integrierbar.

Für (u, y) ∈ S × E definieren wir

Jθ,π(u, y) := EP
[
U2
TU(U3

T )
∣∣∣U0 = u, Y0 = y

]
= EPθ

[
U(ṼT (Hπ))

∣∣∣U0 = u, Y0 = y
]
.

Dann gilt

ϕ(u, y) = Φ(u, y) = inf
θ∈Θ

(
sup
π∈Π

Jθ,π(u, y)
)

= sup
π∈Π

(
inf
θ∈Θ

Jθ,π(u, y)
)

= sup
π∈Π

Jθ
∗,π(u, y) = inf

θ∈Θ
Jθ,π

∗(u, y) = Jθ
∗,π∗(u, y)

(2.42)

und folglich sind durch θ∗ und π∗ die optimalen Kontrollfunktionen des gerade beschriebenen
Problems gegeben [43].
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Bemerkung. Anstelle der Bedingungen (i) - (iii) aus Satz 2.11 können wir äquivalent dazu

inf
θ∈R

Lθ,π
∗(u,y)ϕ(u, y) = Lθ

∗(u,y),π∗(u,y)ϕ(u, y) = 0,

sup
π∈R

Lθ
∗(u,y),πϕ(u, y) = Lθ

∗(u,y),π∗(u,y)ϕ(u, y) = 0

für (u, y) ∈ S × E verwenden.

Nun zur Lösung des eben vorgestellten stochastischen Spiels zwischen dem Agenten und dem
Markt, siehe [49] und [58]. Motiviert durch den Ausdruck (iv) des Satzes 2.11 wählen wir für
die Funktion ϕ den Ansatz

ϕ(u, y) = u2U(u3f(s, y))

für (u, y) ∈ S × E mit u = (s, u2, u3), wobei f eine nicht verschwindende, deterministische
Funktion mit f(T, y) = 1 für y ∈ E sein soll. Für den Regime-Switching-Generator Lθ,π ergibt
sich

Lθ,πϕ(u, y) = u2U ′(u3f(s, y))u3
∂f

∂s
(s, y) + u3(µ(y)− r)πu2U ′(u3f(s, y))f(s, y)

+ 1
2u

2
3σ

2(y)π2u2U ′′(u3f(s, y))f2(s, y) + u2u3θσ(y)πU ′(u3f(s, y))f(s, y)

+
〈(
u2U(u3f(s, e1)), . . . , u2U(u3f(s, ed))

)T
, AT y

〉
.

Die Minimierung von Lθ,π∗(u,y)ϕ(u, y) bezüglich θ liefert die notwendige Bedingung

u2u3σ(y)π∗(u, y)U ′(u3f(s, y))f(s, y) = 0.

Da U ′ > 0 und f per Konstruktion eine nicht verschwindende Funktion ist, muss π∗(u, y) = 0
gelten. Analog dazu liefert die Maximierung von Lθ∗(u,y),πϕ(u, y) bezüglich π die notwendige
Bedingung

u3(µ(y)− r)u2U ′(u3f(s, y))f(s, y) + u2
3σ

2(y)πu2U ′′(u3f(s, y))f2(s, y)
+ u2u3θ

∗(u, y)σ(y)U ′(u3f(s, y))f(s, y) = 0.

Durch Einsetzen von π∗(u, y) = 0 erhalten wir daraus

θ∗(u, y) = r − µ(y)
σ(y) .

Diese Bedingung ist aufgrund der Konkavität von U sogar hinreichend für das Vorliegen eines
Maximums. Weiters soll schließlich noch Lθ∗(u,y),π∗(u,y)ϕ(u, y) = 0 erfüllt sein, d.h. es soll

u2U ′(u3f(s, y))u3
∂f

∂s
(s, y) +

〈(
u2U(u3f(s, e1)), . . . , u2U(u3f(s, ed))

)T
, AT y

〉
= 0
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gelten. Sei fi(t) := f(t, ei) für ei ∈ E . Dann ist der vorige Ausdruck zu folgendem System von
gewöhnlichen DGL

U ′(u3fi(s))u3f
′
i(s) +

d∑
j=1
U(u3fj(s))ai,j = 0 (2.43)

für i = 1, . . . , d äquivalent. Wählen wir fi(s) = c mit c ∈ R für i = 1, . . . , d. Damit ist das
Gleichungssystem (2.43) gelöst und es gilt c = 1 aufgrund der Randbedingung fi(T ) = 1. Da
die Nutzenfunktion U zweimal stetig differenzierbar ist, haben wir mit

ϕ(u, y) = u2U(u3) (2.44)

eine Funktion und mit

θ∗(u, y) = r − µ(y)
σ(y) , π∗(u, y) = 0 (2.45)

zwei Kontrollfunktionen gefunden, sodass die Bedingungen des Satzes 2.11 erfüllt sind. Folglich
liegt durch θ∗ und π∗ eine Optimallösung der HJBI-Gleichung vor.

Das Startkapital des Agenten bezeichnen wir mit c > 0. Aufgrund der Stetigkeit von ϕ auf
S̄ erhalten wir für die Anfangswerte u = (0, 1, c) ∈ S̄ und y ∈ E

Φ(u, y) = inf
θ∈Θ

sup
π∈Π

EPθ
[
U(ṼT (Hπ))

∣∣∣U0 = u, Y0 = y
]

= EPθ∗
[
U(ṼT (Hπ∗))

∣∣∣U0 = u, Y0 = y
]

= U(c).

Die optimale Strategie (π∗t )t∈τ ∈ Π für Spieler A bzw. (θ∗t )t∈τ ∈ Θ für Spieler B ist weiters
durch

π∗t = 0, θ∗t = r − µt
σt

bestimmt. Einerseits ist es für den repräsentativen, risikoaversen Agenten optimal, sein gesamtes
Kapital in den risikolosen Bond zu investieren, d.h. der Agent wählt die selbstfinanzierende
Handelsstrategie

Hπ∗
t =

(
Vt(Hπ∗)
Bt

, 0
)
.

Andererseits ist es für den Markt optimal, ein „Szenario“, das durch die Radon-Nikodým-
Dichte

dPθ∗

dP

∣∣∣∣
GT

= Λθ∗T = exp
(
− 1

2

∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds+
∫ T

0

r − µs
σs

dWs

)
(2.46)

beschrieben wird, zu wählen. Wie wir erkennen können, ist das durch den Markt gewählte
reale Wahrscheinlichkeitsmaß sogar ein Martingalmaß, obwohl wir in diesem Ansatz auf das
No-Arbitrage-Prinzip bzw. die Martingalbedingung bewusst verzichtet haben. Außerdem ist
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2 Wahl eines Bepreisungsmaßes im RSM

der durch die beiden optimalen Strategien resultierende erwartete Nutzen des Agenten gleich
dem Nutzen des Startkapitals.

Aufgrund von Pθ∗ ∈ Me und dem Kapitel 2.2 wissen wir, dass der Prozess W θ∗ = (W θ∗
t )t∈τ

mit

W θ∗
t := Wt −

∫ t

0
θ∗sds = Wt −

∫ t

0

r − µs
σs

ds

eine Brownsche Bewegung bezüglich G unter Pθ∗ ist. Die Verteilung der zeitstetigen Markov-
kette Y bleibt unter Pθ∗ hingegen unverändert.

Bemerkung. Wir haben durch drei verschiedene Ansätze zur Bestimmung eines „geeigneten“
Bepreisungsmaßes drei verschiedene Martingalmaße erhalten: das MEMM, das ESSMM und
das durch einen spieltheoretischen Ansatz motivierte Martingalmaß Pθ∗ , kurz SAMM.
Im Folgenden werden wir für das SAMM die Notation QSA verwenden und für die dazugehörige
Radon-Nikodým-Dichte ΛSAT schreiben. Jedes dieser drei Bepreisungsmaße erfüllt außerdem die
Einschränkung (2.13).
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3 Vervollständigung des RSM

Wie wir im vorigen Kapitel gezeigt haben, handelt es sich beim RSM um ein nicht vollständiges
Marktmodell. Da es somit durch das No-Arbitrage-Argument alleine nicht möglich war, das
Bepreisungsmaß Q := Qη̂ eindeutig festzulegen, wurden verschiedene Ansätze für die Bestim-
mung eines solchen Maßes vorgestellt. Das Maß Q soll hier wieder die Einschränkung (2.13)
erfüllen.
In diesem Kapitel werden wir das Regime-Switching-Modell mittels einer Erweiterung durch
zusätzliche Finanzgüter in dem Sinne vervollständigen, dass dadurch jede integrierbare und
zum Zeitpunkt T fällige Forderung CT durch eine selbstfinanzierende Handelsstrategie perfekt
abgesichert werden kann, siehe [13] und [62]. Diese Handelsstrategie wird sich aus Bonds, Ak-
tien und den zusätzlich hinzugefügten Finanzgütern zusammensetzen.
Wir erweitern unser bisheriges Marktmodell für jedes Paar (i, j) ∈ E mit einem „künstlichen“
Finanzgut, dessen Preisprozess durch

Ki,j
t := ertM̂ i,j

t

gegeben sei (2.20). Wie wir bereits wissen, ist der diskontierte Preisprozess eines jeden solchen
Finanzguts per Konstruktion ein lokales (G,Q)-Martingal. Wir wissen außerdem noch, dass der
Aktienpreisprozess S

dSt
(2.15)= St(rdt+ σtdŴt) = StdZt (3.1)

erfüllt, wobei Zt =
∫ t

0 rds+
∫ t

0 σsdŴs mit Z0 = 0. Weiters ist der Prozess Z̃ = (Z̃)t∈τ durch

Z̃t = Zt −
∫ t

0
rds

gegeben. Dann erhalten wir für S

dSt = St(dZ̃t + rdt) = St

(
dZ̃t + dBt

Bt

)
. (3.2)

Da der diskontierte Aktienpreisprozess S̃ ein lokales (G,Q)-Martingal ist, muss folglich auch
der Prozess Z̃ ein lokales (G,Q)-Martingal sein. Aufgrund der Stetigkeit von Z̃ erhalten wir
mit Satz 2.5 die Darstellung

Z̃t = Z̃0 +
∫ t

0
hsŴs =

∫ t

0
hsŴs Q-f.s., (3.3)

wobei der Prozess (ht)t∈τ ∈ L2
loc(Ŵ ) eindeutig bestimmt ist. Wir nehmen dabei an, dass ht 6= 0

für t ∈ τ erfüllt ist.
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3 Vervollständigung des RSM

Folgend ist CT eine Q-integrierbare und zum Zeitpunkt T fällige Forderung. Dann ist durch
den Ausdruck

C̄t := e−rTEQ[CT |Gt]

per Konstruktion ein (G,Q)-Martingal definiert. Wiederum mit Hilfe des Satzes 2.5 können
wir

C̄t = C̄0 +
∫ t

0
h̄sdŴs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
h̄i,js dM̂

i,j
s Q-f.s.

schreiben, wobei (h̄t)t∈τ ∈ L2
loc(Ŵ ) und (h̄i,jt )t∈τ ∈ L1

loc(N i,j) für (i, j) ∈ E eindeutig be-
stimmt sind. Aufgrund des Ausdrucks (3.3) und der Forderung ht 6= 0 für t ∈ τ erhalten wir
umgehend

C̄t = C̄0 +
∫ t

0

h̄s
hs
dZ̃s +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
h̄i,js dM̂

i,j
s . (3.4)

Wir werden zeigen, dass eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H existiert, die unsere zum
Zeitpunkt T fällige Forderung CT perfekt absichert. Dabei ist diese Handelsstrategie H ein
Prozess der Form

Ht :=
(
H0
t , H

1
t , H

1,2
t , H1,3

t , . . . ,H1,d
t , H2,1

t , H2,3
t , . . . ,H2,d

t , . . . ,Hd,1
t , Hd,2

t , . . . ,Hd,d−1
t

)
,

wobei die Prozesse H0
t , H1

t bzw. H i,j
t die zum Zeitpunkt t gehaltene Anzahl an Bonds, an

Aktien bzw. an den zusätzlich hinzugefügten Finanzgütern beschreiben. Seien diese Prozesse
durch

H1
t = Bth̄t

Stht
,

H i,j
t = h̄i,jt , für (i, j) ∈ E und

H0
t = C̄t −

H1
t St
Bt

− 1
Bt

∑
(i,j)∈E

H i,j
t Ki,j

t

(3.5)

gegeben [62]. Für den Wert der Handelsstrategie H zum Zeitpunkt t erhalten wir

Vt(H) = H0
t Bt +H1

t St +
∑

(i,j)∈E
H i,j
t Ki,j

t = C̄tBt.

Daraus können wir sofort erkennen, dass die Forderung CT durch H gehedgt wird, es gilt
VT (H) = C̄TBT = CT . Somit bleibt nur noch zu zeigen, dass H auch selbstfinanzierend ist.
Dafür werden wir zeigen, dass der Prozess G(H) = (Gt(H))t∈τ mit

Gt(H) =
∫ t

0
H0
sdBs +

∫ t

0
H1
sdSs +

∑
(i,j)∈E

∫ t

0
H i,j
s dKi,j

s
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3 Vervollständigung des RSM

den Vermögenszuwachs der Handelsstrategie H beschreibt. Aufgrund von (3.5) resultiert für
obigen Ausdruck

Gt(H) =
∫ t

0
C̄sdBs −

∫ t

0

h̄s
hs
dBs −

∑
(i,j)∈E

∫ t

0

h̄i,js K
i,j
s

Bs
dBs +

∫ t

0

Bsh̄s
Sshs

dSs +
∑

(i,j)∈E

∫ t

0
h̄i,js dK

i,j
s .

Partielle Integration und die Darstellung (3.4) liefern∫ t

0
C̄sdBs = C̄tBt − C̄0B0 −

∫ t

0

Bsh̄s
hs

dZ̃s −
∑

(i,j)∈E

∫ t

0
Bsh̄

i,j
s dM̂

i,j
s .

Daraus erhalten wir

Gt(H) = C̄tBt − C̄0B0 −
∫ t

0

Bsh̄s
hs

dZ̃s −
∑

(i,j)∈E

∫ t

0
Bsh̄

i,j
s dM̂

i,j
s −

∫ t

0

h̄s
hs
dBs

−
∑

(i,j)∈E

∫ t

0

h̄i,js K
i,j
s

Bs
dBs +

∫ t

0

Bsh̄s
Sshs

dSs +
∑

(i,j)∈E

∫ t

0
h̄i,js dK

i,j
s .

Verwenden wir schließlich noch die Gleichung

dKi,j
t = dBtM̂

i,j
t +BtdM̂

i,j
t + d[B, M̂ i,j ]t = dBtM̂

i,j
t +BtdM̂

i,j
t

= dBt
Ki,j
t

Bt
+BtdM̂

i,j
t (3.6)

und setzen diese in obigen Ausdruck ein, so folgt mittels (3.2)

Gt(H) = C̄tBt − C̄0B0 −
∫ t

0

Bsh̄s
hs

dZ̃s −
∫ t

0

h̄s
hs
dBs +

∫ t

0

Bsh̄s
Sshs

dSs

= C̄tBt − C̄0B0 −
∫ t

0

Bsh̄s
hs

dZ̃s −
∫ t

0

h̄s
hs
dBs +

∫ t

0

Bsh̄s
hs

dZ̃s +
∫ t

0

h̄s
hs
dBs

= C̄tBt − C̄0B0 = Vt(H)− V0(H).

Per Definition ist H eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Zusammenfassend können wir
sagen, dass wir das Rgeime-Swichting-Modell in dem Sinne vervollständigt haben, dass eine
jede Q-integrierbare und zum Zeitpunkt T fällige Forderung CT durch eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie H gehedgt werden kann.

Nehmen wir an, dass die Forderung CT durch die Handelsstrategie H gehedgt wird und der
speziellen Form

CT = f(ST )

ist. Dann können wir H explizit angeben. Der Wert der Forderung CT ist zum Zeitpunkt t
durch

Vt(H) = e−r(T−t)EQ[f(ST )|Gt] = e−r(T−t)EQ

[
f

(
St exp

(∫ T

t
r − 1

2σ
2
sds+

∫ T

t
σsdŴs

))∣∣∣∣Gt]
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3 Vervollständigung des RSM

gegeben, wobei dieser Ausdruck durch Lösen von (3.1) resultiert. Da St eine Gt-messbare Zu-
fallsvariable ist und der Ausdruck

exp
(∫ T

t
r − 1

2σ
2
sds+

∫ T

t
σsdŴs

)
gegeben Yt = y mit y ∈ E aufgrund der unabhängigen Zuwächse von Ŵ und der Markoveigen-
schaft von Y unabhängig von Gt ist, können wir Vt(H) = F (t, St, Yt) schreiben, wobei

F (t, x, y) = e−r(T−t)EQ

[
f

(
x exp

(∫ T

t
r − 1

2σ
2
sds+

∫ T

t
σsdŴs

))∣∣∣∣Yt = y

]
.

Angenommen, F erfüllt die Voraussetzung für die Anwendung der Itô-Formel (Satz B.8), so
gilt

F (T, ST , YT ) = F (t, St, Yt) +
∫ T

t

∂F

∂t
(s, Ss, Ys−)ds+

∫ T

t

∂F

∂x
(s, Ss, Ys−)(rSsds+ σsSsdŴs)

+ 1
2

∫ T

t

∂2F

∂x2 (s, Ss, Ys−)σ2
sS

2
sds+

∑
t<s≤T

F (s, Ss, Ys)− F (s, Ss, Ys−),

wobei wir den Sprunganteil zu

∑
t<s≤T

F (s, Ss, Ys)− F (s, Ss, Ys−) =
∫ T

t

∑
(i,j)∈E

F (s, Ss, ej)− F (s, Ss, ei)dN i,j
s

(2.20)=
∫ T

t

∑
(i,j)∈E

F (s, Ss, ej)− F (s, Ss, ei)dM̂ i,j
s

+
∫ T

t

∑
(i,j)∈E

(F (s, Ss, ej)− F (s, Ss, ei))1{Ys−=ei}â
i,j
s ds

(2.17)=
∫ T

t

∑
(i,j)∈E

F (s, Ss, ej)− F (s, Ss, ei)dM̂ i,j
s

+
∫ T

t

d∑
i=1

(∑
j 6=i

F (s, Ss, ej)âi,js + F (s, Ss, ei)âi,is
)
1{Ys−=ei}ds

=
∫ T

t

∑
(i,j)∈E

F (s, Ss, ej)− F (s, Ss, ei)dM̂ i,j
s

+
∫ T

t

〈(
F (s, Ss, e1), . . . , F (s, Ss, ed)

)T
, ÂTs Ys−

〉
ds

vereinfachen können. Damit erhalten wir

F (T, ST , YT )

= F (t, St, Yt) +
∫ T

t

(
∂F

∂t
(s, Ss, Ys−) + rSs

∂F

∂x
(s, Ss, Ys−) + 1

2σ
2
sS

2
s

∂2F

∂x2 (s, Ss, Ys−)
)
ds
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+
∫ T

t
σsSs

∂F

∂x
(s, Ss, Ys−)dŴs +

∫ T

t

〈(
F (s, Ss, e1), . . . , F (s, Ss, ed)

)T
, ÂTs Ys−

〉
ds

+
∫ T

t

∑
(i,j)∈E

F (s, Ss, ej)− F (s, Ss, ei)dM̂ i,j
s . (3.7)

Da der diskontierte Wertprozess Ṽ (H) der HandelsstrategieH offensichtlich ein (G,Q)-Martingal
ist, muss aufgrund der Darstellung (3.7) die DGL

rF (t, x, y) = ∂F

∂t
(t, x, y) + rx

∂F

∂x
(t, x, y) + 1

2σ
2
t x

2∂
2F

∂x2 (t, x, y)

+
〈(
F (t, x, e1), . . . , F (t, x, ed)

)T
, ÂTt y

〉 (3.8)

erfüllt sein. Sei Fi(t, x) := F (t, x, ei) für ei ∈ E . Dann ist der Ausdruck (3.8) zu folgendem
System von DGL

rFi(t, x) = ∂Fi
∂t

(t, x) + rx
∂Fi
∂x

(t, x) + 1
2σ

2
t x

2∂
2Fi
∂x2 (t, x)

+
〈(
F1(t, x), . . . , Fd(t, x)

)T
, ÂTt ei

〉
für i = 1, . . . , d äquivalent. Dabei ist die Randbedingung einer jeden DGL zum Zeitpunkt T
durch

Fi(T, x) = f(x)

für i = 1, . . . , d gegeben. Mit Hilfe der DGL (3.8) und der Gleichungen (3.1) bzw. (3.6) können
wir den Ausdruck (3.7) zu

F (T, ST , YT )− F (t, St, Yt)

=
∫ T

t
rF (s, Ss, Ys−)ds+

∫ T

t
σsSs

∂F

∂x
(s, Ss, Ys−)dŴs

+
∫ T

t

∑
(i,j)∈E

Fj(s, Ss)− Fi(s, Ss)dM̂ i,j
s

=
∫ T

t

F (s, Ss, Ys−)
Bs

dBs +
∫ T

t

∂F

∂x
(s, Ss, Ys−)dSs −

∫ t

0

Ss
Bs

∂F

∂x
(s, Ss, Ys−)dBs

+
∑

(i,j)∈E

∫ T

t

Fj(s, Ss)− Fi(s, Ss)
Bs

dKi,j
s −

∑
(i,j)∈E

∫ T

t
Ki,j
s

Fj(s, Ss)− Fi(s, Ss)
B2
s

dBs

=
∫ T

t

(
F (s, Ss, Ys−)

Bs
− Ss
Bs

∂F

∂x
(s, Ss, Ys−)−

∑
(i,j)∈E

Ki,j
s

Fj(s, Ss)− Fi(s, Ss)
B2
s

)
dBs

+
∫ T

t

∂F

∂x
(s, Ss, Ys−)dSs +

∑
(i,j)∈E

∫ T

t

Fj(s, Ss)− Fi(s, Ss)
Bs

dKi,j
s
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vereinfachen. Schließlich können wir die selbstfinanzierende Handelsstrategie H, die die Forde-
rung CT perfekt absichert, aufgrund der Integralgleichung

F (T, ST , YT )− F (t, St, Yt) = VT (H)− Vt(H) = GT (H)−Gt(H)

=
∫ T

t
H0
sdBs +

∫ T

t
H1
sdSs +

∑
(i,j)∈E

∫ T

t
H i,j
s dKi,j

s

für t ∈ τ explizit angeben. Wir erhalten:

H1
t = ∂F

∂x
(t, St, Yt−),

H i,j
t = Fj(t, St)− Fi(t, St)

Bt
, für (i, j) ∈ E und

H0
t = F (t, St, Yt−)

Bt
− St
Bt

∂F

∂x
(t, St, Yt−)−

∑
(i,j)∈E

Ki,j
t

Fj(t, St)− Fi(t, St)
B2
t

.
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer
Funktion im RSM

In diesem Kapitel wollen wir den Preis einer europäischen Call-Option berechnen. Wie wir
bereits wissen, ist die Preisfestlegung im RSM nicht eindeutig, sie hängt von der Wahl des
äquivalenten Martingalmaßes Q ab. Dabei werden wir uns auf die in Kapitel 2 ausführlich
diskutierten drei verschiedenen Bepreisungsmaße beschränken und die daraus resultierenden
Optionspreise miteinander vergleichen.
Wir bezeichnen mit k = ln(K) den logarithmierten Strike-Preis und mit sT = ln(ST ) den
logarithmierten Aktienpreis zum Zeitpunkt T . Für eine Call-Option mit Strike-Preis exp(k)
und einer Laufzeit von T Jahren ist der Preis zum Zeitpunkt 0 durch

CT (k) = e−rTEQ[(ST −K)+] = e−rTEQ[(esT − ek)+]

gegeben. In vielen Marktmodellen kann die risikoneutrale Dichte des Aktienpreises ST eine
analytisch komplexe Funktion, hingegen die charakteristische Funktion der Zufallsvariable sT
unter dem risikoneutralen Maß Q

ϕsT (u) = EQ[eiusT ]

eine vergleichbar leicht zu berechnende Funktion sein. Wir werden sehen, dass dies auch im RSM
der Fall ist. Anschließend werden wir diesen Ansatz zur Optionsbepreisung heranziehen [7]. Wir
können

CT (k) =
∫ ∞
k

e−rT (es − ek)qsT (s)ds

schreiben, wobei qsT die risikoneutrale Dichte von sT bezeichnet. Aufgrund der Martingaleigen-
schaft

e−rTEQ[ST ] = S0

wissen wir, dass limk→−∞CT (k) = S0 > 0. Die Funktion CT (k) ist somit nicht integrierbar und
deren Fourier-Transformation existiert nicht. In [7] wurde für diese Problematik die folgende
Transformation

cT (k) = eαkCT (k)

vorgeschlagen. Wir werden zeigen, dass der Parameter α derart gewählt werden kann, sodass
die Funktion cT (k) integrierbar ist. Die Fourier-Transformation von cT (k) ist dann durch

ψ(u) =
∫ ∞
−∞

eiukcT (k)dk (4.1)
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definiert und ebenfalls integrierbar. Der Preis einer Call-Option ergibt sich mittels inverser
Fourier-Transformation

CT (k) = e−αk

2π

∫ ∞
−∞

e−iukψ(u)du (4.2)

= e−αk

2π

∫ ∞
−∞

cos(uk) Re(ψ(u)) + sin(uk) Im(ψ(u))du

+ ie
−αk

2π

∫ ∞
−∞

cos(uk) Im(ψ(u))− sin(uk) Re(ψ(u))du.

Da die Funktion CT (k) stets reell ist, muss der Imaginärteil von ψ(u) eine ungerade Funktion
und der Realteil von ψ(u) eine gerade Funktion sein. Dadurch lässt sich der Ausdruck (4.2)
zu

CT (k) = e−αk

π

∫ ∞
0

Re(e−iukψ(u))du = 1
π

∫ ∞
0

ζ(α, u)du (4.3)

mit

ζ(α, u) = e−αk Re(e−iukψ(u)) (4.4)

vereinfachen, wobei

ψ(u) =
∫ ∞
−∞

eiukeαk
∫ ∞
k

e−rT (es − ek)qsT (s)dsdk

=
∫ ∞
−∞

e−rT
(∫ s

−∞
eiukeαk+s − eiuke(α+1)kdk

)
qsT (s)ds

=
∫ ∞
−∞

e−rT
(e(α+1+iu)s

α+ iu − e(α+1+iu)s

α+ 1 + iu

)
qsT (s)ds

=
∫ ∞
−∞

e−rT e(α+1+iu)s

α2 + α− u2 + iu(2α+ 1)qsT (s)ds

= e−rTϕsT (u− i(α+ 1))
α2 + α− u2 + iu(2α+ 1) . (4.5)

4.1 Wahl des Parameters α

Für α = 0 besitzt der Integrand ζ(α, u) eine Singularität an der Stelle u = 0. Dieser Fall
ist aber ohnehin per Konstruktion auszuschließen. Dagegen gibt es für α > 0 keine reellen
Singularitäten.
Wir wissen, dass die Funktion cT (k) für α > 0 entlang der negativen k-Achse integrierbar ist.
Für die Integrierbarkeit entlang der positiven k-Achse wird jedoch eine zusätzliche Bedingung
benötigt, hinreichend dafür wäre, falls

ψ(0) <∞
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bzw. aufgrund von (4.5) äquivalent dazu, falls ϕsT (−i(α+ 1)) <∞. Dies bedeutet aber nichts
anderes, als dass

EQ[Sα+1
T ] <∞ (4.6)

für ein α > 0 gelten muss. Dann ist auch die Fourier-Transformierte ψ(u) integrierbar. In vielen
Marktmodellen liefert die Bedingung (4.6) eine obere Schranke für die Wahl von α, im RSM
hingegen existieren alle Momente und somit ist durch (4.6) keine Einschränkung gegeben. Aus
diesem Grund macht auch die in [7] vorgeschlagene Wahl von α, nämlich ein Viertel des maxi-
mal zulässigen Werts, keinen Sinn. In der Literatur finden wir noch genügend andere Ansätze,
z.B. wird in [56] für eine ganze Reihe von Marktmodellen α = 0.75 gewählt.
Da der Integrand ζ(α, u) für ein sehr kleines α an der Stelle u = 0 sehr groß wird und für
ein großes α stark zu oszillieren beginnt, hängt die Stabilität der Integration in (4.3) überaus
sensibel von der Wahl des Parameters α ab. Dies gilt speziell bei der Bepreisung von Optionen
mit kurzer Laufzeit.
Um den Fehler durch die numerische Integration klein zu halten, minimieren wir die skalierte
totale Variation von ζ(α, u) über die gesamte positive Achse [41], d.h. wir suchen einen Pa-
rameter α, durch den die Oszillation der Funktion ζ(α, u) möglichst gering wird. So wählen
wir

αTV = arg min
α>0

∫ ∞
0

∣∣∣∣ ∂∂u ζ(α, u)
ζ(α, 0)

∣∣∣∣du.
Dieser Ansatz führt auf ein komplexes Minimierungsproblem, weshalb in [41] auch eine viel
trivialere Wahl von α diskutiert wird, nämlich das Maximum der Funktion ζ(α, u) bezüglich
des Parameters α zu minimieren. Da das Maximum für alle α > 0 stets an der Stelle u = 0
angenommen wird, erhalten wir

αMin = arg min
α>0

|ζ(α, 0)|

bzw. mit (4.4) und (4.5)

αMin = arg min
α>0

e−αk e−rTϕsT (−i(α+ 1))
α2 + α

.

Um die numerische Berechnung des Call-Preises zu vereinfachen, wurde in [7] dargelegt, die
Integration in (4.3) nur bis zu einer oberen Grenze a auszuführen, wobei diese Grenze a durch
eine vorab festgelegte Fehlergenauigkeit ε bestimmt ist. Da

|e−rTϕsT (u− i(α+ 1))| ≤ |e−rTϕsT (−i(α+ 1))| = cα <∞,

haben wir

|ψ(u)|2 ≤ c2
α

|α2 + α− u2 + iu(2α+ 1)|2

≤ c2
α

u4 + u2(2α2 + 2α+ 1) + α2(α2 + 2α+ 1) ≤
c2
α

u4 .
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Somit resultiert ∫ ∞
a
|Re(e−iukψ(u))|du ≤

∫ ∞
a
|ψ(u)|du ≤ cα

a
,

d.h. für eine gewünschte Fehlergenauigkeit ε ist die obere Integrationsgrenze a gegeben durch

a >
e−αk

π

cα
ε
.

4.2 Bepreisung einer Out-of-the-Money-Option mit sehr kurzer
Laufzeit

In diesem Abschnitt betrachten wir die Bepreisung einer Out-of-the-Money-Option [7]. Dabei
handelt es sich entweder um eine Put-Option mit Strike-PreisK < S0 oder um eine Call-Option
mit K > S0. Wir schreiben k = ln(K) und s0 = ln(S0). Außerdem ist die Laufzeit T sehr kurz.
Der Preis einer solchen Option mit Strike-Preis exp(k) ist dann durch

COMT (k) = e−rTEQ[1{k<s0}(e
k − esT )+ + 1{k>s0}(e

sT − ek)+]

gegeben. Wie wir erkennen können, hat die Funktion COMT (k) im Punkt k = s0 ihr Maximum
und verschwindet für k → ±∞ sehr schnell gegen Null. Da COMT (k) integrierbar ist, existiert
deren Fourier-Transformation

ψOM (u) =
∫ ∞
−∞

eiukCOMT (k)dk. (4.7)

Mittels inverser Fourier-Transformation können wir für den Preis einer Out-of-the-Money-
Option

COMT (k) = 1
2π

∫ ∞
−∞

e−iukψOM (u)du = 1
π

∫ ∞
0

ζOM (u)du (4.8)

mit

ζOM (u) = Re(e−iukψOM (u))

schreiben, wobei

ψOM (u) =
∫ s0

−∞
eiuk

∫ k

−∞
e−rT (ek − es)qsT (s)dsdk

+
∫ ∞
s0

eiuk
∫ ∞
k

e−rT (es − ek)qsT (s)dsdk

=
∫ s0

−∞
e−rT

(∫ s0

s
e(1+iu)k − es+iukdk

)
qsT (s)ds

+
∫ ∞
s0

e−rT
(∫ s

s0
es+iuk − e(1+iu)kdk

)
qsT (s)ds
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=
∫ s0

−∞
e−rT

(
S1+iu

0
1 + iu −

esSiu
0

iu − e(1+iu)s

1 + iu + e(1+iu)s

iu

)
qsT (s)ds

+
∫ ∞
s0

e−rT
(e(1+iu)s

iu − e(1+iu)s

1 + iu −
esSiu

0
iu + S1+iu

0
1 + iu

)
qsT (s)ds

=
∫ ∞
−∞

e−rT
(
S1+iu

0
1 + iu −

esSiu
0

iu − e(1+iu)s

u2 − iu

)
qsT (s)ds

= e−rT
(
S1+iu

0
1 + iu −

erTS1+iu
0

iu − ϕsT (u− i)
u2 − iu

)
. (4.9)

Da die Funktion COMT (k) um den Punkt k = s0 für eine sehr kurze Laufzeit T einen äußerst
steilen Anstieg besitzt, ist der Integrand ζOM (u) eine stark oszillierende Funktion, was zu
Schwierigkeiten bei der Optionsbepreisung führt. Um dieses Problem zu reduzieren, wird der
folgende Ansatz

C̄OMT (k) = sinh(α(k − s0))COMT (k)

mit α > 0 vorgeschlagen, da die Funktion C̄OMT (k) im Punkt k = s0 verschwindet [7]. Mit Hilfe
von (4.7) ergibt sich für die Fourier-Transformation von C̄OMT (k)

ψ̄OM (u) =
∫ ∞
−∞

eiuk sinh(α(k − s0))COMT (k)dk

=
∫ ∞
−∞

eiukS
−α
0 eαk − Sα0 e−αk

2 COMT (k)dk

= S−α0 ψOM (u− iα)− Sα0 ψOM (u+ iα)
2 .

Für den Preis einer Out-of-the-Money-Option erhalten wir

COMT (k) = 1
sinh(α(k − s0))

1
2π

∫ ∞
−∞

e−iukψ̄OM (u)du = 1
π

∫ ∞
0

ξOM (α, u)du (4.10)

mit

ξOM (α, u) = 1
sinh(α(k − s0)) Re(e−iukψ̄OM (u)). (4.11)

Der Parameter α ist wieder so zu wählen, dass die Funktion ξOM (α, u) möglichst wenig oszilliert
und somit die Bepreisung mittels numerischer Integration stabil ist. Dabei ist zu beachten,
dass das Maximum von ξOM (α, u) nicht unbedingt an der Stelle u = 0 für α > 0 angenommen
wird.

4.3 Optionsbepreisung mittels schneller Fourier-Transformation

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) ist eine Methode zur Berechnung von Summen der
speziellen Form

wl =
N−1∑
j=0

e−i 2π
N
jlxj , l = 0, . . . , N − 1
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in einer Laufzeit von O(N ln(N)), wobei N = 2n für n ∈ N. Diesen Ansatz werden wir nun
benutzen, um Call-Optionen für eine ganze Bandbreite von logarithmierten Strike-Preisen kl
zu bewerten, siehe dazu [6] und [7]. Da wir besonders an der Bepreisung von At-the-Money-
Optionen interessiert sind, betrachten wir

kl = −1
2Nλ+ λl + s0, l = 0, . . . , N − 1,

wobei durch λ > 0 die Schrittweite zwischen den logarithmierten Strike-Preisen bezeichnet
wird. Wir wählen η > 0 und

uj = ηj, j = 0, . . . , N − 1.

Dann können wir das Integral in (4.3) mittels numerischer Integration unter Verwendung der
Trapezregel durch

CT (k) ≈ e−αk

π

η

2

(
Re(e−iu0kψ(u0)) + 2

N−2∑
j=1

Re(e−iujkψ(uj)) + Re(e−iuN−1kψ(uN−1))
)

≈ e−αk

π

N−1∑
j=0

Re(e−iujkψ(uj))η

approximieren [33]. Dabei wird die Integration nur bis zu der oberen Grenze a = η(N − 1)
ausgeführt. Für den Preis einer europäischen Call-Option mit logarithmiertem Strike-Preis kl
und einer Laufzeit T ergibt sich

CT (kl) ≈ Re
(e−αkl

π

N−1∑
j=0

e−iληjleiuj( 1
2Nλ−s0)ψ(uj)η

)
.

Sind die Schrittweitenparameter λ und η so gewählt, dass die Gleichung

λη = 2π
N

(4.12)

erfüllt ist, so können wir den FFT-Algorithmus zur numerischen Optionsbepreisung verwenden.
Die Koeffizienten xj sind durch

xj = exp
(

iuj
(1

2Nλ− s0

))
ψ(uj), j = 0, . . . , N − 1

gegeben. Aufgrund der Bedingung (4.12) wissen wir, dass wir, falls wir das Integrationsgitter
durch die Wahl eines kleineren Parameters η verfeinern, um die Güte der numerischen In-
tegration zu verbessern, gleichzeitig weniger Call-Preise mit einem Strike-Preis K nahe S0
berechnen. Da diese aber für uns von besonderem Interesse sind, wurde in [7] eine alternative
Integrationsmethode vorgeschlagen, die auch für einen größeres η brauchbare Ergebnisse liefert.
Diese Methode basiert auf der Simpsonregel. Damit erhalten wir

CT (kl) ≈ Re
(e−αkl

π

N−1∑
j=0

e−iληjleiuj( 1
2Nλ−s0)ψ(uj)

η

3(3 + (−1)j+1 − δj)
)
,
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wobei die Kronecker-Delta Funktion δn durch

δn =
{

1 für n = 0,
0 sonst

definiert ist [33]. Wir können dann den FFT-Algorithmus auf die Koeffizienten xj mit

xj = exp
(

iuj
(1

2Nλ− s0

))
ψ(uj)(3 + (−1)j+1 − δj), j = 0, . . . , N − 1

anwenden.

Bemerkung. Der eben vorgestellte Ansatz kann auch zur Bepreisung von Out-of-the-Money-
Optionen herangezogen werden. Dazu approximieren wir den Preis einer solchen Option mit
logarithmierten Strike-Preis kl und Laufzeit T durch

COMT (kl) ≈ Re
( 1

sinh(α(kl − s0))
1
π

N−1∑
j=0

e−iληjleiuj( 1
2Nλ−s0)ψ̄OM (uj)

η

3(3 + (−1)j+1 − δj)
)
.

4.4 Charakteristische Funktion des logarithmierten Aktienpreises
zum Zeitpunkt T

In diesem Abschnitt werden wir die charakteristische Funktion der Zufallsvariable sT unter
den in Kapitel 2 ausführlich diskutierten MEMM QE , ESSMM QES und SAMM QSA explizit
herleiten.

4.4.1 Charakteristische Funktion der Zufallsvariable sT unter QE

Die charakteristische Funktion der Zufallsvariable sT unter dem MEMM werden wir mit

ϕEsT (u) = EQE [eiusT ]

bezeichnen. Aufgrund von (1.6), (1.7) und der Darstellung der Radon-Nikodým-Dichte des
MEMM in (2.29) können wir

ϕEsT (u) = EQE
[
eiu(ln(S0)+XT )

]
= EP

[
eiu ln(S0)eiuXT cEΛET

]
= eiu ln(S0)EP

[
exp

(
− 1

2

∫ T

0

(r − µs)2

σ2
s

ds

)]−1
EP

[
exp

(∫ T

0
iuµs − iuσ

2
s

2 −
(r − µs)2

σ2
s

ds

+
∫ T

0
iuσs + r − µs

σs
dWs

)]
schreiben. Weiters ist π0 die Startverteilung der Markovkette Y . Dann erhalten wir mit Hilfe
von (A.4)

ϕEsT (u) = eiu ln(S0)
(
πT0 exp(TKE)1

)−1
πT0 exp(TK̄E(u))1, (4.13)
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wobei

KE = A− 1
2diag

((r − µ1)2

σ2
1

, . . . ,
(r − µd)2

σ2
d

)
und

K̄E(u) = A+ diag
(

iur − 1
2σ

2
1(iu+ u2)− (r − µ1)2

2σ2
1

, . . . , iur − 1
2σ

2
d(iu+ u2)− (r − µd)2

2σ2
d

)

= KE + diag
(

iur − 1
2σ

2
1(iu+ u2), . . . , iur − 1

2σ
2
d(iu+ u2)

)
.

4.4.2 Charakteristische Funktion der Zufallsvariable sT unter QES

Genau wie gerade eben können wir hier aufgrund der Darstellung der Radon-Nikodým-Dichte
des ESSMM (2.36)

ϕESsT (u) = EP
[
eiu ln(S0)eiuXT cESΛEST

]
= eiu ln(S0)EP

[
exp

(∫ T

0

(
r − µs
σ2
s

)(
µs −

1
2σ

2
s + r − µs

2

)
ds

)]−1
EP

[ ∫ T

0
iuµs − iuσ

2
s

2

+
(
r − µs
σ2
s

)(
µs −

1
2σ

2
s

)
ds+

∫ T

0
iuσs + r − µs

σs
dWs

]
schreiben. Durch erneute Anwendung von (A.4) resultiert

ϕESsT (u) = eiu ln(S0)
(
πT0 exp(TKES)1

)−1
πT0 exp(TK̄ES(u))1 (4.14)

mit

KES = A+ diag
((

r − µ1
σ2

1

)(
µ1 −

1
2σ

2
1 + r − µ1

2

)
, . . . ,

(
r − µd
σ2
d

)(
µd −

1
2σ

2
d + r − µd

2

))
und

K̄ES(u) = KES + diag
(

iur − 1
2σ

2
1(iu+ u2), . . . , iur − 1

2σ
2
d(iu+ u2)

)
.

4.4.3 Charakteristische Funktion der Zufallsvariable sT unter QSA

Abschließend werden wir noch die charakteristische Funktion von sT unter dem durch einen
spieltheoretischen Ansatz motivierten Martingalmaß QSA bestimmen. Mit (2.46) erhalten wir

ϕSAsT (u) = EP
[
eiu ln(S0)eiuXTΛSAT

]
= eiu ln(S0)EP

[ ∫ T

0
iuµs − iuσ

2
s

2 −
(r − µs)2

2σ2
s

ds+
∫ T

0
iuσs + r − µs

σs
dWs

]
.
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Mit (A.4) folgt schließlich

ϕSAsT (u) = eiu ln(S0)πT0 exp(TKSA(u))1, (4.15)

wobei

KSA(u) = A+ diag
(

iur − 1
2σ

2
1(iu+ u2), . . . , iur − 1

2σ
2
d(iu+ u2)

)
.

4.5 Betrachtung numerischer Aspekte bei der Bepreisung von
Optionen

Betrachten wir ein RSM mit d = 2 Zuständen. Die Modellparameter sind wie in Beispiel 1.2.
Der risikolose Zinssatz ist r = 0.05. Weiters ist S0 = 10 und π0 = (0.5, 0.5)T die Startverteilung
von Y . Wir werden hier Call-Optionen mit Strike-Preis K = 11 und den Laufzeiten

T5years = 5, Tmonth = 1/12, Tweek = 1/52, T3days = 3/365

unter den drei diskutierten Bepreisungsmaßen bewerten. Sämtliche Berechnungen wurden da-
bei in Wolfram Mathematica 10.0 durchgeführt. Wir werden im Folgenden besonders auf die
Problematik, die sich bei der Bepreisung von Optionen mit sehr kurzen Laufzeiten ergibt,
und die damit verbundene Wahl des Parameters α eingehen. Je nach Wahl von α resultieren
Schwierigkeiten bei der numerischen Berechnung des Integrals in (4.3), wobei diese entweder
durch den steilen Anstieg des Integranden ζ(α, u) um den Punkt u = 0 oder durch die starke
Oszillation von ζ(α, u) verursacht werden.
Die Laufzeit ist zunächst T = 5. Für α = 3 verhält sich der Integrand ζ(α, u) weitgehend stabil:

ζ (α,u) bzgl. dem MEMM

ζ (α,u) bzgl. dem ESSMM

ζ (α,u) bzgl. dem SAMM

2 4 6 8 10
u

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

(a)

|ζ (α,0)| bzgl. dem MEMM

|ζ (α,0)| bzgl. dem ESSMM

|ζ (α,0)| bzgl. dem SAMM

2 4 6 8 10
α

10

100

1000

(b)

Abb. 4.1: Die Funktion ζ(α, u) für T = 5 und α = 3 (a) bzw. die Funktion |ζ(α, 0)| für T = 5 (b).

Die Stabilität von ζ(α, u) lässt sich dadurch erklären, dass die eben getroffene Wahl α = 3 der
in Abschnitt 4.1 diskutierten „optimalen“ Parameterwahl αMin annähernd entspricht. Für den
Call-Preis erhalten wir:

K = 11, T = 5 MEMM ESSMM SAMM
αMin 3.35 3.34 3.74

Call-Preis 2.00139 2.00545 1.86711
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Die bei der Optionsbepreisung notwendige numerische Integration wurde durch die Methode
NIntegrate mit PrecisionGoal -> 10 umgesetzt. Wie sensibel der Integrand ζ(α, u) auf eine zu
kleine Wahl bzw. auf eine zu große Wahl des Parameters α reagiert, können wir in Abb. 4.2
erkennen, wobei sich das dort dargestellte Verhalten für kurze Laufzeiten zunehmend verstärkt.

ζ (α,u) bzgl. dem MEMM

ζ (α,u) bzgl. dem ESSMM

ζ (α,u) bzgl. dem SAMM

1 2 3 4 5
u

50

100

150
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(a)

ζ (α,u) bzgl. dem MEMM

ζ (α,u) bzgl. dem ESSMM

ζ (α,u) bzgl. dem SAMM

2 4 6 8 10
u

-4×108

-2×108

2×108

4×108

(b)

Abb. 4.2: Die Funktion ζ(α, u) für T = 5 und α = 0.05 (a) bzw. T = 5 und α = 20 (b).

Betrachten wir den Integranden ζ(α, u) bei Wahl von αMin für die verbleibenden Laufzeiten,

ζ (α,u) bzgl. dem MEMM

ζ (α,u) bzgl. dem ESSMM

ζ (α,u) bzgl. dem SAMM

20 40 60 80 100
u

2.×10-5

4.×10-5

6.×10-5

8.×10-5

1.×10-4

1.2×10-4

(a)

ζ (α,u) bzgl. dem MEMM

ζ (α,u) bzgl. dem ESSMM

ζ (α,u) bzgl. dem SAMM

50 100 150 200
u

1.×10-10

2.×10-10

3.×10-10

4.×10-10

5.×10-10

6.×10-10

(b)

ζ (α,u) bzgl. dem MEMM

ζ (α,u) bzgl. dem ESSMM

ζ (α,u) bzgl. dem SAMM

50 100 150 200 250 300
u

2.×10-18

4.×10-18

6.×10-18

8.×10-18

1.×10-17

(c)

Abb. 4.3: Die Funktion ζ(α, u) für T = 1/12 und α = 74 (a), T = 1/52 und α = 270 (b) bzw. T = 3/365 und
α = 609 (c).
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so verhält sich ζ(α, u) auch für diese Laufzeiten stabil. Die Berechnung der Call-Preise ergibt:

K = 11, T = 1/12 MEMM ESSMM SAMM
αMin 73.73 73.50 74.13

Call-Preis 9.97546 E-4 1.07871 E-3 8.80168 E-4
K = 11, T = 1/52 MEMM ESSMM SAMM

αMin 269.51 269.51 269.51
Call-Preis 1.17575 E-8 1.20129 E-8 1.13981 E-8

K = 11, T = 3/365 MEMM ESSMM SAMM
αMin 608.96 608.96 608.96

Call-Preis 3.31361 E-16 3.34502 E-16 3.26948 E-16

4.5.1 Numerisches Verhalten bei Bepreisung einer Out-of-the-Money-Option

Der Preis einer Out-of-the-Money-Option mit logarithmiertem Strike-Preis k ist durch

Preis bzgl. dem MEMM

Preis bzgl. dem ESSMM

Preis bzgl. dem SAMM

2.0 2.5 3.0
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(a)

Preis bzgl. dem MEMM

Preis bzgl. dem ESSMM

Preis bzgl. dem SAMM

2.2 2.3 2.4 2.5
k

0.01

0.02

0.03

0.04

Ln(S0)

(b)

Abb. 4.4: Die Funktion COMT (k) für T = 5 (a) bzw. T = 3/365 (b).

gegeben. Das schnelle Abklingverhalten der Funktion COMT (k) für k → ±∞ führt dazu, dass
der Integrand ζOM (u) in (4.8) besonders bei einer sehr kurzen Laufzeit T zu oszillieren beginnt.
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ζ OM(u) bzgl. dem ESSMM

ζ OM(u) bzgl. dem SAMM
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Abb. 4.5: Die Funktion ζOM (u) für T = 5 (a) bzw. T = 3/365 (b).
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Damit treten bei der numerischen Berechnung des Preises einer Out-of-the-Money-Option mit
kurzer Laufzeit T aufgrund der ausgeprägten Oszillation von ζOM (u) Probleme auf. Durch die
in Abschnitt 4.2 vorgeschlagene Transformation erhalten wir für den Preis einer solchen Option
eine Integraldarstellung (4.10) mit einem Integranden ξOM (α, u), der ein wesentlich besseres
Abklingverhalten besitzt. Dabei erweist es sich als geeignet, den Parameter α durch

ᾱMin = arg min
α>0

|ξOM (α, 0)| (4.11)= arg min
α>0

∣∣∣∣S−α0 ψOM (−iα)− Sα0 ψOM (iα)
2 sinh(α(k − s0))

∣∣∣∣
festzulegen. Wir erhalten:

K = 11, T = 1/12 MEMM ESSMM SAMM
ᾱMin 66.56 66.29 67.01

K = 11, T = 1/52 MEMM ESSMM SAMM
ᾱMin 262.46 262.46 262.47

K = 11, T = 3/365 MEMM ESSMM SAMM
ᾱMin 607.47 607.47 607.47

Der Integrand ξOM (α, u) verhält sich bei einer Parameterwahl von ᾱMin auch für sehr kurze
Laufzeiten vergleichsweise stabil:
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Abb. 4.6: Die Funktion ξOM (α, u) für T = 1/12 und α = 67 (a), T = 1/52 und α = 262 (b) bzw. T = 3/365 und
α = 607 (c).
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4.5.2 Implementierung des FFT-Algorithmus zur Optionsbepreisung

Abschließend werden wir den FFT-Algorithmus zur Optionsbepreisung heranziehen. Dabei sind
die FFT-Parameter durch

N = 212, η = 1/8, λ = π/256

gegeben. Betrachten wir zunächst die Laufzeit T = 5. Dann folgt für den Preis einer Call-
Option mit Strike-Preis K:
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Abb. 4.7: Preis einer Call-Option mit Strike-PreisK und Laufzeit T = 5 berechnet durch den FFT-Algorithmus
bei Wahl α = 3 bzw. durch numerische Integration mit PrecisionGoal -> 10 (a) und Darstellung des
relativen Fehlers (b).

Die FFT-Methode liefert somit in diesem Fall sehr exakte Ergebnisse. Da wir an der Bepreisung
einer Call-Option mit Strike-Preis K = 11 interessiert sind, aber genau diese durch den FFT-
Algorithmus nicht bewertet haben, betrachten wir einfach möglichst ähnliche Optionen, deren
Preis wir kennen:

Strike-Preis FFT - MEMM Num. Int. - MEMM Rel. Fehler - MEMM
10.8970 2.05268 2.05268 1.70913 E-14

11 2.00139* 2.00139 1.64199 E-14*
11.0316 1.98585 1.98585 1.66602 E-14

Strike-Preis FFT - ESSMM Num. Int. - ESSMM Rel. Fehler - ESSMM
10.8970 2.05666 2.05666 1.68423 E-14

11 2.00545* 2.00545 1.63866 E-14*
11.0316 1.98994 1.98994 1.58448 E-14

Strike-Preis FFT - SAMM Num. Int. - SAMM Rel. Fehler - SAMM
10.8970 1.92181 1.92181 3.69725 E-15

11 1.86711* 1.86711 4.04342 E-15*
11.0316 1.85055 1.85055 3.95961 E-15

Bemerkung. Die mit * versehenen Werte resultieren, indem wir die durch die FFT-Methode
erhaltenen Optionspreise interpolieren. Dabei verwenden wir die Methode Interpolation mit
InterpolationOrder -> 10. Durch logarithmische Transformation der berechneten FFT-Preise
kann die Güte der Interpolation speziell für kurze Laufzeiten verbessert werden.

53



4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

Bemerkung. Um die Zahl der bewerteten Optionen mit einem Strike-Preis nahe K = 11 zu
erhöhen, müssten wir den Schrittweitenparameter λ kleiner wählen.

Für T = 1/52 und α = 3 ergibt sich das folgende Bild:
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Abb. 4.8: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T = 1/52 berechnet durch den FFT-
Algorithmus bei Wahl α = 3 bzw. durch numerische Integration mit PrecisionGoal -> 10 (a) und
Darstellung des relativen Fehlers (b).

Die FFT-Methode liefert somit bei sehr kurzen Laufzeiten zunehmend unbrauchbare Ergeb-
nisse für einen Strike-Preis K > S0. Dies hängt mit der ungeeigneten Wahl des Parameters α
zusammen. Da wir eine Call-Option mit K = 11 und T = 1/52 bepreisen wollen, wählen wir
den in Abschnitt 4.1 vorgeschlagenen Parameter αMin = 270 und erhalten:
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Abb. 4.9: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T = 1/52 berechnet durch den FFT-
Algorithmus bei Wahl α = 270 bzw. durch numerische Integration mit PrecisionGoal -> 10 (a)
und Darstellung des relativen Fehlers (b).

Durch diese Wahl funktioniert die numerische Optionsbepreisung durch den FFT-Algorithmus
für Strike-Preise nahe K = 11 sehr gut. Es resultiert:

Strike-Preis FFT - MEMM Num. Int. - MEMM Rel. Fehler - MEMM
10.8970 1.32242 E-7 1.32242 E-7 1.69937 E-13

11 1.17575 E-8* 1.17575 E-8 3.51727 E-8*
11.0316 5.38675 E-9 5.38675 E-9 1.28989 E-13
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Strike-Preis FFT - ESSMM Num. Int. - ESSMM Rel. Fehler - ESSMM
10.8970 1.35114 E-7 1.35114 E-7 1.59272 E-13

11 1.20129 E-8* 1.20129 E-8 2.03794 E-8*
11.0316 5.50376 E-9 5.50376 E-9 1.37819 E-13

Strike-Preis FFT - SAMM Num. Int. - SAMM Rel. Fehler - SAMM
10.8970 1.28201 E-7 1.28201 E-7 1.81488 E-13

11 1.13981 E-8* 1.13981 E-8 5.92617 E-8*
11.0316 5.22212 E-9 5.22212 E-9 1.22918 E-13

In unserem unvollständigen Marktmodell haben wir durch das MEMM, das ESSMM und das
SAMM drei unterschiedliche risikoneutrale Preise für eine europäische Call-Option festlegen
können. Dabei stellen wir in unserem Modellbeispiel fest, dass der Preis unter dem MEMM
bzw. dem ESSMM stets höher ist als unter dem SAMM.
Diesen Unterschied können wir wie folgt erklären: Im RSM gibt es zwei verschiedene „Arten“
von Risiken: das Diffusions-Risiko, das durch gewöhnliche Preisschwankungen entsteht, und das
Regime-Switching-Risiko, das durch auftretende Zustandswechsel und den dadurch geänderten
makroökonomischen Bedingungen gegeben ist [21].
Dabei wird das Diffusions-Risiko durch alle drei betrachteten Bepreisungsmaße bewertet, das
Regime-Switching-Risiko (RSR) hingegen aber nicht: Im Fall des SAMM wird das Risiko der
Zustandswechsel gar nicht bepreist. Es wird angenommen, dass dieses zusätzliche Risiko, wie im
Fall der im Sprung-Diffusions-Modell von Merton auftretenden Preissprünge [44], diversifiziert
werden kann.
Im Gegensatz dazu wird das RSR sowohl durch das MEMM als auch durch das ESSMM
bepreist. Das Risiko eines Zustandswechsels wird somit als systematisches Risiko aufgefasst. In
Abb. 4.10 wird der relative Unterschied der resultierenden Optionspreise dargestellt:
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Abb. 4.10: Relativer Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 9 (a) bzw. K = 11 (b) und Laufzeit T bei
Wahl des MEMM, des ESSMM und des SAMM im RSM bzw. bei Wahl von σ = 0.08 und σ = 0.14
im gewöhnlichen BSM bezogen auf den durch das SAMM festgelegten Call-Preis.

Im RSM ergeben sich somit deutliche Unterschiede in der Bewertung einer europäischen Call-
Option, weshalb die Frage, ob das RSR bepreist werden soll oder aber nicht, von Bedeutung
ist. In [9] wurde gezeigt, dass in einem zeitdiskreten RSM das RSR als zusätzliches Risiko
am Markt bepreist wird. Motiviert werden kann diese Aussage dadurch: Betrachten wir einen
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risikoaversen Marktteilnehmer. Dann soll der Preis des RSR einen für diesen Marktteilnehmer
ungünstigen Zustandswechsel, wie beispielsweise der Wechsel von einem Bull-Regime zu einem
Bear-Regime, ausgleichen. Die Nichtbepreisung des RSR würde sonst zu einer Fehlbewertung
von Optionen führen [9].
Die Bewertung des RSR hängt einerseits von der Startverteilung der Markovkette Y ab. Startet
nämlich Y in einem Bull-Zustand, so wird das RSR stärker bewertet als im Fall, dass Y in einem
Bear-Zustand startet:
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Abb. 4.11: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 11 und Laufzeit T . Die Startverteilung von Y sei hier
durch π0 = (1, 0) (a) bzw. π0 = (0, 1) (b) gegeben.

Andererseits hängt die Bepreisung des RSR auch von der Intensitätsmatrix A ab. In einem Fast-
Regime-Switching-Modell (FRSM) mit hohen Übergangsintensitäten zwischen den Zuständen
wird dieses Risiko kaum bepreist:
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Abb. 4.12: Relativer Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 9 (a) bzw. K = 11 (b) und Laufzeit T wie
in Abb. 4.10. Die Übergangsintensitäten von Y seien aber durch a1,2 = 50 und a2,1 = 25 bestimmt.

4.6 Implizite Volatilität

Ct(K,T ) ist der am Markt zum Zeitpunkt t ∈ [0, T ) beobachtete Preis einer Call-Option mit
Strike-Preis K und Laufzeit T . Die implizite Volatilität ist jene Volatilität σt(K,T ), die, in
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die gewöhnliche Black-Scholes-Formel zur Bepreisung einer Call-Option eingesetzt, den realen
Marktpreis ergibt [29], d.h. σt(K,T ) ist Lösung der Gleichung

Ct(K,T ) = CBS(St,K, t, T, σt(K,T ), r).

Im BSM wird angenommen, dass eine konstante Volatilität vorliegt. Dieser Annahme wird aber
beispielsweise durch

Impl. Vol.
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Abb. 4.13: Implizite Volatilität einer Goldman Sachs Group Call-Option mit Kurs des Basiswerts von 189.75$
am 20/11/14 (NYSE) und Expire-Date 20/12/14, Quelle: http://www.barchart.com.

klar widersprochen. Die implizite Volatilität hängt in dieser realen Beobachtung offensichtlich
stark vom Strike-Preis K ab. Das in Abb. 4.13 dargestellte Verhalten der impliziten Volatilität
bei Wahl verschiedener Strike-Preise K wird als Volatilitäts-Smile bzw. aufgrund der Schiefe
auch als Volatilitäts-Skew bezeichnet. Eine wesentliche und zentrale Schwäche des BSM ist es,
dass durch eine zu starke Vereinfachung der Realität ein vorliegender Volatilitäts-Smile nicht
erklärt werden kann.
Eine Möglichkeit, einen Volatilitäts-Smile zu generieren, ist es, die Volatilität als stochastischen
Prozess zu modellieren. Im RSM geschieht dies mittels Steuerung der Volatilität durch eine
zeitstetige Markovkette.
Betrachten wir wiederum das Modellbeispiel 1.2. Die Laufzeit ist T = 1/2. Dann resultiert die
folgende implizite Volatilitätsstruktur:

(a) (b)
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(c) (d)

Abb. 4.14: Volatilitäts-Surface bei Wahl des MEMM (a), des ESSMM (b) bzw. des SAMM (c) und deren
direkter Vergleich (d) bedingt auf den Bull-Zustand.

Wie wir erkennen können, ergibt sich für die drei diskutierten Bepreisungsmaße jeweils ein recht
ähnliches Volatilitäts-Surface. Falls sich die Markovkette Y im Bull-Zustand befindet, erhal-
ten wir einen deutlich ausgeprägten Volatilitäts-Smile, der, je näher am Ausübungszeitpunkt
betrachtet und je kürzer die verbleibende Laufzeit ist, umso steiler wird. Falls sich aber der
Prozess Y im Bear-Zustand befindet, resultiert ein wesentlich flacheres Volatilitäts-Surface:

(a) (b)

(c) (d)

Abb. 4.15: Volatilitäts-Surface bei Wahl des MEMM (a), des ESSMM (b) bzw. des SAMM (c) und deren
direkter Vergleich (d) bedingt auf den Bear-Zustand.
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5 Kalibrierung und Parameterschätzung im
RSM

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Startverteilung π0 der zeitstetigen Markovkette Y durch
die Gleichverteilung gegeben und die Anzahl der Zustände d bekannt ist. Wir werden hier auf
das Problem der Identifizierung der unterschiedlichen Zustände von Y nicht näher eingehen
und verweisen auf [50]. Weiters ist der risikolose Zinssatz r bekannt.
Um dann eine europäische Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T bepreisen zu können,
müssen wir die uns unbekannten Modellparameter

P = {µ, σ,A}

bestimmen. Wir bezeichnen die Parameter P als zulässig, wenn µ ∈ Rd, 0 < σ ∈ Rd und
A ∈ Rd×d die Intensitätsmatrix einer zeitstetigen, homogenen, irreduziblen Markovkette ist.
Für den Raum aller zulässigen Parameter P schreiben wir P. Da das Regime-Switching-Modell
nicht vollständig ist, müssen wir auch ein Bepreisungsmaß Q ∈Me auswählen.
Somit wird im RSM der risikoneutrale Preis einer Call-Option durch die Parameter P und
das Martingalmaß Q vollständig festgelegt. Der Aktienpreisprozess S folgt im risikoneutralen
Modell der Dynamik

dSt
(2.15)= St(rdt+ σtdŴt).

Wir bezeichnen die konsistente Wahl der Parameter P und des Maßes Q bezüglich am Markt
beobachteter, realer Optionspreise als Kalibrierung des risikoneutralen Bepreisungsmodells. Im
ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir einen in der Literatur häufig besprochenen Ansatz
vorstellen, um das Bepreisungsmodell zu kalibrieren.
Dabei interpretieren wir das Problem der Kalibrierung als inverses Problem zur Bepreisung
von Optionen, siehe z.B. [12], [32] und [47]. Durch Lösen des inversen Problems werden dann
zulässige Modellparameter P und das Maß Q bestimmt. Damit wir aussagekräftige Ergebnisse
erhalten, sollen die von uns am Markt beobachteten Optionen der zu bepreisenden Option
möglichst ähnlich sein.
Abschließend werden wir im zweiten Teil dieses Kapitels eine Markov-Chain-Monte-Carlo-
Methode diskutieren, um die Modellparameter P aus beobachteten Log-Returns zu schätzen,
siehe z.B. [30], [31] und [34]. Da die Preisdynamik unter dem realen Wahrscheinlichkeitsmaß P
nur wenig Information bezüglich Q beinhaltet, können wir aus der Betrachtung der Log-Returns
alleine keine Aussage über die Wahl eines Bepreisungsmaßes Q treffen [12]. Wir können aber
ein solches, z.B. durch einen nutzentheoretischen Ansatz wie in Kapitel 2, motivieren.
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5.1 Inverses Problem und Kalibrierung

Wir nehmen an, dass wir m-Stück Call-Optionen mit Strike-Preis Ki, Laufzeit Ti, Bid-Preis
CBi und Ask-Preis CAi am Markt beobachten können.
Der Bid-Preis CBi bezeichnet den höchsten Preis, den ein Händler bereit ist, für die i-te Call-
Option zu bezahlen, und der Ask-Preis CAi den niedrigsten Preis, für den ein Händler bereit ist,
diese zu verkaufen. Die resultierende Preisdifferenz nennen wir Bid-Ask-Spread. Im Folgenden
verwenden wir den sogenannten Mid-Preis CMi als den Marktpreis der i-ten Call-Option. Dieser
Preis liegt genau in der Mitte zwischen CBi und CAi .
Da die konsistente Wahl des risikoneutralen Bepreisungsmodells bezüglich realer Marktpreise
das essentielle Kriterium der Modellkalibrierung ist, sollen die Gleichungen

CMi = e−rTiEQ[(STi −Ki)+] (5.1)

für i = 1, . . . ,m erfüllt sein. Dabei ergeben sich verschiedene Probleme [12]:

• Die Modellkalibrierung muss durch diese Gleichungen nicht eindeutig bestimmt sein, es
kann unendlich viele Paare (P,Q) ∈ P ×Me geben, die die beobachteten Marktpreise
exakt wiedergeben.

• Da wir uns mit dem RSM auf die Betrachtung einer ganz speziellen Modellklasse be-
schränkt haben, muss gar keine Lösung existieren.

• Die Berechnung einer möglichen Lösung von (5.1) gestaltet sich als sehr komplex.

In der Realität liegt der „wahre“ Preis einer Call-Option irgendwo zwischen dem Bid-Preis und
dem Ask-Preis und muss nicht genau dem Mid-Preis entsprechen [12]. Somit macht es auch
keinen Sinn, diesen exakt wiedergeben zu wollen. Vielmehr wollen wir eine gute Approximation
finden und minimieren deshalb die Summe der quadratischen Fehler

SSE(P,Q) :=
m∑
i=1

ωi|C∗(Ki, Ti)− CMi |2, (5.2)

wobei die Gewichte ωi > 0 seien und C∗(Ki, Ti) den theoretischen Preis einer Call-Option mit
Strike-Preis Ki und Laufzeit Ti in einem durch P ∈ P und Q ∈Me festgelegten risikoneutralen
Bepreisungsmodell bezeichnet.
Je größer die Differenz zwischen den Preisen CBi und CAi ist, desto stärker kann der Markt-
preis CMi vom „wahren“ Call-Preis abweichen und desto kleiner sollte folglich das Gewicht ωi
bestimmt sein. Als geeignete Wahl wird beispielsweise

ωi = 1∣∣CBi − CAi ∣∣
vorgeschlagen [10]. Es ist nicht sinnvoll, den Ausdruck (5.2) über die Genauigkeitsschranke

ε =
m∑
i=1

ωi|CBi − CAi |2 =
m∑
i=1
|CBi − CAi |

hinaus minimieren zu wollen. Das eben festgelegte ε kann als Abbruchbedingung für unser
Minimierungsproblem herangezogen werden. Bei der Minimierung von (5.2) ergeben sich die
folgenden Schwierigkeiten [11], [32]:
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• Zum einen ist die Parametrisierung der Menge der äquivalenten MartingalmaßeMe sehr
komplex: Jedes Maß Q ∈ Me wird durch recht frei wählbare stochastische Prozesse
charakterisiert, siehe Kapitel 2.1.
Anstatt die gesamte Menge aller Maße Q ∈ Me zu betrachten, könnten wir uns auf
eine Menge von bekannten Maßen, wie dem MEMM, dem ESSMM, dem SAMM etc.
beschränken. Dies erweist sich als erhebliche, aber auch als sehr restriktive Vereinfachung
des Minimierungsproblems.

• Da die Funktion SSE(P,Q) nicht konvex ist, findet ein Gradient basierter Algorithmus
nicht notwendigerweise ein globales, sondern möglicherweise nur ein lokales Minimum. In
der Literatur wird das Hinzufügen eines konvexen Terms H(P,Q) und die Minimierung
von

SSEH(P,Q) :=
m∑
i=1

ωi|C∗(Ki, Ti)− CMi |2 + αH(P,Q)

vorgeschlagen, wobei der Parameter α derart gewählt wird, sodass die gesamte Funktion
SSEH(P,Q) konvex ist.

• Ein weiteres Problem ist die numerische Stabilität: Ein Gradient basierter Algorithmus
reagiert einerseits sensitiv auf die Wahl des Startwerts. Andererseits kann dieser bei
Vorliegen von sehr „flachen“ Bereichen, in denen der Gradient sehr klein ist, an einer
mehr oder weniger „zufälligen“ Stelle die Suche abbrechen.

Bei der Modellkalibrierung entstehen zwei verschiedene Arten von Fehlern: Wir haben uns ja
bei der Beschreibung der Aktienpreisdynamik auf eine spezielle Modellklasse, in unserem Fall
das RSM, festgelegt. Somit entsteht zunächst durch die Wahl einer möglicherweise unpassen-
den Modellklasse der sogenannte Modellfehler. Außerdem ergibt sich bei der Minimierung der
Quadratsumme (5.2) ein numerischer Fehler. Den insgesamt resultierenden Fehler wollen wir
entweder durch den Root-Mean-Square-Error (RMSE)

RMSE =

√√√√ 1
m

m∑
i=1

∣∣C∗(Ki, Ti)− CMi
∣∣2 (5.3)

oder den Average-Relative-Percentage-Error (ARPE)

ARPE = 1
m

m∑
i=1

|C∗(Ki, Ti)− CMi |
CMi

(5.4)

beschreiben [47].

Bemerkung. Wir können für eine am Markt beobachtete Call-Option mit Strike-Preis Ki

und Laufzeit Ti die implizite Volatilität σim(Ki, Ti) bestimmen. Um diese Volatilität durch ein
kalibriertes Modell möglichst gut wiedergeben zu können, betrachten wir die Minimierung des
Ausdrucks

SSEim(P,Q) :=
m∑
i=1

ωi|V olim(C∗(Ki, Ti),Ki, Ti)− σim(Ki, Ti)|2, (5.5)
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wobei V olim(C∗(Ki, Ti),Ki, Ti) die implizite Volatilität einer Call-Option mit theoretischem
Preis C∗(Ki, Ti) in einem durch P ∈ P und Q ∈Me festgelegten risikoneutralen Bepreisungs-
modell bezeichnet. Da im Vergleich zu vorhin in jedem Rechenschritt die Black-Scholes-Formel
invertiert werden muss, erweist sich diese Art der Modellkalibrierung aber als außerordentlich
rechenaufwendig [47].

5.1.1 Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt betrachten wir ein RSM mit d = 2 Zuständen. Unsere Modellparameter

P = {µ1, µ2, σ1, σ2, a1,2, a2,1}

sind dabei wie in Modellbeispiel 1.2 gegeben. Der risikolose Zinssatz ist r = 0.05. Mit diesen
Parametern bestimmen wir den Preis von m = 8 verschiedenen europäischen Call-Optionen
bezüglich dem MEMM, dem ESSMM und dem SAMM und erhalten:

Strike-Preis & Laufzeit MEMM ESSMM SAMM
K = 6, T = 1 4.29263 4.29263 4.29263
K = 6, T = 5 5.33220 5.33235 5.32935
K = 8, T = 1 2.40077 2.40148 2.39602
K = 8, T = 5 3.83759 3.83877 3.80769
K = 10, T = 1 0.80880 0.81811 0.73088
K = 10, T = 5 2.53740 2.54054 2.43946
K = 12, T = 1 0.12902 0.13487 0.08288
K = 12, T = 5 1.55044 1.55515 1.38970

Wir nehmen an, dass die am Markt beobachteten Mid-Preise CMi für i = 1, . . . , 8 durch die
eben bestimmten Preise bezüglich dem MEMM, dem ESSMM oder dem SAMM gegeben sind.
Somit betrachten wir drei verschiedene Fälle:
Für jeden dieser Fälle wollen wir die Modellparameter P ∈ P kalibrieren. Dabei nehmen wir
weiters an, dass das zugrunde liegende Bepreisungsmaß bekannt ist und folglich nicht bestimmt
werden muss. Im Fall, dass der Mid-Preis CMi durch das MEMM festgelegt wird, minimieren
wir die Funktion f : P→ R+ mit

f(P) = f(µ1, µ2, σ1, σ2, a1,2, a2,1) =
8∑
i=1
|C∗(Ki, Ti)− CMi |2, (5.6)

wobei C∗(Ki, Ti) den theoretischen Call-Preis in einem durch die Parameter P und das MEMM
bestimmten Bepreisungsmodell bezeichnet. Die Gewichte ωi sind alle gleich eins gewählt und
die gesuchten Modellparameter ergeben sich durch Lösen dieses Minimierungsproblems. Im Fall
des ESSMM und des SAMM erfolgt die Vorgehensweise analog.
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5 Kalibrierung und Parameterschätzung im RSM

In Abb. 5.1 können wir die Probleme, die sich bei der Minimierung von (5.6) ergeben, deutlich
erkennen:

(a) (b)

(c)

Abb. 5.1: Die Fehlerfunktion f(0.3,−0.2, 0.08, 0.14, a1,2, a2,1) in (a), f(0.3,−0.2, σ1, σ2, 0.5, 0.25) in (b) bzw.
f(µ1, µ2, 0.08, 0.14, 0.5, 0.25) in (c) im Fall des MEMM.

Zum einen ist die Funktion f nicht konvex und folglich ist die geeignete Wahl des Startwerts
sehr wichtig, zum anderen besitzt f Bereiche mit sehr kleinem Gradienten. Wir haben die drei
Minimierungsprobleme in Mathematica 10.0 mit Hilfe der Methode NMinimize mit Accuracy-
Goal ->20 gelöst:

Parameter µ1 µ2 σ1 σ2 a1,2 a2,1
„Wahrer“ Wert 0.3 -0.2 0.08 0. 14 0.5 0.25

Kalibrierter Wert - MEMM 0.30688 -0.22290 0.07977 0.14001 0.51301 0.24657
Kalibrierter Wert - ESSMM 0.28326 -0.22832 0.07206 0.14002 0.60421 0.22959
Kalibrierter Wert - SAMM - - 0.08000 0.14000 0.50000 0.25000

Im Fall des SAMM können die Modellparameter µ1 und µ2 nicht aus der Beobachtung realer
Optionspreise bestimmt werden. Dies lässt sich dadurch erklären, dass die charakteristische
Funktion des logarithmierten Aktienpreises unter dem SAMM (4.15) von den Trendparametern
unabhängig und somit die Funktion f in den Variablen µ1 und µ2 konstant ist. Insgesamt
resultieren die Fehler:

Fehler RMSE ARPE
MEMM 2.41210 E-7 1.83607 E-7
ESSMM 7.01010 E-7 7.52767 E-7
SAMM 9.45170 E-12 3.38846 E-11
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Wir wollen nun eine Call-Option mit Strike-Preis K = 11 und Laufzeit T = 5 bepreisen und
erhalten:

Call-Preis MEMM ESSMM SAMM
„Wahre“ Parameter 2.00139 2.00545 1.86711

Kalibrierte Parameter 2.00139 2.00545 1.86711
Relativer Fehler 4.59443 E-8 6.78818 E-8 4.02095 E-12

Bei der Berechnung der Call-Preise wurde die Methode NIntegrate mit PrecisionGoal -> 10
verwendet. Wir haben sehr gute Ergebnisse speziell für das SAMM erzielt. Im Fall des SAMM
konnten wir nämlich das globale Minimum von f bestimmen.
Im Fall des MEMM bzw. des ESSMM haben wir bei der Bestimmung der Modellparameter nur
ein lokales Minimum gefunden. Der bei der Bepreisung der gerade eben betrachteten Option
entstehende Fehler bleibt trotzdem in beiden Fällen äußerst gering. Dies liegt auch daran, dass
die eben bepreiste Call-Option den am Markt beobachteten Optionen sehr ähnlich ist. Wir
bewerten abschließend eine ganze Reihe von europäischen Call-Optionen:
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Abb. 5.2: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 11 und Laufzeit T bei Wahl der „wahren“ bzw. der
kalibrierten Parameter (a) und Darstellung des relativen Fehlers (b).

▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

'Wahre' Para. - MEMM

'Wahre' Para. - ESSMM

'Wahre' Para. - SAMM

▲ Kalib. Para. - MEMM

▲ Kalib. Para. - ESSMM

▲ Kalib. Para. - SAMM

6 8 10 12 14 16 18 20
K

1

2

3

4

5

6

(a)

▲▲
▲▲▲

▲▲▲▲▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲
▲
▲▲

▲▲▲▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲
▲
▲▲

▲▲▲
▲▲▲▲

▲▲▲▲▲▲
▲▲

▲▲
▲▲▲

▲▲▲▲▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲

▲
▲▲

▲▲▲▲▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲▲
▲▲

▲▲▲
▲▲▲▲

▲▲▲▲▲▲
▲▲▲

▲▲
▲▲▲

▲▲▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲

▲
▲▲

▲▲▲
▲▲▲▲▲▲

▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲

▲
▲▲

▲▲▲
▲▲▲▲▲

▲▲▲

▲ Error - MEMM

▲ Error - ESSMM

▲ Error - SAMM

6 8 10 12 14 16 18 20
K

10-12

10-8

10-4

1

(b)

Abb. 5.3: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T = 5 bei Wahl der „wahren“ bzw. der
kalibrierten Parameter (a) und Darstellung des relativen Fehlers (b).
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Zusammenfassend können wir sagen, dass wir durch Lösen des inversen Problems jeweils ein
risikoneutrales Bepreisungsmodell kalibriert haben, das für eine Vielzahl von unterschiedlichen
Call-Optionen sehr gut passende Preise liefert. Dabei sollte aber die zu bepreisende Option den
Markdaten besonders bezüglich der Laufzeit T ähnlich sein.

Bemerkung. Wie bereits erläutert, ist es bei der numerischen Minimierung von f wichtig,
vernünftige Startwerte für die Parameter P festzulegen. Falls uns zusätzlich zu den Preisen
verschiedener Call-Optionen auch noch die Log-Returns der zugrunde liegenden Aktie bekannt
sind, können wir dadurch geeignete Startwerte für die Trendparameter µ und die Volatilitäts-
parameter σ schätzen.

5.2 Schätzung der Modellparameter via einer
Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode

In diesem Abschnitt wollen wir eine Monte-Carlo-Methode vorstellen, um die uns unbekannten
Modellparameter P = {µ, σ,A} aus beobachteten Log-Returns zu schätzen. Dabei gehen wir
wie folgt vor:
Zunächst diskretisieren wir den Beobachtungszeitraum [0, T ] in N Intervalle der Länge ∆t > 0
und bestimmen für jedes Intervall [(i − 1)∆t, i∆t] mit i = 1, . . . , N den dazugehörenden Log-
Return Ri, wobei

Ri =
∫ i∆t

(i−1)∆t

(
µs −

1
2σ

2
s

)
ds+

∫ i∆t

(i−1)∆t
σsdWs

gilt. Insgesamt sind somit die von uns am Markt beobachteten Daten durch

R = (Ri)i=1,...,N

gegeben. In der Literatur werden neben der folgend beschriebenen Monte-Carlo-Methode auch
noch diverse andere Ansätze zur Bestimmung der Modellparameter P aus beobachteten Log-
Returns diskutiert, beispielsweise wird in [20] eine Methode, die auf Schätzung der Momente
der Log-Returns basiert, besprochen:
In einem RSM mit d verschiedenen Zuständen müssen d(d + 1) Parameter geschätzt werden.
Somit müssten auch genau so viele Momente bestimmt werden. In [20] wird ein Algorithmus
beschrieben, der mit weniger Momenten auskommt. Dazu betrachten wir das m-te Moment der
Log-Returns über Zeitintervalle der Länge l∆t und berechnen dann die Schätzer

R̂m,l := 1
bN/lc

bN/lc∑
i=1

(R(i−1)l+1 + · · ·+Ril)m

für l = 1, . . . , L � N . Anschließend minimieren wir den quadratischen Fehler bezüglich der
theoretischen Momente. Diese Methode hat den Nachteil, dass abhängig von der Intensität der
Zustandswechsel sehr viele Beobachtungen notwendig sind, um ausreichend gute Ergebnisse bei
der Schätzung der Modellparameter zu erzielen.
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Im Folgenden werden wir eine Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode (MCMCM) diskutieren,
um die gesuchten Parameter P zu bestimmen:

Zunächst approximieren wir die zeitstetige, homogene Markovkette Y durch die zeitdiskrete
Markovkette Ẏ = (Ẏi)i=0,...,N , wobei

Ẏi := Yi∆t.

Sämtliche Zustandswechsel von Ẏ finden damit ausschließlich zu den Endzeitpunkten unserer
Beobachtungsintervalle [(i − 1)∆t, i∆t] mit i = 1, . . . , N statt. Dadurch sind die von uns am
Markt beobachteten Log-Returns R = (Ri)i=1,...,N durch

Ri = 〈µ, Ẏi−1〉∆t−
1
2〈σ, Ẏi−1〉2∆t+ 〈σ, Ẏi−1〉(Wi∆t −W(i−1)∆t)

gegeben [31]. Für den Fall von nicht zu hohen Übergangsintensitäten stellt diese Diskretisierung
eine ausreichend gute Näherung des zeitstetigen Modells dar, mit dem Vorteil, dass wir mit
geringerem Rechenaufwand stabile Ergebnisse erhalten [30].
Anstatt der Intensitätsmatrix A betrachten wir nun die entsprechende Übergangsmatrix P∆t
mit

pi,j(∆t) = P(Yt+∆t = ej |Yt = ei) = P(Y∆t = ej |Y0 = ei),

wobei P∆t durch

P∆t = exp(∆tA)

bestimmt ist [3]. Die Wahrscheinlichkeit, den Zustand ei zu verlassen, ist dann 1− pi,i(∆t). Da
wir Ẏ nicht direkt beobachten können, interpretieren wir die Zufallsvariablen Ẏ0, . . . , ẎN als
zu bestimmende Modellparameter und erweitern den Raum P mit Ẏ . Weiters ersetzen wir A
durch P∆t. Wir wollen somit die Parameter

P = {µ, σ, P∆t, Ẏ }

aus den beobachteten Log-Returns R schätzen. Dafür stellen wir eine Methode vor, die auf
dem Metropolis-Hastings-Algorithmus basiert, siehe [27] und [54]:

Algorithmus 5.1. Der Metropolis-Hastings-Algorithmus dient dazu, eine Zufallsstichprobe
aus einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung F (x) mit Dichtefunktion f(x) zu simulieren.
Wir nehmen dazu an, dass wir eine Funktion π(x) kennen, die wir effizient auswerten können
und die proportional zu f(x) ist. Wir schreiben dafür

f(x) ∝ π(x).

Die Dichte f(x) kann hingegen durch einen Skalierungsfaktor sehr komplex sein. Wir können
dann eine Folge von Zufallsvariablen (Xn)n≥0 in Form einer Markovkette, deren stationäre
Verteilung durch f(x) gegeben ist, erzeugen. Außerdem bezeichnet Q(x′|x) die sogenannte
Proposal-Verteilung und q(x′|x) deren Dichte. Der Algorithmus funktioniert wie folgt:

66



5 Kalibrierung und Parameterschätzung im RSM

• Wir wählen einen beliebigen Startwert x0 mit π(x0) > 0.

• Wir simulieren die ZufallsvariableX ′i ∼ Q(x′|xi). Dann wirdXi+1 gegeben dem Vorgänger
xi durch

Xi+1 =
{
X ′i mit Wahrscheinlichkeit α(xi, X ′i)
xi mit Wahrscheinlichkeit 1− α(xi, X ′i)

festgelegt, wobei

α(x, x′) = min
{
π(x′)q(x|x′)
π(x)q(x′|x) , 1

}
.

Wir bezeichnen α(x, x′) als die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des in jedem Iterationsschritt
neu vorgeschlagenen Proposal-Werts x′.

Bemerkung. Im Fall einer symmetrischen Proposal-Verteilung, wie z.B. der Normalverteilung,
haben wir

α(x, x′) = min
{
π(x′)
π(x) , 1

}
.

Die folgenden zwei Sätze nennen Kriterien für die Korrektheit und die Konvergenz der gerade
eben skizzierten Monte-Carlo-Methode [54]:

Satz 5.2. Wir bezeichnen mit supp(π) den Träger der Funktion π(x), d.h

supp(π) = {x ∈ R : π(x) 6= 0}.

Angenommen, die Proposal-Dichte q(x′|x) erfüllt die Bedingung

supp(q(·, x)) ⊇ supp(π)

für alle x ∈ supp(π), dann ist f die stationäre Verteilung der durch den Algorithmus 5.1
erzeugten Markovkette.

Beweis. Die durch den Metropolis-Hastings-Algorithmus generierte Markovkette (Xn)n≥0 wird
durch den Markovkern K(x, x′) mit

K(x, x′) = α(x, x′)q(x′|x) + (1− β(x))δx(x′)

beschrieben. Dabei ist β(x) =
∫
α(x, x′)q(x′|x)dx′. Weiters bezeichnet δx das Dirac-Maß. Aus

der Definition der Akzeptanzwahrscheinlichkeit α(x, x′) folgt

α(x, x′)q(x′|x)π(x) = α(x′, x)q(x|x′)π(x′)

und

(1− β(x))δx(x′)π(x) = (1− β(x′))δx′(x)π(x′).
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Insgesamt haben wir K(x, x′)π(x) = K(x′, x)π(x′), und da π(x) proportional zur Dichte f(x)
ist, resultiert

K(x, x′)f(x) = K(x′, x)f(x′)

für alle (x, x′). Sei A eine beliebige, meßbare Menge. Da
∫
K(x′, x)dx = 1, folgt∫

K(x,A)f(x)dx =
∫ ∫

A
K(x, x′)f(x)dx′dx =

∫ ∫
A
K(x′, x)f(x′)dx′dx =

∫
A
f(x′)dx′.

Somit ist durch f die stationäre Verteilung der Markovkette (Xn)n≥0 gegeben.

Satz 5.3. Sei f die stationäre Verteilung der durch den Metropolis-Hastings-Algorithmus
erzeugten Markovkette (Xn)n≥0. Angenommen, es existieren Zahlen ε > 0 und δ > 0, sodass
die Proposal-Dichte

q(x′|x) > ε für |x− x′| < δ

erfüllt, so gilt

lim
M→∞

1
M

M∑
i=1

h(Xi) =
∫
h(x)f(x)dx

für Funktionen h(x) mit
∫
|h(x)f(x)|dx <∞ [54].

In diesem Abschnitt werden wir mit dem Metropolis-Hastings-Algorithmus die gemeinsame
A-posteriori-Verteilung der Parameter P gegeben R schätzen. A priori treffen wir dazu die
folgenden Verteilungsannahmen [34]:

µi ∼ N (mi, s
2
i ),

σi ∼ IG(αi, βi),
(pi,1(∆t), . . . , pi,d(∆t)) ∼ Dir(γi,1, . . . , γi,d),

Ẏ0 ∼ U({1, . . . , d})

(5.7)

für i = 1, . . . , d. Wir bezeichnen mit N (mi, s
2
i ) die Normalverteilung mit Mittelwert mi und

Varianz s2
i , mit IG(αi, βi) die inverse Gammaverteilung mit Shape-Parameter αi und Scale-

Parameter βi, mit Dir(γi,1, . . . , γi,d) die Dirichlet-Verteilung mit Parametern γi,1, . . . , γi,d und
schließlich mit U({1, . . . , d}) die Gleichverteilung auf {1, . . . , d}. Außerdem sind diese Vertei-
lungen a priori voneinander unabhängig, d.h.

p(µ, σ, P∆t, Ẏ0) = p(µ)p(σ)p(P∆t)p(Ẏ0). (5.8)

Aufgrund der diskreten Approximation des zeitstetigen Modells ist die Verteilung der Log-
Returns R gegeben P durch die Dichte

p(R|P) = p(R|µ, σ, Ẏ ) =
N∏
i=1

p(Ri|µ, σ, Ẏi−1) =
N∏
i=1

ϕẎi−1
(Ri|µ̄, σ̄2) (5.9)
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bestimmt. Für ei ∈ E bezeichnen wir mit ϕei(x|µ̄, σ̄2) die Dichtefunktion der Normalverteilung
mit Mittelwert

µ̄i = 〈µ, ei〉∆t−
1
2〈σ, ei〉

2∆t

und Varianz

σ̄2
i = 〈σ, ei〉2∆t.

Bemerkung. Die durch den Monte-Carlo-Algorithmus geschätzten Modellparameter können
wegen der a priori getroffenen Verteilungsannahmen mit einem Bias behaftet sein. Damit dieser
gering bleibt, sollten die Parameter der Verteilungen (5.7) möglichst passend gewählt werden,
z.B. können die Parameter mi und s2

i bzw. αi und βi aus den Quantilen und der Varianz
der beobachteten Log-Returns R grob geschätzt werden, siehe [31]. Dabei soll die Varianz der
einzelnen Verteilungen nicht zu klein gewählt werden.

Bemerkung. Ein weiterer in der Literatur ausführlich besprochener Ansatz zur Bestimmung
der Modellparameter ist die Maximum-Likelihood-Methode. Die Idee dabei ist, die Likelihood-
Funktion

L(µ, σ, P∆t|R1, . . . , RN ) = p(R1, . . . , RN |µ, σ, P∆t)

bezüglich der gesuchten Parameter µ, σ und P∆t zu maximieren. Diese Herangehensweise resul-
tiert aber in einem komplexen Optimierungsproblem, das beispielsweise durch den sogenannten
EM-Algorithmus (Expectation-Maximization-Algorithmus) numerisch gelöst werden kann [22].

Aufgrund des Satzes von Bayes und der Annahme (5.8) können wir für die Dichte der gesuchten
A-posteriori-Verteilung von P gegeben R

p(P|R) = p(P, R)∫
p(P, R)dP (5.10)

mit

p(P, R) = p(µ, σ, P∆t, Ẏ , R) = p(µ)p(σ)p(P∆t)p(Ẏ |P∆t)p(R|µ, σ, Ẏ ) (5.11)

schreiben. Dabei ergibt sich das Problem, dass das Integral
∫
p(P, R)dP schwierig zu berechnen

ist [2]. Wir haben aber

p(P|R) ∝ p(P, R)

und können die gemeinsame Dichte p(P, R) relativ leicht auswerten. Dadurch motiviert wollen
wir den Metropolis-Hastings-Algorithmus zur Bestimmung der A-posteriori-Verteilung von P
gegeben R verwenden.
Da die Dimension der Dichtefunktion p(P|R) abhängig von der Anzahl der unterschiedlichen
Zustände von Y und der Anzahl der Beobachtungen N ist und somit hoch sein wird, kann
es schwierig sein, den eben vorgestellten Metropolis-Hastings-Algorithmus derart umzusetzen,
sodass dieser anwendbar ist. Besonders die Wahl einer geeigneten Proposal-Verteilung würde
sich als nicht trivial erweisen.
Um dieses Problem zu reduzieren, unterteilen wir P in mehrere Blöcke und verwenden dann eine
adaptierte Methode, den sogenannten Multiple-Block-Metropolis-Hastings-Algorithmus [27].
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Algorithmus 5.4. F (x) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dichtefunktion f(x). Die
Funktion π(x) ist wiederum proportional zu f(x). Dann unterteilen wir den Variablenvektor x
in l ≥ 2 Vektorblöcke, d.h. wir können dann

x = (x(1), . . . , x(l))

schreiben und definieren

x(−i) = (x(1), . . . , x(i−1), x(i+1), . . . , x(l))

für 1 ≤ i ≤ l. Wir wählen für jeden der l Blöcke eine eigene Proposal-Verteilung, die durch die
Dichte

q(x′(i)|x(i), x(−i))

bestimmt ist. Die Verteilung des Proposal-Vektors für den i-ten Block X ′(i) hängt somit einer-
seits vom Vorgängerwert des i-ten Blocks x(i) und andererseits auch von den aktuellen Werten
der übrigen Blöcke x(−i) ab. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Proposal-Vektor X ′(i) akzeptiert
wird, ist durch

α(x(i), X
′
(i), x(−i)) = min

{
f(X ′(i)|x(−i))q(x(i)|X ′(i), x(−i))
f(x(i)|x(−i))q(X ′(i)|x(i), x(−i))

, 1
}

gegeben, wobei

f(x′(i)|x(−i)) ∝ f(x(1), . . . , x(i−1), x
′
(i), x(i+1), . . . , x(l))

∝ π(x(1), . . . , x(i−1), x
′
(i), x(i+1), . . . , x(l)).

In unserem Fall unterteilen wir P in drei Blöcke. Der erste Block ist durch µ und σ, der zweite
Block durch P∆t und der dritte Block durch Ẏ gegeben.

5.2.1 Vorgehensweise für µ und σ

Die gemeinsame A-posteriori-Verteilung von µ und σ gegeben P∆t, Ẏ und R wird durch die
Dichte

p(µ, σ|P∆t, Ẏ , R) = p(µ, σ, P∆t, Ẏ , R)
p(P∆t, Ẏ , R)

(5.11)
∝ p(µ)p(σ)p(R|µ, σ, Ẏ )

festgelegt. Die Proposal-Vektoren µ′ und σ′ sind durch

µ′i = µi + rµξi,

σ′i = |σi + rσζi|

für i = 1, . . . , d gegeben, wobei ξ = (ξ1, . . . , ξd) und ζ = (ζ1, . . . , ζd) beides d-dimensionale
Vektoren von unabhängigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen sind [31]. Mit dieser
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Wahl können wir auch garantieren, dass der Proposal-Vektor σ′ in allen seinen Komponenten
stets positiv bleibt. Es erweist sich als geeignet, den Schrittweitenparameter rµ durch 1 − 5%
der minimalen Differenz zweier adjazenter Einträge des Startvektors µ0 bzw. den Schrittweiten-
parameter rσ durch 1% des maximalen Eintrags von σ0 festzulegen [31]. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Proposal-Paar (µ′, σ′) akzeptiert wird, ist dann durch

α(µ, σ, µ′, σ′) = min
{
p(µ′)p(σ′)p(R|µ′, σ′, Ẏ )
p(µ)p(σ)p(R|µ, σ, Ẏ )

, 1
}

bestimmt.

Bemerkung. Die von uns betrachtete Monte-Carlo-Methode kann zu einem gravierenden
Problem bei der Schätzung der Modellparameter führen, dem sogenannten Label-Switching,
siehe z.B. [26] und [38]. Dabei handelt es sich um ein Problem, das aus der nicht trivialen
Identifizierbarkeit der unterschiedlichen Zustände der Markovkette Y im Fall einer in ihren
Variablen invarianten A-posteriori-Dichte p(P|R) resultiert. Dies führt dann dazu, dass sich
die Randverteilungen der einzelnen Variablen angleichen und wir somit keine Aussage mehr
über den Wert der Modellparameter treffen können. Aus diesem Grund schlagen wir für die
Wahl eines geeigneten Proposal-Paares (µ′, σ′) die zusätzliche Akzeptanzbedingung

µ′1 > µ′2 > · · · > µ′d

vor [31]. In der Literatur werden aber auch zahlreiche andere Möglichkeiten, um das Problem
des Label-Switching zu reduzieren, besprochen, z.B. wird in [38] ein Ansatz diskutiert, der auf
zufälliger Permutation der Labels basiert.

5.2.2 Vorgehensweise für P∆t

Definieren wir

Ni,j(Ẏ ) := |{m ∈ {1, . . . , N} : Ẏm−1 = i und Ẏm = j}|.

Der Maximum-Likelihood-Schätzer für die Übergangsmatrix P∆t gegeben Ẏ ist dann durch

p̂i,j(∆t) = Ni,j(Ẏ )
Ni(Ẏ )

mit Ni(Ẏ ) =
d∑
j=1

Ni,j(Ẏ )

und i, j = 1, . . . , N bestimmt [30]. Für die A-posteriori-Dichte von P∆t gegeben µ, σ, Ẏ und R
können wir

p(P∆t|µ, σ, Ẏ , R)
(5.11)
∝ p(P∆t)p(Ẏ |P∆t)

schreiben, wobei

p(Ẏ |P∆t) = p(Ẏ0|P∆t)
d∏

i,j=1
pi,j(∆t)Ni,j(Ẏ ) ∝

d∏
i,j=1

pi,j(∆t)Ni,j(Ẏ ).
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Da wir angenommen haben, dass die Zeilenvektoren von P∆t allesamt einer Dirichlet-Verteilung
folgen und voneinander unabhängig sind, erhalten wir insgesamt

p(P∆t|µ, σ, Ẏ , R) ∝
d∏

i,j=1
pi,j(∆t)γi,j+Ni,j(Ẏ )−1.

Somit ist die A-posteriori-Dichte von (pi,1(∆t), . . . , pi,d(∆t)) gegeben Ẏ proportional zur Dichte
der folgenden Dirichlet-Verteilung

Dir(γi,1 +Ni,1(Ẏ ), . . . , γi,d +Ni,d(Ẏ ))

für i = 1, . . . , d. Wählen wir den speziellen Fall, dass die Proposal-Verteilung Q(P ′∆t|P∆t, Ẏ )
durch

(p′i,1(∆t), . . . , p′i,d(∆t)) ∼ Dir(γi,1 +Ni,1(Ẏ ), . . . , γi,d +Ni,d(Ẏ ))

für i = 1, . . . , d bestimmt ist. Dann sind die Zeilenvektoren von P ′∆t wiederum voneinander
unabhängig [26] und für die Akzeptanzwahrscheinlichkeit der Proposal-Matrix P ′∆t folgt

α(P∆t, P
′
∆t) = min

{
p(P ′∆t)p(Ẏ |P ′∆t)q(P∆t|P ′∆t, Ẏ )
p(P∆t)p(Ẏ |P∆t)q(P ′∆t|P∆t, Ẏ )

, 1
}

= 1,

d.h. P ′∆t wird in jedem Iterationsschritt des Metropolis-Hastings-Algorithmus akzeptiert.

Bemerkung. In unserem zeitdiskreten Ansatz haben wir die gesuchte Intensitätsmatrix A
durch die entsprechende Übergangsmatrix P∆t ersetzt, um diese durch die eben vorgestellte
Monte-Carlo-Methode zu bestimmen. Dabei ergibt sich das folgende Problem: Für eine Über-
gangsmatrix P∆t muss es im Allgemeinen keine Matrix A ∈ Rd×d mit

ai,j ≥ 0 für i 6= j, ai,i = −
∑
j 6=i

ai,j < 0

geben, sodass P∆t = exp(∆tA). D.h., es muss kein entsprechender infinitesimaler Generator A
existieren. Gibt es aber einen Generator A, so muss A nicht eindeutig bestimmt sein [36]. Um
dieses Problem zu vermeiden, fordern wir in jedem Iterationsschritt, dass für die Matrix P ′∆t
ein entsprechender, eindeutig bestimmter Generator existiert [31].

5.2.3 Vorgehensweise für Ẏ

Wählen wir wiederum den Fall, dass die Dichte der Proposal-Verteilung von Ẏ ′ proportional
zur A-posteriori-Dichte

p(Ẏ |µ, σ, P∆t, R)

ist. Dann wird der Proposal-Vektor Ẏ ′ in jedem Iterationsschritt mit Wahrscheinlichkeit 1
akzeptiert. Um Ẏ ′ zu simulieren, verwenden wir den sogenannten Forward-Filtering-Backward-
Sampling-Algorithmus, siehe [26] und [30]. Sei

R̄i := {R1, . . . , Ri}
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für i = 0, . . . , N mit R̄0 := ∅. Damit ist R = R̄N . Für ek, el ∈ E berechnen wir ausgehend von

p(Ẏ0 = ek|µ, σ, P∆t, R̄0) = p(Ẏ0 = ek) = 1
d

die Forward-Wahrscheinlichkeiten

p(Ẏi = el|µ, σ, P∆t, R̄i) =
d∑

k=1
p(Ẏi = el|µ, σ, P∆t, Ẏi−1 = ek, R̄i)p(Ẏi−1 = ek|µ, σ, P∆t, R̄i)

für i = 1, . . . , N , wobei

p(Ẏi = el|µ, σ, P∆t, Ẏi−1 = ek, R̄i) ∝ p(µ, σ, P∆t, Ẏi−1 = ek, Ẏi = el, R̄i)

= p(Ẏi = el|P∆t, Ẏi−1 = ek)p(µ, σ, P∆t, Ẏi−1 = ek, R̄i)

∝ p(Ẏi = el|P∆t, Ẏi−1 = ek) = pk,l(∆t)

und

p(Ẏi−1 = ek|µ, σ, P∆t, R̄i) ∝ p(µ, σ, P∆t, Ẏi−1 = ek, R̄i)

= p(Ri|µ, σ, Ẏi−1 = ek)p(µ, σ, P∆t, Ẏi−1 = ek, R̄i−1)

= p(Ri|µ, σ, Ẏi−1 = ek)p(Ẏi−1 = ek|µ, σ, P∆t, R̄i−1)p(µ, σ, P∆t, R̄i−1)

∝ p(Ri|µ, σ, Ẏi−1 = ek)p(Ẏi−1 = ek|µ, σ, P∆t, R̄i−1).

Daraus erhalten wir die Rekursionsgleichung

p(Ẏi = el|µ, σ, P∆t, R̄i) ∝
d∑

k=1
pk,l(∆t)ϕek(Ri|µ̄, σ̄2)p(Ẏi−1 = ek|µ, σ, P∆t, R̄i−1).

Nun zum zweiten Schritt des Algorithmus, dem Backward-Sampling: Wir simulieren zunächst
die Zufallsvariable Ẏ ′N , deren Verteilung durch die eben bestimmte Forward-Wahrscheinlich-
keitsfunktion p(ẎN |µ, σ, P∆t, R) gegeben ist. Dann generieren wir die Zufallsvariable Ẏi gemäß
der Wahrscheinlichkeitsfunktion

p(Ẏi|µ, σ, P∆t, Ẏi+1, R)

für i = N − 1, . . . , 0. Seien ek, el ∈ E . Da Ẏi gegeben Ẏi+1 unabhängig von Ri+2, . . . , RN ist,
haben wir

p(Ẏi = el|µ, σ, P∆t, Ẏi+1 = ek, R) = p(Ẏi = el|µ, σ, P∆t, Ẏi+1 = ek, R̄i+1)

∝ p(µ, σ, P∆t, Ẏi = el, Ẏi+1 = ek, R̄i+1)

= p(Ẏi+1 = ek|P∆t, Ẏi = el)p(µ, σ, P∆t, Ẏi = el, R̄i+1)

= pl,k(∆t)p(Ri+1|µ, σ, Ẏi = el)p(µ, σ, P∆t, Ẏi = el, R̄i)

∝ pl,k(∆t)ϕel(Ri+1|µ̄, σ̄2)p(Ẏi = el|µ, σ, P∆t, R̄i).
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Bemerkung. Die Bestimmung des gesamten Proposal-Vektors Ẏ ′ in jedem Iterationsschritt
des Metropolis-Hastings-Algorithmus erweist sich als laufzeitintensiv. Wir müssen nämlich pro
Iterationsschritt N × d normalverteilte und N + 1 gleichverteilte Zufallsvariablen erzeugen. In
der später umgesetzten Monte-Carlo-Simulation werden wir deshalb nur den zufällig gewählten
Block Ẏt1 , . . . , Ẏt2 mit

t1 := max
{
tm −

⌊
N

20L
⌋
, 0
}
, t2 := min

{
tm +

⌊
N

20L
⌋
, N

}
updaten. Dabei ist die Zufallsvariable tm auf der Menge {0, . . . , N} gleichverteilt und L mit
Parameter 1 exponentialverteilt. Somit werden pro Schritt durchschnittlich nicht mehr als 10%
des Vektors Ẏ aktualisiert.

Bemerkung. Weiters müssen wir auch den Diskretisierungsparameter ∆t geeignet wählen, d.h.
je größer die Übergangsintensitäten der Markovkette Y sind, desto kleiner sollte ∆t gewählt
werden. Dies kann aber zu Problemen führen: Einerseits müssen entsprechende Marktdaten
nicht zur Verfügung stehen, andererseits kann ein sehr kleines ∆t zu instabilen Ergebnissen bei
der Monte-Carlo-Simulation führen [30].

5.2.4 Numerisches Beispiel

Betrachten wir ein RSM mit d = 2 Zuständen. Wir nehmen dabei an, dass das Modell einen
Bear- und einen Bull-Zustand beinhaltet. Die Modellparameter sind wie in Modellbeispiel 1.2
gegeben. Sämtliche Berechnungen wurden in Wolfram Mathematica 10.0 durchgeführt.
Im Folgenden stehen M = 20 Datensätze von simulierten Log-Returns R zur Verfügung. Der
Umfang eines jeden Datensatzes ist durch

T = 30, ∆t = 1/365, N = 10950

bestimmt. Wir ersetzen die Intensitätsmatrix A durch die entsprechende Übergangsmatrix P∆t
und werden die Modellparameter

P = {µ1, µ2, σ1, σ2, p1,2(∆t), p2,1(∆t)}

durch die vorhin diskutierte MCMCM aus den simulierten Log-Returns schätzen. Die Anzahl
der pro Datensatz durchgeführten Iterationen sei 25000. Da die resultierende Zufallsstichprobe
per Konstruktion zunächst von den Startwerten abhängt, streichen wir die ersten 15000 Werte,
um stabilere Ergebnisse zu erhalten. Die von uns a priori angenommenen Verteilungen sind
durch

µ1 ∼ N (0.25, 0.02), µ2 ∼ N (−0.25, 0.02),
σ1 ∼ IG(6, 0.5), σ2 ∼ IG(6, 1),

(p1,1(∆t), p1,2(∆t)) ∼ Dir(9.99, 0.01), (p2,1(∆t), p2,2(∆t)) ∼ Dir(0.01, 9.99)

gegeben. Um das Problem des Label-Switching zu reduzieren, haben wir für das Paar (µ′, σ′)
die zusätzlichen Akzeptanzbedingungen

µ′1 > µ′2 und σ′1 < σ′2
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verwendet. In der durchgeführten Monte-Carlo-Simulation wurden in etwa 25% der Proposal-
Paare (µ′, σ′) akzeptiert. Dabei haben wir die Resultate

Parameter µ1 µ2 σ1 σ2 p1,2(∆t) p2,1(∆t)
„Wahrer“ Wert 0.3 -0.2 0.08 0. 14 1.36846 E-3 6.84228 E-4
Mittelwert 0.30001 -0.21709 0.07995 0.14004 1.50667 E-3 7.98454 E-4
Std. Abw. 0.03185 0.04572 0.00134 0.00163 1.03096 E-3 5.43350 E-4

erhalten. Die Bestimmung der Übergangswahrscheinlichkeiten stellt bei der Umsetzung der
Monte-Carlo-Methode eine besonders schwierige Herausforderung dar. Dies spiegelt sich in der
verhältnismäßig großen Standardabweichung der simulierten Werte wider. Die entsprechende
Intensitätsmatrix ist durch

Parameter a1,2 a2,1
„Wahrer“ Wert 0.5 0.25

Geschätzter Wert 0.55057 0.29177

gegeben. Somit erzielen wir bei der Schätzung der gesuchten Modellparameter P aus den
simulierten Log-Returns R sehr zufriedenstellende Ergebnisse. Dies können wir auch in den
folgenden Abbildungen erkennen:

(a) (b)

(c)

Abb. 5.4: Simulierte gemeinsame A-posteriori-Dichte von µ1 und µ2 (a), σ1 und σ2 (b) bzw. p1,2(∆t) und
p2,1(∆t) (c).
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Abb. 5.5: Simulierte A-posteriori-Randdichte von µ1 und µ2 (a), σ1 und σ2 (b) bzw. p1,2(∆t) und p2,1(∆t) (c).

Abschließend werden wir mit den eben geschätzten Modellparametern europäische Call-Optionen
mit Strike-Preis K und Laufzeit T bewerten. Zunächst ist K = 11 und T = 5:

Call-Preis MEMM ESSMM SAMM
„Wahre“ Parameter 2.00139 2.00545 1.86711

Geschätzte Parameter 1.99954 2.00507 1.86550
Relativer Fehler 9.23966 E-4 1.92149 E-4 8.62703 E-4

Bewerten wir eine ganze Reihe von Call-Optionen, so ergibt sich:
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Abb. 5.6: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 11 und Laufzeit T bei Wahl der „wahren“ bzw. der
geschätzten Parameter (a) und Darstellung des relativen Fehlers (b).
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Abb. 5.7: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T = 5 bei Wahl der „wahren“ bzw. der
geschätzten Parameter (a) und Darstellung des relativen Fehlers (b).

Bei der Berechnung der Call-Preise wurde die Methode NIntegrate mit PrecisionGoal -> 10
verwendet.

Zusammenfassend können wir feststellen, dass es uns gelungen ist, durch eine MCMCM die
unbekannten Modellparameter P aus gegebenen Log-Returns R derart zu bestimmen, sodass
der bei der Bepreisung von europäischen Call-Optionen resultierende relative Fehler gering
bleibt.
Wir können in Abb. 5.6 bzw. Abb. 5.7 erkennen, dass der relative Fehler bei der Bewertung
von Optionen mit kürzer werdender Laufzeit T bzw. mit größer werdendem Strike-Preis K
zunimmt.
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A Verteilungseigenschaften

A.1 Erwartungswert der Zufallsvariable eαRt

Wir wollen hier den Erwartungswert von eαRt berechnen, wobei Rt :=
∫ t
0 βsds+

∫ t
0 γsdWs mit

βt = 〈β, Yt〉, γt = 〈γ, Yt〉

und β = (β1, . . . , βd)T ∈ Cd, γ = (γ1, . . . , γd)T ∈ Cd. Weiters ist α ∈ R und die Notation ist
Kapitel 1 entnommen. Wir kennen die Verteilungseigenschaft∫ t

0
Re(βs)ds+

∫ t

0
Re(γs)dWs

∣∣∣∣FYt ∼ N(∫ t

0
Re(βs)ds,

∫ t

0
Re(γs)2ds

)
, (A.1)

wobei Re(·) den Realteil bezeichnet. Sei u ≤ t und ei, ej ∈ E . Dann definieren wir die Funktion

ϕi,j(u, t) := EP
[
eα(Rt−Ru)1{Yt=ej}

∣∣∣Yu = ei
]
.

Aufgrund der Markoveigenschaft von Y und den unabhängigen Zuwächsen vonW ergibt sich

ϕi,j(u, t+ ∆t) = EP
[
eα(Rt−Ru)eα(Rt+∆t−Rt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yu = ei
]

=
d∑

k=1
EP
[
eα(Rt−Ru)1{Yt=ek}e

α(Rt+∆t−Rt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yu = ei
]

=
d∑

k=1
EP
[
eα(Rt−Ru)1{Yt=ek}EP

[
eα(Rt+∆t−Rt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Gt]∣∣∣Yu = ei
]

=
d∑

k=1
EP
[
eα(Rt−Ru)1{Yt=ek}EP

[
eα(Rt+∆t−Rt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yt = ek
]∣∣∣Yu = ei

]

=
d∑

k=1
EP
[
eα(Rt−Ru)1{Yt=ek}

∣∣∣Yu = ei
]
EP
[
eα(Rt+∆t−Rt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yt = ek
]
.

Da die Wahrscheinlichkeit, dass Y in einem Zeitintervall der Länge ∆t zumindest zweimal den
Zustand wechselt, o(∆t) ist und

EP
[ ∣∣∣eα(Rt+∆t−Rt)

∣∣∣ ] = EP

[
exp

(∫ t+∆t

t
αRe(βs)ds+

∫ t+∆t

t
αRe(γs)dWs

)]
(A.1)= EP

[
exp

(∫ t+∆t

t
αRe(βs) + 1

2α
2 Re(γs)2ds

)]
≤ 1 + cα∆t+O(∆t2)
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für cα ∈ R und ∆t→ 0 gilt, reicht es, die Situation zu betrachten, in der kein Zustandswechsel
bzw. genau ein Zustandswechsel stattfindet. Sei Z eine reelle Zufallsvariable mit Z ∼ N (0,∆t).
Somit erhalten wir, falls j = k

EP
[
eα(Rt+∆t−Rt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yt = ej
]

= EP
[
eαβj∆t+αγjZ

]
(1 + aj,j∆t) + o(∆t)

= exp
(
αβj∆t+ 1

2α
2γ2
j∆t

)
(1 + aj,j∆t) + o(∆t)

=
(

1 + αβj∆t+ 1
2α

2γ2
j∆t+O(∆t2)

)
(1 + aj,j∆t) + o(∆t)

= 1 + αβj∆t+
α2γ2

j

2 ∆t+ aj,j∆t+ o(∆t).

Analog können wir im Fall j 6= k zeigen, dass

EP
[
eα(Rt+∆t−Rt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yt = ek
]

= (1 +O(∆t))ak,j∆t+ o(∆t)

= ak,j∆t+ o(∆t)

für ∆t→ 0. Daraus ergibt sich

ϕi,j(u, t+ ∆t) = ϕi,j(u, t)
(

1 + αβj∆t+
α2γ2

j

2 ∆t+ aj,j∆t
)

+
∑
k 6=j

ϕi,k(u, t)ak,j∆t+ o(∆t)

für ∆t→ 0. Somit erfüllt die Funktion ϕi,j(u, t) für i, j = 1, . . . , d die Differentialgleichung

∂

∂t
ϕi,j(u, t) = ϕi,j(u, t)

(
αβj +

α2γ2
j

2

)
+

d∑
k=1

ϕi,k(u, t)ak,j , ϕi,j(u, u) = 1{i=j}. (A.2)

Betrachten wir die beiden Matrizen Φ(u, t) = (ϕi,j(u, t))i,j=1,...,d und

K(α) = A+ diag
(
αβ1 + α2γ2

1
2 , . . . , αβd + α2γ2

d

2

)
.

Dann lässt sich das System von Gleichungen aus (A.2) als Matrixdifferentialgleichung

∂

∂t
Φ(u, t) = Φ(u, t)K(α), Φ(u, u) = I

schreiben. Ihre Lösung ist durch die Matrix

Φ(u, t) = exp((t− u)K(α)) =
∑
k≥0

(t− u)k

k! K(α)k

mit (i, j)-ten Eintrag

ϕi,j(u, t) = EP
[
eα(Rt−Ru)1{Yt=ej}

∣∣∣Yu = ei
]

= exp((t− u)K(α))i,j
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gegeben. Wir schreiben 1 für den Einsvektor in Rd. Dann folgt

EP
[
eα(Rt−Ru)

∣∣∣Yu] =
d∑
i=1

EP
[
eα(Rt−Ru)

∣∣∣Yu = ei
]
1{Yu=ei}

=
d∑
i=1

d∑
j=1

EP
[
eα(Rt−Ru)1{Yt=ej}

∣∣∣Yu = ei
]
1{Yu=ei}

=
d∑
i=1

d∑
j=1

ϕi,j(u, t)1{Yu=ei} = Y T
u exp((t− u)K(α))1. (A.3)

Sei π0 die Startverteilung von Y und α ∈ R. Mit R0 = 0 erhalten wir

EP
[
eαRt

]
= EP

[
EP
[
eα(Rt−R0)

∣∣∣Y0
]]

= πT0 exp(tK(α))1. (A.4)

A.2 Momentenerzeugende Funktion der Zufallsvariable Nt

Die Notation ist Kapitel 1 und Kapitel 2.1 entnommen. Wir bestimmen die momentenerzeugende
Funktion für

Nt :=
∑

(i,j)∈E
N i,j
t ,

wobei Nt die Gesamtanzahl an Zustandswechsel der homogenen Markovkette Y bis zum Zeit-
punkt t beschreibt [45]. Die Startverteilung von Y ist π0, α ∈ R und

ϕi,j(t) := EP
[
eαNt1{Yt=ej}

∣∣∣Y0 = ei
]

für ei, ej ∈ E . Sei a′ := maxi=1,...,d |ai,i| > 0. Die Verweildauer Tn = τn− τn−1 im Zustand Zn−1
ist exponentialverteilt mit Parameter |aZn−1,Zn−1 | und damit ist

T ′n := Tn
|aZn−1,Zn−1 |

a′
≤ Tn

exponentialverteilt mit Parameter a′. Somit ist (T ′n)n∈N eine Folge von unabhängig, identisch
verteilten Zufallsvariablen und der dazugehörige Zählprozess (N ′t)t∈τ ist ein Poissonprozess mit
Parameter a′. Da per Konstruktion Nt ≤ N ′t , ist

P(Nt ≥ n) ≤ P(N ′t ≥ n) (A.5)

für n ∈ N erfüllt. Daraus ergibt sich auch die Existenz von ϕi,j(t). Genau wie in Kapitel A.1
können wir hier zeigen, dass

ϕi,j(t+ ∆t) = EP
[
eαNt+∆t1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Y0 = ei
]

=
d∑

k=1
ϕi,k(t)EP

[
eα(Nt+∆t−Nt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yt = ek
]
.

80



A Verteilungseigenschaften

Falls n ≥ 2 Zustandswechsel im Intervall (t, t + ∆t] auftreten, erhalten wir mit (A.5) für den
Erwartungswert

EP
[
eα(Nt+∆t−Nt)1{Yt+∆t=ej}1{Nt+∆t−Nt≥2}

∣∣∣Yt = ek
]

≤ EP
[
eα(Nt+∆t−Nt)1{Nt+∆t−Nt≥2}

∣∣∣Yt = ek
]

=
∑
n≥2

eαnP(Nt+∆t −Nt = n|Yt = ek)

≤
∑
n≥2

eαnP(N∆t −N0 ≥ n|Y0 = ek)

≤
∑
n≥2

eαn
∑
k≥0

e−a′∆t (a
′∆t)n+k

(n+ k)!

≤
∑
n≥2

eαn(a′∆t)ne−a′∆t
∑
k≥0

(a′∆t)k

k!

=
∑
n≥2

eαn(a′∆t)n ∈ O(∆t2)

für ∆t→ 0. Dabei muss ∆t so gewählt sein, dass die Bedingung |eαa′∆t| < 1 erfüllt ist. Somit
ergibt sich im Fall j = k

EP
[
eα(Nt+∆t−Nt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yt = ej
]

= (1 + aj,j∆t) + o(∆t)

bzw. analog dazu, falls j 6= k

EP
[
eα(Nt+∆t−Nt)1{Yt+∆t=ej}

∣∣∣Yt = ek
]

= eαak,j∆t+ o(∆t)

für ∆t→ 0. Daraus resultiert

ϕi,j(t+ ∆t) = ϕi,j(t)(1 + aj,j∆t) +
∑
k 6=j

ϕi,k(t)eαak,j∆t+ o(∆t)

für ∆t → 0. Somit erfüllt die Funktion ϕi,j(t) für i, j = 1, . . . , d die gewöhnliche Differential-
gleichung

d

dt
ϕi,j(t) = ϕi,j(t)aj,j +

∑
k 6=j

ϕi,k(t)eαak,j , ϕi,j(0) = 1{i=j},

wobei sich dieses System von Gleichungen für Φ(t) = (ϕi,j(t))i,j=1,...,d auch als Matrixglei-
chung

d

dt
Φ(t) = Φ(t) (AJeα +AS) , Φ(0) = I (A.6)

mit

AJ =


0 a1,2 . . . a1,d
a2,1 0 . . . a2,d
...

... . . . ...
ad,1 ad,2 . . . 0

 , AS =


a1,1 0 . . . 0
0 a2,2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . ad,d
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schreiben lässt. Als Lösung der Gleichung (A.6) erhalten wir

Φ(t) = exp(t (AJeα +AS)).

Folglich ist die momentenerzeugende Funktion von Nt durch

ϕNt(α) = πT0 exp(t (AJeα +AS))1 (A.7)

bestimmt.

Bemerkung. Das (G,P)-Martingal M i,j aus (2.2) erfüllt wegen N i,j
t ≤ N ′t die Bedingung

sup
t∈τ

EP[(M i,j
t )2] ≤ sup

t∈τ
EP[(N i,j

t )2 + (a′t)2] ≤ sup
t∈τ

EP[N ′2t + (a′t)2] <∞

für t ∈ τ und (i, j) ∈ E. Somit ist M i,j quadratintegrierbar.
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B Stochastische Grundlagen

Im Folgenden ist (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und G = (Gt)t≥0 eine Filtration, die
die üblichen Bedingungen erfüllt. Weiters bezeichnen wir mit L2

M den Raum aller quadrat-
integrierbaren (G,P)-Martingale M = (Mt)t≥0 mit M0 = 0.

Proposition B.1. Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und F1,F2 ⊆ F zwei σ-Algebren.
Falls σ(σ(X),F1) unabhängig von F2 ist, haben wir

EP[X|σ(F1,F2)] = EP[X|F1] P-f.s..

Beweis. Siehe [61].

Proposition B.2. Für M,N ∈ L2
M existieren eindeutig bestimmte, G-vorhersehbare Prozesse

〈M〉 = (〈M〉t)t≥0 und 〈M,N〉 = (〈M,N〉t)t≥0, sodass

M2
t − 〈M〉t,

MtNt − 〈M,N〉t

(G,P)-Martingale sind. Wir bezeichnen 〈M〉t als die vorhersehbare quadratische Variation des
Prozesses M bis zum Zeitpunkt t bzw. 〈M,N〉t als die vorhersehbare quadratische Kovariation
der Prozesse M und N bis zum Zeitpunkt t.

Beweis. Siehe [35].

Satz B.3. Seien M,N ∈ L2
M . Dann gelten die folgenden Eigenschaften für die vorhersehbare

quadratische Variation bzw. Kovariation:

• [M ]− 〈M〉 ist ein (G,P)-Martingal.

• 〈M,N〉 ist linear in M und N .

• Sei L2(〈M〉) der Raum aller G-vorhersehbaren Prozesse H = (Ht)t≥0 mit

EP

[∫ ∞
0
|Hs|2d〈M〉s

]
<∞.

Falls H ∈ L2(〈M〉), folgt 〈H ·M,N〉 = H · 〈M,N〉.

Beweis. Siehe [17].
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Lemma B.4. Sei M ∈ L2
M und H = (Ht)t≥0 ein reellwertiger, G-vorhersehbarer Prozess mit

(Ht1{t≤T})t≥0 ∈ L2(〈M〉)

für T > 0. Dann ist auch der Prozess (
∫ t
0 HsdMs)t≥0 ein quadratintegrierbares (G,P)-Martingal.

Beweis. Siehe [35].

Satz B.5 (Exponentialprozess). Sei X ein Semimartingal mit X0 = 0. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes Semimartingal Z als Lösung der stochastischen DGL

Zt = 1 +
∫ t

0
Zs−dXs,

wobei diese durch

Zt = E(X)t = exp
(
Xt −

1
2[X]ct

)∏
s≤t

(1 + ∆Xs)e−∆Xs P-f.s.

gegeben ist. Man nennt Z den Exponentialprozess oder das Doléans-Dade-Exponential von X.

Beweis. Siehe [52].

Lemma B.6. Falls X = (Xt)t≥0 ein lokales (G,P)-Martingal mit ∆Xt > −1 P-f.s. für t ≥ 0
ist, dann ist der Prozess Z = (Zt)t≥0 mit

Zt = 1 +
∫ t

0
Zs−dXs (B.1)

ein strikt positives, lokales (G,P)-Martingal. Weiters ist Z genau dann ein (G,P)-Martingal,
falls zusätzlich EP[Zt] = 1 für t ≥ 0 gilt.

Beweis. Siehe [17].

Satz B.7 (Satz von Girsanov). Sei Z ein strikt positives und gleichgradig integrierbares
(G,P)-Martingal mit der Darstellung Zt = 1 +

∫ t
0 Zs−dXs. Dabei ist Z∞ := limt→∞ Zt. Dann

können wir ein zu P äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,F) durch die Dichte

dQ
dP

= Z∞

definieren. Sei W = (Wt)t≥0 eine Brownsche Bewegung bezüglich G unter P. Angenommen, der
Prozess 〈W,X〉 existiert und ist stetig, dann ist WQ = (WQ

t )t≥0 mit

WQ
t := Wt − 〈W,X〉t

eine Brownsche Bewegung bezüglich G unter Q.

Beweis. Siehe [57].
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Satz B.8 (Itô-Formel). Sei X = ((X1
t , . . . , X

n
t ))t≥0 ein Rn-wertiges Semimartingal. Weiters

ist f : Rn 7→ R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann ist f(X) wieder ein Semi-
martingal und es gilt P-f.s. für alle t ≥ 0

f(Xt) = f(X0) +
n∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs−)dXi

s + 1
2

n∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs−)d[Xi, Xj ]cs

+
∑

0<s≤t

(
f(Xs)− f(Xs−)−

n∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs−)∆Xi

s

)
.

Beweis. Siehe [52].

Bemerkung. Sei X1 = (X1
t )t≥0 ein Itô-Prozess und X2 = (X2

t )t≥0 eine zeitstetige Markov-
kette. Dann kann im Spezialfall X = ((t,X1

t , X
2
t ))t≥0 die Itô-Formel zu

f(Xt) = f(X0) +
∫ t

0

∂f

∂t
(Xs−)ds+

∫ t

0

∂f

∂x1
(Xs−)dX1

s + 1
2

∫ t

0

∂2f

∂x2
1

(Xs−)d[X1, X1]s

+
∑

0<s≤t
f(Xs)− f(Xs−)

(B.2)

vereinfacht werden.

Satz B.9 (Bayes-Formel). Sei Q ein zu P äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,F)
und Z sei der dazugehörige Dichteprozess. Weiters ist Y eine beliebige Gt-messbare Zufalls-
variable, die

EQ[|Y |] <∞

erfüllt. Dann gilt

EQ[Y |Gs] = EP[ZtY |Gs]
EP[Zt|Gs]

P-f.s. bzw. Q-f.s.

für s ≤ t.

Beweis. Siehe [51].
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