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Die Bemessung zentrisch und exzentrisch
gedriickter Stabe auf Knickung
Von M. Ros, Ziirich

Die mangelnde Knicksicherheit von gedriickten Stiben aus Konstruktions-
stiahlen ist fiir das Ingenieurwesen am verhdngnisvollsten gewesen. Drei Viertel
aller Einstiirze im Eisenbriicken- und Eisenhochbau sind auf ungeniigende Knick-
sicherheit zuriickzufithren. Gedriickten Konstruktionsgliedern ist daher die aller-
groBte Sorgfalt bei deren Berechnung und konstruktiven Durchbildung zuzuwenden.

TInsbesondere wird in der Praxis dem die Knicksicherheit vermindernden Ein-
flusse des exzentrischen Kraftangriffes nicht immer die gebiihrende Beachtung
zuteil.

In dieser Erkenntnis haben die Eidgenossische Materialpriifungsanstalt an der
Eidgenossischen Technischen Hochschule in Ziirich (E.M.P.A.), die Technische
Kommission des Vereins Schweizerischer Briickenbauanstalten in Kriens-Luzern
(T.K.V.S.B.) und die Generaldirektion der Schweizerischen Bundesbahnen in
Bern (S.B.B.) mit zentrisch und exzentrisch gedriickten, an beiden Enden gelenkig
gelagerten Stdben aus Konstruktionsstahl Versuche durchgefiihrt. Die Ergebnisse
dieser Versuche wurden denjenigen der Theorie gegeniibergestellt.

Die theoretischen Ableitungen fiir das Knicken beim zentrischen Kraftangriff
lehnen sich auf das engste an die Untersuchungen von ENGESSER und KARMAN')
an, wihrend diejenigen fiir die Knickvorginge bei exzentrischem Kraftangriff,
sowie bei Querbelastung nach dem T.K.V.S.B.-Verfahren, von M. Ros und
J. BRUNNER?), herriihren.

Der vorliegende Bericht umfaBt die Ergebnisse der Theorie und der Versuche,
die an der Eidgendssischen Materialpriifungsanstalt in Ziirich in den Jahren 1926
bis 1928 durchgefithrt wurden, und weist folgende Abschnitte auf:

Abschnitt I: Knicken bei zentrischem Kraftangriff.

Abschnitt IT: Knicken bei exzentrischem Kraftangriff, Knickrichtung in der
Kraftebene.

Abschnitt III: Knicken bei exzentrischem Kraftangriff, Knickrichtung winkel-
recht zur Kraftebene.

Abschnitt IV: Knicken bei nach beiden Hauptachsen exzentrischem Kraft-
angriff.

Abschnitt V: Knicken mit einer in der Stabmitte wirkenden unverander-
lichen Querbelastung. 2

Die theoretischen Untersuchungen und die Versuche beziehen sich auf weiche
Kohlenstoffstihle fiir Eisenkonstruktionen von Normalgiite — St. 37 —. Mit Si-
Stahl wurden Knickversuche bei zentrischem Kraftangriff ausgefiihrt. Sie bilden
gleichfalls den Gegenstand dieses Berichtes.
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Samtlichen theoretischen Untersuchungen liegen nachfolgende Annahmen
zugrunde:

1. Vollwandige Stibe, rechteckigen unverinderlichen Querschnittes. (Bei der
Verwendung von 1-Trigern zu Versuchszwecken waren dieselben in allen Teilen
des Querschnittes in sich knicksicher.)

2. Gelenkige Lagerung der beiden Stabenden.

3. Druck-Stauchungs-Diagramm entsprechend der Abb. 3.
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Abb. 3. Ideelles Druckstauchungsdiagramm

4. Ebenbleiben der Querschnitte.

5. Biegelinie gleich der Sinuslinie.

Die Beriicksichtigung der Stabverkiirzung infolge Achsialkraft, der EinfluB
der. Querkrifte, sowie die aussteifende Wirkung der Lager an den Stabenden,
beemﬂ}lssen die Knickfestigkeit theoretisch wenig und praktisch ganz unbedeutend.

Dle Beriicksichtigung des genauen Kriimmungshalbmessers statt desjenigen
der Sinuslinie in Stabmitte ist nur in Sonderfillen von praktischem Werte.

Abschnitt I

Knicken bei zentrischem Kraftangriff

Dem Gedanken von EnGEsser und KArRMAN folgend, wurde die EULERsche
Knickformel fiir zentrisch gedriickte Stdbe rechteckigen Querschnittes
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in der verallgemeinerten Form
2
e Pr=—5Tp.] ..

den vorliegenden Untersuchungen zugrunde
&  gelegt. Der Elastizititsmodul £ wurde durch
B9 9.7 den Knickmodul 7, welcher durch das
me: €  o-A-Diagramm bestimmt ist, ersetzt. Abb. 3.

o Der Knickmodul

e T =T Ly2"

des Querschn

— —-  ist ein Mittelwert zwischen den jeweiligen
T-Werten und dem Elastizitaitsmodul E.

Abb. 4. Bestimmung des Moduls 77 fiir unend- Ll o
lich Kleine Ausbiegungen Die Abhingigkeit zwischen o, und 7', geht

aus der Abb. 5 hervor.
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Abb. 5. Knickmodul T7 als Funktion der Spannung

Die Beziechung 3 erméglicht es, o, und T, als Funktionen des Schlankheits-
grades j darzustellen. Abb. 6.

Der EinfluB der Querschnittsform des Stabes fiir Rechteck-, I- und T-Quer-
schnitt auf die Knickspannung, geht aus der Abb. 7 hervor.

Abschnitt II
Knicken bei exzentrischem Kraftangriff, Knickrichtung in der Kraftebene

Die Priifung des Gleichgewichtes zwischen dem Angriffsmoment M, der éuBer?n
Kraft P und dem aufrichtenden Moment M; der inneren Krifte im Knickquerschnitt




Die Bemessung zentrisch und exzentrisch gedriickter Stibe auf Knickung 285

erstreckt sich nicht mehr, wie beim zentrischen Knicken, auf den Zustand sehr
kleiner, sondern bestimmter, endlicher Ausbiegungen des gedriickten Stabes.
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Diese Annahme trifft genau zu fiir den Fall, daB zuerst die volle Lingskraft
auftritt (Grundspannung) und erst nachher das der Exzentrizitit des Kraft-
angriffes entsprechende Moment sich auswirkt und auch, wenn die Lingskraft und
das Exzentrizititsmoment gleichzeitig bis zum kritischen Héchstwert anwachsen
und hiebei die Grundspannung die Proportionalititsgrenze nicht iiberschreitet.

Sie ist als Anniherung zu bewerten, wenn die exzentrisch wirkende Lings-
kraft allméhlich auf den Héchstwert anwichst und die Grundspannung iiber der
Proportionalititsgrenze liegt, weil auf der Konvexseite kompliziertere Belastungs-
und Entlastungszustinde auftreten. Der hieraus sich ergebende Unterschied ist
fir alle praktisch wichtigen Fille, fiir welche die Grundspannung zwischen der
Proportionalititsgrenze und FlieBgrenze liegt, nicht von Bedeutung und wird
erst dann, wenn die Grundspannung die FlieBgrenze iiberschreitet, griBer.
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Um das Wesen des Knickproblems klar hervorzuheben und die Ableitungen
nicht unnétig verwickelt zu gestalten, wurde nur die erst erwihnte Annahme
als giiltig vorausgesetzt.

Die willkiirliche Wahl von % beeinfluBt die GréBe der 7,-Werte nicht.

Auf Grundlage dieses Verfahrens wurden die Moduli 7', fiir verschiedene Grund-
spannungen o, als Funktionen der Summe der spezifischen Randfaserdehnungen 4
in Promille berechnet. Die so erhaltenen T,-Werte sind auf der Abb. g graphisch
zur Darstellung gebracht, woselbst auch die zugeordneten gréBten Randspannungen
eingetragen sind.

Der Kriimmungsradius besitzt fiir die Zwecke der Praxis geniigend genau
(Zweig einer Sinuslinie durch eine volle Sinuslinie ersetzt) in Stabmitte den Wert

e=—r.% Abb. ro. . . .. ;..
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und da
gzz S R L S E R PR et o ()
ist, folgt u
e . )

womit der Biegepfeil / in Stabmitte mit der Summe der spezifischen Randfaser-
dehnungen in Beziehung gebracht ist.

Unter Zuhilfenahme der 7',-Moduli fiir eine bestimmte Grundspannung o,
und entsprechend verschiedenen Werten der Summe der spezifischen Randfaser-
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Abb. 10. Exzentrisches Knicken Abb. 11. Exzentrisches Knicken. M o~ Tangenten an die M;-Kurve
und urspriinglich krummer Stab

dehnungen A 14aBt sich fiir eine willkiirlich vorausgesetzte Hohe des rechteckigen
Stabquerschnittes F = /4 . 1 die Kurve der M,-Werte aus der Beziehung

4

aufzeichnen. Abb. 11.

Bestimmt man nun die Strahlen des Strahlenbiischels der Momente M, =

! 3 2
P,.f=0,.h.1.{ fir verschiedene Schlankheitsgrade - ,wobei f durch die Summe

" ill ausgedriickt wird, und

zieht entsprechend dem Strahlenbiischel an die M,-Kurve Tangenten, so geben
die so bestimmten Berithrungspunkte die Gleichheit der Momente der &#uBeren
exzentrisch wirkenden Kraft P,=o0;.5h.!

PR R e

12
der Randfaserdehnungen A aus der Bezichung f= -
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und des inneren aufrichtenden Momentes
M,=T,.J4.
Die Kraft P, entspricht somit der Knickkraft, welche am Hebelarm
I' = (p + f) des verbogenen Stabes wirkt. Die Exzentrizitit des Kraftangriffes

wird durch das Exzentrizititsmall m :% ausgedriickt, worin p = urspriinglicher

Exzentrizititshebel am unverbogenen Stab und %2 = Kernweite des rechteckigen
Stabquerschnittes ist.

T.KV.SB-Kurven der Schwerpunkf-Knickspannungen.
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Trigt man fiir verschiedene ins Auge gefaBte Grundspannungen o, und
- ; - s lasss
fiir die verschiedenen angenommenen Schlankheusverhéiltmsse7 die entsprechen-
s . : l .
den ExzentrizititsmaBe s als Punkte in das Koordinatensystem — (Abszisse)

und o, (Ordinate) ein, so erhdlt man durch Verbindung der gleich groBen »-Werte
die jeweiligen m-Kurven, z. B. fiir m = 0,5, I, 2, 3, 4, 5 und 6. So sind die
T.K.V.S.B.-Kurven der Schwerpunkt-Knickspannungen fiir verschiedene exzen-

A i : X 2 l
trische Knickbelastungen als Funktion des Schlankheitsverhiltnisses - entstan-
den. Abb. r2.
Versuche und Versuchsergebnisse fiir Knicken bei zentrischem und
exzentrischem Kraftangriff

In der AmsrLErschen 500 Tonnen-Druckmaschine wurden 28 Knickversuche
mit I NP 32 und I NP 22 durchgefiihrt. Abb. 13.
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Das Material der untersuchten Knickstibe war Thomasstahl von iiblicher
Handelsqualitit, welcher eingehend untersucht wurde.

Bei simtlichen Knickversuchen wurden gemessen:

die ortlichen Dehnungen im Knickquerschnitt (Stabmitte) an den vier duBeren
Kanten der Flansche, scwie an zwei Stellen im Steg,

die seitlichen Ausbiegungen in Stabmitte,
die Auflagerverschiebungen und die Neigungs-
inderung der Auflagerplatten.

Die festgestellte mittlere Proportionalitits-
grenze g, = 2,00 t/qgem und die Quetschgrenze
o,= 2,67, sowie der ganze Charakter des Druck-
Stauchungs-Diagrammes, Abb. 14, stimmt prak-
tisch sehr gut mit dem den theoretischen Unter-
suchungen zugrunde gelegten o-A-Verlauf der
Abb. 3 iiberein.

Die Ergebnisse der Versuche vom Schlank-
heitsgrad 1, - 65 und vom Exzentrizititsmale
m=0, 1 und 3, sind in der Abb. 15 zusam-
mengestellt.

Das Endergebnis der Knickversuche ist in
Abb. 16 zur Darstellung gebracht.
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Abschnitt III

Knicken bei exzentrischem Kraftangriff,
Knickrichtung winkelrecht zur Kraftebene

Ist ein Stab in einer der Hauptachsen exzen-
trisch gedriickt, so wird die Tragkraft nicht nur
fiir diese Knickrichtung abgemindert, sondern
auch fiir Knickrichtung winkelrecht zur Kraft-
ebene, und zwar dann, wenn einzelne Flichen-
elemente des Querschnittes durch das Moment
aus Exzentrizitit und Biegungspfeil iiber die
Proportionalititsgrenze beansprucht werden.
Das Material folgt dann in diesen Zonen einem
andern Modul.

Die Uberpriifung der Stabilitit eines
solchen der Knickgefahr ausgesetzten Stabes
erfolgt

a) fiir das Ausknicken in der Kraftebene R AR
um die x-Achse, nach den Regeln fiir das Schneidenent
Knicken bei exzentrischem Kraftangriff, Ab- sa
schnitt I1:

b) fiir das Ausknicken um die y-Achse,
hach den Regeln fiir das Knicken bei zentrischem Kraftangriff, Abschnitt I, wo-
bei aber ein anderer Knickmodul T, cinzufithren ist.

Die kleinere der beiden so ermittelten Knickkrifte ist fiir das wirkliche
Tl’dg\'vrnmgvn mabBgebend.

Aus der M ,-Kurve der inneren Momente fiir die x-Achse

TP A

lank tsgrad 120; Exzentrizititsmal

Bruckenbaukongreg
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fiir eine bestimmte, vorerst schitzungsweise angenommene Grundspannungo,,
unter Zuhilfenahme des Graphikons der Abb. g, wird der infolge des Biegemo-
mentes P (p, | f.) erzeugte Biegepfeil f, bestimmt, Abb. 17, durch zum Schnitt
bringen der M ,-Linie mit der M,-Kurve.

Da zwischen dem Biegepfeil f, und der Summe der Randfaserdehnungen A4
nach Gleichung 7 die Beziehung
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Abb. 14. Druck-Stauchungs-Diagramme

gilt, ist /. bekannt. Fiir die Lage der Nullinie ist die vorldufige Annahme von 4,
bestimmend, wodurch auch die Spannungsverteilung iiber den Querschnitt fest-
gelegt ist. Abb. 18.

Die Uberpriifung der Gleichgewichtsbedingungen fiir die Biegungsmomente,
namlich:

Zugkraft = Druckkraft und

Moment der inneren Krifte M;= dem

Moment der duBeren Krifte M,= P (p.+ f.),

erfordert gegebenenfalls zum Zwecke der Ubereinstimmung eine nochmalige AI:-
nahme von ¢, und A;. Auf Grund der wirklichen Spannungsverteilung, Abb. Ib
koénnen den Zonen A F mittlere 7',-Moduli zugeordnet werden, aus denen dann fiir
den Gesamtquerschnitt ein Modul

DR
Lo s iy« st 0 n . ol

berechnet wird.
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Die Kraft fiir das Ausknicken um die
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Abb. 16. T. K. V. S. B.-Kurven fiir exzentrische Belastungen,

m= o0, T und 3. Versuchsergebnisse E. M. P. A. 1926
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Grundspannung ¢, iibereinstim-
men. Trifft dies nicht zu, so ist
die Untersuchung im angege-
benen Sinne bis zur Uberein-
stimmung zu wiederholen.

Mit FluBstahl-Stiben von
160 X 40 mm = 64 gcm  Quer-
schnitt und Knickldngen von
1520mm und 760 mm, somit
fiir Schlankheitsgrade

R T

TI = 150 [oEAT 33 und
I

.L = 65 bezw. %:17, Abb. 19,
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Abb. 17. Knicken bei exzentrischem Kraftangriff, Knickrichtung winkelrecht zur Kraftebene. Bestimmung des Biegepfeiles
und der Randfaserdehnungen in der Kraftebene fiir die geschitzte Kraft P = 0,.F = 1,000 . 64 = 64t
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wurden die in der nachfolgenden Tabelle I zusammengestellten Versuche mit fiir
die x-Achse exzentrischem und fiir die y-Achse zentrischem Kraftangriff durch-
gefiihrt.
Taiiel n
Knicken winkelrecht zur Kraftebene. Querschnitt Rechteck 160 X 40 mm

Gemessene Knickkrafte

(8]}

l l
Schlankheitsgrad — = 6 Schlankheitsgrad = 130
Ty y

e | = 1 Wy — 2 ‘ e —s = S o M— 3

‘ \
T3Et 102 75 — 83t | — 60 51
| |
Y-Axe
|
Gruridspanmung
J= 2650 3
4,7= 2,0 %o 7lem
Gemesser = 2,08 Yoo
% e i ——] S—‘
SN 7 5
R =—} Druckmittejpunkt | |
N —64F |k 1
N =
& \: N
. = w2 L IER e S
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Detbrungslinie —\ X = S
N, X F T e §
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- 1 B S| o
X —h & Ny S
< ——— ] R
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X- Axe E &
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S
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Aus Mody! Ty = 1700 : I8
e, 1 Q
SR <
] &
S
4 = /&\'\
2 SR
4 B
) SPPIDIDP T, VT N igh
3 45=07 %0
g=1000 | o= 1500 Hem® | Gemessen < 0,72 Yoo
t
i
i
! s 2 4
Abb. 18. Knicken bei exzentrischem Kraftangriff, m , = 2 — = 130, Knickrichtung winkelrecht zur Kraftebene. Spannungs-

1
y
verteilung fiir die geschdtzte Knickkraft Pj = 64 t, Aus Modul T = 1700 abgeleitete Knickkraft = 64 t (iiberein-

stimmend). Gemessene Knickkraft = 6ot

Sémtliche Stibe knickten um die y-Achse, also winkelrecht zur Kraftebene
aus, Die Knickkrifte in der Ebene des exzentrischen Kraftangriffes sind, ent-
sprechend den Versuchsergebnissen unter Abschnitt IT, in Wirklichkeit auch groBer.

Die theoretischen Werte der Knickkrifte betragen fiir

ii = 130: zentrisch....P, =80t
Ly
il o= B vt I = (AL

wdhrend die entsprechenden Versuchswerte P,= 83t bzw. 60t ergeben. Die
Ubereinstimmung ist praktisch eine sehr gute.
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Der Abfall der Knickkrifte beliuft sich bei den untersuchten Stiben, je nach
Schlankheitsgrad und Exzentrizitit, auf rund 259/, bis 45°/,, bezogen auf zentrische
Knickkrifte.

Abschnitt IV

Knicken bei einem nach beiden Hauptachsen exzentrischen Kraftangriff

Mit Spitzenlagerung, die eine freie Drehbarkeit des Stabes nach allen Richtungen
gestattet, durchgefithrte Knickversuche mit
I-Dip-Tragern Nr. 14 zeigten einen sehr star- B
ken Abfall der Knickkrifte infolge der Ex-

Abb. 19. Knickversuch mit Rechteckeisen 16 % 4 cm. Schneiden- Abb. 20. Knickversuch mit I Dip. I4
entfernung 1,52 m Spitzenentfernung 1,58 m
/f i 3 s a
Schlankheitsgrad = 130; ExzentrizititsmaBe Schlankheitsgrad 7% = Exzentrizitatsmal
4
¥ .
My =2 my =o My = 1,5, My =1
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zentrizititen. Die Ergebnisse dieser Versuche sind in der nachfolgenden Ta-
belle IT zusammengestellt.

Tafel IT

Nach beiden Hauptachsen exzentrischer Kraftangriff. I-Dip Nr. 14
Gemessene Knickkrafte

l 3 l
Schlankheitsgrad D Schlankheitsgrad — = 8o
A 7
Wer — O Wiz — O e 1 ‘ M, — 1,5 We— © Me— 0 e T =
m&,. =0 m»,, =1 | ‘HZJ, =1 | 1)1',, =1 771_1, =0 ”Z.I' =1I | ﬂIVJ, ——h e WlJ» =1
120t 79 63 55 94 sBiR eI Ty 43

\ Abschnitt V
Knicken mit einer in der Stabmitte wirkenden unverdnderlichen Querbelastung

In der Mitte winkelrecht zur Achse eines Stabes wirkende Lasten vermindern
seine Knickkraft. Diese Verminderung der Tragfihigkeit hingt vom Schlankheits-

> v
l #
{5 P &
S
Grundspannung = o, §
X
e
M = 7;J )
>
V4
7
//
7
v 4
//
7
7
//
|( K red) oF /l?/‘ez/
1 4
| >£
| o
107
v
/ R - 4 in Yoo Summe der Rendfzserdelmmngern
Pk Biegepfeil fy pLa Ausbiegunger

Abb. 21. Knicken mit Seitenlast. Theoretische Stabilitatskurven fiir innere und duBere Momente

l

grad f = —, sowie von der GroBe der wagrechten Kraft H ab. Sowohl die Abminde-

rung als auch die jeweilige Querbelastung sind in Bruchteilen der Knickkraft des
zentrisch gedriickten und quer nicht belasteten Stabes angegeben. Abb. 22.
In der Abb. 21 ist der Verlauf der M ;-Kurve

A
A[i — TA] ]l’

eines Stabes rechteckigen Querschnittes F = /. b, dessen Schlankheitsgrad f# = —l

2
bekannt ist, fiir eine bestimmte angenommene Grundspannung g, und verschiedene

Werte der Summe der Randfaserdehnungen 4, ganz analog wie dies auch in der
Abb. 17 geschehen ist, zur Darstellung gebracht.
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Die in der Achse des Stabes wirkende Kraft weist die GroBe von Phiea = ,. 5. b
auf. Die Beziehung

%]

l 4

f:n'h

o

erméglicht die Bestimmung des jeweilig den Randdehnungen zugeordneten Biege-
pteiles. Einem bestimmten Biegepfeil f entspricht ein Moment der duBeren Kraft
Prrea von der GroBe M, = P red . . Der lineare Verlauf dieses Momentes ist in der
Abb. 21 als M, -Linie dargestellt. Die parallel zur M ,-Geraden verlaufende Tangente
an die M-Kurve gibt denjenigen maximalen Anteil von M, an, welcher bis zur
volligen Erschopfung des inneren Momentes fiir das von einer Seitenlast H erzeugte
Moment 5

; l
M”:H"Ar o T R e e )
zur Verfiigung tibrig bleibt.

Seltenlast|
\\\ L ;

H~ibg

el e =2
N \ H-d //

8§

Q
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/
/
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g 8
I

/

o

e

Traghraft B peq
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L \/‘/--5- s

S
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| I | I | | e
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Schlankheitsgrad L/

S

Abb. 22. Kurven der Knickkraft-Abminderung durch Seitenlast

Dieses Verfahren ermdglicht somit, fiir eine bestimmte Grundspannung oy,

somit fir ein bestimmtes Py rea und fiir einen bestimmten Schlankheitsgrad f = —
: « M A

eine zugeordnete Horizontalkraft H — = ZH' zu ermitteln.

Anderseits ist fiir den nur zentrisch gedriickten Stab gleichen Schlankheitsgrades
seine Knickkraft P, ohne die Einwirkung der Horizontalkraft, bekannt. Abb. 12.

Das Verhiltnis von flfpﬁf gibt die Abminderung der Knickkraft P des zentrisch
gedriickten Stabes gegentiber derjenigen des mit der Horizontalkraft H gleichzeitig
belasteten Stabes. Die Horizontalkraft A 148t sich durch die Beziehung

I50

a:-Pf................(I4)

in Bruchteilen der zentrisch wirkenden Knickkraft P ausdriicken.

; : e K red Pt
Durch die Bestimmung der a-Werte fiir die Verhiltnisse 7P;e7 fiir alle vor-

kommenden Schlankheitsgrade f und die Verbindung der gleich grofien a-Werte
sind die Kurven der Abb. 22 entstanden.
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Abb. 24. Instrumentenanordnung in Trigermitte; Angriffsvorrichtung der Seiteniast
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Aus Abb. 21 geht hervor, daB das Moment der Seitenlast die GroBe
M= Brred-m kv oS iets U

besitzt und damit in eine Beziehung zu einem ideellen Exzentrizitdtsmal m (Abb. 12)
gesetzt ist.

Als geeignete Kontrolle ergibt sich die Gleichung
B P
23 Phed
die nach Maligabe der Abb. 12 erfiillt sein muf.

Diese Kurven ermoglichen die Feststellung der Abminderung der zentrischen
Tragkrifte P infolge von Seitenlasten H (in Bruchteilen von P ausgedriickt) fiir
die praktisch vorkommenden
Schlankheitsgrade.

Da bei dieser Ableitung stets
die Biegelinie des verbogenen
Stabes als Sinuskurve mit einem
Kriimmungsradius in der Stab-
mitte von der Gréfe o = f[q —rl
vorausgesetzt wurde, die wirkliche
Biegelinie jedoch infolge schar-
ferer Krimmung in der Stabmitte
einen kleineren Kriimmungs-
radius besitzt, kann, falls dies er-
wiinscht erscheint, die Korrektur
in nachfolgender Weise vor-
genommen werden.

Das innere Moment M, be-
sitzt die GroBe

m —

(16)

t
iidad
5
3
|
o
i
o
o
-
-
o
-
»
-
-
2
3

Wird nun fiic einen G
stimmten Pfeil der Kriimmungs-
radius kleiner, was gegeniiber der
Annahme (der Sinuslinie) in
Wirklichkeit zutrifft (Momenten-
fliche: kombiniert aus Sinus-
fliche und Dreieckfliche), sO
wird der M -Wert groBer.

Bei den Versuchen wurden
die Grolen

[ = Biegepfeil und

; S A = Summe der Randfaser-
Abb. 25. Knickversuch mit INP 22. Schneidenentfernung 3,20 m. dehnungen 3
o e LT gemessen. Fiir den Biegepfeil det
chlankheitsgrad — = 160; Seitenlast e 2 T 4 ¥ 5
: 50 Sinuslinie gilt die Beziehung
2
B e
und, fiir eine allgemeinere Kurve
f P |
R B
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Auf Grund der Messungen lassen sich die n-Werte, welche die vorerwihnte
Korrektur enthalten, aus der Beziehung

e A
”:h'f"""""""(17)
ermitteln.
Damit ist auch der wirkliche Kriimmungsradius
B I
Qo ==y S en e e T )
und somit der genauere Wert von
Lz
= 22 w9

Abb, 26, Knickversuch mit INP 32. Schneidenentfernung o.75 m. Schlankheitsgrad ’] = 28; Seitenlast H = =
bestimmt. Die Nichtberiicksichtigung dieses Unterschiedes, d. h. die Beibehaltung
der Sinuslinie als Biegelinie fiir die Berechnung fiihrt nur zu etwas ungiinstigeren
Ergebnissen, indem die wirkliche Knickkraft des Stabes grofer als die rechnerisch
trmittelte wird.

Insgesamt wurden 33 Versuche mit 7 NP 22 und 32 normaler FluBstahlqualitit
durchgeﬁihrt. Die Gesamtanordnung der Versuche, insbesondere die Schneiden-
lalgerung der Versuchsstibe und die Angriffsweise der Horizontalkrifte H, erzeugt
durch Flaschenziige, geht aus den Abb. 23 bis 26 hervor. Die GréBen der Horizontal-
krifte wurden durch eingeschaltete, geeichte Dynamometer gemessen.

Die Versuchsergebnisse selbst sind fiir Schlankheitsgrade von I] — A

D =

s F F Y e : e
82, 100, 120, 160 und fiir Seitenlasten H = St und o, In die dazu gehdrigen
2 o]
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theoretisch ermittelten Kurven der Abb. 22 eingetragen. Die Ubereinstimmung ist
eine befriedigende. Die Abweichungen entsprechen dem Sinne nach den theoreti-
schen Uberlegungen. Abb. 27.
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Die in den Abschnitten ITI und V behandelten Probleme lassen sich auch ‘ﬂjf

a) eine gleichzeitig in der Kraftebene wirkende Querbelastung in Stabmitte
— im Falle III — und ’

b) fiir exzentrischen Angriff der achsialen Druckkraft — im Falle V — in sinfi-
gemdler Weise losen.
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Zusammenfassung und SchluBfolgerungen

1. Das Knickproblem wird, als Gleichgewichtsproblem, das sich nicht auf
das Erreichen einer bestimmten Randfaserspannung zuriickfithren 1aft, von einem
einheitlichen Gedanken beherrscht.

2 Das T.K.V.S.B.-Verfahren fiir die Bestimmung der Tragkraft zentrisch
und exzentrisch gedriickter Stibe besitzt allgemeine Giiltigkeit und 14Bt sich auf
Materialien verschiedenster Spannungs-Dehnungs-Diagramme ausdehnen.

3. Die Ubereinstimmung der Theorie und der Versuche ist, vom Standpunkte
der Praxis aus, eine gute. Die Abweichungen liegen innerhalb des Streuungsgebietes
der Festigkeitsqualitit des Stahlmaterials selbst.

4. Die Exzentrizitit des Kraftangriffes vermindert die Knicktragkraft bei
3 l i g
gedrungenen und mittleren Stiben — < 100, viel stirker als bei schlanken Stdben.

Der verhingnisvolle EinfluB des exzentrischen Kraftangriffes auf das Trag-
vermégen der Stdbe gelangt in deutlicher Weise zum Ausdruck. Im Kernrand

gedriickte Stibe (m = 1) tragen fiir Schlankheitsgrade von —i bis 100 rund die

Hilfte (55°/,) von zentrisch auf Druck beanspruchten Stdben (m = 0).

5. Mit wachsender Exzentrizitit nimmt das Tragvermogen in vergleichsweise
geringerem MafBe ab als das ExzentrizititsmaB selbst zunimmt.

6. Da Exzentrizititen des Kraftangriffes infolge geometrisch nicht absolut
gerader Stabachsen (Richten), nicht ganz gleichmilliger Gefiigebeschaffenheit
(Unhomogenitit), praktisch unméglicher, genauer Zentrierung des Kraftangriffes
(Reibungen, Einspannungen) und (bei Fachwerkstiben) infolge von Nebenspan-
nungen vernieteter Knotenpunktverbindungen®) nicht zu vermeiden sind, ist es
gerechtfertigt, insbesondere mit Riicksicht auf die mogliche Grofe der Neben-
spannungen von 20°/, der Grundspannungen, bei der Beurteilung der wirklichen
Knicksicherheit mit einem ExzentrizititsmaBe m = 0,25 zu rechnen, entsprechend
dem Kraftangriff im Viertel der Kernweite.

T Bei mittelschlanken Stiben —ll — 40 bis oo wird, im Gegensatz zu den

anderen Schlankheitsgraden, durch die Einspannungen der Stabenden die Knick-
festigkeit nur wenig erhoht.

Geringe Nachgiebigkeiten der eingespannten Stabenden geniigen bei wenig
schlanken Stiben, um die Erhohung der Tragkraft infolge der Einspannung zu
verwirken. Da die Knotenbleche eiserner Fachwerke nachgewiesenermafen sich
verformen?), 4) und bei Uberschreitung der Proportionalitits- bzw. Flielgrenze die
Nebenspannungen infolge steifer Knotenverbindungen rasch abnehmen und nicht
mehr mit den Hauptspannungen proportional wachsen, ist es logisch, fiir nicht
S-f6rmig verbogene, auf Druck beanspruchte Fachwerkstibe (in der Regel Gurtungen)
bei der Berechnung der Knicksicherheit die ganze theoretische Stablinge und nicht
die 0,8-fache als Knicklinge zugrunde zu legen.

8. Die Kenntnis des Knickbiegepfeiles f, erméglicht die Ermittlung der Knick-

el O — 2. [s 7— und damit die Bemessung der Verbindungen von ge-

gliederten Knickstaben (Vergitterungen, Bindebleche).

9. Fir Konstruktionsstdhle, deren Druck-Stauchungs-Diagramme héhere
oder niedrigere Quetschgrenzen aufweisen als das ideelle, der theoretischen Unter-
suchung zugrunde gelegte Diagramm, sind die ¢,-Werte der T.K.V.S.B.-Kurven
sinngemiB nach den entsprechenden Werten der Proportionalitits- und Quetsch-
grenzen zu erhéhen oder zu erniedrigen (Anndherungsverfahren).
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In der Abb. 28 ist die auf diese Weise bestimmte theoretische o,-Kurve des
Si-Stahles fiir zentrisches Knicken eingetragen worden. Die Versuchsergebnisse
stimmen mit den theoretischen Werten praktisch sehr gut iiberein.

10. Bei exzentiisch gedriickten Stiben wird auch die Knickkraft fiir die zur
Exzentrizititsebene winkelrechte Richtung abgemindert, und zwar dann, wenn in
einem Querschnittselemente die Proportionalititsgrenze iiberschritten wird. Die
Abminderung betrigt bei den untersuchten rechteckigen Querschnitten 25 bis 45%.

Da diese Knicksicherheit vom Schlankheitsgrad des Stabes, von der Exzentrizi-
tit des Kraftangriffes und auch von der Querschnittsform abhingig ist, ist jeder
Fall fiir sich zu unters
suchen. Von allgemein giil-
tigen Angaben wire bis zur
Vervollstindigung  dieser
Untersuchungen Abstand
zu nehmen.

11. Beim Kraftangriff,
der nach beiden Haupt-
: achsen exzentrisch wirkt,
\M/f//e/‘e Versuchiskurve fur Si-Stahl erleidet die Knicktragkraft
N A einen sehr starken Abfall,
\’ der bei den untersuchten
Stdben bis zu 55°, geht.

£ Da die Verhiltnisse hier
S o noch verwickelter sind als
s —! beim Ausknicken in der
B3 [ zur Kraftebene winkel-
o féfﬁ B rechten Richtung — siehe
s J Punkt 10 — so empfiehlt
*if ‘ i es sich erst recht, vorder-
g ‘ o hand von der Aufstellung
C3 ‘ I ’\\ allgemein giiltiger Regeln
e abzusehen und bis auf
B weiteres auf Grund der
I vorliegenden  Rechnungs-
’a E “ @ Z w— @ —m  verfahren und = Unter=

80 7 20
Schiankbeitsgrad (/7

suchungsergebnisse die
Abb. 28. Versuchswerte fiir Si-Stahl. Vergleich der Versuchskurve mit der wirkliche Knicktragkraft zu
SR ermitteln bzw. gentigend

genau einzuschitzen.
12. Eine in der Mitte eines zentrisch gedriickten Stabes wirkende Querbelastung
(Seitenlast) vermindert die Knicktragkraft. Diese Abminderung ist abhingig von

dem Schlankheitsgrad f des Stabes, sowie der GréBe der Querbelastung. Die Kurven

der Abb. 22 geben AufschluB tiber diese zum Teil sehr groBe, bis auf 10°/, herunter-
gehende Abminderung. Das Graphikon auf Abb. 2z bietet fiir den praktischen
Gebrauch sehr schiatzenswerte Vorteile.

Die Bemessung auf Knicken von

zentrisch gedriickten,

exzentrisch in einer Hauptachse gedriickten, sowie g

zentrisch gedriickten und gleichzeitig durch eine in Stabmitte unverinderliche
Querbelastung beanspruchten Stiben
ist auf Grundlage der Graphikons der Abb. 12 und 2z in einfacher und klarer
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Weise moglich. Bei Stabquerschnitten, welche von der Rechteckform abweichen,
sind die Abminderungen bzw. Erhéhungen der Knickkrifte auf Grund dieses
Verfahrens einzuschitzen oder genau zu untersuchen. Abb. 7.

Der klaren Erkenntnis des Wesens des Knickens als Stabilititsproblem, sowie
der physikalisch richtigen Darstellung des Knickvorganges, ist die gro3te Aufmerk-
samkeit zuzuwenden.

Die Priifung des Tragvermogens bei exzentrischem Kraftangriff, Knickrich-
tung winkelrecht zur Kraftebene, sowie des Knicktragvermogens von nach beiden
Hauptachsen exzentrisch gedriickten Stiben, wire bis auf weiteres auf Grund der
angegebenen Verfahren von Fall zu Fall durchzufiihren, da sich hieriiber allgemeine

Angaben in einer fiir die Praxis leicht anwendbaren Weise vorderhand noch nicht
machen lassen.

Anmerkungen

1) Tu. von KARMAN. Untersuchungen iiber Knickfestigkeit. Mitteilungen iiber Forschungs-
arbeiten des V.D.I., Heft 81, Berlin 1910.

2) M. RoS und J. BRUNNER. Die Knicksicherheit von an beiden Enden gelenkig ge-
lagerten Stdben aus Konstruktionsstahl. Bericht Nr. 13 der Eidg. Materialpriifungsanstalt
anider E.T.H. und der Gruppe VI der T.K.V.S.B., Ziirich, August 1926.

3) M. RoS. Nebenspannungen infolge vernieteter Knotenpunkte eiserner Fachwerk-
briicken. Bericht der Gruppe V der T.K.V.S.B. Juni 1922 und ,,Schweizerische Ingenieur-
bauten in Theorie und Praxis®, September 1926.

4) TH. Wyss. Beitrag zur Spannungsuntersuchung an Knotenblechen eiserner Fachwerke.
Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten des V.D.I., Heft Nr. 262, 1923.

Diskussion

Professor M. Broszko, Warschau:
i

In seinem Referat {iber die grundlegenden Fragen der Knickungsfestigkeit!
lehnt sich Herr RoS auf das engste an die theoretischen Untersuchungen ENGESSERs?
und v. KARMANS? an. Diese enge Anlehnung der verdienstvollen Arbeit der Herren
RoS und BRUNNER an die von den genannten Forschern aufgestellte Knickungs-
theorie ist zu bedauern. Denn die ENGESSER-V. KARMANsche Theorie, an die
in der Arbeit angeschlossen wird, fuBt auf einer evident falschen Grundlage, ihre
Endergebnisse sind irrig, und infolgedessen ist auch das von Herrn RoS ange-
gebene Berechnungsverfahren (das sogenannte T. K. V. S. B.-Verfahren) nicht
einwandfrei.

2.

Bei der theoretischen Behandlung des nichtelastischen Knickungsvorganges
kniipft v. KARMAN seine Uberlegungen an den Fall eines prismatischen homogenen
Stabes vom Querschnitt F an (s. Abb. 29), der durch eine achsparallele Kraft P = F ¢,,

! Siche S. 282 des genannten Referates.

2 F. ENGESSER, ,,Uber Knickfragen*, Schweizerische Bauzeitung, Bd. XXVI, Seite 24,
1895. 2

3 TH. v. KARMAN, Untersuchungen iiber Knickfestigkeit. Mitteilungen iiber Forschungs-
arbeiten des V. D. I., Heft 81, Berlin 1910.

S v Kirwman, 1oc S. 11 f.
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gleichméfig zusammengedriickt und, infolge einer anfdnglichen kleinen Exzen-
trizitat y, dieser Kraft, in der Ebene sciner kleinsten Steifigkeit leicht ausgebogen
wurde.! Uber das elastische Verhalten des Stabmaterials wird dabei in den Uber-
legungen v. KARMANs folgendes vorausgesetzt:

a) Der BerxourLischen Hypothese entsprechend, bleiben die ebenen Quer-
schnitte des ungebogenen Stabes nach dessen erfolgter Ausbiegung eben. Die vor
der Ausbiegung gleichmiBige Verteilung der spezifischen Verkiirzun-
gen lings der in der Biegungsebene liegenden Querschnittshauptachse
befolgt daher nach erfolgter Ausbiegung ein lineares Gesetz,

b) In demjenigen Querschnittsteile, in dem die vor der Ausbiegung
gleichmaBig verteilten spezifischen Verkiirzungen ¢,, infolge der Aus-
biegung vergroBert wurden, gilt das durch die Druckversuche ermit-
telte, im Druck-Stauchungs-Diagramm zur Darstellung gelangende,
empirische Gesetz o = f (g).

c) An jeder Stelle desjenigen Querschnittsteiles, in dem die durch
das Zusammendriicken hervorgerufenen spezifischen Verkiirzungen ¢,
infolge der Ausbiegung verringert wurden, besteht, nach erfolgter Aus-
biegung, zwischen der Abnahme der spezifischen Verkiirzung A ¢,, und
der zugehorigen Druckspannungsabnahme 4 o, die lineare Beziehung
Ao, =E Ae,, in der E den YouNGschen Elastizititsmodul bedeutet.

Auf Grund dieser Annahmen und unter Benutzung des die elastischen Eigen-
schaften des Stabmaterials angebenden Druck-Stauchungs-Diagramms kann man
offenbar die nach der Ausbiegung sich einstellende Spannungsverteilung im Quer-
schnitt eindeutig bestimmen, falls die, vor der Ausbiegung gleichmiBig tiber den
Querschnitt verteilte, spezifische Verkiirzung e,, (oder die mittlere Druckspannung
g,) und die spezifischen Verkiirzungen in den
e duBersten Fasern (g; und &,) bekannt sind. Zum

i Zwecke dieser eindeutigen Bestimmung errichte
- man zunichst (s. Abb. 30) in demjenigen Abszissen-

Abb. 29

0 C

Stabachse

[

punkte N des Druck-Stauchungs-Diagramms, der
dem Werte ¢, entspricht,? eine zur Abszissenachse
senkrechte Gerade und ziehe von dem Schnitt-
punkte 7 dieser Geraden mit der Diagrammlinie

eine zum geradlinigen Teil Op der letzteren paral-
lele Gerade n @;. Durch die Abszissenpunkte Ay
bezw. A,, die den spezifischen Verkiirzungen &
bezw. &, entsprechen, ziehe man hierauf zwel
zur Ordinatenachse parallele Geraden. Die erste
dieser Geraden schneidet die Gerade n a, im Punkte
a,, die zweite gelangt dagegen mit der Diagramm-
linie im Punkte a, zum Schnitt. Der aus der geraden
Strecke a; » und aus dem Kurvenstiick » a, zusam-
men gesetzte gebrochene Linienzug a, » a, stellt dann die Verteilung der Druckspan-
nungen lings der in der Biegungsebene liegenden Querschnittshauptachse dar. Die
Linge & dieser Querschnittshauptachse erscheint dabei im Diagramm durch die
Strecke A, A, abgebildet, der Punkt N stellt in dieser Abbildung den FuBpunkt

Sk

Abb. 30

1 Der den Gegenstand der Uberlegungen bildende Stab ist an seinen beiden Enden gelenkig
gelagert, und seine beiden Enden sollen bei der Ausbiegung langs seiner urspriinglich geraden
Achse gefithrt werden.

2 Unsere Abbildung 30 stimmt in allen wesentlichen Stiicken mit der v. KAirmANschen Fig. 9

iiberein.
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der sogenannten ,neutralen Achse®® dar, und der Punkt C deckt sich mit dem
Schwerpunkte der Querschnittsfliche, falls durch das auf der Strecke 4, 4, senk-
recht stehende Linienstiick C ¢ ein Teilstiick der in der Biegungsebene liegenden
Stabachse abgebildet wurde.

Die auf Grund der vorstehend erérterten Uberlegungen ermittelte und in der
Abb. 31 dargestellte Spannungsverteilung ermoglicht nun die Aufstellung der beiden
Gleichgewichtsbedingungen, die in jedem Querschnitt eines axial und unelastisch
zusammengedriickten und hierauf leicht ausgebogenen Stabes erfiillt sein miissen.
Diese Gleichgewichtsbedingungen driickt v. KARMAN in der Form der beiden Glei-
chungen aus:?

gadF:P A R e e )
()
SazdF:P(y+y,,) ey e T S AN )

()

wobei, nach v. KARMANS ausdriicklicher Angabe,

z den Abstand der einzelnen Faser von der ,neutralen Achse*,?

y, die anfingliche Exzentrizitit der Last in Bezug auf die gerade Schwerpunkt-
linie* und

y die Ordinate der ausgebogenen Mittellinie im Abstande x bedeutet.*

Es ist nun ohne weiteres ersichtlich, daf die v. KArRMANsche Momentgleichung
(in unseren Bemerkungen als Gleichung 2 angefiihrt) unrichtig ist. Denn nach
den oben angefiihrten Angaben v. KARMANs ist der Hebelarm (y + y,) der duBeren
Kraft P mit der kiirzesten Entfernung der Richtung dieser Kraft von derjenigen
Schwerpunktsachse des Querschnitts gleichbedeutend, die auf der Biegungsebene
senkrecht steht. Da nun im Gleichgewichtsfalle die Gleichheit des Momentes der
dufleren Kraft und des resultierenden Momentes der Spannungen nur dann besteht,
wenn diese beiden Momente auf dieselbe Momentenachse bezogen werden, so kann die
im Gleichgewichtsfalle bestehende Momentengleichheit nur durch die in der Form

= T G

@)
angeschriebene Gleichung richtig zum Ausdruck gebracht werden, falls man die
rechte Seite der v. KArRMANschen Momentengleichung (Gl. 2) ungedndert laft,
und (s. Abb. 28) mit # den kiirzesten Abstand der einzelnen Faser von der zur Biegungs-
ebene senkrechten Schwerpunktsachse des Querschnitts bezeichnet. Diese richtige
_Gleichung ist aber offenbar mit der v. KArMANschen Momentengleichung nicht
identisch.

3
Bei der Ableitung der Formel fiir den kritischen Wert P, der Belastung P,
d. h. fiir die theoretische Knicklast bei vollkommener Zentrierung (y, = o) ist eine

1 Als ,,neutrale Achse' bezeichnet v. KKARMAN in seiner Abhandlung diejenige im Quer-
schnitt liegende gerade Linie, langs deren die Spannung ¢,, nach erfolgter Ausbiegung unver-
andert bleibt. Er bemerkt dabei, da8 diese Bezeichnung dem iiblichen Sprachgebrauch insofern
nicht entspricht, als diese ,neutrale Achse* nicht spannungsfrei ist; ihre Fasern erhalten eben
nur keine Spannungsianderung infolge der Biegung.

2 TH. v. KARMAN, 1. c. S. 12. Gleichungen (5a) und (5b).

ElE v, KARMAN, 1. c. 'S, 12.

4 TH. v. KARMAN, L. c. S. 9.

Brﬁrkvnbaukongr(‘ﬁ 20
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nur unendlich kleine virtuelle Ausbiegung des Stabes in der Ebene seiner kleinsten
Steifigkeit in Betracht zu ziehen. Im Falle einer unendlich kleinen Ausbiegung sind
aber die spezifischen Verkiirzungen in den duflersten Fasern (&, und ¢,) nur unendlich
wenig von derjenigen spezifischen Verkiirzung e, — ¢4 verschieden, die bei der
gleichmafigen Zusammendriickung durch die kritische Belastung P, im Stabe
hervorgerufen wird. Unsere Diagrammpunkte a; und a, (s. Abb. 30) werden daher
in diesem Falle zu unendlich benachbarten Punkten des Punktes #, und es ist dann
zuldssig, das unendlich kleine Kurvenelement 7 a, mit dem Element der im Punkte %
an die Diagrammlinie gelegten Berithrungsgeraden zu identifizieren. Die Spannungs-
verteilung ldngs der in der Biegungsebene liegenden Querschnittshauptachse dndert

sich also in diesem Falle beiderseits vom Punkte N

: r;’/m?h'f'ﬂ"" 35 i: —-, linear. Diese, auf Grund der vorstehenden Ausfiihrun-
T i oA e gen ermittelte, beiderseitig lineare Spannungsver-
i i teilung ist in verzerrter Form inder Abb. 31 zur Dar-

£ & T stellung gebracht worden. Die Unumginglichkeit einer

Is Verzerrung hat dabei ihren Grund darin, daB fiir die

‘ % e unendlich kleinen ,,Zusatzspannungen“ o¢., um sie

- G darstellbar zu machen, naturgemiB ein anderer

Abb. 31

vorhin betrachteten

Mafstab gewdhlt werden muB als fiir die endliche
Knickspannung o, =g,,.

Es ist ohne weiteres einleuchtend, dafB der in
diesem Abschnitt vorgenommene Ubergang von der

endlichen Ausbiegung des axial belasteten Stabes zu

Gleich-

einer unendlich kleinen Ausbiegung desselben die Form der die
gewichtsbedingungen zum Ausdruck bringenden Gleichungen in keiner Weise
beeinflussen kann. Die Bedingungsgleichung (1) behélt somit auch in dem jetzt
betrachteten Falle ihre frithere Form, und die v. KARMANsche Momentengleichung
wiirde im Falle einer zentrischen Belastung (y, = o) auch bei einer unendlich
kleinen Ausbiegung ihre Geltung in der Gestalt

\azdF:Py R L

&)
beibehalten, wenn sie richtig wire. Der naheliegenden Anwendung dieser bereits
vorhin in seiner Abhandlung aufgestellten Gleichgewichtsbedingung zieht jedoch
v. KARMAN! ihre erneute Ableitung vor, wobei er diese Ableitung auf die Betrachtung
der Spannungsverteilung in unmittelbarer Ndhe des geraden Zustandes stiitzt.
In Anlehnung an ein in allen wesentlichen Stiicken mit unserer Abb. 31 tiberein-
stimmendes Spannungsverteilungs-Diagramm? leitet er dabei fiir den Spezialfall
eines Stabes mit rechteckigem Querschnitt eine Momentengleichung® ab, die in
dem allgemeinen Falle eines Stabes mit beliebiger Querschnittsform die Gestalt
annimmt :

SagzdF:Py REERNC R
()
Es ist ohne weiteres ersichtlich, daB die Gleichungen (za) und (4) nicht gleich-

1Ta v, KARMAN, l.5c S8
2 Tw, v, KARMAN L (08, 1o Hig tno)

3 TH. v. KarRMAN, 1. c. Siehe die viertletzte (mit keiner Ordnungsnummer versehene)
Gleichung.

! R. MavER, Die Knickfestigkeit, Berlin 1921, S. 67, Gl. 2. Es ist dabei die Verschiedenheit
der MavEerschen Bezeichnungen von den in dieser Arbeit benutzten zu beachten.
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bedeutend sind, obwohl sie nach dem Sinne v. KARMANscher Ausfithrungen dieselbe
Gleichgewichtsbedingung zum Ausdruck bringen sollen. AuBerdem ist leicht ein-
zusehen, dall auch die zweite dieser beiden sich widersprechenden Gleichungen in
ihrer Anwendung auf einen elastischen Stab obendrein noch falsch ist. Denn
die im Gleichgewichtsfalle bestehende Gleichheit des Momentes der zentrischen
Belastung P und des Momentes der Spannungen kann offenbar (s. Abb. 31) in
in dem vorliegenden elastostatischen Problem nur durch die Gleichung

\o')/dF:Py SRR S e S e D s e ()
@)
richtig zum Ausdruck gebracht werden, falls man die Momente auf die zur Biegungs-
ebene senkrechte Schwerpunktsachse des Querschnitts bezieht. Diese richtige
Momentengleichung ist aber offenbar weder mit der Gleichung (za) noch mit der
Gleichung (4) identisch. Es miissen demnach diese beiden Ausgangsgleichungen
der v. KARMANschen Theorie falsch sein.

4.

Von der Bedingungsgleichung (3 a) ausgehend, habe ich nun eine Theorie
der Knickung zentrisch gedriickter Stdbe aufgestellt, die vor einigen Monaten in
den Sitzungsberichten der Pariser Akademie der Wissenschaften verdffentlicht
worden ist.! Der gednderten Ausgangsgleichung entsprechend, fithrt diese neue
Knickungstheorie naturgemi zu Endergebnissen, die von denen der ENGESSER-
V. KARMANschen Theorie grundverschieden sind. Denn die Knicklast P eines an
seinen beiden Enden gelenkig gelagerten Stabes, dessen Enden bei der Ausbiegung
lings seiner urspriinglich geraden Achse gefithrt werden, ist nach der ENGESSER-
V. KARMANschen Theorie bei zentrischem Kraftangriff durch die Gleichung gegeben

B i g i;é Tl S R
in der 7 den sogenannten Knickmodul, / das Trigheitsmoment der Querschnitts-
fliche in Bezug auf die zur Biegungsebene senkrechte Schwerpunktsachse und /, die
urspriingliche Stablinge bezeichnet. Der Knickmodul 7 ist dabei durch die beiden
simultanen Gleichungen bestimmt

E Jin + (%U I_]z.\' :
T E==koinws i :i"' '7]777’77 » ( d')
o
ESyw+{5z) Sw=0 - - - - .. . ... (6D)

n denen J,, und Jon die Trigheitsmomente der beiden durch die neutrale Achse
getrennten Teilflichen der Querschnittsfliche in Bezug auf die neutrale Achse,
S;yund S,y die statischen Momente derselben Teilflichen in Bezug auf dieselbe Achse?

E den Youncschen Elastizitdtsmodul und (%%)/ den der kritischen Belastung Py
entsprechenden Wert der (aus dem Druck-Stauchungs-Diagramm zu bestimmenden)
Ableitung % bezeichnen. Nach der neuen Knickungstheorie ist dagegen die Knick-

last durch die Gleichung gegeben
) A

B T i)

- (1—eK)1i

L Comptes rendus des séances de ’Académie des Sciences, Bd. 186, 1928, S. 1041.

® Der Index ,,1'* bezeichnet dabei die Biegezugseite, der Index ,,2‘ dagegen die Biege-
druckseite.

20%
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wobei der in dieser Gleichung auftretende Modul E,- durch die einfache Gleichung

= OK

=

®)
als das Verhiltnis der Knickspannung o4 zu der Knickstauchung e, definiert ist!
und der im Nenner auftretende Faktor (1 —e,) den — sowohl in den EULER-Formeln
als auch in den v. KARMANschen Gleichungen vernachlissigten — EinfluB der
Stabverkiirzung zum Ausdruck bringt.

Auf Grund der vorstehenden Angaben erkennt man nun, daf} das {iberraschend
einfache Ergebnis der neuen Knickungstheorie folgendermaBen formuliert werden
kann: Die wrspriinglich nur fiiv den Fall einer elastischen Kmnickung abgeleiteten
EULERschen Knickformeln stellen auch im Bereiche der unelastischen Kwickung eine
strenge Liosung des Stabilititsproblems dar, sofern man nur, in der sonst iiblichen
Weise® die Bedeutung des Begriffes , Elastizititsmodul” dahin verallgemeinert,
daf er stets (d. h. auch nach Uberschreitung der Proportionalititsgrenze) den Werl

des Verhiltnisses Z bedeuten soll.3

Beziiglich der mathematischen Ableitung? der Gleichung (7) muB auf die vor-
erwihnte Akademienote verwiesen werden. An dieser Stelle mége nur, zwecks
besserer Beleuchtung des Endergebnisses der neuen Knickungstheorie, die folgende
einfache Betrachtung angestellt werden:

Wird einem durch die zentrische Knicklast P;- unelastisch zusammengedriickten
Stabe eine wnendlich kleine Ausbiegung in der Ebene seiner kleinsten Steifigkeit
erteilt, so werden sich, infolge dieser unendlich kleinen Ausbiegung, die vorhin im
Querschnitt gleichmilig verteilten Werte der spezifischen Verkiirzungen & nur um
unendlich kleine Betrige gegeniiber demjenigen endlichen Wert &, der spezifischen
Verkiirzung édndern, der, bei der alleinigen gleichmiBigen Zusammendriickung,
sdmtlichen Fasern gemeinsam war. Da nun aber die diesen unendlich kleinen
Deformationsinderungen zugehérigen Anderungen der Spannung ebenfalls unendlich
klein sein miissen, so ist es klar, daBl die Werte der fiir verschiedene Querschnitts-

punkte berechneten Verhiltnisse f — E Dei einer unendlich kleinen Ausbiegung

: : e : : : OK . 7
nur um unendlich kleine additive Glieder von dem vorhin gemeinsamen Werte — Eg

verschieden sein kénnen. Diese unendlich kleinen Abweichungen der Werte E von

dem endlichen Werte £ diirfen im ganzen Verlaufe des Vorganges einer unendlich
kleinen Ausbiegung nach den Regeln der Infinitesimalrechnung vernachlissigt
werden. Da nun aber die Betrachtung des Verhaltens eines zentrisch belasteten
Stabes wihrend seiner nur unendlich kleinen Ausbiegung vollauf geniigt, um iiber
die Art seines Gleichgewichtszustandes (stabil, labil oder indifferent) zu ent-
! Die Bestimmung des Wertes des Moduls EK kann offenbar (im Gegensatz zu derjenigen
des Knickmoduls 7) auf rein analytischem Wege erfolgen.

2 S. A. FoppL, Vorlesungen iiber technische Mechanik, Bd. II1, 9. Aufl., 1922, S. 47.

3 Fur diesen verallgemeinerten Begriff eines nach Uberschreitung der Proportionalitits-
grenze variablen Elastizitatsmoduls wird hiemit die Bezeichnung E in Vorschlag gebracht-

* Mit Riicksicht auf den sehr knappen (auf 21/ Seiten beschrankten) Umfang der Akademie-
noten mufite die mathematische Ableitung des Endresultats in einer sehr gedrangten Form
gebracht werden. Ich habe daher zwar urspriinglich die Absicht gehabt, diese Ableitung in der
Niederschrift meines Diskussionsvortrages etwas ausfithrlicher zu behandeln, um sie auch defl'
jenigen Lesern zuginglich zu machen, die in den Gedankengidngen der héheren Mathematik
weniger bewandert sind. Mit Riicksicht auf die in Aussicht gestellte Polemik habe ich aber
aus naheliegenden Griinden von diesem meinen anfinglichen Vorhaben Abstand genommen.
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scheiden, so ist nicht einzusehen, weshalb ein Stab aus einem Material, dessen

Elastizititsmodul E4 im Verlaufe dieser unendlich kleinen Ausbiegung als unver-
dnderlich im strengsten mathematischen Sinne zu gelten hat, sich in Bezug auf seine
Stabilitdt anders verhalten sollte als ein anderer Stab von den gleichen Dimensionen,
dessen Material unter der Knicklast noch das HookEsche Gesetz befolgt und dessen

Youncscher Modul E einen numerischen Wert E = E & hat. Es ist vielmehr von
vornherein zu erwarten, dafl beide Stibe dieselben Stabilititsbedingungen befolgen,
also — mit Riicksicht auf ihre gleichen Dimensionen und auf die Gleichheit der
einzigen beim Stabilitdtsproblem in Frage kommenden Materialkonstante — unter
der gleichen Axialbelastung ausknicken werden. Dieser Erwartung wird aber offen-

bar bei allen moglichen Werten von E ;- nur dann entsprochen werden kénnen, wenn
die bei der unelastischen Knickung geltende Knickformel mit der analogen,
die elastische Knickung bestimmenden, in Bezug auf ihren Aufbau véllig tiberein-
stimmt.

Zur Kennzeichnung der neuen Knickungstheorie muf3 vor allem hervorgehoben
werden, dal sie — im Gegensatz zu der ENGESSER-v. KARMANschen Theorie —
auch auf solche Materialien anwendbar ist, die keine Proportionalititsgrenze
besitzen, sofern nur fiir diese Materialien die BErRNoULLIsche Annahme des
Ebenbleibens der Querschnitte bei Biegung zutrifft.! Des weiteren soll noch-
mals betont werden, daB in der neuen Gleichung fiir die Knicklast, infolge einer
exakteren Fassung der Deformationsvor-
ginge beim Knicken, auch der — aller-
dings unerhebliche — EinfluB der Stab-
verkiirzung zum Ausdruck gelangt. Kei-
ner besonderen Unterstreichung bedarf, 2t
nach dem oben Gesagten, die selbst- 3000 —

T

2., 4 186,p.7041.

Fliessgrenze.
i

Al

verstindliche Eigenschaft der neuen \vkerménl |\ Elastizitdtsgrenze
Knickungstheorie, da sie die EULERsche s \ ] |
als einen Spezialfall in sich einschlieBt. i TR ;\‘

- In welchem Grade und in welchem e R

Sinne die Endergebnisse der neuen s | \ :

Knickungstheorie von denjenigen der el T

ENGESSER-v. K ARMANschen Theorie abwei- e

chen, ist aus der Abb. 32 ersichtlich. In diese s

Abbildung sind zwei Kurven eingezeichnet

worden, in denen die aus den v. KARMAN- Abb. 32

schen Druckversuchen auf Grund der bei-

den vorerwihnten Knickungstheorien abgeleitete Abhéngigkeit der Knickspannungen

von der Schlankheit des Stabes s — & — “*7 r,lfmgl.l‘[he Siab?(Ijlgg
Trdgheitshalbmesser

bracht worden ist. AuBBerdem wurden in diese Abbildung auch Punkte eingetragen,

In denen die Ergebnisse der v. KArmAnschen Knickversuche zum Ausdruck ge-

langen. Man sieht auf den ersten Blick, daB die aus der neuen Theorie abgeleitete

Knickspannungskurve, im Gegensatz zu der v. KARMANschen? die tatsichlich

50 700 750 200 S-= ‘—”

zur Darstellung ge-

! Diese Eigenschaft der neuen Theorie folgt daraus, daB man auch dann, wenn der Teil
4 n des Spannungsverteilungsdiagrammes (s. Abb. 30) nicht geradlinig ist, zu demselben, durch
die Gl (7) gegebenen Endresultat gelangt.

* In der Fig. 23 der v. KARMANscher Abhandlung wird die theoretische Knickspannungs-
kurve von einigen Versuchspunkten in unzuldssiger Weise nach oben iiberschritten. Es kann
infolgedessen von einer Bestatigung der v. KARMANschen Theorie durch seine Knickversuche
kaum die Rede sein, zumal der in den v. KArRMANschen Knickversuchen erreichte Genauigkeits-
grad der Zentrierung der Versuchsstibe wohl iiberschreitbar ist.
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obere Grenze fiir die beobachteten Knickspannungswerte bildet, und daB — wie es
sein soll — keine Abweichungen der letzteren nach oben vorkommen.

In meiner vorerwahnten Akademienote wird nur die Knickung bei zentrischem
Kraftangriff behandelt. Es ist aber leicht einzusehen, daBl eine Erweiterung dieser
Theorie auf den Fall exzentrischen Kraftangriffs ohne Miihe vorgenommen werden
kann.

Prof. Dr. Ing. M. T. HuBER, Warschau:

Der Bericht des Herrn Prof Dr. M. Ro$ iiber die Bemessung zentrisch und
exzentrisch gedriickter Stibe auf Knickung beleuchtet an Hand der wertvollen
Versuchsergebnisse die hohe Bedeutung und die Schwierigkeiten der behandelten
allgemeinen Aufgabe, er 1aBt aber die theoretischen Grundbegriffe derselben nur
andeutungsweise hervortreten.

Ich gestatte mir deswegen ganz kurz die Aufmerksamkeit der Herren Fach-
kollegen auf diese Grundbegriffe zu lenken und dabei einiges in Erinnerung zu
bringen, was teilweise seit langer Zeit in der Schatzkammer der technischen Mechanik
niedergelegt worden ist.

In den sehr oft gebrauchten Bezeichnungen: ,, Knickgefahr*, ,, Knickbelastung",
,, Knickfestigkeit u. dgl. stecken nimlich zwei grundverschiedene Begriffe:

1. Fiir einen praktisch homogenen, zentrisch gedriickten Stab sucht man
denjenigen Grenzwert der Belastung P, deren Uberschreitung zur Instabilitit
der geraden und zur Stabilitit der verbogemen Form der Stabachse fithrt. Dieser
Grenzwert entspricht also dem endifferenten Gleichgewichtszustande des belasteten
Stabes und wird zweckmiBig als kritische Belastung (P,,) bezeichnet. Demnach
héngt der Begriff der kritischen Belastung mit der Stabilititsforderung zusammen.

2. Man sucht denjenigen Grenzwert der Belastung, dessen Uberschreitung
unzuldssige gefihrliche Formianderungen des Stabes bedingt. Ich mochte diesen
Grenzwert als gefahrliche Belastung (P,,;) bezeichnen. Der Begriff der gefdhrlichen
Belastung wird von der Festigkeitsforderung bestimmt. Er ist mit dem Begriffe
des Sicherheitsgrades und der Beanspruchung eng verbunden.!

Wenn man die beiden Grundbegriffe des Problems, d. h. die kritische Belastung
(Pr,) und die gefiahrliche Belastung (P,,) immer scharf auseinander hélt und sie
nicht durchweg — wie in der technischen Literatur iiblich — mit dem gemeinsamen
Namen ,,Knickbelastung’* bezeichnet, so vermeidet man MiBverstindnisse, welche
in unfruchtbare Streitigkeiten auszuarten pflegen. Von den Ingenieuren der Bau-
praxis wird nimlich unter , Knickung® (fr. , flambage®) im allgemeinen jede deut-
liche Ausbiegung der Stabachse verstanden, die infolge der zusammendriickenden
Léngskraft stattfindet, und zwar gleichgiiltig, ob die Belastung zentrisch oder ex-
zentrisch wirkt. Es wire vielleicht aussichtslos, gegen diese alte Gewohnheit zu
kdmpfen, aber es ist unbedingt notwendig, die beiden Bedeutungen desselben Wortes
scharf auseinander zu halten.

Der wichtigste Unterschied zwischen der zentrischen und der sogenannten
mexzentrischen Kmnickung besteht darin, daB beim exzentrischen Kraftangriff
der Begriff der kritischen Belastung vollstindig in Wegfall kommt. Der Stab wird
bei jedem mnoch so kleinen Werte von P verbogen und seine gekriimmte Gestalt
ist immer stabil, so lange die Anstrengung des Materials eine gewisse Grenze nicht

! Diese beiden Forderungen entsprechen den Hauptzwecken der technischen Elastizitats-
und Festigkeitslehre, welche folgendermafBen ausgedriickt werden kénnen:

Jedes Konstruktionselement soll den Bedingungen einer ausreichenden Steifigkeit, Wader-
standsfdahigkeit sowie moglichst hoher Wirtschaftlichkeit geniige leisten. Die zwei ersten ergeben
in unserem Falle die Stabilititsforderung und die Festigkeitsforderung.
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erreicht. Diese Grenze aber ent- ok
SMeEdein Werte der gefihr- % T
lichen Belastung. .

Im Falle der exzentrischen Be- ¥
lastung hat somit nur der Begriff .m
der gefihrlichen Belastung -einen \
konkreten Sinn.

Bei praktisch achsialer Be- )_——_"‘¥ o
lastung geniigend schlanker Stédbe b
nehmen die beiden GroBen P, und
P, praktisch gleiche Werte an 5
und wahrscheinlich deswegen hat 202 |
man sie so oft durcheinanderge- \ 3
worfen. 3

Der Wert der kritischen Be- .,
lastung ist bekanntlich fiir genii- \\
gend schlanke Stdbe durch die S|
Evrersche Formel mit grofler Ge-
nauigkeit bestimmt (,,elastische
Knickung*). Fiir die weniger schlan-
S tabe, d. h. im Ge-
biete der , unelastischen
Knickung®* scheint mir den | e
Wert von P,, erst die neue A
Formel vom Herrn Prof.
M. Broszko theoretisch 8
einwandfrei zu liefern.?

Die graphische Dar-
stellung der Abhingigkeit
der< o, — i;l von der
Schlankheit s gibt eine
glatte Kurve, welche aus 15
zwei Teilen zusammenge-
§etzbist (Abb. 33). Der
erste  fiir das Schlank-
heitsintervall o << s < s,
entspricht dem unelasti- 2-08
schen Gebiet: der zweite |°
fiirs,, < s < oo gehort der raza
EuLErschen Hyperbel im o e
elastischen Gebiet. Beide 1
Teile bilden die vollstin-

dige  Stabilititskurve des - /
Stabes.
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Pef
F
— kurz die Festigkeitskurve — liegt im Bereiche sehr kleiner Schlankheiten aus-
gesprochen tiefer und im Bereiche sehr grofler (praktisch fast nie vorkommender)
Schlankheiten deutlich héher als die Stabilititskurve. Es gibt offenbar mehrere
Festigkeitskurven, je nachdem man das Erreichen der Elastizitdtsgrenze oder FlieB-
grenze, bzw. der Bruchspannung als gefihriich betrachtet.!

In dem praktisch wichtigsten Bereiche mittlerer Werte der Schlankheit werden
die Unterschiede der Ordinaten beider Kurven unbedeutend und praktisch vernach-
lassigbar.?

Eine zugehorige Kurve der gefihrlichen mittleren Spannungen ¢, =

ILIE

Eine andere wesentliche Schwierigkeit des Problems beruht darauf, daf3 kleine
zufalhge und unvermeidliche Exzentrizititen der Kraftwirkung den Wert von P,
in praktischen Fillen sehr stark herabdriicken.?

Diese verhangnisvolle Rolle kleiner Exzentrizititen wurde durch die Versuche der
Herren RoS und BRUNNER sehr schén beleuchtet. Seine diesbeziiglichen Schluf3-
folgerungen lassen sich auch theoretisch ableiten. Wenn man ndmlich von ‘unmerk-
lichen Exzentrizititen absieht, bei welchen nur die Losung der strengen Differen-
tialgleichung der Biegungslinie mit den Versuchsergebnissen vergleichbar ist, so
kann man gentigend genau nach der bekannten Niherungslésung den Wert der
gefihrlichen Belastung aus der folgenden Formel berechnen:

P, pgef ngf) '
L = (I+ fsec—l/ e e
Hier bedeutet:

P, den EurLErschen Wert;

P, jene Querschnittsbelastung, welche bei gleichférmiger Verteilung das Er-
reichen der Elastizitits- bzw. FlieBgrenze herbeifithren wiirde,

0 die Exzentrizitit der Belastung (in der Richtung des kleinsten Trégheits-
radius des Querschnitts).

k den entsprechenden Kernradius.

Bei der Aufstellung der Formel ist allerdings von der kleinen Kriimmung der
Spannungs-Dehnungslinie bei der Annéiherung an die FlieBgrenze abgesehen worden.
Der daraus entspringende Fehler diirfte bei der praktischen Anwendung kaum in
Betracht kommen.

Aus der allgemeinen Formel (1) lassen sich durch weitere starke Vernach-
lissigungen die seinerzeit vorgeschlagenen praktischen Formeln von V. EMPERGER,
JoHNSON, OSTENFELD u. a. ableiten.* Sie sind ausreichend genau nur bei ziemlich
groBen Exzentrizititen. Der unmittelbaren Anwendung der genaueren allgemeinen
Formel (1) in der Praxis stand offenbar ihre Kompliziertheit im Wege. Diese Schwie-
rigkeit 1d0t sich aber durch ein einfaches Nomogramm umgehen. Ich habe bereits
in der oben zitierten Veroffentlichung vom Jahre 1go7 darauf hingewiesen, bin
aber erst jetzt dazu gekommen, da3 betreffende Nomogramm anfertigen zu lassen.
Dle hmrlchtung und die Anwendung desselben gestaltet sich folgendermalien:

! Fiir Baustahl ist meines Erachtens die FlieBgrenze maBgebend. Dieser Annahme ent-
spricht der ungefahre Verlauf der Festigkeitskurve in Abb. 33. J

2 Denn einer duBerst kleinen Uberschreitung der GréBe Py, durch die Belastung im elasti-
schen Bereiche entsprechen sehr groe Ausbiegungen und Spannungserhéhungen. :

3 Die tibrigen Abweichungen des praktischen Stabes von dem theoretischen Schema, Wi€
urspriingliche schwache Kriimmung, Unhomogenitaten des Materials u. dgl. lassen sich auf eine
reduzierte Exzentrizitit zuriickfiihren.

4 M. T. HUBER, ,,Uber die Sidulenfestigkeit* (poln.). — Przeglad Techniczny, Warszawa,
1907.
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Mit den Bezeichnungen der Verhiltniszahlen:
0 P SR fﬁ o i

0
— =%, —

k Phiis 2t PE

geht die Gleichung (1) in folgende {iber:

y:z(1+xsec%l/§)A e s o ()

Dieser Gleichung entspricht in der X Y-Ebene ein System von Geraden mit dem
variablen Parameter z (Abb. 34 und 35). Fiir einen gegebenen exzentrisch belasteten
Stab berechnet man die Werte von
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Abb. 35
und entnimmt aus dem Nomogramm — nétigenfalls durch Interpolation — den
zugehorigen Wert von
e
JEs

Das Nomogramm gilt selbstverstindlich fiir alle Stoffe, welche dem Propor-
Ei(inalit’citsgesetze bis zu der als gefdhrlich betrachteten Spannung geniigend genau
olgen.t

Wie man sieht, iibernimmt hier die GréBe P die Rolle eines MaBstabes, mit
welchem der Wert der gefahrlichen Belastung gemessen wird. Der Einflufl der Exzen-
trizititen auf Verminderung des Wertes P, =z P laBt sich aus dem Nomo-
gramm sehr bequem ablesen.

Es wire wiinschenswert, die Ergebnisse der RoSschen Versuche bei exzentrischer
Belastung mit der obigen theoretischen Formel zu vergleichen.

! Es ist bereits in meinem polnischen Aufsatz ,,Zur Berechnung der Druckstabe’” (Przeglad
Techniczny, Warschau 1928) verédifentlicht worden.
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Professor H. KAYSER, Darmstadt:

Das Problem der Knickung wird schon seit Jahren in allen Lindern, die heute
an dem KongreB teilnehmen, mit dem gréBiten Interesse verfolgt. Umfangreiche
Versuche sind durchgefithrt worden und haben sehr wertvolles Material fiir die
weitere theoretische Behandlung der Knickfrage geliefert. Ich glaube daher, daB es
an der Zeit ist, zu versuchen, alle gewonnenen Versuchsergebnisse zusammenzufassen
und zu vereinheitlichen, um eine breite theoretische Grundlage zu gewinnen, auf
der die Praxis in den nichsten Jahren arbeiten kann.

AnschlieBend an Vorschlage, die ichim Jahre 1910 gemacht habe, und gestiitzt
auf Versuche, die ich in diesem Jahre mit doppelwandigen Druckstiben fiir den
Deutschen Eisenbau-Verband durchgefiihrt
habe, will ich IThnen heute ein theoretisch-
praktisches Verfahren vorfiihren, welches es
ermoglicht, alle Druckstibe auf einfachste

Abb. 36. Ausbiegung der Stabachse Weise vorauszuberechnen mit FErgebnissen,

die fiir die Praxis vollstindig ausreichend
sind. Ich gehe bei meinen Uberlegungen von der Druckbiegegleichung aus, die
ich erweitert habe und die es gestattet, auf Grund der Berechnung der Rand-
spannungen bei exzentrischem Kraftangriff eine einwandfreie Vorausberechnung
durchzufiihren. Die verallgemeinerte Druckbiegegleichung lautet fiir die Ermittelung
der Randspannung

P P

B R 2 Ry i
‘=Ftm -ttt VW,

hierin bedeutet (vgl. Abb. 36)

P die Druckimalt
R, Biegungswiderstand fiir die x-Achse,

5 o 4 yoAehse
W, das Widerstandmoment fiir die x-Achse,
Tk 7 = Yechsed
fox die anfingliche Ausbiegung fiir die x-Achse,
o % ¥ o Al

Die hieraus ermittelte Randspannung darf das zuldssige MaB nicht iibersteigen.
Das ganze Rechnungsverfahren verlduft unterhalb der Proportionalitdtengrenze
und schlieBt sich damit dem Rechnungsverfahren fiir Zugbeanspruchung und fiir
Biegebeanspruchung an. Die Druckbiegegleichung schlieBt den Eulerwert in sich
ein und gilt gleichmaBig fiir gedrungene und schlanke Druckstibe. ¢ wird un-
satalido ol dllls iR =12 oder R, = 2 e dem gelenkig gestiitzten Stab ist
R = 1—%1£, fiir den eingespannten Stab ist R = 4. ﬁi

Man sieht also, daB die Randspannung in hohem MaBe von dem Wert R ab-
hingig ist und daB die richtige Bestimmung dieses Wertes von groBer Bedeutung ist.

Bei doppelteiligen Druckstdben ist der Wert R nicht nur von der Einspannung,
sondern auch von der Abminderung infolge der Bindungen durch Gitterstdbe oder
Bindebleche abhingig. Diese Abminderung kann nach den bekannten Formeln
von KAVSER oder MULLER-Breslau genau genug berechnet werden.!

Schwieriger ist es, den Einspannungsgrad durch Rechnung festzustellen. In
dieser Beziehung leistet der Versuch mit Druckstiben an fertigen Bauwerken gute

! Kavser, Die Knickversteifung doppelwandiger Druckquerschnitte. Der Eisenbau 1910
— MULLER, Breslau: Neuere Methoden. — PETERMANN: MULLER, Breslau, Versuche. Bau-
ingenieur 1926.
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Dienste. Man kann den Stab in der Mitte mit einer Einzelkraft () querbelasten; es
wird dann
l

IR =R o (O et
fm ist der gemessene Ausbiegungswert, P die vorhandene Lingskraft.! (vgl.
Abb. 37) Wie nachgewiesen werden kann, ist in
diesem Wertsowohlder Grad der Einspannung,als R LU B
auch der der Abminderung enthalten. Man kann
diesen Wert R als Biegunswiderstand oder
Riickstellkraft bezeichnen. Wenn man ihn in Abb. 37. Querbelastung des Stabes
die allgemeine Biegungsgleichung einfithrt, ist
Einspannungsgrad und Abminderung auch bei mehrteiligen Druckstiben be-
riicksichtigt.

Die Berechnung der Nutzspannung ist nunmehr noch von f, abhingig. Dieser
Wert ist aber auf theoretischem Wege nicht zu finden; er wird innerhalb weiter
Grenzen schwanken und ist von mancherlei Zufilligkeiten bei der Ausfithrung des
Stabes abhingig. Er schlieBt Stabverbiegungen, exzentrischen Kraftangriff,
UngleichmaBigkeiten des Materiales u. dgl. in sich ein und ist daher lediglich
als Rechnungshilfswert zu betrachten. Er wird in der Praxis mit etwa I:200 an-
genommen, wobei bei guter Ausfithrung 1:250 als unterer Grenzwert und bei
weniger guter Ausfithrung 1: 150 als oberer Grenzwert gewihlt werden diirfte. Ein
Nachweis fiir diese Annahme auf versuchstechnischer Grundlage war seither noch
nicht erbracht worden.

Die von mir im Auftrage des Deutschen Eisenbau-Verbandes durchgefithrten
Versuche mit doppelteiligen Druckstiben sollten auch diese Frage kliren. Ich will
Ihnen daher nur noch ganz

kurz iiber diese Versuche und Tﬁwﬂ - ;&’i i__:n._f,p ?zf =
die gewonnenen Ergebnisse Balmmeel, ol Y
berichten. b AR | S e 18] E e 1B
In Abb. 38 ersehen Sie e e e vl 60 '

die Ausbildung der untersuch- 200 He -
tep Druckstidbe. Sie wurden L e - 190-10 1g-376
mit steigender Lingsbelastung -;&:?/’- Eraa = sminsaae S ,,,‘, @
von 5 bis 30 t belastet und B SR SR AR
dabei die Spannungen in vier e & 777777777777 e l‘_i 8
Bdbinkten dor Stabmilte Haher s 5 950 7]

\

und die Ausbiegung gemessen. 5
Zur Ermittelung des Biegungs-
widerstandes R diente eine
Querbelastung von 0,5 bis 3,0 t. Das Ergebnis der Querbelastung lieferte
R-Werte, wie sie in der Tafel 3 zusammengestellt sind.
In dieser Tabelle sind zum Vergleiche auch die theoretischen Werte aufgefiihrt
und zeigen gute Ubereinstimmung.
~ Die Ermittelung der Randspannungen durch Messung liefert in Verbindung
mit der Druckbiegegleichung die Werte f,, welche naturgemil3 innerhalb weiter

%renzen schwanken. Die Ergebnisse der Messungen und Rechnungen zeigt
afel 4.

Abb. 38. Ausbildung der Versuchsstibe

1 KAYSER, Beziehungen zwischen Druckfestigkeit und Biegungsfestigkeit. Ztschr. d.
Vereines dtsch. llngentenre ror7, S. 92.
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eadiel g
Zusammenstellung der Biegungswiderstiande
R-Werte theoretisch
nach R
Stab e S aus dem
Wi EULER KAvSER | Versuch
| | Breslau
kg | kg | kg kg
32 1 466 000 1233000 1155000 912000
33 1466000 1020000 897 000 926 000
34 7 466 000 E 865000 722 000 852 000
35 1466000 ‘ 616000 448000 446000
36 1466000 ‘ 446000 286000 422000
Tafel 4

Tabelle fiir die ,,anfangliche Ausbiegung*“ der Stabachse

Ry 2

P = 25000 kg lor — & iz = R, i
Ry = 896000 kg { = 471,5 c.
Stab | Rx—P Ry 1 ‘
N || T | he || BOHEE | b ‘ fost
X ¥
32 ‘ 0,972 | 1,1800 1,145‘ 9I2000 | 0,97I | 0,249 | 0,242 | 1,170 [I:403
33 | 0,972 | 1,0300| 1,000 | 926000 | 0,972 | 0,297 | 0,289 | 1,040 |1:453
34 } 0,972 |0,0186| 0,018 | 852000 | 0,969 | 0,466 | 0,452 | 0,452 |1:1040
35 | 0,972 | 0.9520| 0,927 446000 | 0,043 | 0,174 | 0,164 | 0,94I |1:500
36 | 0,972 10,4640 0,451 | 422000 | 0,939 | 0,399 | 0,374 | 0.587 "1:804
I )

Die Werte f, schwanken zwischen —4{)—6 und Elo—o’ Da die Versuchsstibe sehr gut
ausgerichtet und zentriert waren, so miissen fiir den praktischen Gebrauch die
fo-Werte erhoht werden. Die Annahme fiir mittlere Verhiltnisse f, :Téo-sche'mt

also durch die Versuche bestitigt. Man kénnte auch, wie es Professor Ro$ vorschligt,
fo in Abhingigkeit von der Kernweite bringen und etwa zu !/, derselben annehmen.
Es mag weiteren Versuchen vorbehalten bleiben, festzustellen, ob die eine oder
die andere Annahme fiir die Praxis zweckmiBiger ist. Wiinschenswert wiire es jeden-
falls, wenn in den verschiedenen Lindern und bei den verschiedenen Verwaltungen
nach einheitlichen Grundsitzen recht bald gerechnet werden koénnte.

Dozent Dr. Ing. I. RATZERSDORFER, Breslau.

Bei der Berechnung des Gleichgewichts von Balken auf nachgiebiger Unter-
lage ist in der technischen Literatur, wie auch aus dem Referat des Herrn G. Pi-
GEAUD ersichtlich ist, die insbesondere von H. ZIMMERMANN entwickelte Annahme
tiblich, dall zwischen der Pressung, dem sogenannten ,,Bettungsdruck® (%) und
der , Einsenkung* y(x) der einfache Zusammenhang

p(x) =c . y(x)
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besteht. Die Konstante ¢ ist eine stets positive Erfahrungszahl, die Bettungs- oder
Bodenziffer.t :

Eine Kritik dieses Ansatzes wurde von K. WIEGHARDT in einer tiefgreifenden
Abhandlung gegeben.? Die Einsenkung an einer Stelle hingt nicht nur von der
Pressung an dieser Stelle ab, sondern von der Gesamtheit aller Pressungen. WIEG-
HARDT ersetzt diese Gleichung durch eine Integralgleichung, die man auch in der
Form

;b(x):c‘k(x,E).y(f)df

anschreiben kann. % ist eine unbekannte Funktion der gegenseitigen Entfernung
der Stellen x und &, hat den groBten Wert fiir ¥ = & und verschwindet fiir wachsende
positive und negative &—x entweder schon im —
Endlichen oder erst im Unendlichen. Die GREEN-
sche Funktion % stellt die Einflullinie der Pres- Wil
sungen vor (Abb. 39). ¢ ist ein Analogon zur ZiM-
MERMANNschen Bettungsziffer.

Um mit diesem Ansatz eine Berechnung ;
des Knickfalls durchzufithren, mul man einen ‘,e>4
grolen mathematischen Apparat in Bewegung e e
setzen. Wenn man sich aber, nach einer Idee
des Herrn Professor v. MISES, mit einer An-
ndherung an die WIEGHARDTsche Forderung begniigt, so geht man so vor: Man
schreibt mit §—x =z

Abb. 39

po) =c\k(@).y (v +2) .ds

entwickelt y (x + z) in die Taviorsche Reihe

z3

Y+ 2) = y(8) + 29/ (8) + oy () + =

und bekommt

Plx)i=c . y(x) \ k(z) dz + ¢ y'(x) \‘z k(z) dz + ; 9 (%) \zzk(z) dz—+...

v () -

Infolge der Symmetrie von k beziiglich der Stelle x = & sind das zweite Integral,
das vierte Integral usf. gleich null und man gewinnt, wenn man beim vierten Glied
abbricht und die neuen Konstanten

c S kedz—cy, S\2he)dz=c,
einfiihrt, die Gleichung
p(x) = e y(%) 4 co "' (%)

Der zweite Summand auf der rechten Seite bildet eine Korrektur zur ZIMMERMANN-
schen Gleichung und man wird bei Beriicksichtigung dieses Gliedes dem WIEG-
HARDTschen Ansatz wenigstens einigermafen entgegenkommen.?

Die Differentialgleichung der Elastika kann man fiir den elastisch gelagerten
Druckstab leicht aufstellen. Setzt man nach der EULER-BERNoUILLIschen Theorie

! H. ZimmErRMANN, Die Berechnung des Eisenbahnoberbaues. Berlin 1888. Die Knick-
festigkeit eines Stabes mit elastischer Querstiitzung. Berlin 1906.

? K. WieGgHARDT, Uber den Balken auf nachgiebiger Unterlage. Zeitschr. f. angew. Math.
U. Mech. 1922. S. 165—184.

3 Fiir Platten auf elastischer Unterlage wird man ahnliche Erwagungen anstellen diirfen.
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die Kriimmung dem biegenden Moment proportional, so erhilt man fiir kleine y
fiir den Stab von konstanter Hohe und der Breite 4 die Gleichung
daty P+bcy, d?y El

d xt B dzs

g0

P ist die achsiale Druckkraft, £ der Younasche Elastizititsmodul, ] das mal-
gebende Querschnittstragheitsmoment. Die Randbedingungen sind das Ver-
schwinden von Biegungsmoment und Querkraft an den Stabenden. Diese Gleichung
unterscheidet sich von der bei ZIMMERMANN nur dadurch, daB an Stelle von P
jetzt P + b ¢, steht.

Fiir die Biegungsaufgabe (bei P = 0) ergibt sich mit dem korrigierten Ansatz
eine Differentialgleichung von derselben Form wie beim Stabilititsproblem.

Wie grof3 sind aber die Bodenkonstanten? Es sind so gut wie gar keine Versuchs-
ergebnisse verhanden, die gestatten wiirden, die beiden Konstanten zu berechnen.
Nach einer Angabe von S. TIMOSHENKO zeigte sich bei Versuchen an Eisenbahn-
gleisen eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den nach der ZrMMERMANNschen
Theorie ermittelten Durchbiegungen und Pressungen mit den gemessenen Werten.!
Diese Versuche bilden aber — leider — nicht auch die Bestitigung, daB unser Kor-
rekturglied klein ist, da infolge der Lagerung auf Querschwellen keine stetige
Stiitzung vorhanden war. Altere Versuche, die A. FéppL im Hofe seines Labora-
toriums vornahm, zeigten eigentlich nur, dal die Senkungen sehr rasch mit der
Entfernung von der Laststelle abklingen, weiter geben sie keine Auskunft.2 — Wirk-
lichen Aufschluf kénnten nur sorgfiltig und prizise durchgefithrte Versuche geben.
Auch die Auswertung der Experimente, bei denen aus der Biegungslinie auf die
Konstanten geschlossen werden muf, ist keineswegs vollstdndig miihelos. Es wiire
aber meiner Ansicht nach sicher von Interesse, wenn man bei der Baugrundforschung
auch solchen Versuchen ndhertreten wiirde. Man koénnte zumindest erkennen,
mit welcher Berechtigung man bei dem einfacheren ZIMMERMANNschen Ansatz
bleiben darf.

Prof. ¥. KEELHOFF, Gand:

Avant de lever la séance, je crois devoir remarquer, qu'aucun des orateurs
précédents ne s’est préoccupé des efforts tranchants a craindre dans les piéces chargées
de bout, alors que, dans toutes les charpentes un peu importantes, la plupart des
barres comprimées sont en treillis: cela me parait peu justifié, d’autant plus, qu'au
point de vue pratique, toutes les formules modernes donnent a peu pres le méme
résultat quant au flambement par moment fléchissant. Il n’en est pas de méme quant
aux formules proposées pour le calcul des efforts tranchants, ce qui constitue un
vrai danger: on sait que I'écroulement du pont de Québec, pendant le montage, c’est-
a-dire la plus grande catastrophe dont I'histoire des constructions métalliques fasse
mention, est due a une sous-évaluation des efforts tranchants a prévoir dans I‘GS
membrures comprimées. J’exprime donc le veeu que, d’ici a notre prochain congres,
cette question soit étudiée a fond théoriquement et, si possible, expérimentalement.

Aufer obigen bei der Tagung vorgetragemen Diskussionsbeitrigen sz.'nd fil’b’
folgenden Beitrige auf schriftlichem Wege eingelangt (und zwar die Beurage
CHWALLA, MEMMLER und CHAUDY wihrend der Tagung, die iibrigen nach derselben).

1 S. TimoSHENKO, Method of Analysis of Statical and Dynamical Stresses in Rail. Ver-
handlungen des 2. Internat. Kongresses fiir Techn. Mechanik. Ziirich 1926, S. 407.
% A. FoppL, Vorlesungen iiber Techn. Mech. 3. Bd. Festigkeitslehre. 7. Aufl. 1919, S. 258
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Besides the above papers read before the Congress we have mow received the
following contributions in writing (and that, the papers of the authors CHWALLA,
MEMMLER and CHAUDY during the Congress, the others after it).

En outre des communications faites pendant le Congrés a I'occasion des dis-
cussions, nous sont parvenues les communications écrites ci-dessous. (les communi-
cations des MM. CEWALLA, MEMMLER and CHAUDY nous sont parvenues pendant
le Congres, les autres aprés la cloture du Congrés).

Dozent Dr. Ing. E. CHwALLA, Wien:

Im ersten und auch dritten Kapitel des Referates PIGEAUD wird fiir einen
geraden Stab, der nach Voraussetzung ,,vollkommen elastisch bis zum Bruche'* ist
und eine endlich groBle, ,,bekannte und bestimmte Anfangsexzentrizitit der Achsial-
kraft aufweist, aus dem Unendlichwerden der Ausbiegung eine , Knicklast* abge-
leitet. Einem derartigen Vorgang kann ich mich nicht anschliefen. Ein exzentrisch
gedriickter, gerader Stab aus einem Werkstoff, der unbeschrankt dem HookEschen
Gesetze gehorcht, besitzt nur eine einzige Gleichgewichtsform, die eine ausgebogene
Achse aufweist und unbeschriankt stabil ist; eine Knicklast existiert hier micht.
Diesbeziigliche Fehlschliisse verdanken ihr Entstehen der iiblichen Vernachlissigung
der ersten Ableitung im analytischen Ausdruck fiir die Achsenkriimmung und nur
als Folge dieser Vernachldssigung ergibt sich dann beispielsweise unter der exzen-
trisch wirksamen E uLgRrlast ungeachtet der Endlichkeit der Stablidnge eine unendlich
groBe Ausbiegung, die ungerechtfertigterweise als Kriterium eines Stabilitdtswechsels
dient.

Im Anschlusse an das im vierten Kapitel des Referates behandelte
Knickproblem eines elastisch gebetteten Druckstabes, das schon im Jahre 1884
von ENGESSER im ,Zentralblatt d. Bauverwaltung” gelést wurde, mochte
ich mir einige erginzende Bemerkungen erlauben. Die Randbedingungen dieses
Problems, die im Referate durch die Worte ,frei an beiden Enden‘ gekenn-
zeichnet sind, wiirden priziser durch die Worte ,gelenkig festgehalten an
beiden Enden‘ beschrieben werden; den etwas verwickelteren Fall tatsichlich
freier Stabenden habe ich in der , Z. f. ang. Math. u. Mech. 1927 behandelt. Von
groBer praktischer Bedeutung ist die Stabilititsuntersuchung eines elastisch ge-
betteten Druckstabes, dessen beide Endpunkte fiir sick elastisch quergestiitzt sind,
da dieser Fall beim ,, Seitensteifigkeitsproblem® offener Briicken mit Parallel-,
Trapez- oder Halbparabeltrigern vorteilhaft Verwertung finden kann, welches
Problem vollstandig von der aus konstruktiven Griinden unvermeidlich starken
Nachgiebigkeit der Endquerrahmen beherrscht wird. Ich habe diesen Fall in einer
unverdffentlichten Arbeit vor einigen Jahren behandelt und eine relativ einfache,
geschlossene Formel fiir die erforderlichen Endrahmenwiderstinde erhalten. Ver-
gleiche mit den strengen, tabellarisch gefaBten Losungen fiir Einzelstiitzung
(ScHWEDA, ,,Bauingenieur 1928) zeigen, dal die Abweichungen, die sich durch die
Aufteilung der Zwischenrahmenwiderstinde ergeben, wegen der immer vorhandenen
groBen Gurtsteifigkeit praktisch unbedeutend sind.

Das zweite, von Prof. Ro§ verfaBte Referat befriedigt nicht nur ein brennendes
Bediirfnis der Praxis, sondern ist auch vom Standpunkt der Erkenntnis zu begriil3en,
da es mithilft, die grundlegende Bedeutung des Formdinderungsgesetzes bei allen
Kl}ickproblemen in quantitativer und qualitativer Beziehung zu unterstreichen.

Ir miissen uns bewuBt sein, daB alle im Rahmen unserer Elastizititstheorie ge-
16sten Stabilitdtsprobleme, die alle das HookEsche Gesetz unbeschrinkt voraussetzen,
dem Eisenbau bloB einen Teil seiner kritischen Belastungen zu liefern vermagen,
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wihrend eine ganze Gruppe baupraktisch bedeutungsvoller Knickerscheinungen wie
auch fast alle Ergebnisse qualitativer Natur dem eigenartigen Formadnderungsgesetze
des Baustahlsmit seiner ausgesprochenen Plastizitdtsgrenze entspringen. Die gewohnte,
mit dem HookEeschen Gesetz allein arbeitende Knicktheorie verkiindet bekanntlich
das Kriterium der Eindeutigkeit des Gleichgewichtes im stabilen und der Mehr-
deutigkeit im instabilen Zustand; ein eiserner Bauwerkstab besitzt im Gegensatz
hiezu vor dem kritischen Zustand (mindestens) zwe: und dartiber hinaus nur eme
mogliche Gleichgewichtslage. Ferner vermag selbst der schlankeste der eisernen
Bauwerkstibe seine Knicklast ungeachtet der bekannten zugeschiarften Eulertheorie
schon bei Ausbiegungen von nur etwa der halben Querschnittshohe iiberhaupt
nicht mehr im Gleichgewicht zu halten und schlieBlich kennt die genannte Theorie
auch keine Knickerscheinung gerader Stibe unter exzentrischem Druck, der
ein Eisenstab in gefihrlichem MafBe unterliegt. Selbst der grundlegende Begriff
der ,, Stabilitdt, das ist die Fahigkeit einer Gleichgewichtslage, sich nach einer
kleinen Stérung aus eigenem wieder herzustellen, kann in dieser Bedeutung
nicht schlechtweg iibernommen werden; denn die im unelastischen Bereich unter
zentrischem Druck knickenden Baustahlstibe besitzen diese Fahigkeit gar micht
im ganzen ,,stabil genannten Zustand, da im vorkritischen, unelastischen Bereich
das Spannungsbild im Zuge der Wiederherstellung durch das Entlastungsgesetz
vollstindig verindert wird. An diesen Beispielen soll nicht nur die tiefgreifende
Bedeutung des Formidnderungsgesetzes fiir die Knickerscheinungen, sondern
auch die groBe Gefahr von Irrtiimern ermessen werden, .die durch eine
nicht ausreichend scharfe Trennung der Problemgruppen nach dem ihnen
zugrunde liegenden Forminderungsgesetz heraufbeschworen wird. Und da die
didaktisch so wichtige Betonung dieser Problemtrennung nicht selten vermifit
wird, will ich ihr meinen Sektionsvortrag widmen. Zum Inhalt des Referates selbst
seien folgende Bemerkungen erlaubt:

1. Die der Behandlung des exzentrischen Knickproblems zigrunde gelegten
Spannungsbilder des unelastischen Bereiches scheinen mir grundsitzlich unzu-
treffend. Das Forminderungsgesetz einer Entlastung unelastisch gestauchter
Fasern wiirde hier nur dann Geltung besitzen, wenn die Achsiallast in ideal zentri-
schem Zustand bis auf ihren kritischen Wert anwachsen und Aierau/ erst hinaus-
riicken wiirde in die in Rechnung gestellte exzentrische Lage. Nun ist aber ecin¢
Angriffsexzentrizitit bei wohl allen Bauwerks- und Versuchsstédben unverinderlich
an das System gebunden, so dafl im Zuge des Anwachsens der Achsiallast die ge-
weckten Grund- und Biegespannungen gemeinsam, wenn auch nicht genau ver
héltnisgleich, zunehmen; zu einer Entlastung unelastisch gestauchter Fasern kann
es somit nicht kommen und im Spannungsbild hat an Stelle der Entlastungsgeraden
das Forminderungsgesetz der Belastung zu treten. Die im Referat berechneten
inneren Momente sind daher im unelastischen Bereich grundsitzlich zu groB und die
Abweichungen werden, wie man sich leicht vergegenwartigen kann, insbeson(_k‘rS
bei Grundspannungen an und iber der Quetschgrenze bedeutend. Diese
Feststellung bezieht sich tibrigens auch auf den III. und V. Abschnitt des Referates,
da die erwihnten Spannungsbilder auch dort zur Verwendung gelangen.

2. Die Ableitungen des Referates setzen fiir die Gleichgewichtsformen Suniis:
linien voraus, und zwar werden im Interesse einer einfachen Problembehandl}mg
ganze Sinushalbwellen auch im Falle des exzentrischen Druckes gewahlt. Diese
Annahme wird im Referat als praktisch zulissige Nédherung bezeichnet, trotz
dem sie zum Beispiel dem oft recht groBen Angriffsmoment an den beiden Stab-
enden, also dem Produkt , Kraft mal Angriffsexzentrizitit, willkiirlich die Achsen-
kriimmung Null gegeniiberstellt. Nun habe ich in einer Arbeit, die in den Sitzungs:

=

berichten der Wiener Akademie erschien, das zentrische und exzentrische Knick-
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problem des Baustahlstabes mit Scharfe behandelt und fand unter Zugrundelegung
des gleichen Arbeitslinienverlaufes fiir die Gleichgewichtsformen merkliche Unter-
schiede gegeniiber der Sinushalbwelle und im Endergebnis zum Teil starke Abweichun-
gen in den kritischen Schlankheiten; so betrigt schon bei der kleinen Grundspannung
von 1000 kg/qem, also tief im elastischen Bereich, wo die Sinuslinie noch am ehesten
gerechtfertigt erscheinen mag, der Unterschied bei einem Angriff in der dreifachen
Kernweite tiber 409%,! Es scheint daher ungeachtet der vorkommenden grofen Streu-
ungen auch fiir praktische Nutzanwendungen erforderlich zu sein, bei der Ermittlung
der gebrauchsfertigen Diagramme (deren Entwurf iiberdies auch fiir den St. 48 und
den Si-Stahl recht erwiinscht wire) eine genauere Form der Deformationsfiguren
in Rechnung zu stellen. Der EinfluB der Schubverzerrung oder Nullinienverschiebung
ist natiirlich praktisch bedeutungslos.

Ferner mochte ich bemerken, daB es bei derartigen Diagrammen praktischer
wire, das ExzentrizititsmaB nicht auf die Kernweite, sondern auf den fiir alle
Profile unmittelbar nachschlagbaren Trigheitsradius zu beziehen und schlieBlich
noch auf einen kleinen Zeichenfehler in Abb. g des Referates aufmerksam machen:
Die Nullinie der Biegespannungen und damit der Verdrehungspunkt der Quer-
schnittsebenen liegt grundsitzlich in der dem Kriimmungsmittelpunkt abgewendeten
Stabhilfte und nicht auf der Innenseite, wie versehentlich eingetragen wurde.

3. Eine unmittelbare Verwertung der erhaltenen Ergebnisse bei der Bemessung
gegliederter Druckstibe, wie im Referat vorgeschlagen wird, scheint vom theoretischen
Standpunkt etwas gewagt, da die ZerreiBung des einflulreichen Spannungsbildes,
die Beschrinkung des inneren Hebelsarmes und die lokale Wirkung des Verbundes
wesentliche Abweichungen gegeniiber einem Vollstab ergeben diirften. So ist zum
Beispiel schon bei der zentrischen Knickung eines Rahmenstabes (die ich im letzten
Jahrgang der Wiener Sitzungsberichte ausfithrlich behandelt habe) nicht, wie
vom Vollstab bekanntlich iibernommen wird, das Bindeblech am Stabende, sondern
das diesem benachbarte, vorletzte, das weitaus stirkst beanspruchte.

Zum Schlusse sei mir noch eine wichtige erginzende Bemerkung gestattet:

Bei der knicksicheren Ausbildung eines Druckstabes aus Baustahl ist es ein
grundlegendes Erfordernis, die Stdrke aller plattenartigen Elemente des Stabes,
wie der Stege, Lamellen und freien Schenkel derart zu bemessen, dal ein ,,Aus-
beulen* dieser Teile vor dem Ausknicken des ganzen Stabes ausgeschlossen ist.
Gegen diese Forderung wird in der Praxis hiufig gesiindigt, so bedeutungsvoll sie
insbesonders bei den zarten Profiltypen des Spezialstahlbaues ist. Das Problem
wurde von Dr. BLEicH weitgehend behandelt und in Bemessungsformeln gefal3t,
doch scheint allgemein bei Stabilitatsuntersuchungen eiserner , Platten und
,Schalen* eine wesentliche Materialeigenschaft wicht beriicksichtigt zu werden,
was sich gefihrlicherweise auf Seite der Unsicherheit auswirkt. Die kritische
Spannung eines in der Lingsrichtung gedriickten, langen, schmalen Plattenstreifens
von der Dicke ,,d* und der Breite ,a‘* betragt im elastischen Bereich bekanntlich

d\2 E
o s
wobei fiir den Beiwert B bei einer Einspannung der beiden Lingsseiten f = 8,30,

bei einer freien Verdrehbarkeit f = 6,28 zu setzen ist und ,,m = 0,3 die Poisson-
zahl bedeutet. Eine vorzeitige Ausbeulgefahr ist gebannt, wenn diese Knickspannung

)

zumindest gleich ist der Knickspannung des ganzen Stabes ¢, = ”;;/7)5 . Nun knickt
die Mehrzahl der Bauwerkstibe im unelastischen Bereich, so da in Richtung der
Stabachse sowohl fiir die Platte als auch fiir den ganzen Stab das Knickspannungsbild
und damit der Knickmodul nach KArmAN Giiltigkeit besitzt. Beim Plattenproblem
ist jedoch noch die Kenntnis des Moduls fiir die andere, hier lastfreie Richtung,

Briickenbaukongre &
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wie auch des Gleitmoduls erforderlich. Dr. BLEICH setzt, wie es bei der iiblichen
Auffassung der Platten als ,elastisches Gewebe naheliegend erscheint, fiir
den ersteren wegen der Lastfreiheit den Elastizititsmodul und wahlt fiir
die Schubverzerrung einen Mittelwert aus diesem und dem Knickmodul,
Einem derartigen Vorgang steht jedoch entgegen, daB die Quasi-Isotropie
des Materials erwiesenermafen auch im plastischen Bereich erhalten  bleibt.
Ich schlage daher vor, den Kniclfmodul allen drei Gliedern der Plattengleichung
zuzuordnen und die geringfiigige Anderung der Poissonzahl im plastischen Bereich
auf 0,5 zu vernachlissigen. Es resultiert dann die einfache, in beiden Bereichen
geltende Bemessungsformel% 27171—), wobei (//7) die maBgebende Knickschlank-

heit des ganzen Stabes bedeutet und fiir ,,k“ bei beiderseitiger Einspannung
der Platte ,,1,25" und bei freier Verdrehbarkeit ,,1,65° zu setzen ist, bzw. ein dem
geschétzten Einspannungsgrad entsprechender Zwischenwert gewihlt werden kann.

Prof. Dipl. Ing. MEMMLER, Berlin:

Die Ergebnisse der in der Schweiz durchgefiihrten Versuche mit Walzprofilen
stimmen {iberein mit den Knickspannungswerten, die auf Grund der KArMANschen
Theorie aus dem Druckstauchungsdiagramm berechnet werden kénnen. Es miifite
danach das Bestreben sein, ideelle Druckstauchungsdiagramme festzulegen, die in
ihrem Verlauf charakteristisch fiir die verschiedenen Stihle sind. Bei den im
Materialpriifungsamt in Berlin-Dahlem fiir den Deutschen Eisenbau-Verband
untersuchten Stéhlen zeigen sich nun gerade fiir diese Diagramme Abweichungen
von dem von Herrn RoS angegebenen ideellen Diagramm, und zwar fiir alle Materi-
alien in so starkem Mafe, dal die hieraus zu errechnenden Knickspannungslinien
entsprechend stark von der Knickspannungslinie der T. K. V. S. B. abweichen
miissen. Die bis zu 2 =20 im Amt durchgefithrten Knickversuche bestitigen
diese Abweichung.

Das von den Herren RoS und BRUNNER angegebene ideelle Druckstauchungsdia-
gramm zeigt zwischen P und S-Grenze eine verhdltnismdBig starke Kriimmung, also
starke bleibende Verformungen. Die Moduli 7" dndern sich schnell und weichen von
dem E-Modul stark ab. Der Ubergang zwischen dem Bereich elastischen Knickens und
dem Bereich, in dem die Knickspannungen gleich oder eventuell groBer als die
Quetschgrenze sind, vollzieht sich sehr allmihlich, im Schlankheits-Knickspan-
nungsschaubild gekennzeichnet durch einen allmédhlichen Ubergang aus dem Gel-
tungsbereich der EULER-Hyperbel zu der Kurve, deren Ordinate gleich oder gréfier
als die Quetschgrenze ist. Bei den im Amt durchgefiihrten mannigfaltigen Ver-
suchen zeigt im Gegensatz hierzu das Zug-Dehnungsdiagramm fiir Stahl 37 und fiir
hochwertige Baustdhle in den weitaus meisten Fillen oberhalb der P-Grenze, die
vielfach nur wenig kleiner als die Streckgrenze ist, eine verhaltnismaBig geringe
Abweichung von der HookEschen Geraden. Die bisher ermittelten Druckstauchungs-
diagramme hatten das gleiche Ergebnis. Dementsprechend .verlduft auch der
durch Knickversuche festgestellte Ubergang aus dem Bereich elastischen Knickens
in dem plastischen Bereich, und zwar fiir die verschiedenen Materialien mehr oder
weniger stark ausgeprigt. In allen Féllen vollzieht sich aber dieser Ubergang
plétzlicher als nach den Schaubildern von Herrn RoS. Man gelangt also im Ub.er—
gangsbereich zu giinstigeren Ergebnissen, da die Knickspannungen in diesem Bereich
entsprechend der geringeren Abweichung der Moduli 7 vom Modul E weit geringere
Unterschiede vom EurLer-Wert aufweisen als in den von Herrn Ro§ mitgeteilten
Kurven. Tm ideellen Druckstauchungsdiagramm ist ferner von Herrn Ros der
wagrechte in Hoéhe der Quetschgrenze verlaufende Teil des Diagramms nur bis
7 bis 8%/, angegeben. Bei den meisten im Amt untersuchten Materialien und auch
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nach Erfahrungen in der Praxis mufl man aber im allgemeinen mit einem FlieBen
bis zu 15 und sogar 20°/,, rechnen. Es liegen zwar fiir die meisten Félle nur Zug-
Dehnungsdiagramme vor, da die Ausfiihrung von Druckversuchen aus bekannten
Griinden weit schwieriger ist. Fiir Stahl 37 ist im letzten Jahr fiir den Eisenbau-
Verband aber auch das Druckstauchungsdiagramm bei uns in Dahlem aufgenommen.
Bei diesen Versuchen wurden besondere Vorkehrungen getroffen, um fehlerhafte
Beeinflussung der Messungen, vor allem den Einflufl der Endflichenreibung aus-
zuschalten. Auch bei diesen Diagrammen zeigte sich wie beim Zugversuch ein
lingerer FlieBbereich. Die auf Grund der ExGEsSER-KARMANschen Theorie an
einem solchen Diagramm errechnete Knickspannungslinie verlduft fiir einen gro3en
Bereich der Schlankheitsgerade parallel oder nahezu parallel zur Abszissenachse in
Hohe der Quetschgrenze, ein Ergebnis, das durch die Knickversuche belegt wird.
Eine Uberschreitung der Quetschgrenze konnte durch diese auch fiir die kleine
Schlankheit 2 = 20 nur in einigen wenigen Fillen um 3 bis 4%, in einem Fall um
6%, festgestellt werden. Bei den hochwertigen Stihlen liegen die Verhiltnisse nach
den Knickversuchen ganz dhnlich.

Wenn man in der Zukunft den ideellen Verlauf des Druckstauchungsschau-
bildes auf Grund von Versuchen fiir die jetzt verwendeten Baustoffe ableitet, werden
sich nach den im Dahlemer Materialpriffungsamt gemachten Feststellungen prak-
tisch auch bei kleinen Schlankheiten, die fiir die Praxis noch Bedeutung haben,
auch auf Grund der ENGEsSER-KARMANschen Theorie keine Knickspannungen
ergeben, die wesentlich grofer als die Quetschgrenze sind. Es mufl darauf hin-
gewiesen werden, daf die Versuche der T. K. V. S. B. fiir die Schlankheit
A =30 (40) — 9o im allgemeinen unter der Quetschgrenze liegen. Das erklirt sich
wohl hauptsichlich daraus, daf fiir die Versuche Walzprofile verwendet worden sind,
bei denen auch nach unserer Erfahrung eine exakte Versuchsdurchfithrung sich
sehr viel schwieriger gestaltet, als mit Modellstiben, zumal auch mit wesentlichen
Materialverschiedenheiten in den Querschnittsflichen zu rechnen ist.

Ein weiterer Punkt wire noch zu berithren. Man hat sich daran gewdhnt, die
Quetschgrenze gleich der Streckgrenze anzunehmen und die Knick-
spannung unter dieser Annahme zu berechnen. Es ist die Frage
aufzuwerfen, ob die Ergebnisse des Zugversuches ohne weiteres auf
den Druckversuch zu iibertragen sind, vor allem, ob die Erscheinung
der oberen und unteren Streckgrenze analog auch beim Stauchversuch
vorliegt. Nach den in meinem Amte fiir den Eisenbau-Verband und
auch anderwirts angestellten Versuchen kann man diese Verhilt-
pisse nicht allgemein als analog annehmen, danach auch nicht
Immer g, = oy setzen, eine Tatsache, die in bezug auf die Knick-
Spannung bei kleinen Schlankheiten wichtig erscheint.

Ing. M. CuauDY, Paris:

M. CHAUDY, Ingénieur Principal au Chemin de fer du Nord, a
Paris, expose sommairement une solution personnelle du probléme
des pieces prismatiques chargées de bout axialement.

~ Il considére le cas type, auquel tous les autres se ramenent, d'un
Prisme encastré a sa base, libre a son sommet et soumis en ce dernier
pointa l'action d'une charge N. Lorsque le prisme fléchit sous I'action
d'un effort transversal éphémére, le point d’application de N subit un —E
déplacement élastique longitudinal # et un déplacement transversal
f. Si p désigne la force transversale appliquée au sommet qui donne
une fleche égale f, on doit avoir:

N w < pi.
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Cette relation exprime que le travail de la force extérieure N est inférieur ou au
plus égal au travail des forces élastiques intérieures lequel, comme le montre
M. CHAUDY, a pour limite inférieure p /.

On doit donc avoir, pour que le prisme ne flambe pas ou, s’il fléchit, pour
que les forces élastiques intérieures puissent le ramener & sa position d’origine:

ro Bl
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en désignant par E le coefficient d'élasticité, par I le moment d'inertie trans-
versal et par / la longueur du prisme.
On sait que la formule d’EULER donne:

Cette théorie de M. CHAUDY permet de se rendre aisément compte que
le treillis, lorsque le prisme chargé de bout en comporte un, doit résister, sur
toute la longueur de la piéce, a un effort tranchant p qui se détermine comme suit:
10ET

sl
la section transversale @ a donner au prisme. On écrit ensuite que le travail molé-
culaire a la base est égal au taux limite R, soit:

Partant de la charge totale N, on calcule, au moyen de la la formule N —

alel)] vpl
R_(:qt-f—......;.....(l)
v désignant la moitié de la largeur de la piéce.

De cette formule (1) on tire la valeur de p qui est celle de I'effort tranchant a con-
sidérer pour le calcul du treillis.

Prof. GRUNING, Hannover:

Das bemerkenswerteste Ergebnis der wertvollen Knickversuche, die von der
Eidgenossischen Materialpriifungsanstalt durchgefiihrt sind, ist wohl der Nachweis
der Abnahme der Knicklast mittelschlanker und kurzer Stdbe mit der Exzentri-
zitat des Kraftangriffes. Auf theoretischem Wege bin ich in der Arbeit: ,, Knickung
genieteter vollwandiger Druckstibe®, Zeitschrift fiir Architektur und Ingenieur-
wesen, 1917, Seite 85ff zu dem gleichen Ergebnis gelangt. Meine Untersuchung
gilt unmittelbar nur fiir solche Querschnitte, die einen oder zwei verhiltnismifig
diinne Stege haben. Sie geht von den Randspannungen aus und ermittelt bei vor-
gegebener Exzentrizitit die durch die mittlere Spannung ausgedriickte Last, welche
eine angenommene Spannung an dem stirker beanspruchten Rande erzeugt. Die
Wiederholung der Rechnung fiir eine steigende Reihe von Randspannungen zeigt,
daf3 fiir die Last ein GroBtwert besteht. Unter einer diesen iibersteigenden Last
ist in der vorgegebenen Stellung Gleichgewicht zwischen #uBeren und inneren
Kraften nicht mdglich. Ein anderer Rechnungsgang ermittelt fiir vorgegebene
Last die Exzentrizitiat, in welcher eine angenommene Spannung an dem stdrker
beanspruchten Rande entsteht, und findet aus einer steigenden Reihe von Ra.nd-
spannungen einen GroBtwert fiir die Exzentrizitit. Bei groBerer Exzentrizitit
ist unter der vorgegebenen Last Gleichgewicht nicht méglich.

Fir unsymmetrische Querschnittformen fithrt meine Untersuchung zu fiem
Ergebnis, daB die Empfindlichkeit gegen exzentrischen Kraftangriff nach beiden
Seiten wesentlich verschieden ist. Wihrend die Abweichung der Kraft nach der
Seite des groBeren Randabstandes die Knicklast erheblich herabsetzt, ist die Ab-
weichung nach der entgegengesetzten Seite kaum von EinfluB. In der gedriickten
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Obergurtung von Balkenbriicken, in der nicht alle Stabachsen in die Systemlinie
gelegt werden kénnen, sind deshalb Stabachsen iiber den Netzlinien besser zu ver-
meiden.

Das Problem des gedriickten Stabes lafit sich jenseits des elastischen Bereiches
natiirlich nicht mathematisch exakt erfassen. Jeder Losungsversuch ist mit Méingeln
behaftet. Uberdies ist die Grundlage unsicher, wenn die Spannungs-Dehnungslinie
des Materials nicht durch genaue Messung bestimmt ist. Um so wertvoller sind die
Versuche der Eidgenossischen Materialpriiffungsanstalt. Sie zeigen, daB3 die Theorie
trotz ihrer Méngel der Praxis brauchbare Ergebnisse liefert. Die Ergebnisse der
Versuche erheischen unbedingte Beachtung.

Auf gedriickte Fachwerkstiabe, deren Achsen in den Systemlinien liegen, kénnen
jedoch nach meiner Auffassung die Versuche mit exzentrischer Belastung keine
Anwendung finden. Denn wenn auch die Kraftlinie durch die Momente infolge
Vernietung der Knotenpunkte aus der Stabachse verschoben wird, so sind doch
die Bedingungen der Belastung von denen des Versuches wesentlich verschieden.
Beim Versuch wirkt die Last in gegebener, unveranderter Lage. In einem Ifach-
werkstab nehmen die Momente ab, wenn sich der Stab krimmt. Die Kraftlinie
ndhert sich der Stabachse. Ferner verschwinden die Momente, sobald die Stab-
spannung die Quetschgrenze erreicht. Die Knicksicherheit eines Fachwerkstabes
wird daher mit Recht nach der Knicklast des zentrisch beanspruchten Stabes be-
urteilt. Als logische Folge dieser Auffassung mufl die Verminderung der Knick-
linge auf 0,8 der Stabldnge als unrichtig angesehen werden. Es kann nur in Betracht
kommen, in durchlaufenden Gurtungen gemil3 der von ZIMMERMANN und BLEICH
nachgewiesenen Zusammenhinge den Uberschuf3 eines Stabes an Knicksicherheit
fir den benachbarten Stab auszunutzen.

J. F. vAN DErR HAEGHEN, Bruxelles:
Le flambage: Phénoméne vibratoire

Le flambage des piéces chargées debout est un phénomene physique; il a donc
nécessairement une cause et un processus physiques, qui doivent pouvoir se controler
et se comprendre en dehors de toute intervention préalable des mathématiques.

La théorie vibratoire apporte l'explication physique du fait et conduit ensuite
tout naturellement 4 la mise en équation du phénomene.

Ce phénomeéne, paradoxal pour la mécanique rationnelle, s’expliGue comme suit:

Toute variation de la charge en bout provoque une onde ou vibration longi-

tudinale, dont la vitesse de transmission est celle du son dans la matiére et qui s’amor-
tit plus ou moins vite suivant 'importance de I'impulsion motrice et la nature de la
matiére.
: Si la matiére, dont est constituée la barre, était rigoureusement homogene et
1sotrope en chacun de ses points, les augmentations successives de la charge axiale
détermineraient simplement un tassement progressif de plus en plus accentué, jusqu’a
l'effondrement de la piece par écrasement ou écoulement symétrique, mais sans
aucune déflection latérale, puisque la résultante des efforts tranchants transversaux
Sérait restée constamment nulle dans toutes les sections.

Seulement la nature ne livre pas des masses matérielles parfaitement isotropes;
dés lors, la vibration longitudinale, que provoque chaque variation de charge, ne
S€ propage pas suivant un front immuablement plan et droit, mais suivant une
surface continuellement déformée; la résultante des efforts tranchants ne reste pas
nulle en toutes les sections et sous son impulsion nait une vibration transversale.
Celle-ci s’amortit plus ou moins vite suivant la force de I'impulsion motrice, la nature
de la matiére et la viscosité du milieu ambiant, pour ramener la piéce au repos dans
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sa position initiale, a moins que, pour certaines conditions de charge, elle ne se traduise
par une déflection unique et sans rappel élastique: c’est le moment du flambage avec
toute sa brusquerie.

Flexion statique
L’équation qui expime les conditions d’équilibre d'une piéce fléchie statiquement
par une charge en bout P s’écrit:

2y

[}
EIsh=—P.y

)
La discussion de cette équation conduit a la formule bien connue qui porte le

nom d’EULER
12 n2E

e

: g 3 jZ i i
et qui donne la charge unitaire critique < que peut porter une piece articulée aux

deux bouts, de longueur L et de section S dont le rayon de giration est 7.
On sait que cette formule, qui convient numeériquement pour les piéces de grande
longueur relative devient totalement inexacte pour des élancements inférieurs a

y IE) oo ey o
une certaine valeur de —, d’ailleurs différente pour chaque matiére.

De nombreux auteurs ont traité cette question depuis EULER et se sont efforcés
d’établir et d’étendre aux petits élancements, une formule qui cadrerait avec les
résultats de l'expérience pris comme point de départ.

Flexion dynamique

Ces formules ne peuvent étre que des formules empiriques plus ou moins réus-
sies, puisqu’elles ne sont pas I'expression ni l'aboutissement mathématique d'une
hypothese physique établie.

Considérant le flambage comme le résultat d'une vibration transversale, sub-
séquente a la vibration longitudinale que provoque la variation de charge en bout,
I’étude de I'équilibre dynamique de la piéce conduit & une équation générale connue,
qui s’écrit, abstraction faite du sens des signes,

02 M oty

o +m'1'(§7x26t2

52y
+m.S Tt}z == )
dans laquelle M est le moment des forces extérieures; s la masse de I'unité de volume;
I le moment d’inertie de la section S.

Une premiére discussion de cette équation conduit & la connaissance de la période
d’oscillation 7', ou de son inverse, la fréquence N, laquelle, pour une piece
articulé & ses extrémités, a pour expression du son fondamental, en fonction de
la vitesse V' des vibrations longitudinales:

Vv

T
2L 2 —
V= +(3)
En reprenant la discussion de cette méme équation, apres y avoir remplacé le

moment M en fonction de la charge en bout P et en y introduisant la notion d_e la
vitesse de propagation v des vibrations transversales, tirée de I'équation différentielle

0%y Sy

SO s O

N, =
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on arrive, apres transformations, a la formule finale

m . v

g e

m.v2

B g

Cette formule est I'expression unigue et générale pour tous les élancements et
pour tous les modes de fixation; elle donne la charge critique unitaire applicable

en bout suivant l'axe de la piece.

En y remplagant la vitesse v par sa valeur en fonction des dimensions géomé-
triques de la piece, telle qu'elle résulte des lois des fréquences, on trouve pour une
barre articulée

Nous signifions par E’ le coefficient instantané de proportionnalité sans désigna-
tion de valeur absolue, celle-ci variant avec 1'état de tension de la piece.

Ainsi pour les grandes longueurs, ou les charges unitaires possibles sont
faibles, les valeurs de E’ restent voisines de la valeur constante qu’on attribue habi-
tuellement au coefficient d’élasticité E : autrement dit le coefficient E n’est en réalité
que la moyenne des valeurs supérieures de E’.

14 L / ) : g s

Quand 1'élancement = tend vers zéro, la formule ' EULER conduit vers I'infini,

tandis que notre formule renseigne la valeur inférieure de E’, puisque dans ce cas
s = E' = charge d’écrasement.

Il sensuit que I'application de notre formule générale exige la connaissance
préalable de la loi de variation de E’, en fonction de I'état de tension, ainsi que les
vitesses de propagation v pour chaque mode de fixation de la piece et pour chaque
matériau.

Coefficient E’

Quand on bute une verge cylindrique axialement entre deux pointes, juste avec
la pression de contact, et qu'on la fait vibrer transversalement, on obtient un
son fondamental qu’on mesure et dont I'expression est

e
d’oli Ton tire la vitesse du son dans la barre
e 2 Iy JEF
A
et ensuite, par l'application de la formule de NEWTON,
E' =m. V?

Dés qu'on augmente la pression axiale, c'est-a-dire qu'on ajoute des charges
en bout successives, on constate que pour chaque nouvel état de fatigue, on obtient
une note différente, qui, & mesure que la pression croit, va en s’abaissant pour
les barres longues, et en s’élevant pour les barres courtes; chacune de ces notes
donne une valeur de E’.

On pourra ainsi, moyennant une série convenablement choisie de barres d’élan-
cement décroissant, construire point par point la loi de variation de E’, en fonction
de la tension, pour une matiere quelconque, depuis son état de repos jusqu’a sa charge
d’écrasement.
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Notons ici que les équations générales de 1'équilibre dynamique sont écrites en
dehors de la condition d'un valeur absolue de E et qu’elles conviennent donc aussi bien
pour une verge d’acier que pour une verge en laiton, en verre ou en bois; que d’autre
part, méme pour un état de tension qui dépasse la limite d’élasticité, la valeur instan-
tanée de E’ est suffisamment constante et les courbures vibratoires suffisamment
faibles, pour que la encore ces équations restent valables.

Vitesse de propagation v

La vitesse de propagation se déduit directement de la connaissance expérimen-
tale de la fréquence Nj;.
Ainsi, pour une barre articulée, la distance spatiale étant A = 2 L, la vitesse
sera
U— zi Nl

Elle se détermine de la méme maniére pour tous les modes de fixation en leur
appliquant les lois des fréquences.

Influence des fixations terminales

a) Barre articulée aux deux bouts:
Nous avons indiqué plus haut comme formule générale

2

ot v est la vitesse de propagation propre a cette fixation.
Si nous désignons par v, les vitesses de propagation propres aux autres modes

. : VU2 : Seay :
de fixation, on calculera les rapports —Ugf = K qu’il faudra faire intervenir dans la

formule pour chacun d’eux, et qui, du moins pour les grands élancements, serviront
de multiplicateurs a la charge trouvée pour la barre articulée de méme longueur
totale.

b) Barre encastrée-libre:

1€
e
L’enseignement actuel propose K = —.
c) Barre encastrée aux deux bouts:
I = 2055

Ce coefficient est confirmé par l'expérience; la barre L, encastrée aux deux
bouts, peut donc étre assimilée & une barre articulée de longueur 0,582 x L, laissant
de part et d’autre un bout encastré libre de 0,2075 x L. En appliquant a ces deux

petits bouts le coefficient habituel K — i on trouverait que ces extrémités ont une

élimine cette contradiction.

section deux fois trop forte; seul notre coefficient K = ;—

d) Barre encastrée-guidée:
I =5
Cette barre L peut étre assimilée & une barre articulée de 0,738 X L, ou encore

A el — E: is
a une barre encastrée-libre de 0,262 x L avec le coefficient K = o
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Elancement fondamental

D’aprés notre théorie et I'observation expérimentale a laquelle elle a donné
lien, I'élancement critique (environ 105 pour l'acier doux) en dessous duquel la formule

d’EvLER devient inexacte, serait la longueur proportionnelle %, a partir de laquelle

la piéce ne donne plus que le son fondamental; pour des piéces plus grandes au con-
traire, apparaissent en dehors du fondamental, des harmoniques de plus en plus
élevées, jusqu’a un maximum déterminé.

Nous pouvons d’ailleurs déterminer 1'élancement critique de n’importe quel
matériau moyennant la connaissance préalable de sa résistance a I’écrasement.

Colonnes en treillis.

Le flambage étant un phénoméne de flexion vibratoire, on peut en conclure
que dans ces conditions une colonne composée doit étre congue de maniéere a pouvoir
résister convenablement 4 la charge fictive latérale qui donnerait la méme courbure
que celle qu'engendre la vibration.

La charge fictive qui répond a ce désideratum est une charge X p répartie suivant
une loi de parabole cubique et égale a la charge en bout P. Mais comme il s’agit en
fait de petites déformations, nous remplagons cette distribution parabolique par une
répartition trangulaire, maximum au milieu et nulle aux points d’appui.

Si, pour une colonne articulée aux deux bouts, nous écrivons que, pour une
méme fléche f au centre, les moments sont égaux pour les deux sollicitations prises
séparément, nous posons

Pls
0 ’ 1 1 1 oo 7* .
r la fléche résultant de la charge triangulaire S T
3
Dol : B L = KT
60.E .1 6
o.E. 1 Tor B, S r®
P:fsz'f:”*Lz !

et finalement
e 10E

S e
=

Une valenr en parabole aurait donné sensiblement la valeur d’EULER.

Faisant le méme calcul pour les autres modes de fixation en s'imposant une
répartition de la charge fictive de telle maniére que son maximum coincide en position
avec la fleche maximum de son élastique, on retrouve les mémes coefficients K que
détermine la théorie vibratoire.

On peut donc conclure de 1a, que cette méthode permet de calculer exactement
Pentretoisement d’'une colonne en treillis en I'assimilant & une poutre appuyée qui

supporterait une charge en triangle égale a la charge que la colonne doit porter
en bout.

Conclusions

_ Nous croyons pouvoir résumer cette étude en disant qu’elle présente comme
points essentiels:
a) l'explication physique du processus du flambage;
b) linterprétation mathématique du phénoméne;
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c) la détermination de la loi de variation du coefficient de proportionnalité:
d) la signification de l'élancement critique;
e) la méthode de calcul de l'entretoisement des colonnes en treillis.

Prof. Ing. Dr. P. FILLUNGER, Wien:

Zu den obigen Ausfiihrungen Prof. BRoszkos hat Prof. Ing. Dr. P. FILLUNGER,
Wien, schriftlich wie folgt Stellung genommen :

To the above statements of Prof. BRoszko, Prof. FILLUNGER, Vienna in
writing responded as follows :

Monsieur le Professeur FILLUNGER a exprimé comme suit son point de viue
concernant les opinions ci-dessus rapportées de Monsieur le Prof. BROSZKO :

Die Kritik des Herrn Broszko an der ENGESSER-v. KARMANschen Knickformel
ist nicht begriindet. Allerdings muf3 eingerdumt werden, dal die von Herrn BROSZKO
beanstindete Formel 2 richtig wie 3 lauten miiBte. Da aber Herr v. KARMAN,
wie auch Herr BRoszko bemerkt, die Knicklast nicht aus 2, sondern aus 4 ableitet,
wo o, die der mittleren Spannung o,, iiberlagerte Biegespannung bedeutet, bleibt das
Endergebnis, die Form des Knickmoduls, hievon unbeeinflut. Das Kraftsystem o.

/

besitzt keine Resultierend@(

7 /
bezug auf jede zur Schwerachse parallele Achse gleich grof und es ist somit ohne weiters
erlaubt, das Moment der inneren Krifte o, in bezug auf die fiir die Rechnung
bequemste Achse, ndmlich die ,neutrale Achse aufzustellen. Der Arm.y der
duferen Kraft P hingegen ist der Abstand ihrer Wirkungsgeraden vom Angriffs-

\0': HE = o>. Daher ist sein resultierendes Mowment in

punkt der Resultierenden der muftleren Spannung o,,, d.h. von \a,,, dF — Ty

: 7
== \adF, (wenn o dieselbe Bedeutung hat wie in 1), also vom Schwerpunkt des
}'.

Querschmattes.

Herr Broszko stellt der ENGESSER-V. KARMANschen Knickformel seine in den
Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences, t. 186, p. 1041 mitgeteilte
Formel entgegen. Nach Herrn Broszko lautet die Momentengleichung

F Vi

P[,.y:\r/adF:\b:EndF:

—_—[5”—{— m(I48L.,.)}\E7/dF+ I_D&L En?dF,
Q » iy
und zwar zunichst fiir eine endliche Ausbiegung. Hier bedeuten

B i die kritische Last,

7

A die spezifische Verkiirzung des Stabes unter dieser Last, wenn er gerade
bleibt,

it o den Arm der Kraft wie oben,

et die Spannung in dF wie oben,

B die dem o entsprechende spezifische Verkiirzung,

et den Abstand der ,neutralen“ Achse vom Schwerpunkt,

S e den Abstand der Spannung ¢ vom Schwerpunkt,

g e den Kriimmungshalbmesser der elastische Linie,

E :: .“den ,,Modul®.
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Die zweite Zeile der obigen Gleichung folgt aus der ersten durch die mit KARMAN
iibereinstimmende Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte.
Herr Broszko zieht nun die SchluBfolgerung: Wenn die Ausbiegung nicht

endlich, sondern unendlich klein ist, strebt E in der Grenze einem fiir den ganzen

uerschnitt konstanten Wert E ,_:i" zu. Indem Herr BRoSzZKO diesen Grenz-
Y £

cr

iibergang in dey zwetten obigen Zeile statt in der ersten durchfiihrt und beriicksichtigt,
dal3 gndF = o, ergibt sich
& PCY' it :v =

und demzufolge

Gonit

0 -7

b (@ — &cr) E(;yj
e e e

Herr Broszko iibersieht, daB dieser Grenziibergang, wenn er tiberhawpt vor-
genommen wird, schon in der ersten obigen Zeile durchgefiihrt werden kann und dann

ergibt
PL"‘ % :\/ = E[/‘ E(:I‘

—

7 — o

Yy

Der von Herrn Broszko gewihlte Grenziibergang fiihrt somit unmittelbar
zu dem sogenannten frivialen Falle, in welchem der Stab gerade bleibt, und nur
zu diesem Falle. Es ist leicht einzusehen, weshalb dieses Ergebnis erscheinen mulf.
Weil P, . y ein Moment von erster Kleinheitsordnung bedeutet, miissen unter dem
Integralzeichen GroBen von zweiter Kleinheitsordnung beriicksichtigt werden.
Dies ist der Grund, weshalb Herr v. KARMAN die unendlich kleinen Zusatzspannungen
o, einfithrt.

Aus der Knickformel des Herrn Broszko wiirde iibrigens auch folgen, dal
ein Stab, welcher in einem Zuge bis zum Knicken im plastischen Bereich belastet
wird, eine wesentlich kleinere Knicklast aufweisen miiBte, als derselbe Stab, wenn
er zunichst mit einer knapp unter jener Knicklast liegenden Last gedriickt, wobei
er noch gerade bliebe, sodann entlastet und neuerlich bis zum Knicken belastet wiirde.
Denn im zweiten Falle wire offenbar als Ursprung des Koordinatensystems (0, &)
ein Punkt der e-Achse anzusehen, welcher um die nach der Entlastung zurtick-
%ebliebene plastische Verkiirzung nach rechts verschoben wiére. Ein ganz unmogliches

esultat!

Prof. Broszko, Warschau:

Prof. BRoszKO hat obige Stellungnahme wie folgt beantwortet:

Prof. BRoszKO auswered to the above respose as follows:

M. le Prof. BROSZKO a repondu comme suit aux remarques présenténs par
M. le Prof. FILLUNGER:

In seinen polemischen Ausfihrungen sucht Herr FILLUNGER zu beweisen,

a) daB meine Kritik an der ENGESSER-v. KARMANschen Theorie nicht begriin-
det ist,

b) daB die von mir aufgestellte Knickungstheorie nur zu der sogenannten
trivialen Losung fiihrt.

Obwohl diese beiden Einwinde unhaltbar sind, so bin ich dennoch Herrn
FILLUNGER fiir seine Bereitwilligkeit zur Ubernahme der Rolle eines Opponenten
sehr zu Dank verpflichtet. Denn die von Herrn FILLUNGER angeregte Polemik gibt
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mir erst die erwiinschte Gelegenheit zum Vorbringen derjenigen Beweisgriinde fiir
die Richtigkeit meiner Auffassung, die ich wegen der Knappheit des vorgeschriebenen
Notenumfangs in meine Akademienote, und wegen der Kiirze der festgesetzten
Sprechzeit in meinen Diskussionsvortrag nicht aufnehmen konnte.

Seine Kritik an der von mir aufgestellten Knickungstheorie stiitzt Herr Fii-
LUNGER auf die Tatsache, daB die Ausgangsgleichung dieser Theorie

P,?yzﬂEm;dF i et dg wiras A
@
nach ausgefiihrtem Grenziibergang :
lim (Pky):EkskSr/dF

Yriae =2 ()

naturgemdl zu der trivialen Losung
W 0 e e S

fiihrt. Aus dieser Tatsache zieht Herr FILLUNGER die unrichtige Folgerung, daf
die Ausgangsgleichung (9) #ur zu dem Ergebnis (1o) fithren kann. Die Irrtiimlich-
keit dieser Folgerung liegt auf der Hand. Denn die Ausgangsgleichung der EULER-
schen Theorie der elastischen Knickung

P S EendFl
'F)
fithrt ja nach ausgefithrtem Grenziibergang

i Py e iy (gandF):o
O\

) = s
)max =0 Ymax =

ebenfalls zu der trivialen Losung (10), und dieses Ergebnis berechtigt noch lange
nicht zu der Folgerung, dafl aus der Ausgangsgleichung der EuLERschen Knickungs-
theorie nur die triviale Losung gewonnen werden konnte.

Der erste Einwand des Herrn FILLUNGER erweist sich somit als unhaltbar;
dieser Einwand ist aber auBerdem auch gegenstandslos. Denn weder in meiner
Akademienote, noch in meinen Bemerkungen zum Referat des Herrn Ro§ ist von
einem ,, Grenziibergang** die Rede. Bei der Ableitung der Formel fiir die theoretische
Knicklast lege ich meinen Betrachtungen stets den Fall einer unendlich kleinen
virtuellen Ausbiegung des Stabes zugrunde, wobei die Ordinaten der ausgebogenen
Stabachse zwar unendlich klein, aber von Null verschieden sind. Von den mathe-
matischen Hilfsmitteln wird dabei einzig und allein die unbestreitbar richtige Regel
benutzt, daBl man in einer algebraischen Summe unendlich kleine Summanden
gegeniiber solchen von endlicher GréBe vernachlissigen darf. Die Anwendung
dieser elementaren Regel auf die Gleichung

P,y = -{s,(%- Z— (I—fk)}-\El]dF 1 —I%—E—k ‘Ei/zdF —
g ) e
die aus der Ausgangsgleichung (9) nach Einsetzung des Wertes
e G 'Ij‘] (T — &)

hervorgeht, fithrt aber unmittelbar zu der Differentialgleichung

(1 —ew) B
g

Py = 2/ RS
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deren Integration meine Knickformel liefert. Denn im Falle einer unendlich kleinen
Ausbiegung eines durch die Knicklast zentrisch zusammengedriickten Stabes sind

die Werte der fiir verschiedene Querschnittspunkte berechneten Verhiltnisse

%_—_-E nur um unendlich kleine additive Glieder £, von demjenigen endlichen,

konstanten Wert g—: = E, verschieden, der vor der Ausbiegung, d. h. bei alleiniger

Zusammendriickung durch die Knicklast, simtlichen Fasern gemeinsam war. Dem-
entsprechend ist es zuldssig, in der Gleichung

E:E}-{-E:............(Ig)

den bei einer unendlich schwachen Ausbiegung unendlich kleinen Summanden o

gegeniiber dem endlichen E, gemdf3 der vorangefiihrten Regel zu vernachldssigen.
Diese im strengsten mathematischen Sinne zuldssige Vernachliassigung fithrt aber
unmittelbar von der Gleichung (r1) zur Gleichung (12), wenn man auflerdem noch
beriicksichtigt, daB

S’YdF:O--'~~-~---~'-(I4)

()
ist.

Aus den vorstehenden Ausfithrungen geht deutlich genug hervor, dafl die Ab-
leitung meiner Knickformel den Anforderungen mathematischer Exaktheit voll
geniigt, und daB dementsprechend der Einwand mathematischer Natur, den Herr
FILLUNGER gegen die von mir aufgestellte Theorie vorbringt, jeder Berechtigung
entbehrt. Interessant an der durch die vorstehenden Ausfithrungen erledigten
Streitfrage diirfte eigentlich nur der Umstand sein, daB die Anwendung der vor-
erwihnten elementaren mathematischen Regel auf den Modul E einen Widerspruch
hervorgerufen hat, obwohl die aus der analogen Regel abgeleitete und im gleichen
Grade berechtigte Gleichsetzung des Kriimmungshalbmessers ¢ fiir alle Fasern
eines unendlich schwach ausgebogenen Stabes von der Kritik weder in der Ableitung
der Eurerschen Knickformeln noch in der Abhandlung v. KARMANs beanstandet
worden ist.

Obschon die erorterte Streitfrage nach meinen vorstehenden Ausfiihrungen
als erschopft betrachtet werden konnte, glaube ich doch auf noch eine, allerdings
nicht ganz klar ausgesprochene, polemische Bemerkung eingehen zu miissen, die
Herr FILLUNGER im Zusammenhang mit dem soeben erdrterten Einwand, gegen
die mathematische Ableitung meiner Knickformel zu richten scheint. In dem vor-
letzten Abschnitt seiner Zuschrift sagt niamlich Herr FILLUNGER, die angebliche
Inkorrektheit der mathematischen Ableitung meiner Knickformel bestehe darin,
daB ich in meiner Akademienote (wohl bei dem Ubergang von der Gleichung 11
zur Gleichung 12) unter dem Integralzeichen GroBen von zweiter Kleinheitsordnung
nicht beriicksichtigt habe. Da nun in der durch Einfiihrung des Wertes von E aus
(13) in (11) erhaltenen Gleichung
By = {gk = % (1_8,7)} [E;. \ ndF + \7, (E:dF)} =

() (#)

(7) ()

(15)

das zweite Glied in der zweiten eckigen Klammer gegen das erste, geméf3 der vor-
angefiihrten elementaren Regel, vernachlassigbar ist, so kann der Einwand des
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Herrn FILLUNGER sich wohl nur auf das zweite Glied in der ersten eckigen Klammer
beziehen, welch letzteres bei oberflichlicher Betrachtung unendlich klein von der
ersten Ordnung zu sein scheint, wogegen das in derselben Klammer auftretende
erste Glied, gemal der Gleichung (14), exakt gleich Null ist. Es ist aber nicht schwer
zu beweisen, dafl — entgegen dieser oberflichlichen Einschitzung — auch das
zweite Glied in der ersten eckigen Klammer exakt gleich Null sein muB. Zum
Zwecke der Beweisfithrung denke man sich im Querschnitt eine Gerade gefiihrt,
die in einer unendlich kleinen Entfernung parallel zu derjenigen Schwerpunktsachse
verlduft, von der die Abstinde 5 gemessen werden. Bezeichnet man nun die Ab-
stinde der unendlich schmalen Flichenstreifen d F von dieser neuen Achse mit ¢ und
bildet die Momente

CdF und \C(E:dF),
() &)
so ist leicht einzusehen, daB die erste dieser unendlich kleinen GréBen von der

ersten Ordnung, die zweite dagegen, wegen der unendlichen Kleinheit des Faktors E.,

von der zweiten Ordnung ist. Verschiebt man nun die neue Momentenachse parallel

zu der unbeweglichen Schwerpunktsachse derart, daB die Differenz {—# dem

Werte Null zustrebt, so ist wihrend dieses Grenziiberganges die Ordnung der unend-

lich kleinen GroBe SCd I stets um eins niedriger, als die Ordnung der GroBe
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ist. Die soeben erdrterte Behauptung des Herrn FILLUNGER entbehrt daher jeder
Begriindung.

Der zweite Einwand, den Herr FILLUNGER gegen die von mir aufgestellte
Knickungstheorie richtet, betrifft die angebliche Unstimmigkeit einer aus dieser
Theorie gezogenen Folgerung mit der Erfahrung. Herr FILLUNGER glaubt diese
von ihm behauptete Unstimmigkeit mit der Tatsache begriinden zu kénnen, dall
ein Stab, welcher in einem Zuge bis zum Knicken im plastischen Bereich belastet
wird, nach meiner Theorie (im Gegensatz zu dem diesbeziiglichen Ergebnis .der
Theorie von ENGESSER und v. KARMAN) eine wesentlich kleinere Knicklast aufweisen
miite als derselbe Stab, wenn er zunichst mit einer knapp unter jener Knicklast
liegenden ILast gedriickt, sodann entlastet und neuerlich bis zum Knicken belastet
wiirde. Es ist nun aber auf den ersten Blick ersichtlich, daB diese Begriindung,
die Herrn FILLUNGER seinem zweiten Einwand gibt, nur als eine zwar von dem
Herrn Opponenten unbeabsichtigte, aber fiir mich sehr willkommene Vermehrung
einer Anzahl von Tatsachen gewertet werden kann, die ich im néchsten Abschnitt
anfithren werde, um die Richtigkeit meiner Knickungstheorie und die Irrtiimlich-
keit derjenigen von ENGESSER und v. KARMAN auf Grund von Erfahrungstatsachen
darzulegen. Denn es ist ohne weiteres klar, da ein Stab, der infolge einer Zusammen-
driickung eine bletbende Deformation erlitten hat, elastische Eigenschaften aufweisen
muB, die ganz verschieden von denjenigen sind, die er vor seiner bleibenden Ver-
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formung besessen hat. Es ist infolgedessen nicht zuldssig — wie Herr FILLUNGER
es tut —, den mit einer zuriickgebliebenen plastischen Deformation behafteten
Stab mit dem urspriinglichen, nicht deformierten Stab zu identifizieren. AuBerdem
ist leicht einzusehen, daf der Einflul einer Verfestigung des Stabmaterials auf die
GréBe der Knicklast sich eben im Sinne der aus meiner Knickungstheorie gezogenen
Folgerungen offenbaren muB, und daB die aus der ENGESSER-v. KARMANschen
Theorie gefolgerte angebliche Unabhingigkeit der Knicklast von den infolge der
Verfestigung gednderten elastischen Eigenschaften des Stabmaterials einen Beweis
mehr fiir die Irrtiimlichkeit dieser Theorie abgibt.

In seinen auf die ENGESSER-V. KARMANsche Knickungstheorie sich beziehenden
Ausfithrungen gibt Herr FILLUNGER zunidchst die Unrichtigkeit der v. KARMAN-
schen Gleichung (5b) zu, behauptet aber gleich hierauf, dafl die Ausgangsgleichung,
aus der v. KARMAN seine Knickformel abgeleitet hat, einwandfrei sei. Demgegen-
iiber muB bemerkt werden, da die v. KARMANsche Ausgangsgleichung, infolge
der unzuldssigen Einfiihrung der Zusatzspannungen o, an Stelle der wirklich
wirkenden Spannungen o, nicht einwandfrei ist, und daB durch diese unzulissige
Mafinahme das Endergebnis der Rechnungen — entgegen der Behauptung des
Herrn FILLUNGER — doch beeinfluBt wird. Diese Beeinflussung des Endergeb-
nisses offenbart sich eben darin, daB in der v. KArmANschen Knickformel die
in Wirklichkeit vorhandene Abhéngigkeit der Knicklast von der Stabveckiirzung
nicht zum Ausdruck gelangt. Dementsprechend kann ich nur wiederholt
unterstreichen, daB die v. KArRMANsche Ausgangsgleichung mit der meinigen
nicht identisch ist. Da auBerdem die v. KArRMANschen physikalischen Ansitze
evident unrichtig sind, und infolgedessen sidmtliche aus seiner Ausgangsgleichung
abgeleiteten Folgerungen mit den Erfahrungstatsachen nicht in Einklang gebracht
werden kénnen, so muB ich nach wie vor an der Behauptung-festhalten, daf3 die
ENGESsER-v. KARMANsche Knickungstheorie irrig ist.

Zwecks Darlegung der evidenten Unstimmigkeit der v. KArRMANschen Knick-
formel mit den Versuchsergebnissen wollen wir zunéchst die Ergebnisse der eigenen
Knickversuche v. KARMANs den aus seiner Theorie gezogenen Folgerungen gegen-
iiberstellen. Diese Knickversuche wurden bekanntlich an Stidben von rechteckigem
Querschnitt angestellt, deren Knickmodul nach der ENGESSER-v. KARMANschen
Theorie durch die Gleichung

‘dao
Yol et
s (dé‘)k

(el ()

bestimmt ist. Das Material dieser Stibe war dadurch ausgezeichnet, dal} seine
Druck-Stauchungs-Charakteristik nach Erreichung der FlieBgrenze in ganz ausge-
pragter Weise parallel zur e-Achse verlief, wie das aus der v. KARMANschen Figur 21
schr deutlich zu ersehen ist.! Infolgedessen war an der FlieBgrenze

—

do ) }
NS =0, T e —2 )
<d &)kl Rl £
=

41 Uber den normalen Verlauf der Druck-Stauchungs-Charakteristik im plastischen Druck-
bereich berichtet W. GEHLER in seiner sehr bemerkenswerten Arbeit ,,Die Spannungs-Dehnungs-

lin'u.a im plastischen Druckbereich und die Knickspannungslinie*. Verhandlungen des 2. Inter-
Nationalen Kongresses fiir Technische Mechanik. 1927. S. 304.
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und dementsprechend miilte nach der ENGESSER-v. KARMANschen Theorie die der
FlieBspannung (0;)z; entsprechende Schlankheit

Tri

(or)F1

Sl =200

sein. Wegen des kontinuierlichen Verlaufes der Druck-
Stauchungs-Charakteristik miilte daher das Knick-
spannungs-Schlankheits-Diagramm ungefidhr einen sol-
chen Verlauf aufweisen, wie er in der nebenstehenden
Skizze (s. Abb. 41) angedeutet ist. Infolgedessen miiBten
zentrisch zusammengedriickte Stibe jeder Schlankheit
bereits unter einer Achsiallast ausknicken, die kleiner
als P,; = F(0;)» ist und eine unelastische Knickung
konnte dementsprechend niemals zustande kommen.

Fliessgrenze

% Diese aus der ENGEsSER-v. KARMANschen Theorie sich
Abb. 41 ergebende Folgerung wird aber von der Erfahrung
nicht bestdtigt.

Den Widerspruch zwischen der v. KARMANschen Theorie und den Erfahrungs-
tatsachen, der in dem soeben erérterten Fall so klar zu Tage tritt, kann man offenbar
nicht durch unklare Auseinandersetzungen iiber die an der FlieBgrenze auftretende
Labilitdt beseitigen. Aber selbst dann, wenn man die iibliche Uberbriickung des
entsprechenden Teiles der Knickspannungs-Schlankheitslinie mit Strichlinien als
gleichbedeutend mit einer berechtigten Interpolation anerkennen wollte, wiirde
man hiedurch doch nicht einen anderen Widerspruch beseitigen konnen, der zwischen
dem tatsichlichen Verhalten der Knickstibe an der FlieBgrenze und den Ergeb-
nissen der ENGESSER-v. KArMANschen Theorie nach wie vor bestehen bliebe. Dieser
Widerspruch ist an der Tatsache erkennbar, daB selbst die durch die vorerwahnte
Interpolation gednderte v. KArMANsche Knickspannungslinie an der FlieBgrenze
einen Verlauf hat (s. Abb. 32), der mit den im Materialpriifungsamt zu Berlin-Dahlem
experimentell mit peinlichster Genauigkeit festgestellten! charakteristischen Eigen-
schaften jener Linie ganz unvereinbar ist.

Im Zusammenhang mit den vorstehenden Ausfiihrungen darf wohl hervor-
gehoben werden, daB das aus der von mir aufgestellten Theorie abgeleitete Verhalten
der Knickstibe an der FlieBgrenze im vollen Einklang mit der Erfahrung steht,
und daB im besonderen die Ergebnisse der angefiihrten MEMMLERschen Arbeit den
besten Beweis fiir die Richtigkeit des Verlaufes meiner Knickspannungskurve
liefern. Denn die letztere verliuft im FlieBbereich, in Ubereinstimmung mit den
Endergebnissen der MEMMLERschen Arbeit, parallel zu der s-Achse. ;

Aber nicht nur an der FlieBgrenze ist der Verlauf der v. KARMANschen Knick-
spannungskurve mit der Erfahrung unvereinbar. Denn aus der V. K ArMANschen
Figur 23 und aus meiner Abb. 32 ist ganz klar zu ersehen, daB8 mehrere Versuchs-
punkte oberhalb dieser Kurve liegen. Da nun aber die Knickspannungskurve, laut
Theorie, die obere Grenze fiir die beobachteten Werte der Knickspannungen bildet,
so ist ganz unverstindlich, auf welchem Wege einzelne Verfasser? zu der Uberzeu-
gung gelangt sind, daB die ENGESSER-v. KARMANsche Knickungstheorie durch
die v. KARMANschen Versuche ,in ausgezeichneter Weise** bestitigt worden sel.
Dieses unverstdndliche Urteil klingt um so sonderbarer, wenn man bedenkt, daf

1 K. MEMMLER, Neuere experimentelle Beitrige zur Frage der Knickfestigkeit. Verha.,nd-
lungen des 2. Internationalen Kongresses fiir Technische Mechanik. 1927. S. 357 Siehe
insbesondere die MEMMLERsche Abb. 4o0.

2 R. MAVYER, Die Knickfestigkeit. 1921. S. 66.
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einerseits der in den v. KARMANschen Knickversuchen erzielte Genauigkeitsgrad
der Zentrierung nachgewiesenermafen! in den vorerwéhnten Dahlemer Versuchen
weit iibertroffen worden ist, und daB anderseits im unelastischen Bereich eine sehr
unerhebliche Verringerning der praktisch unvermeidbaren Exzentrizitit des Kraft-
angriffes schon eine sehr bedeutende Erhchung der Knickspannung hervorruft.
Denn in Anbetracht der letzterwihnten Tatsache unterliegt es gar keinem Zweifel,
daB bei einer genaueren Zentrierung der Versuchsstibe die in den v. KARMANschen
Knickversuchen festgestellte Unstimmigkeit noch viel stirker in Erscheinung hitte
treten miissen.

Im Zusammenhange mit den vorstehenden Ausfiihrungen darf wohl wiederum
hervorgehoben werden, daB die aus meiner Theorie abgeleitete Knickspannungs-
linie von keinem Versuchspunkte nach oben iiberschritten und daBl dementsprechend
das vorerwihnte Kriterium fiir die Richtigkeit der Knickformeln von meiner Theorie
in vollkommener Weise befriedigt wird.

Wenn man nun nach der Ursache des Mangels an Ubereinstimmung zwischen
den Ergebnissen der ENGESSER-V. KArRMANschen Knickungstheorie und der Er-
fahrung fragt, so muB in Beantwortung dieser Frage vor allem auf die physikalischen
Ansitze dieser Theorie hingewiesen werden. Das Fehlerhafte der physikalischen
Ansitze der ENGESSER-vV. KARMANschen Knickl}ngstheorie besteht nun in der An-
nahme, daB auf der Biegezugseite eines unelastisch ausknickenden Stabes der Zu-
sammenhang der Druckspannungsabnahme Ao, mit der zugehorigen Abnahme
der spezifischen Verkiirzung 4 ¢,, ganz allgemein durch das einfache Proportionali-
titsgesetz A 0,, = E A ¢,, gegeben sei, sofern nur das Stabmaterial eine Proportio-
nalitatsgrenze besitzt. Es ist aber nicht schwierig, sich von der Irrtiimlichkeit
dieser Annahme zu iiberzeugen. Denn die angeniherte Giiltigkeit des Proportio-
nalititsgesetzes in dem in Rede stehenden Fall ist offenbar nur auf solche ver-
hiltnismdfig grofen Ausbiegungen beschrankt, bei denen die Hysteresisschleife des
Stabmaterials im Druck-Stauchungs-Diagramm (s. Abb. 30) anndhernd durch die
zum geradlinigen Teil O p der Diagrammlinie parallele Gerade a; 7 abgebildet
werden darf. Bei sehr kleimen (exakt gesprochen: bei unendlich kleinen) Ausbie-
gungen des Stabes, die allein bei der Ableitung der Formel fiir die theoretische
Knicklast in Frage kommen, ist aber diese Annidherung unzuldssig. Denn das
unmittelbar an den Punkt » angrenzende Bogenelement
des absteigenden Zweiges der Hysteresisschleife (s. o n_2
Abb. 42) ist gegen die e-Achse unter einem Winkel y geneigt,
dessen trigonometrische Tangente von derjenigen des
Neigungswinkels ¢ sehr verschieden sein kann, den der
geradlinige Teil O p der Diagrammlinie mit derselben
Achse einschlieBt. Es kann daher von der Giiltigkeit des
einfachen Gesetzes A ¢,, = E A ¢,, im Falle einer unend- e Ik
lich kleinen Ausbiegung nicht die Rede sein. Mit der ) {o
als unzutreffend sich erweisenden Anwendbarkeit dieses
Gesetzes auf kleine Ausbiegungen fillt aber die ganze Abb. 42
ENGESSER-v. KARMANsche Knickungstheorie.

Zusammenfassend kann somit iiber die ENGESSER-V. KARMANsche Knickungs-
theorie gesagt werden, daB sie unter der Last ganz entbehrlicher und nicht streng
richtiger physikalischer Ansitze zusammenbricht, mit denen sie von ihren Urhebern
unnitigerwerse belastet worden ist. Denn aus den vorstehenden Ausfithrungen geht zur
Gentige klar hervor, daB auch ohne irgendwelche spezielle Annahmen iiber die Art
der Spannungsverteilung im Querschnitt eines unendlich schwach ausgebogenen

1 Siehe die Abb. 2 und 3 in der vorangefiihrten Abhandlung K. MEMMLERS.

BriickenbaukongreB 22
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Stabes eine ganz allgemeine und iiberraschend einfache Lésung des Knickproblems
erreichbar ist, die an Exaktheit der speziellen EULERschen Losung in keiner Hinsicht
nachsteht.

Prof SDrNEEReS SZicich

Auf Grund des Studiums der verschiedenen in der Diskussion aufgeworfenen
Fragen und Mitteilungen tiber das Knickproblem beehre ich mich, auch namens
der wissenschaftlichen Mitarbeiter der E. M. P. A., Dr. Ing. J. BRUNNER und
Dipl. Ing. A. EICHINGER, wie folgt zu antworten.

Die Voraussetzungen, welche den in Frage stehenden theoretischen Unter-
suchungen und Betrachtungen zugrunde liegen, lauten:

. Vollwandige Stdbe, unverdnderlichen rechteckigen Querschnittes.
Gelenkige Lagerung der Stabenden.

. Ebenbleiben der Querschnitte.

. Biegelinie gleich der Sinuslinie.

Druck-Stauchungs-Diagramm entsprechend der Abb. 3.

. Entlastung der gedriickten Fasern, dem E-Gesetz folgend — Abb. 3.
Allmihliche stetige (doch nicht zu langsame) Steigerung der duBleren Druck-
kraft P bis zur Knicklast P, — statische Knickversuche.

Auf den gleichen Voraussetzungen, mit teilweiser Ausnahme des Punktes 4
fiir exzentrisches Knicken, beruhen auch die Untersuchungen aller Diskussions-
redner, so daB3 den nachfolgenden kritischen Betrachtungen die genau gleiche Basis
zugrunde liegt.

\10\0\.&&0&»—4

ok sk

Die grundlegenden Annahmen der Knickungstheorie von Prof. M. Broszko
(1928) sind genau die gleichen wie diejenigen von Prof. TH. v. KARMAN (1910).
Die Ausgangsgleichungen fiir zentrisches Knicken

P.y=\o,.2.4F (KARMAN}. .. 0l Ul (1)
(}7)
und P.y=\a.n. dF (BROSZERO): . . nte o . (2)
(/:‘/
sind nur ihrer duBeren Form, nicht aber ihrem inneren Werte nach verschieden.
Sie sagen genau das gleiche aus, jedoch bietet bei der Integration die Schreibweise
von Broszko groflere Schwierigkeiten als dle]emge von v. KARMAN. — Die KAR-
MANsche Gleichung (2), Seite 305, sollte bei ¢ einen Unterscheidungsindex tragen
[o. gegeniiber ¢ der Gleich. (1)], so daf sie analog der richtigen Gleichung (4), Seite 300,
lautet, die von v. KARMAN zu den Ableitungen allein benutzt wurde.
Wiihrend ENGESSER-v. KARMAN fiir die Ausgangsgleichung eines zentrisch

gedriickten Stabes die richtige Losung in der Form
P = m?. LIPS (3)

Jy2

geben, gelangt Broszko durch unrichtige Integration seiner Ausgangsgleichung

i \':\Gi/df~\Ee;/ ar —

o

a (F)

ot e etr
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zum unzutreffenden Werte von

Pcr— n‘z(x—e[,,).EcyA] =Pk

— e o G Db ey e (5)
bzw. bei der zuldssigen Vernachldssigung der Stabverkiirzung infolge Achsialkraft
egeniiber 1 (g, ~ 0 Es

8 ( ) B s lo_zf e T B (6)

Beide Gleichungen, (3) und (6), fiir die Knicklast P, =P, weisen den gleichen Auf-
bau auf, nur besitzt bei KARMAN der Knickmodul 7', den Wert

T,= 4.E.(Z:L2 ...................... (7)
e+ 1/ )]

0 4 . 5 dao
also ist er ein Mittelwert zwischen o Tie ;’_‘7
£ 'K
a-Tn &= Differenz Randfaserdehmungen
Vel

(Tangente an das Druck-Stauchungs-
Diagramm) und dem E-Modul, im Gegen-

=l
Eo T Er 22

aly
satz zu BroOSzKO, bei welchem an Stelle ar h
von T 5
- Ocr
trifit. E - it SRR (8) np=Abstand des

Fléchenelementes von
Broszko gelangt zu dieser unrich- i = o
tigen Losung infolge unzutreffender Dis-
kussion der an sich richtigen Gleichung (4),
indem er, ohne den mathematischen Aus-
weis zu erbringen, von welcher GréRen-
ordnung die unendlich kleine Grofe des

ersten Summanden der Gleichung (4)

i %(1_80)} (E.q.aF
‘(F,)

fii : . : 5 Y Abb. 43. Annahme iiber den 0-é-Verlauf: Bei Belastung
ur eine unendhch kleine AUSblegung ISt, und Entlastung dem Druck-Stauchungs-Diagramm folgend

dieselbe gleich Null setzt. Sie darf aber
neben der GroBe des zweiten Summanden der Gleichung (4)

T e L SE.y/Z.dF
(&)

welche fiir eine unendlich kleine Ausbiegung auch unendlich klein ist, nicht ver-
nachlissigt werden. In der Abb. 46 sind die Werte dieser beiden Summanden ein-
getragen, woraus die fiir eine strenge Losung unzuldssige Vernachlissigung von
Broszko ersichtlich ist.

Der Beweis soll in anschaulicher Weise fiir die Annahme erbracht werden, daf3
sowohl die Belastung als auch die Entlastung des gedriickten und unendlich wenig
séitlich ausgebogenen Stabes dem Druck-Stauchungs-Diagramm gehorcht, also so
W€ es ENGESSER urspriinglich fiir Stahl unrichtig annahm und spiter auf den
Einwand von Jasixsky berichtigte. Es folgt aus der Abb. 43

o':ak—FT.A};n ......................... (9)

Ay
E=¢, + uhj— ......................... (10)
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W I = %%, A = Differenz der Randfaserdehnungen und #» —Hohe des recht-

eckigen Querschnittes bedeutet; des fernern ist

= a Uk_}-T'#
E=2=

Die Broszkosche Gleichung (2) bzw. (4)
P,.y=\o.n.dF=(E.e.nn.dF

v J

(%) (&)
nimmt die Form an
or+ T. AT'U A A
o A~7—.<ak+A%>.ndF=ak [n.ar41.2 [4p.aF
er + T (F) ()
(7)
und da
[ndF =0 und |y2dF =7 ist
() (%)
folgt

4
Pm”y:TkT‘]

Mittels der Beziehung
R e

h o d?

ergibt sich die Differentialgleichung der Biegelinie zu:

a*y Py
ot LT e
deren Losung
an
2= rJ

lo®

in Ubereinstimmung mit ENGESSER-v. KARMAN ist und nicht mit Broszko, welcher
den Wert P, nach seiner Theorie zu
EC?

2 =g o
0

angibt. :
Die richtige Integration der Broszkoschen Ausgangsgleichung (2) oder in
entwickelter Form (4) fithrt fiir die Knicklast P, nicht zur von Prof. BROSZKO
aufgestellten und verfochtenen Gleichung (6)
b =g Ecr. J

c 7t

= Py,

sondern zur Losung von ENGESSER-v. KARMAN, ndmlich zu der Gleichung (3)

Tk
o 2
Pk—n dan

womit der Beweis von der Unhaltbarkeit der Knickformel von Broszko als ei{lfr
exakten Losung des Knickproblems und somit auch seiner Theorie erbracht ist.

|
{



Die Bemessung zentrisch und exzentrisch gedriickter Stabe auf Knickung 341

Das Unzutreffende der Broszkoschen Ableitung geht auch nach folgender
Uberlegung aus seiner Abb. 30 und unserer Abb. 44 hervor:

Die Spannungsverteilung iiber dem Querschnitt ist, wie auch Broszko hervor-
hebt, eine eindeutig bestimmte und damit auch die Knickkraft.

Die Spannungsverteilung ist gegeben durch den Kurvenzweig # a, und durch
die Entlastungsgerade. Der Kurvenzweig O p n und damit auch der Koordinaten-

?

o

0.

[“Material T
Material

Querschnittsmitte m%

Abb. 44. Spannungs-Dehnungs-Diagramme und Moduli 5

anfangspunkt O spielt hiebei gar keine Rolle mehr, denn es kommt nur die Differenz
(e,—e,) in Frage, nicht aber deren absolute Werte. Nun ist aber fiir die BROSZKO-

sche Ableitung der Modul E und damit der Koordinatenanfangspunkt O von aus-
schlaggebender Bedeutung und je nachdem wir den Punkt O gegeniiber dem Punkt 7

2150

2100 T N
- N
1920 Ny
\\
. o & T\-—E - Kurve nach Broszko
S
8 > :
h 130 ® .-7;( \r‘\
& S HKurve \
oS B i
S —Q
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o 8
510 S
335 Sl
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186 e
145 -
5z i | | ]
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15
Spezifische Sparrumg in Hem?
Abb. 45. Knickmoduli als Funktion der Spannung

anders annehmen, bekommen wir ganz verschiedene Knickwerte fiir ein und die-
selbe Spannungsverteilung iiber dem Querschnitt (Abb. 44,,).
Dies steht aber im Widerspruch zur Grundlage der theoretischen Betrachtung.
Nach der Knickformel von BROSZKO

o
B gl
lo>

ist die Knickkraft P,, von 5 Ger

o

)
Ecr

also von der Sehne des Druck-Stauchungs-Diagrammes abhingig. Somit trégt der
Wert von £, dem Verlauf des Druck-Stauchungs-Diagrammes an der ¢, ent-
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sprechenden Stelle in keiner Weise Rechnung (Abb. 44,,), was gleichfalls im Gegen-
satz zur eigenen Grundlage der Broszkoschen Theorie steht. Die Theorie von
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Die angegebene Formel ist mit der HUBERschen Formel 1)
v 7 T
ﬂf.F:P I—I—»Prfseci /\ identisch
w 2 Pg

nicht falsch, sie ist vichtig. Die ENGESSER-V. KARMANsche Theorie fiir zentrisches
Kwicken ist nicht irvig, sie ist unter Beachtung der eingangs unter 1 bis 7 angﬁfilﬁ’tg"
Voraussetzungen zutreffend, wie dies auch durch die Knickversuche von Gattingen

Broszro ist daher unhaltbar.

Wegen des Uberwindens der
FlieBgrenze von Knickstiben
schreibt Prof. BRoszko an Hand
seiner Abb. 41, daB nach der
KArMANschen Theorie zentrisch
gedriickte Stdbe bereits unter
einer Achsiallast ausknicken
miiffiten, die kleiner ist als
P =F .o. Dieses Diagramm
zeigt eben an der FlieBgrenze
den ,,AnlaB3 zur Labilitit, der
viele Stibe erliegen, wie Ver-
suche lehren. Nach BROszZKO
aber wire wegen des kontinuier-

lichen Charakters der E-Werte
ein solcher AnlaB gar nicht vor-
handen.

Die Berticksichtigung der
Hysteresisschleife, deren Form
insbesondere im  FlieBbereich
sehr von der Geschwindigkeit
der Belastung bzw. Entlastung
abhingig ist und welch letz-
tere in den Voraussetzungen
I bis 7 absichtlich nicht ent-
halten ist, deren EinfluB auf
die Knicktragkraft Gegen-
stand einer besonderen Un-
tersuchung werden soll (Zeit-
einfluf auf die Knickvor-
gidnge), ist eine nachtrag-
liche Hineininterpretation von
Broszko, die in den mathe-
matischen Ansitzen in keiner
Weise enthalten ist. Die
physikalischen Ansitze der
Broszkoschen Ableitung sind
genau dieselben wie die EN-
GESSER-KARMANschen und die
Nichtiibereinstimmung — mit
KARMAN beruht einzig auf
dem angegebenen rein rech-
nerischen Fehler.

Die Ausgangsgleichung (1)
(S. 338) der ENGESSER-V
KARMANschen — Theorie 1St




Die Bemessung zentrisch und exzentrisch gedriickter Stabe auf Knickung 343

(1910), Berlin (1926) und Ziirich (1926) ausgewiesen wurde. Alle SchluBfolgerungen,
zu welchen Prof. Broszko auf Grund seiner Knickungstheorie gelangt, sind prin-
zipiell unzutreffend, die Wertunterschiede der oy sind jedoch in den vorliegenden
Fillen nicht sehr groB, weil die fiir einen bestimmten Bereich ganz bedeutenden
Unterschiede der Werte der Knickmoduli (Abb. 45) sich in den Knickspannungen

als Funktion von % weit weniger auswirken (Abb. 46).

Das Knickproblem ist ein Stabilititsproblem, nur so aufgefat wird es von
einem einheitlichen Gedanken beherrscht. Die Einfiihrung der Begriffe kritische
Belastung — Stabilititsforderung und gefihrliche Belastung — Festigkeitsforderung
diirfte, je nach der Einstellung zum Knickproblem, Vorteile fiir die Praxis mit sich
bringen, jedoch auf Kosten der einheitlichen Grundlage iiber das Wesen des
Knickens.

Der von Prof. Dr. M. T. HuBERr gewiinschte Vergleich zwischen den theo-
retischen Werten seiner Formel (1) bzw. (1a) fiir exzentrisch gedriickte Stibe und
den Ergebnissen von Ziirich geht aus der Abb. 47 hervor. (Die Fopprschen Kurven
wurden schon im vorne erwihnten Bericht Nr. 13 der EMPA, Ziirich 1926, ange-
geben.)

* * *

Zu dem Berechnungsverfahren von Prof. KAYSER, wie es ausfiihrlicher in
seiner Abhandlung ,,Beziechungen zwischen Druckfestigkeit und Biegungsfestigkeit
dargelegt wird, ist zu bemerken:

Belasten wir mit einer Querkraft Q den Stab nur insoweit, daB nirgends die

Proportionalititsgrenze iiberschritten wird, so stellt der Wert ](7) einen Festwert

m
des Stabes dar und mit diesem Festwerte lassen sich Knickstibe berechnen, bei
denen die Knickspannung ebenfalls die Proportionalititsgrenze nicht tiberschreitet,
also nur sehr schlanke Stibe.

Die Tragfihigkeit gedrungener Stibe kann aber nach diesem Verfahren nicht
berechnet werden, denn in dem Festwerte kommen die Proportionalitits- und
FlieBgrenze gar nicht zum Ausdruck, die doch fiir die Tragfihigkeit gedrungener
Stibe mafBgebend sind.

Belastet man aber mit Q iiber die Proportionalitdtsgrenze hinaus, so hat der

Ausdruck % einen ganz variablen Wert, der naturgemif} nicht als Grundlage fir

die Bestimmung der Knicktragkraft dienen kann.

* * *

Die scharfsinnigen Bemerkungen des Dr. Ing. E. CuwaLLa verdienen volle
Beachtung. Wir erlauben uns, zu denselben wie folgt uns zu duBern:
I Zur Frage der Belastungs- und Entlastungszustinde auf der Konvexseite
eines zu knickenden Stabes wurde schon im Referate bemerkt, daB die Annahme
des Entlastungsgesetzes sutrifft fiir den Fall des zentrischen Anwachsens der Knick-
kraft und nachtraglichen Hinzutritts der Exzentrizitit. Fir das exzentrische An-
wachsen der Last stellt dies eine Anniherung dar. (CHWALLA bezeichnet in seiner
S_Chrift . Die Stabilitit zentrisch und exzentrisch gedriickter Stibe aus Baustahl®,
Sitz.-Ber. d. Akad. d. Wissensch. in Wien, 1928, den Fall des exzentrischen An-
Wachsens der Last mit Belastungsfall a, den des zentrischen Anwachsens mit nach-
traglichem Hinzutritt der Exzentrizitit als Belastungsfall b.) Untersuchungen der
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Spannungsbilder bei allmdhlich wachsender, exzentrischer Kraft, z. B. beim Fall
Abb. 48, zeigen, daBl aber auch hier zum Teil Entlastungszonen auftreten, so daf

Frand-Spanmmg

—

Schlankheitsgrad TZ -19.

== o
Exzentrizitétsmass m- g5

|
Tq= 4200
G
B
S
= 123
4= 3600 S
S
S E \1
S, K ;
S Mittere Zfaﬂnuny Q Fliess-Grenze
g 2600 N
(= N
Q. f” 2400
2 g7 2100 S
- L Froporf>
" 1800 e S
" 1500 |- _4,%ﬁ
g 1200 |- ==
S
g’ 900 =
ky/cm 2
4 7240
X7
10cm 7

Abb. 48. Entwicklung der Spannungsbilder fiir exzentrisch

Ausb/byungm

OIS

Spannungen

Ocm

wachsende Last

T.KV.SB-Kurven der Schwerpunkt-Knickspannungen

Unterschiede
Flr Belzs fwy:/ﬁv// gub
\. merklich

\

Unterschiede

fir EPA;s/unfw Gl v
geringFigly

R

Knckspannung Gy in F/em?

Werte

it y/ez(

&

7 Rand-Spannumg
Gp=2700

Fir Bﬂasfunisféﬂ 206

////

S

i
Schlankneitsgrad L: i

Abb. 49. EinfluB der Belastungsart

bezug auf die Schwerpunkt-Knickspannungen, welche als Funktion von ( i

die restlose Annahme des Belastungsge-
setzes ebenfalls nicht streng richtig ist.

Die Unterschiede fiir die beiden
Belastungsfille sind in der Abb. 49 ver-
merkt; es ergeben sich:

Fiir Knickspannungen bis zur Pro-
portionalitdtsgrenze keine Unterschiede,

bis zur FlieBgrenze geringfiigige
Unterschiede und erst iiber der Fliel-
grenze merkliche Differenzen.

2. Bei der Ableitung der Knick-
kraft bei exzentrischem Angriff wurde
nicht nur die Annahme ganzer Sinus-
halbwellen gemacht, sondern es wurde
auch der Modul T fiir den ganzen Stab
als von derselben GroBe vorausgesetzt.

Nun wechselt aber der Modul 7T je
nach dem Kriimmungsradius des be-
treffenden Stabelementes, und zwar ist
er in der Mitte am kleinsten und wird
gegen die Enden hin gréBer. Dies be-
dingt gegeniiber dem Sinuslinienab-
schnitt eine Kurve mit etwas ge-
streckteren Enden. Die ganze Sinus-
welle hat nun diese Eigenschaft gegen-
iiber dem Sinuswellenabschnitt, so dafl
sich diese beiden Niherungsannahmen
gerade teilweise kompensieren.

In welcher Weise durch den Ver-
such der wirkliche Kriimmungsradius
der Stabmitte genauer beriicksichtigt
werden kann, ist im Referate durch
die Gleichungen (17), (x8) und (19) an-
gegeben worden. Die Unterschiede der
maBgebenden o¢,-Werte sind je nach
ExzentrizititsmafB » und Schlankheits-

grad <1i gegeniiber den Werten von
CHWALLA verschieden, aber wesentlich
geringer als die entsprechenden Unter-
schiede der kritischen Schlankheiten.
Be1sp1elswe1se entspricht einem Unter-
schied in der kritischen Schlankheit

<i> von 40°/,, wieihn Dr. Ing. CHWALLA

anfiihrt, ein solcher von < 15% lm

dargestellt, gegeniiber der {——Achse einen flachen Verlauf aufweisen. Abb. 50 zeigt

die noch geringeren Unterschiede der andern Werte.
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Zum Vorschlag, als Exzentrizititsmall nicht die Kernweite, sondern den
Trigheitsradius zu wihlen, ist zu bemerken, daf3 dies fiir unsymmetrische Profile
zu unzutreffenden Ergebnissen fithren wiirde. Ein einfaches T-Profil z. B. ist fiir
Exzentrizititen nach der Seite des Steges oder nach der Seite des Flansches hin
ganz verschieden empfindlich, was auch unsere Versuche bestitigen. (Siehe auch
Referat von Prof. GRUNING, Hannover, in vorliegender Schrift.) Der Trigheits-
radius wiirde nach beiden Seiten hin gleichwertig messen, wihrend die verschiedene
Kernweite (verschrankt gemessen) ebenfalls verschiedene Empfindlichkeiten ergibt.

L

Den Ausfithrungen von Prof. MEMMLER stimmen wir bei. Den Versuchen von
Ziirich liegt das im Referat angegebene Druck-Stauchungs-Diagramm (Abb. 3) zu-
grunde. Zeigt das jeweilige Druck-
Stauchungs-Diagramm einen we- 45
sentlich anderen Verlauf, so wird
auch die Form der o¢,-Linien
(Abb. 12) eine andere sein. Sieht
man von einer besonderen Ab-
leitung der o,-Linien fiir einen R ® Werte nach Chwalla
solchen abweichenden Fall ab, 3 < o Werfe THVSE
so gibt das unter Punkt 9 der
»Zusammenfassung’ angegebene
Niherungsverfahren fiir zentri-
sches Knicken praktisch recht zu-
treffende Ergebnisse.

Die Knickversuche von Zii-
rich wurden mit sorgfiltig aus-
gewahlten, jedoch dem Handel
entnommenen Stiben aus Bau-
stahl vorgenommen.
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Aus diesen Darlegungen geht Sohlankheitsgrad
hervor, daB die von Ro$-BRUNNER Abb. 50. Einflud der Kriimmungslinie
abgeleiteten T. K. V. S. B.-Kur-
ven der Knickspannungen o, fiir zentrisches und exzentrisches Knicken (Abb. 12)
vom Standpunkte der Praxis aus recht brauchbare Werte darstellen. Sie wurden
durch Versuche iiberpriift (Abb. 16).

Von den theoretischen Untersuchungen anderer Autoren (KGOcHLIN, FOPPL,
CawALLA) weichen jene Werte in vermittelndem Sinne ab.

Die Untersuchungen von Ziirich verfolgen in erster Linie den Zweck,

das Wesen des Knickens klar hervorzuheben,

das Knickproblem durch einen einheitlichen Gedanken zu erfassen und

fiir die Konstruktionspraxis wichtige Fragen des Knickens durch Versuche
grundsitzlich abzukliren.

Da, in Ubereinstimmung mit Prof. GRUNING, eine geschlossene mathematische
Fassung des Knickproblems, einheitlich fiir alle Bereiche (elastischer, plastischer
und Verfestigungsbereich) nicht méglich ist, legten wir gréBeren Wert auf grund-
sitzliche Abklirung als auf formelmaBige Genauigkeit, in voller Erkenntnis, daf3
nur die Ergebnisse sorgfiltiger Versuche endgiiltigen Entscheid bringen konnen.

Die vorliegenden Ergebnisse beziehen sich nur auf eine allméhliche und nicht
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zu langsame Steigerung (Vermeidung des Zeiteinflusses) der duBeren Druckkraft P
bis zur Knicklast P, = P,,, also auf statische Knickversuche.

Knickversuche unter dem Einflusse sehr langsamer und dauernd wirkender
Belastungen (Zeiteinfluf), sowie von wiederholten Belastungen (Ermiidung) sind in
Vorbereitung und werden den Gegenstand eines besonderen Berichtes bilden.

Ich danke verbindlichst allen Diskussionsrednern fiir die kritischen Be-
trachtungen und anregenden AuBerungen, die alle nur das gleiche Ziel zu erreichen
suchen, namlich eine Abklirung des fiir das Ingenieurwesen so wichtigen Knick-
problems zu bringen. Eingehendes theoretisches Studium, sorgfiltige Versuche,
sachliche Kritik, gemeinsame Arbeit und Erfahrung sind die einzigen uns zur Ver-
fiigung stehenden Mittel, um uns dem so ersehnten Ziele, der Erkenntnis des Wahren,
zu ndhern.




