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Abstract

For many technical applications it is necessary to avoid or to reduce vibrations. The reasons
are various e. g. increase of durability, decrease of cost by material reduction or noise reduc-
tion. Rough, bolted interfaces exist in almost every machine and can be used as damping
advices with moderate effort. However, it is difficult to predict the effect of changing contact

interface parameters on the dynamical behavior of the entire mechanical system.

A method is developed to calculate the steady state behavior of elastic multi-body systems
with bolted, rough contact interfaces. The basis of this method is a finite element model of
each contacting part. On each model a modal reduction is applied in order to reduce the
degrees of freedom. The method of Ritz and Galerkin is used to calculate the frequency

response functions of the reduced system including contact.

With the pretension of the bolts as well as the roughness and the friction coefficient of the
contacting surfaces as parameters this method enables the calculation of the steady state
behavior of elastic multi-body systems with bolted, rough contact interfaces. In order to
verify calculated results a test stand was built. The comparison of calculation and experiment

shows good correlation.
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Kurzfassung

In vielen technischen Anwendungen ist es notwendig Schwingungen zu vermeiden oder zu re-
duzieren. Die Griinde dafiir sind vielféltig, z.B.: Erhéhung der Lebensdauer, Kostenersparnis
durch Materialeinsparung oder die Reduktion von Gerauschen. In beinahe allen technischen
Anwendungen kommen raue, miteinander verschraubte Fiigestellen vor. Diese Kontaktfla-
chen kénnen gezielt und mit wenig Aufwand zur Schwingungsdampfung verwendet werden.
Es ist jedoch nicht einfach die Anderung des dynamischen Verhaltens solcher mechanischer

Systeme bei Anderung einzelner Kontaktparameter vorauszusagen.

Es wurde eine Methode entwickelt um den eingeschwungenen Zustand elastischer Mehr-
korpersysteme mit verschraubten, ebenen und rauen Kontaktflichen bei harmonischer An-
regung zu berechnen. Die Grundlage bilden Finite Elemente Modelle der einzelnen Teile,
deren Freiheitsgrade durch modale Kondensation reduziert werden. Mit Hilfe des Verfahrens
von Ritz und Galerkin wird eine N&herungslésung fiir den eingeschwungenen Zustand des

nichtlinearen, gekoppelten Systems ermittelt.

Abhéngig von den Schraubenvorspannkréften, sowie den Kontaktparametern Rautiefe der
Kontaktflichen und Reibungskoeffizient kann der eingeschwungene Zustand von Mehrkor-
persystemen mit verschraubten, ebenen und rauen Kontaktflichen bei harmonischer Anre-
gung berechnet werden. Um die berechneten Ergebnisse zu verifizieren wurde ein Experiment
durchgefiihrt. Der Vergleich zwischen Messung und Rechnung zeigt eine gute Ubereinstim-

mung.
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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Bei vielen technischen Aufgabenstellungen ist es wiinschenswert das dynamische Verhal-
ten eines Objektes (z.B.: Maschine, Motor, Turbine) zu kennen und gezielt zu beeinflus-
sen. Durch periodische oder stochastische Anregung der Bauteile durch Krafte, Momente,
Driicke, etc. reagieren diese entsprechend ihrer dynamischen Eigenschaften. Das dynamische
Verhalten des zu untersuchenden Objektes reagiert entsprechend der Dynamik der einzelnen
Bauteile und aufgrund der Beschaffenheit der Koppelstellen zwischen diesen. Fallen Eigen-
frequenz des Objektes und Anregungsfrequenz zusammen, kommt es zu Resonanziiberho-
hungen und dadurch oftmals zum Versagen der Bauteile oder zumindest zur eingeschrankten
Funktion des Objektes durch die dynamischen Belastungen. Um ein Versagen der Bauteile
aufgrund dynamischer Belastungen zu vermeiden und die einwandfreie Funktionsweise des
Objektes zu gewéhrleisten muss das dynamische Verhalten des zu untersuchenden Objektes
zunéchst ermittelt werden, um dann die Dynamik beurteilen und gezielt beeinflussen zu
koénnen. Die Bestimmung des dynamischen Verhaltens kann auf zwei Wegen erfolgen. Zum
einen kann ein Prototyp der Bauteile bzw. des Objektes gefertigt und durch Messung das
dynamische Verhalten ermittelt werden. Zum anderen kann durch Simulation des Objektes
auf seine Dynamik geschlossen werden. Meist werden beide Wege kombiniert. Um Kosten
bei der Entwicklung neuer Maschinen, Motoren, etc. zu reduzieren wird versucht das Objekt
von Interesse moglichst gut durch Simulationen vor dem Bau eines ersten Prototypen zu

analysieren und zu optimieren.

Um Schwingungsamplituden von Maschinen zu reduzieren, kénnen verschiedene Moglich-
keiten genutzt werden. Es konnen die erregenden Mechanismen vermieden oder verandert
werden. Ist dies nicht moglich, kdnnen durch eine Verdnderung der Geometrie und damit
der Massen- und Steifigkeitsverteilung der Bauteile deren Eigenfrequenzen verdndert wer-
den. Damit kann verhindert werden, dass eine Erregerfrequenz mit einer Eigenfrequenz des
Objektes zusammenfillt und dadurch unerwiinschte Resonanziiberh6hungen im Betrieb auf-
treten. Ist eine Anderung der Geometrie der Bauteile nicht méglich, kénnen Resonanziiber-

hoéhungen durch den Einbau von Démpfern oder durch eine aktive Schwingungsreduktion,
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z.B. mittels Piezoelementen, gering gehalten werden. Derartige Mafinahmen sind jedoch mit
zusétzlichen Kosten fiir Dampfungselemente und eine etwaig notwendige Regelung verbun-

den.

In beinahe allen Maschinen existieren Koppelstellen und im Speziellen auch verschraubte
Fiigestellen. Diese Fiigestellen haben aufgrund der Reibung zwischen den einzelnen Bau-
teilen eine dampfende Wirkung auf die gesamte Maschine. Durch gezielte Beeinflussung
der Dampfungswirkung der verschraubten Fiigestellen kénnen ebenfalls unerwiinschte Re-
sonanziiberh6hungen gemindert und damit das dynamische Verhalten von Maschinen und
somit ihre Funktionsweise positiv verdndert werden. So kann ohne Verdnderung der Geo-
metrie und ohne Verwendung zusatzlicher Komponenten oder Bauteile die Dynamik von

Maschinen beeinflusst und optimiert werden:

e Durch Minimierung der Schwingungsamplituden werden auch die Spannungsausschla-
ge in den Bauteilen minimiert. Es kann die Lebensdauer von Maschinen erhoéht oder
bei gleich bleibender Lebensdauer konnen Material und damit Kosten reduziert wer-

den.

e Minimale Schwingungsamplituden bedeuten im eingeschwungenen Zustand auch mi-
nimale Amplituden der Schwinggeschwindigkeit und damit minimale Schallintensitét

des abgestrahlten Gerdusches.

FEine optimale Dampfungswirkung durch verschraubte Fiigestellen systematisch im Versuch
zu ermitteln ist aufgrund der Vielzahl der Einflussgtfien kaum machbar. Bei gegebener
Oberflachengiite und gegebenem Reibungskoeffizient kénnen die Schraubenvorspannkréfte
in jeder einzelnen Schraube variiert werden. Allein dadurch ergibt sich eine Vielzahl not-
wendigerweise durchzufithrender Versuche. Durch die Berechnung der Dampfungswirkung in
ausgedehnten, miteinander verschraubten Fiigestellen konnen die Entwicklungskosten von

Maschinen reduziert werden.

1.2 Stand des Wissens

Das Schwingungsverhalten vieler dynamischer Systeme wird von der Reibungsddmpfung in
den Gelenken und Koppelstellen stark beeinflusst. Dem entsprechend grof ist die Vielzahl
der Studien und Veréffentlichungen. GAUL und NITSCHE (2001) geben einen umfassenden
Uberblick iiber die Fortschritte, Erkenntnisse und die Literatur beziiglich der Simulation
und Berechnung des Einflusses von Reibung in Systemen mit mechanischen Verbindungen,
wie Schrauben, Nieten oder Pressverbéanden, fiir die letzten fiinf Jahrzehnte bis 2001. Sie

beschreiben verschiedene Kontaktgesetze. Dabei wird zwischen phidnomenologischen und
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konstitutiven Kontaktformulierungen unterschieden. Phiénomenologische Kontaktbeschrei-
bungen basieren auf experimentellen Beobachtungen und stellen einen globalen Zusammen-
hang zwischen der Normalkraft und der Tangentialkraft im Kontakt her. Ein Beispiel daftr
ist das Coulomb’sche Reibungsmodell. Konstitutive Kontaktgesetzte basieren auf physika-
lischen Modellen und beschreiben das Kontaktverhalten sehr lokal. Viele der konstitutiven
Formulierungen stellen einen Zusammenhang zwischen Kraft und Verschiebung her. Des
Weiteren beschreiben GAUL und NITSCHE verschiedene Techniken zum Losen der mathe-
matischen Modelle von mechanischen Systemen mit Reibung. Eine Méglichkeit zur Losung
der erstellten mathematischen Modelle ist die Integration im Zeitbereich mit dem Com-
puter. Der zeitliche Aufwand einer derartigen Berechnung kann mehrere Stunden bis Tage
betragen. Fiir Systeme mit wenigen Freiheitsgraden und Reibung kann eine exakte Losung
fiir den eingeschwungenen Zustand bei harmonischer Erregung des Systems berechnet wer-
den. Steigt die Anzahl der Freiheitsgrade kann keine exakte Losung mehr bestimmt werden.
Mittels dem Verfahren der Harmonischen Balance kann jedoch eine N&herungslosung im

Frequenzbereich ermittelt werden.

Das Verfahren der Harmonischen Balance wurde auch vielfach bei der Berechnung des
Schwingungsverhaltens von Schaufelkrénzen im Turbomaschinenbau angewendet. Im Tur-
bomaschinenbau werden zur Schwingungsdampfung Reibelemente unterhalb der FuBplat-
ten benachbarter Schaufeln angeordnet. Verdffentlichungen von SEXTRO (1997), GOTTING
(2005) und PANNING (2005) sind nur eine kleine Auswahl der Arbeiten zur Berechnung der
Dynamik von Schaufelkrénzen, in denen das Verfahren der Harmonischen Balance angewen-
det wird. Um die Dynamik von elastischen Bauteilen mit komplexer Geometrie, wie zum
Beispiel Turbinenschaufeln, zu beschreiben wird die Methode der Finiten Elemente angewen-
det. Zur Berechnung der nichtlinearen Kontaktkrifte verwenden GOTTING und PANNING
ein von SEXTRO (2007) entwickeltes Punktkontaktmodell. Durch dieses Punktkontaktmodell
wird ein Zusammenhang zwischen den Relativverschiebungen zwei einander zugeordneter
Punkte auf den beiden Kontaktflichen und den nichtlinearen Kontaktkréften hergestellt.
Mit dem Verfahren der Harmonischen Balance kann das Kontaktgesetz linearisiert werden.
Es kénnen, abhéngig von den Verschiebungsamplituden, Ersatzsteifigkeiten fiir das Kontakt-
modell berechnet und in Kennfeldern abgelegt werden. Mit Hilfe dieser Ersatzsteifigkeiten
kann so im Frequenzbereich rasch eine Naherungslosung fir den eingeschwungenen Zustand
des Systems bei harmonischer Anregung ermittelt werden. Durch die Finite Elemente Dis-
kretisierung entstehen mathematische Modelle mit meist vielen Freiheitsgraden. Daraus re-
sultiert eine grofle Rechenzeit, die zum Berechnen der Naherungslosung erforderlich ist. Um
die Anzahl der Freiheitsgrade zu verringern findet die modale Kondensation Anwendung.
GENZO, SEXTRO und L.PANNING (2006, 2007) wenden die zur Berechnung der Dynamik

von Schaufelkrdnzen vorgestellte Methode bei der Berechnung des Systemverhaltens von
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Objekten mit ausgedehnten Fiigestellen bei harmonischer Erregung an.

Bei Anwendung des Verfahrens der Harmonischen Balance wird die Annahme getrof-
fen, dass eine harmonische Relativbewegung zweier einander zugeordneter Kontaktpunkte
ebenfalls harmonische Kontaktkrafte verursacht. Aufgrund nichtlinearer Kontaktgesetze ent-
halten die tatsdchlichen Kontaktkrafte aber auch héherfrequente Anteile. Diese werden bei
Anwendung des Verfahrens der Harmonischen Balance zur Berechnung der Schwingungs-
antwort mechanischer Systeme mit Reibung in den Kontakten bei harmonischer Erregung
vernachléssigt. POUDOU und PIERRE (2003) verwenden eine kombinierte Berechnungsme-
thode, sowohl im Frequenz- als auch im Zeitbereich, eine so genannte , hybrid frequency-time
domain method“ (HFT-Methode). Mit Hilfe der HFT-Methode kénnen auch die hoherfre-
quenten Anteile der Kontaktkrifte beriicksichtigt werden. Es wird ein nichtlineares Glei-
chungssystem mit Hilfe des Galerkin-Verfahrens zum Berechnen einer Naherungslésung der
Bewegungsgleichungen im Frequenzbereich aufgestellt. Die beim Galerkin-Verfahren verwen-
deten Ansatzfunktionen fiir die Ndherungslésung sind Glieder von Fourierreihen. Je nach
Anzahl der verwendeten Glieder der Fourierreihen kann die Genauigkeit mit der die Néhe-
rungslosung die exakte Losung wiedergibt gesteigert werden. Die zur Lésung des erhaltenen
Gleichungssystems im Frequenzbereich benétigten Fourierkoeflizienten der Kontaktkrafte
werden iiber die zeitliche Integration des Kontaktmodells ermittelt. Mit der HF'T-Methode
lésst sich die Genauigkeit der berechneten Néherungslosung beliebig steigern. Nachteil ist

der hohe zeitliche Rechenaufwand fiir die Integration der Kontakte im Zeitbereich.

1.3 Ziel dieser Arbeit

Es soll ein Programm zur Berechnung der eingeschwungenen Systemantwort von elastischen,
mechanischen Systemen mit ausgedehnten, miteinander gekoppelten und rauen Fiigestellen
bei harmonischer Anregung erstellt werden. Die Berechnung soll mit Kenntnis einfach mess-
barer Parameter, bzw. durch Parameter die durch Angaben in der Konstruktion weitgehend
definiert werden kénnen, eindeutig durchfiihrbar sein. Der Anwender dieses Programms soll

damit in der Lage sein,

e zum einen den Einfluss der geometrischen Gestaltung der Fiigestelle auf die Systemant-

wort zu erkennen,

o des Weiteren die Wirkung unterschiedlicher Verteilungen der Schrauben innerhalb

einer Kontaktfliche auf das Schwingungsverhalten zu beurteilen,

e die optimale Dampfungswirkung aufgrund einer Variation der einzelnen Schrauben-

vorspannkréfte zu berechnen,
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e und den Einfluss der verschiedenen Oberflichenparameter auf die Systemantwort zu

ermitteln.

Um diese Berechnungen zu ermdglichen und fiir den Anwender leicht durchfithrbar zu ma-

chen miissen an das Modell einige Anforderungen gestellt werden:

e Fiir die Berechnung sollen Finite Elemente Modelle der Einzelteile genutzt werden. So
kann der Anwender relativ einfach dynamische Modelle aus Konstruktionszeichnungen

der Teile generieren.

e Die Parameter, die das Kontaktverhalten der Fiigestelle festlegen seien die Rautiefe
Rz und der Reibungskoeffizient p. Die Rautiefe Rz kann aus einer Konstruktionszeich-
nung entnommen werden. Fiir den Reibungskoeffizienten p gibt es Erfahrungswerte

fiir verschiedene Werkstoffpaarungen.

e Der Kontakt soll lokal detailliert abgebildet werden. Damit wird es moglich auch den
Einfluss einer ungleichméfigen Normalkraftverteilung, aufgrund inhomogener Anord-
nung der Schrauben und unterschiedlichen Schraubenvorspannkréften, in der Fiige-

stelle zu berticksichtigen.

e Um Parametervariationen und so eine Optimierung des Systems mit zeitlich ertrag-
lichem Aufwand durchfithren zu kénnen soll ein moglichst schneller Berechnungsal-
gorithmus entwickelt und umgesetzt werden. Es sollen die Vorteile der Methode der
Harmonischen Balance und die Vorteile der HF'T-Methode kombiniert werden. Vorteil
des Verfahrens der Harmonischen Balance ist, dass das Kontaktverhalten abhéngig
von den Verschiebungsamplituden vor dem eigentlichem Lésen des nichtlinearen Glei-
chungssystems zur Berechnung der Systemantwort ermittelt und Ersatzsteifigkeiten
und -ddmpfungen in Kennfeldern abgelegt werden koénnen. Damit ist in Folge eine
sehr rasche Berechnung der Systemantwort im Frequenzbereich moglich. Vorteil der
HFT-Methode ist eine, von der Anzahl der Glieder der Fourierreihe abhéngige, theore-
tisch beliebig genaue Annéherung der Naherungslosung des nichtlinearen Gleichungs-

systems an dessen exakte Losung.

Die aus der Simulation einer Testanordnung gewonnen Ergebnisse sollen messtechnisch iiber-

priift werden.

Abbildung 1.1 zeigt das Flussdiagramm des in dieser Arbeit entwickelten Programmsys-
tems zur Berechnung der eingeschwungenen Systemantwort von mechanischen Systemen,
bestehend aus miteinander gekoppelten, elastischen Einzelteilen mit rauen Fiigestellen mit

periodischer Anregung. Eingang in das Modell sind monofrequente Erregerkréfte. Abhéngig
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1 Einleitung

von den dynamischen Eigenschaften der Einzelkérper (Masse, Dampfung und Steifigkeit),
von der Flachenpressung bzw. Normalkraftverteilung in der Fiigestelle und von den Pa-
rametern Rautiefe Rz und Reibungskoeffizient ;1 werden die Schwingungsamplituden des

Systems berechnet.
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In diesem Kapitel wird die physikalische Modellierung zweier elastischer, verschraubter Kor-
per mit ebenen, rauen Kontaktflichen, sowie die Losung der mathematischen Gleichungen

dieses Systems dargestellt.

In Abschnitt 2.1 werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen und die Grundlagen
der Finite Elemente Diskretisierung beschrieben. Wesentliche Grundlagen dazu bilden Aus-
fithrungen von MANG und HOFSTATTER (2000), WITTENBURG und PESTEL (2001) und
BATHE (2002). Des Weiteren wird eine Reduktion der Freiheitsgrade von Finite Elemente

Modellen mittels modaler Transformation beschrieben.

Abschnitt 2.2 behandelt die Modellierung eines dreidimensionalen Kontaktelements. Es
wird auf die Modellierung des Kontaktverhaltens rauer Oberflichen in Normalenrichtung,

sowie auf das Kontaktverhalten in Tangentialrichtung eingegangen.

In Abschnitt 2.3 wird das Verfahren von Ritz und Galerkin auf die Bewegungsgleichungen
des mechanischen Systems elastischer, miteinander verschraubter Koérper mit ausgedehnten,
ebenen und rauen Fiigestellen bei monofrequenter Anregung angewendet und die Vorgehens-
weise zur Bestimmung einer Naherungslosung des eingeschwungenen Zustands des Systems

gezeigt.

2.1 Dynamik elastischer Korper

Laut SCHWERTASSEK und WALLRAPP (1999) ist in der Modellvorstellung ein elastischer
Korper eine zusammenhangende und abgeschlossene Menge von materiellen Punkten, die

bei einer allgemeinen Bewegung folgende Eigenschaften besitzen:

e Unzerstorbarkeit: Zusammenhéngende Punkte werden im Zuge der Bewegung nicht

getrennt.

e Undurchdringbarkeit: Zwei Punkte eines Korpers konnen nicht den selben Ort zur

gleichen Zeit einnehmen.
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e Erhaltung: Es kénnen wiahrend der Bewegung keine neuen Punkte zum Koérper hinzu-

kommen, noch kénnen materielle Punkte wegfallen.

2.1.1 Kinematik eines Korperpunktes

Um die Bewegungsgleichung eines elastischen Koérpers formulieren zu kdnnen ist es not-
wendig die Kinematik eines einzelnen Punktes des Korpers im Raum zu beschreiben (siehe

Abbildung 2.1). Ein materieller Punkt Py eines Korpers in der Referenzkonfiguration zum

7€2
I€1

Abbildung 2.1: Rdumliche Kinematik eines elastischen Koérpers

Zeitpunkt ¢ = 0 sei durch den Vektor X , die aktuelle Lage des Punktes P durch den Vektor
Z beschrieben. Durch den Verschiebungsvektor « sei der additive Zusammenhang zwischen

den Koordinaten der Referenzlage und der aktuellen Position gegeben'
x=X+u. (2.1)

Der Verschiebungsvektor @ setzt sich zusammen aus einer Verschiebung, verursacht durch
die Starrkérperbewegung ig des Korpers, und einer Verschiebung #p durch die Deformation
des elastischen Korpers

U =ug + up. (2.2)

Durch die absolute zeitliche Ableitung des Ortsvektors Z erhédlt man die Koordinaten der
Absolutgeschwindigkeit
Ly =14, (2.3)

Ta =1a. (2.4)

In diesem Kapitel sind alle Vektoren und Tensoren im Inertialsystem I dargestellt. Korrekter Weise miisste
Gleichung 2.1 rx = 1 X + ru lauten. Der Ubersicht wegen wird der Index I im Weiteren weggelassen.
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2.1.2 Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen

Durch die relative Bewegung einzelner Kérperpunkte zueinander wird der Kérper deformiert.
Die Verzerrung ist fiir verschiedene Punkte des elastischen Kérpers unterschiedlich. Deshalb
bendtigt man fiir jeden Punkt des Korpers lokale Verzerrungsmafle. Der Deformationsgra-
dient F' beschreibt die Anderung der aktuellen Lage Z beziiglich der Referenzkonfiguration

—

X 0
T
F=—. 2.5
0X (25)
Zur spateren Beschreibung der Verformung wird nicht die Lage & sondern die Verschiebung

i verwendet. Deshalb wird der Verschiebungsgradient H eingefiihrt

_ Ou

H_a—X.

(2.6)

Der Zusammenhang zwischen dem Deformations- und dem Verschiebungsgradienten ist
durch
H=F-F (2.7)

gegeben. Bei Ableitung nach dem Ortsvektor X der Referenzkonfiguration spricht man von
materiellen Gradienten (Lagrange’sche Formulierung). Wird als Bezug die aktuelle Konfigu-
ration Z herangezogen so spricht man von lokalen Gradienten (Euler’sche Formulierung). Bei
den hier betrachteten festen Kontinua wird iiblicherweise die Lagrange’sche Formulierung

verwendet. Mittels des Deformationsgradienten F kann die Bewegung in der Umgebung

d¥o Qo
§ d d
3 dX .
24 | dzs Q
dX, | =
| a5
S P
dXso i ds - /
P X, y
> z di;
X
07 €r

Abbildung 2.2: Deformation eines infinitesimalen Volumenteilchen

eines materiellen Punktes linear approximiert werden. Durch F wird ein Linienelement d.X

10
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der Referenzkonfiguration in ein Linienelement d der aktuellen Konfiguration transformiert
dr = FdX. (2.8)

Als Ma# fiir die Verformung eines infinitesimalen Teilchens kann die Differenz der Quadrate

der Raumdiagonalen des Teilchens herangezogen werden (siehe Abbildung 2.2)
dxdr —dXdX = dX(F'F - E)dX =2dXGdX. (2.9)

G ist der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor. Dargestellt durch den Verschiebungsgra-

dienten ist )
G = 5(HTH+HT+H). (2.10)

Fasst man die sechs unabhéngigen Elemente des symmetrischen Verzerrungstensors G in
e = [G11 Gz Gz G1a Gag Gs1]. (2.11)
zusammen, so kann das Verzerrungs-Verschiebungsgesetz
e=(Lr+ Ly(u))u (2.12)

in einer bequemeren Matrizendarstellung formuliert werden, mit den Differantialoperatoren

P -
el 0 0
o]
0 2 0
0 2
L=\, , . (2.13)
0Xo 0X1 0
0 o] o)
0X3 0Xo
o) 0 o)
LOX3 0X1 4
und
B Ouy0 OJu20. Jus 0. 7
0X10X1 0X10X1 0X10X1
Ou10 Oua0 OJuszd
0X20X>o 0X20Xo 0X20X>o
Ou;0 OJu20. Jusz 0,
_ 0X30X3 0X30X3 0X30X3
Ln(u) = | pu0 | 0w Qupd | Ouz0 dugd_ | ugd |- (2.14)
0X10Xo 0X20X1 0X10X>o 0X20X1 0X10Xo 0X20X1
ou10 4+ ou10 Jua0 + Ou20 Oouzd 4+ Oouzd
0X20X3 0X30X2 0X20X3 0X30X2 0X20X3 0X30X2
ou10 + Ou10 Ouz0 + Ouz0 Ouzd + Ouzd
LOX30X1 0X10X3 0X30X1 0X10X3 0X30X, 0X10X3

11
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Bei geometrischer Linearisierung werden die Ableitungen der Verschiebungen

8ul-
0X;

<1 4,j=1,23 (2.15)

betrachtet. Damit kénnen die Produkte der Verschiebungsableitungen vernachléssigt werden

und das Verzerrungs-Verschiebungsgesetz vereinfacht sich zu

e=Lru. (2.16)

2.1.3 Spannungsvektor, Spannungstensor

Spannungen sind auf Flichen bezogene Krifte. Der Cauchysche Spannungsvektor ¢ wird als
der wahre Spannungsvektor in einem Punkt bezeichnet. Sowohl Kraft f, als auch die Flache
a beziehen sich auf die aktuelle Konfiguration

Lt

==L (2.17)

Der Spannungszustand beschreibt die Menge aller moglichen Spannungsvektoren in einem
materiellen Punkt. Je nach Bezug der Kréfte und Fléchen auf die Referenzkonfiguration oder
auf die aktuelle Konfiguration kénnen verschiedene Spannungstensoren definiert werden. Das
Cauchy’sche Fundamentaltheorem stellt {iber den Cauchy’schen Spannungstensor 3 einen
Zusammenhang zwischen dem Normaleneinheitsvektor 7 einer betrachteten Schnittfliche

und dem zugehérigen Spannungsvektor ¢ her

t=n, (2.18)

011 012 013
Y=oy 02 o] (2.19)

031 032 033

Fiir die hier betrachteten klassischen Kontinua ergibt sich aus dem Momentengleichgewicht,

dass der Spannungstensor 3 symmetrisch ist (siehe Abbildung 2.3)

012 = 0921, 093 = 032, 031 = 013. (2.20)

Die sechs unabhéngigen des Spannungstensors konnen zusammengefasst werden in

O = |011 022 033 012 023 031}- (2-21)

12
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Abbildung 2.3: Vorzeichenkonvention fiir Spannungen

2.1.4 Materialgesetz

In den vorangegangenen Unterkapiteln wurden der Verzerrungszustand und der Spannungs-
zustand an einem infinitesimalen Volumenteilchen erldutert. Verzerrungen und Spannungen
sind aber nicht unabhéngig voneinander, sondern werden iiber das Materialgesetz miteinan-
der verkniipft. Materialgesetze finden ihre Rechtfertigung erst durch Experimente. Das hier
verwendete Hook’sche Gesetz gilt fiir lineare, elastische und isotrope Werkstoffe, unter der
Annahme kleiner Verzerrungen. Nimmt man kleine Verzerrungen an, so spricht man von

physikalischer Linearisierung. Es gilt der lineare Zusammenhang
oc=Ce (2.22)

zwischen Verzerrungen und Spannungen. Dieser lineare Zusammenhang wird iiber die Elas-

tizitatsmatrix
(1 - v 1% v 0 0 |
v 1—v 1% 0 0
F 1% v 1—v 0 0 0
C = 2.23
Q+i-2)| 0 o La g (2.23)
0 0 0 =& o0
o0 0 0 =

hergestellt, wobei E der Elastizitdtsmodul und v die Querkontraktions- oder Poissonzahl

ist.

13
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2.1.5 Massenmittelpunktsatz am infinitesimalen Volumente ilchen

Aus einem bewegten Korper wird in der aktuellen Konfiguration ein infinitesimales Teil-

chen herausgeschnitten. Der Massenmittelpunktsatz fiir das in Abbildung 2.4 dargestellte

dl’3

1€1 1€2
Abbildung 2.4: Krifte an einem infinitesimalen Volumen dV in 1-Richtung (C' :=Schwerpunkt)
infinitesimale Volumenteilchen in 1-Richtung ist

Ialdm 20'11(561 + d$1)d$2d$3 — 011($1)d$2d$3+
+O'21($2 + d:t?z)d:t?gdxl — 091 (:t?z)d$3d:61+ (2.24)
+o31(z3 + drz)dridrs — 031(23)dr1dT2 + fr1dV,

mit der &ufleren auf das Volumen bezogene Kraft ﬁ;. Durch Taylorreihenentwicklung

0
IalpdV = (011(1'1) + 8511‘11 d.%'l + 0(2)) d.%'gdxg — Ull(xl)dm‘gd.%';),-i-

0
+ (021 (1‘2) + acoi-fil dro + 0(2)) drsdx, — Ugl(xg)dxgd.%'l—i- (2.25)
2

o3y
adzﬂg

+ <O’31 (563) + dxs + 0(2)) dx1dxo — O'31($3)d$1d$+fb1dv

und dem Grenziibergang dx1, dxo, drs — 0 ergibt sich

do do do
I . 11 21 31
np = adxl 6d.%'2 adm‘g + fbl.

(2.26)

14
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Analog kann der Massenmittelpunktsatz auch fiir die anderen beiden Richtungen aufgestellt

werden. Die drei so erhaltenen Cauchy’schen Bewegungsgleichungen kénnen zu
Tap = divy + f, (2.27)

zusammengefasst werden. Aufgrund der Massenerhaltung fiir das infinitesimale Teilchen und

unter der Annahme kleiner Verformungen
Vp=Vopo (2.28)

kann angenommen werden, dass die Dichte p der aktuellen Konfiguration gleich der Dichte

po der Referenzkonfiguration ist.

2.1.6 FEM Formulierung der Bewegungsgleichung eines elast ischen
Korpers

FEin elastischer Korper sei durch die Volumenkraft ﬁ; und an seiner Oberfliche durch die
Flachenlast f; belastet. Die Spannungen an der Oberflache eines Korpers sind gleich der
eingepragten Flachenlast

fs=2ny. (2.29)

Mit 779 wird der Normalenvektor der Korperoberfliche Ay bezeichnet. Die Bewegungsglei-
chungen fiir einen elastischen Korper konnen mit Hilfe der Prinzipien der Mechanik auf-
gestellt werden. Eine Moglichkeit ist die Verwendung des D’Alembert’schen Prinzips. Es

besagt, dass die reaktiven Kréfte keine virtuelle Arbeit verrichten

[out(#y+ divE - playdv+ [ oul(f, - Snodd =0, (2.30)
\4 A

virtuelle Arbeit im Inneren virtuelle Arbeit an der Oberflache

Mit dem Gauf’schen Integralsatz und unter Beriicksichtigung der Dualitdt der Schubspan-
nungen (Gleichung 2.20) und des Hook’schen Gesetzes (Gleichung 2.22) folgt

- / 5T CedV + / suT f,dV + / sul f.dA+ / su” po(~"ix)dV = 0. (2.31)
1% Vv A |4

JWint 5Wezt 6Winertia

Die Gleichung 2.31 kann im Allgemeinen nicht analytisch gelost werden. Eine Naherung

kann durch Finite Elemente Methoden berechnet werden:

e Der Korper wird durch eine diskrete Anzahl N, von Finiten Elementen angendhert.

15
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Das zum ¢-ten Element gehérende Volumen wird mit V; und die zugehorige Oberfliache

mit A; bezeichnet.

e Mit den finiten Elementen werden n Knotenpunkte verbunden. Die Verschiebungen
u der Knotenpunkte aller Elemente sind die Unbekannten des FE-Modells. Kréfte

zwischen einzelnen Elementen werden im Modell nur iber Knotenpunkte iibertragen.
o AuBere Krifte werden konzentriert an Knotenpunkten eingeleitet.

e Das Verschiebungsfeld im Inneren des Elements ¢ wird durch Ansatzfunktionen IN;

und durch die Verschiebung der Knotenpunkte u; genédhert
u;(x,t) = N;(x)u(t). (2.32)

Die Ansatzfunktionen B; fiir die Verzerrungen g; ergeben sich mit Gleichung 2.16 und
Gleichung 2.32.
gi(x,t) = Bi(x)u;(t) (2.33)

BZ(.’B) = ELNZ(.’B) (2.34)

Fiir die virtuellen Verschiebungen du und Verzerrungen de gelten analoge Beziehun-

gen.
(S’U,Z(.’B) = Nl(a:)éﬂl (2.35)

(SEJZ(.’B) = Bl(:c)éﬂz (2.36)
Mit Hilfe dieser Diskretisierung kann die Bewegungsgleichung (Gleichung 2.31) in der Form
Mu+ Ku = F,, (2.37)

geschrieben werden, mit der globalen, symmetrischen, positiv-definiten Massenmatrix

Nel
M=Y" / NTpoNdv, (2.38)
izlvi

der globalen, symmetrischen, positiv-semidefiniten Steifigkeitsmatrix

Nel
K=Y / Bl'c;B;av (2.39)
ilei

16
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und den duflern Kraften

Nel
Foo=Y / NTf,dV + / NTf.da|. (2.40)
A.

=1 \y; ;

2.1.7 Modale Reduktion der Bewegungsgleichung

Im Allgemeinen hat ein elastischer Kérper unendlich viele Freiheitsgrade. Durch die Finite
Elemente Diskretisierung wird die Bewegung eines Korper durch eine endliche Anzahl an
Freiheitsgraden nédherungsweise beschrieben. Fiir dynamische Probleme kann die Anzahl der
Freiheitsgrade durch die Anwendung modaler Kondensation weiter vermindert werden. Die
Bewegungsgleichungen fir einen elastischen Korper, mit viskoser Materialddmpfung sind
durch

Mu+ Du+ Ku = F,, (2.41)

beschrieben, mit der symmetrischen Massenmatrix M, der symmetrischen Dampfungsma-
trix D und der symmetrischen Steifigkeitsmatrix K. Mit uw werden die Knotenpunktver-
schiebungen und durch F., die dufleren Krifte auf die Knoten bezeichnet. Nimmt man
Rayleigh-Dampfung

D =aM + K (2.42)

an, so kann das lineare Differentialgleichungssystem der Bewegungsgleichungen diagonali-
siert werden. Des Weiteren werden nur die ersten m, fiir den betrachteten Frequenzbereich

mafgeblichen, Gleichungen fiir die weiteren Berechnungen herangezogen.

Das ungedampfte, lineare Differentialgleichungssystem der Bewegungsgleichungen fiir den
elastischen Korper ist
Mu(t) + Ku(t) = 0. (2.43)

Wahlt man den Ansatz fiir die Knotenverschiebungen
a(t) = te™ot, (2.44)
so erhélt man das Eigenwertproblem
(~-Mwi + K)@ = 0, (2.45)

mit den Eigenfrequenzen wg und Eigenvektoren @ des ungeddmpften, elastischen Korpers.
Durch die Eigenvektoren @ werden die Eigenformen, genannt Moden, des elastischen Korpers

beschrieben (Abbildung 2.5). Die Eigenvektoren kénnen in der so genannten Modal-Matrix
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1. Eigenform 3. Eigenform 6. Eigenform

T = [dy, Gia, . . . , Gim] (2.46)

zusammengefasst werden, wobei m die Anzahl der berticksichtigten Moden ist. Mit stei-
gender Anzahl der Moden m kann die Genauigkeit des dynamischen Modells des Korpers
verbessert werden. Die Anzahl der Moden m kann maximal gleich der Anzahl der Freiheits-

grade des Finiten Elemente Modells sein

m < 3n. (2.47)
Die modale Transformation wird durch

u=Tw (2.48)

beschrieben, wobei w die modalen Koordinaten des elastischen Koérpers sind. Sind die Ei-

genvektoren massenormiert, so wird die modal reduzierte Massenmatrix zu
My =T"MT =E (2.49)
und die modal reduzierte Steifigkeitsmatrix zu
Ky = TTKT = diag(w3). (2.50)

Die modale Dampfungsmatrix wird mit angenommener Rayleigh-Dampfung (Gleichung 2.42)
zu

D) = TT DT = diag(2wo; D;). (2.51)

Gleichung 2.48 eingesetzt in Gleichung 2.41 ergibt somit die modal reduzierten Bewegungs-

gleichungen fiir einen elastischen Korper.

W+ Dy + Ky =TT Fy, (2.52)
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Wie viele Moden m zur Beschreibung der Dynamik des elastischen Korpers notwendig
sind héngt von der jeweiligen Aufgaben- und Problemstellung ab. Fiir ein lineares System
bestimmt bei periodischer Anregung der betrachtete Frequenzbereich die Anzahl der beno-
tigten Moden. Im Allgemeinen gilt dies nicht mehr fiir nichtlineare Systeme. Die Anzahl
der beriicksichtigten Moden m bestimmt also mafligeblich die Genauigkeit der Ndherung.
Eine Moglichkeit zur ersten Abschétzung der minimal benétigten Moden wird in STELTER
(1990) vorgestellt. Es wird ein Vergleich der modalen Steifigkeit bei der Erregerfrequenz
Null mit der statischen Steifigkeit vorgeschlagen. Eine andere Moglichkeit zur ingenieurs-
méBigen Abschétzung der minimal benétigten Anzahl der Moden m ist die Beobachtung der
Verstarkungsfunktion V' des modal reduzierten Korpers. Der Begriff der Verstarkungsfunk-
tion ist grundsétzlich fiir lineare Systeme definiert. Die Verstarkungsfunktion V' gibt einen
linearen Zusammenhang zwischen dem Eingangssignal, in diesem Fall der Erregerkraft, und
dem Ausgangssignal, hier der Beschleunigungsamplitude als vielfaches der Erdbeschleuni-
gung, an (Abbildung 2.6). Man erhéht die Anzahl der Moden m bis die Anderung der

Verstarkungsfunktion im betrachteten Frequenzbereich ausreichend klein ist.

V [g/N]

Frequenz [Hz]

Abbildung 2.6: Verstirkung V eines eingespannten Balkens mit verschiedener Anzahl berticksich-
tigter Moden m
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2.2 Kontaktmodell

Zwischen zwei elastischen Korpern soll ein Kontakt formuliert werden. Aus der vorangegan-
genen modalen Beschreibung der Dynamik eines elastischen Korpers (Gleichung 2.52 und
Gleichung 2.48) ist ersichtlich, dass es zielfiihrend ist diesen Kontakt iiber einen Zusammen-
hang der relativen Knotenverschiebungen der Finiten Elemente Modelle der Einzelteile und

den Kontaktkraften in diesen Knoten herzustellen.

Die beiden Kontaktflichen werden durch die Finite Elemente Diskretisierung in einzelne
Elemente mit den zugehérigen Knoten unterteilt. In der Referenzkonfiguration seien je zwei
Knoten der beiden sich beriithrenden Fléchen koinzident. Bei reiner Translation der beiden
Korper beschreiben alle in der Referenzkonfiguration koinzidenten Kérperpunkte die gleiche
Trajektorie relativ zu einander. Werden die Koérper jedoch relativ zueinander verdreht, oder
werden die Korper elastisch verformt, so beschreiben diese Knotenpaare verschiedene Bah-
nen (sieche Abbildung 2.7). Um diese lokalen Effekte zu beschreiben wird ein punktuelles

Kontaktgesetz formuliert.

(NN \
U U \

Abbildung 2.7: Relativbewegung zweier in der Referenzkonfiguration koinzidenter Knoten

/40
\J/

_—T D

Lokale Kontaktgesetzte werden unter anderem in den Arbeiten von SANLITURK und
EwiNs (1996), SEXTRO und Poprp (1996), SEXTRO (1997), Pounou und PIERRE (2003),
GENZzO, SEXTRO und L.PANNING (2006) und Poupou (2007) dargestellt und verwendet.
Diese Arbeit bezieht sich vor allem auf die Kontaktformulierung von SEXTRO (2007). SEX-

TRO formuliert ein dreidimensionales Punktkontaktelement.

2.2.1 Dreidimensionales Punktkontaktelement

Der Punkt P mit der Masse mp in Abbildung 2.8 ist iiber eine nichtlineare Feder, die eine
gedachte elastische Kontaktschicht mit den Kontaktsteifigkeiten

Kc=|0 c¢g O (2.53)
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reprisentiert, mit dem Knotenpunkt a der ersten Kontaktfliche verbunden. Zwischen dem

Massepunkt P und dem Knotenpunkt b der zweiten Kontaktfliche wirkt Reibung.

Abbildung 2.8: Dreidimensionales Punktkontaktelement

Abbildung 2.9 zeigt das Freikérperbild fiir den Massepunkt P. Es wirken die Federkréfte
Fpy, Fpyund Fr,, sowie die Kontaktkrafte Fr und Fyy fiir den Fall, dass tatsachlich Kontakt
stattfindet.

Abbildung 2.9: Freikorperbild des Massepunkt P
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Die Bewegungsgleichungen fiir die Punktmasse P bei Kontakt lauten

mplipy = — Fpy — Fry = (2.54)
= — Rz (Upy — Uqz) — FNMW

mpiipy = — Fpy — Fry = (2.55)
= — cry(upy = llay) — FNNW

mpiip, = — Fp, + Fy = 0. (2.56)

Es gelte das Coulomb’sche Reibungsgesetz. Die Reibungskraft ist proportional zur Normal-
kraft und wirkt gegen die relative Bewegungsrichtung zwischen dem Punktkontaktelement
und dem Knoten b des zweiten Korpers. Der Betrag der Relativgeschwindigkeit zwischen

dem Kontaktpunkt P und dem Knotenpunkt b des zweiten Korpers ist

Urel = \/(qu - ﬁbz)Q + (uPy - ﬁby)Q- (257)

2.2.2 Reibung

Beim Kontakt zweier Medien treten immer Wechselwirkungen zwischen diesen auf. Bei Kon-
takt zweier Festkorper ohne Schmierung spricht man von trockener Festkorperreibung.

In DowsoN (1979) ist die geschichtliche Entwicklung der Modellierung der Reibung zu-
sammengefasst. Leonardo da Vinci machte Versuche an der schiefen Ebene und entdeckte
den proportionalen Zusammenhang zwischen der Normalkraft und der Reibungskraft, wobei
er aus seinen Versuchen schloss, dass die Reibkraft unabhéngig von der Kontaktflache ist.
AMONTONS (1699) und EULER (1748a, 1748b) unterschieden zwischen statischer und kine-
tischer Reibung. CouLOMB (1779) untersuchte den Einfluss verschiedener Parameter auf die
Reibung. Er unterschied zwischen statischer und kinetischer Reibung und zeigte, dass die
Gleitreibung viel kleiner als die statische Haftreibung sein kann. Seinen Beobachtungen zu
Folge sei die Gleitreibung jedoch unabhéngig von der Gleitgeschwindigkeit. BOWDEN und
TABOR (1956) differenzieren zwischen scheinbarer und wahrer Beriihrfliche im Kontakt
rauer Oberflichen. Sie bestétigen die intuitive Annahme, dass die Reibkraft proportional
zur tatséchlichen Kontaktflache ist. Derzeit deuten alle Experimente darauf hin, dass die
Reibkraft der tatsdchlichen Kontaktfliche proportional ist. Nach heutigem Stand der For-
schung ist bekannt, dass der Zusammenhang zwischen der Normalkraft und der Reibkraft
von vielen Parametern, wie z.B. der Relativgeschwindigkeit im Kontakt, der Temperatur,
etc. beeinflusst wird und die oben genannten Gesetzméafligkeiten vereinfachte Betrachtun-

gen sind. Die Vielzahl der Parameter beeinflussen grundlegende Reibmechanismen, wie die
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Adhésion zwischen den Kontaktflachen, die Deformation der Rauheitsspitzen, die Furchung
der hérteren Oberfliche in der weicheren, sowie Energiedissipation. Wie in CzICHOS und
HABIG (1992) beschrieben, setzt sich die Reibung aus diesen grundlegenden Mechanismen
zusammen.

In dieser Arbeit wird Coulomb’sche Reibung (siehe Abbildung 2.10) angenommen

|Fr| < pol Fy| fiir |T¢| = 0

- 2.58)
- A B (
Fr = p|FN| ‘Urel‘ fiir [Tyel| # 0.

re

Diese Annahme wurde getroffen, um eine moglichst effiziente und schnelle Berechnung der
Dynamik der zusammengebauten Korper zu ermoglichen. Zudem sind die Relativgeschwin-
digkeiten im Kontakt zweier elastischer Korper, die miteinander verschraubt sind und mono-
frequent angeregt werden gering. Mit dieser Rechtfertigung kann ein konstanter Reibungs-

koeffizient p angenommen werden.

o O

0.3 | Bl
"

0.2 | |
0.1 [ B
2 or 1
—0.1 | |
—0.2 | Bl
—0.3 4

(]

i T i
—1 —0.5 0 0.5 1
Urel

Abbildung 2.10: Coulomb’sche Reibung

2.2.3 Normalkraftverhalten

Die Oberflachenrauheit hat einen grofien Einfluss auf das Normalkraftverhalten beim Kon-
takt zweier Korper. In SEXTRO (2007) wird ausfiihrlich auf den Einfluss der Oberflachen-
beschaffenheit auf das Kontaktverhalten eingegangen. Um den Einfluss der Oberflichen-
beschaffenheit fiir den Kontakt zu beschreiben kénnen verschiedene Oberflichenkennwerte

verwendet werden.
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Oberflachenkennwerte

In den Normen DIN EN ISO 4287 und ASME B46.1 werden Oberflichenkennwerte be-
handelt. Mittels Profilometer kann ein Oberflichenprofil (siche Abbildung 2.11) entlang
einer definierten Bezugsstrecke I gemessen werden. Aus dem gemessenen Oberflichenprofil
wird eine Bezugslinie ermittelt, von der aus die mittlere quadratische Abweichung des Pro-
fils ein Minimum ist. Die so ermittelte Bezugslinie unterteilt das Oberflichenprofil in zwei
betragsméflig gleich grofle Fliachen. Durch z wird das Profil entlang der Bezugsstrecke L

von dieser Bezugslinie aus beschrieben. Der Mittenrauwert R, ist definiert durch

L
1
R = z/|z|d;c. (2.59)
0

Fine weitere Kenngrofe ist die Standardabweichung, der quadratische Mittenrauwert

L
1
R, = Z/szac. (2.60)
0

Der Mittenrauwert I, und der quadratische Mittenrauwert R, fiir sich alleine machen jedoch
keine Aussage iiber die Form des Oberflichenprofils. Die von ABBOTT und FIRESTONE
(1933) eingefiihrte Materialanteilskurve (siehe Abbildung 2.11) gibt Auskunft iiber die Form
des Oberflachenprofils. Diese so genannte Abbott-Kurve ®(z) beschreibt in kumulierter
Form den Materialanteil der Oberfliche in Abhéngigkeit von z. Das Oberflichenprofil héngt
stark vom Herstellungsverfahren ab. Fiir geschliffene Oberflachen kann zum Beispiel fiir die

Rauheitsverteilung eine Gauss’sche Normalverteilung angenommen werden.

Z A Z A zA

N A g A A
ANV S A P Y /\l\/\A H/\VIV

A U\/W\/UVVVW\/\/\]V\/ N \WLZ - e

o

Abbildung 2.11: Gemessenes Oberflachenprofil, Dichtefunktion der Verteilung der Rauheitsspitzen
¢(z) und kumulierte Hohenverteilung der rauen Oberfliche ®(z)
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Normalkraft-Verschiebungsgesetz

In GREENWOOD und WILLIAMSON (1966), GREENWOOD (1984) und JOHNSON (1989) sind
Kontaktgesetze dargestellt, die die Rauheit beriicksichtigen. Dabei wird die Dichtefunktion
der Verteilung der Rauheitsspitzen ¢(z) verwendet und die Theorie von HERTZ (1881) fiir

jeden Kontakt angenommen.

HERTZ formuliert den Kontakt zweier elastischer Kérper unter der Annahme des elasti-
schen Halbraums. Diese Annahme ist zuldssig, wenn der Kontakt lokal begrenzt ist und die
Spannungen auflerhalb der Kontaktzone rasch abfallen. Die Kontaktzone soll auflerdem sehr
klein in Relation zur Dimension der beiden Kontaktkorper sein. So hat weder die Form dieser
Korper, noch deren Einspannung einen Einfluss auf die Spannungen die durch den Kontakt
verursacht werden. Die beiden Korper koénnen in der Kontaktzone durch Flachen zweiter
Ordnung beschrieben oder durch solche approximiert werden. Fiir den speziellen Fall des
Kontakts zweier linear elastischer Kugeln ergibt sich, abhéngig von der Relativverschiebung
u, der beiden Kugeln, fir die Kontaktflache

a = wRu,, (2.61)

und fiir die, zum Erzielen der Verschiebung wu, benétigten Last

4 1 3
fn = 3E'R2uz, (2.62)
wobei ) )
1—v 1—v
E = L 2 2.63
B 7 (2.63)
und
1_1 + L (2.64)
R Ry R '

ist. Fp o sind die Elastizitédtsmodi, v 2 die Querkontraktionszahlen und R, > die Radien der
beiden Kugeln. Wie man aus Gleichung 2.61 und Gleichung 2.62 sieht, besteht zwischen der

Last fy und der durch sie verursachten Kontaktfliche a keine lineare Abhéngigkeit.

GREENWOOD und WILLIAMSON (1966) beschreiben den Kontakt ebener, rauer Fléchen.
Die Dichtefunktion der Verteilung der Rauheitsspitzen ¢(z); 2 der beiden Kontaktflichen

seien gegeben. Mit

9(2) = \/61(2)2 + ¢a(2)? (2.65)

kann der Kontakt zweier rauer Oberflichen auf den Kontakt einer ebenen, glatten Fl&-

che mit einer rauen, elastischen Oberflache reduziert werden. Die Verteilung der Rauheits-
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spitzen dieser rauen Oberfliche ist durch ¢(z) beschrieben. Alle Rauheitsspitzen sollen als
Kugeloberflichen mit jeweils gleichem Radius R angenommen werden. Des Weiteren wird
vorausgesetzt, dass sich alle Einzelkontakte der Rauheitsspitzen unabhingig voneinander
verhalten. Sind durch N alle Rauheitsspitzen der Oberfliche bezeichnet, dann befinden sich
im Intervall zwischen z und z + dz N¢(z) Rauheitsspitzen. Der Abstand v/, der ebenen zur
rauen Oberfliche wird von der Bezugslinie des Oberflichenprofils aus angegeben. Damit ist

die Uberdeckung der Rauheitsspitzen mit der ebenen Fliche

uy =z —ul,. (2.66)

Die tatséchlich im Kontakt befindliche Oberflache ist somit

o
A=7NR / (z — u)(2)dz, (2.67)
ul,
und die, um den Abstand v/, zu erreichen, notwendige Last
o0
4 ;1 /3

Fn = §NE R> /(z —uy)2¢(2)dz. (2.68)

’
uZ

GREENWOOD und WILLIAMSON zeigen, dass fiir eine exponentielle Dichtefunktion der Ver-
teilung der Rauheitsspitzen ¢(z) = e Fa ein proportionaler Zusammenhang zwischen der

realen Kontaktfliche A und der Last Fi existiert (vergleiche mit Hertz’schem Kontakt)

_ g | Ba
Fy =B\ LA (2.69)

Der Zusammenhang zwischen der Verschiebung «, und der Last Fy ist durch
4 / 2 17;_/2
Fy = gNE RRe"a (2.70)

gegeben. GREENWOOD und WILLIAMSON zeigen numerisch, dass fiir eine Gauss’sche Nor-

malverteilung der Rauheitsspitzen mit der Dichtefunktion

z) = e (Rq>2
0) = e (2.71)

auch hier ein linearer Zusammenhang zwischen der Last Fy und der tatsidchlichen Kontakt-
flache A existiert (siche Abbildung 2.12).
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i i i
-2 -1 0 1 2

10
Fy

Abbildung 2.12: Zusammenhang zwischen tatsdchlicher Kontaktfliche A und der aufgebrachten
Last Fiy (N = 3000, £2 = 25k/mm?, Ro = 10~* mm?)

Das Normalkraft-Verschiebungsgesetz mit angenommener exponentieller Dichtefunktion
stellt fiir eine Abplattung von bis zu 25% der Rauheitsspitzen eine gute Niaherung fiir eine
Oberflache mit Normalverteilung der Rauheitsspitzen dar. Ein Losen des Kontakts 1asst sich

jedoch nicht beschreiben.

In KRAGELSKY, KOMBALOV und DOGYCHIN (1982) und WRIGGERS (1995) wird das
Normalkraft -Verschiebungsgesetz durch

B k
M) (2.72)

FN:FNS( s
z

beschrieben. KikucHI und ODEN (1988) haben gezeigt, dass fiir eine Potenz zwischen 2 und
3,3 dieses Gesetzt gut mit experimentellen Untersuchungen tbereinstimmt. Dieser Ansatz
wird oft in Finite-Elemente Programmen verwendet, mit dem Nachteil, dass die Kontakt-

parameter aus Experimenten zu bestimmen sind.

SEXTRO (2007) fithrt ein Kontaktgesetz ein, dass mit definierten Oberflachenparametern
auskommt und mit dem ein Losen des Kontakts wiedergegeben werden kann. Die beiden
rauen Oberflichen werden durch die kumulierten Oberflachenprofile ®; o(z) dargestellt. Der
Kontakt wird auf eine glatte, starre Oberfliche und eine rauhe, elastische Oberfliche redu-

ziert (siche Abbildung 2.13). Die kumulierte Verteilung der Rauheitsspitzen der reduzierten
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rauen Oberflache ist

B(2) = /D1(2)2 + Ba(2)?, (2.73)

Rz = \/R%, + R%,. (2.74)

und die mittlere Rautiefe

z A z A
glatte, starre Oberfléche
raue, elastische Oberflache
A
Fn
» <
- ‘ Y >
u i z b
z - ACNO L 0 Yy

Abbildung 2.13: Kontaktmodell rauer elastischer Oberflichen

Bei Relativverschiebung des glatten, starren Korpers gegeniiber dem elastischen, rauen Kor-
per werden abhéngig von der kumulierten Verteilung der Rauheitsspitzen ®, gedachte Fe-

dern mit einer Federsteifigkeit Acyg gestaucht. Durch eine einzelne gedachte Feder wirkt

ein Druck
PN = CA—NOO(UZ — () (2.75)
bezogen auf die Fléache
Ao = hobg. (2.76)

Zum FErzielen der Verschiebung u, ist damit die Kraft

®(uz) D(us) uy
b b
Fy = by / pndr = Cif 0 / (uy — ®(x))dx = C]ﬁ) 0 / O(z)dz (2.77)
0 0 0 0 —00

erforderlich. SEXTRO approximiert die, auf die Breite hy des betrachteten Blocks normierte,

kumulierte Verteilung der Rauheitsspitzen

o
o = — 2.78
= (2.78)
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abhingig von der auf die Rautiefe Rz normierten Koordinate

z
2* = 7 (2.79)
durch
0 fiir 2* <0
O*(2*) =322 -2 fiir0>2*<1. (2.80)
1 flir 2* > 1

Mit Gleichung 2.78 und Gleichung 2.79 wird die zum Erzielen einer Verschiebung u, beno-
tigte Kraft

boho R
FN _ CNO 0 o vz / (I)* dZ _ CNORZ / (I)* * * (281)
und damit
0 fir u; <0
Fy=qu —Lut fir0>ut <1, (2.82)
ui— % fiir ul > 1
mit den normierten Grofien ”
Fip= 0 ul = (2.83)

Abbildung 2.14 zeigt den Zusammenhang zwischen der normierten Normalkraft 3, und den

normierten Relativverschiebungen u}.

0 ul 1

Abbildung 2.14: Zusammenhang zwischen der normierten Normalkraft und der Relativverschie-
bung
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In SEXTRO (2007) wird ausgefiihrt, dass mit dieser Modellierung auch das zuvor genannte
exponentielle Kraft-Verschiebungs Gesetz und das Potenzgesetz fiir das Normalkraftverhal-
ten wiedergegeben werden konnen. Es miissen entsprechende kumulierte Verteilungen der

Rauheitsspitzen verwendet werden.

2.2.4 Tangentiale Kontaktsteifigkeit

SEXTRO (2007) zeigt, dass die tangentiale Kontaktsteifigkeit proportional zum im Kontakt
befindlichen Materialanteil der rauen Oberflache ist. Durch die normierte, kumulierte Ver-
teilung der Rauheitsspitzen ®*(z*) ist der tatsichliche im Kontakt befindliche Anteil der
nominalen Kontaktfliche, abhéngig von der normierten Verschiebung u}, und damit auch

die auf die nominale Kontaktsteifigkeit crg normierte, tangentiale Kontaktsteifigkeit c} ge-

geben
0 fiir u} <0
R(z)=4Q3u2 —2u3 firo>u <1, (2.84)
1 fiir uf > 1
mit
=2, (2.85)
CRo

Ein Vergleich des Normalkraftverhaltens (sieche Abbildung 2.14) und des Zusammenhangs
zwischen der Normalkraft und der Tangentialsteifigkeit (siche Abbildung 2.15) mit Messun-
gen in TREYDE (1995) zeigt eine gute Ubereinstimmung.

0 ‘
0 1 Fy

Abbildung 2.15: Zusammenhang zwischen der normierten Normalkraft und der Tangentialsteifig-
keit
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2.2.5 Nominale Kontaktsteifigkeiten

SEXTRO (2007) fiihrt eine gedachte elastische Kontaktschicht mit der Dicke I ein, diskre-
tisiert diese in Fldchen Ag und leitet fiir ein Element die nominalen Kontaktsteifigkeiten
cno in Normalenrichtung und cgrg in tangentialer Richtung her. Fiir den Fall des ebenen
Spannungszustandes und unter der Annahme, dass alle Querschnitte eben bleiben, lassen
sich die nominalen Kontaktsteifigkeiten mit

EA G A

CNOQ — l— und CRo — (2.86)
0

lo
berechnen. E ist der Elastizitatsmodul und G der Schubmodul der elastischen Kontakt-
schicht. Eine unbekannte Groéfle bei dieser Modellierung ist die Dicke lg der elastischen
Kontaktschicht.

In dieser Arbeit werden die nominalen Kontaktsteifigkeiten cyg in Normalenrichtung und
cro in tangentialer Richtung tiber einen Abgleich eines Finiten Elemente Referenz-Modells
mit dem modal reduzierten Modell der beiden verschraubten Koérper ermittelt.

Beim Erstellen des Finiten Elemente Modells wird angenommen, dass alle in der Ausgangs-
konfiguration koinzidenten Kontaktpunkte der beiden Einzelkérper haften. Sie werden bei
der Modellierung fest miteinander verbunden. Die Dynamik des so modellierten, zusammen-

gebauten, fremderregten Korpers, ohne Materialdampfung wird durch
Miu+ Kiu= Fpg (2.87)

beschrieben.

Die Kontaktknotenpaare der beiden modal reduzierten Finite Elemente Modelle der Einzel-
koérper werden iiber Federn miteinander verbunden. Diese Federn repréasentieren eine elas-
tische Kontaktschicht. Die Federn in Normalenrichtung haben die Kontaktsteifigkeiten ¢y
und die Federn in Tangentialrichtung die Kontaktsteifigkeiten cro, und cpo,. Diese Federn
sollen den Steifigkeitsverlust der modal reduzierten Modelle gegeniiber den urspriinglichen
Finiten Elemente Modellen der Korper ausgleichen. Die Dynamik des modal reduzierten,

zusammengebauten, fremderregten Systems ohne Materialddmpfung wird durch

W K 0 | [w T 0 F F
wy 0 Ky |we 0 T, Feoo Fpo
wiedergegeben. Fco12 sind die Federkréifte aufgrund der gedachten elastischen Kontakt-

schicht. Die Federkrafte zwischen dem Knoten a der ersten Kontaktflache und dem Knoten
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b der zweiten Kontaktflache sind

CROx 0 0 'aa:a a:vb
Fooq = — 0 CROy 0 Uya | — |Uyb (2'89)
0 0 CNO ﬁza azb
—— =
Kcoab Uq up,

auf die erste Kontaktflache, und
Feop = +Kcoap (U — ) (2.90)

auf die zweite Kontaktfliche. Unter Anwendung der modalen Transformation « = T'w kon-

nen die modal reduzierten Bewegungsgleichungen fiir das zusammengebaute System damit
durch
w+ (Ky +Keoy)w =T Fpg (2.91)

beschrieben werden, mit den gesammelten modalen Koordinaten der beiden Korper

W = lu‘n] : (2.92)

(o

der gesamten modalen Steifigkeitsmatrix

K 0
Ky=| " , (2.93)
0 Ko
der modalen Transformationsmatrix
T, O
T=|""! (2.94)
0 T,
und der Erregerkraft
F
Fp= l El] . (2.95)
Fpo

Die modal beschriebene Kontaktsteifigkeitsmatrix K ogps ergibt sich aus der Summe der

modal transformierten Einzelsteifigkeitsmatritzen aller Kontaktknotenpaare (a,b) zu

Keow = Y (T1 KcowTa — Th Koo Ty + T§ KcowTa = T) KcowTs) . (2.96)
(a,b)

Die modalen Transformationsmatritzen T, der einander zugeordneten Kontaktknoten ha-
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ben jeweils die Dimension 3 x m.

Die Ubertragungsfunktion des FE-Modells (Gleichung 2.87) ist
Vi =0(K - QM) (2.97)

Die Ubertragungsfunktion des modal reduzierten, assemblierten Systems (Gleichung 2.91)
ist durch
Vi = QOPT(Ky + Kooy — Q2E) ' TT (2.98)

gegeben. Wiren die beiden Ubertragungsfunktionen Vj; und V g identisch, wiirde die
Dynamik des FE-Modells durch das modal reduzierte System exakt wiedergegeben werden.
Diese Forderung kann aber mit den drei unabhangigen Parametern cyg, cro, und cgo, nicht
erfiillt werden. Fiir die weiteren Berechnungen muss das dynamische Verhalten nur im zu
untersuchenden Frequenzbereich gut wiedergegeben werden. Um den Fehler im betrachteten
Frequenzbereich durch die modal reduzierte Beschreibung zu minimieren kann gefordert

werden, dass die Summe der Frobeniusnormen

SIVEe(Q) = Vu@)lle =Y > (VEE(Q1)i; — Var(Q)i)? (2.99)
k k 2

fir diskrete Erregerfrequenzen €2 im gewiinschten Frequenzspektrum ein Minimum wird.
Diese Optimierungsaufgabe ist mit groBem Rechenaufwand verbunden, da die Ubertragungs-
funktionen V j; und V pg die Dimension 3n x 3n haben, wobei n die Anzahl der Knoten
des Finiten Elemente Modells ist.

Zum Bestimmen der Kontaktsteifigkeiten cyg, cror und cproy kann auch die Forderung
gestellt werden, dass die Eigenfrequenzen des modal reduzierten Systems mit denen des FE-
Modells im betrachteten Frequenzbereich iibereinstimmen. Die Eigenfrequenzen des Finiten

Elemente Modells wypg konnen aus der Bestimmungsgleichung
det(K — wippM) =0 (2.100)
und die Eigenfrequenzen wgp; des modal reduzierten Systems aus der Gleichung

det(K yr + Kcon — wiy E) =0 (2.101)
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berechnet werden. Die Summe der Fehlerquadrate

> (wormi — wonri)? (2.102)

i

soll minimal sein.

Werden die Kontaktsteifigkeiten durch Minimierung von Gleichung 2.99 ermittelt, wer-
den auch die Eigenformen des zusammengebauten Systems mit beriicksichtigt. Dies ist bei
Minimierung von Gleichung 2.102 nicht der Fall. Ausschlaggebend, dass die Dynamik des
FE-Modells durch das modal reduzierte System gut wiedergegeben wird, ist aber in beiden

Féllen eine ausreichende Anzahl beriicksichtigter Moden der Einzelkorper.

2.3 Berechnungsverfahren

Die modal reduzierten Bewegungsgleichungen fiir verschraubte, elastische Mehrkorpersys-

teme mit ebenen, rauen Kontaktflichen lassen sich in der Form
@ + Dot + Ky = T7 (Fo(ib, @) + Fs+ Fi) (2.103)

darstellen, mit den nichtlinearen Kontaktkréiften F¢, den Schraubenvorspannkréften F'g
und den periodischen Erregerkriften F'g. Gleichung 2.103 beschreibt eine erzwungene Schwin-
gung eines nichtlinearen Systems. Abhéngig von den Schraubenvorspannkriften F'g sollen
die Resonanzkurven (FRFs = Frequency Response Funktions), durch die der eingeschwun-
gene Zustand fiir die verschraubten Korper beschrieben wird, bestimmt werden. Eine ge-
schlossene analytische Losung des Differentialgleichungssystems (Gleichung 2.103) lasst sich
nicht finden. Um numerisch eine Losung zu erhalten kénnen verschiedene Wege beschritten

werden.

Eine dieser Moglichkeiten ist die numerische Integration von Gleichung 2.103 bis zum
Erreichen des eingeschwungenen Zustands fiir diskrete Erregerfrequenzen {2; des zu un-
tersuchenden Spektrums. In den einzelnen Kontaktpunkten sind die Zustdnde Haften und
Gleiten moglich. Durch den Ubergang von Haften zu Gleiten wird das System sehr steif.
Zur numerischen Losung miissen stabile Integratoren, z.B. mit variabler Schrittweite?, ver-
wendet werden. Durch die Vielzahl der Kontaktpunkte, in denen die Uberginge von Haften
zu Gleiten und umgekehrt auftreten, steigt der Rechenaufwand enorm. Es ist derzeit nicht

moglich, mit vertretbarem zeitlichen Aufwand die Resonanzkurven durch numerische Inte-

22.B. odel5s in Matlab®
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gration zu berechnen.

In MAcNuUS, Popp und SEXTRO (2008) werden Naherungsverfahren zur Bestimmung der
stationdren Antwort nichtlinearer Systeme dargestellt. SEXTRO (1997) und PANNING (2005)
wenden das Verfahren der Harmonischen Balance an. Grundannahmen dabei sind elliptische
Relativbewegung zugeordneter Kontaktpunkte, und dass die aus dieser Relativbewegung
resultierenden Kontaktkrifte ebenfalls harmonisch sind. Die héherfrequenten Anteile der

nichtlinearen Kontaktkrafte werden vernachléssigt.

Um die hoherfrequenten Anteile der Kréfte im Kontakt zu beriicksichtigen wird das Ver-
fahren von Ritz und Galerkin verwendet. Dieses Verfahren wird in MAGNUS, POPP und
SEXTRO (2008) und GAUL und FIEDLER (1997) beschrieben.

2.3.1 Verfahren von Ritz und Galerkin

Das Verfahren von Ritz und Galerkin leitet sich vom Verfahren der ,,Gewichteten Residuen*
ab. Eine Differentialgleichung
fli,@,2) =0 (2.104)

wird von ihrer strengen Losung exakt erfillt. Es soll eine Ndherungsfunktion

N
E=Yap; (2.105)
i=1

flir diese Losung im Intervall 0 < ¢t < T gefunden werden. ¢; sind N linear unabhéngige
Basisfunktionen. Wird die Ansatzfunktion Z in die Differentialgleichung eingesetzt, so wird
diese nicht mehr exakt erfiillt. Der Fehler

e(t) = f(2,2,%) # 0 (2.106)

wird als Residuum oder auch als Defekt bezeichnet. Zur Bestimmung der Naherungslésung
wird gefordert, dass der mit den Wichtungsfunktionen Wj;(t) gewichtete Fehler im betrach-
teten Intervall verschwindet. Die Anzahl der Wichtungsfunktionen ist gleich der Anzahl der
gewdhlten linear unabhéngigen Basisfunktionen V. Man erhélt ein nichtlineares Gleichungs-

system mit N Gleichungen fiir die N Unbekannten a;

T
/ c(OWi(t)dt + 0. (2.107)
0

35



2 Modellbildung

Aus der Wahl verschiedener Wichtungsfunktionen ergeben sich verschiedene Techniken.
Beim Kollokationsverfahren zum Beispiel werden als Wichtungsfunktionen Dirac-Impulse
verwendet. Damit wird gefordert, dass der Fehler an diskreten Stellen des betrachteten In-
tervalls, und zwar an so vielen wie die Ansatzfunktion Koeffizienten enthélt, Null wird. Der
Fehler im restlichen Intervall wird nicht beachtet. Bei Verwendung von Heaviside Funktionen
als Wichtungsfunktionen spricht man von Teilgebietsverfahren. Hier wird gefordert, dass die
Summe der Fehler in einzelnen Teilgebieten, und zwar in so vielen wie die Ansatzfunktion
Koeffizienten enthalt, Null ist. Beim Galerkin-Verfahren werden die Ansatzfunktionen selbst
als Wichtungsfunktionen verwendet. Einen Uberblick der verschiedenen Unterverfahren des
Verfahrens der Gewichteten Residuen ist in Tabelle 2.1 gegeben. Das von Ritz angegebene
und von Galerkin erweiterte Verfahren wird im Weiteren zur Bestimmung einer Néherungs-

l6sung von Gleichung 2.103 angewendet.

‘ Verfahren | Wichtungsfunktionen W;(t) |
Kollokationsverfahren! ot —t;)
Methode der Momente tt
Galerkin-Verfahren g—(z
Teilgebietsverfahren® H(t—t;)— H(t—ti41)
Fehlerquadratminimierung g;

Tabelle 2.1: Techniken des Verfahrens der Gewichteten Residuen: Wichtungsfunktionen

2.3.2 Systemgleichungen

Aufgrund der periodischen Erregerkrafte F'g ldsst sich auch eine periodische Antwort der
Knotenpunktsverschiebungen 4 und damit auch fiir die modalen Koordinaten w erwarten.

Fir die modalen Koordinaten wird deshalb als Ansatzfunktion eine Fourierreihe
W R W =Wy + Y W cos il + g sin i (2.108)
i=1

gewahlt. Durch die Substitution
T=0 (2.109)

1§ ist die Dirac-Distribution. In GAUL und FIEDLER (1997) wird definiert: ,Es ist §(t — ;) = 0, aufler
an der Stelle t = ¢; wo f 0(t — t;)dt = 1% Die Dirac-Verteilung besitzt die Filtereigenschaft, so dass

—o0

st - todt = fit).

?In GAUL und FIEDLER (1997) wird folgendes definiert: ,,Die Heaviside-Funktion, auch Einschaltfunktion
oder Einheitssprungfunktion genannt, ist diejenige Funktion H(t), einer Variablen ¢, die fir negative
Argumente den Wert Null und fiir positive Argumente den Wert Eins besitzt. (Fir ¢ = 0 findet man
unterschiedliche Definitionen, dieser Wert ist jedoch i. a. nicht von Interesse)*
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wird die Periodendauer T der Schwingung auf 27 normiert. Der Ansatz fiir die modalen

Koordinaten, sowie deren Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ist damit

N
W = Wy + Z Wy COSIT + Wg; Sin iT, (2.110)
=1
. N
W= —ibg; sinit + iQbg; cos iT, (2.111)
=1
und
.o N
W =Y —(iQ)*W¢; cos it — (i2)*g; sinir. (2.112)
=1

Die Wichtungsfunktionen sind damit nach Galerkin
W; =1, cosit,sinit. i=1...N (2.113)
Der Defekt der Differentialgleichung (Gleichung 2.103) ist
e(r) = & + Dyjib + Kb — T" (Fo(ib,®) + Fs + Fi). (2.114)

Es wird gefordert, dass der gewichtete Fehler

/G(T)Wj(t)d’i' <0, (2.115)

betrachtet {iber eine Schwingungsperiode, verschwindet. Es resultiert das nichtlineare Glei-

chungssystem mit den Unbekannten g und

K iy — T7 (Fco(ﬁ;o, W) + Fgo+ FEO) =0 (2.116)

Ad —T (ﬁ‘c(wo,w) + Fg+ ﬁE) —0. (2.117)

Mit der modalen Systemmatrix

A= diag(Al,Ag,...,AN), (2118)
wobei
Ky — (iQ)%E —iQD
A, = [Hu — () neTM (2.119)
iQD )y Ky — (iQ)2E
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ist, mit den Fourierkoeffizienten der Ansatzfunktionen fiir die modalen Verschiebungen

Wc
ws1

Wea
Wy und W= | , (2.120)

wWon

WSN

der modalen Transformationsmatrix

T = diag(T?,...,T7), (2.121)

den Fourierkoeffizienten der Kontaktkrafte

Foo und Fo = _ , (2.122)

Foon (o, )
| F'osn (o, W),

den Fourierkoeffizienten der Schraubenvorspannkrafte ﬁ’so, ﬁ’g und den Fourierkoeffizienten
der Erregerkrifte i i
Fpe
Fps
. N Freo
Fpo und Fpg= i . (2.123)

Frcon

_F ESN |
Gleichung 2.116 und Gleichung 2.117 kénnen vorerst nicht unabhéngig voneinander gel6st
werden, da die statischen Fourierkoeflizienten ﬁ’c sowohl von den statischen Fourierkoeffi-
zienten Wy der modalen Verschiebungen, wie auch von deren restlichen Fourierkoeffizienten

w abhéngig sind.
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2.3.3 Statische Gleichgewichtslage

Gleichung 2.116 ist, abgesehen von den konstanten Fourierkoeffizienten F¢ der Kontaktkraf-
te, nur durch die statischen Fourierkoeffizienten 1y der modalen Verschiebungen bestimmt.
Diese Gleichung entspricht im Wesentlichen einer Bestimmungsgleichung fiir die statische
Gleichgewichtslage der beiden elastischen, miteinander verschraubten Koérper mit ebenen,

rauen Kontaktflachen.

Die konstanten Fourierkoeflizienten der Kontaktkrafte Fco sind von den Koeffizienten
und @ der modalen Verschiebungen abhéngig. Durch die Abhéngigkeit von den Koeffizienten
w der modalen Verschiebungen wird beschrieben, dass einzelne Kontaktpunkte wéahrend
der Bewegung auflerhalb der Referenzkonfiguration haften kénnen. Vereinfachend wird zum
Losen von Gleichung 2.116 angenommen, dass der Haftreibungskoeffizient po = 0 ist und
damit die statischen Fourierkoeffizienten der Kontaktkrafte nur mehr von den statischen
Fourierkoeffizienten der modalen Verschiebungen abhéngig sind. Des weiteren wirken damit

die statischen Kontaktkrafte normal zur Kontaktflache:

FC’O ~ ﬁco(lﬁo) = FN(). (2124)

Die Erregerkréfte F'g sollen monofrequent, also rein harmonisch, angenommen werden.

Damit werden die konstanten Fourierkoeffizienten der Erregerkréfte

Fpo=o. (2.125)

Die Schraubenvorspannkréifte F'g sind konstant. Damit sind die konstanten Fourierkoef-
fizienten
Fgo=Fyg (2.126)

und alle restlichen Fourierkoeffizienten der Schraubenvorspannkréfte
Fs=o0. (2.127)

Die Schraubenvorspannkrifte F'g werden mit Hilfe eines Finiten Elemente Programms be-
rechnet. FEine Schraubenvorspannung kann im Finiten Elemente Programm durch Abkiih-
lung der Schraubenschaftelemente erreicht werden (siehe Abbildung 2.16a). Durch die Ab-
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kithlung der Elemente des Schraubenschaftes ziehen sich diese zusammen und verspannen
die beiden zu verschraubenden Koérper. In einem weiteren Schritt kénnen die, durch die
Abkiihlung verursachten, Knotenpunktverschiebungen ausgelesen und durch Einspannung
der Schraubenschaftknoten auf das Finite Elemente Modell ohne der thermischen Belastung
aufgepragt werden. Auf diese Weise wird der gleiche Verspannungszustand wie durch die
Abkiihlung der Schaftelemente modelliert (siehe Abbildung 2.16b). Es kénnen jedoch die
Reaktionskréafte auf die Einspannstellen ausgelesen werden. Diese, mit umgekehrten Vor-
zeichen, entsprechen den Vorspannkriften F'g die auf die Schraubenschaftknoten wirken.

In der modal reduzierten Beschreibung der Bewegungsgleichung (Gleichung 2.103) werden

(a) Vorspannung durch Abkiihlung der Schaftele-  (b) Vorspannung durch Aufpréagen der Schaftkno-
mente tenverschiebungen

Abbildung 2.16: FE-Modell zur Berechnung der Schraubenvorspannung (erstellt mit ANSYS)

die Schraubenvorspannkrifte durch T7 Fg aufgeprigt. Im algebraischen Gleichungssystem
(Gleichung 2.116) spiegelt sich dies im Term T F'gy wieder. Durch die modale Kondensation
konnen die statischen Schraubenvorspannkrafte nicht zufriedenstellend genau berticksichtigt
werden. Deshalb wird Gleichung 2.116 zur Bestimmung der statischen Gleichgewichtslage
bzw. zum bestimmen der statischen Normalkraftverteilung im Kontakt mit einem Finite

Elemente Programm gelost.

Die Bestimmungsgleichung des Finite Elemente Modells der beiden elastischen, miteinan-
der verschraubten Korper mit ebenen, glatten Kontaktflachen wird mit obigen Annahmen

und unter Bertiicksichtigung der modalen Transformation wg = Gy = TWg zu
Kuy— Fyo— Fs=0. (2.128)

Damit lasst sich die statische Normal-Kontaktkraft-Verteilung Fn¢ durch die Finite Ele-

mente Modellierung unter Wirkung der Schraubenvorspannkréifte F'g berechnen.
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2.3.4 Hybride Berechnung im Frequenz- und Zeitbereich

Wird die statische Normalkraftverteilung F o mit Hilfe eines Finiten Elemente Programms

berechnet, kann die Gleichung 2.117, die die Dynamik des Systems beschreibt, zu
F(w) = At — T (Fo(Fro, @) + Frg) =0 (2.129)

vereinfacht werden.

In PowEeLL (1970), GARBOW, HILLSTROM und MORE (1980) und Poubou (2007) wird
die so genannte ,Hybrid Frequency-Time Domain Method“ (HFT-Methode) zum Losen
von nichtlinearen, algebraischen Gleichungssystemen vorgeschlagen. Anhand des Systems
verschraubter, elastischer Koérper mit ebenen, rauen Kontaktflichen wird die HF'T-Methode
exemplarisch dargestellt (sieche Abbildung 2.17):

1. Eingang in die Hybride Frequenz- Zeitbereich- Berechnung sind die Koeffizienten der
modalen Ansatzfunktionen ) fiir den k-ten Iterationsschritt. Zu Beginn des Itera-

0)

tionsverfahrens muss ein Startvektor @' vorgegeben werden.

2. Zu den modalen Ansatzfunktionen w® miissen die Bewegungen der Kontaktknoten

@*) (1) und deren Geschwindigkeiten & (1) im Zeitbereich berechnet werden:

a® (r)=T Z w(c’? cos T + 'lb(skl) sin 47
izl (2.130)

&) =T —i@l) sinir + Q% cosir
i=1

3. Die berechneten Kontaktknotenbewegungen @ (7), ﬁ(k)(T) sind die Eingangsgrofien
in das Kontaktmodell (sieche Abbildung 2.8). Durch zeitliche Integration miissen die
Bewegungsgleichungen des Kontaktmodells gelost werden. Damit sind die Kontakt-
krafte F(Ck) (1) bekannt.

4. Bestimmen der Fourierkoeffizienten der Kontaktkrafte ﬁ’(g ) (1):

/F( ) cos (iT)dr
/ (2.131)
F( )sin (iT)dT
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k+1)

5. Bestimmen von %' mittels Newton-Verfahren mit numerischen Ableitungen:

D* D = @® _ g® ! k) (2.132)

p__ Fi@® + Ejhy) — fi(0®)

(2.133)

J ... Jaccobi-Matrix
h; ... Schrittweite zum j-ten Freiheitsgrad

E; = diag(0,...,0, \1/ ,0,...,0)
Eintrag j

Die Schritte 1. bis 5. miissen solange wiederholt werden, bis das Abbruchkriterium erfillt
wird. Die Iteration wird abgebrochen, wenn die relative Anderung der 2-Norm der Koeffizi-

enten der modalen Ansatzfunktionen @ kleiner einer Toleranzgrenze e, ist

D) — )

)|

< Eerp (2.134)

Die Genauigkeit des Verfahrens lédsst sich mit steigender Anzahl der gewéhlten Ansatz-
funktionen beliebig steigern. Durch ein Paar zusétzlicher Ansatzfunktionen cosir und sin it
steigt jedoch die Anzahl der nichtlinearen Gleichungen des Gleichungssystems um 2m, wo-
bei m die Anzahl der beriicksichtigten Moden ist. Im gleichen Ausmafl erhoht sich damit
auch die Dimension der Jaccobi-Matrix. Beim Erstellen der Jaccobi-Matrix muss fiir jeden
Eintrag das Kontaktmodell fiir jedes einzelne Kontaktknotenpaar durch zeitliche Integra-
tion gelést werden. Der Rechenaufwand steigt damit enorm. Die zeitliche Integration des

Kontaktmodells (Punkt 3) soll im folgenden Unterkapitel noch genauer betrachtet werden.
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Startwert ()

(k)

Bewegung der Kontakt-Knotenpunkte
im Zeitbereich

. (k)

n
a(r) =T Z ﬁ:(clfi) cos iT + W sin T
i=1

n
i) =Ty —i0al) sinir + 00 cosir
1
Berechnen der Kontaktkrifte F(C{C) ()
durch numerische Integration

der Bewegungsgleichungen des Kontaktmodells
im Zeitbereich

érper 2

A,

!

Berechnen der Fourierkoeffizienten
der Kontaktkrafte

P

PR % fF(le)(T) cos (iT)dT

CcCi
0
I%(Cl‘c;-b = % fF(C{C)(T) sin (i7)dT
0

}

Iterationsschritt des
Newton-Verfahrens
mit numerischen Ableitungen

o+ — (k) _ J(k)flf(w(k))

w(k+1)

Nein

Konvergenz-
kriterium
erfullt?

Abbildung 2.17: Hybrides Frequenz- Zeitbereich- Berechnungsverfahren
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2.3.5 Zeitliche Integration des Kontaktmodells

SEXTRO (2007) verwendet einen massebehafteten Kontaktpunkt und eine kontinuierliche
Reibkennlinie. Durch die Verwendung eines massebehafteten Kontaktpunktes lassen sich
dessen Bewegungsgleichungen explizit darstellen. Bei Verwendung einer kontinuierlichen
Reibkennlinie werden Unstetigkeiten, bei der Bewegungsumkehr des Kontaktpunktes ver-
mieden. Damit wird die zeitliche Integration der Bewegungsgleichungen des Kontaktpunktes

erleichtert.

Der Einfluss der Masse und damit der Trégheitskrafte auf die Bewegung des Kontakt-
elements héngt von der Frequenz Q der Erregerbewegung ab (siehe Abbildung 2.18). Bei
hohen Erregerfrequenzen steigt der Einfluss der Trigheitskrifte auf die Bewegung des Kon-
taktpunktes und damit auch auf die Kontaktkrafte.

- Q=1Hz . Q=1Hz
1.5+ ---Q=5Hz|] [ 7 .- ---Q=5Hz
’ - - Q=10Hz BTN -- Q=10Hz
Q =20Hz AR IR T Q =20Hz
L} 1 5
BRI
[ .'T.\:'\
0.5 b EREN
CSUN
& NN
> 0 3 TN
~ IRANY
\ RN
—0.5 \ N
| RN
r TUAN
-1t \ IINN
FA N
K RN
—-1.5 0 \sv R R S — ,‘_'z?:\\,
N
i i
-2 2 —1 —0.5 0 0.5 1
T

(a) Einfluss auf die Bewegung des Kontaktpunk- (b) Einfluss der Tragheitskrifte auf die Kontakt-
tes. Die durchgezogene, blaue Linie beschreibt die kréifte

Bahn der relativen Verschiebung der beiden Erre-

gerknoten.

Abbildung 2.18: Mit zunehmender Erregerfrequenz () steigt der Einfluss der Tragheitskrifte auf
die Bewegung des Kontaktpunktes und damit auch auf die Kontaktkrafte.

Ein stetiger Verlauf der Reibkennlinie (siche Abbildung 2.19a)

2
= fimas — arctan (ksvye;) (2.135)

erleichtert die numerische, zeitliche Integration des Kontaktmodells. Ist der Bewegungszu-
stand des Kontaktpunktes in der Ndhe des Haftens wird das System jedoch sehr steif und
die Schrittweite des Integrators kann nicht ausreichend genug reduziert werden um Haften

tatsachlich wiederzugeben.
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(a) Stetige Kennlinie des Reibungskoeffizienten (b) Unstetige Kennlinie des Reibungskoeffizienten

Abbildung 2.19: Kennlinien des Reibungskoeffizienten abhéngig von der Gleitgeschwindigkeit

Im Folgenden ist die Masse des Kontaktpunktes P Null (siehe Abbildung 2.20). Der

orper 2 ‘ p-=0)
D

x

Abbildung 2.20: Kontaktmodell mit masselosem Kontaktpunkt P

Kontaktpunkt P ist iiber eine nichtlineare Feder mit der Kontaktsteifigkeit

Kc=|0 c¢g 0], (2.136)

die eine elastische Kontaktschicht reprasentiert, mit dem Knoten a an der Oberfliche des

einen Korpers verbunden. Zwischen dem Kontaktpunkt P und dem Knoten b der Ober-
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flache des zweiten Korpers wirkt Coulomb’sche Reibung. Es wird eine unstetige Kennli-
nie des Reibungskoeffizienten, abhéngig von der Relativgeschwindigkeit im Kontakt (siehe
Abbildung 2.19b) verwendet. Es wird zwischen einem Haftungskoeffizienten g bei Relativ-
geschwindigkeit Null und einem Gleitreibungskoeffizienten p unterschieden.

Es ergeben sich damit drei verschiedenen Bewegungszustdnde, die der Kontaktpunkt P

einnehmen kann:

e Seperation
Der Kontaktpunkt P und der elastische Korper 2 beriihren sich nicht. Da der Kon-
taktpunkt masselos ist und daher keine Tragheit besitzt, bewegt dieser sich synchron

mit dem Erregerknoten a am elastischen Koérper 1 mit

Upy = Uqgy (T)

) (2.137)
Upy = Tgy (7).
Die Kontaktkrafte sind damit:
Fry =0
Fry =0 (2.138)
Fy=0

e Haften
Der Kontaktpunkt P und der elastische Korper 2 beriihren sich. Da der Kontaktpunkt
haftet, bleibt seine Position relativ zum Koérper 2 unverédndert:

tipa = e (7) (2.139)

Upy = ﬁby(T).

Die Kontaktkréfte in tangentialer Richtung sind die Federkrifte der elastischen Kon-

taktschicht
Fry = —cpe(tUpg (T) — Uge(T)),
R R (~b (1) ~ (7)) (2.140)
Fry = —cry(tiny (T) — tay(7)),
und die Normalkraft ist, wie in Unterabschnitt 2.2.3 beschrieben,
Fn = Fn (T, (T) — tgz(7)). (2.141)

o Gleiten
Der Kontaktpunkt P und der elastische Kérper 2 beriihren sich. Der Knotenpunkt b

am Korper 2 und der Kontaktknotenpunkt P bewegen sich jedoch relativ zueinander.
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Das Gleichgewicht fiir den Kontaktpunkt P lautet damit:

uP:v - abx (T) -0

_CRx(uPa: _ﬂax(T)) _FNM\/ 2

(itpy — aba.c(T))z jr (iepy = Uy (7)) (2.142)
Upy — Uby(T)

=0
\/(qu - abx(T))Q + (aPy - aby(T))Q

— cry(upy — Uay(T)) — Fnp

Die tangentialen Kontaktkréfte sind wiederum im Gleichgewicht mit den Federkréften

der gedachten elastischen Kontaktschicht

FRJ? = _CRz(qu - aaa}('r))a (2143)
Fry = —cry(upy — tay(7)),

und die Normalkraft ist
Fn = Fn(Tp2(T) = Taz(7))- (2.144)

Um die Bewegung des Punktes zu ermitteln, ist es wichtig die Uberginge zwischen diesen
einzelnen Zustdnden exakt zu bestimmen und die Anfangsbedingungen des neuen Zustands
richtig zu setzen. Fiir die anschliefende Bestimmung der Fourierkoeffizienten der Kontakt-
krafte ist es zudem notwendig, den eingeschwungenen Zustand fiir den Kontaktpunkt zu
erreichen. Um den eingeschwungenen Zustand zu erreichen, muss die numerische Integrati-
on iiber mehrere Perioden erfolgen. Die Ubergéinge der einzelnen Zustinde sind festgelegt
durch:

e Ubergang Seperation - Haften

Die Bedingungen, dass die beiden elastischen Korper in Kontakt kommen lauten
Upy — Uq, = 0 (2.145)

und
Uy, — Tgz > 0. (2.146)

Diese beiden Bedingungen sind notwendig um den Ubergang von Seperation auf Haften
zu detektieren, aber nicht hinreichend. Zusitzlich ist es notwendig die Anderung der
Kontaktkréfte in tangentialer und normaler Richtung zum Zeitpunkt des Auftreffens
zu Uberpriifen. Um in den Zustand des Haftens zu kommen muss die Bedingung
po— | Fn| > —|FR| (2.147)

erfullt sein.
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e Ubergang Seperation - Gleiten

Die Bedingungen, dass die beiden elastischen Korper in Kontakt kommen lauten
Upy — Ugz = 0 (2.148)

und
Uy, — Tgz > 0. (2.149)

Damit der Kontaktpunkt tatsadchlich gleitet, muss zusétzlich die Bedingung

d d
—|Fn| < —=|F 2.150
o | F| < 1P (2.150)

erfullt sein.

e Ubergang Haften - Gleiten

Um vom Haften ins Gleiten zu kommen muss die Grenzbedingung
MOFN = ’FR‘ (2151)
erreicht werden. Damit der Kontaktpunkt tatséchlich gleitet muss
d d
—|F —|F 2.152
Modt| N|<dt| Rl ( )
sein.

e Ubergang Haften - Seperation
Die Bedingungen fiir den Ubergang des Kontaktpunktes von Haften auf Seperation
lauten
Upy — Uq, = 0 (2.153)

und
Tipy — tigs < 0. (2.154)

e Ubergang Gleiten - Haften
Damit ein Ubergang von Gleiten auf Haften stattfindet, muss die Relativgeschwindig-

keit des Kontaktpunktes zur Geschwindigkeit des Knotens b des Korpers 2
VUpel = 0 (2.155)

sein, wobei

Vret =\ (upy — e (£)) + (upy — Ty, (1))? (2.156)
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der Betrag der Relativgeschwindigkeit ist. Um im Zustand des Haftens zu verharren

muss zusatzlich p p
—|F —|F] 2.157
Modt| N|>dt| R| ( )

erfillt werden.

e Ubergang Gleiten - Seperation
Die Bedingungen fiir den Ubergang des Kontaktpunktes von Gleiten auf Seperation

lauten
abz - ﬂaz =0 (2158)

und
Upy — Ugr < 0. (2.159)

2.3.6 Vorabberechnung der Fourierkoeffizienten der Kontak  tkrafte

Die numerische Integration im Zeitbereich nimmt einen wesentlichen Anteil an der Zeit zur
Berechnung der Systemantwort zweier verschraubter, elastischer Kérper mit ebenen Kon-
taktflachen in Anspruch. Die Zeit zum Losen des nichtlinearen, algebraischen Gleichungssys-
tems lasst sich drastisch reduzieren, wenn die Fourierkoeffizienten der Kontaktkréifte nicht
wahrend der Ausfiihrung des Newton-Algorithmus, sondern vorab berechnet werden. Um ei-
ne derartige Vorauskalkulation durchzufiihren miissen weitere Annahmen getroffen werden.
Durch diese Vereinfachungen wird die Genauigkeit des Ergebnisses reduziert. Annahmen,
die getroffen werden miissen damit die Fourierkoeffizienten der Kontaktkréfte sinnvoll vorab

berechnet und in Kennfeldern (sieche Abbildung 2.25) abgelegt werden kénnen, sind:
1. Elliptische Relativbewegung zweier zugeordneter Kontaktknoten a und b.

= UgpC1 COST + Uqest SINT

= Uayc1 COST + Ugys1 SIN T
(2.160)
= Upgpc1 COST + Uppg1 SIN T

2. Wahrend einer Periode wirkt, jedoch nur fiir die Berechnung der Reibkrafte im Kon-
takt, eine mittlere, konstante Normalkraft Fyo zwischen den beiden einander zuge-

ordneten Kontaktknoten a und b.

3. Isotropes tangentiales Kontaktverhalten. D.h.: Die konstanten tangentialen Kontakt-
steifigkeiten cgr, und cgy, die sich abhéngig von der mittleren, konstanten Normalkraft

Fno berechnen lassen, sind gleich grof3.
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4. Der Haftreibungskoeffizient ;o und der Gleitreibungskoeffizient ;1 sind ebenfalls gleich
grof3.

Bestimmen der Fourierkoeffizienten  Ficq, Fivs; und des konstanten Anteils der
Normalkraft Ewo

In der Finiten Elemente Rechnung wurde eine konstante Normalkraftverteilung F'ng aus
dem statischen Gleichgewicht ermittelt. Zu der normierten, konstanten Normalkraft zwi-

schen den beiden Kontaktknoten a und b

Ffo = (2.161)

wird durch Lésen der nichtlinearen Gleichung 2.82 die zugehorige, normierte, statische Ver-

schiebung in Normalenrichtung

uzo = ;;; (2.162)

iterativ berechnet. Die normierte Erregerbewegung in Normalenrichtung fiir elliptische Re-

lativbewegung von zwei einander zugeordneten Kontaktpunkten ist
Wi(1) = uly — G cos (T — ), (2.163)

mit der normierten, relativen Verschiebungsamplitude

Az B \/(uach — ’UJszl);"’ (Uaz5'1 - ub251)2 (2164)
Z

und dem Phasenwinkel
UazS1 — UpzS1 (2 165)

(¢ = arctan .
UazC1 — UbzC1

Die Fourierkoeffizienten der normierten Normalkraft FY, zur Erregerbewegung @}(7), ab-
héngig von der normierten statischen Relativverschiebung 7, und der Erregeramplitude

u}, jedoch einer Phasenverschiebung von ¢ =0

1 2
F :—/Wd
NO|,—o = 21 NOT,
0
1 21
Fei| ==—-][135008(i7)d7, (2.166)
=0 7T0

[
Fysi

1 27
o= /Fj{, sin (i7)dT,
0
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2 Modellbildung

werden in Kennfeldern abgelegt. Die Fourierkoeffizienten der Sinus-Anteile F ~Noi| - sind
identisch Null. Die normierten Fourierkoeffizienten der Normalkraft zur tatsachlichen Pha-

senverschiebung ¢ berechnen sich aus

)

[k fox
FNO_FNO

=0
FNoi = Frei| _ cosie, (2.167)
Fsi = Fiieq g SR,

mit den normierten Fourierkoeffizienten der Normalkraft

R Fyei
Fripy = —NCL
NG ™ cnoRz'
N (2.168)

Der konstante Fourierkoeffizient entspricht einer mittleren, konstanten Normalkraft

Fno = FfenoRz, (2.169)
die wahrend einer Periode wirkt.
Normierung der Bewegungsgleichungen des Kontaktmodells u nd Transformation

dieser in den Erregerpunkt b des zweiten Korpers

Um die Anzahl der Eingangsparameter der Fourierkoeffizientenkennfelder beziiglich der Rei-
bungskréfte zu reduzieren, werden die normierten Bewegungsgleichungen des Kontaktpunk-
tes relativ zum Knotenpunkt b des zweiten Korpers beschrieben. Fiir Gleiten lauten die

normierten Bewegungsgleichungen relativ zum Knoten b

i ip
— (upy — ty(7)) — =0
Upy + uPy
. (2.170)
* ~ % uPy
~ (hy — T5(7)) — — e = 0,
Yy Y 11*2 + u*2
Px Py
mit den normierten Relativverschiebungen des Kontaktpunktes
* ~ CR
Up, = (upe — me)F—ﬂ
NO
. ) CR (2.171)
upy = (upy — Uby)p—u-
NO
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2 Modellbildung

Die elliptische Relativbewegung der beiden Erregerpunkte a und b ist

Un(T) = Upey COST + Urgy SINT

(2.172)
Uy (T) = Uy OST + Qg Sin T,
mit den normierten Fourierkoeffizienten der relativen Erregerbewegung
ok N N CR - N N CR
Urc1 = (ua$01 - uszl)A—v Upg1 = (uazSI - ubel)A—v
Fnop Nop
(2.173)
- N N CR - N N CR
uyCl = (uay01 - ubyCl)A—v uySl = (uaySI - ubySl)A—'
FN(),U, FNO,U'
Transformation der Bewegungsgleichungen des Kontaktmode lIs in die

Hauptachsen der elliptischen Erregerbewegung

Die elliptische Erregerbewegung kann in Hauptachsenlage transformiert und damit kénnen
die Eingangsgroflen fiir die Kennfelder der Fourierkoeffizienten der Kontaktkréfte um weitere

zwei reduziert werden (siehe Abbildung 2.21).

Abbildung 2.21: Transformation der Erregerbewegung in Ellipsenhauptachse

Die Ellipse der Erregerbewegung kann in Polarkoordinaten durch den Radius

r(r) = \Ja(r) + w2 (r) (2.174)

und den Winkel

o(7) (2.175)
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beschrieben werden. Der maximale Radius, und damit die Hauptachse der Ellipse ergibt

sich aus den Forderungen

dr d?r

Damit ist die zeitliche Lage der Hauptachsen der Ellipse durch

1 200 o U oq + Uy T
T = — arctan <A*2( xCIA:;Sl A*yQCl yil ) (2.177)
2 Uy — Ugpgr T Uyor — Uy
bestimmt. Die Lénge der groflen Halbachse der Erreger-Ellipsenbahn ist damit
U* = \/a;f(rm) + @2 (Tm) (2.178)
und die der kleinen Halbachse
* ~ 7T ~ ™
V= \/u;2(rm + 5) + Wi (T + 5). (2.179)

Des Weiteren muss die richtige Drehrichtung, mit der der Erregerpunkt die Ellipse durch-
lauft, bestimmt werden (vergleiche Abbildung 2.22). Die Winkelgeschwindigkeit mit der die

Erregerellipse durchlaufen wird ist

_dy 1 upiy —

k o~k
- — . . — 2.180
ar n (ﬁ)Q (Tye ( )

P(7)

Da sich der Drehsinn wiahrend eines Iterationsschrittes des Newton-Algorithmus nicht &ndert
ist es ausreichend diesen zu einem beliebigen Zeitpunkt zu bestimmen. Zum Zeitpunkt 7 = 0

ist die Winkelgeschwindigkeit

N v A%
(U351T501 — Uy Uyg1)S2

d(r =0) = T (2.181)
lyeq + Uyen
Der Drehsinn 4 ist somit genau dann positiv, wenn
ﬂ;SﬁZCl - ﬂ201@;51 >0 (2.182)

ist. Die normierten Bewegungsgleichungen fiir den Kontaktpunkt in Lage der Hauptachsen
der elliptischen Erreger-Relativbewegung fiir einen positiven Drehsinn, d.h. fiir w > 0, lauten

nun fir:
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e Haften
uwp, =0
i (2.183)

Die normierten, tangentialen Kontaktkréfte sind im Gleichgewicht mit den normierten

Federkraften
Fp, = U"cosT, (2.184)
Fpe=V*sinT. '
o Gleiten .
U
— (U};n — U*COST) — % =0
V/a i (2.185)
\ iy Up¢ '
— (upe = V*sinT) — =0

: k2 : k2
,/upn—i—upc

Die normierten, tangentialen Kontaktkréafte sind wiederum im Gleichgewicht mit den

normierten Federkraften

Fry = —(up, — U cosT), (2.186)
Fre = —(upe — V*sin).

Die Ubergiinge zwischen den Bewegungszustinden Haften und Gleiten sind definiert durch:

e Ubergang Haften - Gleiten
Fr>1 (2.187)

e Ubergang Gleiten - Haften

\ Wy T = 0und Fp <1 (2.188)

Fourierkoeffizienten der Kontaktkrafte

Die normierten Reibungs- bzw. Kontaktkrafte F ;in und F' f*?C werden aus der numerischen In-
tegration des Kontaktmodells bis zum eingeschwungenen Zustand bestimmt. Die normierten

Fourierkoeffizienten der Reibungskrifte in Hauptachsenlage berechnen sich aus

2 2
N 1 A 1
FEnCi == /F;in cos (iT)dr, anSi = —/F;in sin (i7)dr,
T ™
0 0 (2.189)

21 27

N 1 . 1

Fheei == / Fhycos (in)dr, Figg = — / F}, sin (iT)dr.
0 0
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BALMER (1993) zeigt, dass fur bestimmte Bewegungszusténde die Fourierkoeffizienten der
normierten Reibungskréfte analytisch bestimmt werden kénnen. Die analytische Berechnung
ist dann moglich, wenn der Kontaktpunkt haftet. Beschreibt die Trajektorie des Erreger-
punktes eine Kreisbahn, kann fiir die Fourierkoeffizienten der Kontaktkréfte ebenfalls eine
geschlossene Losung ermittelt werden. Der Kontaktpunkt haftet wahrend der gesamten Pe-

riode, wenn
U<lund V*<1 (2.190)

sind. Die Fourierkoeffizienten der Grundharmonischen der normierten Kontaktkréfte erge-

ben sich damit zu

FEnCl =U"

) - p—

N (2.191)
Freer =0

Fies1=V*

und die Fourierkoeffizienten der hoherfrequenten Anteile der normierten Reibungskréfte zu

FET;C@' =0
Fgi=0
e (2.192)
Freci =0
Fresi =0

fur ¢ > 1. Die Fourierkoeffizienten der hoherfrequenten Anteile sollen des Weiteren auch als
Fourierkoeffizienten hoherer Ordnung bezeichnet werden. Fiir eine kreisformige Erregerbe-

wegung der Erregerknoten, wobei
U =V =W+ (2.193)

ist, ergibt sich fiir die Trajektorie des Kontaktpunktes ebenfalls eine Kreisbahn. Die analyti-
sche Losung der Fourierkoeffizienten der normierten Kontaktkréifte der Grundharmonischen

ergibt damit

N 1
FEnCl = WH
o W*? —1
Frnpsr = == —
(2.194)
- VW — 1
Freer = T
. 1
Frest = 3
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und die geschlossene Losung fiir die Fourierkoeffizienten der hoherfrequenten Anteile der

normierten Reibungskraften

FﬁnCi =0
F oo =0
e (2.195)
Freei =0
Fresi =0

fiir ¢ > 1.
Besonderes Augenmerk muss auf den Drehsinn der Erregerbewegung gelegt werden (siehe

Abbildung 2.22). Bei gleichen Amplituden der normierten Erregerbewegung U* und V*, je-

A

(a) Positiver Drehsinn (b) Negativer Drehsinn

Abbildung 2.22: Einfluss des Drehsinns der Erregerpunktbewegung auf die Bahn des Kontakt-
punktes

doch umgekehrtem Drehsinn ergeben sich zwei zueinander spiegelbildliche Trajektorien der
Kontaktpunkte. Der tatsédchliche Drehsinn der Erregerbewegung muss auch in den Fourier-

koeffizienten der tangentialen Kontaktkrafte beriicksichtigt werden:

Frooi U5 V)V <0 = F}’gnCi(U*,V*) V oY >0
ITIEW&(U?V? % ¢<o = zfi’gnSi(U:,vi) % ¢>0 (2.196)
FECSi(U*,V*) V <0 = —FECSi(U*,V*) Vo >0

In SEXTRO (1997) wird auf den Einfluss der Fourierkoeffizienten hoherer Ordnung auf die
Approximation der Reibkréfte durch eine Fourierreihe eingegangen. Abbildung 2.23 zeigt an
einem ausgewahlten Beispiel die normierten, tangentialen Kontaktkréfte aufgetragen {iber
den normierten, relativen Verschiebungsamplituden der Erregerbewegung. Man sieht die
numerisch ,exakte“ Losung, sowie Naherungen der tangentialen Kontaktkréifte mittels Fou-
rierreihen mit unterschiedlicher Anzahl berticksichtigter Glieder.

SEXTRO zeigt, dass bei konstanter Normalkraft kein Einfluss auf die Naherung der tangen-
tialen Kontaktkréafte durch die Fourierkoeffizienten mit gerader Ordnungszahl i besteht, da

diese identisch Null sind. Die Beriicksichtigung von Termen dritter Ordnung bringt eine
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*
Rn
o

—1.5

exakt
=1
i=3
i =25

1.5

0
*

n
(a) n*-Richtung

—1.5

exakt
=1

C*

(b) ¢*-Richtung

Erregeramplituden U* =1 und V* = 2.

n

Abbildung 2.23: Approximation der Reibungskrifte durch eine Fourierreihe. Gewéhlte normierte

erhebliche Verbesserung der Naherungslosung, gegeniiber der Annahme rein harmonischer
Kontaktkréfte (siehe Abbildung 2.23). Der Faktor

) 2 12 2
~ Fryes + Fryss + Fryos + Fryss +- -

o7

T2 2 £r2 £r2
FRnCl +FRnSl+FRnCB+FRnSB+“‘

stellt ein MaB fiir den Einfluss der Fourierkoeffizienten F Rryci und F Rrpsi hoherer Ordnung
auf die Néherung der Reibkraft in 7-Richtung dar. Abbildung 2.24 zeigt den Faktor FE,
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aufgetragen {iber den normierten Erregeramplituden U* und V*. Fiir eine rein kreisférmi-
ge Erregung mit U* = V* ist der Faktor F, identisch Null, da die Reibungskrifte keine
hoherfrequenten Anteile besitzen. Der Faktor £, ist ebenfalls identisch Null, wenn der Kon-
taktpunkt wihrend der gesamten Periode haftet. Dies ist der Fall wenn U* < 1 und V* <1

sind.

0.25

v 10 10

U*

Abbildung 2.24: Einfluss der Fourierkoeffizienten héherer Ordnung

Analog zur Definition des Faktors £, kann auch ein Faktor E¢, der ein Ma$8 fiir den Einfluss
der Fourierkoeffizienten F. reci und F r¢si hoherer Ordnung der Reibkrifte in ¢-Richtung
darstellt, eingefithrt werden. Das Verhalten in tangentialer Richtung wurde isotrop, mit
Cry = cr¢ = cp angenommen. Deshalb ist die Fliche E:(U*,V*) spiegelbildlich zur Fla-
che E,(U*,V*), mit einer Spiegelebene normal zur U*-V*-Ebene, geneigt unter 45° zur
U*-Achse bzw. zur V*-Achse.

Abbildung 2.25 zeigt Kennfelder der Fourierkoeffizienten der normierten, tangentialen
Kontaktkréfte.
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(c) A;;ca (d) A;s3

Abbildung 2.25: Kennfelder der Fourierkoeffizienten erster und dritter Ordnung der normierten
Reibungskrifte dargestellt im Ellipsen-Hauptachsen Koordinatensystem, aufge-
tragen iiber den normierten Erregeramplituden U* und V*.

Rucktransformation der Fourierkoeffizienten der Reibkraf te in die Ausgangslage

Das 7, (-Koordinatensystem in den Hauptachsen der Erregerellipse wird durch eine Ele-
mentardrehung um die z-Achse in das urspriingliche x, y-Knotenkoordinatensystem trans-
formiert. Der Drehwinkel der Elementardrehung ist mit Gleichung 2.175 und Gleichung 2.177
(vergleiche Abbildung 2.21)

VYm = —(Tm). (2.198)
Zu beachten ist auch, dass die zeitliche Lage der Erregerbewegung im Hauptachsenkoordi-
natensystem gegeniiber der Erregerbewegung in der Ausgangslage um den Phasenwinkel 7,,

verschoben ist. Damit ist auch die zeitliche Lage der normierten, tangentialen Kontaktkrafte

in Hauptachsenlage gegeniiber dem urspriinglichen Koordinatensystem um den Phasenwin-
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kel 7,,, verschoben. Die normierten Reibungskréfte im z, y-Koordinatensystem sind

Fg (1) costy,  —sinty, 0| | Fg, (T —Tm)
Fr,(T)| = |sin¢m  costm 0| |Fae(T —Tm) | - (2.199)
0 0 0 1 0

Durch Fourierreihenentwicklung der normierten Reibungskréfte und anschliefendem Koeffi-
zientenvergleich ergibt sich damit der Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizienten der

normierten Reibungskrifte im 7, (-Koordinatensystem und im z, y-Koordinatensystem
Froy =" A F i, (2.200)

mit den Fourierkoeffizienten der normierten Reibungskréfte im Knotenkoordinatensystem
in Ausgangslage
Fraci
Froys = | LFesi| (2.201)
Fryci
Frysi

der Transformationsmatrix der Fourierkoeflizienten

COS i Ty, COS Yy, — SIN Ty, COS Yy, — COS iTy, SIN Yy, SIN 4Ty, SIN Yy,
0H 4 Sin 47y, COS Y,  COSiTy, COSY,,  —SiNiTy,siny,, — COSiTy, sin Y, (2.202)
COS iTm, SIiN Yy, —sSiniTy, sint,, cosiT, cosY,, — Sinir, cos Y,
COS 1Ty, SIN Wy,  SIN 4Ty, SN Yy, Sin 47, COs Y, COS 1Ty, COS Yy,
und den Fourierkoeffizienten der normierten Reibungskréifte in Hauptachsenlage
Fryci
. Frpsi
. nSi
Fpyi = P . (2.203)
RCCi
Fresi

Die Umrechnung zwischen den normierten und den Fourierkoeffizienten der tatsdchlichen
Reibkréfte im Ausgangskoordinatensystem erfolgt mit Gleichung 2.142 und Gleichung 2.170

durch

Freci = FfyciFvop,  Fresi = Fhgi Fnop, (2.204)

Fryci = FryciFNops  Frysi = FrysiFop-
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3 Numerische und programmtechnische
Umsetzung

Die programmiertechnische Umsetzung der Berechnung der Frequenzkennlinien verschraub-
ter, elastischer Korper mit ebenen, rauen Kontaktflichen bei harmonischer Erregung wur-
de mit Matlab® durchgefiihrt. Fiir die Berechnungen sind einige Eingangsdaten und -
parameter erforderlich. Diese lassen sich u. a. mit Hilfe von Finiten Elemente Programmen
ermitteln. In dieser Arbeit wurde die Finite Elemente Software ANSYS® verwendet. Die
zur Berechnung der Frequenzkennlinien notwendigen Eingangsdaten kénnen aber ebenso

mit einem anderen Finiten Elemente Programm ermittelt werden.

Im Abschnitt 3.1 werden die einzelnen bendtigten Finite Elemente Simulationen beschrie-
ben (siehe Abbildung 3.1). Es miissen die modalen Daten der Einzelkorper ermittelt werden.
Des Weiteren muss die Flidchenpressung in der Kontaktflache, beziehungsweise die Normal-
kraftverteilung auf die Kontaktknoten, aufgrund der Schraubenvorspannung berechnet wer-
den. Die modalen Daten des zusammengebauten Systems, unter der Annahme, dass alle
Kontaktpunkte Haften, miissen ebenfalls berechnet werden. Zudem wird in diesem Unter-
kapitel die fiir die Berechnung in Matlab®notwendige Struktur (siche Abbildung 3.1) der

von ANSYS® berechneten Daten dargestellt.
c D

Finite Elemente Berechnung
Modalanalyse Modalanalyse
) i | Kontaktrechnung y“
Einzelteile »Assembly
& v
( N
| y /FEM-Data/ || v |
./Part/ ./Contact/ ./Assembly/
node__coords.dat partl__contact__part2.dat node__coords.dat
eigenvectors.dat partl__contact__part3.dat eigenvectors.dat
eigenfrequencies.dat B eigenfrequencies.dat
modal__stiffness.dat modal__stiffness.dat
(& _J

Abbildung 3.1: Finite Elemente Simulationen und Struktur der Ausgabe-Dateien
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Im Abschnitt 3.2 werden die einzelnen Module beschrieben, die zur Berechnung der Fre-
quenzkennlinien in Matlab® programmiert wurden. Ein Modul berechnet die Kennfelder
der Fourierkoeffizienten der Kontaktkréifte. Ein weiteres Modul bereitet die Daten aus der
Finiten Elemente Berechnung auf und speichert diese in einem geeigneten Format zur weite-

ren Berechnung. Im Haupt-Modul wird das nichtlineare Gleichungssystem (Gleichung 2.117)
zur Berechnung der Frequenzkennlinien gelGst.

./JFEM-Data/

FrictionForce.mat
NormalForce.mat

|

I

Vsp [g/N]
s,

26.5 27 27.5 28 285 29 295 30 30.5

Frequenz [Hz|

Abbildung 3.2: Programm Module in Matlab®
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In Abschnitt 3.3 wird der Einfluss verschiedener Parameter auf das Schwingungsverhalten
zweier elastischer, miteinander verschraubter Korper mit ebenen, rauen Kontaktflichen bei
harmonischer Anregung untersucht. Betrachtet wird der Einfluss der Héhe der Schrauben-
vorspannkrifte und der Erregerkraftamplitude. Zudem wird dargestellt, wie sich die Antwort
der gekoppelten Struktur bei Anderung der Oberflichen, charakterisiert durch die Rautiefe
und den Reibungskoeffizienten, verdndert. Aulerdem wird der Einfluss der Berticksichtigung
der hoherfrequenten Anteile der Kontaktkréafte auf das Ergebnis des berechneten stationéren

Schwingungsverhaltens der gekoppelten Struktur dargestellt.

Die Erlauterungen in Abschnitt 3.1 und Abschnitt 3.2, wie auch die Berechnungen in Ab-
schnitt 3.3 sollen gemé&f der in Abbildung 3.3 dargestellten Testanordnung gemacht werden.
Die gezeigte Anordnung besteht aus zwei kreisringdhnlichen Korpern aus Stahl, mit ge-
schliffenen Oberflichen im Kontakt. Die beiden Korper haben einen Innendurchmesser von
200mm und einem Auflendurchmesser von 280mm. Die Dicke des unteren Korpers (Test-
korper eins) betrdagt 5mm und die des oberen Korpers (Testkorper zwei) 3mm. Die beiden
Korper werden mit sechs M8-Schrauben, die ebenfalls aus Stahl gefertigt sind, miteinan-
der verbunden. Der untere der beiden Koérper ist fest am Untergrund fixiert. Der obere

Testkorper wird an einer Lasche harmonisch erregt. Die rot und griin eingezeichneten Mar-

z
s 4 ’
O &8 .
.5 i’ Testkorper 2
3.4 ~ -( 6
[y

Testkorper 1

Abbildung 3.3: Explosionszeichnung der Testanordnung, bestehend aus zwei kreisringdhnlichen
Korpern aus Stahl, die iiber sechs Stahl-Schrauben miteinander verbunden werden.

kierungen kennzeichnen definierte Punkte, zwischen welchen Ubertragungsfunktionen bzw.

Frequenzkennlinien berechnet und spéter auch gemessen werden sollen. Die Koordinaten

der Messpunkte im eingezeichneten Koordinatensystem sind in Tabelle 3.1 aufgelistet. Die

63



3 Numerische und programmtechnische Umsetzung

Nr. | z-Koordinate [mm] | y-Koordinate [mm]
1 0.0 120.0
2 103.9 60.0
3 103.9 -60.0
4 0.0 -120.0
) -103.9 -60.0
6 -103.9 60.0
7 129.9 75.0

Tabelle 3.1: Definierte Punkte an der Testanordnung zur Ermittlung von Ubertragungsfunktionen

z-Koordinate der definierten Punkte an der Testanordnung wurde nicht festgelegt. Die Fre-
quenzkennlinien weichen nur geringfiigig voneinander ab, werden diese zu einem Punkt an
der Ober- oder zu einem Punkt der Unterseite des einen oder des anderen Testkorpers,
jedoch mit der selben Position in der x-y-Ebene ermittelt. Aus diesem Grund wurden nur

sieben und nicht noch weitere Testpunkte festgelegt.

3.1 FEM-Modellierung

In dieser Arbeit wurden die Finite Elemente Simulationen mit der Software ANSYS®
durchgefithrt. In ANSYS® besteht die Moglichkeit, mit der eigenen Programmierspra-
che APDL (ANSYS Parametric Design Language) Macros zu erstellen und so komfortabel
Ausgabe-Daten in gewiinschter Form zu generieren. In diesem Unterkapitel soll auf die ein-
zelnen Finite Elemente Simulationen eingegangen werden, die zur Erlangung der Eingangs-
daten fiir die weitere Berechnung der FRFs verschraubter, elastischer Korper mit ebenen

Kontaktflachen bei harmonischer Erregung durchzufithren sind.

3.1.1 Modellierung der Einzelteile

In einem ersten Schritt ist es notwendig ausreichend fein diskretisierte Finite Elemente Mo-
delle der einzelnen Teile, sowie der Schrauben zu erstellen. Es ist darauf zu achten, dass
die spater im Kontakt befindlichen Flachen gleich diskretisiert werden. In der weiteren Be-
rechnung in Matlab wird vorausgesetzt, dass einander zugeordnete Kontaktknoten in der
Ausgangslage koinzident sind. Anschliefend muss eine Modalanalyse der Einzelteile durch-
gefithrt werden, um die Eigenvektoren beziehungsweise die Eigenformen und die modalen
Steifigkeitsmatritzen der Einzelteile zu berechnen. In Abbildung 3.4 ist jeweils die erste Bie-

geeigenform der beiden kreisringférmigen Einzelteile der Testanordnung dargestellt.

Ist ein Korper nicht eingespannt, so beschreiben die ersten sechs Eigenvektoren die Starr-
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(a) Erste Biege-Eigenform des unte- (b) Erste Biege-Eigenform des obe-
ren kreisringformigen Bauteils bei der ren kreisringformigen Bauteils bei der
ersten Eigenfrequenz von 30.4Hz siebten Eigenfrequenz von 126.6Hz

Abbildung 3.4: Erste Biege-Eigenform der Einzelteile der Testanordnung

korpermoden mit jeweils einer Eigenfrequenz von Null Hertz. Durch diese Moden wer-
den die sechs Freiheitsgrade der moglichen Starrkérperbewegungen beschrieben. Die Starr-
korperbewegungen verursachen Probleme beim Losen des nichtlinearen Gleichungssystems
(Gleichung 2.117), weil viele gleichwertige Losungen fiir den eingeschwungenen Zustand der
beiden verschraubten Korper, die knapp nebeneinander liegen, existieren. Es ergibt sich ein
schlechtes Konvergenzverhalten, da der Newton-Algorithmus in den einzelnen Iterations-
schritten zu verschiedenen Lésungen tendiert, jedoch keine der Lésungen mit ausreichender
Genauigkeit ermitteln kann. Aus dieser Tatsache ergibt sich eine wesentliche Einschran-
kung. Es kénnen keine Schrauben-Mutter-Verbindungen (siehe Abbildung 3.5a) berechnet
werden, da die Paarung Schraube-Mutter innerhalb der Bohrung verschiedene Mittellagen
einnehmen kann, um welche die Schwingung stattfindet. Es kénnen nur Schraubenverbin-
dungen berechnet werden, wenn die Schrauben direkt in einen der Teile eingeschraubt wer-
den (siehe Abbildung 3.5b), und damit die Annahme getroffen wird, dass der Teil mit den
eingeschraubten Schrauben als ein Einzelstiick betrachtet, und auch als solches im Finiten
Elemente Modell abgebildet wird.

Eine weitere Einschriankung die gemacht werden sollte um die Starrkérper-Freiheitsgrade
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N, /
N\ /
/ N\,
- A
NV
(a) Schraube-Mutter  Verbindung: (b) Direkte Verschraubung: konver-
konvergiert schlecht giert gut

Abbildung 3.5: Loungsverhalten des Newton-Algorithmus bei verschiedenen Ausfithrungen der
Schraubverbindungen

zu eliminieren und damit das Konvergenzverhalten beim Losen des nichtlinearen Gleichungs-
systems zu verbessern ist, dass mindestens eine Schraube derart fest angezogen wird, so
dass im Kontakt zwischen dem Schraubenkopf und dem Teil alle Kontaktpunktpaare per-
manent haften. Diese Einschréinkung erscheint auf den ersten Blick eklatant. Betrachtet
man jedoch verschiedene technische Aufgabenstellungen so ist die Forderung, dass mindes-
tens eine Schraube so fest vorgespannt ist, dass keine Relativbewegung auftritt, meist aus
rein konstruktiven Griinden erforderlich. Durch zusétzliche Schrauben kann dann aber die
Déampfungswirkung der Fiigestelle mit Reibung optimal eingestellt werden um etwaige Re-

sonanzfrequenzen gezielt zu dampfen.

Somit werden die Einzelteile modelliert und anschliefend an entsprechenden Stellen mit-
einander verschmolzen. Es ergibt sich ein einziger Korper mit Fiigestellen in denen Relativ-
bewegung einander zugeordneter Kontaktknoten moglich ist. Dieses Einzelteil ist mit der

Umgebung verbunden und kann keine Starrkérperbewegungen ausfiihren.

Fiir diesen Korper muss eine Modalanalyse durchgefithrt werden. Es miissen Dateien mit

verschiedenen Informationen erstellt werden:

e node_ coords.dat - In dieser Datei sind die Koordinaten der einzelnen Knoten gespei-

chert. Diese Information wird nur fiir Visualisierungszwecke weiter verwendet.
e cigenvectors.dat - In dieser Datei sind die einzelnen Eigenvektoren gespeichert.

e cigenfrequencies.dat - Datei in der die Eigenfrequenzen abgelegt sind. Diese Datei

dient nur der Information und wird in der weiteren Berechnung nicht verwendet.
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Knotennr. x-Koordinate[m] y-Koordinate[m] z-Koordinate[m]
1 -0.1490937000E-04 -0.1400000000E+00 +0.0000000000E+00
2 +0.5000007000E-01 -0.8660250000E-01 +0.0000000000E+00
3 +0.7000010000E-01 -0.1212435000E+00 +0.0000000000E+00
4 +0.6534384000E-01 -0.1131786000E+00 +0.0000000000E+00
5 +0.5442586000E-01 -0.9426818000E-01 +0.0000000000E+00

Tabelle 3.2: node_ coords.dat - Formatierung der Datei mit Knotenkoordinaten

1. Eigenvektor
x-Wert -0.9959638747E-01
1. Knoten y-Wert -0.1085726938E+00
z-Wert  +0.1780558497E+01
x-Wert -0.1052076377E+00
2. Knoten y-Wert -0.1033168941E+00
z-Wert  +0.9120577132E+00
x-Wert -0.1015674051E+00
3. Knoten y-Wert -0.1012152008E+00
z-Wert  +0.1040734627E+01

2. Eigenvektor

.2516870303E+00
.7272731848E-02
.1185721005E+01
.1980191043E+00
.5754100681E-01
.1514335388E+01
.2328355400E+00
.7764232485E-01
.1833862501E+01

Tabelle 3.3: eigenvectors.dat - Formatierung der Datei mit Eigenvektoren

Mode-Nr.  Wert[Hz]

1 26.07
2 58.05
3 144 .57

Tabelle 3.4: eigenfrequencies.dat - Formatierung der Datei mit Eigenfrequenzen

e modal_stiffness.dat - Datei in der die modale Steifigkeitsmatrix abgelegt ist.

0.2683043638E+05
0.1330145424E+06
0.8251532278E+06

Tabelle 3.5: modal_stiffness.dat - Formatierung der Datei mit modaler Steifigkeitsmatrix
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3.1.2 Kontaktberechnung

Mit Hilfe des Finiten Elemente Programms muss die statische Flidchenpressung beziehungs-
weise die statische Normalkraftverteilung, die sich aufgrund der Schraubenvorspannung im
Kontakt einstellt, berechnet werden. Die Schraubenvorspannung wird, wie bereits im Un-
terabschnitt 2.3.3 erwdhnt, durch Abkiihlung der Elemente im Schraubenschaft erreicht.
Um eine gezielte Vorspannkraft zu erzielen sind im Regelfall mehrere Iterationsschritte no-
tig. Um eine Verformung der Schaftelemente durch eine thermische Belastung zu erzielen,
muss dem Material des Schraubenschaftes ein thermischer Ausdehnungskoeffizient zugewie-
sen werden. Es ist darauf zu achten, dass der Ausdehnungskoeffizient nicht isotrop, sondern
nur in Schraubenliangsrichtung definiert wird. Ansonsten werden durch die thermische Be-
lastung Verformungen beziehungsweise Spannungen quer zur Schraubenléngsrichtung in den

Schrauben und des Weiteren auch in dem Teil, in dem diese eingeschraubt sind, verursacht.

Abbildung 3.6: Verformung des Finiten Elemente Modells der Testanordnung aufgrund einer
Schraubenvorspannkraft von 10kN.

Abbildung 3.6 zeigt das verformte, mafistédblich {iberzeichnete, Finite Elemente Modell

der Testanordnung aufgrund einer jeweiligen Schraubenvorspannkraft von 10kN. Zu erken-
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nen ist, dass aufgrund der Vorspannung bereits knapp neben der Verschraubung die beiden

kreisringférmigen Korper klaffen und somit der Kontakt sehr lokal begrenzt ist.

Abbildung 3.7 zeigt die Diskretisierung der Kontaktfliche in der Umgebung der Bohrung.
In den Knoten ist durch farbliche Markierung die jeweilig wirkende Normalkraft, bei ei-
ner Schraubenvorspannkraft von 10kN, eingezeichnet. Zusétzlich ist ein Schnitt durch die
Bohrung dargestellt. Uber den Knoten sind maBstiblich die Normalkrifte Fy aufgrund
der Schraubenvorspannkraft von 10kN eingezeichnet. Auch in dieser Abbildung ist klar er-
sichtlich, dass die Flachenpressung rund um die Verschraubung lokal sehr begrenzt ist. Die
Flachenpressung rund um die Bohrung der Verschraubung ist relativ hoch ist, nimmt mit

zunehmender Entfernung rasch ab und ist dann Null.

Schnitt A-A.: A
_»!
0 20 40 60 80 Fy[N] !
I I
—H - | 60N
i | son
: 1 40N
o, . { 30N
-+ — o
-+ 10N
1 Ai
A

Abbildung 3.7: Berechnete Normalkraftverteilung in der Kontaktflache in der Umgebung der Boh-
rung bei einer Schraubenvorspannkraft von 10kN.

3.1.3 Modellierung des verschraubten Systems - Annahme: al le
Kontaktknotenpaare haften

Zur Bestimmung der nominalen Kontaktsteifigkeiten crg und cjyg muss ein Finite Elemente
Referenzmodell erstellt werden. Bei diesem Modell wird angenommen, dass alle sich tatséch-
lich aufgrund einer bestimmten Schraubenvorspannkraft in Kontakt befindlichen Kontakt-
knotenpaare haften (vgl. Unterabschnitt 2.2.5). In der vorausgegangenen Kontaktrechnung
werden diese Kontaktknotenpaare ermittelt und im Finiten Elemente Referenzmodell mit-
einander verschmolzen. Es muss wiederum eine Modalanalyse durchgefiihrt werden. Auch

flir diese Simulation miissen Export-Dateien fiir die weiteren Berechnungen in Matlab®
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erstellt werden. Die Formatierung dieser Dateien erfolgt analog der Formatierung der Files,
wie sie im Unterabschnitt 3.1.1 beschrieben wurden. In Abbildung 3.8 sind die Graphen der
Verstarkung und der Phasenverschiebung fiir die Testanordnung, abhéngig von der Erre-
gerfrequenz, dargestellt. Die roten, gestrichelten Kurven sind die Resonanzkurven fiir das
gemeinsame Finite Elemente Modell der beiden Koérper 1 und 2, ohne Beriicksichtigung
des Kontakts zwischen den beiden Einzelteilen. Die blauen, durchgezogenen Kurven sind
die Resonanzkurven fiir das gemeinsame Finite Elemente Referenzmodell der beiden zu-
sammengebauten Einzelteile, unter der Annahme, dass alle sich tatséchlich aufgrund einer
Schraubenvorspannkraft von 10kN in Kontakt befindlichen Knotenpaare haften. Die Kur-
ven geben das eingeschwungene Ubertragungsverhalten zwischen den definierten Punkten 6

und 7 der Testanordnung wieder (vgl. Seite 63).

wt T T T T R T T T T ]
103
102
10!

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
Frequenz [Hz]

Y[rad]

50 100 15 200 250 300 350 400 450 500 550
Frequenz [Hz|

Abbildung 3.8: Verstarkungsfunktion V' und Phasenlage ¢ der beiden kreisringférmigen Korper
zwischen den definierten Punkten 6 und 7. Die roten, gestrichelten Graphen sind
die Resonanzkurven fiir das gemeinsame Finite Elemente Modell der beiden Ein-
zelteile, ohne Kontakt. Die blauen, durchgezogenen Graphen sind die Resonanz-
kurven fiir das Finite Elemente Referenzmodell zur Bestimmung der nominalen
Kontaktsteifigkeiten crg und cyg unter der Annahme, dass alle Kontaktknoten-
paare haften. Die Strukturddmpfung ist nicht beriicksichtigt.
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3.2 Matlab® Programm

Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems erfolgt in Matlab®. Zur Erstellung des
nichtlinearen Gleichungssystems (Gleichung 2.117) miissen zum einen die aus den, im vori-
gen Kapitel beschriebenen, Finiten Elemente Simulationen ermittelten Daten geladen und
aufbereitet werden. Zum anderen miissen die Parameter, die das Verhalten des Kontak-
tes beeinflussen, definiert werden. Dies erfolgt im Modul ,MAINLoadData®. Das Losen der
nichtlinearen Gleichungen, die das dynamische Verhalten verschraubter, elastischer Koérper
mit ebenen, rauen Kontaktflachen bei harmonischer Anregung wiedergeben, wird im Modul
»2MAINSolveSystem* durchgefiihrt.

3.2.1 Aufbereitung der FEM-Daten und Definition der Paramet  er

Fiir die nachfolgenden Berechnungen werden die Finite Elemente Daten in Matlab® mit
dem Modul ,MAINLoadData“ geladen und aufbereitet.

e Die notwendige Anzahl der in der Berechnung zu beriicksichtigenden Moden m und

die nominalen Kontaktsteifigkeiten cyg und cry miissen ermittelt werden.

e Es miissen die Kontaktparameter Rautiefe R, und Reibungskoeffizient p festgelegt
werden. Zu der statischen Normalkraftverteilung und der definierten Rautiefe Rz
miissen die statischen, normierten Relativverschiebungen der Kontaktknotenpunkte

in Normalenrichtung berechnet werden.

e Die Ordnung, bis zu der die hoherfrequenten Anteile der Kontaktkréafte beriicksichtigt
werden, wird ebenfalls im Modul ,MAINLoadData“ festgelegt.

Bestimmung der Anzahl der Moden m und der nominalen Kontaktsteifigkeiten in
Normalenrichtung epng und in Tangentialrichtung cgg

Es miissen die Anzahl der tatsdchlich zur Berechnung verwendeten Moden m und die nomi-
nalen Kontaktsteifigkeiten cyg und crg, wie in Unterabschnitt 2.2.5 beschrieben, ermittelt
werden. Die Ermittlung der benétigten Moden m und der nominalen Kontaktsteifigkeiten
cno und cpg erfolgt iiber den Abgleich der Resonanzkurven des Finiten Elemente Refe-
renzmodells, in dem die Kontaktknotenpaare fest miteinander verschmolzen sind (Unterab-
schnitt 3.1.3) mit den Resonanzkurven des Finiten Elemente Modells der beiden Einzelkor-
per ohne Kontakt (Unterabschnitt 3.1.1). In dem Modell der beiden Einzelkorper werden die
einander zugeordneten Kontaktknoten {iber Federn mit den konstanten, nominalen Feder-
steifigkeiten cpg in Normalenrichtung und cpg in tangentialer Richtung, die eine elastische

Kontaktschicht représentieren, miteinander verbunden. Fiir eine gewéhlte Anzahl an Moden
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m werden die nominalen Kontaktsteifigkeiten ermittelt und die Resonanzkurven der beiden
Modelle miteinander verglichen. Abbildung 3.9 zeigt die Resonanzkurven des Referenzmo-
dells und die Resonanzkurven der beiden Einzelteile, die iiber Federn miteinander verbunden
wurden, bei verschiedener Anzahl beriicksichtigter Moden m. Bis zu der Reduktion der An-
zahl der Moden auf dreiffig wird das Referenzmodell gut abgebildet. Bei weiterer Reduktion

auf fiinfundzwanzig Moden ist eine deutliche Abweichung der beiden Resonanzkurven im

Frequenzbereich zwischen 200 und 300 Hz erkennbar.

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
Frequenz [HZ]

Abbildung 3.9: Resonanzkurven des Referenzmodells und Resonanzkurven der beiden Einzelteile
verbunden iiber Federn fiir eine Anzahl beriicksichtigter Moden von m = 25 und
m = 30 zwischen den definierten Punkten 6 und 7 der Testanordnung

Im Folgenden soll eine Kennzahl fiir die Qualitdt mit der das Modell der Einzelkorper das
Referenzmodell wiedergibt definiert werden. Der Wert A stellt ein Maf fiir die Abweichung

der Verstarkungsfunktion V,,, der beiden modal reduzierten Einzelteile mit einer gedachten
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elastischen Kontaktschicht von der Verstarkungsfunktion des Referenzmodells V,..; dar:

Z ’Wef“Jj:ef i m(fi)] -100(%). (3.1)

An diskreten Frequenzen f; wird die relative Abweichung der Resonanzkurven zueinander
berechnet. Diese Abweichungen werden iiber alle Frequenzen f; aufsummiert. Mit steigen-
der Anzahl der beriicksichtigten Moden kann das Referenzmodell besser durch das Modell
der Einzelkorper mit der elastischen Kontaktschicht wiedergegeben werden. Jedoch steigt
mit der zunehmenden Anzahl der Moden m auch der Rechenaufwand beim anschlieflen-
den Loésen des nichtlinearen Gleichungssystems im Matlab®-Modul ,MAINSolveSystem*.
Es muss ein Kompromiss zwischen der Genauigkeit, mit der das Modell der Einzelkorper
die Dynamik des Referenzmodell wiedergibt, und der zu erwartenden, erhéhten Rechenzeit
beim Losen des Systems verschraubter, elastischer Kérper mit ebenen, rauen Kontaktfla-

chen, bei steigender Anzahl der beriicksichtigten Moden m gemacht werden. Aus Tabelle 3.6

Lm | cemli] [ ewol]l [ AL [ t[%] ]
50 | 4.7309¢+005 | 1.2122¢+005 | 15.81 | 100
40 | 4.7566¢-+005 | 5.1068¢+004 | 16.34 | 81
30 | 4.0790e+005 | 6.5565¢+004 | 23.41 | 59
25 | 3.3318¢+005 | 6.8118c4+004 | 36.41 | 50

Tabelle 3.6: Nominale Steifigkeiten in Tangentialrichtung cro und in Normalenrichtung cyg, Ab-
weichung A der Verstarkungsfunktionen der beiden Einzelteile verbunden iiber Federn,
von der Verstiarkungsfunktion des Referenzmodells (betrachtete Punkte 6 und 7 der
Testanordnung) und zu erwartende Rechenzeit ¢ der Kontaktrechnung prozentual zur
benétigten Rechenzeit bei fiinfzig beriicksichtigten Moden.

ist ersichtlich, dass die nominalen Kontaktsteifigkeiten crg und cyg mit zunehmender An-
zahl der Moden m tendenziell grofier werden. Mit steigender Anzahl der beriicksichtigten
Moden wird im modal reduzierten Modell der Einzelteile immer mehr Elastizitat bertick-
sichtigt. Um die Steifigkeit des Referenzmodells zu erreichen, muss die gedachte elastische
Kontaktschicht zunehmend weniger Elastizitit abbilden. Ist die Anzahl der beriicksichtigten
modalen Freiheitsgrade gleich der Anzahl der Freiheitsgrade des Finiten Elemente Modells
werden die Kontaktsteifigkeiten unendlich grof.

Bestimmung der statischen, normierten Relativverschiebu ng der
Kontaktknotenpunkte in Normalenrichtung

In der Finiten Elemente Kontaktrechnung wurden die statischen Kontaktkréfte in Normalen-
richtung zwischen den einander zugeordneten Kontaktknoten ermittelt. Zu dieser statischen

Normalkraftverteilung miissen die statischen Verschiebungen der Kontaktknoten entspre-
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chend dem verwendeten Kontaktgesetz (Gleichung 2.82) berechnet werden. Je nach defi-
nierter Rautiefe R, ergibt sich eine zugehorige, statische Normalverschiebung der einander
zugeordneten Kontaktknoten. Der Einfluss der Rautiefe Ry ist in Abbildung 3.10 darge-
stellt. Es sei eine bestimmte statische Normalkraft Fyo gegeben. Bei einer Oberfliche mit
einer kleineren Rautiefe Rz sind gegeniiber einer Oberfliche mit einer grofleren Rautiefe
Rz alle Rauheitsspitzen bereits bei einer geringeren Normalkraft abgeplattet. Damit ergibt
sich fiir die Oberfliche mit der geringeren Rautiefe ein steiferes Kontaktverhalten, als bei
der raueren Oberfliche. Durch eine bestimmte statische Normalkraft Fno wird damit bei
der raueren Oberfliche eine groflere statische Verschiebung der Kontaktknoten zueinander

verursacht, als bei einer glatteren Oberflache.

A

/

Abbildung 3.10: Einfluss der Rautiefe Rz auf den Zusammenhang zwischen statischer Verschie-
bAung der Kontaktknoten 7,9 in Normalenrichtung und statischer Normalkraft
Fno

Uz0

3.2.2 Ldsen des nichtlinearen Gleichungssystems

Im Matlab® Modul ,,MAINSolveSystem® wird das nichtlineare Gleichungssystem, das die
Dynamik verschraubter, elastischer Kérper mit rauen, ebenen Kontaktflichen beschreibt, ge-
16st. Die nichtlinearen Gleichungen werden fiir diskrete Erregerfrequenzen mit dem Newton-
Verfahren mit numerischen Ableitungen berechnet. Fiir die Rechnung miissen das gewiinsch-
te Frequenzspektrum und die Freiheitsgrade des Modells, deren Ubertragungsverhalten er-
mittelt werden soll, festgelegt werden. Das Frequenzspektrum wird iiber eine minimale Fre-
quenz, eine maximale Frequenz und der Frequenzschrittweite, mit der die Resonanzkurven
aufgelost werden sollen, festgelegt. Zur Definition der Freiheitsgrade, zwischen denen das
Ubertragungsverhalten ermittelt werden soll, miissen die Knotenindizes des Erregerknotens
und des Knotens, an dem die Antwort ermittelt werden soll, festgelegt werden. Fiir jeden

der beiden Punkte muss noch die gewiinschte Richtung, =, y oder z angegeben werden.
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3.3 Parameterstudien

Es soll das Antwortverhalten verschraubter, elastischer Koérper mit ebenen, rauen Kon-
taktflichen, bei harmonischer Erregung, abhéngig von der Schraubenvorspannkraft und der
Erregerkraft fiir verschiedene Erregerfrequenzen berechnet werden. Sowohl die Hohe der
Schraubenvorspannkraft Fgy wie auch die Hohe der Erregerkraft o haben einen Einfluss
auf die Form der Resonanzkurven, da das Gleichungssystem nichtlinear ist.

Einen wesentlichen Einfluss auf das Ergebnis des nichtlinearen Gleichungssystems der Dyna-
mik, verschraubter, elastischer Koérper mit ebenen, rauen Kontaktflichen, haben die Ober-
flaichenkennwerte der Kontaktflichen. Die wesentlichen Parameter durch die die Eigenschaf-
ten der Kontaktflichen bestimmt werden, sind die Rauigkeit der Oberflache, klassifiziert
durch die Rautiefe Rz, und der Reibungskoeffizient p.

FEin weiterer Einflussfaktor auf die Systemantwort ist die Diskretisierung der Kontaktflache.
Die Anzahl der beriicksichtigten, héherfrequenten Anteile der Kontaktkrifte kann fiir die
Berechnung der Resonanzkurven variiert werden.

Im Folgenden werden die einzelnen Einflussgéfen und die Wirkung ihrer Anderung auf das

Systemverhalten untersucht und dargestellt.

3.3.1 Diskretisierung der Kontaktflache

Durch die Diskretisierung der Kontaktflichen wird festgelegt wie fein die statische Nor-
malkraftverteilung aufgelést wird. Wird die Diskretisierung rund um die Bohrung zu grob
gewdhlt, kann der radiale Verlauf der Normalkraftverteilung sprunghaft sein. Abbildung 3.11
zeigt fir eine modellierte Diskretisierung der Kontaktflichen die Normalkraftverteilungen.
Abbildung 3.11a zeigt die Normalkraftverteilung fiir eine Schraubenvorspannkraft Fgq von
10kN und Abbildung 3.11b fiir eine Schraubenvorspannkraft F 'so von 5kN. Bei einer Schrau-
benvorspannkraft von FgozlokN wirken auf die Knoten der &duflersten noch belasteten
Knotenreihe Normalkréifte von ca. IN. Die selbe Knotenreihe ist bei einer Schraubenvor-
spannkraft von Fgo=5kN bereits unbelastet. In Abbildung 3.12 sind die Resonanzkurven
fiir verschiedene Schraubenvorspannkrifte Fio der beiden verschraubten, kreisringférmigen
Korper fiir die obige Diskretisierung der Kontaktflachen dargestellt. Bei hoher Schrauben-
vorspannkraft Figo haften beinahe alle Kontaktpunkte. Es ist kaum eine Démpfungswirkung
durch die Reibung im Kontakt ersichtlich. Bei Verminderung der Schraubenvorspannkréfte
Fgo wird in der duBersten Knotenreihe, aufgrund der geringeren Normalkréfte, eine Relativ-
bewegung der einander zugeordneten Kontaktknoten moglich. Die Reibungsdémpfung wird
aktiv und die Verstdarkung in der Resonanzfrequenz kleiner. Vermindert man die Schrauben-
vorspannkrafte weiter, wirken in der duflersten Knotenreihe keine Normalkréfte. In diesen

Knoten wirkt daher auch keine Reibungsddmpfung. In den restlichen Knoten der Kontakt-
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(a) Fso =10kN (b) Fso =5kN

Abbildung 3.11: Normalkraftverteilung im Kontakt fiir verschiedene Schraubenvorspannkrafte

SIOLE NN NERRRRERRREEERERERRRE -

28.5 29 29.5 30
Frequenz [Hz]

Abbildung 3.12: Verstiarkungsfunktion zwischen den Punkten 6 und 7 der Testanordnung bei einer
bestimmten Erregerkraftamplitude und fiir verschiedene Schraubenvorspannkraf-
te bei zu grober Diskretisierung der Kontaktflache

fliche sind die Normalkrafte jedoch immer noch so hoch, dass diese beinahe permanent
haften und ebenfalls kaum eine Dampfung durch Reibung verursacht wird. Die Verstirkung
in der Resonanzfrequenz wird wieder gréfler. Die Resonanzfrequenz selbst wird niedriger, da
durch das Losen des Kontakts in der duflersten Knotenreihe das System weicher wird. Erst
bei weiterer Minderung der Schraubenvorspannkréfte wird auch eine Relativverschiebung
in den restlichen Kontaktknotenpaaren moglich und die Reibungsddmpfung wirkt wieder
starker. Dieses Phdnomen lésst sich in der Realitdt nicht beobachten, da die Kontaktfla-
che bei stetiger Minderung der Schraubenvorspannkréfte ebenfalls stetig abnimmt. Durch
eine feinere Diskretisierung der Kontaktfliche im Bereich der Verschraubung wird Abhilfe

geschaffen.
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3.3.2 Variation der Schraubenvorspannkraft

101 L

V [g/N]

100

| | | / : /3A1 ' 101N \
25 25.5 26 26.5 27 27.5 28 28.5 29 29.5 30
Frequenz [Hz]
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Abbildung 3.13: Variation der Schraubenvorspannkrifte Fgo: Verstarkungsfunktionen V' zwischen
den Punkten 6 und 7 der Testanordnung und Phasenlage 1. Variiert wurden die
Vorspannkréfte F502,476 der Schrauben 2, 4 und 6. Die Vorspannkrafte F50173,5
der Schrauben 1, 3 und 5 wurden auf 10kN eingestellt. Angenommen wurde
ein Reibungskoeffizient von ¢ = 0.3, eine Rautiefe von Rz = 4pm und eine
Erregerkraftamplitude von F'y =100N.

In Abbildung 3.13 wurden die Vorspannkréifte F501,375 der Schrauben 1, 3 und 5 der
Testanordnung konstant auf 10kN eingestellt und die Schraubenvorspannkrafte F50274,6 der
Schrauben 2, 4 und 6 variiert. Bei hohen Schraubenvorspannkraften F502,476 sind die Nor-
malkréfte in den einander zugeordneten Kontaktknoten sehr grofl. Bei einer bestimmten
Erregerkraftamplitude Fp ist daher beinahe keine Relativbewegung zwischen diesen Kno-
ten moglich. Die einander zugeordneten Kontaktknoten haften beinahe permanent und es
wird kaum Energie dissipiert. In den Resonanzkurven ist kaum eine Auswirkung aufgrund
der Reibungsdampfung erkennbar. Die Resonanzfrequenz deckt sich beinahe mit der Re-

sonanzfrequenz des Referenzmodells, mit der Annahme, dass alle einander zugeordneten
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Kontaktknoten haften. Nehmen die Schraubenvorspannkrifte F50274,6 bei gleich bleiben-
der Erregerkraft F; ab, werden die Normalkrifte zwischen den Kontaktknoten kleiner und
die Punkte haften nicht mehr. Aufgrund der Relativbewegung der einander zugeordneten
Kontaktknoten und der damit verbundenen Reibungskrifte wird Schwingungsenergie in
Wiarme umgewandelt. Die Verstdrkung V wird geringer. Das System wird weicher und die
Resonanzfrequenz verschiebt sich immer mehr in die Richtung der Resonanzfrequenz der
beiden Einzelteile mit reiner Kopplung normal zur Kontaktfliche. Bei weiterer Reduktion
der Schraubenvorspannkraft 13’502,476 werden die Normalkrafte in den Kontaktflachen in der
Umgebung der Schrauben 2, 4 und 6 immer kleiner, bis dort kaum mehr Energie dissipiert
wird. Die Verstdrkung V nimmt wieder zu. Betrachtet man in Abbildung 3.13 die Reso-
nanzkurven, so ist ersichtlich, dass die optimalen Schraubenvorspannkrafte F50274,6 fur die
Schrauben 2, 4 und 6, damit die Verstarkungsfunktion bei der Resonanzfrequenz minimal
und die Dampfungswirkung damit am gréSten wird, zwischen 1,0 - 10°N und 3,1 - 10°N

liegen.

3.3.3 Variation der Erregerkraft

V [g/N]

|
25 25.5 26 26.5 27 27.5 28 28.5 29 29.5 30

Frequenz [Hz]

Abbildung 3.14: Variation der Erregerkraftamplitude Fp: Verstarkungsfunktionen V' zwischen den
Punkten 6 und 7 der Testanordnung bei Variation der Erregerkraftamplitude Fg.
Angenommen wurde ein Reibungskoeffizient von p = 0.3 und eine Rautiefe Rz =
4um. Fir die Schrauben 1, 3 und 5 wurden Vorspannkrafte von F501,375 =10kN
und fiir die Schrauben 2, 4 und 6 Schraubenvorspannkréfte von F50274,6 =100N
eingestellt.

78



3 Numerische und programmtechnische Umsetzung

Bei linearen Systemen sind die Resonanzkurven unabhéngig von der Hohe der Erreger-
kraftamplitude F. Dies ist bei nichtlinearen Systemen, wie dem der beiden verschraubten,
elastischen Korper mit rauen, ebenen Kontaktflichen nicht der Fall. In Abbildung 3.14
sind die Resonanzkurven der Testanordnung fiir verschiedene Erregerkraftamplituden Fp,
bei konstanter Schraubenvorspannkraft Fso dargestellt. Bei einer kleinen Amplitude Fg der
harmonischen Erregerkraft kénnen sich die einander zugeordneten Kontaktknoten nicht von-
einander losreiflen und haften permanent. Es ist kaum eine Wirkung der Reibungsdampfung

ersichtlich. Bei héherer Erregerkraftamplitude Fg beginnen die Kontaktpunkte sich relativ
zueinander zu bewegen. Durch die Reibung wird Energie dissipiert. Das Maximum der Ver-

starkungsfunktion V' wird kleiner und damit die Reibungsddmpfung wirksam.

3.3.4 Variation des Reibungskoeffizienten

V [g/N]

Abbildung 3.15: Variation des Reibungskoeffizienten u: Verstarkungsfunktionen V' der Testanord-
nung zwischen den Punkten 6 und 7 bei Variation des Reibungskoeffizient s.

Die einzelnen Fléachen sind verschiedenen Schraubenvorspannkraften Fsoz 4,6 der
Schrauben 2, 4 und 6 der Testanordnung zugeordnet. Die Vorspannkrifte der
Schrauben 1, 3 und 5 wurden auf Fygo1,3,5 =10kN eingestellt. Fiir die Rautiefe

wurde Rz = 4pum angenommen.
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Der Reibungskoeffizient p hat einen groflen Einfluss auf die Dampfungswirkung. Fiir die
Berechnung wurde angenommen, dass der Haftreibungskoeffizient 1o und der Gleitreibungs-
koeffizient 1 gleich grof3 sind. In Abbildung 3.15 ist der Einfluss des Reibungskoeffizienten
u auf das Dampfungsverhalten ersichtlich. Es werden die Verstdarkungsfunktionen V' fiir die
Testanordnung zwischen den Punkten 6 und 7 bei einer konstanten Erregerkraftamplitude
Fg dargestellt. Die einzelnen Fléchen stellen die Verstarkungsfunktionen V', fiir jeweils eine
konstante Schraubenvorspannkraft FSO, bei variierenden Reibungskoeffizienten g, in dem
betrachteten Frequenzintervall dar. Die rote Fléche zeigt die Verstirkungsfunktionen fiir
eine kleine Schraubenvorspannkraft Fgo von 3-102N. Wihrend bei einem Reibungskoeffizi-
enten von pu = 0.4 die Dampfung klar ersichtlich ist, ist die Dampfungswirkung bei einem

Reibungskoeffizienten von p = 0.2 kaum noch vorhanden.

3.3.5 Variation der Rautiefe

T

1.4 10" *pum
§57 107 Ppum:

1.4-107%um

V [g/N

25 26 27 28 29 30
Frequenz [Hz]

Abbildung 3.16: Variation der Rautiefe Rz: Verstirkungsfunktionen V' der Testanordnung zwi-
schen den Punkten 6 und 7 bei Variation der Rautiefe Rz.Angenommen wurde
ein Reibungskoeftizient von p = 0.3. Fiir die Schrauben 1, 3 und 5 wurden Vor-
spannkrafte von F 501,3,5 =10kN und fiir die Schrauben 2, 4 und 6 Schraubenvor-

spannkrifte von F502,476 =100N eingestellt.

Abbildung 3.16 zeigt Verstarkungsfunktionen V' der Testanordnung bei konstanten Schrau-
benvorspannkréften Fgo, einem konstanten Reibungskoeffizienten p und einer konstanten
Erregerkraftamplitude Fp, fiir verschiedene Rautiefen Ry. Das nichtlineare Normalkraftver-

halten ist abhéngig von der Rautiefe Rz. Ist die Oberflichenrauigkeit grof}; sind bei der
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gegebenen Schraubenvorspannkraft Fgo noch nicht alle Rauheitsspitzen abgeplattet. Damit
haben die Kontaktsteifigkeiten in Normalenrichtung ¢y und auch in tangentialer Richtung
cr noch nicht ihre Maximalwerte erreicht. Bei einer geringeren Rautiefe Rz sind bei der
gleichen Schraubenvorspannkraft Fgo die Rauheitsspitzen vollstdndig abgeplattet. Die Kon-
taktsteifigkeiten in Normalenrichtung ¢y und in tangentialer Richtung cg sind in diesem
Fall gleich der nominalen Kontaktsteifigkeiten cry und cpyg. Das Gesamtsystem bei einer
groBeren Rautiefe Ry ist gegeniiber dem Gesamtsystem bei einer geringeren Rautiefe Ry
weicher. In Abbildung 3.16 wurde die rote Verstarkungsfunktion V fiir eine Rautiefe von Rz
ist gleich 1,4 -10~%um berechnet. Die zugehorige Resonanzfrequenz liegt bei circa 26, 42Hz.
Fiir die Berechnung der blauen Verstarkungsfunktion V wurde eine wesentlich geringere
Rautiefe Rz von 1,4 -107%um angenommen. Die Resonanzfrequenz fiir die blaue Kennlinie

liegt gegeniiber der roten hoher, bei ungefihr 26, 65Hz.

3.3.6 Einfluss der héherfrequenten Kraftanteile

Vep [2/N]

1

26.5 27 27.5 28 28.5 29 29.5 30 30.5

Frequenz [Hz]

Abbildung 3.17: Verstiarkungsfunktionen der Testanordnung zwischen den Punkten 6 und 7 bei
Variation der Ordnung der beriicksichtigten hoherfrequenten Anteile der Kontakt-
krafte. Fiir die Schrauben 1, 3 und 5 wurden Vorspannkréfte von F 501,3,5 =10kN
eingestellt. Die Vorspannkréfte der Schrauben 2, 4 und 6 wurden ebenfalls vari-
iert. Gewédhlt wurden eine Rautiefe Rz von 4-10~6um und ein Reibungskoeffizient
w von 0.3. Die Erregerkraftamplitude Fso betragt 1N.
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Abbildung 3.17 zeigt Verstarkungsfunktionen der Testanordnung bei Beriicksichtigung ho-
herfrequenter Anteile in den Kontaktkraften und folglich auch in der Schwingungsantwort.
Der Begriff der Verstarkungsfunktion ist grundsétzlich fiir lineare Systeme definiert. Die
Verstarkungsfunktion gibt einen linearen Zusammenhang zwischen dem Eingangssignal, in
diesem Fall der Erregerkraft, und dem Ausgangssignal, hier der Beschleunigungsamplitude,
an. In dieser speziellen Grafik soll die Verstdrkungsfunktion der Zusammenhang zwischen
einer Erregerkraftamplitude und der betragsméaflig maximalen auftretenden Beschleunigung
wahrend einer Schwingungsperiode sein. Zu einer bestimmten harmonischen Erregung wer-
den mit der vorgestellten Berechnungsmethode die Fourierkoeffizienten der Beschleunigung
bis zu einer bestimmten Ordnung ermittelt. Aus den berechneten Fourierkoeffizienten wird
das Antwortsignal im Zeitbereich zusammengesetzt. Der betragsméflig maximale Ausschlag
dieses Antwortsignals in Relation zur Amplitude der erregenden Kraft sei die Verstarkungs-
funktion V.

Die schwarzen durchgezogenen Linien in Abbildung 3.17 sind die Verstarkungsfunktionen
der Testanordnung bei rein harmonischer Linearisierung des Systems. Die blau gestrichelten
Linien zeigen die Verstarkungsfunktionen bei Beriicksichtigung der héherfrequenten Anteile
zweiter Ordnung W g sin 27 und Wee cos 27. Die rot punktierten Graphen sind die Verstéar-
kungsfunktionen der Testanordnung zwischen den Punkten 6 und 7, unter Beriicksichtigung
Terme dritter Ordnung wgs sin 37 und W3 cos 37. Man sieht, dass die Terme zweiter Ord-
nung eine mafBgebliche Anderung der Verstirkungsfunktion bewirken. Vereinfachend wurde
zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten der Reibungskrifte angenommen, dass wéahrend
einer Periode eine konstante mittlere Normalkraft wirke (vergleiche Unterabschnitt 2.3.6).
Unter dieser Annahme enthélt das Frequenzspektrum der Reibungskrifte keine Anteile bei
27. Die Verdinderung des maximalen Beschleunigungsausschlages resultiert folglich rein aus
dem nichtlinearen Kontaktverhalten in Normalenrichtung. Eine Beriicksichtigung der Terme
g3 sin 37 und Wes cos 37 bewirkt kaum eine Anderung der maximalen Beschleunigungs-
antwort des Systems. Durch die Beriicksichtigung noch weiterer héherer Frequenzanteile

findet keine merkliche Verdnderung der Verstidrkungsfunktionen mehr statt.

82



4 Experimentelle Validierung

Zur Validierung der berechneten Ergebnisse wurden zwei kreisringférmige Probekorper ge-

fertigt und an einem Priifstand Resonanzkurven fiir die Testanordnung gemessen.

In Abschnitt 4.1 wird gezeigt, dass durch die Finite Elemente Modellierung die Dyna-
mik der Einzelteile der Testanordnung gut abgebildet wird. Dazu werden die Ergebnisse
einer experimentellen Schwingungsanalyse mit der Rechnung verglichen, beziehungsweise
die Materialeigenschaften der Finiten Elemente Modelle der Einzelteile so veréndert, dass
gemessene und berechnete Resonanzkurven gut iibereinstimmen. In EWINS (2000) werden
verschiedene Vorgehensweisen zur Durchfithrung einer experimentellen Schwingungsanalyse
beschrieben. Fiir eine Prifanordnung mit linearem Verhalten ist es mdéglich, die Resonanz-
kurven iiber Anregung mit einem so genannten Impulshammer zu bestimmen. Bei linearen
Systemen ist die Verstarkung durch die Struktur unabhéngig von der Hohe der erregenden
Kraft. Des Weiteren reagiert ein lineares System bei harmonischer Anregung nur mit der
gleichen Frequenz wie die des anregenden Signals. Das dynamische Verhalten der Einzelteile
der Prifanordnung kann als linear angesehen werden. Das System wird an dem gewiinsch-
ten Erregerpunkt durch einen Schlag mit dem Impulshammer angeregt. Ein im Impuls-
hammer integrierter Kraftsensor misst den anregenden Kraftstofl. Ein idealer Kraftstof,
der als Rechteckimpuls angesehen werden kann, enthilt bei Zerlegung in eine Fourierrei-
he das gesamte Frequenzspektrum. Durch die Zerlegung des gemessenen Impulses in eine
Fourierreihe kann die jeweilige Anregung der Struktur an diskreten Frequenzen ermittelt
werden. An jenem Punkt der Testanordnung an dem die Antwort gemessen werden soll wird
ein Beschleunigungssensor angebracht. Das gemessene Antwortsignal wird ebenfalls in eine
Fourierreihe zerlegt. Damit kann jeder Erregerfrequenz die entsprechende Beschleunigungs-

antwort zugeordnet werden.

In Abschnitt 4.2 wird dargestellt wie die Schraubenvorspannkréfte wihrend der experi-

mentellen Schwingungsanalyse gemessen werden.

In Abschnitt 4.3 wird gezeigt, dass die berechnete statische Normalkraftverteilung qua-

litativ durch Messung der Druckverteilung mit drucksensitiven Folien bestétigt werden kann.
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In Abschnitt 4.4 werden die mit dem vorgestellten Naherungsverfahren berechneten Er-
gebnisse mit Resultaten einer experimentellen Schwingungsanalyse verglichen. Bei nichtli-
nearen System, wie dem der betrachteten gekoppelten Strukturen, ist eine Messung mit
dem Impulshammer nicht zuléssig, da die Verstarkungsfunktion zwischen zwei Punkten un-
ter anderem abhéngig von der Hohe der Erregerkraft ist. Wird ein nichtlineares System
harmonisch erregt, setzt sich das Antwortsignal bei Fourierzerlegung neben einem Anteil
bei der erregenden Frequenz auch durch Anteile bei hoherharmonischen Frequenzen zusam-
men. Um die Verstarkung fiir eine bestimmte Erregerkraft zu ermitteln, kann die Priifan-
ordnung durch einen Schwingerreger mit einer definierten Erregerkraft bei diskreten Erre-
gerfrequenzen angeregt werden. Zu einer bestimmten Frequenz kann wiederum mit einem
Beschleunigungssensor die Antwort an einem bestimmten Punkt der Prifanordnung gemes-
sen werden. Das gemessene Antwortsignal kann durch Fourierzerlegung wieder in einzelne
Frequenzanteile zerlegt werden. Als Verstirkung wird nur das Verhéltnis des Anteils der

Beschleunigungsantwort bei der Erregerfrequenz zur Erregerkraftamplitude verstanden.

4.1 Schwingungsanalyse der Einzelteile

Um das gerechnete Schwingungsverhalten der beiden verschraubten, kreisringformigen Pro-
bekorper mit der Messung vergleichen zu konnen, wurde vorab das dynamische Verhalten
der beiden Einzelteile gemessen. Anschlieflend wurde das dynamische Verhalten der Finite
Elemente Modelle an diese Messungen angepasst. Es wurden die Resonanzkurven der bei-
den Einzelkoérper durch Anregung mit einem Impulshammer gemessen, und es wurden die
Resonanzkurven der Finiten Elemente Modelle der beiden Einzelteile berechnet. Es erfolgte
eine Anpassung der Eigenfrequenzen der Finiten Elemente Modelle der beiden Einzelkorper
an die Messung durch Veranderung des Elastizitdtsmoduls. Des weiteren sind die Parameter
a und f des Rayleigh-Ansatzes (siehe Gleichung 2.42), durch den die viskose Strukturddmp-
fung der Einzelteile angendhert wird, laut BATHE (2002) bestimmt worden. Abbildung 4.1
und Abbildung 4.2 zeigen die gemessenen und die berechneten Resonanzkurven der beiden
einzelnen kreisringformigen Priifkérper. Fiir den oberen, frei beweglichen kreisringférmigen
Teil wurde ein Elastizitdtsmodul von E = 1.95 - 101! N/m2 und fiir den unteren, fest einge-
spannten Teil ein Elastizitdtsmodul von E = 1.9-10'! N/m? bei der Modellierung verwendet.
Fiir die Dichte von Stahl ist ein Wert von p = 7850keg/m3 angenommen worden. Durch
die Finiten Elemente Modelle wird das Schwingungsverhalten der beiden Einzelteile gut
abgebildet. Die Abweichungen der berechneten zu den gemessenen Eigenfrequenzen liegen
im betrachteten Bereich fiir den unteren, eingespannten Korper unter 0.81% und fiir den

oberen, frei beweglichen Korper unter 1.78%. Zur Bestimmung der Koeffizienten o und 3
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Abbildung 4.1: Vergleich der gemessenen und der berechneten Resonanzkurven des unteren kreis-
ringférmigen, eingespannten Teils (Testkorper 1). Fir das Finite Elemente Mo-
dell wurde ein Elastizititsmodul von E = 1.95 - 10! N/m? und eine Dichte von
p = 7850 ke/m? verwendet. Aus dem Abgleich der Messung mit der Berechnung im
hoherfrequenten Bereich ergaben sich fiir die Parameter der Rayleigh Dampfung
a=20und S =7-10"8.

des Rayleigh-Ansatzes wurden alle Ubertragungsfunktionen zwischen den einzelnen defi-
nierten Messpunkten der Testanordnung verwendet. Fiir die Ermittlung der Koeffizienten
«a und (3 sind nur die Eigenfrequenzen gréfler 300Hz beriicksichtigt worden, da die Verlaufe
der Resonanzkurven der darunter liegenden Eigenfrequenzen durch die Messung mit dem
Impulshammer zu ungenau aufgelost werden. Die Koeffizienten o und 3 fiir den fest einge-
spannten Einzelteil sind hoher als die fiir den frei beweglichen Teil. Dies kommt daher, da in
der Einspannstelle des unteren kreisringformigen Teils bereits Filigestellenddmpfung auftritt.

Diese wird durch die Strukturdampfung mitberiicksichtigt, beziehungsweise angenéhert.
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Abbildung 4.2: Vergleich der gemessenen und der berechneten Resonanzkurven des oberen, kreis-
ringférmigen, frei beweglichen Teils (Testkorper 2). Fiir das Finite Elemente Mo-
dell wurde ein Elastizititsmodul von E = 1.9 - 10" N/m? und eine Dichte von
p = 7850 ke/m? verwendet. Aus dem Abgleich der Messung mit der Berechnung im
hoherfrequenten Bereich ergaben sich fiir die Parameter der Rayleigh Dampfung
a=15und g =2-1078.

4.2 Schraubenvorspannkrafte

Es soll das Dampfungsverhalten miteinander verschraubter, elastischer Kérper mit ebenen,
rauen Kontaktflichen aufgrund der Reibung im Kontakt bei bestimmten Schraubenvor-
spannkraften berechnet werden. Um die Rechnung zu validieren miissen auch wahrend der
Messung der Resonanzkurven der Probekorper die Schraubenvorspannkrafte gemessen wer-
den. Um die Schraubenvorspannkrifte zu ermitteln wurden spezielle Messschrauben gefer-
tigt (sieche Abbildung 4.3). Um eine definierte Kontaktfliche zwischen dem Schraubenkopf
und der Testanordnung zu erzielen, wurden keine Standardschrauben, sondern eigens gefer-
tigte Schrauben verwendet. Im Schraubenschaft dieser Messschrauben wurden Dehnmess-

streifen zum Messen der Vorspannkrifte eingeklebt. Um eine definierte Auflagefliche zu
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Abbildung 4.3: Applikation der Dehnmessstreifen im Schraubenschaft

erzielen, muss besonderes Augenmerk auf den Rundlauf dieser gelegt werden. Des Weiteren
muss die Lage des Dehnmessstreifen zum Schraubenschaft moglichst genau festgelegt wer-
den, um die Schraubenvorspannkraft so genau wie moglich messen zu kénnen. Die Genau-
igkeit der Dehnmessstreifen betrigt 1% vom Messbereichsendwert und somit circa +100N.
Die Rautiefe Ry der Auflagefliche der Schraubenképfe wurde mit Hilfe eines Oberflichen-

messgerites gemessen. Sie betragt im Mittel fiir die sechs Schrauben 16um.

4.3 Flachenpressung im Kontakt

Um die berechnete Fléchenpressung in der Kontaktfliche aus der Finite Elemente Simulati-
on zu validieren wurde diese mit drucksensitiven Folien an der Priifanordnung gemessen. Es
wurden drucksensitive Folien der Firma FUJIFILM verwendet. Ab einem gewissen Druck
zerplatzen in der Folie integrierte Farbpatronen und kennzeichnen somit die Stellen an denen
dieser Schwellendruck iiberschritten wird. Um zumindest qualitativ die Fldchenpressung zu
verifizieren wurden fiir die Messung drei Folien mit einem unterschiedlichen Messbereich
verwendet. In Abbildung 4.4 sind die drucksensitiven Folien nach einer Belastung durch
die Schraubenvorspannkraft Fgo von 10kN dargestellt. Der gestrichelte Kreis markiert auf
den Folien der drei Messungen die Auflagefliche des Schraubenkopfes. In Abbildung 4.4c
wurde die Folie mit dem ho6chsten Messbereich von 10 Mega-Pascal bis 50 Mega-Pascal

verwendet. Man sieht, dass auf die gesamte Auflagefliche unterhalb des Schraubenkopfes
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‘ Folientyp | Messbereich [MPa] |
Super Low Pressure (LLW) 0.5-2.5
Low Pressure (LW) 2.5-10
Medium Pressure (MW) 10-50

Tabelle 4.1: Typen drucksensitiver Folien von FUJIFILM

| B

(a) 0.2-2.5MPa (b) 2.5-10MPa (c) 10-50MPa

Abbildung 4.4: Mit drucksensitiven Folien gemessene Flachenpressung im Kontakt bei einer
Schraubenvorspannkraft von Fsg = 10kN. Es wurden Folien von FUJIFILM mit
unterschiedlichen Messbereichen verwendet

ein groferer Druck, als der maximale Druck von 50 Mega-Pascal wirkt. In Abbildung 4.4b
wurde eine Folie mit dem néchsten, kleineren, verfiigharen Messbereich verwendet. Es ist
ersichtlich, dass auch auflerhalb des Schraubenkopfes der Druck in einem Teil der Kontakt-
flache zumindest 10 Mega-Pascal erreicht. Vergleicht man die gemessene Druckverteilung
in Abbildung 4.4b mit der gemessenen Druckverteilung in Abbildung 4.4a, wobei hier fir
die Messung eine drucksensitive Folie mit dem néchsten, noch kleineren, verfiigharen Mess-
bereich verwendet wurde, so sieht man, dass in etwa der gleiche Bereich eingefarbt wird.
Daraus lédsst sich schlieflen, dass der Druck auflerhalb der rot eingefarbten Zone rasch ab-
fallt. Dieses Messergebnis bestétigt qualitativ die Resultate aus der Kontaktrechnung mit
ANSYS®.

4.4 Schwingungsanalyse der beiden verschraubten
kreisringformigen Probekorper

Zur Validierung der Ergebnisse aus der Simulation wurde ein Priifstand (sieche Abbildung 4.5
und Abbildung 4.6) konzipiert. Die beiden miteinander verschraubten kreisringférmigen

Priifkorper werden mit einem Schwingerreger angeregt. Es muss sichergestellt werden, dass

die Erregerkraft sinusformig mit konstanter Amplitude ist. Um zu gewédhrleisten, dass die
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Abbildung 4.5: Priiffanordnung — @ Priifkérper @ Messschrauben @ Schwingungsfundament
@ Schwingerreger@ Stinger @ Kraftsensor@ Beschleunigungssensor.

Erregerkraft nur in z-Richtung wirkt, wird diese iiber einen langen, biegeweichen Stab, einen
so genannten Stinger eingeleitet. Direkt an der Einleitungstelle wird die Kraft mit einem
piezoelektrischen Sensor gemessen. Das gemessene Ladungssignal wird verstirkt und das
Spannungsignal zur Speisung des Shakers geregelt und mit einem Leistungsteil verstarkt.
Die Beschleunigungsantwort an bestimmten Punkten der Testanordnung wird ebenfalls mit
piezoelektrischen Sensoren gemessen. Der fiir die Schraubenvorspannkréifte repriasentative
Spannungsabfall an den Dehnmessstreifen der Messschrauben wird mit einem Spannungs-

verstéirker verstarkt und die Schraubenvorspannkréfte an einem PC visualisiert.

Abbildung 4.7 zeigt den Vergleich zwischen gemessener und berechneter Verstirkungs-
funktion V' und Phasenlage ¢ der Priifanordnung zwischen den Messpunkten 6 und 7.
Es wurde ein Frequenzbereich zwischen 20 und 550 Hertz untersucht. Erregt wurde mit
einer Erregerkraftamplitude Fpo von 0,3N. Alle Schrauben wurden mit einer Kraft von
ﬁ’5017273747576 =4,5kN vorgespannt. Man sieht, dass die berechneten und die gemessenen Ei-
genfrequenzen der gekoppelten Struktur absolut betrachtet vor allem im niederfrequenten

Bereich gut iibereinstimmen (vergleiche auch Tabelle 4.2). Die relative Abweichung der
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Abbildung 4.6: Priifstandsaufbau 7@ Schwingerreger@ Leistungsverstérker fiir den Schwinger-
reger @ System zur Regelung der Erregerkraft und zur Aufzeichnung der Signale

der Beschleunigungsaufnehmer @ Laptop zur Auswertung der Erregerkraft- und
Beschleunigungssignale @ Spannungsverstéarker fiir Signale der Messschrauben
@ PC mit Messkarte zur Visualisierung der Schraubenvorspannkréfte.

einzelnen gemessenen und berechneten Eigenfrequenzen ist groffenordnungsméflig iiber den
gesamten Frequenzbereich circa gleich grof. Auch die Formen der gemessenen und die der
berechneten Frequenzkennlinien stimmen gut iiberein. Sowohl die gemessenen, wie auch die
berechneten Graphen sind in dieser Abbildung zu grob aufgelost, so dass keine Aussage
gemacht werden kann, wie gut die Hohe der gemessenen Amplituden durch die Simulation
wiedergegeben werden. Um eine Aussage dariiber machen zu koénnen, wie gut die Héhe
der Amplituden mit dem vorgestellten Verfahren berechnet werden kann, wurde die erste
Eigenfrequenz der Testanordnung detaillierter betrachtet (siche Abbildung 4.8). Die Test-
anordnung wurde mit einer Erregerkraftamplitude FEO von 0,2N in einem Frequenzbereich
von 20Hz bis 30Hz im Punkt 7 angeregt. Drei der sechs Schrauben wurden mit 8kN vorge-
spannt. Die Vorspannkraft der restlichen drei Schrauben wurde variiert. Man kann erkennen,
dass die Verschiebung der Eigenfrequenz durch die Erhéhung der Schraubenvorspannkraft
gut wiedergegeben wird. Die Abnahme der Reibungsddmpfung bei Erhohung der Schrau-
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Abbildung 4.7: Gemessene und berechnete Verstarkungsfunktion V' und Phasenverschiebung ¢ der
beiden miteinander verschraubten, kreisringférmigen Probekdrper, bei einer Erre-
gerkraftamplitude F 'mo von 0,3N und Schraubenvorspannkréften F301,2,3,4,5,6 von
4,5kN. Fiir die Rechnung wurde eine gemessene, Rautiefe Rz von 4um verwendet
und ein Reibungskoeffizienten p von 0,1 angenommen.

benvorspannkréfte ist in der Berechnung wesentlich hoher als diese gemessen wurde. Der
vermutliche Grund dafiir liegt in der Vereinfachung, dass allein jene Kontaktknotenpaare die
in der Berechnung der dynamischen Systemantwort Beriicksichtigung finden, die sich bereits
bei Berechnung der statischen Normalkraftverteilung in den Kontaktflichen beriihren. Wah-
rend der Schwingung des Systems kénnen jedoch zusétzliche Bereiche in Kontakt treten, die
bei rein statischer Betrachtung klaffen. In Abbildung 4.9 sind die Verstdrkungsfunktionen
fiir verschiedene Schraubenvorspannkrifte dargestellt. Weiters sind alle Kontaktknotenpaa-
re, auch jene die sich laut der statischen Berechnung nicht beriihren, dargestellt. Es wurde
tiberpriift, ob durch die dynamische Anregung zusétzliche, einander zugeordnete Knoten in

Kontakt treten. Die Frequenzbereiche in denen zusédtzlicher Kontakt auftreten wiirde sind
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Messung [Hz] | Rechnung [Hz] | abs. Fehler [Hz] | rel. Fehler [%] |

27.8 29.5 -1.7 6.1
63.2 64.9 -1.7 2.7
188.6 173.8 14.8 7.8
315.3 301.5 13.8 4.4
510.0 471.9 38.1 7.4

Tabelle 4.2: Vergleich gemessene und berechnete Eigenfrequenzen.

10° ! ! ! ! !

V [g/N]

-1 ; ; ; ; ;
27 27.5 28 28.5 29 29.5 30

Frequenz [Hz]

Abbildung 4.8: Gemessene (blau durchgezogen) und berechnete (rot gestrichelt) Verstarkungs-
funktionen V' der beiden miteinander verschraubten, kreisringférmigen Probekdor-
per, bei einer Erregerkraftamplitude Fro von 0,2N. Die Schraubenvorspannkraf—
te F 502,4,6 wurden variiert. Die Schraubenvorspannkréfte F 501,3,5 waren bei allen
Messungen und Rechnungen 8kN. Fiir die Rechnung wurde eine gemessene, Rautie-
fe Rz von 4um verwendet und ein Reibungskoeffizienten p von 0,08 angenommen.

in den Verstdrkungsfunktionen markiert. Es ist auch die Lage dieser zusétzlichen Kontakt-
knoten in der Kontaktfliche eingezeichnet. Es ist klar ersichtlich, dass zusétzlicher, aus der
periodischen Anregung resultierender Kontakt vor allem in der Nihe der Resonanzfrequenz
auftritt. Die geometrische Lage dieser Kontaktknotenpaare ist in der Néhe der Einspann-
stelle des unteren kreisringférmigen Korpers. Die dort auftretenden mittleren Normalkréfte
sind relativ gering. Eine grofle Ddmpfungswirkung in der Fiigestelle ist jedoch vor allem in

Bereichen mit niedrigen Normalkraften gegeben (vergleiche Abbildung 3.13). Somit liegt die
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Vermutung nahe, dass bei Miteinbeziehen dieser zusétzlichen Kontakte in die Berechnung
die Verstarkung V niedriger gegeniiber der aktuellen Berechnung, ohne die Beriicksichtigung
dieser Kontakte, ist.

Aus Tabelle 4.2 erkennt man des Weiteren, dass die berechneten Eigenfrequenzen tendenziell
zu niedrig sind. Bei Beriicksichtigung der zusétzlichen, durch die dynamische Beanspruchung
verursachten Kontakte wiirde das berechnete System steifer sein.

An dieser Stelle muss angemerkt werden, dass man durch die groen Gradienten der Normal-
kraftverteilung in der Kontaktfliche an die Grenzen des vorgestellten Berechnungsverfahren
stofft. In den Arbeiten von SEXTRO (1997), PANNING (2005) und SEXTRO (2007) wurde
jedoch ausgefithrt, dass bei gleichméfligen, flichigem Kontakt mit dem Verfahren der har-
monischen Balance eine gute Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung gegeben
ist. Unter Vernachlassigung der hoherfrequenten Anteile entspricht die vorgestellte Berech-
nungsmethode dem Verfahren der harmonischen Balance.

Fiir den Vergleich zwischen den gemessenen und den berechneten Resonanzkurven wurden
die hoherfrequenten Anteile der Kontaktkrifte und des Weiteren der Beschleunigungsant-
wort nicht beriicksichtigt. Der Grund liegt darin, dass mit dem verwendeten Messsystem
zur Ermittlung der Resonanzkurven ebenfalls die héherfrequenten Anteile der Schwingungs-

antwort keine Beriticksichtigung finden.
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Abbildung 4.9: Einander zugeordnete Kontaktknotenpaare, die sich bei der statischen Kontakt-
rechnung nicht berithren, jedoch wéhrend der Schwingung in Kontakt treten. Fiir
verschiedene Schraubenvorspannkréifte ist jeweils der Frequenzbereich, sowie die
Lage der Knotenpaare in denen der zusatzliche Kontakt, der aufgrund der dyna-
mischen Belastung auftreten wiirde, markiert.
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5 Schwingungsverhalten eines
Werkzeughalters mit integriertem
Reibungsdampfungselement

Um bei Werkzeugmaschinen zwischen verschiedenen Werkzeugen zur Bearbeitung eines
Werkstiicks rasch wechseln zu koénnen, werden Werkzeughalter in der Art von Revolver-
scheiben verwendet. Diese Revolverkopfe kénnen am Umfang verteilt eine Vielzahl von
Werkzeugen aufnehmen. Durch Rotation des Werkzeughalters kann je nach Bearbeitungs-
schritt ein anderes Werkzeug in Eingriff mit dem Werkstiick gebracht werden. Ein Nachteil
bei dieser Ausfithrung von Werkzeughaltern ist, dass diese vergleichsweise massiv und steif
ausgefithrt werden miissen. Die je nach Werkzeug und Bearbeitungsschritt auftretenden
Bearbeitungskrafte miissen vom Werkzeughalter aufgenommen werden. Der Reduktion der
Steifigkeit des Werkzeughalters steht die Forderung entgegen, das Werkzeug positionsgenau
am Werkstiick beziehungsweise gegeniiber dem Werkstiick zu halten, um damit eine ho-
he Bearbeitungsqualitit und Oberflichenqualitdt des Werkstiicks garantieren zu koénnen.
Derartige Werkzeughalter sind kostenintensiv zu fertigen und lassen aufgrund der grofien
Trigheit relativ kleine Vorschubgeschwindigkeiten zu!.

Zu den oben genannten Anforderungen, die sich im Wesentlichen durch Erhéhung der stati-
schen Steifigkeit realisieren lassen, ergeben sich noch weitere Forderungen an das dynamische
Verhalten von Werkzeugmaschinen. In WECK und BRECHER (2006) werden die verschie-
denen Anregungsmechanismen von Werkzeugmaschinen erlautert. Im Wesentlichen wird
zwischen Fremderregung und Selbsterregung unterschieden.

Fremderregte Schwingungen sind dadurch gekennzeichnet, dass Schwingungen mit der Er-
regerfrequenz bei periodischer Anregung und Schwingungen mit Eigenfrequenzen bei stof}-
artiger Anregung an der Werkzeugmaschine auftreten. Ursachen fiir Fremderregung kon-
nen schadhafte oder ungenau gefertigte Maschinenelemente, wie Unwuchten, Lagerfehler
und Zahneingriffsstole sein. Wechselnde Schnittkréafte, zum Beispiel durch unterbrochenen
Schnitt, verursachen ebenfalls erzwungene Schwingungen. Erzwungene Schwingungen lassen
sich meist durch Beseitigung der Stérquelle oder Verdnderung der Anregungsfrequenz auf

ein akzeptables Ausmaf reduzieren.

lygl. PAT AT NR 2BA436/2009
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Selbsterregte Schwingungen sind dadurch charakterisiert, dass die Werkzeugmaschine mit
einer Eigenfrequenz oder mit mehreren Eigenfrequenzen schwingt, wobei keine dufleren Kraf-
te auf das System Werkstiick-Werkzeug wirken. Als eine der Ursachen wird in WECK und
BRECHER der Regenerativeffekt genannt. In Abbildung 5.1 wird dieser Effekt anhand ei-
nes Drehvorgangs prinzipiell erklart. Beim ersten Eingriff des Drehmeiflels wird das Sys-
tem durch einen Kraftsto§ zu Schwingungen mit zumindest einer Eigenfrequenz angeregt.
Durch diese Schwingungen entstehen kleine Wellen auf der Werkstiickoberfliche. Nach ei-
ner Umdrehung wird diese wellige Oberfliche vom Meiflel abgespannt und durch die nun
auftretende Varianz des Spanquerschnittes erneut zu Schwingungen in der Eigenfrequenz
angeregt. Reicht die Systemddampfung zur Beruhigung dieser Schwingungen nicht aus wird
der Zerspanungsprozess instabil. Man spricht von regenerativem Rattern. Das Resultat ist
eine wellenférmige Ausbildung der Oberflache (siehe Abbildung 5.2).

3
77

Abbildung 5.1: Selbsterregte Schwingungen verursacht durch den Regenerativeffekt am Beispiel
einer Drehmaschine.

Abbildung 5.2: Rattermarken: wellenférmige Werkstiickoberfliche!

"Mttp://www.wzl.ruth-aachen.de/de/7580cb7d2442cb22c1266£b200470a45_projekte.htm (03.10.2009)
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5 Schwingungsverhalten eines Werkzeughalters mit integriertem

Reibungsddmpfungselement

Ziel des Patentes PAT AT NR 2BA436/2009 ist es, Werkzeughalter weniger massiv
auszufithren, um héhere Schnittgeschwindigkeiten zu erzielen und groflere Spanquerschnitte
bei der Zerspanung ohne die Bildung von Rattermarken zu ermdéglichen. Trotz der daraus
resultierenden reduzierten Steifigkeit soll die Fertigungsgenauigkeit erhalten bleiben. Um
die Qualitat der gefertigten Oberflichen sicherzustellen sollen Schwingungsamplituden des
Werkzeughalters in dessen Eigenfrequenzen so gering wie moglich gehalten werden. Durch
Integration eines Reibungsddmpfungselements in die Revolverscheibe sollen die Schwin-
gungsamplituden reduziert und damit die Entstehung von Rattermarken am Werkstiick
verhindert werden. In Abbildung 5.3 ist ein Schnitt durch einen derartigen Revolverkopf
dargestellt. Dieser besteht aus dem Werkzeughalter. Konzentrisch zur Drehachse des Werk-
zeughalters ist eine Platte angebracht. Diese liegt auf einer kreisringformigen Fliche am
Werkzeughalter auf. Es wird eine gleichméflige Druckverteilung in dieser Kontaktfliche rea-
lisiert. Der Anpressdruck mit dem diese Ddmpfungsplatte auf den Werkzeughalter gedriickt
wird kann tiber Schrauben eingestellt werden. Der Druck kann so definiert eingestellt und

damit etwaig auftretende Schwingungen gezielt reduziert werden.

Abbildung 5.3: Werkzeughalter mit integriertem Reibungsdémpfungselement1@ Werkzeughal-
ter @Reibungsdéimpfer @ Einstellschrauben @ dédmpfende Kontaktflache

In einem speziellen Fall mussten Rattermarken auf der Werkstiickoberfliche festgestellt
werden. Aufgrund der Wellenldnge der Rattermarken konnte diagnostiziert werden, dass
die Frequenz der fiir die schlechte Oberfliche verantwortlichen, an der Werkzeugmaschi-
ne auftretenden Schwingungen einer Eigenfrequenz des Revolverkopfes entspricht. Durch

Applikation eines im Werkzeughalter integrierten Reibungsdédmpfers sollten die Schwin-

'PAT AT NR 2BA436,/2009
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gungsamplituden des Revolverkopfes reduziert und damit die Ausbildung einer wellenfor-
migen Werkstiickoberfliche unterbunden werden. Eine Unbekannte bei der Integration des
Reibungsdéampfers ist der optimale Anpressdruck der Dampfungsplatte auf den Werkzeug-
wechselkopf. Dieser wurde mit Hilfe des in dieser Arbeit vorgestellten Berechnungsverfahrens

ermittelt. Untersucht wurden die ersten beiden Biegeeigenformen des Werkzeughalters. Die-
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Abbildung 5.4: Nachgiebigkeit des Werkzeughalters mit integriertem Reibungsdampfer, abhingig
vom Anpressdruck [bar] der Dampfungsplatte.

se beiden Schwingungsformen liegen aufgrund gewisser Symmetrien des Revolverkopfes im
Frequenzspektrum knapp nebeneinander. In Abbildung 5.4 ist die Nachgiebigkeit des Re-
volverkopfes in Vorschubrichtung im Frequenzbereich von 650 Hz bis 950 Hz dargestellt. Als
Erregung wurde eine konstante Schnittkraft von 600N, sowie Schnittkraftschwankungen F
von 300N in dieser Richtung angenommen. Die Erregerkraft wurde an der Werkzeugspitze
eingeleitet, wobei das Werkzeug selbst starr und der Werkzeughalter elastisch modelliert
wurden. Die Schwingungsantwort wurde an einem Punkt an der um 180° versetzt liegenden

Werkzeugaufnahme des Revolverkopfes ermittelt. Fiir die Berechnungen wurde ein Rei-
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bungskoeffizient p von 0,15 und eine Rautiefe Rz von 4um angenommen. Variiert wurden
die Schraubenvorspannkriifte Fig und damit die Flichenpressung in der kreisringférmigen
Kontaktfliche. Aufgrund der Berechnungen konnte die Empfehlung gegeben werden, dass
die Schwingungsamplituden bei einer Flachenpressung von circa 19bar am geringsten wer-
den und damit der Reibungsdampfer optimal wirkt. Versuche im konkreten Anwendungsfall
haben gezeigt, dass mit diesem Richtwert fiir die Flachenpressung die Schwingungen aus-
reichend gering gehalten werden kénnen und dass damit tatséchlich eine ausreichend gute
Oberflachenqualitdt am Werkstiick erzielt wird. Nachdem die Prototyp-Anordnung positiv
bewertet wurde, wurden vier weitere derartige Revolverscheiben konzipiert und ausgeliefert.

Diese sind beim Kunden erfolgreich im Einsatz.
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6 Zusammenfassung

Die meisten technischen Systeme bestehen aus mehreren Einzelteilen, die miteinander ge-
koppelt sind. Unter anderem werden in Mehrkérpersystemen die einzelnen Teile durch Ver-
schraubung miteinander verbunden. Reale Kontaktflichen haben immer eine gewisse Ober-
flichenrauheit. Bei dynamischer Belastung des Systems kommt es zu einer Relativverschie-
bung dieser Kontaktflichen gegeneinander und damit zu Energiedissipation im Kontakt. Ziel
dieser Arbeit ist die Berechnung der eingeschwungenen Systemantwort elastischer, miteinan-
der verschraubter Korper mit ebenen, jedoch rauen Kontaktflachen bei einer harmonischen

Anregung.

Basis fiir die Berechnung der Systemantwort elastischer, miteinander verschraubter Kor-
per mit ebenen und rauen Kontaktflichen sind Finite Elemente Modelle der Einzelteile.
Finite Elemente Modelle sind durch eine grofie Anzahl von Freiheitsgraden, den Knotenver-
schiebungen, gekennzeichnet. Die grole Anzahl dieser Freiheitsgrade hat lange Rechenzeiten,
insbesondere bei nichtlinearen Einfliissen, zur Folge. Durch geeignete Reduktion der Frei-
heitsgrade der Einzelteile wird die Voraussetzung fiir einen schnellen Berechnungsalgorith-
mus zur Ermittlung der Systemantwort des gekoppelten Systems bei zundchst periodischer
Anregung geschaffen. Die Reduktion der Freiheitsgrade erfolgt in dieser Arbeit durch mo-

dale Kondensation.

Die Koppelung der modal reduzierten Finiten Elemente Modelle der Einzelteile erfolgt
iiber Kréfte die an den Knoten eingeleitet werden. Es wird ein Kontaktmodell verwendet,
das einen Zusammenhang zwischen der Relativverschiebung zweier Kontaktpunkte und den
daraus resultierenden Kontaktkréften herstellt. Parameter die dieses Kontaktverhalten be-
einflussen sind der Reibungskoeffizient, die Rautiefen der beiden Kontaktflichen, die Vertei-

lung der einzelnen Rauheitsspitzen, sowie eine Elastizitit die dem Kontakt zugeordnet wird.

Die Bestimmung der Systemantwort des gekoppelten, nichtlinearen Systems im Zeit-
bereich benétigt relativ hohe Rechenzeiten. Parameterstudien, beziehungsweise die Opti-
mierung des Systems hinsichtlich des dynamischen Verhaltens durch gezielte Verdanderung

einzelner Kontaktparameter sind auf diese Weise in vertretbarer Zeit nicht moglich. Mit
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Hilfe des Verfahrens von Ritz und Galerkin gelingt es vergleichsweise schnell eine N&he-
rungslosung der eingeschwungenen Systemantwort elastischer, miteinander verschraubter
Korper mit eben, rauen Kontaktflichen bei harmonischer Anregung im Frequenzbereich
zu ermitteln. Bei der Berechnung der Systemantwort kénnen auch héherfrequente Anteile
der Schwingungsantwort, resultierend aus den nichtlinearen Kontaktkraften beriicksichtigt
werden. Die Flachenpressung, beziehungsweise die Normalkraftverteilung in den Kontaktfla-
chen, aufgrund der statischen Schraubenvorspannkréfte wird mit Hilfe eines Finiten Elemen-
te Programms berechnet und findet Eingang in die Ermittlung der dynamischen Systemant-
wort, der gekoppelten, elastischen Strukturen. Aufgrund vereinfachender Annahmen wird es
moglich, die bei der Berechnung des gekoppelten Systems bendtigten Fourierkoeffizienten
der nichtlinearen Kontaktkréfte, abhédngig von den Verschiebungsamplituden der Kontakt-
knoten, vor der Losung des Gesamtsystems zu berechnen und in Kennfeldern abzulegen.
Damit wird es moglich, die eingeschwungene Systemantwort in einem weiten Frequenzbe-

reich in kurzer Zeit zu berechnen.

An einem konkreten Beispiel wurde untersucht, wie sich Verdnderungen der Schrauben-
vorspannung und der Erregerkraftamplitude auf das Schwingungsverhalten der nichtlinear
gekoppelten, elastischen Struktur grundsétzlich auswirken. Des Weiteren wurde der Einfluss
der Rautiefe und Reibungskoeffizienten, die im Wesentlichen die Kontaktfliche charakterisie-
ren, untersucht. Es wurden die Resonanzkurven fiir ein konkretes Beispiel mit zunehmender
Ordnung der beriicksichtigten hoherfrequenten Anteile der nichtlinearen Kontaktkréfte be-

rechnet.

In einem Experiment wurde das Schwingungsverhalten zweier miteinander verschraubter
Korper bei harmonischer Anregung gemessen. Bei diesen Messungen wurde die Vorspann-
kraft der Schrauben variiert. Aufgrund des Vergleichs der gemessenen und berechneten Re-
sonanzkurven der Testanordnung kann gesagt werden, dass die Eigenfrequenzen, sowie die
Verschiebungen der Eigenfrequenzen im Frequenzspektrum aufgrund der Verdnderung der
Schraubenvorspannkrifte durch die Simulation gut wiedergegeben werden. Die gemessenen
Amplituden in den Resonanzfrequenzen, sowie deren Verdnderung aufgrund verschiedener
Schraubenvorspannkriéfte weichen jedoch von den berechneten Amplituden ab. Als Ursache
dafiir werden die groflen Gradienten der Flachenpressung in der Kontaktfliche angesehen.
Untersuchungen haben gezeigt, dass die Pressungen in der Kontaktfliche unterhalb der
Schraubenkopfe sehr grof3 sind, daneben rasch abnehmen und die restliche Kontaktflache
iiber weite Bereiche klafft. In den dynamischen Berechnungen werden nur Bereiche der
Kontaktflache, in denen bereits durch die Vorspannung der Schrauben Kontakt auftritt,

beriicksichtigt. Jene Bereiche, die erst durch Schwingungen in Kontakt treten, werden nicht
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in die Berechnung der dynamischen Systemantwort mit einbezogen. Die Beriicksichtigung
dieser zusétzlichen Kontaktbereiche stellt eine Herausforderung bei der Berechnung der Na-
herungslésung dar, da sich das urspriinglich betrachtete System wéhrend der Berechnung
verédndert und somit Unstetigkeiten auftreten. Arbeiten von SEXTRO (1997), SEXTRO (2007)
und PANNING (2005) haben jedoch gezeigt, dass bei gleichméafiigem, flichigem Kontakt eine
gute Berechnung des Schwingungsverhaltens der gekoppelten Strukturen mit dem Verfah-
ren der harmonischen Balance moglich ist. Das Verfahren der Harmonischen Balance ist ein
Spezialfall der vorgestellten Methode, unter der Annahme dass nur Schwingungsanteile der

Grundharmonischen in der Systemantwort berticksichtigt werden.

In einem Projekt mit WFL Millturn Technologies GmbH&Co.KG wurde das vorgestell-
te Berechnungsverfahren zur Ermittlung der eingeschwungenen Systemantwort nichtlinearer
gekoppelter Strukturen zur Auslegung eines in einen Werkzeughalters integrierten Reibungs-
dampfers angewendet. Mit der aus der Berechnung ermittelten, zur Dampfung von selbster-
regten Schwingungen der Revolverscheibe optimalen, Flachenpressung konnten urspriinglich

am Werkstiick auftretende Rattermarken vermieden werden.
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