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Einleitung

Asiatische Optionen sind spezielle exotische Optionen, deren Auszahlungswert nicht
nur vom Schluffkurs des Basiswertes abhéingig ist, sondern auch von der Kursentwick-
lung bis zu diesem Zeitpunkt. Diese Eigenschaft erschwert die Bewertung solcher Op-
tionen. Im Allgemeinen kann der faire Preis nur durch Monte Carlo Simulation oder

durch numerische Verfahren bestimmt werden.

In dieser Arbeit wird eine Methode vorgestellt, bei der der Preis einer asiatischen
Option durch numerische Fouriertransformation berechnet wird. Der Algorithmus zur
Berechnung der numerischen Fouriertransformation basiert auf einer Arbeit von Peter

den Iseger.

An den zugrunde liegenden Preisprozefl wird nur die Forderung von unabhéngigen
Returns pro Periode gestellt. Daher ist die Verwendung dieses Verfahrens nicht nur im
Black-Scholes-Modell, sondern fiir beliebige Levy-Modelle, méglich.

In Kapitel 1 werden die mathematischen Grundlagen des Verfahrens von Den Iseger vor-
gestellt. Spezielle Eigenschaften der Legendre Polynome werden in Kapitel 2 beschrie-
ben. Analoge Beschreibungen fiir Polynome im Bildbereich der Fouriertransformierten
werden in Kapitel 3 gegeben. Kapitel 4 fiihrt in die Theorie der Fouriertransformation
ein. Insbesondere wird die Poisson’schen Summenformel besprochen. Die detaillierte
Beschreibung des Algorithmus zur numerischen Fouriertransformation folgt in Kapi-
tel 5. Den Abschlufl bildet Kapitel 6, in dem zunéchst eine sehr kurze Einfithrung in
das Thema exotische Optionen gegeben wird, gefolgt von einer Bepreisungsmethode
fiir Asiatische Optionen. Weiters werden numerische Testresultate des Algorithmus zur

Optionspreisberechnung im Black-Scholes-Modell angegeben.



Kapitel 1
Orthogonale Polynome

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften von orthogonalen bzw. or-
thonormalen Polynomen behandelt, die fiir spiatere Berechnungen relevant sind. Als
Referenz, siche [11] ,[23] sowie [18].

1.1 Allgemeine Definition

Sei p ein endliches Mafl auf R das nicht auf endlich vielen Punkten konzentriert ist.
L?(u) bezeichne den Raum der beziiglich y quadratisch integrierbaren komplexwertigen

Funktionen. Fiir zwei Funktionen f,g € L*(u) sei
(1.9) = [ SO5@ du) (11)
R

Weil aus || f||* = (f, f) = 0 nicht f = 0 folgt, ist (-, ) im allgemeinen kein echtes Skalar-
produkt. Um ein echtes Skalarprodukt zu erhalten, muss zum Faktorraum der Klassen
[f] tibergegangen werden, wobei [f] = [g], wenn f und g bis auf eine p—Nullmenge

iibereinstimmen.

Man beachte allerdings, dass fiir positive Polynome p, aus (p, 1) = 0 stets p = 0 folgt.
(aus p =0 (u — f.s) folgt p = 0, weil u andernfalls auf den endlich vielen Nullstellen
von p konzentriert ist). Insbesonders gilt ||p|| > 0 fiir p # 0.

Zwei Funktionen f,g € L*(u) heifien orthogonal, wenn (f, g) = 0 gilt. Eine Folge von
Funktionen {f,,n > 0} € L?*(u) heiBt orthonormal, wenn

1 n=m

s F) = / Fa O T @ da(t) = Gy it Gy = ,
R 0 n#m
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gilt. Insbesonders gilt
[foll =1 (n=0).

In den kommenden Abschnitten, werden Folgen (p,,),>0 reeller orthogonaler Polynome
mit deg(p,) = n betrachtet. Dazu setzen wir stets voraus, dass L?(u) alle Polynome
(™)n>0 enthélt. Mit Hilfe des Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens (sie-
he [18]) ldsst sich stets eine solche Folge orthonormaler Polynome aus der Polynomfolge
(2™)n>0 konstruieren. Die so erzeugten p,, sind bis auf einen nichtverschwindenden mul-

tiplikativen Faktor eindeutig bestimmt.

1.2 Die Nullstellen orthogonaler Polynome

Sei (pn)n<1 eine Folge reeller orthogonaler Polynome mit deg(P,) = n.
Satz 1.2.1. Die Nullstellen von p,(x) sind reell und einfach. Ist supp(u) C [a,b], dann

liegen alle Nullstellen im Intervall [a,b].

Beweis. Der Beweis basiert auf der Orthogonalitit der Polynome beziiglich des in (1.1)

definierten Skalarproduktes. Da

(Pn, 1) = /an(x) du(x) =0 firn>1

gilt, muss p, () mindestens an einem Punkt das Vorzeichen wechseln. Seien x1, xo, . . ., 7
mit [ < n, diese Punkte. Das Produkt p,(z) Hi‘:1(m — x;) hat konstantes Vorzeichen

auf dem gesamten Invervall. Fiir | < n gilt auf Grund der Orthogonalitét

[ omte) [T = ) ) = 0.

i=1

Das ist nicht moglich, da der Integrand konstantes Vorzeichen hat. Somit gilt l=n. [J

Satz 1.2.2. Die orthogonalen Polynome p,(x) = c,a™ + ™' + ... mit ¢, # 0,

erfiillen die Rekursion

Pry1(7) = (A + Bp)pa(x) — Crpnoi(), (n>0)

1.2
p_1(x) =0, po(z) = co. (12

Dabei sind A,,, B,, und C,, reelle Konstante. Es gilt

/

An _ Cn—l—l’ Bn _ An (C/n+1 i C_n) 7 Cn _ Cn+1Cn—1 <pn7pn> . (13)

Cp Cn+1 Cn 0721 <pn717pn71>
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Beweis. Zuerst wird der Koeflizient A,, = C’é—zl gewéhlt, um durch p,.; — A,xp, ein

Polynom vom Grad n zu erzeugen.

n

Prs1 — AnPn = > axpi.
s

Auf Grund der Orthogonalitét folgt fiir die Koeffizienten a; = 0 fiir [ <n — 1. Um den
Koeffizienten a,_; zu berechnen, wird in der obigen Gleichung das Skalarprodukt mit

pn_1 gebildet. Es gilt

Cn+1

<.Tpn, pn—1> = Qp-—1 <pn—1a pn—1>7

n

C
- n+1<pn>$pn71> = anfl<pn717pn71>7
n
C Cp—
_%nl<pnapn> - an—1<pn—17pn—1>‘
n

Fiir den Koeffizienten a,, gilt unter Verwendung der Orthogonalitét

c
n+1 / n n+1 n+1 /I on _
Cop1 " e e — C—(cnx +ax"+...) = aypn — Gp_1Pn-1
n
c c
n—+1 n n _n n .n
cnﬂ( ——) (" 2") = apep(a™,x™)
Cn+1 Cn

/ /
C C
1
A, (i _ _n> = a,.
Cn+1 Cn

Zusammen fithren diese Ergebnisse auf

C;L-i—l o Cn) p (3:) . C?’L+lcn—1 <pn7pn>
n

n xT —Anib' n\ L :An
Prt1(2) Pn(2) ( cz (Pn-1,Pn1

Cn+1 Cn >pn71<w>

und somit auf (1.2). O

Satz 1.2.3 (Formel von Christoffel - Darboux). Sei {pi(x),k > 0} eine Folge von

orthogonalen Polynomen, dann gelten folgende Gleichungen

Zpk(l‘)pk(t) _ Cn pn+1(flf)pn(t) - pn(x)pn-&-l (t) (I 7£ t), (14)
k=0

Cn+1 r—1

und
CTL

D or(@)P = == (s (@)pa(2) = B (@) (@) (1.5)

Cn+1
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Beweis. Die Formel von Christoffel - Darboux kann aus der Rekursionsformel (1.2)

hergeleitet werden.

Pr1 () (t) — pr(@)pra(t) = ((Axx + Br)pr(x) — Crpr—1(x))pr(t)
—pk(@)((Axt + Bi)pi(t) — Crpi—1(1))
= Ap(z — )pe(2)pe(t) + Cr(pr(z)pr—1(t)
—pr—1(2)pr(t))

Mit den Koeffizienten aus (1.3) folgt

ek Pet1(0)pr(t) — pe(@)peia () cr—1 pre(e)pe—a(t) — Pk—1(t)pk($)'
Chk+1 r—t Ck r—t

pr(x)pi(t) =

Summation iiber 0 < k < n liefert (1.4). Diese Gleichung gilt auch fiir n=0, wenn
c_1 beliebig definiert wird. (1.5) folgt aus (1.4) indem man den Grenziibergang t — «
durchfiihrt. O

Die Nullstellen des Polynoms p,, kénnen (auf numerisch stabile Weise) als die Eigen-
werte einer reellen, symmetrischen nxn Matrix bestimmt werden. Dazu wird zunéchst

ein Multiplikationsoperator definiert
ML(t) =t f(t). (1.6)

Dieser Operator bildet den von den Polynomen (p,,),>o aufgespannten linearen Raum
L*(p) = span({pn|n > 0}) (sieche Abschnitt 1.4) auf sich selbst ab. Beziiglich der Basis

(Pn)n>0 wird M durch eine unendlichdimensionale Matrix mit den Eintrégen

M = ((Mpr, ;)i >0

dargestellt. Wegen

(Mpi, p;) = / wp()py(x) du(z) = (Mp;., i)

R

ist M symmetrisch.

Bezeichne P, die orthogonale Projektion von L?(u) auf 7, 1, den Raum der Polynome
mit komplexen Koeffizienten vom Grad < n — 1, dann bildet der lineare Operator
M, = P,M, 7,1 auf m,_; ab . Beziiglich der Basis {po,...,p,_1} wird M,, durch
die Matrix

M, = ((ankapj>)o§k,j§nf1 (L.7)
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beschrieben. M, ist die Tridiagonalmatrix

-ao ﬁO 0 . 0
Bo a1 B :
My=10 @/ - . 0 |- (1.8)
: B VN ﬁn72
L o - 0 571—2 Olp—1 |
mit
Chs1 Gk By,
= =\ — = —— 1.9
Qy (CHI e <Pk,pk> A, <Pk,pk>, ( )
Cr 1
Be = ——(Prr1s Prt1) = A—<pk+1,pk+1>- (1.10)
Ck+1 k

Das sieht man wie folgt. Zunéchst folgt aus der Orthogonalitdt (Mpy,p;) = 0 fir
k < j — 1. Fiir die Elemente der Nebendiagonale gilt

C Cr
(Mpr; Pryr) = <—Pk+1,pk+1> = ——(Dky1, Pr1) = B
Ck+1 Ck+1
Die Elemente der Hauptdiagonale erh&lt man durch

/ / / /
Pr+1 C C C C
<ankapk> = <Ck ( L= ﬂpk) + ipk,pk> = - <ﬂ - —k> <pk,pk> = Q.

Ck41 CrClk+1 Ci41 Ck

Satz 1.2.4. Sei (p,)n>0 eine Folge orthonormaler Polynome. Die Nullstellen
{zr, : k =0,1,...,n — 1} des Polynoms p, sind die Figenwerte der Operatormatriz

M,,. Der zu xy gehorende, bis auf einen multiplikativen Faktor eindeutige, Eigenvektor

ist p(xy) = [po(zr), pr(xk), -\ o1 (xp)].

Beweis. Fiir orthonormale Polynome gilt zunéchst

Aufgrund des Satzes 1.2.2 gilt fiir 0 <k <n—1

Biepr+1(2) + awpr(r) + Bom1pk—1(x) = (Br—1 — BrCr)pr—1(2) + BrArrpr(2)
+ (o + BiBi)pr(x)
= zpi(z).
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Daraus folgt

Mnﬁ(x> = xﬁ(x) - ﬁnfl
Pn(T)

Speziell folgt M,,p(xy) = xp(ay) fiir jede Nullstelle x von p,,. ]

1.3 Gaufl Quadratur

Mit Hilfe von Quadraturformeln ist es méglich Integrale numerisch zu berechnen bzw.
zu approximieren. Ein bekanntes Verfahren ist die Gaufl Quadratur. Die Gaufl Qua-
dratur vom Grad n erméglicht es Polynome bis zum Grad 2n - 1 exakt zu integrieren.
Mit Hilfe der im Abschnitt zuvor eingefithrten Operatormatrix ist es weiters moglich
eine Darstellung der Gaufi’schen Quadraturformel durch eben diese Matrix zu finden.
Diese Darstellung ermoglicht eine schnelle Berechung der Gaufl Quadratur. Néheres

zum Thema Gaufl Quadratur kann in [23], [25] und [5] nachgelesen werden.
Sei (pn)n>0 eine Folge reeller orthonormaler Polynome mit deg(p,,) = n.
Satz 1.3.1. Sind xog < 1 < -+ < x,_1 die Nullstellen von p,, dann gibt es eindeutig

bestimmte reelle Zahlen wy, . .., w,_1 (die Christoffel Zahlen), sodass fiir zwei Polynome
f und g mit, deg(fg) < 2n — 1, stets

(frg)={f,9)n  (f -G €man), (1.11)
gilt, wobei 1
(f,9)n = Zwkf(xk)§($k>'
k=0
Weiters gibt es keine reellen Zahlen z; und w; firi=20,...,n—1, sodass (1.11) auch

fiir alle Polynome f und g mit f-q € mo, gilt.

Beweis. Um (1.11) zu beweisen wird die Interpolationstechnik von Lagrange verwen-
det. Die Basis dieser Interpolationstechnik bilden die Lagrange Polynome. Diese sind
gegeben durch

T — pn(T)

L(z) = =2 =raie—a O0<j<n-—1). (1.12)
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Das Interpolationspolynom L(z) vom Grad n — 1, dass mit f(z)g(x) in den Punkten
{z; : 0 < i < n} iibereinstimmt, kann mit Hilfe der Lagrange Polynome angegeben

werden,
L(z) = )  [(x:)g(z:)li(z). (1.13)
Da das Produkt f(z)g(x) hochstens Grad 2n—1 hat, gilt f(z)g(z) = p,(z)r(z)+ L*(z)
mit 7, L* € m,_1. Da fg und L* in den Punkten {z; : 0 < i < n} iibereinstimmen gilt
L* = L, und es folgt
f(@)g(z) = pn(@)r(z) + L(x)  r(x), L(z) € Ty

Somit gilt

. 9) =£4muwwwmwwy/L@mmm

= /RL(x) du(z) :Zf(xi)§($i)4li(x) du(x).

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet auf Grund der Orthogonalitét.

Daraus folgt (1.11) mit
w; = / li(x) du(x). (1.14)
R

Um die letze Aussage des Satzes zu beweisen, nehmen wir an es existieren Zahlen w;

und z; sodass (1.11) auch fiir alle fg € o, richtig ist. Fiir das Polynom

n—1

/@7 (@) = [[ (e = ;)% € 72

j=0

fithrt dies sofort auf den Widerspruch
n—1
<{f",9") =Y wif ()7 (zx) = 0.
k=0
m

Satz 1.3.2. Ist p(z;) der Figenvektor von M, zum Figenwert z;, aus Satz 1.2.4, dann
gilt fiir die Christoffel-Zahlen

wi = (po(z:)® + pr(z:)? + -+ + paa(z)?) " = (0<i<mn).  (L15)

|ﬁ($i)|2
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Beweis. Setzt man in (1.4) ¢ = z; folgt mit (1.12)

- Cn Pn\X)Pn T Cn
S pele)pelag) = — o BelOPeral@) ey ()
k=0 Cnt1 T Cnt1

Integriert man beide Seiten nach du(z), erhdlt man mit (1.14)

Cn

1= ———ppy1(2:)p, (z:)wi. (1.16)
Cnt1
Aus (1.2) folgt
Cnt1Cn—
Pnt1(zi) = _%pn—l(xi)-

Zusammen mit (1.16) und (1.5) liefert das

—_

3

i — Cz_lpn_l(l‘i)p’n(xi) = ((pk(l‘z))z

2 n 0

B
Il

]

Nun folgt die Darstellung der Gaul Quadratur durch die zuvor eingefiihrte Operator-

matrix.

Satz 1.3.3. Sei f eine belicbige Funktion in L*(u). Sei f = [f(xo), ..., f(zn_1)]" der

Vektor der Funktionswerte von f, ausgewertet an den Nullstellen des Polynoms p, und

o) n = [0y (fs put)n)’ der Vektor der Gaup’schen Skalarprodukte, dann
qgilt

(F.P)n = Uof" (1.17)
mit Uy = Udiag(\/wo, . .., /Wn—_1). Dabei bezeichnet U die orthonormale Matriz, deren

Spalten die normierten Figenvektoren von M, enthalten.

Beweis. In Satz 1.2.4 wurde gezeigt, dass die Eigenwerte der Matrix M,, die Nullstellen

des Polynoms p,, sind, und die normierten Eigenvektoren die Form

n—1 -1
U(wy) = wgp(xg)  mit wy, = (Z |pj(90k)|2> ;
§=0
haben. Daraus folgt fiir die zuvor beschriebenen Gaufl Quadratur

(fipjln = i wif (xx)ps (k)

= Z VS (@r)ui(zy) = e;Us f.
k=0
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Satz 1.3.4. Fiir f € C*(supp(u)) gilt fiir den Fehler der Gauf-Quadratur

[(Fup) = Fopadal € o sup [(fp) ().

(20)! cesupp()

Beweis. Sei h € my,_; die Losung des Hermitischen Interpolationsproblems (siehe Ab-
schnitt 2.1.5 in [25])

h<m1> = (f 'pn>(xi)7 h/(ZEZ) = (f 'pn),('ri>’ 1=0,...,n—1.

Da h vom Grad < 2n ist, folgt

[ ) duta) = 3wt = - wnf e

Somit folgt fiir den Integrationsfehler

(F.p) — (s pade = / (f(2) - h(z)) dp(z).

Aus dem Satz iiber Interpolationsfehler der Hermite-Interpolation (siehe Satz 2.1.5.9
in [25]), folgt weiter

(fpn)@n) (€)
(2n)!

(fpn>(2n)(<)

o) py(x),

(37 - 550)2 - (:L‘ — xn,1)2 =

f@) = hie) =

wobei ( = ((z) im kleinsten Intervall I(z, x, ..., z,_1) liegt, dass z und alle Nullstellen
enthélt. Somit folgt fiir den Fehler

/R (f(2) - h(z)) dy(z)

/(fpn)@")(@)
g (2n)!
< i 500 ()] [ (@) duto)

2n). ¢Esupp(i) R
1

= G |(Fn) ().

* (€supp(p)

P () dp(w)

1.4 Fourierentwicklung

Satz 1.4.1. Der Faktorraum L?(u) ist stets ein Hilbertraum.
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Beweis. siehe z.B. [20] oder [24]. O

Satz 1.4.2. Sei H ein Hilbertraum und S C H. Folgende Aussagen sind dquivalent.

1. S ist ein vollstindiges Orthonormalsystem.

2. x =7 . .s(x,e)e Vre H.

3. Bs gilt H= span(S).
b (@) = Leeslr,e)ey) Yo,y e H.
5. (Parseval’sche Gleichung)
Izl = [(z,e)* Vo€ H.
e€s
Beweis. siche p. 234 in [24] O

Eine Folge (py,)n>0 orthonormaler Polynome mit deg(p,) = n bildet stets ein vollstandiges
Orthonormalsystem. Aus Punkt (2) folgt somit, dass sich jede Funktion f € L?(u) in ei-
ne Fourierreihe beziiglich einer Basis aus orthonormalen Polynomen (p,,),>o entwickeln
lisst. Es gilt also fiir eine Funktion f € L?(u)

F = {f,pa)pn,

im Sinne der L?-Norm. Die Koeffizienten (f,p,) werden Fourierkoeffizienten genannt

und haben die Form

(f,pa) = / £l duh).



Kapitel 2
Legendre Polynome

Eine wichtige Klasse orthogonaler Polynome bilden die Legendre Polynome. Da sie in
der Fouriertransformationstechnik nach Den Iseger Verwendung finden, werden nun

ihre Eigenschaften ndher beschrieben.

In Kapitel 1 wurden einige allgemein giiltige Eigenschaften orthogonaler Polynome be-
sprochen, die nun auf den Spezialfall der Legendre Polynome umgelegt werden. Dazu sei
L?[0,1], der Raum der Lebesgue messbaren und quadratisch integrierbaren Funktionen
auf [0,1] und p das Lebesgue Ma$ auf [0,1]. Das Skalarprodukt, fiir zwei Funktionen
f und g aus L?[0,1] hat dann die Form

(. 9o = /O f(2)g(@) da. (2.1)

Definition 2.0.1. Die Legendre Polynome {¢,,n > 0} sind definiert durch

oult) = Y2 L pr(uge — 1y, (2.2)

n!

. n __ d'fL
wobei D" = 2.

Satz 2.0.3. Die Legendre Polynome {¢,,n > 0} bilden ein vollstindiges Orthonor-

malsystem in L*[0, 1].

Beweis. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit wird m > n vorausgesetzt.

\/2n+1\/2m+1/1 dr dm
0

(G Sz = ST YIS [ (ol — 1)) T (e — 1))

dtm

12
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Fir das Integral I,,, := 01 Lt — 1)) L ((¢(t — 1))™) dt folgt nach partieller

Integration
d" m—1

n d my |1
Inm = S ((H(E = 1)) 5= (¢ = 1))}

1 nt1 § g1 )
_/0 T (= 1)) == (= 1)™) dt.

Das Polynom (¢(t — 1))™ hat in 0 und 1, je eine m—fache Nullstelle. Demnach gilt
dm—k

Nach (m — 1) analogen, partiellen Integrationsschritten erhdlt man

o = (1" [ S ate = D)) (e~ 1)) .

Unter Voraussetzung m > n folgt n+m > 2n und daraus %((t(t —1))") = 0. Somit
ist I, ,, = 0 fiir m # n. Fiir m = n folgt aus j:—;((t(t —1))") = (2n)!

Loy = (—=1)"(2n)! /0 1(t(t — 1)) dt.

Mehrmalige partielle Integration liefert

L = (—1)"(2n)! <tn(t_1)"+1|1 n /Olt”‘l(t—l)”“dt)

n+1 O_n—i—l

- ot e f
(n)?

2n+1

Somit folgt fiir das Skalarprodukt

1 n=m
<¢na ¢m>L2[0,1] =

n#m

Zur Vollstandigkeit des Systems sei auf Abschnitt 1.4 verwiesen. O
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Bemerkung 2.0.1. Die klassischen Legendre Polynome sind definiert durch

Pofo) = g [ = 1)), 23

Sie bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem in L?[—1,1]. Die in (2.2) definierten
Legendre Polynome konnen als verschobene Version der klassischen Legendre Polynome

aufgefasst werden. Es gilt

bu(t) = V21 + 1P, (2t — 1).

Dieser Zusmmenhang kann durch einfaches Nachrechnen gezeigt werden

= VI (e~ 1))

V2n 1 d” .
:W%(((%_l) - 1"

B \/2n—|—1£

2 n
2nn! d:v”<(x =Dz

=V2n+1 P,(2t—1).

Pn(t)

Wegen
V2n+1d* o V2T o\ (m+ R,
on(t) = T (t"(t—1") = T;<_1) i A
folgt in der Notation von Satz 1.2.2
2n)!
¢ = <(n7)>2 Van T,
, (2n — 1)!
Cy, _((n — 1)!)2\/2n+ 1.

1 /2 1
0, — n + [2n + ‘ (2.4)
In+2V2n+3

/

bt L g (G G)_ L g et

)
Cnil  Cn 0, 2 0,

erhalt man

C?’L n

Satz 1.2.2 liefert die Rekursion

i) =1, a0 =25 (e~ 3).

(= $)0n(t) = Ouabur(®)+6:000(t), (12 1) 25
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In Kapitel 1 wurde eine spezielle Operatormatrix gefunden, mit deren Hilfe es moglich
ist, die Nullstellen eines orthogonalen Polynoms zu berechnen. Fiir die Legendre Poly-

nome soll nun diese Matrix dargestellt werden.
Laut (1.9) und (1.10) gilt fiir die Eintrige jener Matrix

1 1
Die Matrix N,,, mittels derer die Nullstellen {)\g, ..., A\,_1} des n-ten Legendre Poly-

noms berechnet werden kénnen, hat daher die Darstellung

L6 0o - 0]
b L 6 '

. . . % 0n—2
0 -+ 0 B, % |

mit 6y wie in (2.4).

Die Eigenwerte der Matrix bzw. die Nullstellen des Polynoms ¢,, liegen, laut Satz 1.2.1,

alle im Inneren des Intervalls [0, 1]. Der zu einer Nullstelle \; gehérdende Eigenvektor,
ist gegeben durch ¢(A\) = [do(Ap), - - ., D1 (A)]".

Laut Satz 1.3.1 hat die GauB Quadratur vom Grad n, fiir zwei Funktionen f, g € L?[0, 1]
die Form

Frghe = 3w fORTON). @7

wobei {A\; : 0 < k < n} € [0,1] die Nullstellen des Polynoms ¢,, bezeichnen und die

Gewichte wy, die Christoffel-Zahlen wy, = (E?:_Ol \(éj()\k)|2> sind.
Es gilt (f,9)n = (f,9) 1201 fiir f - g € mon_1, wiederum aufgrund des Satzes 1.3.1.

Um diese Quadraturformel moglichs effizient zu berechnen, wird eine Darstellung durch

Matrizen gewéhlt. Im Fall der Legendre Polynome hat Satz 1.3.3 folgende Form

Satz 2.0.4. Sei f eine Funktion in L2[0,1]. Sei f = [f(Xo),. .., f(Au1)]! der Vek-
tor der Funktionswerte ausgewertet an den Nullstellen des n-ten Legendre Polynoms.

Der Vektor der Gaup’schen Skalarprodukte (f,d)n = [(f, d0)n,-- - (fs dn1)n]’, kann

berechnet werden durch

—_— = E—

(f,0)n=Uof  F=Us"{f 0)m (2.8)
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1
mit Uy = Udiag(\/wWo, - . ., \/Wn_1) SOwie wj, = (Z;:& ]gﬁj()\k)]2> fir 0 <k<n-—1.

Die Ergebnisse aus Satz 2.0.4 konnen auch auf Funktionen f € L?*(R) angewendet
werden. Fat man f;(z) := f(z 4 j) mit 0 < 2 <1 als Funktion in L?(0, 1) auf folgt

(s O = (fG+ ). =Uof;  Fi=Us{f(G+),0)n (j €ZL). (2.9)



Kapitel 3

Orthonormale Polynome im
Bildbereich der

Fouriertransformation

Wir beginnen mit der expliziten Berechnung der Fouriertransformierten des n-ten auf

[0, 1] eingeschriankten Legendre Polynoms

—

5= [ o

0
2n +1
n!

1
/ e D" (2"(z — 1)") da.
0
Fiir t = 0 gilt @(O) = 0p . Fiir t # 0 folgt, durch mehrmalige partielle Integration,
1 .
/ e " DM(2"(x — 1)") dz =
0

1 efit
—  —D"(g" — 1) 0 —
=D (" = 1) emo —

1 efztm

D"(z"(x — 1)")|=1 + / — D" 2"z — 1)"dx

o

n

BT RN N R o

17
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— %(Zn: nZJrk (n —]k k) DRI () DO (2 — 1)) ]5—g (%)k

S (e (5) )
(e B G e e ()

Somit gilt fiir die Fouriertransformierte des n-ten Legendre Polynoms

5= 3 (rm () - (-5)) €20

wobei p,(t) wie folgt definiert ist

p(t) == V20 + 1 (k) (-0)F (3.1)

— (n—Fk)! k!
Mit Hilfe des Operators
1.1
vl = 110 32)
folgt
6n(0) = 10n (1 ) =~V ma(it) = i) 33)
Fiir Argumente t der Form ¢ = (27(k + v))~! mit k& € Z sowie v € (0,1), ist
et = e=2mik+v) — 2™ ypabhingig von k. Fiir diese t gilt also
o, (t) = —i ((—1)”pn (—it) — e ™p, (zt)) = e "™ (t). (3.4)
wobei
¢ (t) = (=0)" ((=1)"e™py (—it) — e py (it)) - (3.5)

Da das Polynom p,, von der Form p,,(t) = > j_, @y xt* mit a, € R ist, gilt
a(t) = (=) (Z g, ((=1)"e™ (=0)* — e7™(i)") tk>
k=0

n
Lk niv  cmntk —mi
— E U~ (Zn keww — n—i—ke 7T’Ll/) tk
(4
k=0

a —k
= QkZ_Oan,ksin (7T <V+n2 ))tk
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Damit ist gezeigt, dass ¢~ ein reelles Polynom vom Grad n ist.

Definition 3.0.2. Seiv € (0,1). Auf dem Folgenraum

|ax|?
I —{ ar,) keZ|Z 2r(k + )P <0 (3.6)

a b 5 —a b ?

ein Skalarprodukt definiert. 12 wird dadurch zu einem Hilbertraum.

Fiir fest vorgegebenes v aus (0, 1) betrachten wir die durch

Frf .= (27?(/{; +v)e™ f(2r(k + 1/))> :

kEZ

mit f(t) fo e~ definierte lineare Abbildung von L?[0, 1] auf 12.

Satz 3.0.5. F" ist eine Isometrie (Hilbertraum - Isomorphismus). Es gilt
Fro, = (z"qz (%)) , d.h. die Orthonormalbasis {¢, : n > 0} in L*[0,1] wird
keZ

durch F¥ auf die Orthonormalbasis (znqz (%))k . abgebildet.
€

Beweis. F" ist offensichtlich eine lineare Abbildung. Weiters gilt

Flon = <27T(k’ + )™ G (2m(k + V)))kez

= (—z‘ ((—D"pn (Wiy)) e (m»)m
1

Zum Nachweis der Isometrie betrachte man folgende Fourierreihe

67271'11/:1:](' Zf 27'(' k+ V)) 277ka

kEZ

Aus der Parseval’schen Gleichung folgt

1 lzz00 = D If@r(k + )P = 17 f]..

kEZ

Das zeigt insbesondere, dass F* in 12 liegt. Wegen der fiir Skalarprodukte stets richtigen

Beziehung

(@,y) =7 (le+yl” = llz —yl*),

Ry
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gilt weiters
<f7 9>L2[0,1] = <5':Vf, 7'—”9>u-

Weiters gilt auch die Injektivitdt und Surjektivitédt der Abbildung und somit folgt die
Aussage des Satzes. a

Wir betrachten nun in weiterer Folge das Skalarprodukt

F9)e =2 ]27r(k:1+1/)|2f(27r(k;1+y)>§(27r k+u> /f (@), (38)

wobei u auf die Punkte (27 (k + v))~! konzentriert ist mit

p(@r(k+v)™") = 2n(k+v)|~°
Sei
Q= L*(u) ={f : R — C|{f, [)q < oo}

Fiir ein fixes v € (0,1), ist (¢/)n>0 eine Folge orthonomaler reeller Polynome in @) mit

deg(q?) = n, denn

(drdmla = % ,27T(k1+ IR (2ﬂ<k1+ V)) a, <m)

1 .

= —Z'*”f’/(ﬁnifmfu(bm
é 127 (k +v)|?

= "YU F by F )

= im_n<¢n7 ¢m>L2[0,1] = 5n,m-

Um die Nullstellen des Polynoms ¢ zu berechnen wird wieder die in Kapitel 1 ein-

gefiihrte Operatormatrix verwendet. Laut (1.9) und (1.10) gilt fiir die Eintrége dieser

Matrix . )
ak:_(ﬂ_c_]{)7 6kzc_k7 (k?ZO),

Ck+1 Ck, Cr41

Wobei ¢, und ¢}, die beiden fithrenden Koeffizienten von ¢j bezeichnen, d. h.
@) = cptt + Gt

Aus (3.1) und (3.5) folgt

Cr = 2\/ 2]6 + (2k>

¢ = 2V2k + 1%(—1)’“1 cos(mv) (k>1).

2 (=DEsin(rv) (k> 0)
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Daraus folgt fiir die Eintrdge der Operatormatrix

Cp 1 1
= —=—— k>0).
b Cht1 22k +3v2k + 1 (k20)

sowie

1
= 500‘5(7?1/), ar=0 (k>1).

Somit hat die reelle symmetrische Matrix M, (v) die Form

scot(mv) fy 0 - 0
M= | o h (3.9)
0 B B
| 0 0 ﬁn—2 0 ]
mit . .
N T N (310)

Die Eigenwerte der Matrix bzw. die Nullstellen {nf,n{,...,n%_;} des Polynoms ¢~
kénnen durch diese Matrix M, (v) berechnet werden. Der zur Nullstelle 7} gehérenden

Eigenvektor, hat die Form ¢” (1) = [q5 (k) - - -, @ -1 (m)]"-

Laut Satz 1.3.1 hat die Gaul Quadratur vom Grad n, fiir zwei Funktionen f ,g €@

die Form )
(f,9)am =Y _wifr)ay). (3.11)
k=0
Dabei sind die {n} : 0 < k < n} die Nullstellen des Polynoms ¢% und die Gewichte wy,
-1
die zugehorigen Christoffel - Zahlen, mit w} = (22:01 |q3’(77,§)]2>

Die Spezialisierung von Satz 1.3.3 auf die Polynome (g"),<o lautet:

Satz 3.0.6. Sei f = [f(n8), f(n?), -, f(nr_,)]t der Vektor der Funktionswerte ausge-
wertet an den Nullstellen des Polynoms qn Der Vektor der Gauf$’schen Skalarprodukte

—_—

(frq)Yom = [(f @ ams - (fras 1)Qn} kann berechnet werden durch

_ 5
~

(f)an =Vl =V {f v6)an
mit Vo = Vdiag(\/wg, ..., \Jwh_,) sowie wy = (Z;:(]l |q§’(n,§)|2>_1 fiir

0 <k <n—1. Dabei bezeichnet V' die orthonormale Matriz deren Spalten

v(ny) = Vwiq”(ny) sind.




Kapitel 4
Poisson’sche Summenformel

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften der Fouriertransformierte diskutiert.
Weiters wird die Poisson’sche Summenformel angegeben. Als Referenz siehe [27], [3]

sowie [12].

4.1 Die Fouriertransformierte

Definition 4.1.1. Fiir ein f € L'(R) mit t € R, lautet die Fouriertransformierte
/ fu)e™ ™ du. (4.1)

Die so definierte Fouriertransformierte f st eine beschrinkte, stetige Funktion.

1ft)] < /Oo | ()| du < oo.

[e.e]

Satz 4.1.1 (vgl. [17], p.23). Ist fiir ein f € L'(R) auch f € L'(R) dann gilt

f(u) = % / h fe™dt f.s. (4.2)

Satz 4.1.2 (Faltungssatz, vgl. [15], p.373). Seien f,g € L'(R). Bezeichne

/ flz—u)g
die Faltung von f mit g. Dann gilt
Frg(t) = fB)g(t),

wober f und g die Fouriertransformierten von f und g beschreiben.

22
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4.2 Die Poisson’sche Summenformel

Definition 4.2.1. Fine Funktion f : [a,b] — R heifst von beschrinkter Variation,

wenn

V(f) = supZ 1f(t:) — f(tim)] < o0,

wobei das Supremum dber alle Zerlegungen a =ty < t; < -+ < t, = b von [a,b] zu

erstrecken ist.

Satz 4.2.1. Sei f : R — R eine I-periodische Funktion von beschrankter Variation.
Dann gilt fiir jeden Punktt € R

f(t+) —; f(t_) _ ]\151100 Z Cn627rint'

Mt dem Fourierkoeffizienten c,,

cn:/f(t)e_%i”tdt.
R

Beweis. siehe p. 57-58 in [27] O

Lemma 4.2.1. Sei f € L'(—00,00) und von beschrinkter Variation. Dann konvergie-

ren die Partialsummen N
Fy(t)= Y f(t+k)
k=—N

absolut und gleichmafig. Die Grenzfunktion ist 1-periodisch und von beschrdnkter Va-

riaton.

Beweis. Sei V(f), die totale Variaton der Funktion f in [n, n+1], dann gilt >V (f), <
0o. Weil f € L'(—00,00) gibt es ein to € [0, 1] mit limy o0 Sy f(to + k) < 0.

Fiir beliebige ¢ € [0, 1] gilt dann

St +R) < D (ft+k) = flto+ k)| + [ f(to+F))
< D Vet Y 1fto+ k)| < oo

Also konvergiert F absolut und gleichméfig.
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Es ist noch zu zeigen, dass auch die Grenzfunktion von beschrénkter Variation ist. Sei

0=ty <ty < <ty =1 eine Zerlegung von [0,1] . Dann gilt

DI SR = D [+ k)
j=0 k=—o0 k=—o0

< D D MR = i+ k)l

< D V<o

]

Satz 4.2.2 (Poisson’sche Summenformel). Sei f € L'(—o0,00) von beschrinkter Va-
riation und f(t) = M fiir allet € R . Dann gilt:

Z f(2rk) Z £k (4.3)

k=—o00 k=—00

Beweis. Sei g(t) die 1-periodische Funktion.

= > flt+k).

k=—0o0
Nach Lemma 4.2.1 ist g von beschriankter Variation. Weiters ist g(t) = w. Die

Fourierreihe der Funktion ¢(t) lautet

Die Fourierkoeffizienten lauten

Cr :/ —27rzkt dt = / Z f t+l —2mik(t+1) d
0

l=—0

I+1
= Z / f _27”k dt / f —27rzks ds

l=—0c0
= f(2nk).
Nach Satz 4.2.1 gilt fiir t € R

= Z flt+k)= Z f(2mk)e?mikt

k=—o0 k=—00



Kapitel 4. Poisson’sche Summenformel 25

und mit ¢ = 0 folgt

Yo fk)y =) f@erk).

k=—o00 k=—o00
[
Wendet man dies auf fi(z) := e~ (@27 () € L'(—o0, 00) an, folgt wegen
fi(t) = f(—ai + 27w +t) die Gleichung
Y f(mai+2m(k+v) = > e e f(k). (4.4)
k=—o00 k=—o00

Die Poisson’sche Summenformel wird im Verfahren von Den Iseger dazu verwendet
die Fourierkoeffizienten der Originalfunktion mit jenen der Fouriertransformierten zu
verkniipfen. Diese Koeffizienten werden durch die in (2.1) sowie (3.9) definierten Ska-

larprodukte gebildet.

Sei f € L*(R) und f(¢t) = [p e " f(z) dz. Dann gilt unter der Verwendung von

~

_ /01 bn(2)e™® dz = ¢ (—t) = ¢ ()

<77Z)f7 C]Z)Q - <77Z}f7 i_neiﬂyqu)ggn)Q
G 1 R 1 n 1 n _—iTy
a ZOO |27r(k+u)|2wf <27T(k+1/)>w¢n (27?(1{:—1-1/))2 ‘

27 (k + 1)) (27 (k + 1))

Il

Sﬁ

)

<

X
g | Mg
=,

k=—o00

= e '™ Z @(2%(1{—1—1/))
k=—o0

PiF Z-ne—im/ Z 6—2wiky(f*¢T—L)<k)
k=—00

= et Z 6_27riky<f(k7+')7¢n>L2[O,l]
k=—0o0

Also gilt
WFdhe = ™ 3 e (k4 ), 0 o (15)

k=—o00



Kapitel 5

Die numerische

Fouriertransformation

5.1 Kurzbeschreibung des Verfahrens

Im folgenden Kapitel wird ein numerisches Verfahren zur Berechnung der Fouriertrans-
formierten bzw. deren Inversen vorgestellt, dass von Peter Den Iseger entwickelt wurde.
Aus einer Menge von Funktionswerten der Originalfunktion kénnen durch Verwendung
dieses Verfahrens Funktionswerte der Fouriertransformierte berechnet werden und um-
gekehrt.

Die Basis des Verfahrens von Den Iseger ist die Poisson’schen Summenformel. Die
Poisson’sche Summenformel stellt das Bindeglied zwischen Werten der Fouriertrans-
formierten und Werten der Originalfunktion dar. Weitere wichtige Bestandteile des
Algorithmus sind die Gau§ Quadratur und die Fast Fourier Transform (FFT) sowie
die Inverse Fast Fourier Transform (IFFT) nach Cooley und Tukey.

Bei diesem Verfahren wird keine direkte Transformation von Funktionswert zu Funkti-
onswert durchgefiihrt. Vielmehr wird die Funktion in eine Fourierreihe nach verschobe-
nen Legendre Polynomen entwickelt und analog dazu wird ihre Fouriertransformierte
in eine Fourierreihe nach orthonormalen Polynomen, die durch die Fouriertransfor-
mation der Legendre Polynome entstehen, entwickelt. Die Entwicklungskoeffizienten
konnen durch die Gaufl Quadratur approximativ berechnet werden. Die Poisson’sche
Summenformel liefert den Zusammenhang zwischen den Entwicklungskoeffizienten der
Originalfunktion und ihrer Fouriertransformierten. Mit Hilfe der FFT bzw. der IFFT

konnen diese Entwicklungskoeffizienten schnell ineinander {ibergerechnet werden.

26
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Durch die Anwendung der FFT Routinen ergibt sich fiir die Berechnung von M Wer-
ten der Fouriertransformierten (bzw. der Inversen) eine Laufzeit des Algorithmus von

O(M log(M)) Schritten.

Das Verfahren ist besonders gut geeignet zur Transformation von stetige Funktionen,
liefert aber auch gute Ergebnisse fiir Funktionen mit Singularitéiten oder Unstetigkeit-

stellen bei steigender Laufzeit.

Zuerst wird die Funktionsweise des Verfahrens und die Beschreibung des dazugehérigen
Algorithmus fiir stetige Funktionen behandelt. In den folgenden Abschnitten werden
die notigen Modifikationen zur Behandlung von Singularititen und Unstetigkeitsstellen
beschrieben. Als Referenz siehe [6],[7] sowie [10].

5.2 Umsetzung der Fourierentwicklung

Die Menge der Legendre Polynome {¢,,n > 0} sowie die Polynome {¢%,n > 0}, defi-
niert im Bildbereich der Fouriertransformierten, sind vollsténdige Orthonormalsysteme
im L?[0, 1] sowie im Raum @ = L*(p). Es ist also moglich Funktion aus L?[0,1] und @

in ihre Fourierreihen zu entwickeln.

Funktionen f € L?(R) werden in Funktionen aus L?[0,1] zerlegt, indem wir R in
Teilintervalle der Form [j,j + 1) zerlegen. Die Funktion f; = f(j + -) € L?[0,1] mit
J € Z, besitzt die Fourierreihendarstellung

o

FG+2) =) (fG+) 0 o0y Er(x), 2 €[0,1). (5.1)

k=0

Liegt andererseits fiir f € L*(R) die Funktion
. 1./1 it
Vf(t) = zf 7 mit f(t) f dx

(WF.0fe =S 1f@r(k+ ) < o,

kEZ

in Q, d.h.

dann besitzt f die Fourierentwicklung

=Y Wf.a)a, (teR). (5.2)
k=0
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Um die Genauigkeit der Berechnungen zu verbessern, betrachtet man an Stelle von f(x)
die Funktion f(Ax). Dies entspricht einer Zerlegung von R in Intervalle der Léange A.
Aus (5.1) folgt

[e.o]

AG+a) =) (f )) s Ok} 2y Pr(x), @ €[0,1), (5.3)

k=0

Eine endliche Versionen der Reihenentwicklung in (5.1) und (5.3) wird durch die Pro-
jektion der Fourierreihen auf 7, _;, dem Raum der Polynome vom Grad kleiner gleich

n — 1 erzeugt

i
L

PRAG +2) =) (FIAG+)), o) rzpér(z), = €[0,1). (5.4)

0

B
Il

Mit Hilfe dieser Projektion kénnen die Werte der Funktion f € L?(R) approximiert
werden. Es folgt fiir z € [0, 1)

FAG +2) ~ PRAAG +2)) = Y (F(AG+1)), 0n) 2oy D (2).- (5.5)

In jedem Fall gilt

1f(AG +2) = PG+ 2) 2oy — 01— oo

5.2.1 Funktionsweise des Algorithmus

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die aus der Poisson’sche Summenformel folgende

Beziehung

Wf,q)q =e"™i" Z e 25+ ), d) 2oy (k> 0).

j=—o00

Mit Hilfe dieser Relation kann der Algorithmus zur Berechnung der Inversen wie folgt

skizziert werden.
Algorithmus : Inverse der Fouriertransformierten

Sei M = 2P mit p > 0 sowie n > 1. Weiters wird v = §; gewéhlt, fiir 0 < m < M.
Wir nehmen an, dass f € L?[0, M], d.h. der (numerische) Triiger der Funktion f ist in
[0, M]. Dann ist

M-1

(Wf, g™ g = e7ImmME N eI (£ 4 1), ) 20,

=0
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1. Aus Funktionswerten der Fouriertransformierten werden durch die Gaufi Quadratur
die Skalarprodukte (¢ f . q¢)on, fir 0 < k < n, berechnet. Diese approximieren
die Skalarprodukte (@sz, a0, fir 0 <k < n.

2. Die rechte Seite der Poisson’schen Summenformel ist fiir v = m /M, mit 0 < m < M,

gegeben durch

M-1

eI N eI F(j 1), ) .
j=0

Fiir jedes 0 < k <n und 0 < m < M gilt die approximative Gleichheit

M-1

;r m/M —imm . —2mijm .
(Wf M Yo ~ e N e 2 ImM £ (41, B a0,y
7=0

Die Koeflizienten (f(j + -), ¢)2[0,1, fiir 0 < j < M, koénnen durch Anwendung
der IFF'T berechnet werden.
3. Die abgebrochene Fourierreihe

n—1

f(j +I) ~ Z<f(] + ')7¢k>L2[0,1]¢k(x)7 LS [07 1)) j € [OaM)

k=0

erlaubt die approximative Berechnung von f(j + x).

Analog dazu erfolgt die Berechnung der Fouriertransformierten, und der zugehorige

Algorithmus lésst sich durch folgendes Schema erkléren.

Algorithmus : Fouriertransformierte

Auch hier sei M = 27 mit p > 0 sowie n > 1 und v = 7}, fir 0 < m < M. Die
betrachtete Originalfunktion f sei aus L?[0, M], mit dem numerischen Triger [0, M].

A. Aus Funktionswerten der Originalfunktion werden durch die Gaufl Quadratur die
Skalarprodukte (f(j + -), ¢x)n, fiir 0 < k < nund 0 < j < M berechnet. Diese
sind Approximationen fiir die Skalarprodukte (f(j + -), ¢x) 20,1, flir 0 < k < n
und 0 < 5 < M.

B. Durch Anwenden der FFT kann die rechte Seite der Poisson’schen Summenformel
approximativ berechnet werden. Es gilt

M-1

e MMty B F(] 4 ), B,

J=0
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fiir 0 <k <nund 0 < m < M. Durch die Poisson’sche Summenformel gilt fiir
jedes 0 < k <n und 0 <m < M die Approximation

M-—1
(Wi ap"™M g ~ e M T M (), i)

=0
mit v =m/M.

C. Aufgrund der Gauf Quadratur gilt (¢ f, q;n/M)Q ~ (¥f, q,T/M>Q7n, fir0<k<n
und 0 < m < M. Die Funktionswerte der Fouriertransformierten konnen an

bestimmten Stiitzstellen durch die Relationen in Satz 3.0.6 berechnet werden.

In Kapitel 1 und 3 wurden spezielle Methoden zur Berechnung der Gaufl Quadratur
mittels Matrizenrechnung angefithrt. Um nun die Schritte 1 und 2 sowie die Schrit-
te B und C dieser Berechnungsvorschriften effizient zu implementieren werden diese

Techniken angewandet und fiithren auf folgende Relationen.

Sei f = [f(nr™), fF(™), -+, F(™ )]t der Vektor der Funktionswerte der Fourier-
transformierten, ausgewertet an den Nullstellen des Polynoms ¢, / M, fir0<m< M
und (f, )on = {f, qgl/M>Q7n, A, q::l/i\@@n]t jener der Gauf}’schen Skalarproduk-
te. Es gilt

7 Satz3.0. _ 7 m
of P2 VI ™My, (5.6)
(4.5) 17 <m)
~ Fl—
‘/E) M Y

mit dem Vektor F (%), dessen k-ter Eintrag die Form

M-1

m —mim . —2mijm .
F, <M> =e /M ;K Z e 2mij /M<f(] +), ¢k>L2[071] (5.7)

=0

hat.

Bemerkung 5.2.1. Aus der in (5.7) beschriebenen Fourierreihe konnen die Koeffizienten,
(f(7 ++), k) r2[0,1], durch Verwendung der IFFT berechnet werden.

Weiters gilt auch die Umkehrung

Vol ~ F (32), (5.8)

wobei der Vektor F (%) wie zuvor definiert ist.
Bemerkung 5.2.2. Um die benotigten Koeffizienten (f(j + ), ¢y ), fiir Schritt A zu be-

rechnen, werden die in Satz 2.0.4 gefundenen Relationen verwendet. Durch Verwendung

dieser Skalarprodukte kann der Vektor F (%), fiir 0 < m < M approximiert werden.
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Bemerkung 5.2.3. Der numerischer Trager der Originalfunktion f liegt in der Beschrei-
bung des Algorithmus im Intervall [0, M]. Dieser Triager kann jedoch beliebig gew#hlt
werden, d.h. die linke Grenze muss nicht 0 sein. Der numerische Trager hat die all-

gemeine Form [L, U], mit L,U € R. Dieser Trager wird in M Intervalle der Lénge A

U-L

geteilt, mit A = ==,

5.2.2 Die Fast Fourier Transform

Die diskrete Fouriertransformierte der Ordnung N bzw. deren Inverse sind gegeben
durch

N-1
F(k) =) f(n)e #* /N (0<k < N)
(59)
fn) = % F(R)e /N (0 <n < N).
k=0

Die direkte Berechnung der diskreten Fouriertransformierten fiir alle 0 < k < N
benstigt N? komplexe Multiplikationen und Additionen. Mit der FFT ist es moglich
die Laufzeit auf O(N log, N) Schritte zu reduzieren, wenn N = 2P eine Zweierpotenz

ist.

Zuerst werden jeweils die geraden Indizes der diskreten Fouriersumme, sowie die unge-

raden zusammengefasst. Es gilt

N-1
F(k.) — f(n)e—Qm'k:n/N
n=0
N/2—1 N/2—-1
— Z f(Qn)e—QﬂikQN/(N/2)+ Z f(2n+1)6—27rik(2n+1)/(N/2)
n=0 n=0
N/2—1 N/2-1
— Z f<2n)6—27rik2n/(N/2)+€—2m'k/(N/2) Z f(2n+1)6—2mk(2n)/(zv/2)'
n=0 n=0

Die diskrete Fouriertransformierte der Ordnung N, kann somit durch 2 diskrete Fou-
riertransformationen der Ordnung N/2 und O(N) Additionen berechnet werden. Fiihrt

man die Berechnungen der neuen Fouriertransformatierten rekursiv aus (N/2 ist wieder
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eine Zweierpotenz) so folgt fiir die Laufzeit T'(IV) dieser Algorithmus
N
T(N) = 2T (5> +O(N),
T(1) = 0.

Durch Auflésen der Rekursion erhilt man die Laufzeit T'(N) = O(N log, N).

5.3 Verbesserung der Genauigkeit sowie

Vereinfachung der Implementierung

Obwohl der im Abschnitt zuvor beschriebene Algorithmus, bereits relativ gute Rechen-
ergebnisse liefert, ist es moglich einige Anderungen vorzunehmen um die Implementie-

rung zu vereinfachen bzw. die numerische Stabilitidt zu verstérken.

In Schritt 1 des Algorithmus zur Berechnung der Inversen, wird mittels der Gauf}
Quadratur (¢ f, q;n/ M)Q,n berechnet, fiir 0 < m < M. Somit muss fiir jeden Wert

v =m/M eine eigene Version der Gaufl Quadratur durchgefiihrt werden.

Da die Gaufl Quadratur fiir Polynome vom Grad < 2n — 1, exakte Ergebnisse liefert,
gilt

ol B _ (@@®e !
;wk = <1, 1>Q,n = <1; 1>Q - 2(1 _ COS(QC;-]/)) o 2(1 — COS(27TV)>.

Dieses Ergebnis ist minimal fiir v = 0.5. Es ist wiinschenswert mit moglichst kleinen
Gewichten zu arbeiten, um die Fehlerfortpflanzung zu kontrollieren. Die Verwendung

von zu groflen Gewichten wiirde aufgetretene Approximationsfehler noch zusétzlich

verstarken.

Fiir einen numerisch stabilere Version des Algorithmus wird v = 0.5 fixiert. Somit wird
Schritt 1 des Algorithmus vereinfacht, und die Gaufl Quadratur wird nur einmal mit

diesem festen Wert von v berechnet.

Durch ein Fixieren von v wird die Funktionsweise des Algorithmus natiirlich sehr stark
eingeschrinkt. Um die Flexibilitdt wieder herzustellen, wird die Fouriertransformierte

an neuen, verschobenen Stiitzstellen ausgewertet.
In diesem Fall wird fiir die Verschiebung, a = 27(w — v) gewahlt, mit w € (0, 1).

Fiir die in (4.5) beschriebene Poisson’sche Summenformel folgt die Darstellung

(W for @) = €™ e ful(G 4 1), didropy (k> 0). (5.10)

JEZ
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Mit der Festsetzung von v = 0.5 und a = 27(w — 0.5) wird (5.10) in folgende Form
iberfiihrt

(Wl %) = %Y e (fuli + 1) k)20 (5.11)
JEZL
_ 6—7Fi0.5i]€ Z 6—7rij—(27ri(w—0.5))j <e—(27r(w—0.5))i$f<j + CL’), ¢k (x)>L2[0,1]
JEZL
6—7ri0.5z-k Z 6—27riwj <e—(27m'(w—0.5)33)f(j + ZE), ¢k(x)>L2[0,1}
JEZL
mit x € [0,1).

Mit dieser Wahl von « ist es moglich, trotz der fixen Wahl von v, eine Fourierrei-
hendarstellung der Skalarprodukte der Funktion e~ f(j + -) fiir beliebige Werte von
w € (0,1) zu erhalten.

In einem néchsten Schritt wird die rechte Seite der Gleichung (5.11) néher betrachtet.
Hier werden die Skalarprodukte von (e~ f(j 4 -), ¢x) 1201}, fiir k& > 0, verwendet. Das
Ziel ist jedoch die Skalarprodukte der Originalfunktion (f(j+-), ¢x)r2p0,1], fiir & > 0, zu
berechnen. Weiters soll auch die Umkehrung moglich sein, d.h. aus den Skalarprodukten
der Originalfunktion soll diese Fourierreihe gebildet werden, um die neue Version des

Algorithmus anwenden zu kénnen.

Zunéchst wird das Skalarprodukt (e~ f(j + -), ¢x) 120,1), wie folgt zerlegt

(€ fG+)be)epy = D _(FU+-) ) r2pale ™ én, ér) 2o

1eNg

~ Z<f(j + ), 00) 120,11 (€ " s Dk 1200,

l<n

Nun wird das zweite Skalarprodukt auf der rechten Seite approximativ berechnet. Dazu
wird der in (1.6) definierte Multiplikationsoperator M verwendet. Fiir das gesuchte
Skalarprodukt gilt

(e dn, dr) r2p0,1) = (€ *Mer, dr) 12p0.1] (5.12)
mit
e_o‘ngbl(x) = e gy (z), z €[0,1).

Um (5.12) approximativ zu berechnen wird der lineare Operator M, verwendet (sie-
he Abschnitt 1.2). Zuerst wird die Matrixdarstellung fiir M2, s € N, beziiglich der

n’

Legendre Polynome gesucht. Es gilt

N; = ((M:g;, ¢k>L2[071})0§j,kSn—1 ’
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sowie

(M3 ds, Dr)r200,1) = (MPDj, dr) r200,1] fir s +j <n.

Nun wird die Exponentialfunktion des Operators betrachtet. Es gilt

e—ai/\/ln — Z (—OéZ)SM;

s!
s>0

Die zugehorige Matrix ist

e—aiNn _ Z (_al)st

s!
s>0

= (<€_aiMn¢ja Pr) 12 [071])0§j,k§n—1 :

Da die Matrix e~*™ eine tridiagonale Matrix ist, lisst sich diese diagonalisieren. Es
folgt
e e — Udiag(e=®0, ... e =1\, (5.13)

Wobei A, fiir 0 < k < n, sowohl die Eigenwerte der Matrix N,,, als auch die Nullstellen
des n—ten Legendre Polynoms ¢,, sind. Die Spalten von U werden durch die zugehorigen

normierten Eigenvektoren gebildet (siehe Satz 1.3.3 sowie Satz 2.0.4).

Als néchstes soll gezeigt werden, dass sich das gesuchte Skalarprodukt <eaiM¢j, ¢k>
durch den leicht zu berechnenden Ausdruck <eaiM” oj, ¢k> approximieren ldsst. Es gilt
zunachst

—aiM —aiM (_ai)s s s
(e G5, Or)r20,] — (€ "Qi, Pr) 201 = Z = (MPp; — M3 ds, dr) r2p0.1]

s!
s>0

_ Z %<M3¢j—Mi¢j,¢k>L2[0,ll-
s>n—j '

Die letze Gleichung folgt aus (M®¢; — M;d;, dr) 120, = 0 fiir j + 5 < n. Fiir die

weitere Fehlerabschétzung beachte man

1 1
|[(MPbs, dr) 2oy < / %@ (7)dp ()| dv S/ |9 (x)pr(z)| dx < 1.
0 0

[(Mss ol = |(N),] = |(Udiag 09) 1) |
= Z ui,mAfnUk,m S Z |ui,muk,m| S 1.
0<m<n 0<m<n

Die letzen Abschéatzungen folgen jeweils aus der Ungleichung von Cauchy - Schwarz.
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Zusammen ergibt sich folgende Fehlerschranke

(e M, )20 — (€M by, dr) r2poy| < 2 Z ’a|

s>n—j
Dieser Fehler ist klein, fiir ein kleines || sowie fiir einen grofien Wert von n — j.

Durch die in (5.13) gefundene Matrizendarstellungen ist es moglich aus den Skalar-
produkten der Funktion e~ f(j + -) , jene der Originalfunktion zu berechnen und
umgekehrt. Es folgt mit w,;, = (UD (e=**) U"),

(e f(G+ ), dr) L2[0,1] ~ Z )s G1) L2[0,1] Uik (5.14)

I<n

fir0<k<n-—1.

5.3.1 Dampfungsfaktoren

Die Hauptaufgabe der Dampfungsfaktoren ist es die Berechnung der Fouriertransforma-
tion einer nur schwach fallenden Funktion f auf die numerische einfachere Berechnung

der Fouriertransformation von f,(z) = e~ f(z) zuriickzufiihren.

Im folgende Satz wird die Berechnung der Inversen der diskreten Fouriertransformierten

naher betrachtet, sowie den dabei enstehenden Diskretisierungsfehlers.

Satz 5.3.1. Sei

Z f(k)emak=2mikv g e R. (5.15)
k=—o00
Dann gilt
1 Mzl J 2mimgj
57 2 P (3 ) ¢ = e+ et (5.16)
=0
mit

M = 2P, My, =2M,  fiir p,q beliebig, 0 <m < M,

und dem Fehler

m)| < Y eI f(k)

k> Mo
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Beweis.

1Ml N e S 1M sy
— F e M2 = Z e f(k)~— e
- ‘

2 = My e —oo My =0
= > e flk)
k=0

k=m mod My
= e "(f(m) + e(m))
Wobei der Fehler durch die Ungleichung erfiillt ist

le(m)] < D e PIf(k)] < e BTN (k)]

kzMQ k2M2

Somit ist der Fehler nur klein, wenn My — M grof ist. O

Die Rechengenauigkeit der IFFT steigt mit der Grofle des Parameters Ms. Da dies
jedoch die Laufzeit beeinflusst ist es ein Ziel, eine gute Balance zwischen dem Wert

von My und dem Dampfungsfaktor a sowie M zu finden.

5.3.2 Verbesserte Version des Algorithmus

Mit den zu Beginn dieses Abschnitts besprochenen Anderungen und der Verwendung
von reellen Dampfungsfaktoren kann die verbesserten Version des Algorithmus be-

schrieben werden.
Sei v = 0.5. Fiir ein a € R sowie w € (0,1) sei &« = —ai + 27(w — 0.5).
Algorithmus : Inverse der Fouriertransformierten

Sei M = 2P mit p > 0 sowie n > 1 und gerade. In Abhéngigkeit des Parameters M
wird My = 2¢M fiir ¢ > 0 bestimmt. Wir nehmen an, dass f € L?*[0, M|, d.h. der

(numerische) Trager von f ist in [0, M| enthalten.

1. Aus Funktionswerten der Fouriertransformierten werden durch die Gaufi Quadratur
die Skalarprodukte (1 fa, 4°)o.n, fiir 0 < k < n, berechnet. Diese approximieren
die Skalarprodukte (@/Jfa, @) g, fir 0 <k < n.

2. Sei w = /M, fir 0 < I < M,. Die rechte Seite der Poisson’schen Summenformel
hat damit die Form

M-1

o—im0.5 K Z efaje*27filj/M2(e*°""f(j + ), Pr) 20.1]-
=0
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Man setze (e~ f(j + ), ¢r) 2101 = 0 fiir j = M, ..., My — 1.
Fiir jedes 0 < k <nund 0 < r < n gilt die approximative Gleichheit

Mo—1

<wfaaq2.5>Q,n -~ (UD( —az)\) Ut —7,71'05 k Z e —aj 27rll]/M2 <f(] + ')>¢T>L2[O,1]-

Die Koeffizienten e~ (f(j + ), ¢x) 12001, 0 < j < M, kénnen durch Anwendung
der IFFT berechnet werden. Durch multiplizieren des Ergebnisses mit e% fiir
0 < j < M, erhélt man die Koeffizienten (f(j + -), #x)r2[0,1]-

3. Die abgebrochene Fourierreihe

S
—

fG+a)~ ) (fG+), o) rzpnde(), = €[0,1), jel0,M).

0

e
i

erlaubt die approximative Berechnung von f(j + x).

Analog dazu wird der Algorithmus zur Bestimmung der Fouriertransformierten be-

schrieben.
Algorithmus : Fouriertransformierte

Sei M = 2P mit p > 0 sowie n > 1 und gerade. In Abhéngigkeit des Parameters M wird
My = 29M fiir ¢ > 0 bestimmt. Die Funktion f sei aus L?[0, M],d.h. der (numerische)
Tréger ist in [0, M] enthalten.

A. Aus Funktionswerten der Originalfunktion werden durch die Gaufl Quadratur die
Skalarprodukte (f(j + +), ¢x)n, fiir 0 < k < nund 0 < j < M berechnet. Diese
sind Approximationen fiir die Skalarprodukte (f(j + -), ¢x) 20,1, flir 0 < k < n
und 0 < 7 < M.

B. Berechnung von e~ % (f(j + ), ¢p)n fir 0 < k <nund 0 < j < M.

C. Durch Anwenden der FFT mit der Ordnung M, kann die rechte Seite der Pois-
son’schen Summenformel approximativ berechnet werden. Dazu wurden weiters
e Y{f(j+"),pr)n = 0 gesetzt fiir j = M,... My — 1.
Somit gilt fir 0 < k<nund 0 < j < M

My—1

et Z e e MM (£ (5 42, i)

Durch die Poisson’sche Summenformel gilt fiir jedes 0 < k <nund 0 <m < M
die Approximation

Mo—1

(W) ~ (UD (™) UT), ™5 Z T2 m M (F (G + ), )
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mit w = 1/M, fir 0 <1 < M.

C. Aufgrund der Gau8 Quadratur gilt (@/Jf, Qg ~ <wf, 4 om, fiir 0 < k < n. Die
Funktionswerte der Fouriertransformierten konnen an bestimmten Stiitzstellen

durch die Relationen in Satz 3.0.6 berechnet werden.

Um die einzelnen Schritte effizient zu implementieren werden die nachfolgenden Rela-
tionen verwendet. f, = [f(n05 + ), fF(%® 4+ a),- -+, f(n°5, + a)]’ ist der Vektor der
Fouriertransformierten, ausgewertet an den verschobenen Nullstellen des orthonorma-

len Polynoms ¢

Es gilt

7 Satz3.0.6

U fa U fard)om (5.17)
(5.10)+(5.13)

~ Vo lUD (e7*™) U'L(0.5),

mit dem Vektor L(0.5), dessen k — ter Eintrag folgende Form hat

L4(0.5) : o=k Z o~ 2midv g MJ (f(G+-), ¢k>L2[0,1}- (5.18)

j=—00

Bemerkung 5.3.1. Die Koeffizienten (f(j + ), ¢x)r2)0,1) k6nnen durch (f(j+-), ¢x)n ap-
proximiert werden. Diese approximative Berechnung kann effizient mit den Relationen

aus Satz 2.0.4 durchgefiihrt werden.

Auch die Umkehrung gilt
UD (%) U'Vip fo ~ L(0.5), (5.19)
mit L(0.5) wie zuvor beschrieben.

Bemerkung 5.3.2. Die Entwicklungskoeffizienten (f(j + -), #x)r2j01] konnen mit Hilfe
der IFFT aus L (0.5) berechnet werden.

Bemerkung 5.3.3. Der numerischer Tréager der Originalfunktion f liegt in der Beschrei-
bung des Algorithmus im Intervall [0, M]. Dieser Triager kann jedoch beliebig gew#hlt
werden, d.h. die linke Grenze muss nicht 0 sein. Der numerische Triger hat die all-
gemeine Form [L, U], mit L,U € R. Dieser Trager wird in M Intervalle der Lénge A

geteilt, mit A = ==,

Bemerkung 5.3.4. Der Wert n sollte durch eine gerade Zahl gegeben sein. Denn fiir
ungerade n ist eine der Nullstellen {n?? k =0,1,...,n — 1} des Polynoms ¢°® gleich 0

und das wiirde bei der Auswertung von ¢ f zu Problemen fiihren.
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5.4 Detaillierte Beschreibung der Algorithmen

In diesem Abschnitt wird eine detaillierte Beschreibung der zuvor skizzierten Algortih-
men gegeben. Zuerst wird auf die Berechnung der Fouriertransformierten eingegangen,
gefolgt von der Bestimmung der Inversen. Es wird immer zuerst der Pseudocode des
Originalalgorithmus aus Abschnitt 5.2 dargestellt und im Anschluss jener des verbes-

serten Algorithmus mit den in Abschnitt 5.3 vorgestellten Anderungen.

5.4.1 Algorithmus: Fouriertransformation

Zu Beginn der Berechnungen wird der numerische Tréager der Funktion festgelegt. Die
Originalfunktion wird auf dem Trager [L, U], mit L,U € R, betrachtet. Dieser Trager
wird in M gleichgroflen Intervallen der Lange A geteilt, mit A = % Die weite-
ren Input Parameter des Algorithmus werden alle in Abhéngigkeit des Parameters M

berechnet.

Als Input werden Werte der Originalfunktion verwendet, ausgewertet an den Nullstellen
A= (Ao, A1, ..., A\pq] der in Kapitel 2 definierten Legendre Polynome. Somit wird der

Vektor der Funktionswerte

—

fi=fL+AN+j), 0<j<M, LeR A€eR"

verwendet. Der Algorthmus liefert die Funktionswerte der Fouriertransformierten, aus-

gewertet an den Nullstellen ¥ = [n§, ny, ..., n%_;] des orthonormalen Polynoms ¢.

Pseudocode des Originalalgorithmus

Input Parameter: n, den Tréiger der Funktion [U, L], die Anzahl der Intervalle M

und somit A = % )

Input: Vektor der Funktionswerte f; fir 0 <j < M.
Output: Vektor der Funktionswerte der Fouriertransformierten fiir 0 < m < M
= t
¢ 1 ¢ 1 1 ¢ 1
wa = [AnS"/Mf (Angq/M) yoee ey Anf_/iwf (An:?_/iw):| e C.

Schritt 1: Berechne (f(L+ A(j+-)), ¢)n = Uojj» mit Hilfe der in Satz 2.0.4 gefunde-

nen Relationen.
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Schritt 2: Berechne FkA (%) mit Hilfe der FFT fir0<m <M und 0 <k <n

M-1

m i —2mim(j+L/A) _

£ (§7) = e 3 IR LA AG + ). 00
J=0

Schritt 3: Nun gilt aufgrund der Poisson’schen Summenformel

2nimL

<¢fA,q;n/M>Q ~ e AaM FkA (%)

Schritt 4: Berechnung der Funkionswerte durch die (5.6) gefundene Relation

2nimL

Wfa ~ Vi Ea, mit Fa = ™8 [FR (m/M), ..., F2 | (m/M)], fiir 0 < m < M.

Pseudocode des verbesserten Algorithmus

Input Parameter: n, den Tréger der Funktion [L, U], die Anzahl der Intervalle M,

_ U-L _ __ 44
A—T,MQ—SM,G—E

(ohne reelle Ddmpfung gilt @ = 0 und My = M)
Input: Vektor der Funktionswerte f; fir0<j < M.

Output: Vektor der Funktionswerte der Fouriertransformierten

A~

Y exp(Li(a+m)/A) 7 a exp(Li(a+m)/A at
pfo = [onleiN f (e g o), eelemN (-1 2)) e,

.5
n—1

fiir v = 0.5, az—ai—7r+2Mlg und 0 < 75 < M,.

Schritt 1: Berechne (f(L + A(j + -)), ¢)n = Uof; mit Hilfe der in Satz 2.0.4 gefunde-

nen Relationen.

Schritt 2: Setze fy; = e “(f(L+ A(j + ), ¢r)n fiir 0 < j < My und 0 < k < n, um

in der Folge (5.18) berechnen zu koénnen.
Schritt 3: Setze fi; =0 fiir M <j < My und 0 <k <n.
Schritt 4: Berechne L (0.5) wie in (5.18) mit Hilfe der FFT fiir 0 < j < My — 1.

Mo—1
2milj

Li(0.5) = e ™%k " fyem

=0

Schritt 5: Berechnung der Funkionswerte durch die in (5.17) gefundenen Methoden
S ~ Vi tUD (e7*) U'L(0.5).
5.4.2 Algorithmus: Inverse der Fouriertransformierten

Um Funktionswerte der Originalfunktion zu berechnen werden wieder die selben Input

Parameter wie in den Algorithmen zuvor verwendet. Als Input werden Funktionswerte
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der Fouriertransformierten verwendet, ausgwertet an den Nullstellen des Polynoms ¢Z.

Daraus konnen die Entwicklungskoeffizienten der Originalfunktion berechnet werden,

und die Funktionswerte konnen durch Bildung der Fourierreihe berechnet werden.

Pseudocode des Originalalgorithmus

Input Parameter: n, den Triger der Funktion [L, U], die Anzahl der Intervalle M

U-L

und somit A = T

Input: Vektor der Funktionswerte der Fouriertransformierten fiir 0 < m < M

wa—l m/Mf( m/IVI>7"‘ m/Mf( Zl/iw)} e C.

Output: f(L+A(j+2)) firz €[0,1), A€ RT und 0 < j < M.

Schritt 1: Berechnung von Fa (%) ~ Vot fa mit Hilfe von (5.8).

Schritt 2: Berechne die Werte von fi; mit Hilfe der IFFT fiir 0 < k£ < n und
0<i<M

fkj = <f(L+A(]+)) ¢k’ L20,1 = ZFk < > M‘

Schritt 3: Berechnung der Funktionswerte mittels der Fourierreihe fiir 0 < j < M

—_

3

FIL+AG+x)~ ) (f(L+AG+)), dr) 20,19k (2), z €[0,1).

0

i

Pseudocode des verbesserten Algorithmus

Input Parameter: n, den Tréger der Funktion [L, U], die Anzahl der Intervalle M,
A= Uzl My = 8Ma—
(ohne reelle Déampfung gilt @ = 0 und My = M)

Input: Vektor der Funktionswerte der Fouriertransformierten .
A exp(Li(a+m)/A) ¢ 1 a exp(Li(a+m)/A) ¢ 1 @
wf [ L AUOO f (An8‘5 + Z) 3t = Angi’l f <A772'E1 + Z)i| € (Cv
fiir v = 0.5, a:—ai—ﬂ+% und 0 < 75 < M.

Output: f(L+A(j+2)) firze[0,1), AeR " und 0 < j < M.

Schritt 1: Berechnung von L(0.5) = UD (e**) UV £2 mit Hilfe der in (5.19) gefun-
denen Darstellung. Danach wird weiters Lj,(0.5) = i~*¢™03(L(0.5))), berechnet,
fir 0 <k < n.
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Schritt 2: Berechne die Werte von fi; mit Hilfe der IFFT fiir 0 < k < n und
0< 7 <M,

Schritt 3: (f(L+ A(j+ ")), ¢x)n = frje® fir 0 <k <nund 0 < j < M.

Schritt 4: Berechnung der Funktionswerte mittels der abgebrochenen Fourierreihe
0<i<M

i
L

JL+AG+x) ~ ) (J(L+AGH)), e)adr(z),  xe€[0,1)

e
Il

5.5 Testresultate fiir stetige Funktionen

Die beschriebenen Algorithmen wurden fiir folgende stetige Funktionen getestet.

Tabelle 1. stetige Testfunktionen

Nr. Funktion Fouriertransformierte
1. e®B/21(0,00) (it + 1.5)71
2. e "gin(x)[(0,00) ((it +1.2)*+1)7!
3. 246—1/2((95—#)/0)2 eitn—o?t?/2
bP — —bx bP
4. W.ﬁlfp 16 [(0, OO) Gri?

Bei Nummer 3 wurde fiir 4 = 0.1 sowie o = 0.2 gewéhlt und Nummer 4 wurde fiir

b= 2 und p = 2 ausgewertet.

In den nachfolgenden Tabellen werden jeweils die mittleren absoluten Fehler der ange-

wandten Algorithmen angefiihrt. Dieser Fehler wird berechnet durch

1 M-1
MAE = — > |f(kA) = f* (kD).
k=0

wobei f* der approximierten Funktion entspricht.

Zusatzlich wurde auch der maximale Fehler betrachtet. Dieser ist definiert durch

Einax 1= max |f(kA) = f*(kA)].
Zunéchst wurden die Algorithmen zur Berechnung der Inversen getestet. In den Tabel-
len 2-5 werden die Ergebnisse fiir den Originalalgorithmus aufgelistet sowie die Lauf-

zeiten der Algorithmen.
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Tabelle 2. Resultate fiir Funktion Nr.1
(Originalalgorithmus)

(LU M A Euax MAE  CPU(s)
0,6] 8 3 4.00e™ 847¢7%  0.1716
[0,6] 16 2 7.03¢7% 1.08¢7%  0.2964
0,6] 32 2 931e™ 1.22¢7%  0.4524
0,6] 64 o 1.07e7°7 1.29¢7°7  0.4056

Tabelle 3. Resultate fiir Funktion Nr.2
(Originalalgorithmus)

(LU M Emax ~ MAE  CPU(s)
0,6] 8 5.38¢% 2269  0.1235
0,6 1.47¢™%  4.12¢7%  0.1872

1.44e7%  4.07¢7%  0.3900
1.47¢7°7  4.14e7°7  0.4056

—_
D
Gleo G| oico i | >

Tabelle 4. Resultate fiir Funktion Nr.3
(Originalalgorithmus)

(LU M A Epa MAE  CPU(s)

—-3,3] 8 3 651le™® 1.66e"%  0.0936
4

—3,3] 16 2 3.06e7% 4.10e7%  0.3588
8

[—3,3] 32 & 1.06e® 1.02¢7%  0.4524

[—3,3] 64 & 9.61e™™ 1.74e%  0.8268

Tabelle 5. Resultate fiir Funktion Nr.4
(Originalalgorithmus)

(LU M A Eua MAE  CPU(s)
0,6] 8 3 1.36e7% 4.48¢7%  0.2808
0,6] 16 2 1.44e™% 4.07¢7%  0.2496
0,6] 32 2 1.47¢7% 4.12¢7%  0.3900
0,6] 64 o 1.47e%® 4.14e7%  0.4056

Fiir den verbesserten Algorithmus wurden, unter Verwendung der reellen Dampfung,
folgende Input Parameter verwendet My = 8M | n = 16 sowie a = 44/M,. (Fiir die
Version ohne reelle Dampfung gilt M = M, sowie a = 0).
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Tabelle 6. Resultate fiir Funktion Nr.1
(Algorithmus mit reeller Dadmpfung)

(LU M A Euax MAE  CPU(s)
0,6] 8 3 538 226e'5 0.0936
0,6] 16 2 1.10e '* 2.52¢7'5  0.1872
[0,6] 32 2 1.24e7® 3.82¢715  0.2652
0,6] 64 o 3.68¢' 1.1le”'  0.4056

Tabelle 7. Resultate fiir Funktion Nr.2
(Algorithmus mit reeller Ddmpfung)

(LU M A Eua MAE  CPU(s)
[0,6] 8 3 830e ' 228 0.1248
[0,6] 16 3 7.28e'® 1.58¢715  0.1872
0,6] 32 & 5477 2.60e'5  0.2496
[0,6] 64 2 216e ' 642715 0.3432

Tabelle 8. Resultate fiir Funktion Nr.3
(Algorithmus mit reeller Ddmpfung)

[L,U M A B MAE  CPU(s)
[-3,3] 8 2 46877 1.42¢7%7 0.1248
[-3,3] 16 2 1.88¢7'0 5.20e7M  0.1716
[—3,3] 32 & 868" 24le7  0.2964
[-3,3] 64 2 1.28¢7'® 3.36e7'5  0.4056

Tabelle 9. Resultate fiir Funktion Nr.4
(Algorithmus mit reeller Ddmpfung)

(LU M A Euax MAE  CPU(s)
0,6] 8 3 212e7'2 540e7'*  0.1248
[0,6] 16 2 6.25¢ 1.87e7**  0.1404
0,6] 32 2 1.08¢ ' 4.8le™  0.2340
0,6] 64 o 4.66e ' 1.44e™'*  0.4368

Die beiden Algorithmen liefern bei ziemlich dhnlicher Laufzeit sehr unterschiedliche

Fehlergréen. Der verbesserte Algorithmus liefert in den selben Vergleichsintervallen bei
ahnlicher Laufzeit deutlich bessere Approximationen. Die Qualitéit der Approximation

liegt vorallem an der Groflenordungn der Fast Fourier Transform. Bei der verbesserten
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Version des Algorithmus wird, bei selber Laufzeit, eine FFT der Grofle 8M durchgefiihrt
hingegen im Originalalgorithmus liegt die Gréenordnung der FF'T nur bei M.

Die beiden Algorithmen zur Berechnung der Fouriertransformierten wurde an den sel-

ben Funktionen aus Tabelle 1 getestet. Im Anschluss wird wieder der absolute Fehler

sowie der maximale Fehler in tabellarischer Form angefiihrt.

In den Tabellen 10-13 findet man die Ergebnisse des Originalalgorithmus, und in den

Tabellen 14-17 jene des verbesserten Algorithmus mit reeller Dampfung. Die angege-

bene Laufzeit wird wieder in Sekunden angegeben.

Tabelle 10. Resultate fiir Funktion Nr.1
(Originalalgorithmus)

LU M A Euax MAE  CPU(s)
0,6] 8 2 1.20e7* 9.47¢7%  0.1295
0,6] 16 2 6.25¢% 1.08¢™%  0.1404
0,6] 32 & 1.23e® 1.15e7%  0.2340
[0,6] 64 o 4.66e® 1.44¢7%  0.4368

Tabelle 11. Resultate fiir Funktion Nr.2
(Originalalgorithmus)

(LU M A Eua MAE  CPU(s)
0,6] 8 3 248 ™ 1.95¢ ™  0.0936
[0,6] 16 2 6.25e"% 2.03¢7%  0.1092
0,6] 32 & 248 % 2.06e7%  0.2964
0,6] 64 2 248e7% 2.07¢7%  1.0764

Tabelle 12. Resultate fiir Funktion Nr.3
(Originalalgorithmus)

(LU M A Epa MAE  CPU(s)
[-3,3] 8 2 3.12e7% 3.03¢%  0.0468
[-3,3] 16 2 9.69¢7% 3.70e7%  0.0624
[—3,3] 32 2 46477 1.33¢7%7  0.2496
[-3,3] 64 & 1.20e7°7 3.29¢7°7  0.9828
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Tabelle 13. Resultate fiir Funktion Nr.4
(Originalalgorithmus)

MAE CPU(s)

(LU M A Euax
0,6] 8 3 1.43e%
[0,6] 16 2 6.25¢%
[0,6] 32 2 1.47e %
[0,6] 64 o 1.00e”%

1.08¢7%  0.0748
1.27¢7%  0.1248
1.37e79  0.2340
1.42¢7%  0.9048

Tabelle 14. Resultate fiir Funktion Nr.1
(Algorithmus mit reeller Ddmpfung)

MAE  CPU(s)

(LU M A Eua
0,6) 8 3 1.88e7 "
[ 3

[0,6] 16 2 208"
0,6] 32 & 208"
0,6] 64 2 2.0877
[ 52

2.60e7%  0.0938
2.52¢707 0.2028
4.96e7%  0.3276
3.00e7%  0.5616

Tabelle 15. Resultate fiir Funktion Nr.2
(Algorithmus mit reeller Dadmpfung)

[L,U M A  Enax

MAE  CPU(s)

0,6] 8 3 239¢77
[0,6] 16 2 2.39¢7%7
[0,6] 32 2 239e %
[0,6] 64 2 2.39e%

1.72¢7°7  0.1560
1.20e7%7  0.1872
7.77e7%  0.2964
4.76e7%  0.5928

Tabelle 16. Resultate fiir Funktion Nr.3
(Algorithmus mit reeller Ddmpfung)

(LUl M A Enax

MAE CPU(s)

[-3,3] 8 2 2.39e7%7
[-3,3] 16 2 2.39¢77
[—3,3] 32 2 2.39¢ %8
[-3,3] 64 & 2.39¢ %

1.72¢7°"  0.1560
1.20e7%7  0.1872
7.77e7% 0.2964
4.76e"%  0.5928
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Tabelle 17. Resultate fiir Funktion Nr.4
(Algorithmus mit reeller Dadmpfung)

(LU M A Euax MAE  CPU(s)
0,6] 8 3 218" 1.30e7°" 0.1248
0,6] 16 2 218" 894 "  0.2028
0,6] 32 2 218 % 570e7%  0.3432
0,6] 64 o 218e % 3.47e7 %  0.7332

Auch hier zeigt sich wieder die besser Funktionsweise des zweiten Algorithmus. Die
Fehler haben bei beiden Algorithmen jeweils eine dhnliche Groflenordnung. Die Funk-
tionswerte der Fouriertransformierten wurden mittels der Relationen in (5.6) sowie
(5.17) berechnet. Da die Fouriertransformierten durch diese Relationen an sehr spezi-
ellen Stellen ausgewertet werden, sind diese sehr empfindlich beziiglich der gewéhlten
GroBen von A. Die Berechnung der Funktionswerte der Fouriertransformierten mittels

der Fourierreihenentwicklung wurde hier nicht durchgefiihrt.

Abschlieflend wird noch die kombinierte Anwendung der beiden Algorithmen demons-
triert. Zuerst werden die Koeffizienten der Fouriertransformierten aus der Original-
funktion berechnet (mit dem verbesserten Algorithmus mit reeller Dampfung) und
daraus wieder die Koeffizienten der Originalfunktion. Die Fehler wurden beziiglich der

Originalfunktion berechnet.

Tabelle 18. Kombinierte Anwendung

Nr. [L,U M A  Epa MAE  CPU(s)
3. [-3,3] 32 2 794712 2.54e713 0.6970
4. [0,6] 32 2 318 ! 818712  0.6084

5.6 Modifikationen fiir nicht stetige Funktionen

5.6.1 Stiickweise stetige Funktionen

In diesem Abschnitt werden die nétigen Anderungen beschrieben um den zuvor darge-
stellten Algorithmus auch fiir stiickweise stetige Funktionen anwenden zu kénnen. Als
Ausgangspunkt wird der verbesserte Algorithmus mit reeller Dampfung aus Abschnitt
5.3 gewihlt.

Sei die Funktion f eine stiickweise stetige Funktion mit Diskontinuitédten in k, fiir



Kapitel 5. Die numerische Fouriertransformation 48

k € Z. Mit
fi(w) = fG+z) 0<z<1
0 sonst
gilt
Fw) =" fiu—j).

JEZ

Fiir die Fouriertransformierte von f folgt daraus

fo = [ emrdi= [Cem S -

JEZ
_ T ) du = it £ () da
— —it) > —ztwfj( )d
jEZZ (& /OO € xI)axr
= Ze‘itjfj(t) = V(t,e ™).

jEL
Das heifit, die Fouriertransformierte einer stiickweise stetigen Funktion kann als Funk-

tion V' beschrieben werden, abhingig von der Fouriertransformierten einer in (0, 1)

stetigen Funktion und einer Exponentialfunktion.

Da es sich bei f; um eine in (0, 1) stetige Funktion handelt, kénnen die in den Abschnit-

ten zuvor gefundenen Methoden fiir stetige Funktionen auch hier angewandt werden.

Sei v = 0.5. Mit den Christoffel-Zahlen w{® wie in Satz 3.0.6, sowie a € R und
a=—al — 7+ 27w mit w € (0,1) gilt fir t € Z

n—1

e™i0.5,—n Z w](e).Sef(faiJerrw)ijwfj (t + a)q2.5<t) _ <67(fai+27rw)ijwfja (t), efwi0.52~nq2.5 (t)>Q,n
k=0

Gauf —(—ai+27w)ii | P —730.5:n 0.
R (e (Fait? )J¢fja(t)7€ U500 (1))

PSF = —a i), —2miw j
= Z e (k+])e ? (k+J)<f(k)a¢n>L2[O,1]

Weiters gilt

n—1 n—1
Z Z w2'56_(_ai+2ﬂw)ij¢fj(t + Q)QgS(t) _ Z Z w2'56_(_“i+2w)ij¢fj(t + Oé)q25(t)
JEZ k=0 k=0 jeZ

n—1

= D uPPV(t+ a, e )0 1),

k=0
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Wobei folgender Zusammenhang verwendet wurde

. 1 1 .
GVt +a, e ) = SV (o e ),
Zusammen fithren diese Ergebnisse auf

D e eI G o ~ €7V j{jzu YV (E+ a, e )3 (1), (5.20)

k=—o00

Bemerkung 5.6.1. Sei f eine stiickweise stetige Funktion mit Diskontinuitdten in Ak,
fiir k € Z. Dann kann die Fouriertransformation durch Verwendung von f = V(t, e t?)

berechnet werden.

Der Pseudocode fiir den Algorithmus zur Berechnung der Inversen fiir stiickweise stetige

Funktionen
Pseudocode

Input Parameter: n, den Tréger der Funktion [L, U], die Anzahl der Intervalle M,
A=Usb My —8Ma= 4
(ohne reelle Déampfung gilt @ = 0 und My = M)

Input: Vektor der Funktionswerte der Fouriertransformierten
exp(Li(a+m)/A 2nk
wa { pn(z)/ )V<%<no%+0z> (+MQ))’“_’

exp(Li(atm)/A) 1/ (% ( L +a) ~(a +%g§)>} €C,

7ln 1A 21
fiir v = 0.5, a:—az—7r+27r] und 0 < j < M

Output: f(L+A(j+2)) firze[0,1),AcRTund0<j <M

Schritt 1: Berechnung von L(0.5) = UD (e*™) UtVytp f2 mit Hilfe der in (5.19) gefun-
denen Darstellung. Danach wird weiters Lj,(0.5) = i*¢™05(L(0.5))), berechnet,
fir 0 <k < n.

Schritt 2: Berechne die Werte von fi; mit Hilfe der IFFT fiir 0 < k£ < n und

0< 7 <M,
Mo—1

1 2mily
fkj ZLkO56M2.
=0

Schritt 3: (f(L+ A+ ), dk)n = frje® fir 0 <k <nund 0 <j < M.
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Schritt 4: Berechnung der Funktionswerte mittels der abgebrochenen Fourierreihe

0<j<M
FE+ DG+ ) ~ ST+ DG+ ), dudele), 7€ [0,1).

Bemerkung 5.6.2. Die Fouriertransformierte der Funktion f kann mit Hilfe des in Ab-
schnitt 5.4.1 beschriebenen Algorithmus fiir stetige Funktionen, angewandt auf die
Funktion f; berechnet werden. Dieses Ergebniss muss im Anschluss noch mit der Ex-

ponentialfunktion passend adaptiert werden.

Testresultate fiir stiickweise stetige Funktionen

Die Funktionsweise des soeben modifizierten Algorithmus wird an zwei stiickweise ste-
tigen Funktion demonstriert. Wie zuvor werden in der Tabelle die absoluten Fehler,
sowie die maximalen Fehler dargestellt. Die Definition der Fehler kann in Abschnitt 5.5

nachgelesen werden, auch die Input Paramter werden analog zu Abschnitt 5.5 gew#hlt.

Tabelle 19. stiickweise stetige Testfunktionen

Nr. Funktion Fouriertransformierte
5. H(zx—1)e™® (it + 1)*167(it+1)
6. Square(x) (it +1)~1(1 + e~ (D)1

Wobei die Funktion H(x — 1) die Sprungfunktion ist, fiir die gilt

0 z<1
H(z—-1)= :
1 z>1

Die Funktion Square steht fiir eine Square-Wave, die hier folgende Form hat

1 0<z<1
Square(x) =
0 1<z<?2

mit Square(z + 2) = Square(x).

Tabelle 20. Resultate fiir stiickweise stetige Funktionen

Nr. [L,U M A  Epx MAE CPU(s)
5. 00,2 32 & 2.89e7M 6.89¢7  0.23
6. [0,2] 32 477 48271 0.20

L
16

Auch hier zeigt sich wieder die hohe Genauigkeit und die Schnelligkeit des Algorithmus.
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5.6.2 Funktionen mit Singularititen

Es ist weiters moglich den Algorithmus auf Funktionen mit Singularitdten anzuwenden.
Der Algorithmus liefert genaue Ergebnisse fiir Funktionen mit beliebigen aber a priori

bekannten Singularitéiten.

Die nachfolgenden Anderungen betreffen wieder den verbesserten Algorithmus zur Be-

rechnung der Inversen aus Abschnitt 5.4.2.

Sei eine Singularitit der Funktion f gegeben in ¢ = s mit s € R, s # 0 und sei die
folgende Funktion f,, definiert durch

fu(x) = w(z)?f(x), (5.21)

mit w(z) der sogenannten Window - Funktion. Die Window-Funktion ist ein trigono-
metrisches Polynom mit Periode 1 und w(0) = 1,w(s) = 0. Wir setzen voraus, dass

q € Z" so gewihlt werden kann, dass f,, stetig in der Singularitit s ist. Es gilt

fu(k) = f(k) (K €Z)

Bemerkung 5.6.3. Fiir mehrere Singularitdten s; mit 0 < j < m besitzt die Window-

Funktion folgende Darstellung

Wobei w; wieder ein trigonometrisches Polynom mit Periode 1 ist und wieder gilt
w;(0) =1 und w;(s;) = 0.

Window-Funktionen

Mit den nachfolgenden Klassen von Window-Funktionen kénnen die besten Rechener-
gebnisse im Bezug auf diesen Algorithmus erzielt werden. Sei t = s die Singularitéit der

Funktion f, wobei zunéchst s # 0 gilt. Die Window-Funktion ist gegeben durch

w(z) = (cos(pms) _ % sin(pwx))z

— (Aeipﬂm 4 Befipm):)Q7 (p c N)

mit den Koeffizienten

A:(1_1M> undB:(1+ 1ﬂ)

2 2isin(prs) 2 " 2 sin(prs)
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Der Wert p wird so gewéhlt, dass (ps mod 1) in der Nihe von 1/2 liegt.

Die Fouriertransformierte der Funktion f,, hat unter Verwendung der soeben definierten

Window-Funktion die Form,

ful) = [ e aerm s e ) du

0 24 2
_ / Z < >kA2q—kBke—(it—(2q—2k)ip7r)Uf(u) du
- q
2

© k=0

- Zq (2) kAR BE f(t — 2mp(q — k).

=0 4

Fiir Funktionen mit Singularitdten in ¢ = 0 miissen andere Window-Funktionen gew&hlt
werden, denn die Koeffizienten A und B sind im Punkt 0 nicht definiert. Deshalb wéhlt

man die folgende Window-Funktion im Falle einer Singularitdt im Punkt 0,

T

w(z) = sin? <7> :

Die Funktion w hat Periode 2 und es gilt w(1) = 1 sowie w(s) = 0. Wir setzen voraus,

dass ein g € Z* existiert, sodass die Funktion f,, stetig in ¢t = 0 ist. Es gilt

fu(2k+1) = f(2k+1) (keZ).

Fiir die Fouriertransformierte von f,, gilt

fu(t) = /OO e (sin (%u>>Zq flu)du

oo ei(m/2u _ =il /2)u 2q
- / e < 5 ) f(u) du
o0 1 2q 2q 2(]
_ —itu [ © (2q—k)i(m/2)u ,—i(w/2)uk - —2(q—k)
/_ooe <2> Z(k>e e i f(u)du
k=0
1 29 2q ) 0o ) ]
_ (5) Z (Ij) (_1)q—k/ 6—(ztu+(q—k)zrru)f(u) du
k=0 >
1 29 2¢ 2q o
- (5) > (k)<—1>q “ft+mla — )
k=0

Bemerkung 5.6.4. Die Funktionswerte von f kénnen aus fw berechnet werden, unter
Verwendung des Algorithmus fiir stetige Funktionen. Die Fouriertransformierte von f
kann unter Verwendung von f,, mit dem in Abschnitt 5.4.2 beschriebenen Algorithmus

berechnet werden.
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Abbildung 5.1: Funktionsweise der Window-Funktion fiir Funktion Nr.10

Numerische Testresultate fiir Funktionen mit Singularititen

Der Algorithmus wurde fiir eine Reihe von Funktionen mit Singularitdten im Punkt

0 getestet. Als Input Parameter wurde fiir alle Funktionen n = 32 fixiert. Die weite-

ren Parameter werden in Abhéngigkeit des Parameters M berechnet. In den Tabellen

werden der maximale Fehler, der MAE sowie die Tragerintervalle und die bendétigte

Laufzeit in Sekunden angegeben.

Tabelle 21. Funktionen mit Singularititen in x=0

Nr. Funktion Fouriertransformierte
(mz)~0%e="/41(0, 00) (it +1/4)795
(e=/* — e=2/2)(4ma®)~951(0,00) (it + 0.5)° — (it + 0.25)%5
o Be=4e/256 () o) ['(2/3)(it + 44/256)2/3
10. 2~ Y4e#/81(0, 00) ['(3/4)(it +1/8)73/4

Tabelle 22. Resultate fiir Funktion Nr. 7
[L,U M A B MAE CPU(s) q
(0,20 64 29 4.36e710 1.15¢719  31.09 2

2

64

0,20] 128 2 1.41e7® 305" 61.51

Tabelle 23. Resultate fiir Funktion Nr. 8
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LU M A  Ewx MAE CPU(s)

q
0,20] 64 2 1.32e7'° 256e71° 3137 2
0,20] 128 22 4.93¢7'° 15471 61.74 2
Tabelle 24. Resultate fiir Funktion Nr. 9
[L,U] M A Euax MAE CPU(s) q
0,40] 64 35 1.32e7' 7.36e7' 3291 2
0,40] 128 - 1.42¢7'° 3.057'  67.01 2
Tabelle 25. Resultate fiir Funktion Nr. 10
[L,U M A Eua MAE CPU(s) q
0,60] 64 & 23770 656e71°  31.00 2
0,60] 128 % 1.39e7 ' 5.067'2 67.9 2

Die Ergebnisse in der Tabelle zeigen wieder die gute Funktionsweise des Algorithmus,
jedoch auch die lingeren Laufzeiten. Die Ergebnisse sind fiir alle Werte von A von

anndhernd gleicher Qualitét.



Kapitel 6

Preiskalkulation fiir Asiatische

Optionen

In diesem Kapitel wird zuerst ein kurzer Uberblick iiber exotische Optionen gegeben,
um dann speziell auf die Bewertung diskreter Asiatischer Optionen einzugehen. Eine
Bepreisungsmethode fiir diesen Optionstyp wird detailiert dargestellt und im Anschluss
wird der in Kapitel 5 beschriebene Algorithmus verwendet um die Optionspreise im
Black-Scholes-Modell zu berechnen.

6.1 Exotische Optionen

Allgemein bezeichnet man als exotische Optionen jene Optionstypen die keine eu-
ropdischen Standardoptionen sind. Somit bilden exotische Optionen einen sehr grofie
Gruppe von Vertriagen. Insbesondere zdhlen Vertriage dazu, deren Auszahlung nicht
nur vom Schlusskurs des Wertpapieres zum Ausiibungszeitpunkt, sondern auch von
der Kursentwicklung bis zu diesem Zeitpunkt beeinflusst wird. Die Beriicksichtigung
des gesamten Kursverlaufes zur Berechnung des Auszahlungswertes bezeichnet man als
Pfadabhéngigkeit.

Wichtige Vertreter von pfandabhéngigen, exotischen Optionen sind Asiatische Optio-
nen deren Auszahlung von einem Durchschnittskurs bestimmt wird, Barrier Optionen
deren Wert vom Erreichen einer Kursschranke abhéngig gemacht wird oder sogenannte
Lookback-Optionen deren Wert durch die Extremwerte des Kursverlaufes beeinflusst

wird. Fiir zahlreiche spezielle Beispiele exotischer Optionen vergleiche [21] sowie [26].

55
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6.2 Bepreisungsmethode fiir diskrete Asiatische Op-

tionen

Wie in der Einleitung dieses Kapitels erwéhnt, gehoren Asiatische Optionen zur Fami-
lie der pfadabhéngigen, exotischen Optionen. Die Auszahlung dieser Optionen beruht
auf dem Durchschnittskurs des zugrundeliegenden Wertpapiers in einem vordefinierten

Zeitintervall.

Die wichtigsten Basisinstrumente fiir Asiatische Optionen sind Wechselkurse, Rohstoff-

preise, Zinssétze und Renditen.

Fiir Asiatische Optionen lassen sich eine Vielzahl von Typisierungen unterscheiden.
Vorallem beziiglich der Durchschnittsbildung lassen sich mehrere Untergruppen bil-
den. Man spricht von einer diskreten Asiatischen Option, wenn der Durchschnittskurs
nur aus endlich vielen Wertpapierkursen, aus einem bestimmten Zeitintervall, berech-
net wird. Es kann sich zum Beispiel um Tages-, Wochen- oder Jahresabschlusskurse
handeln. Bei stetigen Asiatischen Optionen wird der Durchschnitt zeitstetig gebildet,

d.h. es werden alle Kurse wihrend der Laufzeit zur Mittelwertbildung herangezogen.

Weiters kann zwischen geometrischer bzw. arithmetischer Durchschnittsbildung unter-
schieden werden. In der Praxis werden fast ausschliefllich diskrete Asiatische Optionen
verwendet, und meist wird der Durchschnitt mit Hilfe des arithmetischen Mittels ge-
bildet.

Ein weitere Unterscheidung kann zwischen festem oder variablen Strikepreis gemacht
werden. Handelt es sich beim Strikepreis um eine, bei Vertragsbeginn, festgelegte kon-
stante Grofle so spricht man von einer fized strike Option. Die zweite Moglichkeit ist,
den Schlusskurs des Wertpapiers mit dem Durchschnittskurs zu vergleichen. Diese Ver-

trige bezeichnet man als floating strike Optionen.

Zur Bewertung von Asiatischen Optione gibt es unterschiedliche Moglichkeiten. Fiir
den Fall der zeitstetigen Asiatischen Optionen sei auf die Arbeit von Geman und Yor

[14] hingewiesen, die die Laplacetransformierte verwendet.

In der Praxis ist es jedoch nétig diskrete Optionen bewerten zu koénnen. Hier wird
auf die Arbeit von Carverhill und Clewlow [1] hingewiesen. Diese verwendet die Fou-
riertransformation zur Berechnung der Optionspreise. Eine Weiterentwicklung dieser
Arbeit stammt von Benhamou [4]. Fusai und Meucci [13] verwenden ebenfalls die Fou-

riertransformation zur Bepreisung von diskreten und zeitstetigen Asiatischen Optionen.
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Zunéchst wird nun eine Bepreisungsmethode fiir diskrete, arithmetische Asiatische fi-

xed strike Optionen ndaher beschrieben.

Seien 0 =ty <ty < --- < t, =T vorgegebene Zeitpunkte und S;, der Preis des zugrun-
deliegenden Wertpapieres zum Zeitpunkt ;. Der Return im Intervall [t;_;,¢;] ist defi-
niert durch Xy, = Sy, /S:,_,. Es wird davon ausgegangen, dass die Returns X3, ..., X},
unabhéngig sind. Da im weiteren Verlauf der Logarithmus des Returns bendtigt wird,
sei dieser definiert durch R;, = log(S;,/S:_,). Die Dichte des jeweiligen Returns R;, sei
bekannt und werde mit fg, bezeichnet. Der Preis des Wertpapieres berechnet sich aus

einem Startpreis Sy, der pro Intervall um den Return erhoht wird. Es gilt

Sti = Stothth R th. = StoeRtl+Rt2+'.'+Rti.

Weiters bezeichne T' = t,, die Endfélligkeit, K den Strikepreis und r die risikolose

Zinsrate. Da K zu Vertragsbeginn fixiert wird, handelt es sich um fixed strike Optionen.

Der Mittelwert der zur Preisbestimmung nétig ist, wird durch das arithmetische Mittel
gebildet,

1 n
= E;S“' (6.1)

Der Wert der asiatischen Put-Option zum Ausiibungszeitpunkt 7" ist

(K _ %Xn: sti> | (6.2)

Somit lautet der Preis der Asiatischen Put-Option zum Zeitpunkt t

n +
1
Si(P) := e "TIE, (K - Zl Sti> :

bzw. der einer Asiatischen Call-Option

S/(C) :=e" TtEQ< Zst— ) .

Wobei Eg den Erwartungswert beziiglich dem risikoneutralem Mafl (3 beschreibt und
X* = max(0, X). Néheres zur Preistheorie bzw. die Definition eines risikoneutralen

Mafes kann in Abschnitt 6.4.1 nachgelesen werden.

Da es nicht moglich ist fiir den Mittelwert in (6.1) eine Dichtefunktion in geschlossener
Form anzugeben, ist es auch nicht moglich eine geschlossene Formel zur Preisberech-
nung anzugeben. Um den Preis zu berechnen, wird die Verteilung bzw. die Dichtefunk-

tion des arithmetischen Mittels benotigt.
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Es wird in der Folge ein Verfahren zur Bestimmung dieser Dichte und somit des Opti-
onspreises, mittels der Fouriertransformation, vorgestellt. Da sich die Summe in (6.1)
aus korrelierten Termen zusammensetzt, muss auf ein rekursive Methode zuriickgegriffen

werden.
Zuerst werden die zu berechnenden Mittelwerte als Funktionen der Returns dargestellt.

Seien zunéachst

n

S,
Sl,n = 25;

1=

n % n S,
Sk = > _J[Xe,=>_ St:;'

i=k j=k i=k

Fiir den in (6.1) definierten Mittelwert gilt

Weiters gilt

Sn,n — — th, (63)

und

& Sti Stk,I + Stk,1 (64)
i—k Stk—l Stk—Q Stk:—Q
— th—l(]‘ ‘I— Skm)

Man beachte, dass S, und der Return X;, , unabhéngig sind.

Sei nun fiir ein festes n

Dann folgt B,, = In(X},) und
Bioi=In(Xy, ,)+In(1+e%), (2<k<n). (6.5)

Mit der zuvor eingefithrten Bezeichung fiir den Logarithmus des Returns kann (6.5)

auf folgende Form {iiberfiithrt werden

Bi_1 =Ry, , +In(1+eP), B,=R,,. (6.6)
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Bezeichne f; die Dichtefunktion von By und g jene von In (1 + eBk), dann gilt

d d
gr(z) = @P (In(1+e%) <z) = @P (B, <In(e*—1)) (6.7)
d In(e*—1)
eZ
= 1 -1 .
il (e = 1) =
Somit kann die Dichtefunktion von Bj_; durch
fr1(2) = (fry_, * 9)(2), (6.8)
berechnet werden. Wegen
() = Fr31() (6.9)

kann f;_; durch die inverse Fouriertransformation bestimmt werden. Rekursiv kann

dann die gesuchte Dichtefunktion f; von B; berechnet werden.

Der Pseudocode des Rekursionsalgorithmus zur Bestimmung der Dichte f; hat folgende

Form.

Pseudocode

Schritt 1: k=n, f,(x) = fg, (®).

Schritt 2: Berechne die Dichte g

62

er —1°

9x(2) = fir. (In(e* = 1))

Schritt 3: Bestimmung der Fouriertransformierten: gy = F(gx).

Schritt 4: fi_1(s) = fr,_, (5)dk(s).

Schritt 5: Bestimmung der Inversen Fouriertransformierten: f; 1 = F~( fk,l).
Schritt 6: k=k-1, wenn k£ > 1 dann gehe zu Schritt 2.

Mit der so gefundenen Dichte kann nun der Erwartungswert berechnet werden, der zur
Preisbestimmung notig ist. Da die errechnete Dichte jene des Logarithmus des Returns
ist, kann der Preis einer Asiatische Put-Option, zum Zeitpunkt ¢ = t; = 0, wie folgt

berechnet werden.
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So(P) = e "TEq <K—% Y sti>+ (6.10)
P

= ¢ "TEq <K — %SMY (6.11)

= 7 /_; (K - %ex>+f1($) dx (6.12)

= e_rT< :l K fi(x)dx — / :1 %ew fi(z) dx) (6.13)

mit —d; = log (Kn/S,).

Aus den berechneten Put-Preisen ist es moglich, mittels der Call - Put - Paritét die Call-

Preise einer Asiatischen Option zu berrechnen. Diese lautet zum Zeitpunkt ¢ =ty = 0.
So(P> + erT%iern — S()(C) + KefrT,
(Lt

mit den Beobachtungszeitpunkten ¢; fiir: =1,..., n.

6.3 Algorithmus zur Berechnung des Optionsprei-

Ses

Der zuvor skizzierte Algorithmus zur Berechnung der Dichtefunktion wird anschlieffend
im Detail beschrieben. Siehe dazu [10].

6.3.1 Das Tragerintervall

Zu Beginn wird auf die numerischen Tréger der verwendeten Funktionen eingegangen.
Das Intervall [Ly, U], wird als ein numerischer e-Tréger der Funktion f bezeichnet,
wenn

Uy

f@)dt = (1= e)[[f]]x-

Ly
Ist [Ly, Uf] der Tréager von f und [L,, U,] der Triger von g, dann ist der Tréger von
f*gin [Ly+ Ly, Us 4+ U,| enthalten.

Da in dem verwendeten Algorithmus in jedem Rekursionsschritt gefalten wird, werden

die Trégerintervalle der zu berechnenden Funktionen unnétig grofl. Deshalb wird ein
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Intervall [L*, U*] gesucht, fiir das gilt

U* Ugg

Fdt>1—e | f(t)at.

L* Lfg

08—
07 -
06—
05—
04
03—
02—

ol

o1 L L L L L ! L |
5

Abbildung 6.1: Evolution der Dichtefunktionen mit zugehérigem Trigerintervall

Mit Hilfe des folgenden Algorithmus ist es moglich [L*, U*] zu finden.

Pseudocode Algorithmus A

Input: Die Entwicklungskoeffizienten der Funktion f, sowie ihren Trager [Ly, Uy, die
Anzahl M der Teilintervalle in [Ly, Uf| sowie den Kontrollparameter e.

Output: Ein numerischer e-Tréger [L*, U*].

Schritt 1: Setze L :== Ly, U := Ly, L* := Ly, U* := Uy, n =0 und
A = Uf]\_ff sowie Int = fLUff f(z)dx = Azjj\igl(f(Lf + A+ 1)), o) L2j0.1]-
Schritt 2: Wihrend U < Uy —1 ist, wiederhole die Schritte 3-5. In den nachfolgenden

Schritten wird durch kontinuierliches hinzufiigen/entfernen von Entwicklungsko-

effizienten festgestellt, welche Schranken benétigt werden, um das Integral der

Funktion geniigend gut zu berechnen.

Schritt 3: wiederhole
n=n+A(f(U+ A-), do) 20,1
U=U+A
bis (n > (1 — €)Int) oder (U > Uy).

Schritt 4: wiederhole
n=n—A(f(L+A),¢0)r2p,1
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L=L+A
bis (n < (1 — €)Int).

Schritt 5: falls (U —-L+1) <U*— L*) und (n > (1 — €)Int)
L*=L—-A
Ur="U.

0&r
07F
0B
0afF
04F
03k
02k

01k

Abbildung 6.2: Evolution der Dichtefunktionen im angepassten Tréigerintervall

6.3.2 Die numerische Faltung

In diesem Abschnitt wird die Qualitdt der numerische Faltung genauer betrachtet.
Zunéchst wird die Funktionsweise dargestellt und dann wird das Verfahren an zwei

Funktionen getestet.

Als Input werden zwei Funktionen f und g verwendet. Auf beide Funktionen wird der
verbesserte Algorithmus zur Bestimmung der Fouriertransformierten aus Abschnitt
5.4.1 angewandt. Die berechneten Funktionswerte der Fouriertransformierten f und
g werden multipliziert und dieses Produkt wird als Input fiir den in Abschnitt 5.4.2

beschrieben Algorithmus zur Berechnung der Inversen verwendet.

Die Methode wurde an den nachfolgenden zwei Dichtefunktionen getestet. Es wurden
jeweils zwei Funktionen mit derselben Verteilung gefalten. Diese Verteilungen wurden

speziell ausgewahlt, da ihre Faltungen in analytischer Form dargestellt werden kénnen.
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Nr. Funktion 1 Funktion 2 Faltung
2
1 1(2-0.1)2 1 1(z-0.75\2 1 —% %
L ame t00) () NN (i)
2 2% 2 _ 92 4 _or
2. %xe 221(0, 00) %xe 22 1(0,00) ﬁx?’e 221(0, 00)

In der nachfolgenden Tabelle werden jeweils die Tragerintervalle der Einzelfunktionen
sowie der Faltung dargestellt, die Anzahl der gewiinschten Intervalle M und der mittlere
absolute Fehler.

Nr. [Ll, Ul] [LQ, Ug] [L, U] M MAE
1. [-1,1] [-2.3] [-3,4 64 9.96¢ !
2. (0,4 (0,4 [0,8] 64 1.16¢'

———ND.7505
18 — NE103)
M0 85,0.29%%)

08 —

0B -

04F -

02k —

Abbildung 6.3: Faltung der Normalverteilung (Bsp.1)

Da nun alle nétigen Bestandteile dargestellt wurden, kann eine vollstandige Beschrei-

bung des Algortihmus zur Berechnung der Dichte gegeben werden.
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6.3.3 Algorithmus zur Berechnung der Dichte
Inizialisierung

Input: Die Dichtefunktion des Returns R;, sowie dessen Trager [L,, U,|, Anzahl M

der Teilintervalle von [L,, U,].
Output: Entwicklungskoeffizienten Z,, der gesuchten Dichte f,.

Schritt 1: A = o),

Schritt 2: fi; = fr, (Ln + (J + A)A), fir 0 <k < n sowie 0 < j < M.

A ist eine Nullstellen des Polynoms ¢,,.

Schritt 3: Berechne den Vektor der Koeffizienten mit Hilfe der Relationen aus Satz
2.04
Ly = Uofi fir 0 < ] < M. Wobei f: = [foj, R f(n—l)j]t-

Body

Input: Der Tréger [L,, U,], Anzahl der Teilintervalle M, die Entwicklungskoeffizienten

Z,, die Dichte des Returns R;,_, sowie dessen Trager [L, 1,U,_1].

n—1

Output: Entwicklungskoeffizienten Z,,_; der Dichte f,,_1, sowie den numerischen Tréger
I:L;nfl ’ U]Tnfl] :

Schritt 1: Berechne den Trager der neuen Funktion g,
_ (Uy—Ly)

Ly = log(e™ 4+ 1) und U, = log(e" + 1) sowie A, = =

Schritt 2: Berechnung der Funktion g durch auswerten der Funktion f, an verscho-
benen Stiitzstellen.
Berechnung der Funktionswerte yi; = f, (log (eLgHj*’\’f)Ag — 1)) aus den Koeffi-

zienten Z, durch Bildung der Fourierreihe fiir 0 < k < n sowie 0 < j < M.
eLgTU+AE)Ag
(eLg+(j+Ak)Ag,1) .

Berechnung von gg; = x;yx; fiir 0 <k <nund 0 < 5 < M.

Berechnung von xy; =

Schritt 3: Berechne ZG = Ujg; mit den Relationen aus Satz 2.0.4 fiir 0 < j < M.

Schritt 4: Bestimme M; = min {21’ 122 > M + %}
Ly, =Lg+ Ly_y.
Ufn 1 = Lfnfl + MlAg'

Schritt 5: Setze ZG; =0fir 0 <k <nund M +1 <75 < M.
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Schritt 6: Bestimme die Fouriertransformierte g der Funktion g durch Verwendung

des verbesserten Algorithmus aus Abschnitt 5.4.1.

Schritt 7: Bestimme die Fouriertransformierte thn_l der Funktion fg,  durch Ver-

wendung des verbesserten Algorithmus aus Abschnitt 5.4.1.

Schritt 8: Berechne das Produkt f,_(sx;) = thnq (skj) - G(sk;), fiir 0 < k < n sowie
0<j<M,.

Schritt 9: Berechne die Entwicklungskoeffizienten von f,,_; mittels des verbesserten
Algorithmus aus Abschnitt 5.4.2.

Schritt 10: Berechne den numerischen Trager von f,,_; mit Algorithmus A.

Der Body des Algorithmus wird nun n — 1 mal aufgerufen bis die gewiinschte Dichte
f1 berechnet ist.

6.3.4 Integralberechnung
Fiir die Preisberechnung ist es erforderlich Integrale berechnen zu kénnen. Die Berech-
nung erfolgt durch die Fourierkoeffizienten der Funktion.

In der weitern Folge wird dargestellt, wie aus den Entwicklungskoeffizienten der Dichte,

die Entwicklungskoeffizienten des zugehorigen Integrals berechnet werden kénnen.

Sei der Integraloperator I definiert durch
If(x) ::/ f(t)dt.

Fiir ein f € m,_; kann dieser Operator durch I,, = P,(If), der Projektion auf 7,

approximiert werden.

Fir 0 <x <1 gilt

i
L

Lf(x4j) =) (Lf(G+"), d)r2p0,10k().

0

i
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Fiir die Koeffizienten (I f(j + -), ¢x)r2}0,1) dieser Reihendarstellung gilt

< /j:f<u>du7¢k<m>> o / / (1) ducy () dx
/ F(u du/max(ou])gzﬁ(x)dx

j+1
= 5k,/f()du—|- f(u / or(x) drdu
(6.14)

Fiir k£ # 0 ist der erste Term auf der rechten Seite gleich 0. Deshalb wird zuerst dieser
Fall betrachtet und damit nur mehr das folgende Integral

[ [ swwa =[G [Cow
= [ [a@ea
= —/01/0u¢k(x)dxf(j+u)du
- ([ awenw)
fem-1 > {fi o) </ o () dz, i (u )>L2[O7”

0<i<n

(f5, Do) L2[0.1]

(fi> dn—1)1200,1]

Die Eintrage der Matrix M,, werden durch (< fo o) dz, ¢ ( )> 12[0 1]> gebildet.

0<l,k<n
Fir 0 <u < 1 folgt aus

</Ou or(x) dm,¢z(u)>L2[07u = /01 /Ou bi(2) dady(u) du
part.Int. /0“ o1 () drudy(u)]g — /01 i (u) /Ou &i(z) dodu
/01 bi(x) dogy(1) — /01 dr(uw) /Ou é(x) dwdu

schiefsymmetrische Form von M,,, da der erste Term nur ungleich Null ist fiir £ = 0.
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Weiters gilt fiir 0 <u < 1

udp(u) — (k+1) /0“ or(z)de = pem

U@k, Prs1)r2p01] — (B + 1) < on () dz, P
O, — (k+1) <

0
O,

£2[0,1] (k+1)
mit 0y wie in (2.4). Weiters gilt folgende Relation 5y = —60;/(k + 1) mit [ wie in

(3.10). Somit entsprechen die Eintréage in den Nebendiagonalen dieser Matrix in leicht

modifizierter Form, jenen der Matrix M, (v) wie in (3.9), fir v = 0.5.

In der Hauptdiagonale gilt

</ ¢k(ﬂf)diﬁ,¢k> =0 fir 0<k<n.
0 L2[0,1]

</ ¢0($) dx,¢0> = %
0 L2[0,1]

Somit gilt fiir die in (6.14) gefundene Darstellung

Fiir £ = 0 folgt

j—1
(Lf(G+-)d) ey = Z (f(s+ ), P0) 20,110 + M (0.5)(f(j + ), D) 2(0,1)

+0.5(f(j + *), o) L2(0,1)€0,
mit ep = [1,0,...,0]" und & = [do, b1, . - -, dn_1].

Die Entwicklungskoeffizienten des Integraloperators konnen also ebenfalls durch Ma-

trizendarstellungen beschrieben werden. Es gilt

(Lf(F+ ), B) 200 = Ma(W){f(F +); @) 20,11 + Aoeo. (6.15)

Wobei die Matrix M,,(v), beschrieben in (3.9), fiir v = 0.5 berechnet wurde . Der zweite

Teil dieser Summe hat die Form
j—1

Ag = Z <f<3 + ')7 ¢0>L2[0,1] + 05<f(] + '), ¢0>L2[0,1]- (616)

S§=—00

Wird ein Trégerintervall [L, U] verwendet, dass in M Teilintervalle der GréBe
A= % # 1 geteilt wurde, gilt

(Lf(L+AG+)), &) 20,0 = AML(v)(f(L+AG + ), )20, + AAoeo.
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mit
j—1

AO = Z <f<3 + A)v ¢0>L2[0,1] + 05<f(L + A(] + )), ¢O>L2[O,l}~

s=—L

Im Anschlu wird der Pseudocode zur Berechnung des Integrals dargestellt.

Algorithmus B

Input: Koeffizienten Zj; der Dichtefunktion f, fiir 0 < £k < n und
0<j< M.

Output: Entwicklungskoeffizienten des Integrals 1Z;; fir 0 < k£ < n und
0<j< M.

Schritt 1: Berechne I1Z = AM, 7.

Schritt 2: Setze Ay = 0.52;;.

Schritt 3: Berechne fir 0 < j < M —1
IZQ,]' - IZO,j -+ AAO
AO - AO + O5Z0J + 0.5Z0’j+1.

Schritt 4: Setze IZ()’M_l = ]ZO,M—I + Ao.

Mit diesen Entwicklungskoeffizienten konnen die Werte des Integrals an unterschiedli-

chen Stellen berechnet werden, durch Anwendung der Fourierreihenentwicklung.

Die Genauigkeit der Methode wird an zwei Beispielen demonstriert. Fiir unterschied-
liche Dichtefunktion wurden zuerst die Entwicklungskoeffizienten berechnet und aus
diesen Werten das zugehorige Integral gebildet. Die Vergleichsdaten wurden in Matlab

mit der Routine 'cdf’ fiir die entsprechenden Verteilungen berechnet.

In der Tabelle werden die jeweiligen Verteilungen angefiihrt, mit dem verwendeten

Tréagerintervall und der Faktor M, sowie der entstehende mittlere absolute Fehler.

LU M Verteilung MAE
—o1\2
-2,2] 32 Lo #(5TH) 2800710

0,4] 32 gmre®I(0,00) 3517
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Abbildung 6.4: In rot sind die mittels des beschriebenen Algorithmus berechneten Werte der

Normalverteilung dargestellt und in blau jene Ergebnisse der Matlab Funktion cdf.

6.3.5 Detalillierte Beschreibung des Algorithmus zur Options-

preisberechnung

Da nun Integrale mit der im Abschnitt zuvor beschriebenen Methode berechnet werden
konnen, kann der gesamte Algorithmus zur Berechnung des Optionspreise beschrieben
werden. Die Berechnungsvorschrift des Put-Optionspreises kann in (6.10) nachgelesen

werden.

Zunéchst wird noch eine zentralen Subroutinen beschrieben, welche zur Berechnung

des Produktes der Funktionen f und g nétig ist.

Algorithmus C
Input: Koeffizienten Z; der Dichtefunktion f, fiir 0 < £k < n und
0 < j < M ,das Trégerintervall von f, [Ly, Uy], und eine weitere Funtkion g.

Output: Entwicklungskoeffizienten PZ; des Produktes der beiden Funtkionen f und
g, fir0<k<nund 0<j < M.

Schritt 1: Berechne y; = Uglfj fiir 0 < j < M. (siehe Satz 2.0.4).
Schritt 2: Berechne g;; = yi;9(Ly + A+ ) fiir 0 <k <nund 0 < j < M.

Schritt 3: Berechne PZ; = Uygj;, fiir 0 < j < M. (siehe Satz 2.0.4).
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Optionspreis
Schritt 1: Berechne die gesuchte Dichtefunktion f; mit dem in Abschnitt 6.3.1 be-
schriebenen Algorithmus.

Schritt 2: Berechne die Koeffizienten des Integrals von fi(¢) mittels Algorithmus
B und bilde die Fourierreihe um die gesuchten Integralwerte an den Stellen
log(Kn/Sy) zu bekommen. AnschlieBend wird das Ergebnis mit Ke™"" multi-

pliziert.
Schritt 3: Berechne das Produkt von g(t) = f(t)e’ mit Hilfe von Algorithmus C.

Schritt 4: Berechne wieder die Koeffizienten des Integrals von g¢(t) mit Algorith-
mus B und bilde die Fourierreihe um die gesuchten Integralwerte an den Stellen

log(Kn/Sy) zu berechnen. Das Ergebnis wird mit (Sy/n)e™"T multipliziert.

Schritt 5: Abschliefend wird die Differenz zwischen dem Ergebnis aus Schritt 2 und
4 gebildet.

6.4 Bewertung von Asiatischen Optionen im Black-
Scholes-Modell

6.4.1 Grundlagen der Preistheorie

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Werkzeuge und Sétze der Optionspreis-
theorie diskutiert. Als Referenz, siehe [2],[8] sowie [9].

Ein zeitstetiges Marktmodell mit endlichem Zeithorizont T, wird beschrieben durch

e cinen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P).

e T €[0,00), dem letzten im Modell beriicksichtigten Handelszeitpunkt.

F = (‘E)te[O,TP die den Informationsverlauf beschreibende Filtration.

S = (S})tejo.r], dem stochastische PreiprozeB des Finanzgutes i. Es wird ange-
nommen, dass S; F; — mefBbar ist Vt (d.h. S ist an F adaptiert).

o 5= (Sti)te[oyT] dem diskontierte Preisprozef.
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Definition 6.4.1. Seien P und Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafle aus (2,2). Diese
sind zueinander dquivalent, wenn P absolut stetig beziiglich Q ist und Q absolut stetig

beziiglich P ist. Dass heifit die beiden Majfle besitzen die gleichen Nullmengen.

P(A) =0 QA) =0, AcQ.

Satz 6.4.1. P ist genau dann absolut stetig beziiglich Q, wenn es eine positive Zufalls-
variable Z auf (2, 2A) gibt, sodass

P(A) = / Z@)dQ(w) VAe
A
gilt. Z wird als Dichte von P beziiglich Q bezeichnet und es gilt Z = Z%.
Mit Hilfe der eben definierten dquivalenten Mafle ist es moglich die Fundamentalsétze

der Preistheorie zu beschreiben.

Satz 6.4.2. Fin Marktmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn ein zu P dquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmaff Q existiert, bzgl. dem der diskontierte Peisprozef S ein Mar-

tingal ist. Q heifit ein zu P dquivalentes Martingalmaf fir S, bzw. risikoneutrales Map.
Satz 6.4.3. Fin arbitragefreies Marktmodell ist genau dann vollstindig, wenn das zu
P dquivalente Matringalmaf fir S auf F eindeutig bestimmt ist.

Die Beweise der Satze 6.4.1, 6.4.2 sowie 6.4.3 konnen in [8] nachgelesen werden.

Die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles erlaubt die Bewertung von Optionen

durch den Erwartungswert des diskontierten Payoffs der Option.

6.4.2 Das Black-Scholes-Modell

Eine detaillierte Beschreibung des Black-Scholes-Modell kann zum Beispiel in Irle [2]

nachgelesen werden.

Definition 6.4.2. Das Black-Scholes Modell ist ein zeitstetiges, arbitragefreies Markt-
modell mit Zeihorizont T, wobei T das Endfdlligkeitsdatum ist. In diesem Modell werden
2 Finanzgiiter betrachtet.

Das Erste Finazqut By, ist ein risikolos (Anleihe, Bond,etc.), mit stetiger konstanter

Verzinsung und unterliegt dem Prozess

dBt = TBtdt.
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Dabei ist v > 0 die risikolose Zinsrate. Das zweite Finanzgut ist risikobehaftet. Der
Preisprozess dieses Finanzqutes zum Zeitpunkt t, ist durch die stochastische Differen-
tialgleichung

dS; = Si(udt + odWy) (6.17)

gegeben. Wobei (Wy)o<i<r eine standard Brown’sche Bewegung ist und u die erwartete

Returnrate und o die Volatilitdt.

Die Losung der Gleichung (6.17) ist gegeben durch eine geometrische Brown’sche Be-

wegqung und lautet
02
St Soe<ﬂ—7 >t+UWt

mit dem Startpreis Sy.

Der Informationsverlauf durch eine Filtration (F;)o<i<r beschrieben, diese hat die Form
Fr=c{(Wyls <t)UN}. N ist die Menge aller P-Nullmengen.

Im weiteren gelten folgende Annahmen:
1. v und o sind konstant.
2. Es qibt keine Transaktionskosten und Steuern.
3. Es gibt keine Dividenden wdhrend der Laufzeit.
4. Der risikolose Zinssatz ist konstant.

Im Black-Scholes-Modell kann ein eindeutiges dquivalentes Martingalmafl () konstruiert

werden, somit ist das Modell vollsténdig.

In diesem speziellen Fall folgt der Preisprozess einer Log-Normal-Verteilung und somit

ist der Logarithmus des Returns R;, im Intervall [t;_1,t;] normalverteilt mit

0.2
H= (T B 7) (ti —ti-1), var = o*(t; — ti1).

6.4.3 Testresultate im Black-Scholes-Modell

Zunéachst wird die Optionspreisberechnung im Black-Scholes-Modell fiir sehr einfache
Asiatische Optionen, mit nur einer Periode betrachtet. Diese Optionspreise entsprechen

den Call- oder Put-Preisen einer européischen Option.

Fiir folgende Parametersets wurden die Put-Preise bestimmt.
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Nr. r o K | T|] Sy
005105 2 [ 1| 2
0.1 |0.5] 95 | 1100
0.03 0.2 |105| 2 | 100

In der nachfolgenden Tabelle sind zunéchst die errechneten Put-Optionspreise der eu-
ropéischen Option (Asiatische Option mit nur einer Periode) dargestellt. Als Vergleichs-
werte dienen die Optionspreise des européischen Puts. Diese Werte wurden in Matlab
mittels der Funktion '[OptCall, Opt Put| = blsprice(Sy, K,r, T, o, q)" berechnet. Weiters

wird der Fehler, also die Differenz, zwischen diesen beiden Groflen angegeben.

Nr. europ.Option (Algorithmus) europ.Option Fehler

1. 0.338310933258765 0.338310933258765  4.44e~1¢
2. 12.149935115699728 12.149935115699716 1.24e~14
3. 10.634970761170445 10.634970761170422 2.30e~14

Der Algorithmus zur Berechnung Asiatischer Optionen mit mehreren Perioden wurde

an folgendem Parameterset getestet (siehe [16] sowie [10]).

r | o |[K|T|S
005105121 2

Fiir dieses Parameterset wurden die Put-Preise berechnet und mittels der Call-Put-
Paritit die Preise der Call-Option. Die Periodenanzahl wurde in jedem Schritt verdop-

pelt. In der Tabelle wird weiters die Laufzeit des Algorithmus in Sekunden angegeben.

Perioden So(C) CPU(s)

1 0.435852084257357 0.892 1.78¢~ 14
2 0.341915189968563 1.334 1.35¢713
4 0.294343324407761  2.1528  —1.98¢~ 14
8 0.270431987681639  2.1528 8.27e 14
16 0.258439135453751  5.2416 4.87e~13
32 0.252431606650541  11.1850  4.78e713
64 0.249424750322772  22.6201 4.78¢~13
128 0.247920502995972  92.9297  2.81e 12
256 0.247168168314599 189.1044  5.81e 12

512 0.246791947405830 389.5812  1.26e™ !
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Die letze Spalte gibt den Unterschied zwischen den hier berechneten Werten Sy(C') und

den in [10] angegebenen Preisen.

In der folgenden Graphik wurden die Call-Optionspreise fiir verschiedene Werte von K
berechnet. Es wurde wieder das oben definierte Parameterset gewéhlt und die Anzahl
der Perioden wurde auf 12 gesetzt, d.h. eine monatlich betrachtete Asiatische Option.
Solche Berechnungen fiir unterschiedliche Werte von K, sind mit dem beschriebenen
Algorithmus sehr schnell und unkompliziert durchzufithren. Da man als Output des
Algorithmus die Entwicklungskoeffizienten der Preisfunktion bekommt, muss nur noch

die Fourierreihe gebildet werden fiir die gewiinschten Werte von K.

126 -

07s -

Call - Preise

05 —

| | | | | | |
05 075 1 1.25 1.5 1.75 2 225 25
Strikepreis

Abbildung 6.5: Entwicklung des Call-Preises fiir unterschiedliche Werte des StrikePreises K.

6.4.4 Kritik am Black-Scholes-Modell

und weiterfithrende Uberlegungen
Das Black-Scholes-Modell ist das wohl populédrste Marktmodell, es beruht jedoch auf
einigen urealistischen Annahmen.
e Es gibt keine Steuern und Transaktionskosten.
e Der Logarithmus des Returns basiert auf der Normalverteilung.
e Die Volatilitat ist konstant.
Eine ausfiihrlichere Diskussion dieser Punkte kann z.B. in [22] nachgelesen werden.

Eine allgemeinere Form um ein Marktmodell zu beschreiben bieten Levy-Prozesse. In

den zugehorigen Levy-Modellen basiert der Logarithmus des Returns nicht mehr auf
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der Normalverteilung, statt dessen werden Verteilungen mit , fetteren, Tails verwen-
det. Die Returns sind aber immer noch unnabhéngig. Wichtig ist zu bedenken das
diese Modelltypen nicht mehr vollstédndig sind, also muss stets definiert werden wel-
ches dquivalente Martingalmafl verwendet wurde. Néheres zu Levy-Modellen bzw. der
Berechnungsméglichkeiten des dquivalenten Martingalmafles kann in [19] nachgelesen

werden.

Die Algorithmus bietet sich auch zur Berechnung von Optionspreisen in Levy-Modellen
an, da als Voraussetzung an die Dichtefunktion nur die Unabhéngigkeit der Returns
gefordert wird, und dies erfiillt ist. Bei vielen der zugrundeliegenden Prozefle sind die
Dichten nicht analytisch darstellbar, es ist jedoch immer moéglich eine Darstellung der
charakteristischen Funktion zu geben. Da diese Funktionen mit der Fouriertransfor-
mierten {ibereinstimmen kénnen die Funktionswerte bzw. die Entwicklungskoeffizienten
der Inversen durch Anwendung des Verfahrens von Peter den Iseger berechnet werden.
Diese Werte kénnen dann als Input fiir den hier beschriebenen Algorithmus verwendet

werden.



Anhang: Matlab Code

In diesem Abschnitt kann ein Grofiteil des verwendeten Matlab Codes nachgelesen

werden.
sk skskok sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk o ok sk skok sk ok sk sk sksk sk sk sk sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk sk o sk sksk sk sk sk sk sksk sk sk ok sk skok sk sk sk ok

Die Funkion "basicFunl’ erzeugt die benttigten Matrizen, sowie Eigenwerte und Eigen-

vektoren.
stttk sk sk ok sk sk sk sk sk sk skskosk sk s sk stk sk sk s sk sk skok sk sk sk skskosk sk sk sk stk sk sk s sk stk sk sk s sk sksksk sk sk sk sksk sk sk sk sk stk sk sk sk ok ok

function [lambda , eta, U0 ,U0inv, VO01,V0invl,U,V2 ,M1,N] = basicFunl (n,nu)

%

% Nullvektor mit 1 an der erstem Stelle
%

e0=zeros(1,n);

e0(1)=1;

%

% Einsvektor

%

one=omnes (1,n);

%

% Berechnung der n Nullstellen im Fourier Bereich (eta) der spez.
% definierten Polynome vom Grad n. Diese sind durch die Eigenwerte
% der Tridiagonal—Matriz M gegeben. Gleichzeitig werden auch die

% dazugehorigen FEigenvektoren berechnet.

%
clear y k;
y=zeros (1,n);
for k = 1:n
y(k)=—1/(2«sqrt (4xk"2—-1)); % Eintrige in den Nebendiagonalen von M
end
clear Ml s;
Ml=zeros (n);
MI1(1,1)=0.5%cos(pi*nu)/sin(pi*nu); % spez. Eintrag in M(1,1)
for s=1:n—1
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MI(s+1,s)=y(s);
Mi(s,s+1)=y(s);
end

%

% Berechnung der Eigenwerte bzw. FEigenvektoren mit bereits impl. Matlab
% Funktion .

%

[V2,D2]=eig (M1);

%

% spez. Darstellung der Matriz VO
%

clear V21 V0invl V01 ;
V21=V2(1,:)/(—ix(exp(i*pixnu)—exp(—ixpi*xnu))).’;
V01=V2xdiag (V21);

V0invl=inv (V01);

%
clear eta;

eta=D2xone.’; % Nullstellen bzw. FEigenwerte

%
% Berechnung der n Nullstellen der Legendrepolynome (lambda)

% mit Hilfe der Matriz U. Die Nullstellen entsprechen wieder den

% Eigenwerten der Tridiagonalmatrizx — Matriz. Gleichzeitig werden wieder

% die dazugehdrigen Eigenvektoren berechnet.

%

clear k N teta U B lambda s;

teta=zeros(1,n);

for k = 0:n—1 % Eintrige in den Nebendiagonalen der Matriz N
teta (k+1)= ((k+1)/(4xk+2))*xsqrt ((2xk+1)/(2xk+3));

end

%
% Konstruktion der Matriz N
%

N=0.5«xeye(n);

for s=1:n—1
N(s+1,s)=teta(s);
N(s,s+1l)=teta(s);

end

%
% Eigenwerte und Eigenvektoren der Matriz U
%

[U,B]=eig(N);

%
% spez. Darstellung der Matrixz U0
%

clear Ul U0 UOinv ;
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Ul=U’xe0. ’;

U0=Uxdiag(Ul);

Ulinv=inv (diag(U1))*U’; % Inverse

%

lambda = Bxone.’; % Figenwerte bzw. Nullstellen

koo sk skook sk okok ok skokook sk skok sk okok sk skokook sk skok sk kok skoskok sk sk skok sk kok skokokoskoskoskok skokok skokokoskoskoskok skokokoskokoskokoskokokoskokokeskokoskokoskokok

Der Quellcode des verbesserten Algortihmus zur Berechnung der Inversen.

Sk sk skook sk kR sk stk sk skok sk kR sk skokosk sk skok sk skokoskoskokoskoskoskok sk kok skokokoskoskoskokoskokok skokokoskokoskokoskokokoskokokoskokokoskoskokokeskokoskokoskokosk

function [Z]= transformInversionll (ml,t,funnamel , funname2,n,delta ,t0,fourier)

begintime=cputime;

%
% Verbesserter Algorithmus zur Berechnung der Inversen

%

%

% Input sind die Originalfunktion sowie die Fouriertransformierte.
% Der Shift—Operator t0, der Verkleinerungsfaktor delta und

die Genauigkeit der Gauf—Quadratur n, sowie die Amnzahl der

Intervalle ml.

optional ist die FEingabe von fourier, einer Matriz von bereits berechneten

Werten der Fouriertransformierten .

2009 Lehner FEdith

input parameter

N N N N XXX KK XN

nu = 0.5;

Jim=ml1; (optional : ohne reelle Ddimpfung)
m =8xml;

¢ = 44 /m;

%c=0; (optional: ohne reelle Dimpfung)

%
[lambda, eta, U0 ,U0inv, VO ,VO0inv,U,V,M,N]=basicFunl(n,0.5);
%
% Ddimpfungsparameter
%
alpha=zeros (1 ,m+1);
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clear r;
for r=0m
alpha (r+1)=—cxi—pi+2«pix*(r)/m;

end

%

% Nullvektor mit 1 an der ersten Stelle
%
e0=zeros(1,n);
e0(1)=1;

%

% Einsvektor
%

one=omnes (1,n);
%

clear Lf 1 r etal eta3;
Lf=zeros(n,m);
etal=zeros(n,m+1);

%

eta3=1./eta; % Reziprokwerte der orig. Nullstellen
%

for r=0m
etal (:,r+1)=eta3 + alpha(r+1);
end

%

% Auswerten der Fouriertransformierten

%

if nargin < 8

for 1=1:n
for r=0m-1
Lf(l,r+1)=exp(tOxalpha(r+1)xi/delta)xexp(i*xpixt0/delta)*(eta3(1l)/delta)
xfeval (funnamel ,etal (1,r+1)/delta);
end

end

%
% Auswerten der Funktionswerte der Fouriertransformierten , aus der
% vorgegebenen Matiz fourier

% (optional)

%
else
Lf=fourier;
[n,m]=size (Lf);
ml=m/8;

%c=0;

Ymi=m;

c=44/m;
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alpha=zeros (1 ,m+1);

clear r;

for r=0m

alpha (r+1)=c—i*pi+2+pi*ix*(r)/m;
end

end

%

% Anwendung der Gauff—Quadratur im Bildbereich der Fouriertransformierten

%

clear G r GI;

G=zeros (n,m);

for r = 0im-1
G(:,r+1)=exp(pixi*0.5)«VOxLf(:,r+1);

end

for s=0:n-1
G(s+1,:)=i"(—=s)*G(s+1,:);

end

for r=0m-1
G(:,r+1)=Uxdiag(exp(alpha(r+1)*ix*(lambda)))* U’ «G(:,r+1);

end

%

% IFFT

%
clear s Y;
Yl=zeros(n,m);
Yi=ifft (G(:,1:m).");
Y1=Y1.;

%

% IFFT — Inverse Fast(Finite)Fourier Transformation ohne Verwendung

% der bereits in Matlab implementierten ifft Funktion.

%

% clear 1 s r Y1 G2;
%

% G2=zeros(n,m);

% Yi=zeros(n,m);

% %

% for l=0:m—1

for r=0m—1
G2(:,r+1)=(G(:,r+1)/m)xexp (2% pixrxixl/m);
%G2(:,r+1)=(G(:,r+1)/m)x exp (2 pixrxixl/m);

end

Yi(:,1+1)=sum(G2,2);

RN X N X X K

end
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%
% Berechnung der einfachen FEzpansionskoeffizienten , ohne relle Dimpfung.

%

clear r s Z;

Z=zeros(n,ml);

for r=0:ml-1
for s=0:n—1
Z(s+1,r+1)=Y1(s+1,r+1)xexp(c*r);
end

end

%

% Fehlerabschitzung

%

clear r funwerte g;
[ywertel]=expansion(ml,Z,t,n,t0,funname2, delta);
funwerte=feval (funname2,t);
error=sum/(abs(funwerte—ywertel ),2)/ml
maxerror=max(abs(funwerte—ywertel))

% Zeitnehmung

e=cputime—begintime

KoKk ok ok sk ok ok sk >k ok skokok ok ok ok sk sk sk sk ok oskokoskok skook sk sk sk sk koskokosk ok sk sk sk sk sk sk sk skokoskoskook sk sk sk sk sk sk skokokosk ok sk sk sk sk skokoskokokokoskoskoskokkk

AnschlieSlend der Code des verbesserten Algorithmus zur Berechnung der Fouriertrans-

formierten

> koo ok skook ok okok ok skoskook sk skok sk skok sk stk ok sk skok sk kok sk skokosk sk skok sk kok skokokosk sk kol skokok skokokosk sk skok skokok skokoskoskoskokok skokokeskokoskosk skokok

function [lap|=transformllneu (ml,funnamel ,funname2,n,delta ,t0,L)
begintime=cputime;

%
% Verbesserter Algorithmus zur Berechnung der Fouriertransformierten
%

%

% Input sind die Originalfunktion sowie die Fouriertransformierte.
% Weiters der Shift—Operator t0, der Verkleinerungsfaktor delta und
% die Genauigkeit der Gaufi—Quadratur n, sowie die Anzahl der

% Intervalle ml.
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%
% optional ist die Fingabe von L, einer Matriz von bereits berechneten

% Koeffizienten der Originalfunktion.

%

% 2009 Lehner Edith
%

%

% input parameter
%

nu = 0.5;

m=8+ml ;

%c=0;

c= 44 /m;

Ym=ml1 ;

%

[lambda, eta, U0 ,UOinv, VO ,VOinv,U,V,M,N|=basicFunl(n,0.5);
%

% Ddimpfungsparameter

%
alpha=zeros (1 ,m+1);
clear r;

for r=0m

alpha (r+1)=—c#*i—pi+2xpix*r /m;

end

%

% Nullvektor mit 1 an der erstem Stelle
%
e0=zeros(1,n);
e0(1)=1;

%

% Einsvektor
%

one=omnes (1,n);
%

% Berechung der Funktionswerte an den verschobenen Nullstellen .
% optional
%

clear r s fun;
fun=zeros(n,ml);
if nargin < 7
for r=0:ml-1
fun (:,r+1)=feval (funname2 , ((lambda+r )+ deltat+t0));
end

%

% Berechung der Entwicklungskoeffizienten mit Hilfe der Matriz U0.
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%
clear r s koeff Z;
koeff=zeros(n,ml);
for r=0:ml-1

koeff (:,r4+1)=U0xfun (:,r+1);
end

%

% Berechnung der Entwicklungskoeffizienten aus bereits vorhandenen
% Koeffizienten (optional)
%

else
koeff=L;
[n,ml]=size (koeff);

m=8xml ;

Ybm=ml1 ;

%c=0;

c=44/m;

clear r;

%

for r=0:m

alpha (r+1)=—c*i—pi+2xpix*r /m;
end

end
(/4
U

clear 1 g;
clear r s 7Z;
Z=zeros (n,m);
for r=0:ml-1
Z(:,r+1l)=koeff (:,r+1)xexp(—cxr); % reelle Dimpfung
end

%

% Berechnung der IFFT mit der in Matlab implementierten Funktion
%
clear s Y

%Y=zeros (m,n);

Y=Fft (Z.);
YI=Y. 7,
%

% Berechnung der FFT ohne Verwendung der bereits in Matlab implementierten
% Funktion.
%

% for s=0:n—1

% Yi(s+1,:)=Y1(s+1,:)xexp(—pixi*x0.5)%i s;
% end

% %clear 1 s r Y1 G2;
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R

G2=zeros (n,m);

Yi=zeros (n,m);

for 1=0m-1
for r=0:m—1
G2(:,r+1)=Z(:,r+1)xexp(—2xpixrxixl/m);
end
Yi(:,1+1)=sum(G2,2);

end

N N N NN XXX XK XN

% Berechnung der Werte der Fourier Transformierten aus den Koeffizienten
% im Fourier —Bereich. ( 1/sxfourier(1/s))
%

clear r lap;

for s=0:n—-1
V0inv (:,s+1)=V0inv (:,s+1)%i"(s);
end
lap=zeros(n,m);
for r=0m-1
lap (:,r+1)=(—1)*V0inv«Uxdiag (exp(—alpha(r+1)*ix(lambda)))+«U’«Y1(:,r+1);
end

(V4

U

% Berechnung der Werte der Fourier Transformierten aus den Koeffizienten
% im Fourier— Bereich. (fourier(1/s))
%

for r=0mm-1

for s=1:n
lap2 (s, r+1)=lap(s,r+1)xeta(s)xdelta;
end

end
o7
U

clear Lf 1 r etal eta2 eta3;
Lf=zeros(n,m);
etal=zeros(n,m);
%
eta3d=1./eta; % Reziprokwerte der orig. Nullstellen
%
for r=0m-1

etal (:,r+1)=eta3 + alpha(r+1); % Eta’s um den Dimpfungsfaktor verschoben

end
%
% Auswerten der Fouriertransformierten

%

for 1=1:n
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for r=0m-1
Lf(1,r+1)=exp(tOxalpha(r+1)xi/delta)xexp(tOxixpi/delta)
xfeval (funnamel ,etal (1,r+1)/delta);

end
end
%
% Fehlerberechnung
%
clear res;
% %
res=abs(—Lf(1,:)+1ap2(1,:));
%

error=sum(res ,2)/m
maxerror=max(res)
% Zeitnehmung

e=cputime—begintime
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Hier folgen nun die Algorithmen zur Berechnung des Integrals sowie des Produktes.
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function [Int]=Integratel (coefficients , delta)

%
% Berechnung des Integrals

%

% Input sind die Entwicklungskoeffizienten des Integranden sowie der
% Verkleinerungsfaktor delta.

%

% Output sind die Entwicklungskoeffizienten des Integrals

%

% 2009 — Lehner Edith

%

[n,ml]=size(coefficients);
[lambda , eta, U0 ,UOinv, VO ,V0Oinv,U,V,M,N] = basicFunl(n,0.5);

Int=deltasMxcoefficients;

clear r

A0=0.5%coefficients (1,1);
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for r=0:ml-2

Int (1,r+1)=Int (1,r+1)+deltaxA0;

A0=A0+0.5% coefficients (1,r+1)+0.5%xcoefficients (1,r+2);
end

Int (1,ml)=Int (1,ml)+deltaxA0;
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function [Koeffneu]= ProductFunction (koeff , func,Lx, delta)
%

% Berechnung des Produktes

%

% Input sind die Entwicklungskoeffizienten der ersten Funtkion sowie der
% Verkleinerungsfaktor delta, die untere Schranke des Trigers und die

% zweite Funtkion .

%

% Output sind die Entwicklungskoeffizienten des Produktes

%

% 2009 — Lehner Edith

%

[n,m]=size (koeff);
%
[lambda , eta, U0 ,U0inv, VO ,V0inv,U,V,M] = basicFunl(n);
%

% Berechnung der Entwicklungskoeffizienten

yvalues=UQinvxkoeff;

oz
©

% Auswerten der Funktion
for r=0:m-1
funcv (:,r+1)=feval (func , (Lx+(lambda+r)* delta ));

end
o7
U

clear r s;

% Berechnung des Produktes
for r=0:m-1
for s=1:n
zvalues (s, r+1)=yvalues(s,r+1)xfuncv(s,r+1);

end
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end
% Berechnung der neuen Entwicklungskoeffizienten

Koeffneu=UOxzvalues;
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Anschlieflend wird der Algorithmus zur Berechnung des Optionspreises dargestellt, ge-

folgt von seinen Subroutinen.
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function [PriceP ,PriceC,timeend]= PriceAlgorithm (m,n,Lowerf, Upperf,p,funnamel ,
Lowerx , Upperx,nl,r ,K,S0,T)

%

% Berechnung des Optionspreises einer Asiatischen Option.

%

% Input:

% m ... Anzahl der Intervalle

% n ... Tiefe der Gaufi—Quadratur

% Lowerf, Upperf, Lowerr, Upperz ... Triger der Dichte sowie des Returns
% p ... 1

% mn1 ... Perioden

% T ... Zinsrate

% K ... Strikepreis

% T ... Filligkeit

% S0 ... Startpreis

%

% Output sind die Preise der Asiatischen Call— sowie Put—Option.

%

R

2009 — Lehner Edith

%
timestart=cputime;

[coeffs ,t,delta ,L1,Ul]= coefficient (m,n,Lowerf,Upperf,p,funnamel );

[Z,deltag ,Lfneu,Ufneu,Z12] =getDensity (m,L1,Ul,p, funnamel ,Lowerx,
Upperx, coeffs , delta);

[Z1,Lfneul ,Ufneul]=recDestiny (2,nl, funnamel ,p,Z, Lfneu, Ufneu, Lowerx
Upperx ,m, deltag);

[PriceP ,PriceCl]=getPrice (Lfneul , Ufneul ,Z1, ’func’,nl,r ,K,S0,T);

timeend=cputime—timestart ;
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function [coeffs ,t,delta ,L1,Ul]= coefficient (m,n,Lowerx,Upperx,p,funname)

%

% Berechnung der Entwicklungskoeffizienten einer Funtkion

%

% Input:

% m ... Anzahl der Intervalle

% n ... Tiefe der Gaufi—Quadratur

% Lowerxz, Upperz ... Triger der Funktion

% p ... 1

% funname ... analytische Darstellung der Funktion
%

% Output sind die Entwicklungskoeffizienten der Funktion
%

% 2009 — Lehner Edith

%
[lambda , eta, U0 ,UOinv, VO ,V0inv,U,V,M,N] = basicFunl(n,0.5);

L1=Lowerx—log(p);
Ul=Upperx—log(p);

delta=(Ul — L1)/m;
fun=zeros(n,m);

clear r t;
t=zeros (n,m);
for r=0m-1
t(:,r+1)=(lambda+r )« delta+L1l+log(p);
end
clear r;
for r=0m-1
fun (:,r+1)=feval (funname,t (: ,r+1));
end
coeffs=zeros(n,m);
clear r;
for r=0m-1
coeffs (:,r+1)=U0xfun (:,r+1);

end
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function [Z,deltag ,Lfneu,Ufneu,m3] =getDensity (ml,Lowerf, Upperf,p, funname,
Lowerx , Upperx, coeffs , deltaf)
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%

% Berechnung der Dichtefunktion

%

% Input:

% ml ... Anzahl der Intervalle

% Lowerf, Upperf, Lowerz, Upperz ... Trdger der Dichte sowie des Returns
% p ... 1

% funname ... analytische Darstellung des Returns

% coeffs ... Entwicklungskoeffizienten der Dichte 1

% deltaf ... Verkleinerungsfaktor

%

% Output sind die Entwicklungskoeffizienten der Dichte 2, sowie der neuen
% Triger.

%

% 2009 — Lehner Edith

%

n,m2]=size(coeffs);

%

[

[lambda , eta, U0 ,UOinv, VO ,V0inv,U,V,M] = basicFunl(n,0.5);
%
Lg=log (exp(Lowerf)+p);

Ug=log (exp(Upperf)+p);
%

tg,deltag ,xvalues] =getDensity (ml,n,Lowerf, Upperf,p);
%

[ywerte]=expansion (ml, coeffs ,tg ,n,Lowerf, funname, deltaf);
%

clear r s;

zvalues=zeros(n,ml);
for r=0:ml-1
for s=1:n
zvalues (s, r+1)=ywerte(s,r+1)xxvalues(s,r+1);
end
end

%

clear r;

for r=0:ml-1
Pg(:,r+1)=U0xzvalues (:,r+1);
end

%
mneu=(Upperx—Lowerx )/ deltag ;

m2=mneu+ml;
pl=log(m2)/log (2);
p2=min( ceil (pl))
m3=2"p2;

)
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%

Lfneu=Lowerx+Lg;

Ufneu=Lfneu+m3xdeltag;

%

Pgl=zeros(n,m3);

for r=0:ml-1
Pgl(:,r+1)=Pg(:,r+1);

end

%

[lap]=transformllneu (ml, ’fun2’,’fun2l1’ ,n,deltag ,Lg,Pgl);
[lapl]=transformllneu(m3, fun2’, funname,n, deltag ,Lowerx);
[

n,md]=size (lap );
%
clear s r;
for r=0:m4-1
for s=1:n

trans (s, r+1)=lap (s, r+1)xlapl(s,r+1);

end
end
for s=1:n
transl (s,:)=trans(s,:)/(deltag*xeta(s)) ;
end

%

[Z]= transformInversionll(ml,1,’fun2’ funname,n,deltag ,Lfneu,transl);
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function [Z,Lfneu,Ufneu]=recDestiny (sl,s,funname,p,Z,Lf, Uf, Lx,Ux,m)

%

% Rekursion zur Berechnung der Dichte

%

% Input:

% m ... Anzahl der Intervalle

% s1 ... Startwert der Rekursion

% s ... Ende der Rekursion

% Lowerf, Upperf, Lowerr, Upperz ... Trdiger der Dichte sowie des Returns
% p ... 1

% Z ... Koeffizienten der Dichtefunktion
%

% Output sind Entwicklungskoeffizienten der Dichtefuntkion am Ende
% der gewiinschten Rekursionstiefe.

%

% 2009 — Lehner Edith

%
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[n,ml]=size(Z);
[L1,Ul,r ,k,delta2]=getborders (ml,Lf Uf Z);
[Z,deltag , Lfneu ,Ufneu,m3] =getDensity5 (m,L1,Ul,p, funname ,Lx,Ux,Z(:,r+1:k+1),delta2);
sl=s1+1;
if s1 < s
[Z,Lfneu ,Ufneu]=recDestiny (sl ,s,funname,p,Z,Lfneu,Ufneu,Lx,Ux,m, deltag );

end
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function [PriceP ,PriceC]=getPrice (Lf,Uf,Z, func,nl,r ,K,S0,T)

%

% Berechnung des Optionspreises einer Asiatischen Option.

%

% Input:

% Z ... Koeffizienten der Dichtefunktion

% Lf,Uf, Lowerz, Upperz ... Triger der Dichte sowie des Returns
% func ... die Funktin exp(z)

% mnl1 ... Perioden

% r ... Zinsrate

% K ... Strikepreis

% T ... Filligkeit

% S0 ... Startpreis

%

% Output sind die Preise der Asiatischen Call— sowie Put—Option.
%

R

2009 — Lehner Edith
%
[n,m=size(Z);

delta=(Uf-Lf)/m;

Int=Integrate (Z, delta);

[Koeffneu]= ProductFunction (Z, func,Lf, delta);
Intl=Integrate (Koeffneu, delta);

[ywertel]=expansion (32,Int ,log (K«nl/S0) ,n,Lf, funxl’  delta);
[ywerte]=expansion (32,Intl ,log(K«nl/S0),n,Lf, funxl’, delta);

x=1:nl;
for s=1:nl
x1(s)=exp(rxx(s)/nl);
end
y=exp(—r1 )*S0xsum(x1,2)/nl;
PriceP=exp(—r«T)x*(ywertel xK—ywertexS0/nl);
PriceC=exp(—r*T)*(ywertel xK—ywertexS0/nl)+ y—Kxexp(—r«T);
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