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Kurzfassung

Die numerische Stromungsrechnung (CFD) ist heute ein nicht mehr wegzudenkendes
Werkzeug fiir die industrielle Entwicklung von thermischen Turbomaschinen. Ausreichend
effizient kann bereits die zeitlich gemittelte dreidimensionale turbulente transsonische
Stromung durch eine Turbomaschine simuliert werden. Durch das Auftreten von Ver-
dichtungsstéfien in transsonischen Stufen kommt es jedoch zu dominanten instationdren
Phénomenen, die nur mittels instationdrer Strémungsberechnung erfasst werden kénnen.

Im Rahmen dieser Arbeit werden Methoden entwickelt und dargestellt, die eine mog-
lichst effiziente instationédre numerische Berechnung der transsonischen dreidimensionalen
Stromung durch eine Gasturbinenstufe ermoglichen.

Als Diskretisierungsmethode der Eulerterme wird ein Verfahren vorgeschlagen, das
auf einer charakteristischen Betrachtung der Navier-Stokes Gleichungen basiert. Diese
charakteristische Diskretisierung wird in dieser Arbeit anhand der eindimensionalen Wel-
lengleichung fiir die Eulerterme hergeleitet und auf dreidimensionale schiefwinkelige Koor-
dinatensysteme erweitert. Es zeigt sich, dass diese Methode gut geeignet ist, instationére
transsonische Strémungen mit Verdichtungsstéfien zu simulieren.

Zur Behandlung von festen Wénden wird in dieser Arbeit eine druckgradientempfind-
liche Wandfunktion vorgestellt. Bei dieser Methode wird die Randbedingung nicht direkt
an der Wand sondern in der Grenzschicht aufgepriagt. Der lokale Druckgradient wird aus-
gewertet und zusammen mit einer analytischen dimensionslosen Beschreibung der Grenz-
schicht herangezogen, um die Randbedingung zu formulieren. Rechenergebnisse zeigen,
dass Sekundér-Effekte als auch instationire Stromungsphdnomene (z.B. periodische Wir-
belablosung) mit dieser Methode gut erfasst werden kénnen.

Die Reduktion des Rechengebietes auf einen Schaufelkanal je Schaufelgitter erfolgt fiir
instationdre Berechnungen mit der Hilfe von Phase Lagged Boundary Conditions. Die zeit-
lich periodischen Stromungsdaten an diversen Rechenrédndern werden dabei gespeichert
und zu einem phasenverschobenen Zeitpunkt am entsprechenden Ort aufgepragt.

Die Ergebnisse einer mit diesen Methoden durchgefiihrten instationdren numerischen
Stromungsberechnung durch eine transsonische Turbinenstufe bestéitigen die Anwendbar-
keit dieser Methoden. Somit kénnen instationére Stromungsphénomene (z.B. getriggerte
Ablssewirbel hinter der Leitschaufel) erkannt und verstanden werden. Die Ubereinstim-
mung mit instationdren Messergebnissen ist qualitativ sehr gut, jedoch zeigen sich Ab-
weichungen in der Stiarke und Auspragung von manchen Stromungseffekten.



Abstract

Nowadays computational fluid dynamics (CFD) is an essential tool for the industrial de-
sign of thermal turbomachinery. The simulation of the time mean flow is already well
established, though transonic turbine stages are often dominated by unsteady pheno-
mena due to the existence of pressure shocks, that can only be predicted by unsteady
calculations.

Within this work methods are presented, that allow for an efficient time-accurate
numerical calculation of the three-dimensional transonic flow through a gas turbine.

A method to discretize the Euler terms is introduced, that is based on a characteristic
interpretation of the Navier-Stokes equations. This characteristic discretization is derived
from the one-dimensional wave-type equation for the Euler terms, and is enhanced to
3D. It is shown, that this method is capable of simulating unsteady transonic flows with
shocks.

A pressure-gradient-sensitive wall function is proposed to handle the wall boundary
condition. Using this method the location of the boundary condition is transferred from
the wall surface into the boundary layer. The local evaluated pressure gradient and an
analytical description to the boundary layer serve to define the boundary condition. Re-
sults approve the ability of this approach to properly simulate secondary effects as well
as unsteady phenomena (e.g. vortex shedding).

Phase-lagged boundary conditions are used to reduce the calculation domain to one
channel for each blade row. The flow data at the domain borders of concern is memorized
and used to set the boundary condition of the corresponding position by using a phase
lag.

The results of the unsteady simulation of a transonic turbine stage confirm the app-
licability of these methods. So, unsteady phenomena (e.g. phase-locked wake shedding)
can be detected and explained. The agreement with unsteady measurement data is high
in quality, but shows differences in the intensity of some flow effects.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Reduktion des Verbrauchs von fossilen Energietrigern fiir thermische Turbomaschinen
gelingt unter anderem durch die Optimierung der Stromung in den Schaufelkanélen der
Turbinenstufen. Dazu bendtigt der Konstrukteur detailliertes Wissen iiber die Strémungs-
vorgénge selbst.

Unterstiitzt durch die Entwicklung in der Leistungsfahigkeit der Computer hat sich die nu-
merische Stromungsrechnung (Computational Fluid Dynamic, CFD) als niitzliches Werk-
zeug bei der Erfassung der zeitlich gemittelten (stationéren) Stromung erwiesen.

Fiir die industrielle Anwendung ist die zeitlich instationdre Berechnung der dreidimensio-
nalen Stromung mit kommerziellen Programmen zur Zeit allerdings noch zu unsicher und
aufgrund des Rechenaufwandes noch nicht effizient anwendbar.

Die dreidimensionale instationédre Stréomungsrechnung ist damit noch ein universitéires
Forschungsgebiet, bei dem versucht wird, effiziente Methoden zu entwickeln, und ihre An-
wendbarkeit anhand von Vergleichen mit gemessenen Stromungsvorgédngen zu erortern.

1.2 Ziel

Diese Arbeit entstand im Rahmen meiner Anstellung am Institut fiir Thermische Turbo-
maschinen und Maschinendynamik an der TU-Graz. Mein Ziel war, die dreidimensionale
instationdre transsonische turbulente Stromung durch die Versuchsturbine TTM nume-
risch zu simulieren.

1.2.1 Anforderungen an die CFD

Die Stromungsvorgénge in transsonischen thermischen Turbomaschinen sind hochgradig
komplex. Die Strémung wird in den Leitschaufeln auf Uberschall beschleunigt, an den
Gehéuse- und Schaufelwénden bilden sich turbulente Grenzschichten aus. An der Hinter-
kante jeder Leitschaufel entstehen Verdichtungsstofle und der Nachlauf zerfillt in Ablose-
wirbel. Hinter den Leitschaufeln befinden sich die Laufschaufeln, die sich mit grofler Ge-
schwindigkeit oft knapp an den Leitschaufeln vorbeibewegen. Dabei treffen die Verdich-
tungsstoBe auf den Oberflaichen der Laufschaufeln auf und werden dort reflektiert. Diese
Reflexionen, die teilweise stromaufwérts laufen, treffen wieder auf Oberflachen, die sie
weiter reflektieren. Dies ist ein nicht trivialer instationdrer dreidimensionaler Vorgang.

Im Rahmen der industriellen Entwicklung der Gasturbinen ist man vor allem am
Wirkungsgrad der Turbinenstufe als auch an Stromungseffekten interessiert, welche die
Mafnahmen zur Schaufelkiihlung beeinflussen. Die Kenntnisse der instationdren Stro-
mungsphidnomene koénnen dazu einen entscheidenden Beitrag leisten.

Die CFD kann diese Informationen liefern, wenn sie mit vertretbarem Rechenaufwand
ausreichend genau die instationdren Vorgénge simulieren kann.

Der zeitliche Rechenaufwand bei der instationdren Berechnung einer Turbinenstufe ist
mafgeblich bestimmt durch die Anzahl der Rechenzellen und durch die Rechenzeit fiir
einen Zeitschritt. Die Reduktion des Rechengebietes auf einen Schaufelkanal je Leit- und
Laufrad kann zur Reduktion der benétigten Rechenzellen einen sehr groflen Beitrag leisten.
Auch koénnen durch die Verwendung von Wandfunktionen viele Rechenzellen eingespart
werden, die sonst zur Simulation der Wandgrenzschichten notwendig wéren.
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1.2.2 Awusgangslage

Am Institut fiir Thermische Turbomaschinen und Maschinendynamik in Graz ist CFD ein
Forschungsschwerpunkt. So war bereits ein Finite-Volumen Strémungscode [1] mit konser-
vativer Diskretisierung vorhanden. Auch habe ich mich im Zuge meiner Diplomarbeit [2]
(unter anderem) mit alternativen Diskretisierungsmethoden beschéftigt, die eine deutli-
che Reduktion der Rechenzeit fiir einen Iterationsschritt ermdglichen. Damit habe ich die
zweidimensionale instationére reibungsfreie Rotor-Stator Interaktion einer transsonischen
Turbinenstufe mit Schaufelzahlverhéltnis eins untersucht [3].

Zum Gelingen meines Vorhabens zur Simulation der instationéren dreidimensiona-
len Strémung durch die transsonische Turbinenstufe fehlten vor allem eine Implementa-
tion von Wandfunktionen und eine Methode zur Reduktion des Rechengebietes auf einen
Schaufelkanal je Leit- und Laufrad fiir Schaufelzahlverhéltnis ungleich eins.

Ich habe mich dazu entschlossen, nicht auf dem vorhanden Strémungscode aufzubauen,
sondern einen neuen Solver zu entwickeln, in dem ich neben den noch fehlenden Methoden
eine alternative schnelle Diskretisierung realisiert habe.

Den vorhandenen Stromungscode habe ich aber als Vergleichsverfahren und zur Vali-
dierung meines Verfahrens verwendet.

1.2.3 Charakteristische Diskretisierung

Als numerisches Verfahren zum Losen der Navier-Stokes Gleichungen habe ich eine Me-
thode verwendet, die ich im Rahmen meiner Diplomarbeit [2] zu entwickeln begonnen,
und iiber die Jahre hinweg laufend erweitert und verbessert habe. Der Grund, weshalb
ich dieses Verfahren entwickelt habe, war vor allem Neugierde. (Die géngige konservative
Methode ist aber jedenfalls auch gut geeignet, transsonische Strémungen zu simulieren.)
Wiéhrend dieser Entwicklungszeit habe ich unterschiedliche Zustandsbeschreibungen und
Diskretisierungmethoden getestet, der hier vorgelegte Ansatz hat sich als der Beste unter
ihnen gezeigt.

Diese Methode ist grundsétzlich anders als die iibliche konservative Finite-Volumen-
Methode, ich bezeichne sie als 'charakteristische Diskretisierung’, weil sie einer charakte-
ristischen Form der Navier-Stokes Gleichungen entspricht; sie bendtigt einen geringeren
numerischen Aufwand und ist von der Giite der Ergebnisse gleichwertig der entsprechen-
den konservativen Diskretisierung.

Die Entropie wird bei der charakteristischen Diskretisierung gesondert behandelt, sie
wird nicht aufgrund von numerischer Dissipation erhéht und bleibt damit immer deutlich
'sauberer’, verglichen mit der konservativen Diskretisierung. Wenn man die Entropie als
Signal fiir Sekundar-Effekte betrachtet, wird man mit dieser Methode durch numerische
Dissipation deutlich weniger getduscht.

1.2.4 Wandfunktion

Alle Wandfunktionen, die ich in der Literatur gefundenen habe, benttigen ein Rechennetz,
das bis zur Wand reicht, denn sie prégen genau dort die Randbedingung auf. Will man
mit Hilfe dieser Wandfunktionen die Anzahl der Zellen verringern, entsteht dadurch ein
relativ grobes Netz, das den Einfluss von der Wand auf die Hauptstromung zu iibertragen
hat.



Meines Erachtens hat das den gravierenden Nachteil, dass dadurch der Einfluss der
Wand auf die Hauptstromung nur unbefriedigend genau getroffen werden kann, selbst
wenn die Wandfunktionen direkt an der Wand physikalisch korrekte Losungen beinhalten.

Deshalb habe ich Wandfunktionen entwickelt, die den Aufpragungsort der Randbe-
dingung von der Wand weiter in die Grenzschicht verschieben. Das Rechennetz reicht bis
zu einem gewahlten Abstand zur Wand, und muss nur noch den verbleibenden Teil der
Grenzschicht bis zu Hauptstromung aufnehmen. Fiir diesen Bereich kann man das Netz so
gestalten, dass die lokale Netzauflosung den Einfluss auf die Hauptstromung genau genug
iibertragen kann. Somit kann man Rechenzellen einsparen, ohne Genauigkeitseinbuflen in
Kauf nehmen zu miissen.

1.2.5 Phase Lagged Boundary Conditions

Zur Reduktion des Rechengebietes auf einen Schaufelkanal je Leit- und Laufrad habe ich
die Methode der Phase Lagged Boundary Conditions verwendet. Diese Methode ist zwar
nicht sehr kompliziert, die Schwierigkeit besteht allerdings darin, die unendlich vielen
Quellen von moglichen Fehler rechtzeitig zu erkennen und die Gesamtiibersicht zu behal-
ten. Deshalb habe ich in dieser Arbeit das Prinzip der Methode genau erklart und meine
Implementation genau erlautert.

1.3 Aufbau

Ich beginne diese Arbeit mit einer kurzen Einfiihrung in die mathematische Beschreibung
der Stromungsmechanik und der heute iiblichen numerischen Losungsstrategie fiir transso-
nische turbulente Stromung mittels Finite-Volumen (Kap. 2.1). Ich erdrtere dabei genauer
eine hiufig verwendete spezielle rdumliche Diskretisierungsmethode hoherer Ordnung fiir
Erhaltungsprobleme (Kap. 2.2).

Weiters leite ich die Erhaltungsgleichungen von der integralen in eine differentiale
Formulierung tiber, bei der die Entropie eine Variable des Zustandsvektors ist (Kap. 2.3).

Dann beschreibe ich die Methode der charakteristischen Diskretisierung, die ich herge-
leitet und fiir meine Rechnungen verwendet habe. Dabei beginne ich mit dem Aufstellen
von charakteristischen Gleichungen vom Typ der eindimensionalen Wellengleichung fiir
die Eulerterme (Kap. 3) und erweitere die Differentialgleichungen auf ein schiefwinkeliges
Koordinatensystem (Kap. 3.4).

Daran angefiigt ist der Ubergang zur diskreten Formulierung der Wellengleichungen
und ihre Auswirkung auf den Zustandsvektor (Kap. 4). Anhand von eindimensionalen
Betrachtungen zeige ich daraufthin, wie ich die Gleichungen diskretisiere, welche Probleme
bei Unstetigkeiten dabei auftreten und wie ich sie 16se (Kap. 4.2). Zwei Testfiille bestatigen
die Anwendbarkeit des vorgestellten Verfahrens (Kap. 4.4).

Ich fiige dann einige Punkte zum Thema zeitliche Diskretisierung an (Kap. 5), und
erkldre aufgrund der Ergebnisse eines Testfalles (Kap. 5.3), wie ich das Gleichungssystem
schlussendlich 16se.

Zur Vollsténdigkeit beschreibe ich danach die Behandlung der Netzbewegung (Kap. 6)
und der viskosen Terme zur Turbulenzmodellierung mit einem héufig verwendeten Ein-
gleichungsmodell (Kap. 7).

Daran folgen zwei Kapitel, bei denen ich ausfiihrlich auf besondere und von mir aufge-
arbeitete oder entwickelte Methoden fiir spezielle Randbedingungen eingehe. Zum einen



sind das Wandfunktionen (Kap. 8), die ohne gravierende Genauigkeitseinbuflen die Simu-
lation vereinfachen. Zum anderen sind das Phase Lagged Boundary Conditions (Kap. 9),
die die Reduktion der instationéren Berechnung von Leitschaufel-Laufschaufel-Interaktion
auf jeweils einen Schaufelkanal erméglichen.

Abschlieflend zeige und diskutiere ich Ergebnisse der numerischen Simulation der
Stromung durch die Versuchsturbine TTM (Kap. 10) und vergleiche sie mit Messergeb-
nissen.

Bei einigen Themen setze ich ein grundsétzliches Verstdndnis fiir numerische Stromungs-
rechung voraus. Bei anderen ein Durchhaltevermogen durch mathematische Formelkaska-
den. Alle Mathematiker mégen mir verzeihen, wenn man das, was ich anfiihre, korrekt
ganz anders formulieren wiirde. Ich hoffe, man versteht dennoch, was ich bezwecke.

Die Verfahren und Programme zur Erstellung aller von mir verwendeten Rechennetze
habe ich selbst entwickelt, gleiches gilt fiir das gesamte Post-Prozessing.

10



2 Navier-Stokes GGleichungen

Die Navier Stokes Gleichungen reprasentieren eine mathematische Beschreibung der phy-
sikalischen Vorgénge bei der Stromung eines Fluids im Raum. Bei Betrachtung des Fluids
als Kontinuum iiber ein Kontrollvolumen V lassen sich Erhaltungsgleichungen fiir Mas-
se, Impuls und Energie aufstellen. (AuBere Massenkriifte spielen bei Gasstromungen in
thermischen Turbomaschinen eine untergeordnete Rolle und werden vernachléssigt.)

/p v ...  MasseinV (1)
1%
/sz av ... Impuls in V (2)
v
/e dV. ...  Energiein V (3)
“
mit
P Dichte
w Geschwindigkeitskomponenten
e ... innere Totalenergie

Die Anderung des Integrals des Zustands Q nach der Zeit muss durch das Integral von
Fliissen E iiber die Oberfliche S des Volumens kompensiert werden.

;(V/de)+!Edszv/(§52dv+ZEd8=0 (4)

Man unterscheidet iiblicherweise zwischen Flusskomponenten, die zur Beschreibung der
reibungs- und wirmeleitfreien Stromung (Euler-Stromung) notwendig sind (El, Euler-
flisse), und Komponenten, die Reibung und Wirmestrom berticksichtigen lassen (Ev,
viskose Fliisse). Die Navier Stokes Gleichungen lassen sich wie folgt in ihrer integralen
Formulierung darstellen.

00 L
/a?dv + /(Ee — B,)dS =0 (5)
1 5
o } 0 0
Q=|pd |; E=@iQ+| pi |; E = o (6)
e (wn)p 750+ ¢°
mit
7 ... Oberflichenspannungsvektor
¢® ... Oberflichenwirmestrom
n ... Oberflichennormalvektor (nach auflen gerichtet)

Der so gebildete Zustandsvektor (@, Glg. 6) wird als konservativer Zustandsvektor be-
zeichnet.
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Mit der Annahme, dass es sich bei dem Fluid um ein ideales Gas mit konstanter spezifi-
scher Warmekapazitéit handelt

C

p=pRT; R=c,—c,; kK== (7)
Co
mit
Gaskonstante
k ... Isentropenexponent
Cp spezifische Wérmekapazitit (bei konstantem Druck)
¢y ... spezifische Warmekapazitéit (bei konstantem Volumen)

lésst sich die innere Totalenergie e darstellen als

w2 p w2
€:P<CUT+2>:,H+P2 (8)

Die Gasstromung von thermischen Turbomaschinen ist im Allgemeinen turbulent, die
thermodynamischen Zustandsgroflen lassen sich durch zeitliche Mittelwerte und hochfre-
quente Schwankungen darstellen.

Bei Anwendung von zwei Mittelungsarten

Reynolds Mittelung :  ¢= 7 [q(t)dt, ¢ =q—q 9)
T
Favre Mittelung : q= %, ¢ =q—q (10)

bleibt das Gleichungssystem im Wesentlichen in seiner Form erhalten, und wird als
Reynolds/Favre gemittelte Navier-Stokes Gleichungen (Reynolds averaged Navier Stokes,
RANS) bezeichnet. Die Dichte p und der Druck p werden nach Reynolds gemittelt,

p=p=r, p=p—p (11)
die Geschwindigkeiten w und die Temperatur 7" werden nach Favre gemittelt.

L ~ = P
w=w—-u", T=T-T |T=-= 12
’ ( Rﬁ) ")
Nach Vernachléssigung von Termen, die als sehr klein betrachtet werden kénnen, wird die
zeitlich gemittelte innere Totalenergie e zu

_ ]5 1_';,2
S - 13
e=—=+5 pu (13)

und die Reynolds/Favre gemittelte Navier-Stokes Gleichungen erscheinen in folgender
Form

00 L
/;fdv + /(Ee — E,)dS =0 (14)
\% S
p . 0 0
Q=|pi|; E=@mQ+| pi |; E,= 7o (15)
e (Wi)p 7S+ ¢



wobei

757 .. gesamter Oberflichenspannungsvektor
¢ ... gesamter Oberflichenwirmestrom

sowohl laminare als auch turbulente Anteile beinhalten und mit Hilfe von Turbulenzmo-
dellen zu definieren sind.

Numerische Verfahren benutzen Rechennetze, die das Losungsgebiet in kleine anein-
ander liegende Volumselemente (Zellen) unterteilen, die durch Zellgrenzen voneinander
getrennt sind.

2.1 Losung mittels Finite- Volumen-Verfahren

Das Finite-Volumen-Verfahren ist ein numerisches Verfahren zur Losung von Erhaltungs-
gleichungen. Einander an den Zellgrenzen beriihrende geometrische Zellen fiillen das Lo-
sungsgebiet auf, fiir jede Zelle wird das Integral aus (14) angewandt. Davor miissen aller-
dings die Fliisse aus (15) iiber jede Zellgrenze bestimmt werden.

Eine effiziente und physikalisch relevante Bestimmung der Euler-Fliisse ist alles andere
als trivial, eine Vielzahl von Verfahren und Techniken sind entwickelt worden, um dieses
Problem zu lésen. Einen Uberblick dariiber findet sich in der Literatur (z.B. [4], [5]).

In meiner Arbeit wird das Verfahren nach Roe [6] als Grundlage herangezogen. Die
Bestimmung der Fliisse erfolgt hier in zwei Schritten. Als erster Schritt (Projektion) wird
fiir jede Zelle an den Zellgrenzen der Zustandsvektor extrapoliert, es ergibt sich dadurch
links und rechts jeder Zellgrenze je ein Zustandsvektor. Im zweiten Schritt (Evolution)
werden aus diesen Zustandsvektoren Fliisse iiber jede Zellgrenze abgeleitet.

Anhand der eindimensionalen Problematik wird die Bestimmung der Euler-Fliisse hier
kurz beschrieben.

Q

A o

\\\é Y)l
Q \\
X \0 To
- 1

I I ' e

Index i

1
—
ol
o
N|—=
—

Abbildung 1: Eindimensionales Erhaltungsproblem
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Die Bilanzierung eines Elementes lautet
. 1 +A(Ei

VL[ PR
/ da+ (B — By =0 (16)

Bekannt sind uns nur diskrete Werte von @);, die dem Mittelwert in einer Zelle entsprechen

z. 1+Ax;
2

0,z = / O(x)dz (17)

damit wird die Bilanzierung zu

00; ,

Die Bestimmung der Fliisse iiber die Zellgrenzen ist die Aufgabe der rdumlichen Diskre-
tisierung.

!

)=0 (18)

Im ersten Schritt werden von den bekannten diskreten Werten die Werte an den Zell-
grenzen abgeleitet. Fiir ein Verfahren, das rdumlich erster Ordnung diskretisiert, nimmt
man an, dass mit gewisser Naherung innerhalb einer Zelle die Werte th dem Mittelwert
@ entsprechen. Das bedeutet fiir die Zellgrenze i — %

Qj1 = (@

Qo = Qo
Im zweiten Schritt wird nun der Fluss iiber die Zellgrenze EHF% errechnet. Die durch die
Projektion erhaltene Sprungstelle in der Zellgrenze wird als Anfangswert eines Riemann-

Problems interpretiert und niherungsweise mit dem Roe Schema gelost (zur Ubersicht-
lichkeit wird auf die Indizierung verzichtet).

E=05-(Et+E°) + 05-(RAIL)™ (Q"—Q) (19)

Wie ist das nun zu verstehen? Grundsétzlich héngt der Fluss E iiber A als Jacobimatrix
des Flussvektors mit dem lokalen Zustandsvektor () zusammen.

E=AQ, 0E=A0Q mitA=A(Q) undA=RAL (20)

Die Jacobimatrix A, die von den Zustandsgrofien Cj abhéngt, 148t sich durch eine Kombi-
nation von den Matrizen der linken und rechten Eigenvektoren (L,R) und der Eigenwer-
tematrix (A) ersetzen. Die Eigenwerte reprisentieren Geschwindigkeiten, mit denen sich
Komponenten des Flusses ausbreiten.

Eine Interpretation von Roes Schema besteht darin, dass Flusskomponenten in Ab-
héangigkeit von der Richtung ihrer Ausbreitung entweder aus dem Fluss ’links” der Zell-
grenze (ET) oder 'rechts’ der Zellgrenze (E~) gebildet werden sollen. Diese Entscheidung
wird mithilfe einer zu bildenden Jacobimatrix A™¢ getroffen, welche die Eigenschaft

Bt~ B = A (G -G (21)
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allfweisen muss. A™¢ wird dazu aus speziellen Mittelwerten der Zustandsgrofien C}L und
()~ gebildet (Roe-Mittelung). Fiir die eindimensionale Eulergleichung bedeutet das

Pl = Pt pT (22)
roe __ u+'\/p++u_'\/p_

u VoV (23)
proe hi - \/p1+hi -Np~ (24)

Vot +Vp~

mit h; als spezifische Totalenthalpie. A" kann nun in die Matrizen der linken und rechten
Eigenvektoren und der Matrix der Eigenwerte aufgespaltet werden.

A = (RAL)™ (25)

Damit wird jetzt auch die Formulierung des Flusses (19) klar. Sind alle Eigenwerte A von
A"¢ positiv, dann dréngen alle Flusskomponenten nach rechts. Damit werden sich alle
Flusskomponenten links der Unstetigkeit {iber die Zellgrenze bewegen kénnen und der
Fluss E wird ausschlieflich aus E+ gebildet.

fir alle A >0: (RJA|L)™® = (RAL)™® = A™* (26)
E=05-(E*+E)+05-A (Qt — Q") = E* (27)
Analoges gilt, wenn alle Eigenwerte A von A™¢ negativ sind.

fiir alle A <0:  (R|JA|L)™ = —(RAL)™ = —A™* (28)
E=05-(Et+E)—05-A" (Qt—Q ) =E- (29)

Existieren sowohl negative als auch positive Eigenwerte in A, wird entsprechend der Aus-
breitungsrichtung der Flusskomponenten der Gesamtfluss E iiber die Zellgrenze aus Teilen
beider Fliie (E*, E~) zusammengesetzt.

2.2 TVD-Verfahren nach Chakravarthy

Eine charakteristische Grofle fiir ein eindimensionales Erhaltungsproblem ist die Totalva-
riation (TV)
v - [

dq

oder fiir diskrete Probleme

Physikalisch relevante Losungen von Erhaltungsproblemen haben die Eigenschaft, das die
Totalvariation mit der Zeit nicht zunimmt.

TV(t+ At) <TV(t) (32)

Verfahren, die ein Ansteigen der Totalvariation mit der Zeit verhindern, nennt man TVD-
Verfahren (total variation diminishing). TVD-Eigenschaft wird erreicht, wenn die an den
Zellgrenzen projizierten Werte zwischen den Mittelwerten der benachbarten Zellen liegen.
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Ein Verfahren, das rdumlich héherer Ordnung diskretisiert und darauf Riicksicht nimmt,
dass die Totalvariation abnimmt, ist das TVD-Verfahren nach Chakravarthy [7]. (In [§]
wird diese Thematik mathematisch gut aufgearbeitet und finden sich Verweise auf andere
TVD-Schemata.)

Betrachten wir einen Werte ¢ des Zustandsvektors Cj Wiederum gilt, dass ¢; den
volumetrischen Mittelwert iiber die Zelle repréasentiert. Die Werte an den Zellgrenzen
einer Zelle mit Index 4 seien ¢;" fiir die Zellgrenze zur Zelle i + 1 und ¢; fiir die Zellgrenze
zur Zelle ¢ — 1. Alle Zellen seien gleich grofi (Az; = Ax), x; definiert die Position in der
Zellmitte, x;, 1 die Position der Zellgrenzen.

(7 = e mimod (A A7 @
+2minmod AQE%ACH
¢ =¢ —fminmod (Ag;, %Aq;r (34)
—%minmod Aq, %A%‘_
mit i ign(b
minmod(a, b) = sign(e) ; Senll) min(|al, [b]) (35)
und +
Ag" = qiv1— G (36)

Agi = ¢ — i

wobei ¢ in der Regel auf den Wert % gesetzt wird, um eine (moglichst) parabolische
Interpolation zu erzielen.
Es ergeben sich vier mogliche unterschiedliche Félle.

2.2.1 Fall1l

Es sei Ag" - Ag; < 0 (lokales Extremum)
da minmod(a, b) = 0 fiir a - b < 0, folgt

G =q =q (37)

Dies entspricht der 6rtlichen Diskretisierung erster Ordnung. Fiir die Annahme iiber den
Verlaufs des Wertes innerhalb der Zelle bedeutet das, dass in jedem Punkt der Zelle der
Wert gleich dem Mittelwert ist.

Der Werteverlauf fiir Fall 1 ist somit

(%) = ¢ (38)
Der Mittelwert ist damit fiir die Zelle ¢ mit Sicherheit g;.
acH%

Bei Ag;" - Ag; > 0 muss einer der folgenden Félle zutreffen:
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2.2.2 Fall 2

Es sei |Ag | < ‘ AV
daraus folgt

und |Ag; | < ‘ qu

¢ =i+ (A" +Aq) + §(Ag" — Agy) (40)
¢ = ¢ —1(Agf +Ag ) + £(Ag — Agy)

fiir ¢ = § wird das Kriterum zu [Ag;"| < [4Aq; | und [Ag; | < [4Ag;"| und

6" =+ (A" + Ag) + 15(Ag" — Agy) (41)
g =a— 1(A¢+Ag) + 5(Ag — Agy)

Grenzwerte fiir Ag;" = 4Aq;

+— g+ 2Aq
G = a4+ 304 (42)
q; = qi—1
Grenzwerte fiir Ag; = 4Aq
4 = qin (43)
4% =q — %AQQL

Was bedeutet das nun fiir den Verlauf {iber die Zellen? Ein Polynom 2ten Grades

1l x—ux;

2 Az

1 1(x—x-

2
=q + (Agm — A . + (A A 44
q(z) = ¢ + (Ag — ql)[24 5 Ax)] (Ag + Ag; )5 (44)
ndhert die Werte in der Zelle an, sodass fiir die Zelle ¢ als auch fiir die Nachbarzellen

14+ 1,7—1 der Mittelwert des Verlaufs mit entsprechendem diskreten Wert iibereinstimmt.

¢ = / q(x)dz, @1 = / Yz, Gy = /q(:r)d:r (45)
a’,i,l _3 xi+l
2 2 2

Abgesehen davon ist die Funktion ¢(x) innerhalb der Grenzen z;_ 1 und @, 1 streng mo-
noton, wenn |Ag;"| < [4Aq; | und |Ag; | < |4Aq|.

2.2.3 Fall 3

Es sei |[Aqf| < ‘3 AV
daraus folgt

und [Agy | > [2=2Ag]

g =qi+ EEAg + 52 E AT

4 1=y 46
= ¢+ Ag" = qin (46)
_ 14 3— 1-
4G =a¢- %1 iAq? — F2Aq (47)
=q; — 7A(]z
fiir p = 3 wird das Kriterium zu |Ag; | > |4 Ag;"| und
+
4 = dit1
i 48
4 = ¢ — 30q" “8)
Das bedeutet folgendes fiir den Verlauf. Ein Polynom 2ten Grades
1 bx—x 3 /x—x;)\2
N LA ( ) 49
o) =a+ a3+ 3720 - S (22 ] (49
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nihert die Werte in der Zelle an, sodass fiir die Zelle 7 als auch fiir die Nachbarzelle i — 1
der Mittelwert des Verlaufs mit entsprechendem diskreten Wert iibereinstimmt.

xH_% ZL‘H_%
4 = / q(x)dr, g1 = / q(z)dz (50)
xii% Ii+%

An der Position = z;,1 erreicht q(z) exakt den Wert ¢;1. Die Funktion ¢(x) ist inner-
halb der Grenzen z,_ 1 und ;41 Monoton.
2.24 Fall4

Es sei |Aq| > ‘ AV
daraus folgt

und |Agq; | < ‘ qu

¢ =g+ B2 NG + 2 Ag

4 1—¢ 1
= ¢+ ;8¢ 5D
- 1 1—p 3— -
q; =Gq— ﬂqu - T@ﬁAqi (52)
= ¢ — Agi = gia
fiir p = & wird das Kriterium zu |Ag/| > |4 Ag; | und
+ o LB A,
4 = gqi-1
Das bedeutet folgendes fiir den Verlauf. Ein Polynom 2ten Grades
1 S5x—x 3 /x—x;\>
=q +Aqg |— L4z : 4
aw) = 6 + ql[S 2 Az +2<A$>] (54)

nédhert die Werte in der Zelle an, sodass fiir die Zelle ¢ als auch fiir die Nachbarzelle i + 1
der Mittelwert des Verlaufs mit entsprechendem diskreten Wert iibereinstimmt.

I\J‘H

T, 1
L+§

¢ = /q(ﬂﬁ) T, g1 = / (55)

X,
i—

[N

An der Position x = x,_ 1 erreicht ¢(x) exakt den Wert ¢;_;. Die Funktion ¢(x) ist inner-
halb der Grenzen x,_ 1 und @, 1 monoton.

Die minmod Prozedur ndhert die Werte an den Zellgrenzen mit Hilfe eines Polynoms
so an, dass nirgends innerhalb der gewihlten Zelle (und vor allem nicht an den Zellgren-
zen) der Verlauf auflerhalb des Wertebereichs, der durch die Mittelwerte der betrachteten
Zelle und der beiden benachbarten Zellen definiert ist, zu liegen kommt.

In Abbildung 2 sind ein paar Zellen mit Mittelwerten skizziert. Die unterschiedlich
strichlierten Linien entsprechen fiir jede Zelle dem Verlauf bei angegebenem Fall. Die
Symbole A und V markieren die von der minmod Prozedur schlussendlich interpolierten
Werte an den Zellgrenzen.
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Abbildung 2: Minmod Interpolation
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2.3 Differentielle Formulierungen der Navier-Stokes Gleichungen

Léasst man das Kontrollvolumen V' im kartesischen Koordinatensystem zu infinitesimaler
Grofle zusammenschrumpfen

V =dx dy dz (56)
/ ndS = V() dr dy dz (57)
5
/kaﬁm()ds' (Vad)() do dy dz (58)
erhélt man die Navier-Stokes Gleichungen in differentieller Formulierung.
00 L
?+F—E:O (59)
mit
0 0
F = (VW)Q + Vp ;0 By = (VT) (60)
(V)p V7w + Vg
oder 9
p
— 0 61
V(i) = (61)
d(pw) - _ (o=\T
o0 + (VW) (pw) + Vp = (VT) (62)
0 -
E§+«vwxe+pw:Vﬁz+vq (63)
wobei anstelle des Oberflichenspannungsvektors und des Oberflichenwérmestroms nun
T Spannungsmatrix
und (_1' Warmestromvektor

auftreten.
Diese erhaltenen Differentialgleichungen kann man unter Zuhilfenahme der Entropie s

p P
s—Sy=c,In[— | —¢,ln 64
’ @>Z’QJ ()

o Lon  1op
590~ “pal) ~ “pa( (65)

und der Ableitungen der konservativen Gréfien Cj nach der Zeit

o _p O p0s
ot kpdt ¢, 0t (66)

o , 00 (67)

Oe 1 dp w?op 8w

e £ 4 = 22 68

o n—t1ot T 2ot TP (68)
umformen, um ein Gleichungssystem fiir Geschwindigkeiten, Druck und Entropie zu fin-

den.
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2.3.1 Geschwindigkeiten

Aus der Impulsgleichung (62) mit (67)
_0p ow

gp , ow N _ (T
W +p T + (VW) (pw) + Vp = (VT) (69)
darin eingesetzt (61)
P
pr + (V) (o) — @V (o) + Vp = (V)" (70)
mit
(V) (pw) = @V (p) + p(wV)d (71)
erhdlt man . . |
W o T
- Z == 2
o T (WV)w + pr p(VT) (72)

2.3.2 Druck
Aus der Energiegleichung (63) mit (68), (8), (61) und (72) erhélt man
% — BN (pw) + wip (L(VAT — IVp — (@V)w

r—1 0t Y - 73
(VD) (22 +p%) = V7D + Vg (73)
Mit
(NS T
(Vd)p— = -V (pd) — dp(@V)d =0 (74)
und multipliziert mit (k — 1) kommt man auf
P (v D)a@Vp = (k- 1) [V7E — @(VA)T + Vi 75
§+( W)kp — (k — N)WVp = (k — )[ W — W(VT)" + q] (75)
wobei
k(VW)p + (1 — k) WVp = (WV)p + kpVui (76)
und
V7 — w(V7) = (FV)w (77)
Damit erhélt man
0 -
P GVp + kpViE = (k — 1) [V + (V)] (78)

ot

2.3.3 Entropie
Aus der Kontinuitétsgleichung (61) mit (66) und (78) und noch multipliziert mit %p

Js ¢ c R_- R
— + —(WVp) + ke, Vit — LV (pwf) = =V + —(7V)w 79
5 vy 29(pi) = 7+ (7V) (79)
Mit dem Wissen aus (65) erkennt man
;U( iVp) + ke, Vil — jV(pw) = wVs (80)
Damit erhdlt man
%5 4 s = (B) vi+ vya (81)
ot “\p q
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2.4 Eulerterme, viskose Terme

Zusammengefasst lassen sich die Navier-Stokes-Gleichungen auch darstellen als

Jds (R - -
5% + WVs = (p) Vi + (TV)w]

S B DR
E—l—(wV)w—l—;Vp—p(VT)
Ip

o HEVP VT = (5= 1) [V{ + (7V)d]

oder aufgespaltet in Eulerterme und viskose Terme,

Eulerterme 5
(a;j)e +wVs =0

U 1
((‘?;}) + (WV)w+ =Vp =0

p
0
<8]t?) + WVp+ kpVu =0

viskose Terme

() - ()i

o\ 1, g
<8t>v_ﬂ(w>

(%) = om0 Wi+ (o

) (2) ()

Den dafiir verwendeten Zustandsvektor

.

bezeichne ich als primitiven Zustandsvektor mit der Entropie als Parameter.

mit der Bedingung

’U@lm
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3 Charakteristische Betrachtung der Eulerterme

Abgesehen von der wandnahen Stromung dominieren im Allgemeinen die Eulerterme das
Stromungsgeschehen in thermischen Turbomaschinen. Bleiben wir demnach bei den Euler-
termen und versuchen wir diese durch superponierbare Differentialgleichungen vom Typ
der eindimensionalen Wellengleichung (Konvektionsgleichung)

dq dq
<8t>i+>\8xi_0 (93)

zu beschreiben. Meine Uberlegung dahinter ist folgende: Jede dieser eindimensionalen
Wellengleichungen (93) mochte ich getrennt fiir sich unter Zuhilfenahme der Transportge-
schwindigkeit (\) losen. Wenn das mit geringem numerischen Aufwand gelingt, und sich
danach ohne grofle Schwierigkeiten wieder der Zustandsvektor aufstellen lédsst, wird das
daraus resultierende Verfahren iibersichtlich und schnell sein.

mit

3.1 Herleitung in 1D
Eine Differentialgleichung der Form
oq oq
bk SR ek
ot " Nou
mit A als Transformationsmatrix 148t sich auch anders darstellen. Durch eine Eigenvektor-
Eigenwerte-Zerlegung

=0 (95)

R ... Matrix der rechten Eigenvektoren
L ... Matrix der linken Eigenvektoren
A ... Eigenwerte
A Eigenwertematrix
| Einheitsmatrix
mit
A=RAL, det(A—1I\)=0, RL=LR=1I (96)

ist die Differentialgleichung auch
9q 9q

— +RAL— =0 97
ot o (67)
Nach linksseitiger Multiplikation mit L
oq oq
L% LR AL— =0 98
o T o ©8)
wird die Differentialgleichung zu
oq oq
L—+AL—=0 99
ot o (99)
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Fiir die eindimensionale Eulerstromung in primitiven Variablen mit der Entropie als Pa-
rameter ist

s v 0 0 U 0 0
g=|ul|, A=|0 u S|, A={0 u—c 0 (100)
p 0 kp u 0 0 u—+c
und
1 0 O 1 0 O
1
L=|{0 -1 |, R=|0 -1 1, (101)
0 1 L 0 ee e
pc 2 2

Durch diese besondere Wahl des Zustandsvektors ist die Matrix der linken Eigenvektoren
nur schwach besetzt, und das ausgeschriebene Differentialgleichungssystem ist nun

% + u g—i =0
1o ou Sy (1o au) _
pc Ot ot + (U C) pc Ox ox =0 (102)
pcat—l_at + (U+C> p08w+8x =0

Damit ist das Gleichungssystem zwar nicht explizit in der Form von Gleichung (93) dar-
stellbar, wir werden aber sehen, dass dies gar nicht notwendig ist, um die Vorteile des
Ansatzes nutzen zu konnen.

3.2 Ansatz in 3D
In Analogie zu 1D ist der Ansatz in 3D durch folgendes Gleichungssystem gegeben:

I: (%)Z + W; 8851 =0

W (8=t b o (G- g

111 : %%+%L+»w+@(iﬁ+%)zo (103)
v . (%), + w o

V: (%)i + Wi % N

fiir ¢t = 7,4,k und © # j # k erhélt man je Koordinatenrichtung fiinf Gleichungen vom Typ
der eindimensionalen Wellengleichung. Zu Beweisen gilt noch die Richtigkeit des gew&hl-
ten Ansatzes. Wir miissen versuchen, das Gleichungssystem (103) in die Eulergleichungen
aus Kapittel 2.4 iiberzufiihren.

e Fiir die Entropie ist das trivial, mit Gleichung I aus (103) folgt
s <L (0s i 0s
Os 5~ (95 _ i 104
=2 (5), =2 () = o oy

e Fiir die Geschwindigkeiten ergibt sich, wenn man Gleichung III von II aus (103)
subtrahiert und das Ergebnis durch zwei dividiert

ot ).

. = 1
i Ox;  pOz; 0 (105)
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und die entsprechenden Terme aus (103) fiir

R (8%) + Ow, 0; und k : <8wi> +wkawi =0 (106)
J k

ot Yo, ot Ern
hinzufiigt
ow; k[ Ow; ow; ow; ow; 10p
- = —w . B 107
ot zl: ( ot >Z v ox; Wi Ox; Wk oxr,  pox; (107)
demnach - )
W
— oV)w + — =0 108
5 + (WV)W + pr (108)
e Fiir den Druck ergibt sich, wenn man Gleichung II und III aus (103) addiert
2 (Op 2 Op ow;
il B — ) =0 109
pc(@t)i wpc@:ci—i_ C@xi (109)
mit »
= K- 110
) (110)
und nach Division durch % folgt
dp dp ow;
(&)i—i_wi(‘)xi —praxi =0 (111)

damit weiters

Ko\ & O Odw) ,

7 (2

Somit ist es gelungen, aus dem Ansatz (103) die exakten Losungen fiir die Eulerterme zu
extrahieren.

3.3 Homentrope Stréomung

Verbleiben wir noch kurz bei diesen Formulierungen. Fiir die Eulerstromung wird die
Entropie ausschlielich durch Konvektion bestimmt. Eine reibungsfreie Stromung mit kon-
stanter Entropie als Eintrittsbedingung muss deshalb eine homentrope Stréomung (Entro-
pie iiberall und zu jeder Zeit gleich grofl) nach sich ziehen.

@—0—01@—01@ oder 1@—/@1@ (113)
9() pa()  Tpal) po()  pO()
Aus der Gleichung fiir die Schallgeschwindigkeit
2 =rb 114
) (114)
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folgt nach partieller Ableitung
19p 20c 10dp

e A R 115
pa0 o0 " pa0 o)
und mit (113)
1 0p 2k 1 0c
el 116
pa) ~ w—1c0( o)
Damit ist
10p _cop_ 2 Oc (117)
pcd()  kpd()  £—10()
und Gleichung II und III aus (103) schreiben sich damit als
O(2-c — w;) O(FE5c — w;)
IT: el i —co)— 2 — 118
(F=5) + -0 (113)
O(Zc+w;) A e+ w;)
II1 : Y. . Y S 11
( 5 >i+(wl+c) o 0 (119)
wobei fiir den eindimensionalen Fall %c + u die sogenannten Riemannschen Invarianten

darstellen. Damit wird im linearisierten Fall (w; & ¢ als konstant angenommen) wirklich
ein entkoppeltes Differentialgleichungssystem gefunden, deren einzelne Gleichungen vom
Typ der eindimensionalen Wellengleichung sind.

3.4 Ein schiefwinkeliges Koordinatensystem

Im Allgemeinen lassen sich Stréomungsprobleme bei thermischen Turbomaschinen nicht in
kartesisch orientierte Netzte zwingen. Dieses Kapitel zeigt, dass auch fiir schiefwinkelige
Koordinatensysteme superponierbare Differentialgleichungen vom Typ der eindimensio-
nale Wellengleichung die Eulerterme des Stromungsproblems beschreiben kénnen.

Ein schiefwinkeliges Koordinatensystem (Abb. 3) im dreidimensionalen Raum sei de-
finiert durch Einheitsvektoren

¢ — Richtung : €%, n — Richtung : ", ¢ — Richtung : ¢ (120)
mit der Eigenschaft
€1
e=1 e |, el =1 (121)
€3

die drei schiefwinkelig zueinander stehende Ebenen mit dazugehérenden Normalvektoren

—, e g<

normal auf (n,¢): 7* = |§:§§<|

normal auf (¢,§): 7" = |2‘2§2‘§| (122)
" e

normal auf (§,7): 7¢ = E&gz‘

aufspannen. In diesen Ebenen lassen sich (beliebig viele Paare von) Ebenenvektoren fin-
den, die folgende Eigenschaften aufweisen.

-

(n,¢) : 61715, 02’ |6’171§| = |€172§| =1, ev1°e02® = ev1° Rt = ev2° R = 0
(¢, &) revl” e s |evl”| = |e2"| =1, evl"en?” = evl"A" = ev2'i" =0 (123)
(€n) s el ev2® s |evl’| = [e02] = 1, ev1°er2® = vl = 02’ = 0
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Abbildung 3: Schiefwinkeliges Koordinatensystem

3.5 Ansatz

Als superponierbare partielle Differentialgleichungen, die die Eulergleichungen reprisen-
tieren, lassen sich nun Wellengleichungen aufstellen, die dem Gleichungssystem (103)
fiir kartesische Koordinaten entsprechen, die jetzt aber ortliche Ableitungen entlang der
gewihlten Raumrichtungen (&, 7, () beinhalten. Mit dem Gebrauch vom

0
ox1

Nablaoperator V= 3%2 (124)
0
dz3

wird die Ableitung einer skalaren Grofle entlang einer Richtung &

(?;? _ gg %0 ¢ gfcle% 3 gi)ief — V() & (125)

2
8202

e§ +
Ich setzt nun Wellengleichungen folgender Form an:

Entropiewellen:

£:6m,C:

3
G el

(Die Anmerkung € : &, 7, : soll darauf hinweisen, dass es sich jeweils um eine Gleichung
fiir &, n und ¢ handelt.)
Druckwellen:

§:6,1n,¢:
L (op\E [ow) 1 [10p (0w
i i =3 =€ e i = 35 [
pc<8t> +<at>pn +(wn +c)€£ﬁ£ {pc@f—i_(@g)n] 0 (127)

p
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Lo .
L)) e [ (G)] -0 e
Scherwellen:
£:61,¢
620 ¢ - ¢ 1 [ 820 ag_
<m>81evl + () e ((95)@@1 —0 (129)
Lo - 5
(%f)ﬂeﬂfz%(wﬁf)g;ﬁé (?5”)@525 =0 (130)

(Mit den tiefgestellten Indizes p, sl und s2 markiere ich mir Gleichungen, aus denen ich
spéater Losungskomponenten b.gziehe.)
Mit den Bedingungen fiir die Anderung der Variablen nach der Zeit:

(5)- 2 (Z)E (131)
%) = by o g (132)
RS
<5tz> :25:<3fz>p+zg:<8tl>sl+z§:<atl>52 (133)

Wenn dieser Ansatz stimmt, muss es wieder gelingen, das Gleichungssystem in die Euler-
gleichungen aus Kapitel 2.4 iiberzufithren. Das wird hier jetzt getan.

3.6 Entropiewellen

Die Gesamtédnderung der Entropie entspricht

Os wnt [ [ 0s
(%) +2 G (5)] = e

Zuerst miissen wir den Ausdruck g@i %—(g entschliisseln, wir formen um
3
it o) Wit nses 135
Z FEHE BE Zsjéfﬁf%:ax]e _ZZ Z e (135)
d() ngef
5 {05 ()} ZZ{ o (E)]
i ie i A Ti e
und richten unsere Aufmerksamkeit auf die beiden in (136) enthaltenen Summen
€8 nées
n;e; ;
Z et und Z %7{; (137)
3 3

28



Betrachten wir fiir die Richtung £ einen Teil, der in beiden Ausdriicken auftritt, und lassen
wir die Definition der Normalvektoren (122) mit einflielen

ng _ (@ x @) |emxe] (@ x @) (138)
et Es(en x €9) |em x eS| ef(em x &)
Das Volumen, das die Einheitsrichtungsvektoren aufspannen, ist
ef(e" x ef) = eM(e x e%) = e(ef x ") =V, (139)
damit 148t sich der erste Term fiir zum Beispiel ¢ = 1 auch schreiben als
nbes V.
3 Shek = g (e e+ (656§ = ) + e =) = 3 =1 ()
& e

Fiir die anderen kartesischen Richtungen (i = 2,3) ergibt sich natiirlich auch der Wert 1.
Der zweite Term 1488t sich fiir zum Beispiel ¢ = 1, j = 2 schreiben als

£ €
nse 1 0
> e = v ((eBe§ — efes)es + (e5es — eSel)ed + (ebel — eed)es) = 7 =0 (4

Fiir die anderen kartesischen Richtungskombinationen (mit ¢ # j) ergibt sich wiederum

der Wert 0. Weil jetzt
€8 £.8

ni¢ _ i€z
25: Zeme = b 25: Zere =0 (142)
ist mit 8() o)

die Entsprechung der karteswchen Konvektionsgleichung fiir schiefwinkelige Koordinaten-
systeme gefunden, und die Entropiegleichung wird damit wie erhofft zu

0s
(82&) +uwVs =0 (144)

3.7 Druckwellen
3.7.1 Druckinderung

Die Druckéanderung als Superposition der Druckwellenlésungen:
2 0p S 1L op | (0w
pc 01 +§{ (@€ + ¢) zee {peaﬁr(as)"}
soe )1 [1ap _ (ow)me|y
+ (07— ) {pcﬁé (5)7 ]} =0

1 0p wnt 1 Op c [Ow
—_—— 14
pcaﬁ;{* A pcde | &n (a&) } ! (146)

(145)

oder
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oder

op wnt dp  kp dw
it it -0
m*%emwﬁkw 3
—_———
I I1
aus I mithilfe von (143):
wns Op
R YA V4
gaﬁ% oY

aus II:

§ 1 jFL

ergibt wegen (142)

Kp 8?11 € _ ow;
%;gqx<ag> =2 G, Ve
und damit

dp

a+wVp—|—f<apr—0

3.7.2 Geschwindigkeitsinderungen

Geschwindigkeitsdnderungen als Superposition der Druckwellenlésungen:

£:6,1m,C:
25,7+ (o e [+ ()]

k3
+ (- o ke [ - (8)] =0

oder

£:6m,C:

dw\ _. @i (dw ¢ 10p

vl IO A+ e — o =

ot , e€ie \ a¢ e<nis pe 0
aufgespaltet in die Beitrage zu den Geschwindigkeitskomponenten:

§:6m,C:

w\* [ @i (ow ¢ 10p
¢ i) 713 _— g =
(at>p'%{5Wﬁ<ag>”‘*5&%pcag}”l 0

und als Superposition iiber £ : £, 7, (:

ow; Wit [ Ow c 10p

: S8 e o | RS+ e —ont =0

< ) + 5 557’55(85)” nl+€5ﬁ5p06£nl
—_———

1 2

s () - ms{ S s () e s

(147)

(148)

15)} (149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)



Die Losungskomponente 1:
1:2,Y,2 ¢

Diese Komponente benotigen wir spéter.

Die Losungskomponente 2:

A, it [ Ow
(%) ~x (%)

itné =0

1:2,Y,2 ¢
¢ 10p ¢ 1(p\~ . 1( dp
zg: eenc pc@&n’ z&: eenic pc(@xj e XJ: p \ Ox; z&:
1 [ 0p etnt 1 ( Op
—¢<w)§am+§pem§
Mit dem Wissen aus (142) und (143) heifit das:
12,2
- 10p e 10p
o €47 pe O¢ LT p o
demnach 5 5
; 1
w L 10p
ot ), —po

oder in Vektorschreibweise:

(8@0) + 1Vp =0
at p2 P

3.8 Scherwellen

Die Geschwindigkeitsdnderungen aufgrund der Scherwellenlésungen sind:

— f - -

ow 1 ow\ -

el =€ e
<m>ﬁ+{@m)¥ﬁ (%)“

oder

— 5 — —
ow witt ow\ -.e| -.¢ Oow\ - | -6
<at>s + é'éﬁé |:{ (85) evl } evl + { (85) ev?2 ev2 = 0

1f }62716 =0

8?1} o 1 [ 8?1} - 5_ - ¢
— ] + ¢ — |ev2 2" =
( t>82 {(U)n)e_,gﬁ5 ( 5)6'0 }BU 0

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)

(162)

(163)

(164)

(165)



Fiir einen beliebigen Vektor o gilt

7 — (o) it = (Tel) el + (e2) €2

(166)
sofern o ~ B . B
ele2=eli=e2n=0,el| = |e2| = |ii| = 1 (167)
zutrifft. Ersichtlich wird das nach folgender Umformung.
U= (Un)n+ (Uei) el + (17€§> €2 (168)

Und bedeutet in Worten: Ein Vektor lafit sich in drei orthogonale Komponenten durch
jeweilige Projektion zerlegen.

\/+ ~~
=1 =0 =0
vel = (v7) icl + (vl ) elel + (ved) el (169)
=0 =1 =0
50— () + (01) 3 + (%) 222
=0 =0

Mit dieser Einsicht (Glg. 166, da ja Glg. 167 hier zutrifft) ist die Scherwelle

— I3 - —
ow witt ow ow\ .\ .
<(9t>+€n€ {(%) ) ((ag)ng) "1 - o

oder fiir eine Geschwindigkeitskomponenten w; aufsummiert iiber &, 7, C:

Hw; @it [ [ ow dw)
(%), (%) (5)=) ] = .

Betrachten wir die noch unverarbeitete Komponente von p; aus (156):

ow; witt (9_111
7 —€ 5_
( - )m + Ef See <£>n n; =0 (172)

Die Summe von der Losung p; und der Losung s bedeutet:
ow; ow; ot [ [ ow

— ||—=]| =0 173
(5),+ (), vz | (5] o

awi 8101 _, .
(22 (22 oo i

Wenn wir jetzt noch die Losungskomponente aus ps (Glg. 160) hinzufiigen, bekommen
wir in Vektorschreibweise:

Hw Hw Hw o
<8t>s + (at>p1 + (&f)m + (wV)w + ;Vp =0 (175)
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damit ist

ow 1
il — — - — 1
T + (WV) + pr 0 (176)

und es ist gelungen, die Wellengleichungen aus Kapitel 3.5 vollstindig in die Eulerglei-
chungen aus Kapitel 2.4 iiberzufiihren.
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4 Charakteristische Diskretisierung

Abbildung 4: Parallelepiped

Ein reales Rechennetz bestehe aus hexagonalen Volumselementen. Als Ndherung einer
Zelle diene die Form des Parallelepipeds mit Seitenkantenvektoren #¢, den Seitenflichen

S¢ und dem Volumen

V =307 x %) = 01(0° x ) = T(0° x §7)

(177)

Die Néherung der Ableitung einer beliebigen Grofle q in der Zelle entlang einer Indexlinie &

S€l

dq| A
5|, ~ T
(mit erster Ordnung linksseitig Ag® ~ ¢¢ — ¢¢~*

mit erster Ordnung rechtsseitig Ag® ~ ¢¢*! — ¢° )
Benétigt wird

1 dq _ Agt
e 08 |ut| bt
it . FAESE @ X F)  V
|0¢] efiit = 57 = o = S = %
ist
1 @ A~ SEA 3

e 0 TV
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Die Zelle eines Rechennetzes wird im Allgemeinen nicht die Form eines Parallelepipeds
haben. Um fiir allgemeine Hexaeder (181) anwenden zu kénnen, kann man

Sffl + Sirl
Si=—22 (182)

als Naherung heranziehen. Die zeitliche Diskretisierung sei vorerst nur umschrieben mit

dq __ Aq
— N 183
ot At (183)
4.1 Diskrete Wellengleichungen
Damit ergeben sich fiir jede Rechenzelle folgende diskrete Gleichungen
As\¢ 5§
f— Z (@it AsE = 184
<At)+V(wn)S 0 (184)
_ Lo f
1 (Ap\® | (Aw\ |  S¢, . 1
— (= ) B¢ = (57 ZADE + AT 7| = 1
pc(At>p+<At>pn —I—V<wn +C) pc P awnn 0 (185)
- Loe -
1 /Ap\* Aw\ " ¢ S¢ ¢ 1
2 (2PN (20N sl 2 (o ) | A ATE 7| = 1
pc(At)p (At>pn + V(wn c) " p ws 7 0 (186)
A . £
(A?)valg + f/(wﬁf) [Awf euf] =0 (187)
Aw\" e S ¢
(At>82602 + —(wn ) [Aw ev2 ] =0 (188)
die mit den charakteristische Geschwindigkeiten
N=  wit (189)
N = @+ e (190)
N = ait —c (191)
= wit (192)
= ot (193)
und den charakteristische Differenzen
Agt = Ast (194)
Ags = LAp  + Aut it (195)
Ags = LApt— Ak it (196)
Af = At et (197)
A= A et (198)
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jeweils eine gedachte charakteristische Gleichungen der Form

Ag\¢ 5§
— ]+ AN A¢=0 199
(At) Ty e (199)
darstellen.

Die Anderung der Variablen nach der Zeit abhéngig von den charakteristischen Diffe-
renzen ist damit

As 1 ¢
= _ _— € \¢ 3
o= =1 2084 Adf (200)
AG 11 ¢ B
A a2V >0S¢ (A8 Ads — X§ Ag)it
+ 2§ Agf evl® + 2§ Ag 2] (201)
Ap 1 pc ¢
=T LS XS Ags + A5 Ags] (202)
Zu beachten ist, dass in den charakteristischen Differenzen fiir die Druckwellen lokale
Groflen (i = = A) einflieBen, die den Werten des betrachteten Zellzentrums entsprechen.

4.2 Richtigseitige Diskretisierung

Zu l6sen ist nun fiir alle charakteristischen Wellen ein Problem vom Typ der eindimen-
sionalen Transportgleichung.
Ag 8¢
J—— + -
AtV
In Abhéngigkeit von der Ausbreitungsrichtung der Transportgeschwindigkeit kann jetzt
einseitig diskretisiert werden. Fiir A < 0 in Richtung absteigendem &, fiir A > 0 in Richtung
aufsteigendem &.
qo sei der Wert von ¢ in der Zelle &,
q1 sei der Wert von ¢ in der Zelle £ + 1, und so weiter.

M A =0 (203)

4.2.1 Réaumlich erster Ordnung

Fiir die rdumliche Diskretisierung erster Ordnung bedeutet das:
Fiir A > 0: A¢® =qo — q1
fir A\ <0:A¢* =q —q

4.2.2 Réaumlich héherer Ordnung

Angelehnt an das TVD (Total Variation Diminishing) Interpolationsverfahren nach Cha-
kravarthy [7] habe ich die raumliche Diskretisierung hoherer Ordnung wie folgt aufgestellt:
Fir A > 0:

Aql =41 — (-2

APP=q — g (204)
Aqg =q — 4o
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Fir A < 0:

A =q — q (205)

und weiters

sign12 = (sign(Aq') + sign(Ag?)) - 0.5 (206)
sign23 = (sign(Aq*) + sign(Ag?)) - 0.5
3 — 1
— S~ 2
k=270 4= (207)
Agt = Aq?
+12. (0 sign23 - min(|Ag?), | fak - Ag?|)
— signl2-min(|AqY), | fak - A¢?|) ) (208)
+12. ( sign23 - min(|AG|, | fak - Ag?)

signl12 - min(|A¢|, |fak - Aqtl]) )

Diese Diskretisierung ist analog zur konservativen Diskretisierung (vergleiche Kap. 2.1 und
Kap. 2.2). Formell gleich der konservativen Diskretisierung kann man die charakteristische
Diskretisierung (203) auch schreiben als

Ag S, .. _
=1, 2 — =0 209
S ) (209)
mit dem der Flu$§
fF=1a)=xq" (210)
(Das hochgestellte Vorzeichen kennzeichne die Position an der linken bzw. rechten Zell-

grenze.)

Die R|A|L Matrizenoperation bei der konservativen Betrachtung reduziert sich hier auf ei-
ne skalare Multiplikation mit der Transportgeschwindigkeit . Es gilt fiir diesen Vergleich
noch die Annahme, dass A iiber die gesamte Zelle und damit auch an beiden Zellgrenzen
gleich grof ist. Damit sind die Fliisse analog zur konservativen finite Volumen Betrachtung

f7=05-Xgy +¢51) — 05|\ (o —¢5)

0 0 211
fr=05-NMg +q5) — 05|\ (67 —a) (211)
Es ist nun fiir A > 0
m=Xq5
fr=Xq (212)
Agt = qy — g5
und fir A < 0
IT=XAq
f+ =\ ql— (213)
At =qi —qp

Wendet man fiir ¢~ und ¢* die Interpolationsvorschriften der TVD Diskretisierung an
(minmod, Glg. 33, 34 und 35), kommt man zur beschriebenen Gleichung (208).

Die minmod-Prozedur wurde fiir finite Volumen hergeleitet. In Kapitel 2.2 wurde
gezeigt, wie sie interpretiert werden kann unter der Annahme, dass die diskreten Werte den
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Mittelwerten der Zelle entspricht. Die hier erarbeitete charakteristische Diskretisierung
ist aber viel mehr ein finite Differenzen Verfahren mit Anleihen aus der finiten Volumen
Systematik.

Betrachten wir eine zu diskretisiecrende Zelle mit der Annahme, dass die Anderung
der Gradienten gering ist (Abb. 5). Nach finiter Differenzen Methode wird der Verlauf
angendhert durch zum Beispiel ein Polynom 3ten Grades. Man erhélt den Gradienten
durch die Ableitung des Polynoms an der Stelle des betrachteten Knotens.

dq 1 1 1
A T 2%-2— Q-1+ 53¢ T 54 214
<8i>i -2 CI1+2Q+3Q+1 (214)
Nach finiter Volumen Methode, unter der Annahme, dass die Werte den Zellmittelwer-
ten entsprechen, bekommt man mit Hilfe der minmod-Prozedur (mit ¢ = ) die an die
Zellgrenzen projizierten Werte

v L1 1 (215)
41 = 6%—2 3(]2—1 GQ1
1 1 1
to— g4+ qi 4 - 216
q; ¢4 1+3q +6CI+1 (216)
+ _ ot 1 1 1
Ag = ¢ —q¢_1= 6%’—2 — Qi1+ o di + §Qi+1 (217)

und als Differenz der beiden Zellgrenzenwerte genau den gleichen Wert fiir den Gradienten.

V Minmodprojektion auf den rechten Zellrand

O  Knotenwerte O Zellmittelwerte

e /Oxy/o
— -
-~ o

1—2 1—1 i 141 1—2 1—1 i 1+1

Finite Differenzen Finite Volumina

Abbildung 5: Finite Differenzen gegen finite Volumen Diskretisierung

Fiir ein equidistantes Rechennetz entspricht demnach die rdumliche Diskretisierung
mit der minmod-Prozedur (abseits von starken Gradientdnderungen) exakt der finite Dif-
ferenzen Diskretisierung 3ter Ordnung.

Zu erwahnen ware noch, dass im Allgemeinen die konservativen Verfahren die TVD
Vorschrift nur bedingt erfiillen. Die (konservativen oder primitiven) Variablen werden mit-
hilfe der minmod-Prozedur an die Zellgrenzen projiziert, erst danach werden dort durch
Matrizenmultiplikation mit der lokalen Matrix der rechten Eigenwerte die charakteristi-
schen Variablen gebildet, fiir die eigentlich die TVD Vorschrift zu gelten hat. Die gezeigte
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charakteristische Diskretisierung hingegen wendet die TVD Vorschrift direkt auf die cha-
rakteristischen Variablen an.

4.3 Unstetigkeiten

Lokal unstetige Verldufe sind im Rahmen einer Differentialgleichung Sonderfille (Singula-
ritdt). Die Numerik behandelt sie, indem sie in Abhéngigkeit von der Netzauflosung den
ortlich unendlich hohen Gradienten innerhalb einer Zelle als iiber eine Zelle gemittelten
Durchschnittsgradienten bestimmt. Dieser ist aufgrund der Zelldimension endlich. Der
Bereich der Unstetigkeit erscheint einfach als Gebiet mit hohen Gradienten.

Solche Unstetigkeiten konnen Scherwellen und Entropieunstetigkeiten sein, wobei die
dazugehorenden Transportgeschwindigkeiten im Allgemeinen stetig sind. Mit Verfeinerung
des Netzes und Verkleinerung des Zeitschrittes lassen diese sich beliebig genau berechnen.

Sofern das zu berechnende Stromungsproblem keine Druckstowellen aufweist, fiithrt
das bisher ausgefiihrte Diskretisierungsschema zu sehr guten Ergebnissen, wenn man die
lokalen Werte mit den Werten der zu diskretisierenden Zelle belegt (siche Kap. 4.1, letzter
Satz).

Druckstowellen haben hingegen die Eigenschaft, dass neben den charakteristischen
Groen auch die Transportgeschwindigkeiten iiber den Stoff hinweg Unstetigkeiten auf-
weisen. In Féllen von Stoflen gilt vorerst nicht die Annahme fiir die charakteristische Dis-
kretisierung, mit Verfeinerung des Netzes und Auffassen des Stofes als Gebiet mit 6rtlich
hohen Gradienten sich der Analytik beliebig genau néhern zu kénnen. Um Stromungen
mit Druckstoiwellen berechnen zu kénnen, diirfen die in der Diskretisierung vorkommen-
den lokalen GroBen (siehe Kap. 4.1, letzter Satz) nicht mehr ausschliefllich aus den Werten
der betrachteten Zelle gebildet werden, und das Diskretisierungsschema muss anders auf-
gestellt werden.

Ersichtlich wird das bei stationiren Stéfen, die einen Umschlag von Uberschall auf
Unterschall aufweisen. Eine Bildung der Transportgeschwindigkeiten nur in Abhéngigkeit
von den Werten einer betrachteten Zelle wiirde bewirken, dass sich jedenfalls ein stehen-
der StoB auspriigt, wenn das Stromungsfeld eine stofartige Verzégerung von Uberschall
auf Unterschall aufweist. Sofern sich eine Zelle im Uberschallbereich befindet, sind alle
Transportgeschwindigkeiten gebildet aus den Zellwerten grofler als null. Damit wird bei
richtigseitiger Diskretisierung der Stromungszustand der Zelle ausschlieSlich von Infor-
mation aus Stromungsrichtung bestimmt. Auch bei starker Erhchung des Gegendruckes
wiirde es somit nicht mehr gelingen, den Stromungszustand der Zelle zu verdndern. Nach-
dem ein Verdichtungsstof} sich mit einer relativen Geschwindigkeit ausbreitet, die fiir die
Uberdruckseite kleiner als und fiir die Unterdruckseite gréfer als die lokale Schallgeschwin-
digkeit ist, ist es natiirlich moglich, dass ein stehender Verdichtungsstof3 durch Erhohung
des Gegendrucks stromaufwérts zu wandern beginn.

Losen kann man das Problem, indem man den Blick auf die Mathematik des stehenden
Verdichtungsstofies richtet (Skizze 6).

Index 0 bezeichnet den Zustand vor dem Stof}; Index 1 den Zustand nach dem Sto8.
Es gelten die Erhaltungsgleichungen fiir
Massenkontinuitét

Polly = Pruq (218)
Impulskontinuitit
Po + pouo® = p1 + prus’ (219)
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Stof3 Stof

®
®

Zustand 0 Zustand 1

O
O

E—-2 ¢£-1 & &(+1

Abbildung 6: Stehender Verdichtungsstof3

Energiekontinuitét
2 2

U u
Y =y

Damit ldsst sich der Zustand nach dem Stofl durch den Zustand vor dem Stofl errechnen.

e, Ty + (220)

_ 2poui + po(1 — k)

221
p1 h1 (221)
k—1 Po 2K
= 222
t UOK+1+pQU0K+1 (222)
. po(/‘i + 1)
= (223)
POUG

Aus Masse-, Impuls- und Energiegleichung mit Elimination von u kann man eine quadra-
tische Gleichung fiir %(1) aufstellen

2
2K 2K 2K

o [po (1_>_p1}+,01[ <p0+p1)}+p1 (1— >—p0_0 (224)

00 k—1 po Lk —1 k—1

deren Ergebnis

pr D) +p(r—1) R+ +r-1

— = 225
po po(k+1)+pi(r—1) r+14E(-1) (225)

genutzt werden kann, um die Entropiezunahme iiber den Stof§ zu errechnen.

Blxk+1)+r—1
Asg = ¢, In Py _ ¢pIn L ¢y 1n Py ¢pln po( ) (226)
Po Po Po Kt 140 (k1)

Mit dem Druckverhéaltnis

b2
mT=—
yai
wird die Entropiezunahme durch den Stof3 zu

Ass=c, In <7T : r(ﬁ D+ J_r mv (228)

(227)




Wenn man mit den Ergebnissen der analytischen Losung fiir einen stationéiren Verdich-
tungsstoB als Anfangsbedingung die numerische Berechnung startet, sollten die Anderun-
gen der Variablen in jeder Zelle gleich null sein. Dies gelingt, wenn man die Eigenschaft
des Roe-Mittelwertes aus der konservativen Diskretisierung nutzt:

Die Roe-Mittelung aus der konservativen Diskretisierung stellt einen Scheinzustand
zur Verfiigung (siehe auch Kap. 2.1)

P = \/po - p1 (229)
uroe — Yo VPt (230)
VPo + /1

hty - \/ hty -/
pproe — 1o VPO + Wty \/;1 (231)
VPo t/P1

CT‘O@ — \l (htroe _ (UT206>2> (/f _ 1) (232)

O R/ TR R/t { (R0 R/ TV
) JmEvE 2 (et /m) (233)

Setzt man die Roe-Mittelwerte als die lokalen Werte an, dann kénnen wir die charakte-
ristischen Anderungen fiir die Druckgleichungen

davon abgeleitet:

oder auch

AoAgy = (u™¢ — ) (WA]) — Au) (234)

Mgy = (W + ) (ot Ap + Au) (235)

zu losen versuchen.
Fiir den Fall des stehenden Verdichtungsstofies wird mit (230) und (218)

U™ = \/upuy (236)

und mit (222)

roe _ k=1 po 2K 997
" \/UOH+1+p0/€+1 (237)

Die spezifische Totalenthalpie wird mit (231) und (220)

2
A (238)

ht"*¢ = hty = ht; = —
0 ! k—1pg 2

und mit (232) und (222) wird die Schallgeschwindigkeit

roe __ 2’%_1 @ 2K _ , Toe 239
c \/uoﬁ+1+poﬁ+1 u (239)

Damit ist offensichtlich, dass Ay = u"°¢ — ¢"°¢ zu null wird.

Betrachten wir jetzt
1

crae p'f'O@

Ags =

(p1 = po) + (w1 — up) (240)
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Mit (221) wird
_ 2puf 2K

K+ 1 Kk+1

P1— Do

und mit (222) wird
Po 2K 2U0

mmﬁ+1_m+1

Uy — Uy =

und man kann einsetzen und umformen:

2U0

1 2p0u3 2k 2K
Agg = —— Polly  2KPo 4 Do
coe proce \ k+1 k41

1 1 1
= 20nu2 — 2 _
ot 1 ( Lol RPO) (c”oe proe p0U0>

roe \roe —

Es ist in unserem Fall ¢"¢p"¢ = pyup, denn mit (239) ist

roe roe roe roe

Pt =u""p

und mit (230) und (229)

pouon—l—l—/i—i-l

roe roe __ UO\/%‘I'UM/E\/%\/E _ quOﬁiz\ﬁ/lpﬁlm
0 1

u p =
VPo +\/p1
und mit (218)
Croeproe _ UOPO\/E + quO\/% —u
N T

0£0

Damit ist Ags = 0.
Da fiir die erste Druckgleichung die Wellengeschwindigkeit

und fiir die zweite Druckgleichung die charakteristische Differenz

1

roe roe
croe p

Ags = (p1 —po) + (u1 —up) =0

zu null wird, ist so wie gefordert

/\QAQQ =0
A3Agz =0

)

(241)

(242)

(243)

(244)

(245)

(246)

(247)

(248)

(249)

(250)
(251)

die Andg_rungen aufgrund der Druckgleichungen bei einem stationdren Stof3 ident null.
Die Anderung der Entropiegleichung wird mit der charakteristischen Transportbe-

schreibung zu

MAg = u"¢As

(252)

erst dann null, wenn man die analytisch hergeleitete Entropiesteigerung mitberiicksichtigt.

Ags = " Asg
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Es wird mit der Stoigeschwindigkeit Entropie erzeugt. Damit wird die charakteristische
Anderung der Entropie
MAG = u"As — "“Asg (254)

Diese Erkenntnisse kann man nun in die charakteristische Diskretisierung mit einflieBen
lassen, indem man die Werte der benachbarten Zellen betrachtet. Dazu muss man zuerst
folgende nach Roe gemittelten Zustande bilden

q"° = Roe(qi-1,qi11) (255)
g = RO@(C]i—h q,») (256)
¢ = Roe(qit1,¢) (257)

und die davon abgeleiteten Transportgeschwindigkeiten

Aroe — A(q'r‘oe) (258)
A = A(¢") (259)
A = A(g)) (260)

bestimmen.

Die lokalen Werte (siehe Kap. 4.1, letzter Satz) werden nun aus den Werten go.
bestimmt. Haben die links- und rechtsseitigen Transportgeschwindigkeiten (A™¢, A7°¢)
unterschiedliches Vorzeichen, ist die Transportgeschwindigkeit aus der Roe-Mittelung aus
beiden Nachbarzellen zu bestimmen. Andernfalls errechnet sich die Transportgeschwin-
digkeit aus der Roe-Mittelung von betrachteter und richtigseitiger Nachbarzelle.

4.3.1 Ré&aumlich erster Ordnung mit Unstetigkeiten

Damit wird die Diskretisierung erster Ordnung folgendermafien bestimmt.
Wenn A% > 0 und A% > 0 dann

AAG = N(gi — qi-1) (261)
wenn A™¢ < 0 und \}’¢ < 0 dann

MG = N(qi1 — @) (262)
wenn A7 - A€ < 0 und A" > 0 dann

AAG = N"(qi — gi-1) (263)
wenn A%+ \¢ < 0 und A" < 0 dann

AAG = N"(giv1 — i) (264)

4.3.2 Réaumlich dritter Ordnung mit Unstetigkeiten

Entsprechendes gilt fiir die rdumliche Diskretisierung dritter Ordnung.

Aql =qi—1 — (gi—2
AP =¢  — g

¢ ¢ 265
AQ3 =qi+1 — G; ( )
Aq4 ={qi+2 — i1
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und weiters

q) Aq
sign23 = (sign(Aq?) + sign(Ag?)) - 0.5 (266)
' q°) + sign(Aq
1
= 2
3 (267)

Agr = —A¢+ 2 signl2-min(|A¢|, |fak - Agt|)
+ L2 signl2 - min(|Aqgt|, | fak - Ag?|)
Agrr = — 2 5ign23 - min(|AG, | fak - Ag?|)
— Y2 5ign23 - min(|Ag?|, | fak - Ag?)) (268)
Aqrir = 2 sign23 - min(|AG|, | fak - Ag?|)
+ 2 sign23 - min(|A¢?, | fak - Ag?|)
Aqrv =  A@— 2 sign3d - min(|Ag", | fak - Ag®|)
— 2 sign3d - min(|AG, | fak - Agt|)

Wenn A7%¢ > 0 und \?¢ > 0 dann
AAG = NAqrr — N Agp (269)
wenn A7°¢ < 0 und \}%¢ < 0 dann
AAG = NAqry — N Aqyr (270)
wenn A7 - \2¢ < 0 und A" > 0 dann
AAG = X" (Aqrrr — Agr) (271)
wenn A7 - A€ < 0 und A" < 0 dann
AAq = N (Aqry — Aqir) (272)

Sind alle drei Roe-gemittelten Transportgeschwindigkeiten gleich grof3, entspricht die-
ses System dem von Kapittel 4.2.2.

Diese erweiterten Diskretisierungsmethode ist zwar aus den Erkenntnissen des sta-
tiondren Verdichtungsstofles entstanden, sie ist jedoch auch im Falle eines allgemeinen
Verdichtungsstofles giiltig.

Verglichen mit der davor beschriebenen ist der Zusatzaufwand dieser erweiterten Dis-
kretisierungsmethode gering. Abseits von Unstetigkeiten sind beide Methoden gleichwer-

tig.

4.3.3 Entropiezunahme in 3D

Bei schiefwinkeligen 3D-Netzen ist die Stofifront im Allgemeinen nicht normal auf die
Zellgrenze. Die Stof3front ist aber mit guter Ndherung normal auf den Differenzvektor der
Geschwindigkeitsvektoren der beiden Nachbarzellen der betrachteten Zelle. Deshalb wird
die Entropiezunahme durch den Stofl mit

(273)

—

|(wz>1 - U7z‘+1)’

O 1 — Gy e
A¢S = ¢"*As, abs <(w1_1 1) )

berechnet.
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4.4 Testfialle zur Diskretisierung

Anhand von zwei einfachen Testfdllen mochte ich zeigen, dass das charakteristische Ver-
fahren in der Lage ist, Gasstromungen auch mit Verdichtungsstéfien zu simulieren. Ich
vergleiche die mit dem charakteristischen Verfahren (char) gerechneten Ergebnisse mit
dem konservativen Roe-Verfahren (roe, siche Kap. 2.1, 2.2 und [1]). Fiir beide Verfah-
ren wurden jeweils die selben Rechennetze verwendet, fiir das Roe-Verfahren wurde der
rdumliche Interpolationsparameter auf ¢ = % gesetzt.

4.4.1 Lavaldiise

Bei iiberkritischem Druckverhéltnis weist die Gasstromung durch eine Lavaldiise einen
stationdren Verdichtungsstofl auf. Im sich verjiingenden Teil beschleunigt die Strémung bis
auf Schallgeschwindigkeit im engsten Querschnitt (bei = 0.1 Abb. 7, rechts, Stromung
von links nach rechts). Von dort weg beschleunigt die Stréomung im Uberschall weiter, bis
sie durch den Verdichtungsstofl wieder auf Unterschall gezwungen wird. Von da ab wird
die Stromung verzogert, bis sie den geforderten Gegendruck im Austritt erreicht. Die
StoBposition ist sehr empfindlich vom Gegendruck abhéngig, deshalb eignet sich dieser
Testfall sehr gut, ein Verfahren zu beurteilen.

Tabelle 1: Randbedingungen fiir die Lavaldiise

Eintritt ‘ Austritt
P, bar T, K | P bar
1.0 290.0 | 0.96290646

0 -
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abbildung 7: Rechennetz und Geometriedefinition (dimensionsloser Fldcheninhalt)

Anhand des Flidcheninhaltverlaufs (Abb. 7, rechts) kann man eine analytische eindi-
mensionale Stromungslosung finden und diese mit den numerischen Ergebnissen (an der
Symmetrieachse) vergleichen. In Abbildung 8 kann man erkennen, dass beide numerischen
Verfahren in Ubereinstimmung den Druckverlauf und den Verdichtungssto vorhersagen
konnen. Die Abweichung der numerischen Ergebnisse von der analytischen Losung vor
dem Stofl kommt daher, dass die Dreidimensionalitdt der Strémung, die die analytische
Losung nicht erfasst, nicht vernachléssigbar ist. Betrachtet man die Entropie (Abb. 9),
sieht man, dass das konservative Verfahren im Stof stark iiberschwingt und sich dann auf
ein zu niedriges Niveau einstellt. Das charakteristische Verfahren zeigt iiberhaupt kein
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Abbildung 8: Lavaldiise, Druck (bar)
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7.5 [
[

[
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-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abbildung 9: Lavaldiise, Entropie (¢, Inp — ¢, Inp — s)

Uberschwingen und trifft nach dem Stof deutlich besser als das konservative Verfahren

die analytische Losung.

4.4.2 Schriger Verdichtungsstofl

— Verdichtugsstof3

Zustand 0 /
\ ,

i
\ // —
\ /.
\ 7 - Zustand 1
/ —
, / — feste Wand

yi

N

Abbildung 10: Schrager VerdichgugsstoB, links: Stromungsskizze, rechts: Rechennetz

Anhand dieses Testfalls mochte ich zeigen, wie gut ein Verdichtungsstofl mit einem
stark verzerrten Rechennetz erfasst werden kann (Abb. 10). Die Stromung trifft mit Uber-
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schall schriag auf die Oberseite einer Platte und wird iiber einen Verdichtungsstofl parallel
zu der Platte abgelenkt.

Fall 1

In Tabelle 2 ist die analytische Losung fiir diesen Testfall zusammengefasst. Sowohl das
charakteristische als auch das konservative Verfahren sagen die Stofiposition iiber das
gesamte Netz hinweg sehr gut voraus (Abb. 11, die analytisch errechnete Stofiposition ist
mit der schwarz strichlierten Linie gekennzeichnet). In Abbildung 12 wird die Entropie
dargestellt und in Tabelle 3 werden die numerischen Ergebnisse fiir die Entropie nach dem
StoB verglichen. (Die in der Tabelle angegebenen Abweichung des numerischen Mittelwerts
von der analytischen Losung bezieht sich auf die analytische Entropiezunahme durch den

. . : 0.5(Maximum—Minimum)
Stof}, die angegebene Amplitude entspricht amalytische Entropiezunahme%.) Man kann sehen,

dass das konservative Verfahren starkes lokales Unter- und Uberschwingen in der Entropie
generiert. Das charakteristische Verfahren erhéht mit guter Ubereinstimmung mit der
analytischen Losung genau am Stofl die Entropie.

Tabelle 2: Schriger Verdichtungsstof, analytische Ergebnisse, Fall 1

‘P[bar]‘l\/{ ‘s(ﬁl) ‘04["]
Zustand 0 | 1.0 1.2104 | 81096.9 | 2.0
Zustand 1 | 1.1174 | 1.1239 | 81101.5 | 0.0

Analytischer Stofwinkel zur vertikalen 31.924°

1.130
1.116
1.101
1.087
1.072
1.058

1.043
1.029
1.014
1.000

char roe

Abbildung 11: Schriager Verdichtungsstof3, Fall 1, Druck
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81110.000
81106.667
81103.333
81100.000
81096.667
81093.333
81090.000
81086.667
81083.333
81080.000

char roe

Abbildung 12: Schrager Verdichtungsstof3, Fall 1, Entropie

Tabelle 3: Schréiger Verdichtungsstofl, numerische Ergebnisse der Entropie (/%) nach dem
StoB, Fall 1

Verfahren | Mittel | Abweichung (%) | Maximum | Minimum | Amplitude (%)
char | 81101.5 | 0.0 81104.0 81099.0 54.35
roe | 81239.0 | 2989.13 81512.1 80966.0 5934.78

Fall 2

In Tabelle 4 wird die analytische Losung fiir diesen Testfall angegeben. Ist die Stofstérke
sehr hoch, weicht die Stofiposition der charakteristischen Rechnung von der analytischen
Losung ein wenig ab (Abb. 13, links). Der Entropieanstieg (Abb. 14, links und Tab. 14)
wird vom charakteristischen Verfahren recht gut vorhergesagt.

Tabelle 4: Schrager Verdichtungsstof}, analytische Ergebnisse, Fall 2

‘Pbar‘M ‘s(p%) ‘a["]
Zustand 0 | 1.0 1.4685 | 81096.9 | 11.28
Zustand 1 | 1.9621 | 0.9225 | 82105.7 | 0.0

Analytischer Stowinkel zur vertikalen 34.376°

Tabelle 5: Schréiger Verdichtungsstof, numerische Ergebnisse der Entropie (p%) nach dem
Stof3, Fall 2

Verfahren | Mittel | Abweichung (%) | Maximum | Minimum | Amplitude (%)
char | 82205 | 9.84 82640 81770 43.12

roe | 82228 | 12.01 82934 81522 69.91

Das konservative Verfahren ist in sehr guter Ubereinstimmung mit der analytischen
Losung (Abb. 13, rechts). Das Uberschwingen in der Entropie ist weiterhin vorhanden
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s
2.060
1.942
1.825
1.707
1.589
4 1.471
1.353
1.235
1.118
1.000

v
char roe

Abbildung 13: Schriager Verdichtungsstof3, Fall 2, Druck

82640.000
82468.444
82296.889
82125.333
81953.778
81782.222
81610.667
81439.111
81267.556
81096.000

roe

Abbildung 14: Schriager Verdichtungsstof3, Fall 2, Entropie

(Abb. 14 rechts, Tab. 5), nur ist es aufgrund der hoheren Entropieproduktion im Stof
nicht mehr so dominant.

4.4.3 Aussage

Sowohl das charakteristische als auch das konservative Verfahren sind grundsétzlich auch
bei stark verzerrten Netzen gut geeignet, Uberschallstromungen zu simulieren und Stof-
fronten scharf abzubilden.

Bei starken Stoflen weist das charakteristische Verfahren einen Fehler beim Stoffwinkel
auf. Der Grund dafiir liegt nicht prinzipiell im stark verzerrten Netz, sondern in der lokalen
(zellorientierten) Definition der Roe-Mittelwerte (Kap. 4.3).

Das konservative Verfahren hingegen zeigt starkes Uber- und Unterschwingen bei Vor-
hersage der Entropie nach einem Stofl. Der Grund dafiir liegt im konservativen Diskreti-
sierungsschema, das bei Unstetigkeiten kiinstliche Dissipation generiert, die nicht immer
in Einklang mit der Stromungsphysik steht.
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5 Zeitschrittverfahren

Neben der rdumlichen Diskretisierung ist die zeitliche Diskretisierung mafigeblich an der
Effizienz und Genauigkeit der Losung beteiligt. In diesem Kapitel werden im Uberblick
die unterschiedlichen Verfahren erwahnt, die ich getestet habe.

5.1 Explizites Verfahren

Zu l6sen sei eine Zeitschrittveranderung des Parametervektors ¢.

Jq
=g At 274
q ¢ + ( 6t> (274)
9q
gt = At 275
¢ —q ( at> (275)
¢ —q' = f(g")At (276)
Die Erhéhung der Genauigkeit kann durch ein Vier-Schritt-Runge-Kutta Schema erfolgen.
"= ¢ (277)
Schleife k=1,...,4
PO 278
¢"=dq + f(q")At - r[K] (278)
qt+1 — qn (279)
1111
it =(=,=z,=, = 2
mit r=(55507) (250)

Die zeitlich expliziten Verfahren sind im Allgemeinen an das CFL Kriterium gebunden.
Wird die ZeitschrittsgroBe so grofl gewahlt, dass eine Storung innerhalb eines Zeitschritts
iiber eine ganze Zelle wandern konnte, wird das Verfahren numerisch instabil. Es kommt
zu sich immer weiter aufschwingenden Losungen.

5.2 Implizites Verfahren

Nach Verschiebung des Bezugszeitpunktes in den neuen Zeitpunkt

o g\

¢ =4+ (015) At (281)
t4+1 t dq "

¢t — gt = <at> At (282)
¢t — ¢ = g At (283)

ist das Gleichungssystem nicht mehr explizit 16sbar.

5.2.1 Newton-Niherung

Das implizite Problem ist im Allgemeinen nur noch ndherungsweise losbar. Als Néhe-
rungsverfahren bietet sich das Verfahren nach Newton an (I als Einheitsmatrix).
Fiir implizit erster Ordnung muss iterativ durch Losen des Gleichungssystems

([ BN g)) Agh = (=" +q' + Atf(q") w (284)
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nach Aq¢™ der Parametervektor aktualisiert werden
" =q"+ A (285)

Damit wird fiir n — oo : A¢"” — 0 und ¢" — ¢**! der Losungsvektor gefunden.

Beim Losen von stark nichtlinearen Problemen, wie es das Stromungsproblem darstellt,
empfiehlt es sich, zur Erh6hung der Stabilitdt mit einem Relaxationsfaktor w mit

0 < w < 1 sich der Lésung zu néhern.

5.2.2 Implizit zeitlich héherer Ordnung

Die Ordnung der zeitlichen Entwicklung kann durch einen parabolischen Ansatz erhoht
werden. Durch drei zeitlich aufeinanderfolgende diskrete Werte (¢!, ¢°, ¢') mit kon-
stantem zeitlichen Abstand (At) kann man eine Parabel legen, deren Steigung durch den
Punkt ¢! wie folgt definiert ist.

dg\' 1 /3, 4, 1
(m) =i (37 3+ 3 (286)

Gesucht sei der Zustandsvektor ¢® — ¢'*!, der diese Forderung erfiillt. Dadurch #ndert
sich das zu losende Gleichungssystem zu:

<0J — Atafggn)> Ag" = (—(aqn — 84" +~¢"") + Atf (Q”)) w (287)
mit 5 4 ]
a:§7 6257 7257 (288)

5.2.3 Pseudo Time Stepping

In der Numerik wurden einige konvergenzbeschleunigende Verfahren zum Losen von statio-
niren Problemen [5] entwickelt. Nach folgenden Uberlegungen kann man diese Verfahren
auch auf instationére Strémungsproblem anwenden.

Grundsétzlich kann ein instationdres Problem zeitlich hoherer Ordnung mit impliziter
Formulierung

ag™ — B¢+ v¢' ! = Atf(g") (289)

auch als pseudostationéres Problem betrachtet werden
9(¢"™) = —(ag"™ = Bg" +7¢"™") + Atf(g") — 0 (290)

das nach Einfiihren einer Pseudozeit ¢,

ZZ’: =9(q) (291)

als iibergeordnetes Zeitschrittsproblem (Pseudozeitproblem) betrachtet werden kann.

gt — gy = Atpg(q) (292)
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Dieses Problem kann man nun explizit

q;p+1 — q;P = Atpg(qtp) (293)
oder auch implizit
g — g = Atyg(gt) (294)

auffassen und losen.
Die CFL-Zahl als Kriterium fiir zeitlich explizite Probleme ist (eindimensional)

At
FL=—\ 2

Fiir das Pseudozeitproblem ist die CFL-Zahl nun

At
CFL? = Aty CFL = Aty 2 Aas (296)

Bei Anwendung von local-timestepping in der Pseudozeit ist C'F'LP = const, wohingegen
bei At, = const mit konstanter ZeitschrittgroBe auch in der Pseudozeit gerechnet werden
kann.

5.2.4 Pseudo Time Stepping - implizit

Bei der impliziten Losungsstrategie mit Hilfe des Newton-Verfahrens, ergeben sich zwei
ineinander liegende Schleifen, eine innere fiir n — oo (oder n,,,;) und eine dufere fiir
t, — 0o (oder t,(max)).

In jedem Pseudozeitschritt muss das Gleichungssystem

(11 + alrty) — At AtPLED) Agn =
{¢" — ¢ = Atyg(¢")]} w (297)

oder weiter ausgeschrieben

(101 + alt,) — At At ) Agn =
{q" — ¢'» — At,[ — (aq" — 8" +v¢" ") + At f(¢")]}w (298)

fiir Aq™ gelost werden.
Damit wird fiir fiir n — oo : Ag" — 0 und ¢" — ¢»*!
und mit ¢, — 00 : ¢'» — ¢! schlussendlich der Losungsvektor gefunden.

5.2.5 Implizite Losungsstrategie

An sich koppelt die implizite Formulierung (z.B. Glg. 284) jede Zelle an die Nachbarzel-
len. Damit ist das Gleichungssystem eigentlich nur fiir das gesamte Stromungsproblem
gemeinsam losbar. Es haben sich aber diverse Verfahren durchgesetzt, die dieses Problem
umgehen. Zu erwihnen ist hier das alternative direction implizit Verfahren (ADI, Linien-
relaxation), das fiir strukturierte Rechennetze entlang von Indexlinien das Gleichungssys-
tem 16st. Nachdem der Speicheraufwand fiir diese Verfahren relativ grof ist, habe ich beim
Lésen von impliziten Gleichungssystemen das Verfahren der Punktrelaxation angewandt.
Dieses Verfahren beriicksichtigt die impliziten Abhéngigkeiten nur innerhalb einer Zelle.
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5.2.6 Startwerte

Implizite Verfahren, die den Newton-Algorithmus verwenden, benotigen eine Startlésung
fiir den ersten Newtonschritt. Fiir voll implizite Verfahren, die auf eine stationére Losung
hin konvergieren, werden die Werte des Zeitschritts ¢ als erste Losung fiir den Zeitschritt
t + 1 herangezogen.

q"° =¢" (299)

Zeitlich exakte implizite Verfahren mit konstante Zeitschrittgroffe At konnen als Start-
werte ebenso die Werte des Zeitschritts ¢ {ibernehmen, oder mit zeitlicher Extrapolation
sich den Startwert bilden.

e Lineare Extrapolation:
¢ =2q¢—q" (300)

e Parabolische Extrapolation:
qno — 3 qt _ 3 qt—l + qt—Z (301)

Die Vorbelegung der Werte mittels Extrapolation bewirkt eine Reduktion der An-
zahl der notwendigen Newtonschritte, um eine bestimmte Residuumsschranke zu
unterschreiten. Die Extrapolation funktioniert sehr gut fiir Stromungen ohne Un-
stetigkeiten (z.B. Stofiwellen) bei kleinen ZeitschrittgroBen (etwa C'F Ly,q, < 5). Fiir
Stromungen mit Unstetigkeiten fithren Extrapolationen oft zu numerischen Proble-
men, und sollten daher nicht verwendet werden.

e Vorbelegung iiber Ndherung an einem gréberen Gitter:
Es ist auch moglich, die Startwerte iiber eine Zeitschrittrechung an einem geome-
trisch groberen Gitter zu erhalten. Dazu werden die Zustandsgrofien iiber eine ge-
eignete Interpolationsvorschrift auf das grobere Gitter iibertragen und dort wird ein
physikalischer Zeitschritt gerechnet. Die dort erhaltene Anderung kann wieder auf
das feine Netz iibertragen werden, und dient dann als Startwert fiir die Zeitschritt-
rechnung am feinen Netz.

Durch diese Vorarbeit am groberen Gitter werden die langwelligen Anderungen er-
fasst und die Rechnung am feinen Gitter wird vor allem dazu benutzt, die kurzwel-
ligen Moden in die Losung einzubringen. Diese Vorbelegung bringt im Gegensatz
zur Extrapolation auch fiir unstetige Stromungsprobleme gute Startlésungen.

Meiner Erfahrung nach reicht es, am groben Gitter zeitlich und raumlich erster Ord-
nung die Berechnung durchzufiihren, um die Konvergenz am feinen Netz signifikant
zu verbessern. Diese Methode ist sehr effizient, da die Berechnung am groben Gitter
fiir 3D nur ein Achtel der Zellenanzahl des feinen Netzes benotigt und durch das
Verfahren erster Ordnung verglichen mit der Berechnung am feinen Netz nur einen
sehr geringen zeitlichen Zusatzaufwand bedeutet.
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5.3 Testfall Reflexion 1D

Bei transsonischer Leitschaufel-Laufschaufel-Interaktion kommt es zu Verdichtungsstoflen,
die instationdr an den Schaufelwédnden reflektiert werden. Die Diskretisierungsmethode
zur Stromungssimulation muss ausreichend gut sowohl die Schaufelgrenzschicht als auch
diese Reflexionen erfassen koénnen. Anhand eines eindimensionalen instationdren Problems
habe ich versucht herauszufinden, welche Giite des Ergebnisses bei welchem Aufwand mit
welcher Methode zu erreichen ist. Die beste Methode fiir dieses einfache Problem sollte
dann auch die beste Methode fiir das 3D Problem sein.

5.3.1 Problembeschreibung

Das in diesem Kapitel untersuchte eindimensionale Problem soll den hinteren Leitschau-
felbereich simulieren. Am rechten Rand sei die reflektierende (Schaufel-)Wand, von links
wird eine Druckwelle ins Stromungsgebiet induziert, deren Ausbreitung und Reflexion an
der Wand untersucht wird. Zum Zeitpunkt null wird dem Stromungsgebiet eine Druck-

Zeit

Wand

Abbildung 15: Skizze des Reflexionsproblems

verteilung aufgeprégt, im gesamten Stromungsgebiet die Dichte auf 1.2 % und die Ge-
schwindigkeit auf null gesetzt. Die Druckwelle wurde durch kurzzeitige Geschwindigkeits-

p [Pa]
105000

102500 /\

100000 \
97500 \

N

95000 x [m]
0 0.025 0.05 0.075 0.1

Abbildung 16: Anfangsbedingung, Druck

erhéhung in den linken Phantomzellen um 60 - erzwungen, dies bewirkt einen Druckstof3
von etwa 1.2 - 10*Pa.
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Berechnet wurde die Eulerstromung an drei Netzen. Das grobe Netz (28 dquidistante
Netzknoten) dient als Referenz fiir die reine Eulerstromung, das mittlere (36 Netzknoten)
entspricht einem Netz fiir die Wandfunktion mit einem Abstand von erster Rechenzelle
zur Wand von 7.5-107* m und das feine Netz (44 Netzknoten) entspricht einem Netz, das
direkt die Wandgrenzschicht auflésen zu kann (kleinste Zellbreite 2.0-107 [m]). Abgesehen
vom wandnahen Bereich entspricht die Netzauflosung von mittlerem und feinem Netz dem
groben Netz.

Az [m]
102 A
g - = il —o— Grobes Netz
o .
10-3 gﬁ\e\ —&— Mittleres Netz
\@\N\ —&— Feines Netz
107
Wand
10~°
-6
10 > [m]
0.09 0.0925 0.095 0.0975 0.1

Abbildung 17: Rechennetze fiir Testfall Reflexion 1D

5.3.2 Methoden

Die verwendeten Rechenmethoden sind in Tabelle 6 zusammengefasst.

Tabelle 6: Verfahren fiir Testfall Reflexion 1D

Kiirzel | Verfahren Netz At CFL,,.. | Newton-Schritte
RKg | 4 Schritt Runge Kutta | grob |2.0-107% | 0.175 -

IRg implizit grob | 2.0-1073 0.175 16

IRf implizit fein | 4.0-107* 73 12

If implizit fein | 4.0-1074 73 6

IPEf implizit pseudo explizit | fein | 4.0-107* 73 1/6

IPIf implizit pseudo implizit | fein | 4.0-107* 73 3/2

IMf implizit multigrid fein | 4.0-107* 73 6

IRm | implizit mittel | 2.0 - 1073 5.9 12

IMm implizit multigrid mittel | 2.0 - 1073 5.9 6

Ich simuliere fiir diesen Testfall Stromungszusténde, die der realen Strémungssituation
in der 3D Rechnung entsprechen, und habe deshalb kein analytisch 16sbares Problem
gewdahlt.

Als Referenz fiir die Reflexion dient die Vier-Schritt Runge-Kutta Methode am gréb-
sten (dquidistanten) Netz (RKg) mit einer Zeitschrittsgrofe (At) von 2.0-107% (maximale
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CFL Zahl 0.175). Fiir ein analytisch losbares Problem stimmt die Vier-Schritt Runge-
Kutta Losung an einem &quidistanten Netz sehr gut mit der exakten Losung iiberein,
deshalb gilt die Annahme, dass auch fiir das gewéahlte Problem die Vier-Schritt Runge-
Kutta Losung eine geeignete Referenz darstellt.

Je geringer der Unterschied der weiteren Methoden zu diesem Ergebnis, desto besser
ist die Methode zum Simulieren der Reflexion geeignet.

Um zu erkennen, wie die implizite Formulierung die Lésung beeinflusst, habe ich am
groben Netz mit ausreichender Anzahl von Newtonschritten eine implizite Referenz be-
rechnet (IRg).

Um herauszufinden, wie gut an den nichtédquidistanten Netzen sich das Problem {iiber-
haupt 16sen ldsst, habe ich als Referenz fiir das mittlere und das feine Netz (IRf, IRm)
mit implizitem Newton Algorithmus die Anzahl an Newton Schritten soweit erhoht, bis
sich das Ergebnis nicht mehr verdndert hat.

Am feinen Netz habe ich dann Methoden verglichen, die realistisch in Betracht kom-
men, das 3D Problem zu 16sen. Diese Methoden haben etwa den selben Rechenarbeits-
aufwand (gleiche Rechenzeit pro Zeitschritt).

Bei den auf Pseudozeit basierenden Methoden habe ich die Verfahrensparameter auf
die Werte gesetzt, die die beste Ubereinstimmung mit der Referenz geliefert haben. Fiir
Pseudozeit explizit waren das 1 Iterationsschritt fiir den Newton und 6 explizite Pseudo-
zeitschritte mit lokaler Pseudo-CFL Zahl von 0.7. Fiir Pseudozeit implizit waren das 3
Iterationsschritte fiir den Newton und 2 implizite Pseudozeitschritte mit konstanter di-
mensionsloser Pseudozeitschrittsgrofe von 1.5. Der implizite Unterrelaxationswert fiir die
Hauptnewtonschleifen hat mit w = 0.6 einen Wert, der auch fiir komplexe 3D Rechnungen
stabile Konvergenz erwarten lasst.

Abschlieflend habe ich mit der besten Methode vom feinsten Netz am mittleren Netz
gerechnet.

5.3.3 Ergebnisse

Bei den Vergleichen werden die Ergebnisse der Zellzentren von den Simulationen geome-
trisch linear auf ein Vergleichsnetz interpoliert, das etwa doppelt so fein wie das grobe
Netz ist. Der sich daraus ergebende Interpolationsfehler ist gering. Zeitliche Interpolation
ist nicht notwendig, da Zeitschrittgrofien so gewihlt sind, dass bei Losungen mit kleineren
Zeitschritten die Losungen an den zu vergleichenden Zeiten auch vorhanden sind. Bei den
Ergebnissen entspricht die Abszisse der rdumlichen Ausdehnung (rechter Rand entspricht
der festen Wand) und die Ordinate entspricht der zeitlichen Entwicklung.

Abbildung 18 zeigt die Referenzlosung am groben Netz. Deutlich zu erkennen ist der
Verdichtungsstof3, der vom linken unteren Eck zur Wand kommt, und dort reflektiert wird.

Abbildung 19 zeigt die Differenz der Runge-Kutta Berechnung zu den impliziten Re-
ferenzen. Allein durch die implizite Formulierung am gleichen groben Netz weicht die
Losungen um iiber 375 Pa ab (ganz oben).

Das mittlere Bild (Abb. 19) zeigt den Unterschied zwischen der Runge-Kutta Be-
rechnung und der impliziten Referenz am feinsten Netz. Der Fehler durch die implizite
Formulierung am sich stark verdichtendem Netz betrégt bis zu 800 Pa. Das mittlere Netz
(RKg-IRm, unterstes Bild) hat die Eigenheit, dass zwischen wandnéchster Zelle und Wand
verfahrensbedingt (gedacht fiir die Wandfunktion) ein Spalt bleibt und die Druckwand-
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Abbildung 18: Ergebnis von 4 Schritt Runge Kutta, grobes Netz (RKg), Druck Pa, A als

Inkrement zwischen zwei Isolinien

Schritt RK minus impliziter Referenz

\

A

1.17e+005
1.12e+005
1.08e+005
1.03e+005
9.89e+004

1466.667

750.000
375.000

-375.000
-750.000

125.000

750.000
375.000

-375.000
-750.000

125.000

125.000

4 Schritt RK minus impliziter Referenz am mittleres Netz (RKg-IRm)

Abbildung 19: Vergleich von 4 Schritt Runge Kutta mit impliziten Referenzen, Druck Pa,

A als Inkrement zwischen zwei Isolinien
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bedingung damit nicht an der geometrischen Position der Wand, sondern ein wenig ins
Stromungsgebiet verschoben aufgeprigt wird. Dies erklért die relativ grofe Abweichung
nach der Reflextion von bis zu 880 Pa. Abgesehen davon sind die impliziten Referenzbe-
rechnungen am feinen und mittleren Netz (IRf, IRm) gleichwertig.

750.000

-750.000
125.000

750.000
375.000

-375.000
-750.000

125.000

(IRF-IPIf)

Referenz minus minus implizit Multigrid, feines Netz (IRf-IMf)

750.000
375.000

-375.000
-750.000

125.000

Abbildung 20: Vergleiche am feinen Netz, Druck Pa, A als Inkrement zwischen zwei

Isolinien
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Abbildung 20 zeigt den Vergleich der Methoden am feinsten Netz mit der Referenzrech-
nung am feinsten Netz. Bei 6 Newton Schritten (ganz oben) weist die einfache implizite
Newton Berechnung grofie Abweichungen von der Referenz vor allem nach der Reflexion
auf. Die 6 Schritte reichen nicht aus, um ein befriedigendes Ergebnis zu erzielen. Deutlich
besser sind die Berechnungen mit Pseudozeit und mit dem impliziten Multigrid (zwei-
tes Bild bis ganz unten). Der Fehler zur Referenz ist deutlich kleiner als der Fehler der
Referenz zum Runge-Kutta am groben Netz. Diese drei Methoden sind weitgehend gleich-
wertig, die Methode mit dem impliziten Multigrid ist bei der Reflexion eine Spur besser
als die Pseudozeit Methoden.

1.17e+005
1.12e+005

1.08e+005
1.03e+005
9.89e+004

/\  1466.667

Implizit Multigrid, mittleres Netz (IMm)

Abbildung 21: Vergleiche am mittleren Netz, Druck Pa, A als Inkrement zwischen zwei
Isolinien

Abbildung 21 zeigt die Ergebnisse der impliziten Multigrid Methode am mittleren
Netz. Das obere Bild zeigt die Differenz dieser Methode zur Runge Kutta Methode am
groben Netz. Der Fehler betrigt maximal etwa 750 Pa (bei einer StoSamplitude von
1.2-10* Pa damit unter 6.25 %) und liegt damit im Bereich der impliziten Referenzlésun-
gen an den feineren Netzen (IRm, IRf). Das untere Bild zeigt das Druckergebnis der
impliziten Multigrid Methode am mittleren Netz.

Fiir die 3D Berechnung erscheint die implizite Multigrid Methode mit feinem Netz
als auch mit mittlerem Netz befriedigende Losungen hervorbringen zu kénnen. Die zu
wéhlende Zeitschrittgrofle fiir das feine Netz ist etwa fiinf mal kleiner zu wéhlen als fiir
das mittlere Netz und die Netzknotenanzahl beim feinen Netz ist deutlich gréfier als beim
mittleren Netz. Demnach ist die zu erwartende Rechenzeit mindestens fiinf mal grofler fiir
das feine Netz als fiir das mittlere Netz.

Deshalb ist die implizite Multigrid Methode mit dem mittleren Netz am besten geeig-
net, ein instationédres 3D Problem zu simulieren.
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6 Netzbewegung

Rein translatorische Bewegungen kann man mit dem charakteristischen Verfahren sehr
leicht beriicksichtigen, indem man die Eigenwerte (Glg. 189 ff.) um die Projektion der
lokalen Netzgeschwindigkeit w, in Indexrichtung verringert.

A= (0—w,) 7t (302)
A= (@ —w,) A +ec (303)
A= (W—,) A —c (304)
= (0—w,) 7t (305)
A= (0 —w,) 7t (306)

Die Geschwindigkeiten konnen so im absoluten System verbleiben.

Bei thermischen Turbomaschinen kommen héufig rotierende Systeme vor. Um sich den
grofen Aufwand des Netzverdrehens mit der Zeit zu ersparen, kann man gedanklich das
Netz nach jedem Zeitschritt wieder auf seinen urspriinglichen Platz zuriickdrehen, muss
aber dafiir den Geschwindigkeitsvektor entsprechend drehen. Demnach reduziert sich der
Aufwand fiir ein rotierendes System auf Beriicksichtigung der lokalen Netzgeschwindigkeit
bei Errechnen der Eigenwerte (Glg. 302 ff.) und ein Drehen des Geschwindigkeitsvektors
um den Winkel, der sich aus Rotationsgeschwindigkeit und Zeitschritt ergibt.

Fiir den Sonderfall, dass die Rotationsachse genau der x-Achse entspricht und die
Rotation €2, als Drehung der y-Achse in die z-Achse definiert ist, bedeutet das folgende
Erweiterung zur Gleichung (201).

Aw,

A“; =, Q (307)
A

A“;y:m—wz.szg (308)
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7 Viskose Terme

Die Behandlung der viskosen Terme war nicht Teil meiner Forschungstétigkeit. Der Voll-
standigkeit halber sind die von mir verwendeten Ansétze und Formeln hier dargestellt.

7.1 Der Spannungstensor

Bei Annahme eines Newton’schen Fluids 148t sich der Spannungstensor 7; ; schreiben als

o ow;, 2 (0Ou Ov Ow

=7 Tig — ,ua - = <8x+8y+82> (309)

i2ii T —u(axw@;) (310)
7 7

Bei Verwendung eines Wirbelviskositéats-Turbulenzmodells wird die dynamische Viskositét
1 aus einem laminaren und einem turbulenten Anteil gebildet.
Zur Berechnung der Reibleistung wird folgende Formel verwendet.

2
I
2u<(§;)2+ (5) + <%U)2> * (311)
o) (e )+ (e 2))

Zur Berechnung der Impulsdnderung aufgrund der Reibung wird folgende Gleichung an-
gewandt.

2 8,LLV%D’ 8# ous2- ou Bw_
»NT _ = 836 873 oz,
(VT)Z - 3 33:1 + Or + dy + 0z

Ow;

a“ Ow;

OuZLt 0
oz 9y (alrs)

(312)

0z

Die Ableitungen einer skalaren Grofle konnen mit Hexaeder-Hilfszellen und der Formel

61‘ V Z skaeZ (313)

gebildet werden, wobei flachengewichtete Oberflachenormalvektoren (Nk), die angenom-
menen skalaren Werte an der Oberflache (s;) und das Volumen (V') der Hilfszelle und der
Einheitsvektor der betrachteten Richtung (€;) benotigt werden. Als Hilfszellen werden die
Rechenzellen selbst als auch um einen halben Index verschobene Zellen verwendet.

7.2 Wairmeleitansatz

Der Warmestrom ist direkt an die Temperatur gekoppelt. Analog zu den Spannungsgréfien
wird auch die Anderung des Wérmestroms

Vi=V\VT) (314)

mit Hexaeder-Hilfszellen errechnet, wobei die Wérmeleitzahl A vom Turbulenzmodell mit-
bestimmt wird.
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7.3 Turbulenzmodellierung

Das von mir verwendete Spalart-Allmaras Turbulenzmodell ist ein Wirbelviskositéits-
Modell (eddy-viscosity), und wird héufig in thermischen Turbomaschinen und vor allem in
der Luftfahrt verwendet. Eine gute Beschreibung diese Modells findet sich bei Menter [9].
Zu l6sen ist eine Transportgleichung fiir eine skalare Grofie v.

or  __ . - S\ 2
% + wVv = cp1VS — Cut fuw (3)
+L (2 + 1)(VD)? + (0 + 1) Av + Vi, VD] (315)
mit ~ 5 ~
% X X ~ %
_Y _ —1— S=Q0+ — 316
X Vl’ fl X3+021’ f2 1+Xf1’ +H2d2f2 ( )
1
v 6 1+c8,\° _
re = =———, =rs+cary —Ts), Ju= —= | , =V 317
s 0-rtatton foma(ES) v )
Q ... absolute Wirbelstéirke
d ... minimaler Entfernung zur nachsten Wand
v ... kinematische Viskositit (v laminar, v, turbulent)
Pr ... Prandtlzahl (Pr; laminar, Pr; turbulent)

Die aus der Literatur empfohlenen und von mir verwendeten Koeffizienten sind

2
e =0.1855, 0 =2 =062, £=041, ¢, =03 (318)
1
Cus =2 Ca =TI, cp= oty (319)
K g

Damit wird die (effektive) dynamische Viskositdt (u) aus laminarem und turbulentem
Anteil zusammengestellt.
o=t ey e = PU (320)

Die (effektive) Warmeleitzahl wird analog dazu mit Hilfe der turbulenten Prandtlzahl Pr,

errechnet. e c
A=N+\ =122y i 321
! t Pr Pr, (321)
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8 Druckgradientempfindliche Wandfunktion

Viskose Phanomene haben ihren Ursprung zumeist in wandnaher Grenzschicht. Die hohen
Geschwindigkeitsgradienten, die den Ubergang zwischen an der Wand haftender Strémung
und Hauptstromung ermoglichen, sind im Allgemeinen nur mit betrédchtlichem numeri-
schen Aufwand erfassbar. Der sicherste Weg, die Wandgrenzschicht zu behandeln, besteht
darin, das Rechennetz bis zur Wand soweit zu verfeinern, dass die Anderung der Gradi-
enten gut genug aufgelost werden kann. Als Anhaltswert dient der dimensionslose Wan-
dabstand y+, der fiir das Zentrum der wandnéchsten Zellreihe nicht grofler als eins sein
soll. Ublich ist es, die Breite der weiteren Zellreihen nach einer Exponentialfunktion zu
bestimmen, wobei ein zu rasantes Breiterwerden der Zellreihen Ungenauigkeiten bewirkt.

Fiir stationédre Probleme duflert sich dieser Ansatz in einer groffen Anzahl von Zellen,
die in der Grenzschicht liegen. Dadurch ergibt sich ein hoher Speicheraufwand und lange
Rechenzeiten.

Bei instationdren Problemen kommt noch eine weiter Komponente hinzu. Die verwen-
deten impliziten Algorithmen sind fiir lineare Probleme theoretisch auch fiir sehr hohe
CFL Zahlen stabil, zeigen aber bei grofen CFL Zahlen Instabilitdten aufgrund des nicht-
linearen Charakters der Navier-Stokes Gleichungen. Nachdem in die CFL Zahl indirekt
proportional die Breite der Rechenzelle eingeht, bestimmen die schmalen Zellen an der
Wand die globale Zeitschrittgrofie. Und je kleiner der Zeitschritt, desto linger die gesam-
te Rechenzeit, die man braucht, um ein Phédnomen mit einer bestimmten physikalischen
Zeitdauer zu rechnen.

Um Berechnungen stark zu beschleunigen, werden Wandfunktionen verwendet, die
es erlauben, ohne die Grenzschicht sauber aufzulésen, sich den Ergebnissen von grenz-
schichtsauflésenden Berechnungen zu ndhern. Es liegt nun an der Giiltigkeit diverser An-
nahmen {iiber die Eigenschaften der Grenzschicht, ob Wandfunktionen dies erfolgreich
kénnen oder nicht.

Die im Allgemeinen verwendeten Wandfunktionsansétze ([10], [11]) haben das Pro-
blem, dass sich die Rechennetze bis zur Wand erstrecken miissen. Damit werden die Re-
chenzellen, die den Ubergang vom Wandmodell zur Hauptstromung simulieren, meines
Erachtens zu breit, um die Stromung korrekt erfassen zu kénnen.

Die Methode, die ich entwickelt habe, basiert (auch) auf dem universellen Wandgesetz
von Spalding [12], bendtigt aber ein Rechennetz mit einem Spalt zwischen Wand und
Netzgrenze. Die Randbedingung wird damit nicht mehr 6rtlich an der Wand, sondern
innerhalb der Grenzschicht aufgepréagt.

Das Spalart-Allmaras Turbulenzmodell liegt in der vorgelegten Version der Wandfunk-
tion zugrunde.

Nomenklatur

Y Wandabstand

u Stromungsgeschwindigkeit parallel zur Wand
p Dichte

7 Dynamische Zahigkeit
u,  Reibgeschwindigkeit (\/7y/pw)

ut  Dimensionslose Stromungsgeschwindigkeit parallel zur Wand
Dimensionsloser Wandabstand

k Warmeleitzahl
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T Schubspannung
V  Nabla Operator

Index

l laminar

t turbulent

w an der Wand

8.1 Annahmen iiber die turbulente Grenzschicht

Das universelle Wandgesetz von Spalding [12] beschreibt die turbulente Wandgrenzschicht.
Der dimensionslose Wandabstand ¢ ist eine Funktion der dimensionslosen Stromungsge-
schwindigkeit parallel zur Wand u*.

(suf)®  (sut)®  (sut)t

+ + —kB | kut +
= —1- — — — 22
Y ut +e e KU 5 5 o4 (322)
mit U U
yt =t 2 (323)
fh Uy
Die Konstanten sind
k=04, B=25.5 (324)
Die Impulsgleichung
o o
(gz") + (V@) (pid) + Vp = (VF)T (325)

reduziert sich bei Annahme einer zweidimensionalen stationdren Strémung ohne Druck-
gradient zu

ou ou 0Ty OTyy
Puor + pv@TJ T Oz + dy
ov v 01y 0Ty,
Por * pv(?y " o * dy

(326)

(327)

Innerhalb der Grenzschicht sind Ableitungen entlang der Wand und Geschwindigkeiten
normal zur Wand im Allgemeine klein, und koénnen vernachléssigt werden. Damit ergibt
sich aus (326)

OTyy

Ay
Die Schubspannung einer druckgradientenfreien Grenzschicht ist in der Nahe der Wand
gleich der Wandschubspannung. Bei Verwendung eines Wirbelviskositatsmodells zur Tur-
bulenzmodellierung ist die Schubspannung

~0 oder Ty(y)~T7, flir y< (328)

ou Ov 1

Toy = H @Jr% =3y (329)
~~ Ou
~0
mit y
o=+ = (Hj) (330)
!
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also
14 &t

Tey = I @M (331)
ou

Mit der Annahme des Geschwindigkeitsprofils aus (322) ist

" +\2 +\3
ay o 1221 ay _ ﬂ (1 —I—I{G_KB [enu+ —1= Iiu+ _ (Ku ) — (/‘i’LL ) ‘|> (332)

ou Pullr? Out Ty, 2 6

und damit die Schubspannung mit Hilfe von (332)

1+ &
Toy = T, l

w 1 N /ﬁjefﬁB [enu_,_ 1 — gut — (nu2+)2 B (nu6+)3}

(333)

Fiir kleine y gelte (328), damit errechnet sich als Nédherung eine Abhéngigkeit des Verhélt-
nisses von turbulenter zu laminarer Viskositdt von der dimensionslosen Geschwindigkeit
Jr
ut.
+12 +)3
Ht _  o=nB [e’“ﬁ —1—kut — (ru®)” _ (su?) 1 (334)
Ha 2 6

8.1.1 Bestitigung dieser Annahmen

Um diese Annahmen zu bestédtigen, habe ich eine adiabate ebene Plattengrenzschicht
unter Anwendung des Turbulenzmodells nach Spalart-Allmaras mit feiner Auflosung der
Grenzschicht gerechnet. Dabei zeigt sich an unterschiedlichen Positionen (Tabelle 8.1.1)
gute Ubereinstimmung mit den analytischen Niherungslosungen von Spalding.

Das dimensionslose Geschwindigkeitsprofil (Abb. 22) als auch das Verhéltnis zwischen
turbulenter und laminarer Viskositdt (Abb. 23) wird vom universellen Wandgesetz und
vom Turbulenzmodell Spalart-Allmaras innerhalb der Grenzschicht tibereinstimmend si-
muliert. (Beim Ubergang zur Hauptstromung verliert das universelle Wandgesetz seine
Giiltigkeit und die numerischen Ergebnisse verlassen am Grenzschichtrand die analyti-
sche Ndherungslosung.)

Tabelle 7: Positionen der Indexlinien

Index | i1 | 2 | i3 [ 4 | B | 6
Re, = “=£ [ 6.26-10° | 7.23-10* | 2.12-10° | 5.01- 10° | 1.06 - 10° | 2.01 - 106

Die Annahme iiber die Schubspannung (328) wird in Abbildung 24 bestétigt. Bis zu et-
wa einem Zehntel der Grenzschichtdicke sind die Schubspannungen fiir alle ausgewerteten
Positionen mit guter Ndherung konstant.
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Abbildung 23: Plattengrenzschicht, % iiber u*

8.2 Prinzip der Wandfunktion

Gehen wir zuerst davon aus, dass wir die Wandgrenzschicht vollstdndig simulieren. Die
Randbedingung wird ortlich genau an der Wand aufgepragt, das Netz ist an jeder Stelle
fein genug, um lokal die Gradienten der StromungsgréBen gut annidhern zu kénnen (Skiz-
ze 25, rechts). Die Zellen dieses Netzes werden an der Wand recht schmal sein und sie
werden sich stetig zur Hauptstromung hin verbreitern. Dadurch kann der Einfluss der
Wand iiber die Grenzschicht hinweg bis hin zur Hauptstromung richtig beriicksichtigt
werden.

Wenn wir das Netz nun iiberall grober machen (Skizze 25, links), wie es bei konventio-
nelle Wandfunktionen zumeist gemacht wird, werden iiber weite Bereiche zwischen Wand
und Hauptstromung Dikretisierungsfehler auftreten, da die zu breiten Zellen die Anderun-
gen der Stromungsgrofien nicht aufzulésen imstande sind. Eine einwandfreie Beriicksich-
tigung des Wandeinflusses auf die gesamte Stromungssituation wird so verhindert, selbst
wenn die Randbedingung an der Wand physikalisch richtig aufgepragt wird.
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/

Wand Ort der Aufprigung der Randbedingung

Abbildung 25: Netzauflosung an der Wand

Um dieses Problem zu umgehen habe ich mir folgendes gedacht: Ich lasse einfach einen
Spalt zwischen Rechennetz und realer Wand und versetze den Ort der Randbedingung in
die Grenzschicht. Das Netz muss nun so gestaltet sein, dass es von dieser Position bis zur
Hauptstromung fein genug ist, um die Stromung lokal richtig erfassen zu kénnen, aber die
vielen schmalen Zellen in néchster Ndhe zur Wand eriibrigen sich. Das Netz schaut dann
im Prinzip so aus wie eine Netz, das die Wandgrenzschicht vollstandig simuliert, nur fehlt
der wandnéchste Teil (Abb. 25, Mitte).

Der Vorteil diese Ansatzes liegt in der Verringerung der Anzahl der Zellen und in der
Verbreiterung der schmalsten Zelle, ohne dem Nachteil, dass die Netzauflosung irgendwo
zu grob ist. Allerdings ist eine analytische Beschreibung der turbulenten Wandgrenzschicht
erforderlich, um die Randbedingung in die Grenzschicht verschieben zu kénnen.

Die Implementation dieses Ansatzes wird iiber Phantomzellen bewerkstelligt, die in-
nerhalb der Grenzschicht liegen (Abb. 26). Der Stromungszustand der ersten Rechenzelle
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Abbildung 26: Netzdetail an der Wand
wird herangezogen, um die Stromungsgrofien in der Phantomzelle zu bestimmen.

8.3 Wandmodell
8.3.1 Erster Ansatz, ohne Druckgradient

Durch entsprechendes Drehen des Koordinatensystems in Stromungsrichtung lassen sich
die Modellgleichungen (322) und (334) direkt anwenden. Unter der Annahme, dass sich
Puw, Hw(= p) ausreichend genau aus den bekannten Werten bestimmen lassen, kann man
mit Hilfe der Werte der Parallelgeschwindigkeit ©; und des Wandabstandes der ersten
Rechenzelle d; und der Gleichung (322) unter Einbindung der Definitionen fiir y™ und u*
(323) die Reibgeschwindigkeit u, errechnen. Die Gleichung (322) ist zwar fir u, tran-
szendent, ldsst sich aber iterativ losen. Damit ldsst sich auch (322) nach ug fiir den
Wandabstand der Phantomzelle dy 16sen und man erhélt so die Parallelgeschwindigkeit in
der Phantomzelle. Die turbulente Viskositidt der Phantomzelle errechnet sich nach (334).
Das Spalart-Allmaras Turbulenzmodell benétigt noch in der Phantomzelle die turbulente
TransportgréBe 7, die sich aus der turbulenten Viskositét ableiten lésst.

In der Phantomzelle wird noch die Normalgeschwindigkeit zur Wand auf Null gesetzt,
die verbleibende dritte Geschwindigkeitskomponente ebenfalls (fiir dreidimensionale Pro-
bleme). Nachdem sich der Druck innerhalb der Grenzschicht von der Hauptstromung aus
aufprigt, wird der Druck auf die Phantomzelle extrapoliert. Damit fehlt zum vollstéandi-
gen Belegen der Werte in der Phantomzelle nur noch eine thermodynamische Grofle, zum
Beispiel die Temperatur. Die zuvor extrapolierte Dichte galt nur als Ndherung fiir die
Dichte an der Wand, und darf nicht zum Errechnen der Temperatur in der Phantomzelle
herangezogen werden.

Da das Temperaturprofil mit dem Geschwindigkeitsprofil nicht eindeutig gekoppelt ist,
tritt die Schwierigkeit auf, den Warmetransport zwischen Phantomzelle und Rechenzelle
zu erfassen. Fiir die adiabate Wand gelingt das. Da iiber die feststehende adiabate Wand
kein Energietransport maglich ist und die Anderung des Energietransports entlang der
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Wand klein ist, sei der Warmetransport gleich der Reibleistung.

S| =0 (335)

Mit dieser Bedingung kann iiber den Rechenrand hinaus der Wert der Temperatur in der
Phantomzelle errechnet werden.

1
To = Tl + E(ul + Uo)(/h -+ ﬂo)(ul — Uo) (336)

8.3.2 Plattengrenzschicht mit erstem Ansatz

Die ebene Plattengrenzschicht wurde mit dem ersten Ansatz (wf1) berechnet, die wand-
nichsten Rechenzellen wurde auf einen Abstand zur Wand gelegt, der y™ Werten zwischen
50 und 100 entspricht. Bei der Vergleichsrechnung mit Auflosung der Grenzschicht (rs)
sind y* Werte um 1 eingehalten worden (Abb. 27).

+
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5.00e+-00

\

1.00e4-00

5.00e-01
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1.00e+-04 1.00e+-05 1.00e+06

Abbildung 27: Plattengrenzschicht, y™ iiber Re

Der Vergleich des Widerstandsbeiwertes ¢f (¢f = 74,/ (p%)) zeigt gute Ubereinstim-
mung (Abb.28) ab Reynoldszahl 3.0 - 10%. Stromaufwirts dieser Position erstreckt sich
die reale Grenzschicht noch nicht bis zur wandnéchsten Zelle bei der Berechnung mit
Wandansatz. Damit liegt dort die wandnéchste Zelle sicher noch nicht im Bereich der
Grenzschicht, damit sind die Annahmen des Ansatzes nicht erfiillt. In diesem Bereich
kann deshalb dieser Wandansatz keine richtigen Ergebnisse erzielen. Dennoch verfélscht
dieser Fehler nur gering das Ergebnis der stromabwirts liegenden Positionen.

Die mit Eintrittstemperatur 7; und Recovery-Temperatur 7, dimensionslos gemachte
Temperaturverteilung (7[—] = %;‘_%, Abb. 28) zeigt fiir hohere Reynoldszahlen gute
Ubereinstimmung, und bestéitigt damit den Ansatz iiber den Temperaturgradienten in der
Nihe einer adiabaten Wand (335). Bei geringen Reynoldszahlen ist die Ubereinstimmung
jedoch schlecht. Zu sehen ist zum Beispiel im Indexpunkt il bei Re = 6.26 - 10%, dass
sich die Temperaturgrenzschicht der Vergleichsrechnung nicht bis zur ersten Zelle der mit

Ansatz gerechneten Platte erstreckt. Daher der Fehler.
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Abbildung 29: Plattengrenzschicht, dimensionslose Temperatur iiber y

8.4 Zweiter Ansatz, mit Druckgradient

Leider verhalt sich im Allgemeinen die Grenzschicht nicht genau so wie die der einfachen
ebenen Platte. Druckgradienten beeinflussen mafigeblich die Grenzschicht.

Eine Komponente der Impulsgleichung der ebenen stationédren Stromung ist gegeben

durch
u@ N v@ N Op  OTwe  OTyy
Phor pay oxr  Ox dy
In der Ndhe einer Wand seien die Terme pvg—Z und % vernachléssigbar klein. Mit der

Annahme, dass % iiber die Grenzschicht konstant ist und das pu% klein ist kann man

annehmen:

(337)

Ip
() = Ty o (338)
Mit dem Wissen von 7, = M% und der Definition % = 1 ist die partielle Ableitung der
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Geschwindigkeit parallel zur Wand
ou Ty 1 Tptuym

Y - Bt
Oy p o 14

(339)

und die Geschwindigkeit selbst

(Tw+y7r)/0y ! dy—ﬂ/oy/oy ! dydy] (340)

pe Bt
1+m 1+m

1
u(y) = E

Der zweite Ansatz ist nun durch folgende Annahmen bestimmt, um (340) anwenden
zu kénnen:

1. Das Profil des Verhiltnisses von turbulenter zu laminare Viskositat sei ahnlich dem
der ebenen Platte

2. Die Wirbelviskositdat der umgebenden Strémung geht in die Berechnung ein

3. Das Grenzschichtproblem wird als dreidimensionales Problem betrachtet

8.4.1 Das Profil der turbulenten Viskositit

Nach dem universellen Wandgesetz von Spalding hingen y™ und % von ut so ab, dass
man einen eindeutigen Zusammenhang zwischen y* und % aufstellen kann.

& _ + Puw Ur
” fily") = fily . ) (341)

Fiir diese Funktion f; findet man zwar keine geschlossenen analytische Losung, jedoch
kann man sie numerisch mit Hilfe von (322) und (334) 16sen. Unter Verwendung eines
Proportionalitédtsfaktors yq; = y? kann man nun eine Schar von Profilen fiir das Verhéltnis
von turbulenter zu laminarer Viskositét aufstellen.

H *

;szl(y ) = f1(y ya) (342)
Es ist y; nicht notwendigerweise gleich %—w‘” und damit y* im Allgemeinen nicht gleich
y*. Die Gleichung (342) stellt vielmehr einen einfachen willkiirlichen Ansatz dar, der eine
Form fiir das Viskositétsprofil festlegt. Dies dient nun als Modellannahme und damit
konnen die Integrale in (340) wie folgt gelost werden.

[ty = [y (343)
o 1+ yaJo 1+ fi(y*)
Yy [y 1 1 vyt 1 . x
bl rrmwd = g T v .
Mit der Definition von
* v 1 *
f2(y ) = /0 Wdy (345)
* v v 1 * *
f3(y ) = /0 /0 m dy*dy (346)
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wird die Geschwindigkeit parallel zur Wand

1 1 . 1 .
szuiwﬁwﬂwb@)—nﬁh@ﬂ (347)

und die Wandreibung

1
f2(y*)

Tw =

[wmmw+;ﬁwﬂ—w (345)

8.4.2 Turbulente Viskositidt in der ersten Rechenzelle

Der Wert des Proportionalitatsfaktors y; wird so bestimmt, dass die analytische Beschrei-
bung

(‘”) = filya- d) (349)
H ref
einem représentativen Wert in der Zelle entspricht, der iiber eine empirische Formel
/’Lt ]' oc w ﬂ . oc w 175
() = = max ()" min (e, ) (350)
2 ref 2

mit 3, als Gewichtungsfaktor errechnet wird. Darin ist die aus dem verwendeten Turbu-
lenzmodell entnommene lokale Wirbelviskositéit pl°¢ in der ersten Rechenzelle enthalten.
Dazu wird noch die Wirbelviskositét ,u;é”f ! in der Position der ersten Rechenzelle verwen-
det, die der erste Wandfunktionsansatz ohne Druckgradienten liefert.

8.4.3 Grenzschicht als dreidimensionales Problem

Bei dreidimensionalen Problemen gibt es noch eine zweite Schubspannungsverteilung.

Ip
Tyz(Y) = Tyzw + ¥ 9 (351)
Durch Auswertung des Druckgradienten und Aufstellen des Geschwindigkeitsprofils in
zwei orthogonal stehenden Richtungen kénnen so dreidimensionale Grenzschichtphino-

mene simuliert werden.

8.5 Anleitung

Der zweite Wandansatzes kann mit folgenden Schritten durchgefiihrt werden.

1. Abschéitzen der Naherungswerte fiir p,, und p,, (z.B. linear interpoliert) und Erfassen
der Stromungsgeschwindigkeit parallel zur Wand (u) und der lokalen Wirbelvisko-

sitit (ul?) aus dem verwendeten Turbulenzmodell in der ersten Rechenzelle.
2. Errechnen der Wirbelviskositét fiir die Position der ersten Rechenzelle (,ui”f Y iiber
die Annahmen des ersten Wandansatzes (322, 323 und 334).

3. Berechnen des Referenzwertes fiir die Wirbelviskositat in der Position der ersten
Rechenzelle nach (350).
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4. Errechnen des Proportionalitétsfaktors (y4) nach (349).

5. Aufstellen von zwei orthogonal stehenden Richtungen parallel zur Wand und Be-
rechnen der Druckgradienten in diese Richtungen (mit Hilfe von Nachbarzellen).

6. Berechnen der Wandschubspannung in diese zwei Richtungen mit (348) durch Er-
setzen von y* mit y, - d; und u(y) durch die entsprechende Geschwindigkeit parallel
zur Wand der ersten Rechenzelle.

7. Berechnen der zwei Geschwindigkeiten parallel zur Wand in Position der Phantom-
zelle mit (347) durch Ersetzen von y mit dy und y* mit y4 - do.

8. Berechnen der Wirbelviskositiat mit (342) durch Ersetzen von y* mit y, - do.

9. Extrapolieren des Drucks auf die Phantomzelle und Setzen der Geschwindigkeit
normal zur Wand auf Null.

10. Setzen der Temperatur in der Phantomzelle durch Anwenden des Gleichgewichts
von Wéarmefluss und Scherleistung (335).

Ein paar Kommentare miissen dieser Anleitung angefiigt werden. Bei Schritt 2 kann der
Wert vt aus (322) und (323) mit Newton-Raphson Néherung bestimmt werden, danach
kann die Wirbelviskositat mit (334) berechnet werden. Bei Schritt 4 eriibrigt sich das
Losen von transzendenten Gleichungen durch den Gebrauch von tabellarischen Daten fiir
f1, um y* und y4 = y*/dy zu bestimmen (siehe Glg. 342). Bei Schritt 6 und 7 werden die
Funktionen f5 und f3 benétigt, diese konnen auch iiber tabellarische Daten zur Verfiigung
gestellt werden. Im Schritt 10 kann die Leistung durch die Konvektion der Druckgradien-
ten parallel zur Wand vernachléssigt werden.

8.6 Anpassungen

Je weiter man sich von der Wand entfernt, desto mehr wird der Druckgradient nicht
mehr nur von der Schubspannung, sondern auch von der beschleunigten Stromung kom-
pensiert. Leider war es mir nicht moglich, vertretbare Annahmen iiber die Abhéngigkeit
der Beschleunigung vom Wandabstand zu treffen, und damit den Ansatz dahingehend
zu verbessern. Die einzige Moglichkeit, die ich gesehen und verwirklicht habe, lag in der
Beeinflussung der Funktionen f; und f3, und damit in der Auswirkung des Druckgradi-
enten auf den Geschwindigkeitsverlauf. Nachdem der Einfluss des Druckgradienten mit
Abstand zur Wand abnimmt, und dies als Ansatz in Abhéngigkeit vom Wert y*, habe ich
die Funktion f, und damit auch f3 fiir ansteigendes y* fiir die Drucklésung abgeschwiicht
(for und f3,.), fur die Abhéingigkeit von der Wandschubspannung aber die Funktion f3
unverdndert belassen (Abb. 30). Damit ist die Geschwindigkeit parallel zur Wand nun

a(y) = L [Tw L) (y forly®) fsr(y*)ﬂ (352)

o Yd Yd Ya*

und die Wandschubspannung

U [u@ - (y far(y®) fsr(g*)ﬂ (353)

Yd Yd
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Dariiber hinaus habe ich allzu grofie Druckgradienten (bei StoSwellen oder scharfe Kanten)
mit dem Wert 5.0e8 [%} beschrénken miissen, um ein Uberschwingen der Geschwindig-

keit zu verhindern. Den Gewichtungsfaktor zur Bestimmung des Referenzwertes fiir die
Wirbelviskositét habe mit 3, = 0.93 festgelegt.
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Abbildung 30: fi, fo, for und f3, iiber y*

Die Funktionen fi, fa, for und f3, basieren auf dimensionslosen Gréfien, sie miissen
nur einmal berechnet werden und sind dann tabellarisch verfiigbar (z.B. Kap. 8.9).

Als Problem sei noch zu nennen: Dort, wo sich sich die Grenzschicht nicht bis zur
ersten Rechenzelle erstreckt, ist auch dieser Wandansatz falsch, und bewirkt starke Ab-
weichungen von einer grenzschichtsauflosenden Rechnung. Es zeigte sich aber, dass der
daraus resultierende Fehler iiblicherweise lokal beschrinkt und ohne nennenswerte Aus-
wirkungen auf die restliche Berechnung ist.

8.7 Validierung

Validiert wurden die Ansétze anhand des Schaufelprofils VKI LS 59 (Abb. 31). Um umfas-
send einen Uberblick iiber die Zuverlissigkeit der Wandfunktionsansétze zu bekommen,
wurden Rechnungen mit unterschiedlichen Stréomungszusténden, teils auch dreidimensio-
nal durchgefiihrt. Gerechnet wurde mit aufgeloster (rs) Wandgrenzschicht (2D-Netz 8176
Zellen, 3D-Netz 392448 Zellen), mit dem ersten (wf1) Wandansatz und mit dem zweiten
(wf2) Wandansatz (2D-Netz 6736 Zellen, 3D-Netz 242496 Zellen). Die Rechennetze sind
bis auf den wandnahen Bereich beinahe ident (Abb. 32 und 33). Der Abstand zwischen
Rechennetz und Wand bei den Wandansiitzen betriigt 8.0 - 107> m.

74



[m]
0.01 A

—— Profil

s =0 (=1)
s =043

@)
[

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

-0.06

0.05

0.025

-0.025

-0.05

VKI LS 59

Abbildung 31

N\ ey
RS
N f%———%%”uunm“&w“‘“‘a“:
RS SS I
RN ?—%Kﬁfﬁ SRS
W

22

2252
s
f

e

2

RN
S
SRS
R
RSB SELESAES

%2%%:5%—:»::: X
RS
R
ARSI
\

X

77
o

o

e

A
IR
s
B KSIA
R
R

iy
sssts
e %n——ﬁ?——“.

i

A
AN
NN\
i Ntk mwww&w\ww............‘..“...‘....".“...
22 Rt AN
Z2; MR S ABBIXIKK
2% i SSSEAESIIIN
2% R XA OOONXXY
7% R e A BNV
2% R R e S AN
755 O s
K58 RS RO
AN
e Y
RGBSR AANKON
KA
R AN
XXX
RSSO
227 RSSO
LA T RSSO B XXM
S A N
S T e
RSN K
R
e estessiastiant s NeR ool
R
\ a,...;v‘v“'“?”v——”—,____.........
" %»5—————-—%————_«%...
by
T
il
i

L]
SR
LA
KK

sl
X

%

%

%

KX

%
&5

Rechennetz VKI LS 59

Abbildung 32

8.7.1 Falll

Dieser Zustand (Tab. 8) entspricht einem fiir diese Schaufel typischen gewiinschten Stro-

ind zu erwarten, keine Fehlan-

inungen s

itigen Abloseersche

1me vorzel

mungszustand, ke

stromung der Vorderkante tritt auf. Wahrend der zweite Wandansatz (wf2) generell gut
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Abbildung 33: Netzdetail an der Hinterkante, links wf, rechts rs

Tabelle 8: Randbedingungen Fall 1

Eintritt ‘ Austritt
Pt [bar] Tt [K] % Mis

1.413 308.0  0.577

Abbildung 34: Fall 1: links wf 1, mitte wf2, rechts rs, Machzahl, A als Inkrement zwischen
zwei Isolinien

die Schubspannung an der Wand (Abb. 36) iiber das gesamte Profil vorhersagt (vergli-
chen mit der wandauflésenden Rechnung), zeigen sich beim ersten Wandansatz (wf1)
Unstimmigkeiten um den Staupunkt (s etwas unter 1) und grofie Ungenauigkeit um die
Hinterkante (Abb. 37). Dort 16st mit dem ersten Ansatz die Stromung viel spéter ab, und
zeigt in der Schubspannung auch qualitativ falsch die Struktur der gegenldufigen Ablose-
wirbel. Der zweite Ansatz sagt im kritischen Hinterkantengebiet die Schubspannung und
die Ablésepositionen gut vorher. Zu sehen ist auch, dass der Nachlauf sowohl in der Mach-
zahl (Abb. 34) als auch im Totaldruck (Abb. 35) vom zweiten Wandansatz deutlich besser
getroffen wird als vom ersten Ansatz. Der dimensionslose Wandabstand y* hat als Mit-
telwert 0.17 und als Maximum etwa 0.3 bei der wandaufgelosten Berechnung und etwa 45
als Mittelwert und 70 als Maximum bei den Berechnungen mit Wandfunktion.
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Abbildung 35: Fall 1: links wf1, mitte wf2, rechts rs, Totaldruck (bar), A als Inkrement

zwischen zwei Isolinien
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Abbildung 36: Fall 1: 7, iber s
8.7.2 Fall 2

Tabelle 9: Randbedingungen Fall 2

Eintritt ‘ Austritt
P, [bar] T [K] z M;
1.413 308.0 —0.5 0.5

Ein Stromungszustand mit starker Fehlanstromung der Vorderkante (Tab. 9) bewirkt
ein grofes Ablosegebiet an der Druckseite mit anschlieBendem Wiederanlegen der Stro-
mung an die Schaufel. Dieses erstreckt sich in guter Ubereinstimmung von wandaufgeldster
(rs) Rechnung und zweitem Wandansatz (wf2) von s = 0 bis s = 0.2 (Abb. 40). Sehr
schlecht hingegen ist die Ubereinstimmung mit dem ersten Ansatz (wf1). Auch das Gebiet
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Abbildung 37: Fall 1: um die Hinterkante, 7, iiber s

Abbildung 38: Fall 2: links wf 1, mitte wf2, rechts rs, Machzahl, A als Inkrement zwischen

zwei Isolinien
um den Staupunkt (s = 0.95) wird vom ersten Ansatz nur schlecht wiedergegeben. Die

Region um die Hinterkante (Abb. 41) wird vom ersten Ansatz ebenfalls schlecht und vom
zweiten gut abgeschétzt. Die Machzahlverteilung (Abb. 38) und die Totaldruckverteilung
(Abb. 39) verdeutlichen weiter die gute Annéherung an die Referenzlosung (rs) mit dem

zweiten Ansatz und die schlechte mit dem ersten.
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Abbildung 39: Fall 2: links wf1, mitte wf2, rechts rs, Totaldruck (bar), A als Inkrement

zwischen zwei Isolinien
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Abbildung 40: Fall 2: 7, iber s
8.7.3 Fall 3

Die Formulierung der Wandansétze basiert zwar auf eine stationédre Betrachtung der
Stromungssituation, dennoch kann man versuchen, sie auch fiir instationiare Berechnungen
heranzuziehen.

Die Abbildung 42 zeigt die Stromungssituationen bei in etwa gleicher Phasenlage der
Wirbelablosung bei gleicher Zeitschrittsgréfie. Die dafiir verwendeten Randbedingungen
entsprechen denen von Fall 1.

Die sich einstellende Wirbelstrafle als instationéres Ergebnis konnte mit dem ersten
Wandansatz nicht erzielt werden, der erste Ansatz dédmpft die Wandschubspannungen zu
stark ab, und es ergibt sich nur ein leichtes Schwanken des Nachlaufs.

Der zweite Ansatz liasst die Berechnung der Wirbelstrafle zu, die jedoch verglichen mit
der wandauflosenden Rechnung an Intensitéit geringfiigig vermindert ist (zu erkennen an
den weniger scharf ausgepragten Entropiekonturen in Abb. 42). Die Ablosefrequenzen sind
jedoch weitgehend ident. Das Verwenden der Wandfunktion ldsst nun viel hohere Zeit-
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Abbildung 41: Fall 2: um die Hinterkante, 7, iiber s

Abbildung 42: Fall3: Instationédrere Stromungszustand, links wf2, rechts rs, Entropie

schrittgroflen zu, da ja die schmélste wandnahe Zelle immer noch breit ist verglichen mit
der schmalsten bei Auflésung der Grenzschicht bis zur Wand. Es war jedoch zu erkennen,
dass ab einer Zeitschrittsgrofe, bei der die wandauflésende Rechnung aufgrund der sehr
hohen CFL-Zahl (etwa 230) instabil wurde, die Rechnung mit dem zweiten Wandansatz
an Genauigkeit einbiifite. Sie blieb jedoch stabil, dampfte aber mit weiterem Anheben der
Zeitschrittsgrofle die Ablosewirbel immer mehr ab.

8.7.4 Fall 4

Um die Dreidimensionalitdt der Ansétze zu iiberpriifen, wurde das VKI LS 59 Schau-
felprofil dreidimensional mit einer Kanalhohe von 0.05 m gerechnet, wobei auf der einen
Seite das Gehduse und auf der anderen Seite Symmetrie angesetzt wurde. Die Sekundéref-
fekte, die aufgrund der Wandgrenzschicht und der Duckgradienten ihre Form und Stérke
beziehen, schlagen sich im Totaldruck nieder, sowohl im Wert als auch im Verlauf.

Der Fall 4a beriicksichtigt die selbigen Randbedingungen wie der Fall 1. Der Fall 4b
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Abbildung 43: Fall 4a, Machzahl:
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Abbildung 44: Fall 4a, Totaldruck [bar|: links wfl, mitte wf2, rechts rs
stiitzt sich auf die Randbedingungen aus Tabelle 10.

Tabelle 10: Randbedingungen Fall 4b

Eintritt | Austritt
P, [bar] Ty [K] 2 M;
1.413 308.0  0.577 | 1.18

Bei Betrachtung des Totaldrucks im Nachlauf der Schaufel erkennt man Position und
Stirke der Verlustzonen. Die Ubereinstimmung zwischen wandgrenzschichtsauflosender
Rechnung und der mit zweitem Ansatz ist fiir beide Félle sehr gut, die dreidimensiona-
len Schubspannungsverldaufe scheinen gut vorhergesagt zu werden. Der erste Wandansatz
unterschétzt generell die Hohe des Verlustes und findet nicht die richtige Position des Ver-

lustkerns. Dies ist markant beim Fall 4a, und etwas schwécher aufgrund der geringeren
Verluste bei hoheren Machzahlen beim Fall 4b.

8.8 Aussage zu den Testfillen

Die Berechnungen zeigen, dass der zweite Ansatz recht zufriedenstellende Ergebnisse lie-
fert und auch fiir dreidimensionale Berechnungen und instationére Probleme eine Méglich-
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Abbildung 46: Fall 4b, Totaldruck [bar|: links wfl, mitte wf2, rechts rs

keit darstellt, effizient die Wandgrenzschicht zu behandeln. Der zeitliche Aufwand fiir das
Anwenden der Wandfunktionen ist bei geschickter Programmierung gering.

Es ergibt sich durch die Verwendung dieser Wandfunktion auch bei vorsichtiger Schétz-
ung ein erhebliches Einsparungspotential verglichen mit Berechnungen mit aufgeloster
Grenzschicht. Fiir 3D benotigt man etwa 40% weniger Netzzellen und fiir eine instationére
Stromungsrechnung kann man die Zeitschrittsgrofle auf mehr als das Doppelte erhchen.
Das heiit: Der Rechenaufwand verringert sich um zumindest 70%.
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8.9 Punktweise Definition der Funktionen fiir die Wandfunktion

*

Y

f

fo

f2r

f3r

6.065E-01

7.408E-01

9.048E-01

1.105E+00
1.350E+00
1.649E+00
2.014E4-00
2.460E+00
3.004E4-00
3.669E4-00
4.482E4-00
5.474E4-00
6.686E+00
8.166E+4-00
9.974E4-00
1.218E4-01
1.488E+01
1.817E4-01
2.220E4-01
2.711E+4-01
3.312E4-01
4.045E+01
4.940E+01
6.034E4-01
7.370E4-01
9.002E4-01
1.099E+02
1.343E+02
1.640E4-02
2.003E4-02
2.447E402
2.989E4-02
3.650E+4-02
4.459E+02
5.446E+02

6.722E-06
1.513E-05
3.413E-05
7.725E-05
1.755E-04
4.009E-04
9.210E-04
2.132E-03
4.978E-03
1.174E-02
2.797E-02
6.687E-02
1.578E-01
3.554E-01
7.324E-01
1.351E4-00
2.252E4-00
3.465E+00
5.031E4-00
7.004E4-00
9.456E+00
1.248E4-01
1.619E+-01
2.073E+01
2.628E4-01
3.305E+01
4.130E+01
5.136E+-01
6.362E+01
7.856E4-01
9.677E+01
1.189E+02
1.460E+02
1.789E+-02
2.191E4-02

6.039E-01

7.382E-01

9.022E-01

1.103E+00
1.347E+00
1.646E-+00
2.011E4-00
2.456E+00
2.999E4-00
3.658E4-00
4.456E+00
5.405E4-00
6.498E+00
7.686E4-00
8.873E400
9.972E4-00
1.095E+01
1.182E+01
1.259E+01
1.330E+01
1.396E+01
1.457E+01
1.516E+01
1.573E4-01
1.628E+01
1.681E+01
1.734E+01
1.785E+01
1.836E4-01
1.887E+01
1.937E+01
1.987E+01
2.037E+-01
2.087E+01
2.137E+01

5.937E-01

7.231E-01

8.797E-01

1.069E+00
1.298E+00
1.573E+00
1.903E+00
2.298E+00
2.768E4-00
3.322E4-00
3.969E+00
4.709E+00
5.521E4-00
6.356E+00
7.140E4-00
7.815E4-00
8.368E+00
8.815E+00
9.177E+00
9.472E4-00
9.714E4-00
9.914E4-00
1.008E+-01
1.022E4-01
1.033E4-01
1.043E4-01
1.051E+01
1.057E+-01
1.062E4-01
1.067E4-01
1.071E4-01
1.074E4-01
1.076E4-01
1.078E+-01
1.080E+-01

1.804E-01
2.689E-01
4.003E-01
5.956E-01
8.852E-01
1.314E+00
1.949E-+00
2.886E+00
4.266E+00
6.292E4-00
9.256E4-00
1.356E+01
1.977E4-01
2.858E+-01
4.081E+01
5.736E4-01
7.922E4-01
1.076E4-02
1.438E+02
1.897E+02
2.473E4-02
3.193E4-02
4.088E+02
5.199E+02
6.572E+402
8.266E4-02
1.035E+03
1.292E+03
1.607TE+-03
1.994E+03
2.468E4-03
3.049E4-03
3.760E4-03
4.631E+03
5.696E4-03
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9 Phase Lagged Boundary Conditions

Betrachten wir eine Leit- Laufschaufel Interaktion als rotierenden Vorgang in einem Zy-
linderkoordinatensystem x,r, ¢, die x-Achse sei die Drehachse (Abb. 47).

Leitschaufeln

PLE

PLA

Laufschaufeln

Abbildung 47:

Alle Leitschaufel- sowie Laufschaufelkanile seien geometrisch ident. Der Teilungswin-

kel eines Leitschaufelkanals sei 5
T
PLE = —— (354)
nLe

der Teilungswinkel eines Laufschaufelkanals sei

27
Yra=— (355)
nra

Die Laufschaufeln bewegen sich mit der Winkelgeschwindigkeit wy 4 > 0 an den Leitschau-
feln vorbei. Wir sind interessiert an einem instationdren Stromungsergebnis des gesamten
Systems und konnen fiir jeden Schaufelkanal i ein Parameterergebnis in Form von

Q' = F(i,t) (356)

erwarten. Eine Beobachter, der sich in einem Leitschaufelkanal befindet, sieht die vorbei-
fahrenden Laufschaufeln mit der Periodendauer

g = DEA (357)
WLA

Wenn es ein periodisches Stromungsergebnis eines Leitschaufelkanals gibt, kann man an-
nehmen, dass seine Periodendauer mit der der geometrischen Wiederholung einhergeht.
Damit kann man eine Phasenlage

{op =1 fmod 7, (358)
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definieren, wobei a fmod b als Ergebnis den Wert rechts des Kommas bei der Division von
a durch b liefert. Nun kann man fiir die Leitschaufelkanéle als zu erwartendes Ergebnis

Qip = Fre(i,ér) (359)

annehmen, mit 0 < &5 < 1.

Bewegt sich der Beobachter mit den Laufschaufeln mit, erkennt er eine geometrische Pe-
riodizitat an den scheinbar mit —wy 4 vorbeilaufenden Leitschaufeln. Die Schliisse daraus
sind nun folgende:

T4 = LEE (360)

WrA
§pa =1 fmod 74 (361)
Qpa = Fra(i,&La) (362)

Wir setzen jetzt zwei Beobachter in das Leitrad, den ersten an die Hinterkante einer
Leitschaufel, den zweiten an die Hinterkante der in positiver (p-Richtung benachbarten
Leitschaufel. Wir markieren nun die Vorderkante einer Laufschaufel und messen die Zeit
die die markierte Schaufel braucht um vom ersten Beobachter zum zweiten zu gelangen.
Die verstrichene Zeit

Atpp = Tra = PLE (363)

wrA

entspricht dem Zeitverzug, nach dem eine Leitschaufel den geometrisch gleichen Zustand
hat, wie ihre in negativer ¢-Richtung benachbarten Schaufel. Es muss um Atpr mehr
Zeit vergehen, bis ein Leitschaufelkanal die gleichen geometrischen Bedingungen und da-

mit den gleichen Strémungszustand hat wie sein in negativer p-Richtung benachbarter
Schaufelkanal.

1g(t) = Qpp(t—Atrp) (364)
Que(t) = QLe(t—(i—1)- Atrp) (365)

(Die Schaufeln i sind in positiver p-Richtung nummeriert.)
Somit kann ein Phasenverzug

At
AfLE _ LE _ TLA _ PLE (366)

TLE TLE TLE WLA

definiert werden, der besagt, dass zu einem Zeitpunkt mit bestimmter Phasenlage eines
Leitschaufelkanals der in positiver ¢-Richtung néchste Leitschaufelkanal um den Phasen-
verzug A& g verschobene Stromungszustédnde beinhaltet.

s = Fig(pmod {{1p — A&E}) (367)
e = Fig(pmod {&p — (i —1) - AéLp}) (368)

wobel
a>0: afmod 1

pmod {a} = a<0:1—afmodl

(369)

sicherstellt, dass die Funktion F' nur von Parametern zwischen 0 und 1 abhéngt.
Eigentlich ist es gar nicht notwendig, eine bestimmte Laufschaufel zu markieren. Es
muss nur die Zeit gemessen werden, bis sich eine beliebige Laufschaufel auf gleicher Hohe
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mit dem zweiten Beobachter befindet. Der Zeitverzug ist dann Aty p = 704 +n - 7pp (mit
n als ganze Zahl), der danach errechnete Phasenverzug A p = % ist aber dennoch
giiltig, da die Bedingung der geometrischen Gleichheit sicher erfiillt wird.

Kommen wir wieder zur Laufschaufel und betrachten im Relativsystem die mit —wpg
vorbeiziehenden Leitschaufeln. Analog ergibt sich aufgrund der Zeitdifferenz zwischen den
an zwel benachbarten Laufschaufeln vorbeiziehenden Leitschaufeln ein Aé;4 und daraus

. At
e1n AgLA = TLAA'

Qra = Fra(pmod {€ra — (i — 1) - Aépa}) (370)

Die Funktionen Fpg(¢rp) und Fra(€p4) beinhalten vollsténdig alle Stromungsparameter
des zeitlich und rdumlich periodische Ergebnisses. Obwohl das Verhéltnis der Perioden-
dauer von Leit- und Laufschaufel nicht eins ist, im ungiinstigsten Fall sogar ZLT’j sein
kann, benotigt man nur die Daten jeweils eines Kanals mit zeitlicher Lange von jeweils
einer Periode, um zu jeder Zeit fiir alle Kanile die periodischen Parameter beschreiben
zu koénnen.

9.1 Randbedingungen

Leitschaufeln

2
UsS \
1
Schaufelbereich
oS

0

TWLA

US

))

J

Schaufelbereich

0S

t..

))

Laufschaufeln

Abbildung 48:

9.1.1 Geometrisch periodische Randbedingungen

Da jede Schaufelradstrémung sich als periodisches Ergebnis eines Kanals darstellen 148t,
lassen sich auch die Werte an den Rechenbereichsgrenzen als periodisches Ergebnis dar-
stellen.

Wir sind interessiert am Ergebnis jeweils eines Schaufelbereichs (Index 1) und betrach-
ten zuerst die geometrisch periodischen Rechenrédnder. Den Rechenrand zum in positiver
p-Richtung néchsten Schaufelbereich nenne ich hier “Unterseite” US, entsprechend nenne
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ich den Rand zum néchsten Schaufelkanal in negativer ¢-Richtung “Oberseite” OS. Wir
konnen das zeitlich periodische Ergebnis darstellen als Funktion

Qus = Gus(§) (371)
aber auch als Funktion
Qus = Gos( pmod{¢ — A¢}) (372)
Es wurde ja vorher postuliert, dass
Q"= F(pmod {{ — (1 —1)- A¢}) (373)
sein muss, demnach auch
Q° = F( pmod {¢ — A¢}) (374)
also
Gus(§) = Gos( pmod{¢ — A¢}) (375)

Der obere Rand des in positiver Indexrichtung néchsten Schaufelkanals entspricht dem
unteren Rand des betrachteten Schaufelkanals.

Genauso konnen wir sagen, dass der untere Rand des in negativer Indexrichtung nachsten
Schaufelkanals dem oberen Rand des betrachteten Schaufelkanals entsprechen muss.

Qos = Gos(§) = Gus( pmod{¢ + A¢}) (376)

9.2 Leit- Laufschaufel Anbindung

Betrachten wir jetzt den Austrittsbereich des Leitschaufelkanals. Nehmen wir an, Pha-
senlage ¢ = 0 fiir Leit- und Laufschaufelkanal definiert den zeitlichen Ausgangspunkt
t = 0, fiir den die Netzgeometrie gegeben ist. Im zeitlichen Verlauf wird die Position der
Netzknoten nicht verdndert, das Laufschaufelnetz bewegt sich mit wy 4 rein virtuell an der
Leitschaufel vorbei. Ein geometrischer Punkt P;ro des Austrittsrandes des Leitschaufel-
netzes entspricht zur Zeit ¢, einem Punkt im Eintrittsbereich eines Laufschaufelnetzes
Praz, genau dem, der sich bei der Drehung von Prpo um den Winkel ¢, = —wra - 1,
ergibt. Dieser Punkt P 4; befindet sich im Laufschaufeleintrittsbereich irgendeines Lauf-
schaufelbereichs ¢ dessen periodisches Stromungsergebnis sich mit der Funktion

Qra(tp) = Qralty — (i —1) - Atza) (377)

wiederum auf das Ergebnis eines Schaufelbereichs reduzieren 1a8t. Wir bleiben aber bei
der Beschreibung durch die Phasenlage. Nachdem ein vollstéandiges Ergebnis innerhalb
einer Periodendauer erwartet wird, reicht es, alle Phasenlagen einer Periode zu erfassen.
Demnach nehmen wir an, dass ¢, innerhalb einer Periodendauer 7, g liegt. Der Zeitpunkt
t, entspricht einer Phasenlage {1, = :—PE , der Drehwinkel ¢;, entspricht dem Winkel
e, = —¢ra - &pp, (mit Hilfe von von Glg. 357 und 358).

Die Phasenlage { , entspricht der Phasenlage £ 4, fiir den ersten Laufschaufelbereich

mit Index 1, der die Netzgeometrie definiert, wie folgt.

-
Era, = ELp,—0 (378)
TLA

Zwei Dinge sind jetzt zu beachten.
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e Es kann natiirlich sein, dass der Punkt P 4; nicht innerhalb der Teilung des Lauf-
schaufelbereichs mit Index 1 liegt. Geometrisch 148t sich aber leicht bestimmen,
welchen Index ¢, der betroffene Laufschaufelbereich trégt. So kann man sich (370)
zunutze machen, den Punkt Pr 7 mithilfe des Winkels ¢;, = —i, - ¢4 in den Lauf-
schaufelbereich mit Index 1 drehen und die Phasenlage zu

TLE

§a, =g, —— — (ip — 1) - A&pa (379)
TLA

korrigieren.

e Esmuss die gefundene Phasenlage {7 4, nicht mehr zwischen 0 und 1 liegen. Zeitliche
Periodizitit ist aber vorausgesetzt, demnach kann man £;4, = pmod {{z4,} setzen.

Damit ergeben sich folgende Entsprechungen.

Preo = Prar mit  ©(Prar) = ¢(Preo) — ¢ra - (L, +ip) (380)
. T .
§ee, = &ra, mit  {pa4, = pmod {15, ?Lj — (i, — 1) - Adpa} (381)
i3

Der Punkt Ppgo hat zur Phasenlage (. g, die gleichen Stromungsparameter wie der Punkt
Prar zur Phasenlage {ra,,.

Entsprechend kann man ausgehend vom Eintrittsrand des Laufschaufelbereichs dhnli-
che Uberlegungen anstellen. Man betrachtet einen beliebigen Punkt des Eintritts zu einer
beliebigen Phasenlage des Laufschaufelergebnisses. Unter Beriicksichtigung der Phasenla-
ge und des rotierenden Laufrades wird der Punkt in Richtung wyg gedreht. Um in den
Leitschaufelbereich mit Index 1 zu gelangen, muss man ihn danach um ein Vielfaches der
Leitschaufelteilung zuriickdrehen. Es ergeben sich folgende Entsprechungen.

Prar = Prgo  mit @(Prpo) = ¢(Prar) + ¢re - (§oa, — ip) (382)
. T .
§ea, = &LE, mit &g, = pmod {{14, 77_LA — (i, — 1) - Aérp} (383)
LE

Soviel zur Theorie. Wenn es einem gelingt, jeweils einen Schaufelbereich von Leit- und
Laufrad zeitlich exakt so zu errechnen, dass sowohl die geometrisch periodischen als auch
die Leit- Laufschaufel-Randbedingungen erfiillt sind, und sich ein wirklich periodisches
Rechenergebnis einstellt, ist man am Ziel.

Ich erreiche diese Ziel {iber ein Speichern der periodischen Randergebnisse und ein
[terieren mit immer besseren iibernommenen Randparametern hin zu einer periodischen
Losung.

9.3 Durchfiihrung
9.3.1 Zeitliche Betrachtung

Nachdem im Allgemeinen der physikalische Zeitschritt einer Rechnung fiir alle Zellen
gleich grof3 ist, spiegeln die aktuellen Parameter einer instationdren Rechnung die Er-
gebnisse eines Zeitpunkts wider. Die phasenverschobenen Randbedingungen bend&tigen
aber Parameterwerte zu anderen Phasenlagen, demnach zu anderen Zeitpunkten. Des-
halb muss man die zeitliche Entwicklung von bestimmten Daten iiber die Zeitspanne
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einer Periode mitprotokollieren, um sie rekonstruierend einsetzen zu kénnen. Dabei es ist
nicht unbedingt notwendig, jeden Zeitschritt mitzuschreiben. Bei Rechnungen mit klei-
nen Zeitschritten wéren das sehr viele, man kann sich mit einer reduzierten Anzahl von
zu merkenden Phasenlagen begniigen. Jedes Mal, wenn ein Zeitschritt zu einer zu mer-
kenden Phasenlage gerechnet wurde, miissen die entsprechenden Parameter mithilfe einer
Vorschrift aktualisiert werden,

P(&) = P(&ant  Crep + P(&p)ai - (1 — Crep) (384)

wobei P(&,)ar: den Parameter zum aktuellen Zeitpunkt reprisentiert, und P(&,)q; den
bisher letzten aktualisierten Wert darstellt. Der Wert c,.s ist ein Aktualisierungsfaktor,
der mit gewisser Dampfung das Erreichen von periodischen Losungen begiinstigt.

Da aber die Parameter auch zu Zeiten, die nicht gespeichert wurden, benotigt wer-
den, muss man eine Interpolationsvorschrift anwenden. Um Unstetigkeiten im zeitlichen
Verlauf zu vermeiden, muss man sich dem zeitlichen Verlauf durch Interpolation ndhern.

Gesucht sei der Parameterwert P(&,) zu einer Phasenlage &,, gespeichert seien die
Parameter P(;) zu den Phasenla%ené & mit & — & = AE; = konstant. Gefunden wurde

p St

ein ¢ mit €i+1 > gp > gz und fd = AL

9.3.2 Zeitliche Interpolation 1

Der Parameterwert sei nun

P(&) = i1 P(§i-1) + ¢ P(&) + cip1 P(&iv1) + CiaP(§i42) (385)
und
i =~y la (- &) (356)
6= el eit (387)
= S EP 2L (388)
o = 5 & (1-€) (39)

Die sich ergebende stetige Funktion iiber die Phasenlage hat in den Stiitzstellen i die

Steigung
OP(&) _ P(&iw) — P(&-1)
o6 2A¢;
und geht durch alle Punkte P(&;). Bei Stromungsproblemen, die keine Unstetigkeiten
aufweisen (Unterschall), kann man mit dieser Vorschrift die Anzahl der zu merkenden
Phasenpositionen bei Erhalt von Genauigkeit stark reduzieren. Bei groflen zeitlichen Gra-
dienten (z.B. Druckstofie) neigt diese Interpolationsart zum Uber- und Unterschwingen.

(390)

9.3.3 Zeitliche Interpolation 2

Umgehen kann man das Uber- und Unterschwingen der ersten Interpolationsart durch
folgende einfache Interpolation.

P(&) = ciP(&) + cir1 P(&ig1) (391)
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und

a = 1-¢ (392)
Civ1 = &a (393)

Die sich ergebende stetige Funktion iiber die Phasenlage geht durch alle Punkte P(&;)
und hat in den Stiitzstellen 7 Unstetigkeiten in der Steigung. Diese Vorschrift ist gut
geeignet um transsonische Interaktion mit Druckstéflen berechnen zu konnen, benotigt
aber verglichen mit der erstgenannten Vorschrift deutlich mehr Stiitzstellen pro Periode.

Aufpassen muss man auf den Phasensprung von £ = 1 nach £ = 0. Wenn man sich
den Phasenverlauf aber als sich endlos wiederholende Funktion denkt, die bei £ = 1 und
¢ = 0 zusammenhéngt, muss man nur beriicksichtigen, dass bei i = imaz ein i +1 =1
folgt, entsprechend ist vor einem ¢ = 1 ein ¢ — 1 = ¢max.

9.4 Geometrisch periodische Randbedingungen

In Anlehnung an (375) kann man annehmen, dass um einen Winkel ¢, verschobene
entsprechende Geometrien gleichen Bedingungen folgen werden.

Gis (§) = G55 ( pmod{ — Ag}) (394)

Withrend die Funktion G (¢) den Phantomzellen unterhalb der “Unterseite” enspricht,
beinhaltet die Funktion G§% die Rechenzellen unterhalb der “Oberseite”. Analoges gilt
fiir den anderen geometrisch periodischen Rand bei Verschiebung um den Winkel —,,.

Gog" (§) = Gys™ ( pmod{¢ + Ag}) (395)

Ein Verfahren mit rdumlicher Genauigkeit von zweiter Ordnung benétigt zwei Reihen
Phantomzellen. Zu speichern sind demnach die Werte der eindeutig entsprechenden Zel-
len im Inneren des Rechenbereichs, die um den Phasenverzug A¢ zeitlich verschoben die
Phantomzellenwerte auffiillen. Die zeitliche Interpolation erfolgt nach obengenannter Vor-
schrift.

9.5 Leit- Laufschaufel Anbindung

Fiir um einen Weg Ax,;, verschobene Ein- und Austrittsrénder gilt folgende Ubereinstim-
mung: Fiir die Phantomzellen des Austrittsbereichs des Leitschaufelkanals (siche Glg. 380)

Az, JAGN . Az, Az, .
PLEOh PLAIh mit ‘P(PLAIh) = @(PLEOh) —YrLa- (SLEP + Zp) (396)

. T, .
§ee, = &ra, mit  {r4, = pmod {fLEpﬁ — (ip— 1) - Adpa} (397)

Fiir die Phantomzellen des Eintrittsbereichs des Laufschaufelkanals (siehe Glg. 382)

—Amp —Amp . —Amp —Amp .
Prar™ = Prpo™ mit o(Prgo™) = o(Pra ™) +vre - (Era, —ip) (398)

. T, .
§ea, = &g, mit {Lp, = pmod {fLApﬁ —(ip — 1) - Aérp} (399)

Die zu belegenden Phantomzellen entsprechen im Allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmten Rechenzellen. Neben der ohnehin notwendigen zeitlichen Interpolation kommt
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nun noch eine rdumliche Interpolation hinzu. Nachdem die axiale Ausdehnung der Zel-
len von Leit- und Laufschaufelnetz in der Gegend des Uberganges im Allgemeinen nicht
konstant ist, erscheint es mir sinnvoll, nicht nur zwei sondern zumindest drei Reihen Re-
chenzellen in axialer Richtung entlang des gesamten Uberganggebietes zu beriicksichtigen.

9.5.1 Geometrische Interpolation

L Q23

Abbildung 49: Geometrische Interpolation, links: Interpolationsskizze, rechts: Inter-
polationsbeispiel

Hat man das 3D-Rechennetz an der Interface-Grenze mit Index-Schichten mit konstan-
tem Radius erstellt, kann man jede Radiusschicht fiir sich als zweidimensionales Problem
betrachten. Dazu muss ein Hilfsnetz konstruiert werden, in dem die Netzknoten in den
Zellzentren des Rechennetzes liegen, in dem die erste Orts-Komponente einem axialen
Parameter und die zweite einem Bogenmaf3 entspricht.

Gegeben sei nun eine geometrische Position P(z,ry), gesucht eine Ndherungen der
Parameter QQ(P) fiir diesen Punkt. Gegeben sei ein indiziertes Punktfeld mit geome-
trischen Positionen P, ; (Hilfsnetz) und dazugehorenden Parameterwerten (); ;. Index 4
verlaufe in tangentialer Richtung, Index j in axialer Richtung. Es seien 3 Indexpunkte j
verfiighar (1 < j < 3).

Gefunden werden kann ein Punkt mit ¢; und j = 2 in der mittleren j-Index Reihe
(z.B P(1,2), siche Abb. 49 links), der der geometrische Position P am néchsten liegt.
Man muss nun herausfinden, in welchem Quadranten von P;, ; sich der Punkt P befindet,
und kann mit den entsprechenden Nachbarpunkten von P, ; (z.B. P(1,3) und P(2,2))
eine Ebene aufspannen, die als dritte Raumkomponente die Parameterwerte enthélt.

Gefunden werden kann auch ein zweiter Punkt mit den Indizes i =¢; =1 und j =2
(z.B P(2,2)), der an den entdeckten Quadranten angrenzt. Von diesem Punkt aus kann
man wieder ein Ebene im Quadranten, in dem der Punkt P liegt, aufspannen (mit z.B.
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P(1,2) und P(2,3)), und die Parameterwerte wiederum als dritte Raumkomponente be-
trachten.

Die sich ergebenden Ebenen haben eine gemeinsame Schnittkurve entlang der Verbin-
dung von P, o + CjilQ und P, o + Q),-%Q. In Abhéngigkeit der Entfernung des Punktes P
von den Indexlinien F;, ; in j-Richtung und F;, ; in j-Richtung kann man nun mit beiden
Ebenen die Werte fiir die Parameter von P errechnen (siche Abb. 49, links).

P=P;+Vi+Ve= Py +Vs+Vi (400)
oder
P = p'lj +a (Hl7ji1 o Pihj) T G2 (Pimj - Pihj) (401)
=P,; +c3(Pyj1—PFuy) +ca (P — Py,
damit ist
Q1(P) = Qi+ c1 (Qiyjr1 — Qiyj) + 2 (Qiny — Qiryj) (402)
und
Q2(P) = Qi + c3 (Qiyjt1 — Qinj) + ca (Qiyy — Qisyj) (403)
wobei im Allgemeinen Q;(P) ungleich Qy(P) ist. Weiters sei
Q(p) = QP e Qu(l) (404)

Co+ Cy4

Probleme gibt es, sollten sich die Indexlinien entlang der j-Richtung der Punke P, ;
und P, ; in der Néhe von P schneiden oder sollte sich der Punkt P in axialer Richtung
weitab von den Punkten P, ; befinden. Mit entsprechend giinstiger Netzwahl kann man
diese Probleme allerdings umgehen. Bei Unsicherheit kann man nach der Interpolation
fir Q(P) durch Begrenzung sicherstellen, dass sdmtliche Werte innerhalb der Maxima
und Minima der im Rahmen der Interpolation verwendeten Werte von ¢, ,, j, Qi(m)’jil
liegen.

In der Abbildung 49 (rechts) ist zu sehen, welches Ergebnis die Interpolationsvorschrift
angewandt auf ein Hilfsnetz bietet.

Um das Problem der an der Teilungsgrenze befindlichen Punkte zu 16sen, miissen die
gespeicherten Punktfelder in Umfangsrichtung mit entsprechenden Werten um ein bis
zwei Reihen iiber die Teilung hinaus erweitert werden, dies sowohl in positiver als auch
in negativer ¢-Richtung. Aufpassen muss man dabei bei der Belegung der Werte, die ja
um ein +A¢ phasenverschoben zu den angrenzenden Werten passen.

9.6 Testfall TTM, Quasi 3D

Die 'Phase Lagged Boundary Conditions’ (im Weitern referenziert mit 'phase lagged’)
wurden anhand der Quasi 3D Geometrie der Turbinenstufe TTM [13] getestet. In radialer
Richtung besteht das Rechengebiet nur aus einer Zellschicht, die sich in der Mitte der
Meridiankontur iiber einem Zehntel der Radialspanne erstreckt. Die verwendeten Rand-
bedingungen sind in Tabelle 11 angefiihrt.

Das Schaufelverhéltnis dieser Turbinenstufe ist %, deshalb ist es moglich, mit Hilfe
von einem Rechennetz, das zwei Leitschaufel- und drei Laufschaufelkanélen beinhaltet,
die Interaktion iiber eine Kopplung von Leitschaufel-Austritt und Laufschaufel-Eintritt
zu berechnen (im Weiteren referenziert mit ’direkt’), ohne den gesamten Schaufelring
simulieren zu miissen.
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Testfall TTM, Quasi 3D

ingungen

: Randbed

Tabelle 11

! | P, bar

3.4202 | 403.0 | 1104.3 | 0.935

Ptbar|TtK|w
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Abbildung 50

Wie zu erwarten kommt die 'direkte’ Berechnung schneller zu einem relativ periodi-

schen Ergebnis. Die 'phase lagged” Rechnung benétigt dazu etwa die doppelte Iterations-
anzahl. Fiir diesen Testfall erzielen sowohl die ’direkte’ als auch die 'phase lagged” Methode

kein wirklich exakt periodisches Ergebnis, die beiden Methoden stimmen aber prinzipiell

Ergebnis iiberein. Der Unterschied zwischen ’direkt’ und 'phase lagged’ ist etwa ebenso
grofl wie der Unterschied zwischen den letzten drei Perioden bei beiden Methoden.

1im

Dieser Testfall zeigt, dass die Implementation der Methode 'Phase Lagged Boundary

Conditions’ in der Lage ist, Stator-Rotor Interaktion zu simulieren.
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Abbildung 51: TTM Quasi 3D, Interaktion, Isolinien: Druck bar, Grauschattierung: Entro-
pie
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Abbildung 52: TTM Quasi 3D, Geometrieskizze

Fiir ein Teilungsverhéltnis von 2/3 (wie bei dem gezeigten Testfall) lohnt sich der
Aufwand nur knapp (der Zelleneinsparung von etwa 60% steht die Verdoppelung der zeit-
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Abbildung 53: Druck, direkt
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Abbildung 54: Druck, Periode 34 bis 36, direkt
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Abbildung 55: Druck, phase lagged

lichen Iterationsanzahl gegeniiber). Fiir deutlich ungiinstigere Teilungsverhéltnisse bietet
die Methode allerdings sehr wohl ein grofies Einsparungspotential.
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Abbildung 57: Druck, Periode 36, direkt und phase lagged
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10 Berechnung der Stromung durch die transsoni-
sche Turbinenstufe T'TM

Die transsonische Testturbine TTM an der Technischen Universitdt Graz ist eine Kalt-
luftturbinenanlage [13]. Die Turbine hat eine Stufenleistung von ca. 2.8 MW und wird un-
gefahr zur Hélfte von einem direkt an der Turbinenwelle angekoppeltem Bremskompressor
und zur Halfte durch eine strombetriebene Verdichteranlage mit Druckluft versorgt. Das
Turbinengehéuse bietet Zugang fiir konventionelle als auch fiir optische Messmethoden.

Die Turbinenstufe hat 24 Leitschaufeln und 36 Laufschaufeln, demnach ein Teilungs-
verhéltnis von 2 zu 3. Der Innengehdusedurchmesser ist konstant (D = 0.4 m), der Aulen-
gehdusedurchmesser hat ein Minimum am hinteren Bereich der Leitschaufeln (D,,;, =
0.503 m) und erweitert sich dann kegelig mit einem Offnungswinkel von 12° bis zum
Austritt (Dyyuer = 0.553 m). Der Spalt zwischen Laufschaufel und Aufengehéduse be-
tragt 0.95 mm, das entspricht 1.56% der Schaufelhche an der Vorderkante und 1.36% der
Schaufelhthe an der Hinterkante.

Diese Geometrie diente schon ofter als Testfall fiir numerische Berechnungen. Un-
ter anderem wurden anhand dieser Geometrie die instationdren Schockwellensysteme
[3] mit Hilfe einer reibungsfreien quasi-3D Berechnung untersucht. An ihr wurden die
Laufschaufelspaltstromung als auch die Verlustentwicklung anhand einer stationédren Be-
rechnung genau betrachtet [14]. Schlussendlich wurde an dieser Geometrie eine dreidi-
mensionale instationdre Berechnung durchgefiihrt, die Ergebnisse interpretiert und mit
Messergebnissen verglichen, die folgenden Kapitel bieten eine Zusammenfassung dieser
Veréffentlichung [15].

r [m]

Eintritt Interface

Ebene B1 Ebene C1
AN (
!
|
|
|
\
|
|
\

0.3 1

0.25 | : i ™~ AuBengehiuse
! I 1
i I
| P :\ Austritt
‘ .
Stator Rotor Innengehiuse
0.15 : : : — x [m]

-0.05 0 0.05 0.1 015 0.2

Abbildung 58: Skizze der TTM Stufe

10.1 Rechennetz

Die numerische Berechnung wurde mit einem Multiblock-Rechennetz, bestehend aus zehn
Blocken und eine Gesamtzahl von etwa 1.000.000 Zellen, durchgefiihrt. Der Spalt zwi-
schen Laufschaufel und Gehéduse wurde mit nur 16 Zellen vernetzt, durch die Verwendung
von Wandfunktionen war die rdumliche Auflésung dennoch gut. Die Ausrundungen an
Schaufelfufl und -spitze von Leitschaufel als auch am Schaufelfuf§ der Laufschaufel wur-
den modelliert. Um dort Netzsingularitdten zu vermeiden, wurde die Schaufeloberfliche
mit einem diinnen Netz {iberzogen. Der Schaufelkanal wurde mit 72 Zellschichen vernetzt.
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10.2 Berechnung

Tabelle 12: Randbedingungen fiir TTM 3D

Eintritt | Austritt
P,obar T, K «° | Pbar
3.4202 403.0 0.0 | 0.935

Drehzahl 10545.5 Upm

Die Randbedingungen fiir diesen Testfall sind in Tabelle 12 zusammengefasst. Eine sta-
tiondre Losung wurde mit Hilfe einer Mixing-Plane-Technik zwischen Stator und Rotor
errechnet. Zweidimensionale nichtreflektierende Randbedingungen mit dem umfangsge-
mittelten statischen Druck aus dem Rotoreintritt wurden dem Statoraustritt vorgeschrie-
ben. Umfangsgemittelte Werte fiir Stromungswinkel, Totaldruck und Totaltemperatur aus
dem Statoraustritt wurden dem Rotoreintritt vorgeschrieben.

Von diesem stationiiren Ergebnis wurden 30.000 Zeitschritte mit At = 1.7561-107 sec
gerechnet, um eine zeitlich periodische Losung zu erzielen. Die maximale CFL-Zahl lag
bei etwa 7. Eine Stator-Periode benotigt 900 und eine Rotor-Periode 1350 Zeitschritte,
damit wurden iiber 33 Stator-Perioden und iiber 22 Rotor-Perioden berechnet. Die Nédhe-
rung am groben Netz (jeder zweiter Netzpunkt) fiir jeden Zeitschritt war zeitlich und
rdumlich erster Ordnung genau. Danach wurde am feinen Netz jeder Zeitschritt mit 6
Newton-Raphson Schritten und einem Unterrelaxationsparameter von w = 0.6 berechnet.
Am feinen Netz war der dimensionslose Wandabstand der wandnéchsten Zellen iiberall
kleiner als 80. Fiir die Phase-Lagged Randbedingungen wurde jeder sechste Zeitschritt
gespeichert, damit war die Auflosung beim Stator 150 und beim Rotor 225 gespeicher-
te Werte je Periode. Der Gewichtungsfaktor der Updates war 0.7. Die Gesamtrechenzeit
betrug etwa vier Wochen auf einem 1.25 GHz 64-Bit Computer.

10.3 Vergleich von stationiren mit zeitlich gemittelten Ergeb-
nissen

Abbildung 59 und 60 zeigen das Stromungsfeld der stationdren Berechnung als auch
das zeitlich gemittelte Ergebnis der instationiren Berechnung. Die Ubereinstimmung
(Machzahl und Druck) ist sehr gut. In der stationdren Rechnung wird die Nachlauf des
Stators viel schméler vorhergesagt (Abb. 59 und 60, A). Der saugseitige Hinterkanten-
Verdichtungsstofl ist in der stationdren Rechnung stirker ausgeprégt, die Position ist
aber weitgehend ident (Abb. 59 und 60, B).

10.4 Messaufbau

Die optische Geschwindigkeitsmessung wurde mit einem zweidimensionalen LDA-System
durchgefiihrt [16]. Der optische Zugang erfolgte durch ein kleines Glasfenster im Tur-
binenauflengehduse, um die Axial- und Umfangsgeschwindigkeit messen zu kénnen. Die
Datenaufnahme erfolgte punktweise entlang radialer Linien, die Traversierung in Umfags-
richtung wurde durch Drehen des Stators erreicht. Zusétzlich zu den Geschwindigkeits-
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T

instationéar, zeitlich gemittelt

Abbildung 59: TTM, bei 0.225 m Radius (etwa mid-span), Graustufe: relative Machzahl,
Isolinien: Druck bar

werten wurde auch die Rotordrehposition aufgenommen, um das Zuordnen der Daten zu
Rotorphasenlagen zu ermoglichen.

10.5 Ergebnisse

Die folgenden Abbildungen sind Zeit-Weg-Diagramme von berechneten und gemessenen
Geschwindigkeiten in 2-.

Bei Abbildung 62 und 64 ist die Wegkomponente die Teilung. Horizontal ist der zeit-
liche Verlauf (phase) und vertikal die Umfangsposition (pitch) entsprechend der Skizze in
Abb. 61 dimensionslos aufgetragen. In Anhang A befindet sich eine umfassendere Samm-
lung von Ergebnissen.

Die Ergebnisse sind zeitlich als auch rdumlich periodisch, wobei die rdumliche Peri-
odizitét einen zeitlichen Phasenverzug beinhaltet. Die positive Umfangsgeschwindigkeit
weist in negative Teilungsrichtung (nach Abb. 61). Das Messgitter fiir die Ebene C1 (hin-
ter dem Rotor) dreht sich nicht mit dem Rotor mit, die aufgetragene Teilung (pitch) ist
immer die Stator-Teilung.

In Abbildung 63 ist die Wegkomponente die radiale Richtung. Die Umfangsposition ist
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stationér instationdr, zeitlich gemittelt

Abbildung 60: TTM, Austritt Leitschaufel, Entropie

Abbildung 61: TTM, Messgitter, links B1 rechts C1

im Mefgitter bei 30% Teilung, dies entspricht einer Postition im Nachlauf der Leitschaufel.

10.5.1 Ebene B1

Das Zeit-Weg Bild in Ebene B1 bei 54% Schaufelhohe beinhaltet eine Druckwelle, zu
erkennen an der starken Abschwichung der Umfangsgeschwindigkeit (Abb. 62, A). Die
Messung zeigt die Druckwelle an einer anderen Postition als die CFD-Rechnung, bei bei-
den ist die Position aber zeitlich weitgehend konstant. Im Nachlauf (Abb. 62, B) lassen
sich Ablosewirbel erkennen, die periodisch getriggert sind. In der Messung sind es sieben
Ablosewirbel je Periode, das CFD Ergebnis weist sechs Ablosewirbel auf. In Umfangs-
richtung wird der Nachlauf kurzzeitig etwas abgelenkt, in der Messung bei ¢/T = 0.5, im
CFD-Ergebnis bei t/T = 0.4.

Eine Druckwelle lauft periodisch durch das Auswertgebiet (Abb. 62, C), und ein deut-
lich stérkerer Ablosewirbel ist danach zu erkennen (Abb. 62, D). Das CFD-Ergebnis zeigt
diese beiden Phénomene zeitlich verzogert verglichen mit der Messung.

Anhand der Axial-Geschwindigkeit in einem Radialstrahl im Nachlauf (Abb. 63) kann
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man erkennen, dass die Ablésewirbel eine zylindrische Struktur aufweisen. In der Mes-
sung sieht man, dass diese zylindrische Stuktur unterhalb von 30% Schaufelhohe durch
einen zusitzlichen Wirbel aufgebrochen wird (Abb. 63, Pfeil). Anhand der Reduktion
der Axial-Geschwindigkeit (Abb. 63, A), die iibereinstimmend in beiden Ergebnissen aber
mit zeitlicher Verzogerung beim CFD-Ergebnis auftritt, kann man erkennen, dass der
Auslése-Mechanismus fiir die Ablosewirbel nicht unabhéngig von der Schaufelhohe ist.
Die geometrische Struktur der Ablosewirbel weist einen leichten S-Schlag auf.
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-257.778 94.444
-286.667 116.667
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Abbildung 62: TTM, Ebene B1, 54% Schaufelhéhe, Geschwindigket
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Abbildung 63: TTM, Ebene B1, Teilung 0.3, axiale Geschwindigkeit w, in ==

sec

10.5.2 Ebene C1

Aufgrund der absoluten Betrachtungsweise sind in Abbildung 64 alle Effekte, die sich auf
die rotierende Laufschaufelposition beziehen, zeitlich geneigt. In den Abbildungen ist die
Wirbelstrafle zu erkennen (Abb. 64, A). Sowohl Messung als auch CFD-Rechung zeigen in
sehr guter Ubereinstimmung genau neun Ablosewirbel je Periode, die Ablésewirbel sind
periodisch getriggert. Im Nachlauf gibt es eine Stelle mit periodisch leicht erhéhter axialer
Geschwindigkeit (Abb. 64, weiBer Kreis), aber nichts deutet den Auslése-Mechanismus an.

Anhand der Umfangskomponente der Geschwindigkeit kann man den saugseitigen
Hinterkanten-Verdichtungsstof erkennen (Abb. 64, B). Noch ein weiterer Verdichungsstof3
ist zu erkennem (Abb. 64, C), ndmlich der druckseitige Hinterkanten-Verdichtungsstof3
reflektiert an der Saugseite knapp vor der Hinterkante. In guter Ubereinstimmung von
Messung und CFD-Rechnung verdndern diese Verdichtungsstofle ihre Postion nicht mit
der Zeit.

101



£0.000

61.111

10z.222
123.333
144444
165.556
186.667

207,778
225.669
250.000 |

-60.000 60.300 |
-3n.17e | 81.111
-15.556 10z.222
6.667 123.333
28.880 y 144’ aza
51,111 C 165.556

; 8 185. 667

: - 207,778

117.770 - B 228. 689
140,000

250,000

(a) wy, CFD (b) wy, LDA (¢) wg, CFD (d) wg, LDA

Abbildung 64: TTM, Ebene C1, 53% Schaufelhéhe, Geschwindigket ™

10.5.3 Auslosemechanismus fiir die Ablosewirbel an der Leitschaufelhinter-
kante

Der saugseitige Hinterkanten-VerdichtugsstoB erstreckt sich bis zur Laufschaufel (Abb. 65,
dicke Linie bei t/T = 0.14 und Abb. 62, A) und wird dort periodisch reflektiert. Diese
Reflexion kommt zuriick zur Leitschaufel (Abb. 65, strichlierte Linie und Abb. 62, C)
und trifft auf die Hinterkante auf (Abb. 65, t/T = 0.28). Dort erzwingt sie eine kriiftige
Wirbelablosung (Abb. 65, Pfeil). Dannach 16sen die Hinterkanten-Wirbel ungestort ab bis
sie von der néchsten reflektierten Druckwelle wieder getriggert werden.

L /

o i ') (/- “ /J. /
/T =10.35 ¥T=042 /T =0.49

Abbildung 65: TTM, Stator Nachlauf, 50% Schaufelhohe, Isobare sind Linien, Entropie
ist grauskaliert
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11 Diskussion

Die Vergleiche mit Messdaten haben gezeigt, dass die im Rahmen dieser Dissertati-
on entwickelten Methoden im Prinzip geeignet sind, die transsonische dreidimensionale
Stromung durch eine Turbine zu simulieren. So lassen sich manche Stromungsphénomene
beschreiben, die die Messung zwar sieht aber nicht erkldren kann (z.B. Kap. 10.5.3).

Jedoch zeigen sich auch deutliche Unterschiede zwischen Messung und Rechnung. So
stimmen zum Beispiel an der Leitschaufelhinterkante die Position des Verdichtungsstofles
als auch die Anzahl der Ablésewirbel je Periode nicht {iberein (siehe Kap. 10.5.1). Folgende
Ursachen konnen dafiir in Frage kommen.

e Die Geometrie und die Randbedingungen stimmen nicht genau genug.

e Das verwendete Turbulenzmodell erfasst nicht ausreichend genau den Charakter der
Stromung.

e Der gewihlte Wandabstand fiir die Wandfunktion ist zu grof.
e Der gewihlte Zeitschritt ist zu grofi.
e Das Rechennetz ist zu grob.

Die Methoden selbst (charakteristische Diskretisierung, Wandfunktion, Phase Lagged
Boundary Conditions) habe ich umfangreich genug getestet, dass ich mit grofier Zuver-
sicht annehme, dass ein konservativer Solver ohne Wandfunktionen und ohne Phase Lag-
ged Boundary Conditions bei gleichen Berechnungsparametern am selben Rechennetz ein
weitgehend iibereinstimmendes Ergebnis mit dem vorgelegten erzielen wiirde (jedoch mit
deutlich hoherem Rechenaufwand).

Um die Anwendbarkeit der instationidren Stromungsrechnung als Werkzeug bei der
Entwicklung von Turbomaschinen abschétzen zu kéonnen, miisste zuerst anhand von wei-
teren Vergleichsrechungen mit verdnderten Rechenparametern und unter Einbindung von
verschiedenen Turbulenz- und Transitionsmodellen Sicherheit iiber das numerische Er-
gebnis gewonnen und die dafiir notwendigen Verfahrensparameter gefunden werden. Erst
dann macht es Sinn, genauer die verbleibenden Unterschiede zur Messung zu untersuchen.

Damit léasst sich abschétzen, wie detailliert instationdre Stromungsphénomene mit
numerischen Mitteln erfassbar sind, und wie hoch der Rechenaufwand (Rechenzeit) dafiir
ist.

Fiir die Verwendung als Entwicklungswerkzeug wird verglichen mit der bereits géngi-
gen stationdren Stromungsberechnung die instationéire dreidimensionale Stromungsbe-
rechnung ein vielfaches des Rechenaufwandes als auch des Aufwandes zum Auswerten
der Ergebnisse benotigen. Es wird zumindest in absehbarer Zukunft fiir die Industrie bei
jedem Anlafifall sorgféltig entschieden werden miissen, ob sich der Aufwand lohnt.

12 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Methoden dargestellt, die eine moglichst effiziente instationére
numerische Berechnung der transsonischen dreidimensionale Strémung durch eine Gastur-
bine ermoglichen.
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Es wurde eine charakteristische Diskretisierungsmethode der Eulerterme vorgestellt,
die im Rahmen dieser Dissertation entwickelt worden ist. Verglichen mit der Finite-
Volumen-Methode benétigt sie bei dhnlicher Giite des Ergebnisses geringere Rechenzeit.
Diese charakteristische Diskretisierung wurde anhand der eindimensionalen Wellenglei-
chung fiir die Eulerterme hergeleitet und auf dreidimensionale schiefwinkelige Koordi-
natensysteme erweitert. Anschiefend wurde auf spezielle Besonderheiten bei unstetigen
Losungen (insbesondere Verdichtungsstofe) eingegangen. Daran angehéingt sind Kapitel
iiber die zeitliche Diskretisierung, die Netzbewegung und die Behandlung der viskosen
Terme.

Dann wurde eine Methode zur effizienten Behandlung von festen Wanden mit druck-
gradientempfindlichen Wandfunktionen dargestellt, die auch im Rahmen dieser Disserta-
tion entwickelt worden ist. Bei dieser Methode wird die Randbedingung nicht direkt an der
Wand sondern in der Grenzschicht aufgepréagt. Der lokale Druckgradient wird ausgewer-
tet und zusammen mit einer analytischen dimensionslosen Beschreibung der Grenzschicht
herangezogen, um die Randbedingung zu formulieren.

Danach wurde eine Implementation von Phase Lagged Boundary Conditions beschrie-
ben. Die zeitlich periodischen Stromungsdaten an den entsprechenden Rechenrédndern
werden gespeichert und zum richtigen Zeitpunkt am entsprechenden Ort aufgepragt. Mit
dieser Methode ist es moglich, bei Leitschaufel-Laufschaufel Interaktion bei einem Schau-
felzahlverhéltnis ungleich eins mit jeweils nur einem numerisch simulierten Schaufelkanal
fiir Leit- als auch Laufschaufel ein instationédres periodisches Strémungsergebnis zu erzie-
len.

Abschielend wurde das Ergebnis der numerischen Berechnung der Stromung durch
die Versuchsturbine TTM dargestellt und mit Messergebnissen verglichen. Dabei wurde
auf einige Stromungsphidnomene (z.B. Ablésewirbel hinter der Leitschaufel) eingegangen
und Vergleiche mit Messergebnissen dargestellt.
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A Anhang: Ergebnisse TTM 3D

Weitere Ergebnisse zum Testfall Turbinenstufe TTM 3D. Es ist jeweils oben das CFD-
Ergebnis, unterhalb das LDA-Ergebnis und ganz unten die Schaufelhohe in % angegeben

50.000 50.000 50.000
72,222 72,222 72,222
94,444 94,444 94,444
116.667 116.667 116.667
138.889 138.888 138.888
161,111 161,111 161,111
183.333 183.333 183.333

50.000
72,222
94,444
116.667
136.889
161,111
183.333
205.556 205.556 205. 556

205.556
227,778 227.778 227.778

227,778
250.000 250.000 250.000 250.000

50,000
72,222
94.444
116.667
138.889
161.111
185.333

205.556
227.778
250.000

50,000
12,222
94.444
116.667
138,889
161.111
183.333

205,556
227.778
250.000

50,000
72,222
94,444
116.667
138.888
161.111
183.333

205,556
227.778
250.000

£0.000
72,222
94.444
116.667
138888
161.111
183.333

205,556
227.778
250.000

phase phase phase phage

32% 39% 45% 53%

Abbildung 66: TTM, Ebene B1, CFD vs. LDA, axiale Geschwindigkeit
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50,000 50,000 50,000 50,000
72,222 72,222 72,222 72,222
94,444 94,444 94,444 94,444
116.667 116.667 116.667 116.667
138.889 138,889 138.888 138,888
161.111 161,111 161,111 161,111
183.333 183.333 183.333 183.333
205.556 205.556 205,556 205,556
227.778 227.778 227.778 227.778

250.000 250.000 250.000 250.000
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116.667
138.889
161.111
183.335
205.556
227.778

250.000 250,000

250,000 250,000

phase

phase

phase
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74% 81%

Abbildung 67: TTM, Ebene B1, CFD vs. LDA, axiale Geschwindigkeit

50,000 -200,000 -200.000 -200.000
72,222 -228.889 -228.889 -228.889
94,444 -257.778 -257.778 -257.778
116.667 -286.667 -286.667 -286.667
138.889 -315.556 -315.556 -315.556
161.111 -344.444 -344.444 -344.444
183.333 -373.333 -373.333 -373.333
205.556 -402.222 -40z.222 -402.222
227.778 -431.111 -43L.111 -431.111
250.000 -d60.000 -480.000

-480.000

pitch pitch

0 phase 1 [ phase 1 [ phage 1

50,000 -200,000 -200.000 -200.000
72.222 -228.889 -228.889 -228.889
94,444 -257.778 -257.778 -257.775
116.667 -286.667 -286.667 -286.667
136.889 -315.556 -315.556 -315.556
161.111 -344.444 -344.444 -344.444
185.333 -373.353 -375.333 -373.333
205.556 -40z.222 -402.222 -402.222
227.778 -431.111 -431.111 -431.111
250.000 460,000 -460.000 -460.000

phase phase phase phase

88% 32% 39% 45%

Abbildung 68: TTM, Ebene B1, CFD vs. LDA, ganz links: axiale Geschwindigkeit, alle
anderen: Umfangsgeschwindigkeit
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Abbildung 69:
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TTM, Ebene B1, CFD vs. LDA, Umfangsgeschwindigkeit
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Abbildung 70: TTM, Ebene B1, CFD vs. LDA, Umfangsgeschwindigkeit
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€0.000 €0,000 £0,000 £0.000
81,111 81,111 81,111 81,111
102.222 102.222 102.222 102.222
125.333 123.335 123.333 123.333
144,444 144,444 144,444 144,444
165.556 165.556 165.556 165,556
186.667 186.667 186.667 186.667
207,778 207,778 207,778 207,778
226.889 228.889 228.889 228.889
250.000 250.000 250.000 250.000

250.000 250,000 250,000 250,000

phase phase phase phase

30% 41% 52% 63%

Abbildung 71: TTM, Ebene C1, CFD vs. LDA, axiale Geschwindigkeit

€0,000 -60.000 -60.000
81,111 81,111 -37.778 -37.778
102.222 102.222 -15.556 -15.556
125.333 123.335 6.667 6.667

144,444 144,444 28,889 28,880
165.556 165.556 51,111 51,111
186.667 186.667 73.333 73.333
207,778 207,778 95, 556 95,556
226.889 228.889 117.778 117.778
250.000 250.000 140.000 140.000

250.000 250.000 140.000

phase phase phase phase

4% 80% 30% 41%

Abbildung 72: TTM, Ebene C1, CFD vs. LDA, links der Mitte: axiale Geschwindigkeit,
rechts der Mitte: Umfangsgeschwindigkeit
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Abbildung 73: TTM, Ebene C1, CFD vs. LDA, Umfangsgeschwindigkeit

111



