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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der klassischen Plattentheorie nach KIRCHHOFF. Dabei
wird neben einer numerischen Behandlung des Plattenproblems auch eine analytische Unter-
suchung mit symbolischen Rechenmethoden durchgefiihrt. Die numerischen und analytischen
Berechnungen erstrecken sich auf statische und dynamische Probleme der Plattenmechanik.

Fiir die numerische Losung der Plattendifferentialgleichung wird ein von Hsieh 1963 vorgeschla-
genes, dreieckiges finites Element mit 12 Freiheitsgraden verwendet. Dieses Element entsteht
durch Unterteilung in drei dreieckige Subelemente. Das von Hsieh vorgeschlagene Element
wurde von Clough und Tocher abgeleitet und 1965 vorgestellt, jedoch wurde das Element von
1965 durch die Annahme linearer Stetigkeit der Normalenableitung an den Elementkanten
auf neun Freiheitsgrade reduziert. In der vorliegenden Arbeit wird ein dreieckiges Platten-
element mit vollstindig kubischem Polynomansatz mit zehn Freiheitsgraden nach Brebbia
und Connor fiir jedes Subelement verwendet. Nach der Assemblierung erhilt man das von
Hsieh vorgeschlagene dreieckige, konforme KIRCHHOFF-Plattenelement mit 12 Freiheitsgra-
den und quadratischem Verlauf der Normalenableitungen entlang der dufseren Elementkanten.
Das Element erfiillt neben den ersten beiden Konvergenzkriterien, Abbildung der Starrkdrper-
verschiebungen und konstanter Dehnungszustinde, auch das Konformitatskriterium.

Fiir die analytische Losung der Plattengleichung wird das Beispiel der Kreisplatte nach Parkus
verwendet. Statisch werden zwei verschiedene Arten der Lagerung unter konstanter Belastung
untersucht. Die Losungen fiir rotationssymmetrische Biegeschwingungen der Kreisplatte kon-
nen mit Hilfe der BESSEL-Funktionen gefunden werden. Zur Beurteilung des implementierten
finiten Elementes werden die numerischen Ergebnisse den Ergebnissen aus der symbolischen
Berechnung gegeniibergestellt.
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Abstract

The present thesis deals with the plate bending theory by KIRCHHOFF. In addition to the nu-
merical investigation of the plate bending problem an analytical investigation with symbolic
simulation methods is carried out. Both investigations focus on static and dynamic problems
of the plate bending theory.

For the numerical solution of the plate bending differential equation, a triangular finite element
with 12 degrees-of-freedom is used, which was proposed by Hsieh in 1963. This conforming
element is generated by a subdivision into three triangular elements. The element proposed by
Hsieh was reduced to 9-degrees-of-freedom by Clough and Tocher in 1965 by suppressing the
mid-side rotations. Therefore its normal derivatives vary linearly along the exterior bounda-
ries. In this thesis a triangle with a complete cubic polynom and with 10 degrees-of-freedom
as presented by Brebbia and Connor is used for each sub-triangle. The element assembling
results in an element with 12 degrees-of-freedom and a quadratic normal slope variation along
the exterior edges of the triangle as proposed by Hsieh. The element fulfills the rigid body
requirement, the constant strain requirement as well as the conformity criteration.

For the analytical solution of the plate bending differential equation the example of the circular
plate as presented by Parkus was used. For the static simulation two different kinds of boundary
conditions are used by applying a constant load on the surface of the plate. Using BESSEL
functions, the rotational-symmetric bending modes of the circular plate are calculated. For
the assessment of the implemented finite element, the numerical solutions are compared with
the solutions of the symbolic calculations.
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1. Einleitung

Platten sind 2d-Bauteile unter Biegebeanspruchung. Sie grenzen sich zu den anderen 2d-
Bauteilen insofern ab, als sie im Vergleich zu Schalen in der unverformten Konfiguration eben
sind und im Gegensatz zu Scheiben keine Belastungen in dieser Ebene iibertragen. Den Plat-
ten ist wie auch den anderen Flichentragwerken gemein, dass die geometrische Ausdehnung
in der Dickenrichtung klein gegeniiber den Ausdehnungen in den beiden anderen Richtungen
ist. Sie lassen sich somit zwischen den 1d-Bauteilen, Stab und Balken, und den 3d-Bauteilen
einordnen.

In der mathematischen Beschreibung des Plattentragwerkes, unterscheidet man zwischen der
klassischen Plattentheorie, auch als KIRCHHOFFsche Plattentheorie oder Normalentheorie
bezeichnet, und der REISSNERschen Plattentheorie oder MINDLINschen Plattentheorie. Die
KIrRCHHOFFsche Theorie geht vom schubsteifen Verhalten der Platte aus, wohingegen MIND-
LIN und REISSNER Schubverformungen in der Platte beriicksichtigen [21].

Mitte der fiinfziger Jahre begann, ausgehend von der amerikanischen Luft- und Raumfahrt-
industrie die Entwicklung einer numerischen Methode zum Loésen von partiellen Differential-
gleichungen. Clough fiihrte 1960 den Begriff finite element ein. Durch die Entwicklung immer
leistungsfahigerer Computer, gab es in den 1960er Jahren eine rasche Entwicklung der Metho-
dik. Mafgebliche Arbeiten kamen unter anderen von Clough in Berkeley (USA), Zienkiewicz
in Swansea (Grofsbritannien) und Argyris in Stuttgart [21].

Mit dem Aufkommen der Methode der finiten Elemente, begann auch die Entwicklung verschie-
dener Plattenelemente, sowohl fiir die schubstarre, als auch fiir die schubweiche Plattentheorie.
Motivation fiir die ausfiihrliche Behandlung der Plattentheorie, war die hohe praktische Be-
deutung, die man der Ermittlung von dynamischen Erscheinungen und Stabilititseffekten fiir
Platten- und Schalentragwerkskonstruktionen zuschrieb [13|. Eine duferst umfangreiche Zu-
sammenstellung von Veroffentlichungen zur numerischen Behandlung von Plattenproblemen
findet man beispielsweise in Werkle [21] oder Steinke [18].

Bezugnehmend auf die ersten Entwicklungen im Bereich der Plattenelemente, behandelt die
vorliegende Arbeit ein von Hsieh 1963 vorgeschlagenes KIRCHHOFF-Plattenelement. Hsieh’s
grundlegende Theorie basiert darauf, das dreieckige Element durch Assemblierung von drei
Subelementen auf Elementebene zu generieren. Diese Idee wurde als triangle element subdivi-
sion bekannt. Ein Element dieser Gattung wurde erstmals von Clough und Tocher assembliert
und 1965 auf der Conference on Matriz Methods in Structural Mechanics auf der Wright-
Patterson AFB in Ohio der Offentlichkeit vorgestellt. Clough und Tocher reduzierten das von
Hsieh mit zwolf generalisierten Koordinaten vorgeschlagene Element auf neun Freiheitsgrade,
ohne jedoch die Konformitét des dreieckigen Elementes zu verlieren |3, 9.

Ziel dieser Arbeit ist, das von Hsieh vorgeschlagene Element in der Version mit zwolf generali-
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sierten Koordinaten abzuleiten. Hierfiir wird ein dreieckiges Element mit zehn Freiheitsgraden
nach Brebbia und Connor [4] fiir das Subelement verwendet.

Eine grundlegende Abhandlung zur Methode der finiten Elemente speziell fiir das KIRCH-
HOFFsche Plattenproblem findet man in Kapitel 2 dieser Arbeit. In Kapitel 3 werden Proble-
me der ersten dreieckigen Plattenelemente, die unter Anleitung von R.W. Clough Anfang der
1960er Jahre entwickelt wurden, dargestellt. Hierauf aufbauend folgt die Ableitung eines fini-
ten Elementes, welches durch das Hinzufiigen eines zehnten Freiheitsgrades, die Verwendung
eines vollstdndigen kubischen Polynomansatzes fiir das Verschiebungsfeld erméglicht. Aufbau-
end darauf wird das dreieckige, konforme Plattenelement, welches Thema dieser Arbeit ist,
vorgestellt. In Kapitel 4 wird ndher auf die Mechanik der schubstarren Platte eingegangen und
die Plattengleichung vorgestellt. Weiters werden statische und dynamische Losungen der Plat-
tendifferentialgleichung angegeben. Ein Vergleich der analytischen und numerischen Losung
wird im Anhang dieser Arbeit, zur Verifikation des dreickigen Elementes nach Hsieh, Clough
und Tocher, angegeben.
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2. Finite-Elemente-Methode fur
schubstarre Platten

Ausgehend vom dynamischen Grundgesetz werden in Kapitel 2.1, mit Hilfe des Prinzips der
virtuellen Arbeit, Ausdriicke fiir die virtuelle Arbeit innerhalb des Korpers und der virtuellen
Arbeit der am Korper aufgebrachten duferen Krifte vorgestellt. In Kapitel 2.2 werden Aus-
driicke der virtuellen Arbeit fiir die KIRCHHOFFsche Platte vorgestellt und mittels Methode
der finiten Elemente in Kapitel 2.3 diskretisiert.

2.1. Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

2.1.1. Das Grundgesetz der Dynamik

Wir beschreiben die Bewegung des in Abb. 2.1 dargestellten Freikorperbildes eines aus einem
festen Korper geschnittenen Volumselements bezogen auf ein kartesisches Koordinatensystem.
Das kartesische Koordinatensystem muss ein Inertialsystem sein.

=0,y +dy)
y

\‘*%(Z)

Abbildung 2.1.: Volumselement in kartesischen Koordinaten
Das Kréftegleichgewicht am infinitesimalen Volumselements liefert mit den Spannungsvektoren
je Seitenflache des Quaders

—o,(r)dydz + o,(x + dr)dydz — o,(y) dzdx + o, (y + dy) dz de—
—0.(2)dedy + o, (2 +dz)dxdy + fPdV — padV = 0.

Der vorletzte Ausdruck stellt eine 6rtliche Volumskraft mit der Volumskraftdichte iB dar,
und der letzte Ausdruck die auf das Volumen bezogene Tragheitskraft mit der ortlichen Be-
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schleunigung a. Nach der TAYLOR-Reihenentwicklung fiir die Spannungsvektoren am positiven

Schnittufer 5
o, (x+dx)=0c,(x)+ §;|$dx+...
g,

do
o,(y+dy) =0o,(y)+ 5ty dy+ ...
o (z+dz)=0(2)+ 6822

z

Ldz+ ...

folgen nach Vereinfachung und Division durch dV = dx dy dz und Grenziibergang dz, dy,dz —
0 die NAVIERschen Bewegungsgleichungen in kartesischen Koordinaten
do, 0o, 0o,

T =Y B _
o + dy + % + /7 =pa (2.1)

Mit GI. (2.1) ist das Gleichgewicht im Inneren des Korpers gegeben. Das Gleichgewicht der an
der Korperoberfliche angreifenden dufseren Krifte mit den im Korper wirkenden Spannungen
folgt aus der CAUCHYschen Formel.

X

Abbildung 2.2.: CAUCHYscher Tetraeder

Mit dem Normalenvektor auf die Flache A

Ny cos Z(n,e,)
n=|mny | =| cos(n,e,)
n, cos Z(n,e,)

ergibt sich aus dem Kriftegleichgewicht
iBV—i—gnA—gwAnz —o,An, —a, An, =paV

des in Abb. 2.2 dargestellten Tetraeders in kartesischen Koordinaten, nach Division durch die

Flache A
sh h
_+gn_gxn$_g ny_gznz :pa’_

/ y ag

= 3
und Grenziibergang h — 0 zu

Op=0uNe+ 0,0y +0, n.. (2.2)
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2.1.2. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Gl. (2.1) und GI. (2.2) werden im folgenden in Indexnotation geschrieben

/(5ui(0ﬁ7j + fiB - pal)dV + /(5u,(f25 — 0y n])dS = O, (23)
\% S

wobei fiir die Spannung o, aus Gl. (2.2) der Vektor der Oberflichenkrifte f° eingesetzt wird.
In Gl. (2.3) bildet das Integral iiber das Volumen die virtuelle Arbeit der inneren Kriifte und
das Integral iiber die Oberflache die virtuelle Arbeit der dufteren Krifte. Sei ® eine im Gebiet
V stetige Grofe des Tensorfeldes beliebiger Stufe, so gilt der GAUSssche Integralsatz [17], in

der Form 90
dV = [ &n;dS. 2.4
Godv = [ (2.4

\% S

Mit dem GAussschen Integralsatz lasst sich der erste Ausdruck des Volumsintegrals in Gl. (2.3)
umwandeln in

1
/5u2 0jij dV = /(5uiaji)’j dV — /((5U1>J 0ji dV = /(MZ 043 T ds — / 5 [5ui,j + 5uj,i] 0ji dV.

%4 %4 \% S \%4

Mit den virtuellen Verzerrungen
1
deij = 5 [Ouiy + Ouy

ergibt sich nach dem Riickeinsetzen in Gl. (2.3) und Zusammenfassen der entsprechenden In-
tegrale

v PN 5 PN y
Wins Weat Winertia

Das Prinzip der virtuellen Arbeit ist eine Spezialisierung des D’ALEMBERTschen Prinzips:

Bei einer virtuellen Verschiebung eines Systems aus einer Momentanlage heraus
st die von den inneren, den dufSeren und den Tragheitskriften insgesamt geleistete

Arbeit gleich Null [16].

Die integrale Darstellung der NAVIERschen Bewegungsgleichung, Gl. (2.5), enthélt gegeniiber
der klassischen Darstellung der Gl. (2.1) keine zweiten Ableitungen mehr. Gl. (2.5) wird daher
auch als schwache Formulierung der Differentialgleichung bezeichnet, Gl. (2.1) als die klassische
oder starke Formulierung [11].
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2.2. Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir
schubstarre Platten

2.2.1. Theorie der schubstarren Platte

Nachdem mittels Variationsformulierung allgemein giiltige Ausdriicke fiir die virtuellen Arbei-
ten in Kapitel 2.1.2 gefunden wurden, werden diese fiir das die schubstarre Platte spezialisiert
und danach mittels Finite-Elemente-Methode diskretisiert. Dabei werden die Annahmen der
klassischen Plattentheorie, auch als Normalentheorie oder KIRCHHOFFsche Plattentheorie be-
zeichnet, zu Grunde gelegt.

T = dw T ="
u:fzg—’;’ v fz%—“;'
| ow | ow '
ox 9y

Abbildung 2.3.: Kinematik der schubstarren Platte

Die kinematischen Annahmen sind zum einen die Normalenhypothese, zum anderen die An-
nahme, dass die Mittelfliche unverzerrt bleibt. Wie in Abb. 2.3 veranschaulicht, bedeutet Nor-
malenhypothese, dass Querschnitte die vor der Verformung senkrecht auf die Mittelebene
orientiert sind, auch nach der Verformung normal auf die Mittelebene stehen. Dies stellt, wie
sich zeigen lasst, fiir diinne Platten mit

h<<lb (2.6)

eine gute Naherung dar. Die Forderung, dass die Mittelebene unverzerrt bleibt, ist bei Einhal-
tung der Bedingung w << h ebenso erfiillt |5, 6].
Um die virtuellen Arbeiten aus Gl. (2.5) abzuleiten, werden die kinematische Grofen, Verschie-
bungen und Verzerrungen benotigt, und des weiteren besteht die Notwendigkeit, Spannungen
als Funktion der Verzerrungen mittels Werkstoffgesetz zu ermitteln.
Mit der angenommenen kleinen Plattendicke gilt fiir die Kinematik der Verformung, mit den
genannten Hypothesen
u(z,y,z;t) = —zg—x
v(z,y,zit) = -z (2.7)
w(z,y,z;t) =w(z,y,0;t)



2. Finite-Elemente-Methode fiir schubstarre Platten 7

Die gesuchten Verzerrungen ergeben sich durch entsprechendes Ableiten der Verschiebungen
Zu:

0 9?2
€xx — 8_1;‘ = —z 8;15
_ Ov _ _ 0w
Cyy = By - Z6y22 (2.8)
_ Ou ov 0w
Yoy =y T ox = " 2Z%m0y

Zur Ermittlung der Spannungen muss noch eine dritte Annahme getroffen werden. Und zwar
werden Normalspannungen in Schnitten parallel zur Mittelebene vernéchlassigt [16], d.h. es
wird

|022| << 0wzl oyl (2.9)

Es ldsst sich zeigen, dass diese Annahme fiir diinne Platten, fiir die Gl. (2.6) gilt, erfiillt ist.
Fiir die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen wird von einem isotropen, homogenen Material
ausgegangen, welches dem HOOKEschen Gesetz geniigt und sich fiir den ebenen Spannungs-
zustand ohne Temperaturfeld, zu

€xxz = %(_}'O-a:m - ngy)
€ = %(—1/ Ozz + Oyy) (2.10)
Yoy = GTay

ergibt [16].
Lost man die Gl. (2.10) nach den Spannungen auf, so ergeben sich mit Gl. (2.8) die Spannungen
des ebenen Spannungszustandes an der KIRCHHOFFschen Platte zu

E E o 9?2
rar = B (s = ve) =~ (28 + 028
_F _ Ez 82w 82w
Op = 700 (Ve +6py) = =153 a7 TV (2.11)
_ _ _ _F 2%w
Toy = GYay = T3+ (2281;831) :

Die Ergebnisse aus GL (2.11) in VoiGTscher Notation zusammengefasst

o 1 v O —Z52

Tx E 8%
oy | = v 1 0 —20u (2.12)
Txy 0 0 =5 _228:5(191;

o QETSZ M

ergeben den Vektor der Spannungen ¢, den Vektor der Dehnungen ¢ und die Spannungs-
Verzerrungs-Matrix C' fiir den ebenen Spannungszustand

1 v O
E
C= 1 s|lv 1 0 (2.13)
oo
mit dessen Hilfe das Werkstoffgesetz in der Form
c=Ce (2.14)

geschrieben werden kann.
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4 B

@

Abbildung 2.4.: Spannungen an der schubstarren Platte

Es wird an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass es in der Plattenmechanik {iblich ist, mit
langenbezogenen Schnittgréfen zu arbeiten. Diese Darstellung wird fiir die Ableitung der vir-
tuellen Arbeiten jedoch nicht explizit benétigt und daher aus Griinden der Ubersichtlichkeit
an dieser Stelle nicht wiedergegeben. Eine Darstellung der lingenbezogenen Schnittgrofen fin-
det man bei der analytischen Ableitung der Plattengleichung in Kapitel 4.1.

2.2.2. Virtuelle Arbeit der inneren Krafte

Setzt man die oben gefundenen Beziehungen fiir die Dehnungen, Gl. (2.8), und Spannungen,
Gl. (2.10), in den Ausdruck der virtuellen Arbeit der inneren Kréfte

Wing = — / 5" adV
Vv

ein, so erhdlt man den Ausdruck

I 1 v 0 T og?
_ 92w %w 0%w 2w
M/th_—/é{z[—a? ~ %y —2(9:,381,]}1”2 v 10l =G |y
J 00 3 -2
Ozxdy
und nach dem Aufspalten des Integrals dV = dAdz
o B 1 v 0 —(32;5
92w Pw 2w O w
5Wz‘nt:—/5 [_W o 2oy ] /21—1/2 v 1(—)1/ 2z _%y; “
4 h 00 5~ 2505y

10
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erhélt man die verallgemeinerte Spannungs-Verzerrungs-Beziehung ' . fiir die KIRCHHOFFsche
Platte unter Biegebeanspruchung

+7
? 1 v O 1 v 0
E EhR?
:b:/zl s|1v 1 0 zdz:121 ~|v 1 0 (2.15)
EE R o0 s
2
Mit oy
K=—7—7#— 2.16
12(1 — v?) (2.16)
wird die Plattensteifigkeit eingefiihrt. Die virtuelle Arbeit der inneren Kréfte lautet also
Wit = — / 5ngbgdA. (2.17)
A

2.2.3. Virtuelle Arbeit der dulleren Krafte

Einsetzen der gefundenen Beziehungen fiir die Verschiebungen in den Ausdruck der virtuel-
len Arbeit der dufseren Krifte ergibt unter der Annahme, dass in der diinnen Platte keine

Volumskrafte vorhanden sind:
Wewr = / SulpdA. (2.18)
A

2.2.4. Virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte
Mit den Verschiebungen aus Gl. (2.7) ergibt sich der Beschleunigungsvektor

2 1 Ow 0% [ dw
) —z %(Za—w) -z 0 0 %(Za—m)
U=\ —z @(6—:’) = 0 —z O W(8—1;)

W 0 0 +1 W

durch zweimaliges Ableiten nach der Zeit. Mit dem in Matrizen aufgespaltenen Vektor der
Verschiebungen GI. (2.7)

( —z 0 0
QT:[% (89_1; w} 0 —z O
0 0 +1

ergibt die virtuelle Arbeit der Trigheitskréfte

5VViner‘tia = /(5@T P (_Q) av

|4
2 0 0 2 0 0 2(52)
w w 2 w
5Winertia = _/5[ (89_m (?9_y w } 0 —z 0 p 0 —z 0 g?(g_y) av.
0 0 —+1 0 0 +1 W



2. Finite-Elemente-Methode fiir schubstarre Platten 10

Nach Aufspalten der Integration in dV = dAdz

-2 0 0 2 0 0 2 (2w)
ow Jw 2w
IWinertia = —/5[ W o W ] / 0 —2 0 [p| 0 —2 0 |dz %(%—y) dA
“ h 0 0 +1 0 0 +1 W
2
~
erhélt man die Tragheitsmatrix P
-z 0 0 —z 0 0 2000
P = / 0 —z 0 p 0 —z 0 dz=ph| 0 % 0
h 0 0 +1 0 0 +1 0 0 1
2

Die ersten beiden Eintrige reprasentieren die beiden rotatorischen Trigheiten der Platte und
der letzte Eintrag die translatorische Trigheit. Zusammenfassend lautet die virtuelle Arbeit
der Tragheitskrifte

6VVinertia = - /5QT£ﬂdA (219)
A

Abschliefiend sei noch angemerkt, das sich der Ausdruck fiir die virtelle Arbeit der Tragheits-
krafte unter Vernachlissigung der rotatorischen Trigheiten auf die Form

5Winertia = — / ow P hdA (220)
A

reduzieren lésst. Diese Vereinfachung wird spéter noch zum Vergleich mit der analytischen
Losung bendtigt werden.

Zusammenfassend lasst sich die virtuelle Arbeit der KIRCHHOFFschen Platte

—/5§Tgb§dA+/(MTpdA—i—/(Sng(—Q) dA =0 (2.21)
A 4 4
Wint 51/?/;t 5W;;7'till

schreiben.
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2.3. Finite-Elemente-Methode fiir schubstarre Platten

Nachdem die physikalischen Zusammenhénge fiir die schubstarre Platte in das Prinzip der vir-
tuellen Arbeit eingearbeitet wurde, ist nun das Ziel, die mit Gl. (2.21) gegebenen Ausdriicke
fiir die virtuellen Arbeiten, mittels der Methode der finiten Elemente zu diskretisieren. Die
Diskretisierung soll an dieser Stelle jedoch ohne Bezug zu einem speziellen finiten Element
durchgefiihrt werden. Der Bezug zu speziellen finiten Elementen fiir die KIRCHHOFFsche Plat-
te, wird dann ausfiihrlich in Kapitel 3 gegeben.

Bei der Methode der finiten Elemente fiir Plattentragwerke wird die Plattenmittelebene durch
eine endliche Anzahl (1 < m < M) an finiten Elementen in kleine, jedoch endlich grofke
(finite) Bereiche unterteilt. Fiir diese Gebietsdiskretisierung werden in dieser Arbeit nur drei-
eckige Bereiche zugelassen, obwohl auch rechteckige Bereiche moglich sind. Die Elemente sind
an Knotenpunkten miteinander gekoppelt, wobei die Weggrofen in den Knotenpunkt u die
Unbekannten des diskreten Systems darstellen. Diese Unbekannten werden im weiteren auch
als Freiheitsgrade bezeichnet. Innerhalb des abgegrenzten Elementvolumens V(™ werden die
Verschiebungen oder allgemein Weggrdfsen durch entsprechende Ansatzfunktionen mit den
Knotenpunktsfreiheitsgraden verkniipft [6]. Die Wahl der Elementfreiheitsgrade und die Er-
mittlung der dazugehorigen Ansatzfunktionen, kann als elementspezifisch gesehen werden und
wird daher ausfiihrlich in Kapitel 3 behandelt.

Fiir die Plattendurchbiegung w(x,y,0;t) innerhalb eines finiten Elementes nach der KIRCH-
HOFFschen Plattentheorie fiihrt dies auf
w(a,y, 0;6)™ = H(x,y)™ a(t)™. (2.22)

Die Matrix H(z,y)™ ist die Matrix der Ansatzfunktionen und ist bei der KIRCHHOFFschen
Platte von der Dimension [1 x N], wobei mit N die Anzahl der Knotenfreiheitsgrade je Ele-
ment bezeichnet werden soll. Die Anzahl der Elementfreiheitsgrade ist, wie spater noch gezeigt
wird, vom Element abhéngig. Der Vektor u(t) hat dementsprechend die Dimension [N X 1]
und enthélt die generalisierten Knotenfreiheitsgrade des jeweiligen Elementes [6, 9].

Setzt man nun den Verschiebungsansatz, Gl. (2.22), in Gl. (2.8) ein, erhélt man die Element-
dehnungen in Matrizennotation

82
ECL’CL’ @
E(xvyazvt)(m) - Eyy = (—Z) (?_1/22 w(xay70>t)(m)
Vey 2 afjay
D(w.y,2)
= D(x,y,2) H(z,y)™ a(t)™. (2.23)

Die Matrix D(x,y, z) wird als Differentialoperatormatrix bezeichnet. Mit der Abkiirzung

B(z,y,2)™ = D(z,y, 2) H(z, y)™ (2.24)

lassen sich die Elementdehnungen verkiirzt schreiben als

e(z,y, %)™ = B (2,y,z) a(t) ™. (2.25)
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Die Matrix B(z,y,2) wird im allgemeinen als B-Matrix bezeichnet [6]. Fiir die Elementspan-
nungen ergibt sich nach Einsetzen in Gl. (2.14)

oy, z0)"™ = C B(x,y, 2)™ at)™. (2.26)

Die diskreten Ausdriicke fiir die Elementverzerrungen und Elementspannungen, werden nun
in die Ausdriicke der virtuellen Arbeit der KIRCHHOFFschen Platte, Gl. (2.21), eingesetzt. Bei
der Ableitung der Ausdriicke der virtuellen Arbeiten wird im Folgenden darauf verzichtet, die
unabhéngigen Groéfen anzugeben.

2.3.1. Virtuelle Arbeit der inneren Krafte

Mit den Ausdriicken fiir das diskrete System, Gl. (2.25) und Gl. (2.26), wird die virtuelle Arbeit
der inneren Kréfte fiir die Vereinigung aller Elemente

Wi = — /56 odV = — U / 5em” gmqy(m) — (mTU/ g(M)é(m)dv(m)g
M) (m) m)wm)
é‘(;)
N g J/

oder mit der Abkiirzung der Systemsteifigkeitsmatrix K
Wint = —00" K 0

Dabei ergibt sich der Vektor der generalisierten Koordinaten @ aus der Vereinigung der Kno-
tenpunktsverschiebungsvektoren fiir die einzelnen Elemente

@zU@
Die Matrix
K — / BT gt Bom) gy m) (2.27)
Vv(m)

wird als Elementsteifigkeitsmatrix bezeichnet und dessen Ableitung fiir spezielle finite Plat-
tenelemente ist Inhalt des Kapitels 3.

2.3.2. Virtuelle Arbeit der dulleren Krafte

Die analoge Vorgangsweise liefert einen Ausdruck fiir die virtuelle Arbeit der duferen Kraft-
grofsen

Wy = / ou"pdA = / a ™" Hm pd A V=" J / HM pgAm

A (m)A(m) (m)A(m)

/

('m)
Eczt
~ v
~~

F

—ext
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des diskretisierten Systems, wobei die Belastung eine Funktion des Ortes p(z,y) sein kann.
Mit der Bezeichnung des Vektors der duferen Kraftgrofien F,, lisst sich die virtuelle Arbeit
in der Form

=—ext

5W€It - 5QTEegjt
angeben. Die Ableitung der Elementkraftgrofsen

P - / H™ pd A (2.98)

wird in Kapitel 3 gezeigt.

2.3.3. Virtuelle Arbeit der Tragheitskrafte
Die selbe Vorgangsweise auf die virtuelle Arbeit der Trigheitskréifte angewandt, ergibt

Winertia = / 5u” P (—ii) U / su™” Pimavem — —5i” | | / 72" prE™ av g,
\%4
ﬂn)
M

Die Matrix H unterscheidet sich zur Matrix H aus Gl. (2.22) durch die Beriicksichtigung der
Verschiebungen u und v

u(z,y, z;t)
u(z,y, 2 )™ = | v(z,y,2t) | = H(z,y,2)™ a@t)™,
w(z,y,0;t)

wodurch die rotatorischen Trigheiten beriicksichtigt werden. Entgegen obiger Konvention,
erfolgt hier die Angabe der unabhéngigen Grofen. Es wird besonders darauf hingewiesen, dass
im Unterschied zur Matrix der Ansatzfunktionen H aus Gl. (2.22), die Matrix H zusitzlich
von der z-Koordinate des Systems abhingig ist. Hierin wird ausgedriickt, das der Arbeitsweg
der dufseren Lasten nur in z-Richtung, die Arbeitswege der Tragheitskrifte allerdings in alle
drei Raumrichtungen wirken. Das Ableiten der Elementmassenmatrix

Vv (m)

ist wieder Aufgabe des Kapitels 3. Die virtuelle Arbeit der Trigheitskrifte lautet mit der
Elementmassenmatrix M

~T
5Winertia = —iu

(2.30)

I
|>:
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Abschliefsend sei noch angemerkt, dass es wieder moglich ist, die rotatorischen Tragheiten zu
vernachlassigen, wobei sich die virtuelle Arbeit

5Winertia:/(5up U / (5u(m "(m)dv( &ALTU / H(m H(m)dV Q

14 Vv (m) (M)

12>

5I/Vinertia - _5Q %
und die Elementmassenmatrix
Q/H m) gy (m) (2.31)
v (m)

analog ergeben.

Zusammenfassend lasst sich die virtuelle Arbeit der KIRCHHOFFschen Platte nach der Diskre-
tisierung mit der Methode der finiten Elemente

—ou” Ku+5u F . +—6t"Mu=0
N ;) N—— —
6Wint 6Wezt 6Winertia
bzw. .
ou" (<K i+ F,y—Mi) =0 (2.32)

schreiben [2, 6]. Gl.(2.32) muss fiir jede beliebige virtuelle Verschiebung o4 erfiillt sein, was
dann - und nur dann - moglich ist wenn der Ausdruck in der Klammer verschwindet [6].
Hieraus folgt das lineare, inhomogene Differentialgleichungssystem

=
|=>

+Mi=F,,. (2.33)

——ext
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3. Konformes, dreieckiges
Kirchhoff-Plattenelement

Nach der Einfithrung des Verschiebungsansatzes, Gl. (2.22), und der Diskretisierung der vir-
tuellen Arbeit, wird die in Kapitel 2.3 vorgestellte Matrix der Ansatzfunktionen fiir das in
dieser Arbeit behandelte KIRCHHOFF-Plattenelement abgeleitet. Die Ausfiihrungen beginnen
mit dem einfachsten Ansatz fiir dreieckige Elemente und baut die Inhalte fiir das von Hsieh,
Clough und Tocher vorgestellte Element schrittweise auf.

3.1. Plattenelemente mit 9 generalisierten Koordinaten

Wir gehen fiir die folgenden Ableitungen von natiirlichen Koordinaten r und s aus, wie sie
in Abb. 3.1 fiir ein einfaches dreieckiges Plattenelement mit allgemeiner Lage im kartesischen
Koordinatensystem dargestellt sind |6, 22].

y 31 (0/1)
(IS/ys)
3
1 2
(0/0) (1/0)
9
‘ (/1)
1
(w1/y1)

Abbildung 3.1.: Dreieckiges Plattenelement mit neun generalisierten Koordinaten

Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten ist innerhalb des Dreieckes durch

x(r,s)=(1—r—s)r;+ras+ sxs

3.1
y(r,s) =(1—r—s)y1 +7 Y2+ 5 ys (3.1)
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gegeben. Ableitungen von Funktionen h = h(x,y) nach den natiirlichen Koordinaten erfolgen
dann unter Beachtung der Kettenregel

0 0 0 o 0 0 0
& Y (=21 +22) + o= (=1 +42) (3.2)

or ozror oyor o oy
0 0 Ox 0 Oy 0 0
%—%%-l-a—y%—8—y(—l’1+1’3)+8—y(_y1+y3)- (3.3)

Die Umkehrtransformation fithrt mit der JACOBI-Matrix
_ @ _ % % _ —T1+ T2 —X1+ T3 _ +c3 —cCo (3 4)
=l or s - +y v+ us —bs +by '

bzw. deren Inversen

J—1:@_[% g_;}:i[—w-i—yg +x1—x3]:[+b2 +CQ:|
=1 9os 2

Oz g; g_; Al +n—y2 —21+ 22 +b3 Hc3
auf 5 ' ; ;
92— a4 \ Thg thsg 3.5
ox 2A (+ 28r T 385) ( )
und 5 X ) ;
a0 9A o e 3.6
dy 24 <+C2 or tes 85) (3.6)
wobei die Abkiirzungen
bi=yi—ye wd o= (75— ) (3.7)

eingefithrt werden [4]. A ist die Fliache des Dreiecks und ergibt sich mit den Abkiirzungen zu
2A = C3 bg — Co b3 = detél. (38)

Die minimale Anzahl an Freiheitsgraden ist mit der Verschiebung w, und den Verschiebungs-
ableitungen w , und w , nach den jeweiligen Koordinatenrichtungen je Elementknoten gegeben.
Um die drei Freiheitsgrade als Funktion der Freiheitsgrade in den Elementknoten ausdriicken
zu konnen, wird ein vollstdndig kubisches Polynom mit 10 Termen gewéhlt. Da fiir die Geome-
trieapproximation mit Gl. (3.1) ein linearer Ansatz vorliegt, fiir die Verschiebungen aber ein
Polynom dritter Ordnung, spricht man auch von einem subparametrischen Element [6]. Ob-
wohl die Verschiebungsableitungen nach x und y gefordert werden, wird folgende Darstellung
der Einfachheit halber in natiirlichen Koordinaten durchgefiihrt, wobei der Zusammenhang
mit dem kartesischen Koordinatensystem durch Gl. (3.5) und Gl. (3.6) gegeben ist.

Bestimmt man die zehn Koeffizienten des kubischen Polynoms
W=y + aor + a3s + aur? + asrs + ags® + arrd + agr?s + agrs® + aqps’ (3.9)
unter Beriicksichtigung der Ableitung in natiirlichen Koordinaten

%:Z = +ay +20ur +ass + 3ar; 1?2 4 2075 + (gs? (3.10)
Js

= +as +asr + 204 +ags® +2a97r s + aqg S
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durch Auswertung an den Elementknoten, so werden die Koeffizienten as, ag und ag nicht
vollstéandig bestimmt.

Erste Losungsansitze fiir dieses Problem findet man in den Arbeiten von Adini [1] und Tocher
[20]. Adini versuchte das Problem durch die Annahme a5 = 0 zu I6sen und erhielt ein Element,
welches keine konstanten Verwindezustéiinde, fiir den Fall § = 90° (vergleiche Abb. 3.1), abbil-
den kann [4, 9]. Tocher erhielt mit der Annahme ag = ay eine Einschrinkung der Knotenfrei-
heitsgrade wy s — w; s = w3, — wy,. Das Element zeigt auf Grund der schlecht konditionierten
Elementsteifigkeitsmatrix sehr langsames Konvergenzverhalten [4]. Weitere Versuche von To-
cher, im Schwerpunkt des Dreiecks einen zusétzlichen Verschiebungsfreiheitsgrad anzusetzen
und diesen anschliefend zu kondensieren, fithrten ebenso nicht zum Ziel [9].

3.2. Plattenelement mit 10 generalisierten Koordinaten

Nach den obigen Uberlegungen ist nun das Ziel, einen weiteren Freiheitsgrad einzufiihren,
um die zehn Koeffizienten des kubischen Polynoms eindeutig bestimmen zu kénnen. Da mit
dem kubischen Polynomansatz ein quadratischer Verlauf der Tangentialfliche gegeben ist,
erscheint es sinnvoll den zehnten Freiheitsgrad als die Normalenableitung w,, in der Mitte
einer der Seitenkanten zu wahlen.

y 3 ((0/1)
(z3/y3)
3

Abbildung 3.2.: Dreieckiges Plattenelement mit zehn generalisierten Koordinaten

Bevor wir einen solchen Freiheitsgrad einfithren konnen, miissen wir einen Zusammenhang
zwischen den im Mittelpunkt einer Seite befindlichen, lokalen jedoch rechtwinkeligen m,n-
Koordinatensystem und dem natiirlichen Koordinatensystem, wie in Abb. 3.2 dargestellt her-
zustellen. Die Transormation der (x — xg), (y — yo)-Koordinaten in m, n-Koordinaten lautet

m(z,y) = +cos(m, x)(x — xo) + cos(m, y)(y — o)

n(z,y) = +cos(n,z) (x — x0) + cos(n, y) (y — yo) (3.11)
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und damit die JACOBI-Matrix

gm  gm cos(m,x) cos(m,y)
4, = { g—ﬁ % } - [ COS(TL7$) cos(n’ ) | (3.12)
Ox dy ’ Y
bzw. 9 5
Einsetzen von Gl. (3.13) in die Definition der mit Gl. (3.4) gegebenen JACOBI-Matrix
0 0
—==—J
at az =1

ergibt den gesuchten Zusammenhang der Gradienten in natiirlichen Koordinaten (r,s) und
der Gradienten in lokalen Koordinaten (m,n)

0 0

— = — ) 14
TN (.14
Die so entstandene JACOBI-Matrix fiithrt auf
m  Im
L4-| % % | (3.15
or Os

und die Anwendung auf die mit Gl. (3.11) gegebene Koordinatentransformation liefert

9m = cos(m, x)(—x1 + T2) + cos(m, y)(—y1 + ya) = cos(m, 1) 12

Zn = cos(m, x)(—x1 + x3) + cos(m, y)(—y1 + ys3) = cos(m, s) l13 (3.16)
e = cos(n,z) (—x1 + x2) + cos(n, y) (—y1 + y2) = cos(n,r) l12 '

S =cos(n,x) (—x1 + x3) + cos(n,y) (—y1 + ys) = cos(n, s) ls.

Die Ableitungen der lokalen m, n-Koordinaten nach den natiirlichen r, s-Koordinaten, stellen
Projektionen der Elementkanten 1 — 2 und 1 — 3 auf die Kante, die den Knoten triagt (2 — 3)
dar. Aus der Umkehrabbildung
0 0 < 7 ) -1
(9m 07“ —2=1

<J J )_1 _ 88_,:1 8_:; ]- —U1 + Ys _(_xl + 1'3) . + COS(n, y) - COS(m, y)
05 —(=y1 +12)  —x1+ 2o —cos(n,z) 4+ cos(m,x)

[\ /O
-~ -~

om  On

—1 —1
é1 £2

folgt nach Ableiten entsprechend der Kettenregel

ow B owdr Ow 0s

on ~ Or on + s On (3.17)

und Abkiirzung der auftretenden geometrischen Terme mit Gl. (3.16)

ow _ 4 Ow (=y1+ys) (= cos(m,y))—(—z1+x3)(+ cos(m,z))
on or 2A

40w (=y1+y2) (= cos(m,y))+(=21+x2)(+ cos(m,z))
Jds 2A
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der gesuchte Zusammenhang zwischen der Normalenableitung

(3.18)

ow 8w{ l13 cos(m, s)] 8w[ l12COS(m,T’):|
T or | MY

o or oA s

und der Ableitungen in Richtung der natiirlichen Koordinaten.

Y

Abbildung 3.3.: Dreieckiges Plattenelement mit Kantenfreiheitsgraden

Setzt man in die oben gefundenen Beziehungen die Koordinaten der Knoten 4, 5 und 6 nach
Abb. 3.3 ein, so lassen sich nach Multiplikation mit den entsprechenden Hohen des Dreiecks,
die gefundenen Ausdriicke fiir die drei Knoten auf den Elementkanten weiter vereinfachen

l13 cos(my, s l1o cos(my, T
w47n - w477‘ |:_ 13 2; ! ):| + w4,s |:+ 12 264 . ):| | : h3
l13 cos(my, s)h
hg Wyp = —Wyar |: 13 (2A4 ) 3:| Wy, s (319)
ds
. l13 COS(TTL5, 8) l12 (308(77’1,57 T’)
Ws,.n = Wy p {— 54 + w5 |+ 5 A |- hy
[ h —1 h
hy ws,p = —0s,1 [ 13 005(271';&1573) 1] —ws,s [ 12 0032(1’21575) 1] (3.20)

dy 1—d1
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e cos(mg, 3)} " [+l12 Cos(mg,r)} ' hy

2A 2A
—l15 cos(mg, s)h
ho We,n = We,r — We,s [ 2 Z(A 6 ) 2} .

[\ /
-~

da

We,n = We,r |:

(3.21)

Wihlt man nun die Normalenableitung in Knoten 5, GI. (3.20), als zehnten Freiheitsgrad, so
lassen sich die Polynomkoeffzienten eindeutig bestimmen. Unter Beriicksichtigung der folgen-
den Abkiirzungen

fi=7r*3-2r)

fo=1*(r—1)

f3 = 7"28

f1=5%*(3— 2s)

fs =rs®

1) (3.22)
fr=1=fi—Ja

fs=rl(r—1)* =
fo=sl(s =1)* =17
fio=rs(l1—r—ys)

ergeben sich die Komponenten der in Kapitel 2.3 mit GI. (2.22) eingefiihrten H-Matrix zu

hi = (fr — 6f10)

hy = les(fs — 2f10) — ca(fo — 2f10)]

hs = [=bs(fs — 2f10) + b2(fo — 2f10)]

hy = (f1 + 6dy f10)

hs = {c3(f2 — difi0) — ca[fs + (1 + di) fro} (3.23)
he = {—b3(fa — dif10) + b2[fs + (1 + d1) fio} .
hr = [fas+ 6(1 — d1) f10]

hs = {cs[fs + (2 = dv) fio] — c2[fo — (1 — dv) fiol}

hg = {=bs[f5 + (2 — dy) fio] + b2[f6 — (1 — d1) f10]}

hio = 4hy f1o.

Nach Transformation der gefundenen Komponenten in das x, y-Koordinatensysten mit Gl. (3.5)
und GI. (3.6), lisst sich die mit Gl. (2.22) gegebene Durchbiegung nun in der Gestalt

ow

w = hy wy+hy Oz

ow ow ow ow ow ow
hs —|1+h hs —|o+he =—|2+h77 hs —|3+ho —|3+h10 =—
1+ ay|1+ 4 W25 o7 PR ay|2+ 7( W3+hg o7 ER oy |3+h10 8n|5
als Funktion der Knotenfreiheitsgrade angeben.
Diese Vorgangsweise sichert die Stetigkeit der Verschiebungen entlang aller Elementkanten.

Stetigkeit der Normalenableitung ist an der Elementkante 2-3 gegeben, jedoch nicht an den
Kanten 1-2 und 1-3 [4].
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3.3. Plattenelement mit 12 generalisierten Koordinaten

Das in Kapitel 3.2 vorgestellte Element mit zehn generalisierten Koordinaten, wird nun ver-
wendet, um ein konformes, dreieckiges Plattenelement abzuleiten. Hierfiir werden drei dieser
Elemente, wie in Abb. 3.4 dargestellt, angeordnet [4, 9, 13]. Dabei muss darauf geachtet werden,
dass sich die Urspriinge der natiirlichen Koordinatensysteme der Subelemente im gemeinsamen
Punkt C befinden.

Y
wWa
Wy
wgy
z O xT

Abbildung 3.4.: Dreieckiges Plattenelement mit zwolf generalisierten Koordinaten

Die Koppelung der drei Subelemente a, b und ¢ an den Eckknoten bedingt die Erfiillung der
kinematischen Koppelbedingungen

C a __ C a __ C a __
a — a J— a —
c __ c __ c __

Mit diesen neun Gleichungen reduzieren sich die Freiheitsgrade von den 3 - 10 = 30 Frei-
heitsgraden der 3 Subelemente, auf 21 noch zu bestimmende Freiheitsgrade. Sechs weitere
Bestimmungsgleichungen konnen aus der kinematischen Koppelung der Subelemente im ge-
meinsamen Punkt C generiert werden

C a __ C a J— c a J—
wC - w?r — O, wox - U}gx — 0, wcy - wgy — O,
w —wg =0, W, — We, =0, we, — we, =0, (3.25)
wl — wg =0, wl, —wé, =0, wbcy — wey, = 0.
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Durch Einfiihrung der Freiheitsgrade we, we, und we, im Punkt C konnen jedoch aus den
neun Gleichungen nur sechs weitere Unbekannte eliminiert werden. Es verbleiben also noch 15
Freiheitsgrade [9]. Die Forderung, das die Subelemente an den inneren Elementkanten auch
einen stetigen Ubergang der Normalenableitungen aufweisen miissen, wird unter Beriicksich-
tigung der Gl. (3.19) und GI. (3.21), durch drei weitere Gleichungen an den Punkten 7, 8 und
9

wd, —wb =0,

wh, —w§, =0, (3.26)

w§, —wh =0
sichergestellt. Durch das mit Gl.(3.26) gegebene Gleichungssystem lassen sich die drei Frei-
heitsgrade im Punkt C durch die zwolf resultierenden Elementfreiheitsgrade ausdriicken [4,
9, 13]. Aufstellen der GI. (3.19) und GI. (3.21) fiir das jeweilige Subelement und Einsetzen in
die mit Gl. (3.26) gegebenen kinematischen Zwangsbedingungen, fiihrt nach Umordnung der

entsprechenden Terme, unter Beriicksichtigung des Vektors der generalisierten Koordinaten
L T 97
Uy = [wl Wi wly‘ Wz W2y w2y| W3 W3z W3y ’ Wyn Wsn w6n] (3- )

auf ein Gleichungsystem der Form

Atc =By
Nach Inversion
@c = é_l é Uy
—
Q

erhilt man mit der Matrix @) Ausdriicke fiir die Freiheitsgrade des Punktes C als Funktion
der zwdlf generalisierten Koordinaten. Die Spalte - enthilt die Freiheitsgrade im Punkt C.

Die Freiheitsgrade des Punktes C konnen nun unter Beriicksichtigung der mit Gl. (3.28) ge-
gebenen kinematischen Nebenbedingungen kondensiert werden [4, 9, 13]. Die Kondensation
ergibt fiir die virtuelle Arbeit der inneren Krifte, mit dem Vektor der generalisierten Koordi-
naten

i = [w1 wip Wiy | Wa Wy Way | W3 Wi Way | Wan W Wen | e Wew wey]"

Vv Vv
~T ~T
Uy U

K K Q
Wine = — [0} 0F) [:AA :AC} {ﬂ
£CA éoa Uc

Wiy = — <5Q££AA T 5QC£CA> iy — (5@££AC T 5@g£cc> e

Wiy = — 005 (gAA +QTE,, + K, Q+Q"K,, 2) i (3.29)

wobei obiger Ausdruck wieder fiir beliebige virtuelle Verschiebungen giiltig sein muss, woraus
sich die Steifigkeitsmatrix fiir das Element nach Hsieh, Clough und Tocher, kurz HCT-Element,
mit zwolf Freiheitsgraden ergibt

. (3.30)

_ T T
gHOT o £AA +2 £C’A +£ACQ +2 écc

10
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Ohne explizite Herleitung ergibt sich auf analogem Weg, aus der virtuellen Arbeit der Trag-
heitskrifte die Massenmatrix des Elements, zu

_ T T
ﬁHC’T o %AA - 2 ﬂcA T %Acg T 2 ﬂco 2 (3.31)

Aus der virtuellen Arbeit der dufteren Krafte

AT e F
5Wezt = [6Q£ 6@2} |: Eg :|

Wew = 00y (Fu+ Q" Fr) iy

folgen die Elementkraftgrofien
Fper=F,+Q" Ec. (3.32)

Das so entstandene Element ist das von Hsieh 1963 vorgeschlagene Element mit zwolf genera-
lisierten Koordinaten. Die Methodik der Assemblierung ist jene, die von Clough und Tocher
1965 vorgestellt wurde. Unter der Annahme eines linearen Verlaufes der Normalenableitung
entlang der dufkeren Elementkanten, ldsst sich eine auf neun Freiheitsgrade reduzierte Version
ableiten [4, 9].

Eine weitere Modifikation des Elementes nach Hsieh, Clough und Tocher wurde 1968 von
Clough und Felippa auf der Second Conference on Matrixz Methods in Structural Analysis auf
der Wright-Patterson AFB vorgestellt |[7]. Bei diesem Element handelt es sich um ein rechtecki-
ges Plattenelement, das in vier Subdreiecke unterteilt ist, wobei fiir jedes Subdreieck das von
Hsieh vorgeschlagene dreieckige Element mit drei Subdreiecken verwendet wird. Die Assem-
blierung des Rechteckelementes benutzt wieder kinematische Zwangsbedingungen innerhalb
des Elementes zur Kondensation des Koppelpunktes der vier Subdreiecke |7, 13].

Gallagher [13] vervollstindigt die Reihe der Elemente welche durch triangular element subdi-
vision generiert werden, in dem er ein von Connor und Will [10] vorgeschlagenes dreieckiges
Plattenelement zeigt. Dieses dreieckige Element wird nur aus zwei Subdreiecken assembliert.
Fiir die Assemblierung ldsst Connor die gemeinsame Kante der beiden Subdreiecke mit der
geometrischen Hohe des Dreiecks zusammenfallen. Fiir die beiden Subdreicke wird jeweils ein
neungliedriger Polynomansatz gewahlt, wobei sich beide Polynome einen gemeinsamen Satz
an Koeffizienten teilen. Durch geeignete Wahl des lokalen Koordinatensystems, und Forderung
eines linearen Verlaufes der Normalenableitung an zwei Elementaufienkanten, lassen sich die
Koeffizienten eindeutig bestimmen.

Die Ergebnisse, die mit dem oben abgeleiteten Element am Beispiel der Kreisplatte unter
statischer Gleichlast erhalten wurden, findet man mit einem Vergleich der analytischen Lo-
sung im Anhang A dieser Arbeit. Das Konvergenzverhalten des HCT12-Elementes ist fiir die
Kreisplatte unter Beriicksichtigung zweier unterschiedlicher Lagerungen in Anhang B wieder-
gegeben. Eine mit dem Element gerechnete Eigenwertanalyse, und die zu den Eigenwerten
gehorenden Eigenvektoren, sind im Vergleich mit der analytischen Losung im Anhang D wie-
dergegeben. Um die Giite des Elementes im Vergleich mit der analytischen Losung zu messen,
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wurde die vereinfachte Massenmatrix nach Gl. (2.31) verwendet, da keine analytische Losung
unter Beriicksichtigung der rotatorischen Trigheiten bekannt war. Der Unterschied, der sich
aus der Vernachlassigung der rotatorischen Trigheiten in der Elementmassenmatrix ergibt, ist
ebenso im Anhang D zu finden.

Abschliefsend sei noch angemerkt, dass Brebbia und Connor [4] Punkt C in allgemeiner La-
ge skizzieren, jedoch, genauso wie Clough und Tocher [9], fiir die Lage des Punktes C den
Schwerpunkt des Dreiecks vorschlagen. Dies stellt tatsdchlich die giinstigste Variante dar. Die
Subelemente sind fiir die Lage im Schwerpunkt gleichseitige Dreiecke, und man erkennt in
Gl. (3.20), dass sich dann - und nur dann - keine der beiden natiirlichen Koordinaten bei der
Bildung der Normalenableitung im lokalen Punkt 5 (vergleiche Abb. 3.3) bevorzugt wird. Eine
sehr einfache Sensitivitdtsstudie, die den Einfluls der Wahl des Punktes C auf die Giite der
mit dem Element gefundenen Losung zeigt, findet man in Anhang C.
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4. Analytische Losung der
Plattengleichung

Die Plattengleichung wird vorerst in einem kartesischen Koordinatensystem unter Beriicksich-
tigung von Temperaturmomenten sowie translatorischen und rotatorischen Trigheiten abgelei-
tet. Spiter erfolgt der Ubergang auf ein Polarkoordinatensystem mit rotationssymmetrischer
Belastung und Geometrie ohne Temperaturfeld. Die rotationssymmetrische Plattengleichung
wird anschliefsend fiir statische und dynamische Aufgaben geltst.

4.1. Die Plattengleichung

Abb. 4.1 zeigt zwei Schnitte parallel zur x, z- und y, z-Koordinatenebene in der unverformten
und verformten Konfiguration einer diinnen Platte. Legt man die KIRCHHOFFsche Hypothese
bei der Ableitung der Plattengleichung zu Grunde, so bleiben Querschnitte vor und nach der
Verformung senkrecht auf die Mittelebene.

.................... _T,u Y
P P
‘z,w ‘z,w
~—_ dx — - dy
Y \\.\dw N \\\d,

— _, 0w — _, 0w
u=—z% v=—z%,

| — Ow | — Ow

ox Ay

Abbildung 4.1.: Kinematik der schubstarren Platte

Die kinematischen Grofen ergeben

u(z,y, zit) = —2g2
v(x,y, z;t) =—25 (4.1)

w(z,y, z;t) = w(x,y,0;t)
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wobei die Abhéngigkeiten von den kartesischen Raumkoordinaten und der Zeit im Folgenden
aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht weiter angefiihrt werden.

Die Verzerrungen ergeben sich zu

0 92
S
€ S = 2w
Yy T oy - ay2
_ 8u 81} _ 92w
Yoy = + = -2z 92y (42)
_ Bw _ ow __
e = E -
Vzz :8J:+8z 7+81‘_61’:O'

Die Gleichungen fiir v,, und 7., in Gl. (4.2) driicken die KIRCHHOFFsche Hypothese von der
Erhaltung des Winkels zwischen dem Querschnitt und der Mittelebene aus. Fiir die weitere
Ableitung der Plattengleichung miissen neben der Normalenhypothese zwei weitere Modell-
annahmen zu Grunde gelegt werden [16]. Zum einen wird gefordert, dass die Mittelebene
unverzerrt bleibt. Dies ist durch Einhalten der Bedingung w << h erfiillt. Zudem wird noch
gefordert, dass Normalspannungen in Schnitten parallel zur Mittelebene vernachléssigt werden
diirfen, d.h. 0., = 0 [14, 16]. Dies wird durch Einhalten der Bedingung

h<<lb (4.3)

erfiillt, wobei anzumerken ist, das die Einhaltung der Bedingung GI. (4.3) auch schon fiir
die Normalenhypothese gefordert wird und somit keine weitere Einschriankung darstellt. Fiir
diinne Platten lasst sich dieser Sachverhalt, ohne ihn explizit zu zeigen, in der Form

IUZZ| << ‘Usc:r:’ ) ’Uyy’

darstellen [5]. Fiir die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen wird von einem isotropen, homo-
gen Material ausgegangen, welches dem HOOKEschen Gesetz geniigt und sich fiir den ebenen
Spannungszustand mit dem Temperaturfeld

T:.='T -°T (4.4)
Zu
€pp = %(—I—am —voy,) +al
Cyy = %(_Vam +oyy) + ol (4.5)
1
Yoy = GTay

ergibt [16]. Lost man die Gl. (4.5) nach den Kraftgrofen auf, so ergeben sich mit den Verzer-
rungen aus Gl. (4.2) die Spannungen der KIRCHHOFFschen Platte

Ore = 1252 (€2 — QT) + v(eyy — oT)] = —{Z55(5% +viy) — Bl
Ty = T Wer — aT) + (6 — oT)] = —E55 (22 + vi8) — £ (1)
T:Ey - G’me = (1+1,)( 2Z§ )
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T
TLL‘Z
Yy > Ozx / 7
©
Txy a
o NV
Tyz  Oyy Tyx Y
v/
s
4 @
@
Abbildung 4.2.: Spannungen an der schubstarren Platte
In der Plattentheorie ist es weiters iiblich Schnittmomente
+h/2 +h/2 +h/2
Myy = / 20 50d2 My = / 20y,dz My = / 2Tyydz (4.7)
—h/2 —h/2 —h/2
und Schnittkrafte
+h/2 +h/2
Qrz = / szdz Qyz = / 7—yzdz (48)
—h/2 —h/2

bezogen auf die Langeneinheit einzufiihren |[5].
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dx
Qyz Myz
My

Omay
Mgy + —5.2 dx

Mgy +

Omyy
Myy + —5,°~ dy

5 omyz
Mye + dg# dy/l Qyz + % dy

Abbildung 4.3.: Mittelebene der Platte mit ldngenbezogenen Schnittgrofsen

Obwohl sich in der Normalentheorie die Gleitungen +,, und 7., in GL (4.2) zu Null ergeben,
bleiben die entsprechenden Spannungen 7. und 7,, aus Gleichgewichtsgriinden erhalten. Dass
die Spannungen keine Gleitungen bewirken, ist gleichbedeutend mit einer gegen oo strebenden
Schubsteifigkeit der Platte

Taz vpe = lim 2. (4.9)

= lim -2

Tez = Gl G

Dies fiihrt in Analogie zum schubstarren Balken zum Begriff der schubstarren Platte [5, 14, 16].
Nach Einsetzen der Spannungskomponenten aus Gl. (4.6) in die lingenbezogenenen Schnittmo-
mente, Gl. (4.7), und Durchfiihren der Integration ergeben sich die lingenbezogenen Schnitt-

momente zu

My, =—K ?)77“2” +v2% + (1+v)a® (4.10)
_ 9w
Mgy =—K(1— V)axayv
wobei mit der Abkiirzung
K = Eh° (4.11)
C12(1 —v?) ‘
die Plattenbiegesteifigkeit eingefiihrt wird und mit
+h/2
12
O = 73 / zTdz (4.12)
—h/2

ein Temperaturmoment gegeben ist.

Der Drallsatz um die y-Achse des Koordinatensystems fiihrt unter Beriicksichtigung der rota-
torischen Trégheit auf

OMyy

ox

dz dy +

3 92
amyxdy dx = W o (_a_w) drdy |: (dxdy)

—d d
T oz 0Y + dy 12 0t? ox
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b 0 0 W o® (0
My Mys w
S T 12(%2(03;) (4.13)
Analog ergibt der Drallsatz um die x-Achse des Koordinatensystems
om om h3 &? ow
—dy q,. d “dyd Bdrdy = p—=—= | ——= | dxdy |: (dxd
Y ys do + — =dy du + oy W 128t2<8y>xyl(xy>
OMyy — Omy, h? 9% [ Oow
= it 4.14
Ty ox dy P20 dy (4.14)

die zweite vertikale Querkraft je Lingeneinheit. Der Impulssatz in positiver z-Richtung ergibt
unter Beriicksichtigung der translatorischen Trigheit

0z ¢, 0?
oz Y+ (qo=+ gx dx)dy — gy dx +(qy- + gy dy)dx+pdx dy —phdz dy ag =0 [: (dzdy)
bzw. 5 5 o
Qxz Qy= w
= —p+ ph—r-. 4.15
or "oy PP op (4.15)

Ableiten der Gl (4.13) partiell nach x

g\ _9 -K 82_w+1/82_w+(1+y) © +2 —-K Ow —uazw + h—38—2 w
oz "o 8z2 " oy « By dzdy  0zdy 12002 \ 9z

= K— 0 [Aw + (1 + v)aO] + o (i) (4.16)

oz 12 0t2 \ 0x?
und Ableiten der Gl. (4.14) partiell nach y

) 0 0*w 9*w 0 0*w 0*w h? 0% [ow
8_y| o= =0 {_K L?x@y - Vaxay] } " Ay {_K [W * e ++ V)Oé@} } P20 (%)

6 h® 9% [ 0*w
= ay [Aw + (14 v)aBO] + P30 <0y ) (4.17)
ermoglicht das Einsetzen in Gl. (4.15)
0? 82 h? 82Aw O*w
—Km [Aw + (1 + v)aB] — 8y2 [Aw+ (1 +v )a@]+p12 2 —p + ph—— 57

Zusammenfassen der entsprechenden Terme und Einfiihren des LAPLACE-Operators A ergibt
die gesuchte Plattengleichung
1 0%w h3 0% Aw
AAw = —(p — ph—— —

W= g rhm t e )
unter Beriicksichtigung von flichenformig verteilten Querbelastungen, der rotatorischen und
translatorischen Tragheiten und Temperaturmomenten. Der LAPLACE-Operator A ist fiir das
kartesische Koordinatensystem der Ebene mit der skalaren Feldgrofe ¢

0%¢ N 0*¢
ox?  0y?
gegeben. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung mathematischer Differentialoperatoreren in kartesi-
schen und krummlinigen Koordinaten wird, zum Beispiel, auf Spurk und Aksel [17] verwiesen.

— (1+v)aA® (4.18)

Ap =
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4.2. Die Plattengleichung fiir rotationssymmetrische
Probleme

Um das in Kapitel 3 vorgestellte finite Element mit einer analytischen Losung vergleichen zu
konnen, wurde das Beispiel der Kreisplatte gewahlt. In Parkus [16] wird die Plattengleichung
direkt fiir rotationssymmetrische Geometrie und rotationssymmetrische Belastung unter Ver-
nachléssigung der rotatorischen Trigheit und verschwindendem Temperaturfeld abgeleitet.
Es wurde bewusst darauf verzichtet diese Form der Ableitung hier wiederzugeben, da sie
zum einen der selben Vorgangsweise wie in Kapitel 4.1 folgt, und zum anderen, obwohl in
kartesischen Koordinaten abgeleitet, in der Darstellung von Gl. (4.18) fiir beliebige Koordi-
natensysteme giiltig ist. Der Wechsel des Koordinatensystems erfolgt durch Anwendung des
entsprechenden LAPLACE-Operators fiir das jeweilige Koordinatensystem.

Ausgangspunkt fiir die Behandlung der rotationssymmetrischen Probleme ist die Platten-
gleichung
1 0w h3 0*Aw

Adw =2 (p = phgs + 17550

welche sich fiir verschwindendes Temperaturfeld und Vernachlassigung der rotatorischen Trag-
heit auf

) — (1 +v)aAB,

1 0w

reduziert. Der LAPLACE-Operator fiir ein Polarkoordinatensystem ist mit

Po 1P 106

A=52 T Eg2 Ty

gegeben, wobei ¢ wieder eine skalare Feldgrofe darstellt [17]. Fiir die rotationssymmetrische
Plattengeometrie entféllt der mittlere Term und der LAPLACE-Operator vereinfacht sich auf
Pp 10

Aqb:w—'_;@r'

Gl. (4.19) und Gl. (4.20) sind die Basis fiir die in Kapitel 4.3 und Kapitel 4.4 dargestellten
analytischen Losungen.

(4.20)

Eine umfangreiche Darstellung von analytischen Losungen der Kreisplatte findet man in Girk-
mann [14] und Timoshenko und Woinowsky-Krieger [19].
4.3. Kreisplatte unter statischer Gleichlast

Fiir eine ruhende Belastung entfillt der Triagheitsterm in Gl. (4.19) und die Plattengleichung
nimmt fiir konstante Belastung p die Form

_Pr
AAw—K.

an.
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P

77 77
2a
P
7
Z| Z

Abbildung 4.4.: Kreisplatte unter statischer Gleichlast

Eine allgemeine Losung ist mit
2 r 21. T
w=cy +cor®+cz3ln—+ceyr°ln—+ wy (4.21)
a a

gegeben. Hierin sind ¢; bis ¢, Konstanten und w; das Partikuldrintegral der inhomogenen
Differentialgleichung. Fiir konstante Druckbelastung gilt fiir das Partikulérintegral

P i dr i i dr i prt
_p [ar ar _prr 4.22
wy K/T/rdr/r/rdr ol (4.22)
0 0 0 0

Die Konstanten c¢; bis ¢4 folgen aus den Randbedingungen, wobei c3 und ¢4 Null gesetzt
werden, da die Durchbiegung in Plattenmitte beschrinkt bleiben muss. Die Konstanten c;
und ¢, ergeben sich aus den Randbedingungen [16].

4.3.1. Die eingespannte Kreisplatte

Fiir die eingespannte Platte lauten die Randbedingungen zum Bestimmen der noch unbekann-
ten Konstanten ¢; und ¢y bei r = a

d
w=0 und < =o.
dr
Mit dem homogenen Losungsteil von Gl. (4.21) ergeben sich die Konstanten zu
4 2

und ¢y = _?{);K'

_ pa
64K

&

Die geschlossene Losung der eingespannten Platte unter konstanter Flachenlast lautet somit

w = b
64K

(a* — 2a°r* +1*).

Ein Beispiel und der Vergleich mit den Ergebnissen aus der Berechnung mit dem finiten
Element aus Kapitel 3 ist in Anhang A gegeben.
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4.3.2. Die frei drehbar gelagerte Kreisplatte
Fiir die frei drehbar gelagerte Platte lauten die Randbedingungen bei r = a

w=0 und m,, =0.

Mit dem Moment aus Gl. (4.10) und dem LAPLACE-Operator nach Gl. (4.20) ergibt die zweite
Randbedingung

d*w LY dw 0
dr rdr
in r = a. Hieraus folgen mit dem homogenen Teil aus Gl. (4.21) die Konstanten
5+vpat d 3+vpa?
= und ¢y = — :
1+ v 64K T 1+ v32K

C1

Die geschlossene Losung der frei drehbar gelagerten Platte unter konstanter Flichenlast lautet
mit der partikuldren Losung, Gl. (4.22),

p O+UV 4 3+v 4 4 4
=P _g2 ¥ .
Y A L e

Ein Beispiel und der Vergleich mit den Ergebnissen aus der Berechnung mit dem finiten
Element aus Kapitel 3 ist in Anhang A gegeben.

4.4. Biegeschwingungen der eingespannten Kreisplatte

4.4.1. Freie Biegeschwingungen der eingespannten Kreisplatte

Ausgehend von der in Parkus [16] gegebenen Plattengleichung fiir die rotationssymmetrische
Kreisplatte, Gl. (4.19), und dem LAPLACE-Operator in Polarkoordinaten, Gl. (4.20), werden
die freien Plattenschwingungen ermittelt. Fiir p = 0 wird die Plattengleichung mit dem Sepa-
rationsansatz, oft auch als BERNOULLIscher Ansatz bezeichnet,

w(r,t) = R(r) cos(wt — €)

in die Form

AAR(r) — XR(r) =0 (4.23)

h
A=/ %uﬂ (4.24)

eingefiihrt wird. € stellt eine Phasenverschiebung zwischen der Anregung und der Schwingant-
wort dar. Gl. (4.23) muss noch die Randbedingungen der eingespannten Platte

transformiert, wobei die Abkiirzung

dR

R=0 d =—=0 4.25
un dr ( )

in r = q erfiillen. Es lisst sich zeigen, das jede Losung einer der Gleichungen

AR = +\2R, AR = —\’R
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auch Losung von Gl. (4.23) ist. Mit dem LAPLACE-Operator nach Gl. (4.20) erhalten wir eine
BEssELsche Differentialgleichung

>R 1dR

—— 4+ -——+NR=0.

dr? * rdr f=0
Die Losung der Gleichung ergibt fiir das positive Vorzeichen Jy(Ar) und No(Ar), fir das ne-
gative Vorzeichen Io(Ar) und Ky(Ar). Jo(Ar) und Ny(Ar) sind die BESSELschen Funktionen
erster und zweiter Art der Ordnung Null, Io(Ar) und Ko(Ar) sind die modifizierten BES-
seLschen Funktionen erster und zweiter Art der Ordnung Null [16]. Da Ny(Ar) und Ko(Ar)
fiir r — 0 gegen oo streben, wird die gesuchte Losungsfunktion als Linearkombination der
beiden verbleibenden BESSELschen Funktionen

R(r) = Ado(Ar) + BIy(Ar) (4.26)
festgelegt. Die Ableitung des Losungsansatzes ergibt mit den Differentiationsformeln
Jo(r) Io(r)
e —Ji(r) und o= L(r)
dR
,

Ji(Ar) und I (\r) sind dabei die BESsELsche Funktion erster Art und die modifizierte BES-
sELsche Funktion erster Art der Ordnung Eins.
Mit den Randbedingungen nach Gl. (4.25) ergeben Gl. (4.26) und Gl. (4.27) ein lineares Glei-

chungssystem
AJy(Aa) + Blp(Aa) =0
—AJl(/\a) + B]l()\a) =0

mit der charakteristischen Gleichung
JO()\a)Il()\a) + Jl()\a)lo()\a) = 0, (428)

welche durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems entsteht. Fiir
das Nullstellenproblem der transzendenten Gleichung gilt:

Entsprechend den unendlich vielen Freiheitsgraden der Platte besitzt diese Glei-
chung abzahlbar unendlich viele Wurzeln [16].

Die Nullstellen der transzendenten Gleichung wurden durch sukzessive Approximation mit
dem durch
flaw)

Tebt = T = T =0,1,2... (4.29)

gegebenen klassischen NEWTON-Verfahren fiir skalare Gleichungen ermittelt. Fiir Details zum
NEWTON-Verfahren wird auf Dahmen und Reusken [11] und spezielle Literatur zur numeri-
schen Mathematik verwiesen.

Die ersten fiinf Nullstellen sind in Tab.4.1 abgedruckt.

Tabelle 4.1.: Nullstellen der Frequenzgleichung

n 1 2 3 4 5
Ana 3.196  6.306 9.440 12.58 15.72
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Aus den Nullstellen lassen sich mit der Abkiirzung aus Gl. (4.24), die Eigenfrequenzen der
Plattenschwingungen berechnen. Die entsprechenden Schwingungsformen sind durch Gl. (4.26)
gegeben, wobei die Konstante A,, unbestimmt bleibt und die Konstante B,, durch

Jl(/\na)

B,=A,———

Il()\na)
ausgedriickt werden kann. Die ersten fiinf Eigenformen sind in Abb. 4.5 dargestellt. Die Kno-
tenlinien entsprechen den Nullstellen der charakteristischen Gleichung. Die n-te Eigenfunktion
besitzt (n — 1)- Knotenkreise [16].

12

Mode 1

==== Mode 2

Unbestimmte Verschiebungen w

06 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Dimensionsloser Radius r/a

Abbildung 4.5.: Moden der freien Plattenschwingung

Ein Beispiel und der Vergleich mit den Ergebnissen aus der Berechnung mit dem finiten
Element aus Kapitel 3 ist in Anhang D gegeben.

4.4.2. Erzwungene Biegeschwingung der eingespannten Kreisplatte

Fiir die erzwungenen, rotationssymmetrischen Biegeschwingungen nach Parkus [16] wird fiir
die Losung der Plattengleichung

1 0w
AAw(r,t) = E(p — phﬁ) (4.30)

wieder ein Separationsansatz der Form

p = po(r) cos($2t)
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zu Grunde gelegt. Da nur der eingeschwungene, stationdre Zustand von Interesse ist, sucht
man nur die partikuldre Losung. Fiir die Anregung po(r) wird eine Reihenentwicklung mit den
in Kapitel 4.4.1 gefundenen Eigenschwingungsformen nach Gl. (4.26) angesetzt

= Z an R, (1)

n=1

Die Entwicklungskoeffizienten folgen ohne Beweis aus der Orthongonalitédtsbeziehung der Ei-

genformen
1
0 — F/pomR (r)dr
0

a

M:/mmm

0
Der resultierende Separationsansatz fiir die Last

mit

p= Zan (1) cos(Qt) (4.31)

wird auch fiir die Verschiebung gewiahlt

ch (1) cos(Qt). (4.32)

Zweifache Anwendung des LAPLACE-Operators auf Gl. (4.32)

AAw, = \} Z cn Ry, cos(§2t)
n=1
und zweimalges Ableiten nach der Zeit
Wy, = Z cn R (— %) cos(Qt)
n=1

ermoglicht das Einsetzen in Gl. (4.30), unter Beriicksichtigung des Ansatzes fiir die Anregung
aus Gl. (4.31), was auf

K>\4chR cos () ZanR cos(Qt) — phch W (— Q%) cos ()

n=1 n=1

fiihrt. Kiirzen und Zusammenfassen fiihrt unter Beriicksichtigung des Zusammenhanges aus
Gl. (4.24) auf die Koeffizienten des Verschiebungsansatzes

, y,
Cp = = 4.33
KNS = ph$2 ~ phi(1 - 2 3

w?

Die gesuchte Losung fiir die erzwungene Schwingung ergibt mit den Koeffizienten aus Gl. (4.33)

ch (1) cos(Qt). (4.34)
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5. Zusammenfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die Ableitung und Implementierung des von Hsieh vor-
geschlagenen und von Clough und Tocher assemblierten, dreieckigen, konformen KIRCHHOFF-
Plattenelements mit zwolf generalisierten Koordinaten. Das implementierte Element wurde fiir
die Simulation von statischen und dynamischen Problemen der Plattenmechanik verwendet.
Zur Verifikation sind die analytischen Losungen der Beispiele ermittelt worden.

In der Statik wurde das vorliegende Element an der gleichférmig belasteten Kreisplatte verifi-
ziert. Fiir die Lagerung des Randes der Kreisplatte wurde zum einen die einfach Lagerung auf
einer Kante und zum anderen die feste Einspannung gewahlt. Die Simulation zeigt fiir beide
Randbedingungen sehr gute Ubereinstimmung mit den analytischen Ergebnissen, sowohl fiir
die Verschiebungsfreiheitsgrade, wie auch fiir die Verdrehungen der Plattenmittelebene. Die
Ergebnisse findet man in Anhang A.

Das Konvergenzverhalten des implementierten Elementes wurde fiir beide Randbedingungen
untersucht. Das Konvergenzverhalten wurde, wie in der Literatur [4, 9] iiblich, mit dem dimen-
sionslosen Verschiebungskoeffizienten des Plattenmittelpunktes und der Anzahl der Elemen-
treihen in radialer Richtung gemessen. Der dimensionslose Verschiebungskoeffizient erlaubt den
Vergleich unabhéngig vom gewéhlten Beispiel. Das Element zeigte fiir beide Randbedingun-
gen ein ausgesprochen gutes Konvergenzverhalten. Fiir den freien Rand zeigt das Element ein
Konvergenzverhalten dhnlich einem hybriden Plattenelement. Dieses Verhalten folgt aus den
arbeitsdquivalenten Biegemomenten am freien Plattenrand, welche die Plattendurchbiegung
erh6hen und so zu einer rascheren Konvergenz des Elementes fiihren. Das Konvergenzverhal-
ten ist in Anhang B dargestellt.

Der in der Ableitung des Elementes ersichtlich gewordene Einfluf der Wahl des Punktes C,
an dem sich die drei Subelemente vereinigen, konnte durch eine sehr einfach gehaltene Sensi-

tivitatsstudie, als sehr schwach quantifiziert werden. Die Ergebnisse dieser Studie findet man
in Anhang C.

Fiir die Elementverifikation in der Dynamik wurden die rotationssymmetrischen Biegeeigen-
schwingungen der eingespannten Kreisplatte untersucht. Da fiir die analytische Lésung nur
ein Modell unter Vernachlédssigung der rotatorischen Trigheit vorhanden war, musste dieses
vereinfachte Modell auch numerisch umgesetzt werden. Um die entsprechenden Biegeeigenfor-
men noch eindeutig zu identifizieren, musste das Finite-Elemente-Modell an die Wellenldnge
der hochsten Eigenfrequenz angepasst werden.

Das Element zeigt fiir die Eigenfrequenzen, sowie fiir die Eigenformen eine gute Ubereinstim-
mung mit der analytischen Losung. Die Fehlerschranken sind fiir die Eigenfrequenzen kleiner
als fiir die Eigenformen, und nehmen mit steigender Frequenz leicht zu. Eine Gegeniiberstel-
lung der Ergebnisse findet man in Anhang D.
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Der Unterschied zwischen dem physikalisch exakten Massenmodell unter Beriicksichtigung
der rotatorischen Trigheiten, und dem vereinfachten Massenmodell mit Vernachléssigung der
rotatorischen Tragheiten, konnte eindeutig nachgewiesen werden. Infolge der kubischen Ab-
hiangigkeit der rotatorischen Tragheiten von der Plattendicke und der linearen Abh#ngigkeit
der translatorischen Tragheit von der Plattendicke, ist der Unterschied fiir sehr diinne Platten
nach KIRCHHOFFscher Theorie als gering anzusehen.
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A. Kreisplatte unter statischer
Gleichlast

Fiir den Vergleich der in Kapitel 4.3 gefundenen Losungen der Plattengleichung unter rota-
tionssymmetrischer Belastung und Geometrie und den numerisch gefundenen Losungen mit
dem finiten Element aus Kapitel 3 wurden folgende Annahmen gemacht.

p

2a

VIR
4 s
NN <

Abbildung A.1.: Kreisplatte unter statischer Gleichlast

Belastung:
p=0.1MPa
Geometrie:

a = 50mm
h=15mm
Werkstoff:

FE = 210000 M Pa
v=20.3

Unter Ausnutzung der Symmetrie musste nur ein Viertel der in Abb. A.1 dargestellten Kreis-
platte modelliert werden. Die verwendeten Modelle und deren Eigenschaften findet man in
Anhang E. Der Vergleich der numerischen Ergebnisse ist in Abb. A.2 bis Abb. A.5 dargestellt.
Abb. A.6 und Abb. A.7 zeigen die Verschiebungen fiir die eingespannte Platte und bestéitigt
die rotationssymmetrische Losung der Plattengleichung.
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Abbildung A.2.: Verschiebungen der analytischen Lésung und der FE-Methode fiir die eingespannte Kreisplatte
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Abbildung A.6.: Axonometrische Darstellung der rotationssymmetrischen Losung

Abbildung A.7.: Rotationssymmetrische Losung der Kreisplatte
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B. Konvergenzverhalten

Fiir das in Anhang A vorgestellte Beispiel wurde ein Konvergenzstudie durchgefiihrt. Es wur-
den Modelle mit einem, zwei, vier, sechs und acht Elementreihen in radialer Richtung verwen-
det. Diese sind in Anhang E ausfiihrlich beschrieben. Fiir die verschiedenen Modelle wurde
die Verschiebung des Mittelpunktes der Kreisplatte mit der exakten Losung aus Kapitel 4.3
verglichen.

Die Darstellungen in Abb. B.1 fiir die eingespannte Kreisplatte und Abb. B.2 fiir die frei dreh-
bar gelagerte Kreisplatte zeigen das Konvergenzverhalten in einer fiir die Plattenmechanik
iblichen dimensionslosen Darstellung. Beide Abbildungen zeigen den selben Wertebereich von
a = 0.02 auf der Ordinate. Der dimensionslose Verschiebungskoeffizient « ist definiert durch

. wl(0)
-0

(B.1)

Das Element zeigt, wie in Abb.B.2 dargestellt, fiir die frei drehbar gelagerte Kreisplatte
ein Konvergenzverhalten von der steiferen Seite. Dieses Verhalten findet man neben nicht-
konformen Elementen mit Verschiebungsansatz bei Elementen, die entweder aus dem Prinzip
der stationdren Komplementirenergie abgeleitet wurden, oder sogenannten hybriden Elemen-
ten. Bei hybriden Elementen wird neben dem Ansatz fiir das Verschiebungsfeld innerhalb des
Elementes ein davon unabhéngiger Ansatz fiir das Verschiebungs- und/oder das Spannungs-
feld auf dem Elementrand gewéhlt. Das Konvergenzverhalten der hybriden Elemente ist jedoch
nicht-monoton [13, 21]. Das Element in dieser Arbeit ist weder nicht-konform, noch handelt
es sich um ein aus einer Kraftgrofenvariation abgeleitetes Element. Die Konvergenz von der
steiferen Seite wird durch die am freien Rand aufgeprigten Randmomente, welche sich aus
der arbeitsdquivalenten Lastaufnahme nach Gl. (2.28) ergeben, erklirt. Das Element zeigt fiir
den freien Rand hybrides Verhalten.

Weitere Konvergenzstudien fiir dreieckige und viereckige KIRCHHOFF-Plattenelemente findet
man beispielsweise in Clough und Tocher [9] fiir die Rechteckplatte. Eine Konvergenzstudie
fiir verschiedene Plattenelemente, unter anderem auch das von Clough und Tocher [9] 1965
vorgestellte Element, sowie das in dieser Arbeit behandelte dreieckige FElement, findet man
in Brebbia und Connor [4] oder Knothe und Wessels [15]. Alle genannten Quellen stellen das
Konvergenzverhalten von verschiedenen Elementen vergleichend gegeniiber.

Die ausfiihrlichste Darstellung findet man in Gallagher [13], der neben einer getrennten Be-
handlung fiir rechteckige und dreieckige Plattenelemente, eine gesonderte Abhandlung iiber
hybride Plattenelemente und eine Darstellung jener Elemente angibt, welche durch triangular
element subdivision generiert werden.
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C. Sensitivitatsstudie

Die in Kapitel 3 ersichtlich gewordene Abhéngigkeit der Giite der Lésung von der Wahl des
Koppelpunktes der drei Subelemente, wurde in einer Studie untersucht. Wie in Abb. C.1 dar-
gestellt, wurden die Koppelpunkte, ausgehend vom Schwerpunkt des Dreiecks, jeweils in Rich-
tung der drei Eckknoten des Elementes verschoben. Der Betrag der Verschiebung wurde auf
90% des Abstandes des jeweiligen Knotens und des Schwerpunktes des Dreiecks festgelegt, so
dass jeweils zwei der drei Elemente einen auffillig spitzen Winkel bilden. Wie in Kapitel 3
gezeigt wurde, wird mit einer schlechter werdenden Giite der Losung gerechnet, je weiter sich
der Koppelknoten aus dem Schwerpunkt entfernt. Der Grenzfall ist durch das Zusammenfal-
len der Lage des Koppelknotens mit einer der Elementkanten gegeben. Das Element wird in
diesem Fall unbrauchbar.

3 3
Y Y
2 Y/
1 1
X x
3 3
) . Y
2 2
1 B 1
xr X

Abbildung C.1.: Anordnung des Koppelpunktes fiir die Sensitivitatsstudie

Um den Einflufs der lokalen Elementnummerierung in den in Anhang E dargestellten Model-
len zu beriicksichtigen, wurden die Ergebnisse, welche mit den jeweils in Richtung eines der
Knoten verschobenen Kopplungen ermittelt wurden, gemittelt. Ein Vergleich der Konvergenz
der gemittelten Werte mit der optimalen Lage im Dreiecksschwerpunkt ist in Abb. C.2 fiir die
eingespannte Kreisplatte und Abb. C.3 fiir die frei drehbar gelagerte Kreisplatte gegeben.
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D. Biegeeigenschwingungen der
eingespannten Kreisplatte

Obwohl im allgemeinen fiir dynamische Simulationen die virtuelle Arbeit der Tragheitskréfte
unter Beriicksichtigung der rotatorischen Trégheit (Gl.2.30) erfolgen sollte, mussten fiir den
direkten Vergleich mit der analytischen Losung der Biegeeigenschwingungen nach Parkus [16]
die rotatorischen Trégheiten vernachléssigt werden. Da jedoch beide Varianten mit dem Ele-
ment aus Kapitel 3 implementiert wurde, kann neben der Verifikation des von Hsieh, Clough
und Tocher vorgeschlagenen Elementes, der nicht zu vernachléssigende Einflufs der rotatori-
schen Tragheiten auf das Ergebnis von dynamischen Simulationen studiert werden.

Die Eigenfrequenzen und zugehorigen Eigenvektoren, auch als Eigenformen bezeichnet, er-
geben sich nach Bathe [2] fiir das ungeddmpfte System unter der durch die Finite-Elemente-
Methode (Kapitel 2.3) gegebenen Systemsteifigkeitsmatrix K und der Systemmassenmatrix
M, aus dem Eigenwertproblem -

KO- M2Q*, (D.1)

worin die Matrix @ die Eigenvektoren o, enthélt und die Matrix QQ eine Diagonalmatrix mit
den Eigenfrequenzen w? auf der Hauptdiagonale darstellen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung
der linearen und nicht-linearen Schingungsanalyse mit der Methode der finiten Elemente wird
auf Clough und Penzien [8] verwiesen.

Die Eigenfrequenzen aus der analytischen Losung und aus der numerischen Losung mit den bei-
den Varianten, mit und ohne Bertiicksichtigung der rotatorischen Trégheiten, sind in Tab. D.1
gegeniiber gestellt und in Abb. D.1 visualisiert.

Fiir den Vergleich von Eigenvektoren, die mit unterschiedlicher Verfahren ermittelt wurden,
findet man beispielsweise in Ewins [12] verschiedene Méglichkeiten. Durch geeignete Model-
lierung (siehe Anhang E) konnte jedoch sichergestellt werden, dass die numerisch ermittelten
Eigenformen direkt mit den analytisch ermittelten Eigenformen verglichen werden konnten.
Die ersten fiinf Eigenformen sind in Abb. D.2 bis Abb. D.6 dargestellt.

Zur Vollstindigkeit sei noch erwihnt, dass die Kreisplatte natiirlich auch Eigenformen besitzt,

die nicht rotationssymmetrisch sind. Eine willkiirliche Auswahl an antimetrischen Eigenformen
ist in Abb.D.7 bis Abb. D.12 dargestellt.
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Tabelle D.1.: Eigenfrequenzen der eingespannten Kreisplatte

analytisch FE FE
ohne rot. ohne rot. mit rot.
Nr. Tragheit Trégheit Tragheit
Hz Hz Hz
1 1531.778275  1531.669946  1531.272191
2 5963.353281  5963.052456  5955.590499
3 13360.426160 13360.197546 13320.473033
4 23718.408952 23719.789691 23591.339828
5 37036.563678 37044.300135 36727.141490

¢ Massenmatrix mit rotatorischen Tragheiten
O Massenmatrix ohne rotatorischen Tragheiten

!
10

15 20 25 30 35

Analytisch ermittelte Frequenzen [kHz]

Abbildung D.1.: Vergleich der Eigenfrequenzen
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Abbildung D.2.: Eigenform 1 der eingespannten Kreisplatte
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Abbildung D.3.: Eigenform 2 der eingespannten Kreisplatte
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Abbildung D.4.: Eigenform 3 der eingespannten Kreisplatte
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Abbildung D.5.: Eigenform 4 der eingespannten Kreisplatte

50

919edsiony] usjuuedsodulo 19p UeSUNIUIMYDISUSSINNSAIT (]

Gg



Verschiebung w [mm]

11

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

exakt

L4 WFE mit rotatorischer Tragheit
o

WFE ohne rotatorischer Tragheit

10 15 20 25 30 35 40 45
Radius r [mm]

Abbildung D.6.: Eigenform 5 der eingespannten Kreisplatte
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Abbildung D.9.: Antimetrische Eigenform der eingespannten Kreisplatte (axonometrisch)
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Abbildung D.10.: Antimetrische Eigenform der eingespannten Kreisplatte
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Abbildung D.11.: Antimetrische Eigenform der eingespannten Kreisplatte (axonometrisch)
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Abbildung D.12.: Antimetrische Eigenform der eingespannten Kreisplatte



E. Verwendete Modelle 60

E. Verwendete Modelle

Da zur Validierung des in Kapitel 3 vorgestellten Elementes, nur rotationssymmetrische Pro-
bleme der Kreisplatte behandelt wurden, war die Implementierung eines Netzgenerators vor-
teilhaft. Die mit dem Netzgenerator erstellten Netze wurden derart generiert, so dass

e auf Grund der Rotationssymmetrie nur ein Plattenviertel vernetzt wird,

e zum Abgleich mit der analytischen Losung, je drei radiale Schnitte vorhanden sind, wobei
der Schnitt unter 45° zudem frei von Randbedingungen ist,

e und das in diesen radialen Schnitten, beliebig viele, in radiale Richtung dquidistante
Knotenpunkte fiir den Vergleich mit der analytischen Losung zur Verfiigung stehen.

Erméglicht wurden diese Forderungen durch folgende Uberlegung. Ausgehend von dem in
Abb. E.1 schwarz dargestellten Grundnetz, bestehend aus zwei Elementen, wurden weitere ra-
diale Elementreihen (blau) eingefiihrt und die so entstandenen Vierecke wurden wieder durch
drei Dreiecke (rot) unterteilt. Durch Verallgemeinerung dieser Uberlegung konnte die Anzahl
der Knotenreihen und die Anzahl der Knotenpunkte je Knotenreihe, als Funktion einer vor-
gegebenen Anzahl an radialen Elementreihen, ermittelt werden. Fiir die Triangulierung der so
vorgegebenen Knotenpunkte wurde dann der DELAUNEY-Algorithmus verwendet.

Abbildung E.1.: Uberlegungen zur Ableitung eines Netzgenerators
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Eine Ubersicht iiber die so entstandenen und in dieser Arbeit verwendeten Modelle, ist mit
Abb. E.2 bis Abb. E.7 gegeben. Eine Zusammenfassung der Modelleigenschaften ist in Tab. E.1
dargestellt.

Die Anzahl der radialen Elementreihen wurde dabei durch die Konvergenzanalyse fiir die stati-
sche Losung vorgegeben. Fiir das Modell mit 20 radialen Elementreihen ergab sich die Anzahl
unter Berticksichtigung der Biegewellenldnge der Art, das die fiinfte Biegeeigenform noch ein-
deutig identifiziert werden konnte. Hierfiir wurden mindestens drei Knotenkreise je Halbwelle
der Biegeeigenform vorausgesetzt [12].

Tabelle E.1.: Eigenschaften der verwendeten Modelle

# Elementreihen 4 Elemente +# Knoten # Freiheitsgrade

1 2 4 17
2 8 9 43
4 32 25 131
6 72 49 267
8 128 81 451

20 800 441 2563
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Abbildung E.2.: Modell mit einer radialen Elementreihe
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Abbildung E.3.: Modell mit zwei radialen Elementreihen
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Abbildung E.4.: Modell mit vier radialen Elementreihen
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Abbildung E.5.: Modell mit sechs radialen Elementreihen
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Abbildung E.6.: Modell mit acht radialen Elementreihen
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Abbildung E.7.: Modell mit 20 radialen Elementreihen



