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�� ��� �� 	���� �)��	� ��� ���� ��� ������ *�	����� ����� +���$,��$+�$	����$ ������
��������! -������ �� .���� �/� ��� � �����	 ������	� ��� ��� ����  ����� ����� ��0
��  ���� 1��	 #�� 2���/����  	���	�! ��������$ 3��� -��	��� +��� ���	 ����� +���$,��$
3��	�� +��4��� �/� �� 5���� #���������� '����� �� ��� �� �����	$ '/� ��� ���������� 6�	��0
 	/	#��� #���������� 7������� -����� �� 	����� �)��	� ��� ���� �������� ��������$
+���� ��	 	����� '����� ����	��! -����� /��� ���������� ����	�� ����� �������$

,� �� ������ �)��	� ��� ������ '������ �/� ��� 6�	�� 	/	#��� -����� ����� 	���0
�� ������$ 8��� ��� � -��� ���� +�����/����� �� 	����� ��  � ���#�� 1��	 ����	
�)����� ��-� ��$
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'/� ��� '��������	���	� �������� ��� � ��������� ����� 9��� ������ ��������#��	�:
-����� ,������	����� /��� ��� '��  �� ��� 3� ����� ���)	��	$ +�� '��  �)��	� ��	
����� ��� ����0������	�� �� ���	 ���	 ����  �� -�����! -� ;����� ����� #� �	#������
�� �� ��� ����� ������< �� ��� 3� ����� �)	��	 ����	$ 6� ��� ��� �� �� �� ���#���	��
#� �)���� -����� ��� �������� 3������ ��� *������	�� #�� *������	��� �� '��  � 
��	-�����	$ +�� %/	� ��� �������� � 	 ����� -� ��	���� ��� ��� %���������	 ��� '��  0
 ���	#��� ��������$
=��	��  	��� �� ��� ��	#	�� >���#���	�� ��� ?�������� ����  �� ���� �������	�� ��	���0
���  	���$ +���� -��� #� �	#���� ���� ��� ��� +���#��� �� �� ���#���	�	 ��� ��� ���	
��� � ��������� ����� ��� ��	 ����� ��� 	����� ������� ��� �� 	����� 	���� #�
������$ ��� %���� ��� �� ��	-������� �4� 	����� #� ��� �� .���� ���� ����#��� ��� */0
����� ��� '�� ����� ������	��$
1��� ��� �� �����	 � 	 � ! ������ ������������ 3�	����� #�� *� 	������ �� '��  � ��
�����	����� #� 	� 	��$ +�� 3������ -����� �� �����@��� ��	 3�  ��	�� �� ��� �����
����5#���	 ��� ��� �� -�������� ��� ��� 3����	���������� ��	�� ���	$ +�� ������� ���0
���� 	� 3�	����  ��� �� �������/� 	��� ��������	���	 -�����$
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'�� 	�� ���	��� �� �����	��� ������� �������	��� ����	 	�� A�4 �� 	�� ������� � ������$
.�� A�4 ��� �� ��� ���� -�	� � ����0�� �� ����	�� �� 	�� ��� ��� ��	-���  	�	�� ���
��	��! -���� ���� �� �����	�����  �� �� � ������ �������� 	�� ���������	� �� 	�� �������
 � 	��$ .� �� 	�� ���	��� -�	���	 	��  �� �� ��<����	 A�4 �� ����� -��� ��������� ��
	�� �� 	 	���	� ���� $ .�� B����	� �� 	�� ���	��� ������ ������� �� 	�� �������� �� 	��
A�4 � 	���	���$
'��	������� 	�� ������ ���  �� ����  ���	��� � ������ ���$ .�� ���	��� �������� � 	�
���	��� 	�� �����	��� ������� ���� -�	���	  ����  �� ��$ .�������� 	�� A�4 �� ����� 
-��� ��;� 	�� 	� � 	���	� 	�� A�4 ��� 	�� ��	�	���  ����$ *���� � �� 	�� ����������	 ��
	�� �� 	 ���� 	���� �4� 	 � ��	 �� ����� �� ���� ����	 	�� 	����$ .�� ��� �� 	�� -���
� 	� ���� � ����� �������- �� ����� �  ��� ��������	�� ��	���� ��� A�4 � 	���	���
-�	� �� -�	���	 ��	�	����� 	��� ����� ��� ������ 	��� � ��� �����	��  �����	���$ ,�
����	��� 	�� �� ����� ��� ��� -�	� ��� ���� ��	� ���� 	�� �����	��� �������$ �	 	��
��� ��� �� ����� �  ����	�� ��� ��������	�� �� 	�� ������	��� � ��� �����$
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is 	�������#�����
us ������� ����#�����
ψs 	�����A�  ����#�����
ψr ��	��A�  ����#�����
em %����0����	����	��� ���07���	
qm ����	��#

Lm ����	�����	���	�	
Lr ��	�������	���	�	
Ls 	����������	���	�	
Lσr ��	�� 	��������	���	�	
Lσs 	����� 	��������	���	�	
Rs 	�����-���� 	���
Rr ��	��-���� 	���
σ %� ��	 	���#�<��
Tr ��	��#��	��� 	��	�
Ts 	�����#��	��� 	��	�
p C������#���

x 1� 	��� ���	��
A � 	����	��4 #��	���	����������
B ������� ��	��4 #��	���	����������
C �� ���� ��	��4
Φ � 	����	��4 #��	�� ���	
H ������� ��	��4 #��	�� ���	
K 7�����03�	��4
G �/����������	��4

ω ����	�� ��� =������� ��-��������	
ωs  �������� =������� ��-��������	
ωr =������� ��-��������	 �� ������
ωm ������� ��� =������� ��-��������	
mW 3����	 �� ��� =����
mM 3����	 ��� 3� �����

Ta ��	� 	#��	
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� �������#������
� ��;� 	������� 3�����
s  	������� 	� 7�������	�� � 	��
r ��	���� 	� 7�������	�� � 	��
w -����/������� 7�������	�� � 	��
∗ ���;������	 ������4
T 	��� ������	

������������� ����
��

α ���� ��������	� ��  	������� 	�� 7�������	�� � 	��
β "�����������	� ��  	������� 	�� 7�������	�� � 	��
d ���� ��������	� �� ��	���� 	�� 7�������	�� � 	��
q "�����������	� �� ��	���� 	�� 7�������	�� � 	��
k ��	� 	#��	����	
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KDS 7�������	�� � 	��
LTI ������ .��� ,�������	
PWM C�� =��	�� 3�����	���
SM ������ 3���
AM � ������� 3� �����
MRAS 3���� ��������� ����	��� � 	��
EMK %���� 3�	��� ��� 7���	
RFO ��	�� '��  8����	���	
SFO 	����� '��  8����	���	
KF 7����� '��	��
EKF ��-��	��	� 7����� '��	��
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($($ '��  �������	��� ��	 ���� �� �� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ (
($
$ '��  �������	��� ���� ���� �� �� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ (
($D$ 8�����0C�����	������	�5��	��� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ D

$# %���������������� ��� �����!�������!	�� &


$($ %����-����������� ��  	������� 	�� 7+ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ E

$($($ 7��	����������� 1� 	��� ���������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ E

$($
$ 3����	����������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ F


$
$ %����-����������� �� -����/�������� 7+ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ F

$
$($ 1��	�� ���	� 1� 	��� ���������� �� -����/�������� 7+ $ $ $ $ $ G

$
$
$ 3����	����������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &


$D$ +� ���	� ������ ������ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &

$D$($ +� ���	� ������ ������ ��  	������� 	�� 7+ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �

$D$
$ +� ���	� ������ ������ �� ��	���� 	�� 7+ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ((


$E$ *������	������	 � ��������� ����� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ (


$H$ *�	���� #� 	���� � ��������� ����� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ (E

'# %����������� "(

D$($ ������� ������ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ (H
D$
$ 	��������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ (G
D$D$ ��� �� ���� *������	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ (&

&# )*�� $"

E$($ 	����� 	��� �� ���	� 3�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 
(
E$
$ %����0�37 ��� ����	��# �� ���	� 3�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 


E$D$ ��	��A�  �� ���	� 3�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 
E
E$E$ ����������0*������	�� ��	 3�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 
G

(# ������+��� '"

H$($ ������� 7�����5�	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ D(
H$($($ .������ #�� 7' $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ D(
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H$
$ +� ��-��	��	� 7�����0'��	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ DE
H$
$($ .������ #�� ��-��	��	� 7�����0'��	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ DE
H$
$
$ �7' #�� ���	#��� ��� ����� �� ��	��#��	��� 	��	� $ $ $ $ $ $ $ $ DF
H$
$D$ �7' #�� ���	#��� ��� +���#��� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ D&

,# -����������.�����!�� &/

F$($ ����������0*������	�� ������ 8������ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ E�
F$
$ ����������0*������	�� ����#���	�� 8������ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ED
F$D$ ��-��	��	�� ����������0*������	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ EF

0# ��	�	�� )��� .�����!�� &0

G$($ ����	��� 3 *������	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ EG
G$
$ 3 *������	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ H�

1# �	����	�� ($

&$($ '��������	���	� �������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ H

&$
$ +����	� 	�����A�  �������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ HD
&$D$ �������	� *������	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ HH

&$D$($ *������	�� ���� ���� �� �� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ HH
&$D$
$ *������	�� ��	 ���� �� �� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ HF

&$E$ 2������ ��� �����)@�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ HG
&$E$($ 2�� ��� (I ����� ��� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ HG
&$E$
$ 2�� ��� 
I .����������	��� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ FH

&$H$ 3� ������������	�� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ GF

2# -���� 00

�$($ ����������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ GG
�$
$ 7����� �	��� ��� 6�����	������	�������	�	 $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ G&
�$D$ 3�  -��	����  ��� ��� ����� �� -������ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &�
�$E$ �� -��	��� *������	�� �������� #�� ����� ������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &D
�$H$ �� -��	��� *������	�� �� ��� ����� ������� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �


�$H$($ 3����	�� ��/��� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �

�$H$
$ ����� ������ ���� $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �E
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'/� ��� '��������	���	� �������� ��� � ��������� ����� 9��� ������ �������� ���#��0
	�: -����� ,������	����� /��� ��� '��  �� ��� 3� ����� ���)	��	$ +�� '��  �)��	� ��	
����� ��� ����0������	�� ����  �� -�����! -� ;����� ����� #� �	#������ �� �� ���
����� ������< �� ��� 3� ����� �)	�� ����	$ 6� ��� ��� �� �� �� ���#���	�� #� �)����!
-����� ��� �������� '��  ������� ��� *������	�� �/� ��� ���	#��� ��� �� %�)@� ��	-�0
����	$ +�� %/	� ��� �������� � 	 ����� -� ��	���� ��� ��� %���������	 ��� '��   ���	#���
��������$ 1�� ���	#��� �� 	�	�� 0�#-$ ��	��A�  � -��� �� ��	����	� ��� %����0
-����������� ��� � ��������� ����� �������#����$ +���� -��� ����  ��� �)����� '��  0
���	������ �� ���	 ���	 ����������! 8���-����� ��� ������ ���� �	��� �<��	� -�����
����� ���������  ��	$ 3�	 ��� >����� ��	 	����� ���� 2���#��� ��� *������	���! -�����
 ��� �� ����� 7�����4�	�	  	��� ��	�� �������$ ,� 1��� ��� �� �����	 -����� ��������
*������	�� �� *������ ��� �������� ��	 ��������� ��	�� ���	I

� ?���	 ����	��� 2�������� �� %����-�����������

� '��   ���	#��� �� ��� 	����� ������� ��������� ������	 ������� ������

� '��   ���	#��� �� ��� ��	�� ������� ��������� ������	 	���������

� ����	��� 2�������� �� %����-�����������

� ����������0*������	��

� 7�����0'��	��

� ������03��� *������	��

=���� ��	#	��� 2�������� ��� '����� ����� �� �� ���	#	�� ��� ����  ���� 	��� /���
���� 3�	��4 �/��������� ��� ����	 ��� ���� 	���	 ��� +������ ���)�	$ +�� '��  ����0
���	��� ��	 ���� �� �� � 	 ��	 ��� ����������� 3�	����� ��	 �� ��� %��< #� �����0
���$ ��������� C�����	�� ��-�������� �)���� ��� "����	�	 ��� ���	#��� -� ��	����
�����A�  ��$

�� � ��������������� ��� ���������	

%������	� � ��������� ������ ���� ������� ��� +���#��� �� ���� �� ��� =���� ��-��0
��� ����� ���� �� *����	���$ +�� %���� �����/� ����	 �� ��� -����������� 7� 	�� �/�
�� ���� ��� ����� �)����� 2����  �������	 �� %� ��	 � 	�� $ =��	�� ���� ��� 7��0
���4�	�	 ��� ����-��� ���������	 -�����! -�  ��� �� �	�� ��� ��� ���5����	 ��� =��0
	��� �����	�� �� -���	$ +�� ?�������� ����  �� ���� �������	�� � ��������� ������
��		� ����  ������� ��	-������� �� ��� ��	#	�� >���#��	�� #�� '����$ +�� �������������
�� �� ���� � ��	����� -����� ����� ��)@�� ��� ��� ����� ��	����� ��	  ��� ��������

�



�� ���������� �

+���#�����  	����� ���� ����� ���� ���@� ����� ��������� ���$
C���#������ -����� #-�� ��� �������� �� �	#� #�� �� ���� �� �������� �������	$ +� �� 	�
C���#�� ����  	 ��� 3�	����� -����� ��� ��	����	� ��� %����-����������� ��� � ��0
������� ����� ���-�����! ��� ������ ��	#	 ��� �	������ �� ��	�� J(�K! J
(K! JD�K$ '/�
�� %����-����������� ���	 � ������ ����� �	#����� �� �	#�! -����� �� ��� �������� 0
	������ ������	  ���$ +�#� ���)��� ��� �����	 ������	�� ����	���� ��� ����	 ����	����
2��������$
+�� 3������ #�� '��   ���	#��� ��	 ���� �� �� �)���� ����� ������� 3������-��� #��
�� ���� �� �������� ��� � ��������� ����� ��-��	��	 -�����$ ?���	 ����	��� 2�����0
��� ���-����� ����		����� ��� ��������	�� 3� ����������������� �� ��� +���#��� #�
 ���	#��$ +���� ���	 � ����� '������/���������! -� ���� C�����	�� ��-�������� #�
����������� ���	#������� �/����$ ?���	 ����	��� 2�������� -����� �� ��� �� �����	 ����	
-��	�� ��������	$ 6�	�� ��� ����	���� 2�������� ����	 �� 3���� ��������� ����	���
� 	�� 93��:! �� ��� ��������� 2�����	�� #�� ���	#��� ��� +���#���! �� ���5� 	��
#�� ��� �	#$ 3�� �� �	#	 ����#������ ���� �������� 	���	��! ;����� � 	 ��� ?���-�� 
��� 	�����	�	 �� �� ��	�� *�	���� ������� ��� � ��������� �����  ��-�����$ 2�� �����
��� ��������� +���#����� �� ������	��� ���� *�	���� 	��	�� ,� 	�����	�	�� ���$ +� 	�0
����	�	 ������� ���� ��	 ����� ���� ��-��	��	��07�����0'��	�� �������� -�����! ��
��� �� ����� �) �� ��� 7�����0%���������� �� ;���� ��	� 	 ����		 ��� 	�����	�	 �����0
	���	$ +�� ���� ���� ��	 ����� ��-��	��	��0���������� *������	�� ��������!  ����� ���
�����-��	� ����	�� ���#���	 -�����$ +�� =��� ��� �����-��	� ������	 ������! -� ��� ��0
�������-��� ��� ��� 7�����4�	�	 ��� 	� �� ���)�	$ '������� 3�	����� #�� �� ���� ��
�������� ��� � ��������� ����� -����� ��	�� ���	I

� ����	��� 2�������� �� %����-�����������

� 3��

� ��-��	��	��07�����0'��	��

� ��-��	��	��0����������0*������	��

� ������03���0*������	��

�  �� ���� ��-���	! ��  �� %����-����������� ��� ����������� ���� ��� 	�	�����0
B���# ?��� �� �	#	$ +�� �� ��	�� ����#���	� ������� � 	 ���� ?���! -� ��� � �������0
�� ����� #� ����� ����	 �������	����� � 	�� ����	$ *�� �������� '��B���#�� -���
�� ���� ���#�� -�� � �� #-��	� C���#�� �� ������ ��� ��� �	������ �� ��� � �������0
�� ����� ���-����	$ +���� ��� ��� �	������ �)���� #� �	#����� ,������	����� /��� ���
��	��A�  ���� �#-$ C� �	��� �� ��	�� ��-����� -�����$ 6� ��� #� ���)������� -��0
��� #� �	#����� ������ �� ��� 	�����-��������� ��;�#���	 ��� ��� ����� ���	��	�����
�<��	� �� ��-��	�	 �� ��� ������ ��� ��	������ ��#���	$ '/� ���  �������	��  �����0
��;��	��� 3�	����� ���	 � -������� ���� 2���#��� ��� ��� ��������� �� �	#�� #�� ��0
#������ ��� 1� �	# ������ ��� �� -��	��� ��� �<��	�! -����� ��� ��� � ���������0
 ����� ���	��	��$ +�� � ��������� ����� � 	 �������  ����	�� �� ��������	! -� ����
�� -��	��� ��� ������  ��-����� ����	$ ������� ���� ����� �������� 3�@������! -��
����/��� �/� 	������ 6� ����	���� �� ���<�� -�����$ +�� �� ��	#��� ��� 6� ����0
	���� ��� ��������� +���#�����  	���	 ����� �)���� ����� �� �	# #�� �� ���� �� ��������
��� ��������� '��B���#�� ��� ��� ����� ��� ��� '��B���# ���� ���$ '/� ���� �������� ��
�� ��	�� +���#���������� � 	 ����� ���� 7������	��� ��� 3������� �� ������ ��� ���



�� ����������  

%����-���� ��� ��� �� ��	#��� ��� � ����	���� ��#� 	�����$ ���  ��� ��	�� L���0
����� /��� ��� ���� �� �������� .����	�� -��� ��� ���	# �� J(EK �������$ 3�	�����
�� ������ ��� ��� �	����� -����� �� ��� �� �����	 ����	 ��������	$

��!� "�����#$�	�����	������%������

���� �� �	#�! ��� ��� ����� ��	����	� ���� 3����� ��� � ��������� ����� �������  ���
�������� ��� ��� C�����	��� ��� 3� �����! -�����  ��� �� *�	����  	��� ������ �)�0
���$ 2�� ����� ��� 	������	����������� M������� �� 	�����0 ��� ��	��-���� 	���� 
�����A�  �� ��� "����	�	 ��� *������	���$ %����� ��� �� ���� �� � ��������� ���0
���! �� ������ ��� 3��! � 	 ��� 	�����	�	 �� %� ��	 � 	��  	��� �������� ���
	�����-���� 	���$ � � 	 ���� ���@� ����� ���������! ��� '��  ! ��� +���#��� ��� ���
=���� 	��� ��������  ����	�� #� �������	�� ��� ��� 	�����	�	 �� %� ��	 � 	�� #�
��-������ 	��$ ���5� -��� ��� 	�����	�	 ��� ���#�� � 	��� ��	����	�	 ��� ������� ���
��� 	�����	�	 �� %� ��	 � 	�� �� ����  ��! -� ����	 #���  �� � 	$
� �4� 	����� �������� 3�� �� ���	� 3�	����� #�� *� 	������ �� 	�����-����0
 	���� ��� ��� ����� �� ��	��#��	��� 	��	��! ��� 	�����	�	 � 	 ;����� ��� 	 ����	 ��
����� *�	���� #� 	����� ��� � ��������� ����� �������$ ��� %���� ��� 7�����4�	�	
��� 8�����0C�����	������	�5��	���! ���� �� 1��� ��� �� +����������	 ����	 ���� 	�����
��� ��� � .���� ����������� -�����$ *�������	 -��� ��� ,���	�5��	��� ��� ����� ��
��	��#��	��� 	��	�� ��	 ����� ��� �7' ��� 3�� ��	 ���������$ M��������� ���
����	�����	���	�	 	��	�� ���-������ �� '��� ��-���������� ��� ��� �)���� �N��� �����
���#�������� ��� �		����� ��������� ������ ���	 -�����$



$# %�����������
���� ���

�����!�
�����! ��

3�	 ����� �� %����-����������� ��  ��  ��� ���  	�	������� ����� ����	�� ��� � ��0
������� ����� ��	  ���������$ +���� -��� ���  ��� �)������ '��  ����	�������� �� ���	0
 ���	 ����������$ .��� ���	� ��� ����	������� 2�������! -�� �		����� ��� 	������0
�������� -����� ����	 ���/�� ���	��	$ '������ -����� ��� 1� 	��� �������! -����� �/�
��� �����	��� ��� ��� *������	����	-��� ���)	��	 -����� �� ��������� �� J
GK ���#
��������	�	$ +���� -����� ��� 3������ ��  	������� 	�� �� ���� �� -����/�������� 7+
�� #��	���	������������ ��� #��	�� ���	�� '��� ��������	$

 ��� &	���'����������� �� ��(���	������ )*�

+��  	������� 	� +�� 	������ ���� ���� �� ��� -����/�������� 7+ ��-����� -�����$
+�� ������	����� ��� *������	�� -����� ;����� ��� 	  	������� 	 ��������/��	! -� ����
��� ��������� '������ �� ��� �����	 ��	 ���)	��	 -�����$ �� ��� �� %���� ����	 ����
��	������	��� ������ ��� %����������$

������ ������	�
����
� �	��������	����
��

	����� ������� ��������� �� 	�����-�������  � 	��I

uss = Rs i
s
s +

dψss
dt

9
$(:

������ ������� �� ���#�� ����  ���� ������-�������  � 	��I

0 = Rr i
r
r +

dψrr
dt

9
$
:

	�����0 ��� ��	��A�  �����		���I

ψs = Ls is + Lm ir 9
$D:

ψr = Lm is + Lr ir 9
$E:

Ls = Lm + Lσs

Lr = Lm + Lσr

��� %���� �� ������� ��  ����	�� ���� ������  ��� ��� ,����	���	�	�� �� ����� ���0
	� � ���� 7�������	�� � 	���� ������$ +� ���� ��	������ ��� ������ 	���	�� ,���#� �� ���
'��  �����		��� �����������$ =��� ��� ������ ������� ��������� 9
$
: ��� ��  	�����0
�� 	� 7+ ��#����! �����	 ���I

0 = Rr i
s
r +

dψsr
dt

− j ω ψsr 9
$H:

!



�� "���#���������� �� ����������������� $

'/� �� 1� 	��� ���������� ��	���  ����� ��� %�)@�� iss ��� ψsr! �����  ����� ��� %�)@��
isr ��� ψss �� ��� 	����� ������� ��������� 9
$(: ��� ��� ������ ������� ���������
9
$H: ���������	 -�����$ +�#� -��� %�������� 9
$E: ��� isr ��������	 ��� �� 9
$D: �����0
 �	#	$ =����� ��� ψss �� 9
$(: ��� isr �� 9
$H: ���������	! �����	 ��� �/� ��� ������� 0
�����������I

uss = Rs i
s
s + σ Ls

diss
dt

+
Lm
Lr

dψsr
dt

9
$F:

0 = −Lh
Tr

iss +
(

1
Tr

− j ω

)
ψsr +
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=
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[
1 0
0 1

]
J =

[
0 −1
1 0

]
+�� %�������� 9
$(�:  	���	 ��� #��	������	� 1� 	���  �	�� ���! �� ��� +���#��� ω �� 
�������������� C�����	�� �� ��� � 	����	��4 ���	��		$ +�� � ���	����������� 1� 	��� 0
������ ��� � ��������� ����� � 	 �� ��������� %�������� #�� ��	-��� ��� ��� ����0
����� *������	�� ��� ����������$ +�� 7�������	�� �� 1� 	��� ���	�� xs 	��	��
��  	�	������� '��� ��  ��� �)����� %�)@�� ���$ 1� �����	�� � 	! ��  �� ��� ��-���	��
+�� 	������ ���� ����	 ψr  ������ ψ

′
r �� 1� 	��� �������� ���	��		$

������ ���
��
���
��	��

1�� *� ��������� ��� 3� ����� -����� ���� ��� ������� ���� %���������� ���)	��	$
+�� �  ��� ��� +��������	��������� ��� ��� *�-����� ���������I

mM =
3
2
p �{ψ∗

s is} = −3
2
p �{ψs i∗s} 9
$(
:

mM = mW +
J

p

dω

dt
9
$(D:

+���� � 	 mM �� ����	�� ��� 3����	 ��� � ��������� ����� ��� mW �� �� 	�����	
�� ��� =����$ ���������	 ��� ψs �� %�������� 9
$(
: ��	 ����� ��� %���������� 9
$D: ���
9
$E:! �����	 ��� ��� 3����	����������� �/� �� 1� 	��� ���������� 9
$(�:$

mM =
3
2
p
L2
m

Lr

(
ψ

′
rα isβ − ψ

′
rβ isα

)
9
$(E:

 � � &	���'����������� �� '�����	����� )*�

6� �� ��	����	� ��� 3����� �� ����� -����/�������� 7+ #� �����	��! �/  �� ���
%���������� 9
$(: ��� 9
$
: �� ��� ��	 ��� =������� ��-��������	 ωw ���������� 7+
	��� �������	 -�����$ 3�� �����	 ������� �������� %����������I

uws = Rs i
w
s +

dψws
dt

+ j ωw ψ
w
s

0 = Rr i
w
r +

dψwr
dt

+ j (ωw − ω) ψwr 9
$(H:

=�� ����  	������� 	�� 7+ -����� ���� ���� ��� ��  ���� ������ 	���  �-�� ��� 	��0
���A�  �� ��� %��������  � 	�� ���������	$ � �����	  ��� �������� � 	��I

dxω

dt
= Aw(ω, ωs) xw +Bw uws 9
$(F:

iws = C xw



�� "���#���������� �� ����������������� &

��	 ��� 1� 	��� ���	�� xw! ������� ���	�� uws ! �� ���� ���	�� iws
�I

xw =
[
isd isq ψ

′
rd ψ

′
rq

]T
uws =

[
usd usq

]T
iws =

[
isd isq

]T
+����  ���I

ψ
′
rd =

ψrd
Lm

ψ
′
rq =

ψrq
Lm

Aw(ω, ωw) =

⎡⎣−γ I − ωw J ε
(

1
Tr
I − J ω

)
1
Tr
I −

(
1
Tr

− J (ω − ωw)
)⎤⎦

Bw =
[ 1
σ Ls

I

0

]
Cw =

[
I 0

]

+�� 1� 	��� ��������� 9
$(F: -�� 	 ��� ���� ����	������� ������	��� 	�� ���$ +����  	�����
��� 	����� ������� ��������	�� usd! usq ��� ��� +���#��� ωw ��� ������� ��)@�� ���$
'/� ��� =��� ��� ωw ������ ���� 3)��������	�� �� '����$

� ωw = 0I ����	 �����	  ��� ���  	������� 	� +�� 	������ �� 
$(

� ωw = ωI �� 7+ ����	  ���  ������� ��	 ��� ��	��

� ωw = ωsI �� 7+ ����	  ���  ������� ��	 ��� =������� ��-��������	 �� 	��0
��� 	���� �#-$ �� ����������� ��	��A�  � 

������ �
�������
�
� �	��������	����
�� �� �����������
� ���

6�	�� ��� �������! ��  ��� ����	�� ���� 1��	��� 	��	�� -� ��	���� �������  ��� �� ���
������� ����! ���� ���������� -�����! ��  ��� +���#��� ��������� ���� ��	� 	0
 ����		� ��� 	��	 � 	$ =��	�� -��� ����������! ��  ��� ������� ��������	�� usd!
usq ��� ωk ��������� ����� ��	� 	������� ��� 	��	  ���$ *�� ��� �������� +���������0
	������ ��	 C�� -��� ������	��� � 	 ��� � 2�������� ��� %���� ��� ����� ��	� 	��	��
-��	������ ���/��	$ +�� ������	� .������ J
GK #�� 6��������� ��� #��	���	������������
�.,0� 	��� �� #��	�� ���	� ������	I

xw(k + 1) = Φw(ω, ωw, Ta) xw(k) +Hw uws (k) 9
$(G:

iw(k) = C xw(k)

Φw(ω, ωw, Ta) = eA
w(ω,ωw) Ta =

∞∑
ν=0

(Aw(ω, ωw))ν
T νa
ν!

Hw =
∫ (k+1)Ta

k Ta

eA
w(ω,ωw)τdτBw =

∞∑
ν=1

(Aw(ω, ωw))ν
T νa
ν!
Bw

���� d ��� q ��	��� ��� 
���� ��� ���	����������� �� �������	������ ��� ������������
����������� �� �� �����	���� ���
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3�	 ��� � 	����	��4 Φw! ��� ������� ���	�� Hw ��� ��� �� ���� ���	�� C$

Φw(ω, ωw, Ta) =

⎡⎣I − γ Ta I − ωw Ta J ε
(
Ta
Tr
I − J ω Ta

)
Ta
Tr
I I −

(
Ta
Tr
I − J (ω − ωw)Ta

)⎤⎦
Hw =

[ Ta
σ Ls

I

0

]
C =

[
I 0

]

+�� � 	����	��4 ��� ��� ������� ���	�� �������  ��� �� ��� 3�	��40 �4�����	�������0
	��� eA

sTa ! -����� ����� ���� ��������	-������� ���������	 -���$ *�� ����� ��	� 	��	��
�����	 ���� ?������� ($8������ �)���� �� $ ���� ?������� �)����� 8������ -/��� ���
���������-��� ��� ���)	�� ���)���$ ,� 1��� ��� �� +����������	 -���� ���� ?�������
($8������ ���-����	$ >�����  	���	 ��� +� ���	� ������ ������ ��	  	�������� +���#���
��$ +� ���� -��� #�� ����� ������ �� ��	���� 	� 7+ �����#��	! �� �� ��� �� -� ��	����
��������� '��B���#�� ���	��	�� ���  ���	 ��� '����� ���/���� ����� �����	$

������ ���
��
���
��	��

+� �� 3����	 ���������� ��� ����������� 7�������	�� � 	��  ��� ��  ! ���� ��	
����� ��� %�������� 9
$(E: �� 3����	 �� -����/�������� 7+  ����	 ��������� -�����$

mM =
3
2
p
L2
m

Lr

(
ψ

′
rd isq − ψ

′
sq isd

)
9
$(&:

*����	�	 ���! ��  ��� 8����	������ ��� ������� ��� � �� 7+ ��� ��� ��	��A�  ���	��
9ωk = ωs: ��� ��	��A�  ��������	� ψrq = 0 � 	! ����������	  ��� 9
$(&: #�I

mM =
3
2
p
L2
m

Lr
ψ

′
rd isq 9
$(�:

 �!� *���	������	��������	

+� ��� *������	�� ����	 #��	���	����������!  ������ #��	�� ���	 ����� ���	 -�����! ��  
���� 6��������� �� #��	���	������������ 3����� �� ��� #��	�� ���	� 3����� ��������$
+���� ��	 	��	 ���  �������	� +� ���	� ������ ������$ +� #��	���	����������� 1� 	��� 0
���������� ���	�	I

ẋ = Ax+Bu 9
$
�:

+� +�<����	������������  � 	�� 9
$
�: ���� ����� ������� ��� �����	��� ���) 	 -��0
���$ +���� ���-����	 �� #�� ��� �	# �������� ��������#�  �� � 	�� ��� �����0
������	��� ! -������ �� � 	�� -�� ����	 �) 	$

x(k + 1) = x(k) + Ta (Ax(k) +Bu(k)) 9
$
(:

*�	����	�	 ��� �� � 	�� �� #��	�� ���	�� �����	�� �����	  ��� ��	 ����� .�����0
������� ������ ($8������ 92�������� �� ����		 
$
$(:I

x(k + 1) = (I +ATa)x(k) +BTau(k) 9
$

:

x(k + 1) = x(k) + Ta (Ax(k) +Bu(k))
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 #�����! ��  ��� �����0 ������	��� ��� ��� .�����0 �����0
�� ������ ��  ���� ������� �������$ +���� ����	! ��  ����� �����	��� �� #��	�� ���	�0
 ���	� 3����� 
$(G ��	 ����� �� �����0������	��� ���� #� �	#������ '����� ��	 	��	$ � 
�����	 �� � �� ! ����� ��� ������ '����� #� ��	�� �����$ +�#� -��� ��� L���	������ ����0
	��� �� #��	���	������������ ��� �� #��	�� ���	�� 3����� ��� ��� �������  ������� us
#�� ��	��A�  ψr ��������	 ��� ����� 2�������� ��� '���	����� ��� '����� ��������	$
3�	 ��� *�	��� ������ εabs �� C��#��	I

εabs =
(

1 − Gs(jω)
Gz(jω)

)
· 100

6�� ��� =����������� εphi �� %���I

εphi = [∠ Gs(jω) − ∠ Gz(jω)] · 180
π

'/� ��� #��	���	����������� L���	������ ����	��� -��� ����������	 ����������! ��  ���
	����� ������� ����#����� ���	���������� � 	$ .�	 ������� � 	 ��� %���� ��� ���-����0
	�� ����#�����������	��� ��� 	���� ������� ����#����� #��	�� ���	$ +����  �������
��� ��������� �������  � ����	 ���� 	����� ��� �����	�	 -�����$
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+� #��	���	����������� ��	����	� ��� 3����� ��� �3 ��  	������� 	�� 7+ ���	�	 ����
9
$(�:�I

i̇s = −γ is + ε ωbr ψ
′
r + us

1
σLs

9
$
D:

ψ̇
′
r =

1
Tr
is − ωbrψ

′
r

��	I

ωbr =
1
Tr

− jω

+���	 �����	  ��� ��� �� ���	� ���	����������� L���	������ ����	��� #�I

Us(s)
Ψ′
r(s)

=
1

σ Ls Tr

s2 + s (ωbr + γ) + ωbr
Tr

(Tr γ − ε)
9
$
E:

+� #��	�� ���	� 3����� ��� �3 ��  	������� 	�� 7+ ���	�	 ���� 9
$
$(:I

is(k + 1) = (1 − γTa)is(k) + ε ωbr1 ψ
′
r(k) + us(k)

1
σLs

9
$
H:

ψ
′
r(k + 1) =

Ta
Tr
is(k) + ωbr2 ψ

′
r(k)

��	I

ωbr1 =
Ta
Tr

− jω Ta

ωbr2 = 1 − Ta
Tr

+ jω Ta
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+���	 �����	  ��� ��� �� ���	� �� ���	� L���	������ ����	��� #�I

Us(z)
Ψ′
r(z)

=
Ta

σ Ls Tr

z2 − z (ωbr2 + 1 − Taγ) − Ta

(
ωbr2γ + 1

Tr
ωbr1ε

)
+ ωbr2

9
$
F:

+�� '����� -����� �� ��� L���	������ ����	����� 9
$
F: ��� 9
$
E: ��	 s = jωs ���
z = ejωs Ta ��������	$ ,� ��������� 
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	�� 7+ �������	�	$ +���� ��	 �����	 ��� 7���� ω = ωs ��� ��������$ +�  ���@	! ���
+���#���  	���	 ���� '�������� ���� 3����	� $ � � 	 �� ���	����! ��  ��� +� ���	� ��0
���� ������ ���� ���@� �����������	 ��� ��� +���#��� ���-�� 	$ +�� 7�����! -����� ���
������������� ����#��! ��	 ������� ��� ������� ���� 3����	� ��� ����� ������������
+���#���$ +����  	���	 ��� �� 	���� 3����	 ���  �������� +���#��� ��� ����	 ���� ���
+� ���	� ������ ������$ *�� ����	���� 3����	 	��		 ��� ��������	� �<��	 ���$
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+� #��	���	����������� ��	����	� ��� 3����� ��� �3 �� ��	���� 	�� 7+ ���	�	 ����
9
$(F:�I

i̇s = ωbr3 is + ε ωbr ψ
′
r + us

1
σLs

9
$
G:

ψ̇
′
r =

1
Tr
is − 1

Tr
ψ

′
r

+���	 �����	  ��� ��� #��	���	����������� L���	������ ����	��� #�I

Us(s)
Ψ′
r(s)

=
1

σ Ls Tr

s2 + s
(

1
Tr

− ωbr3

)
− 1

Tr
(ωbr3 − ωbrε)

9
$
&:

��	I

ωbr3 = −γ − jω

+� #��	�� ���	� 3����� ��� �3 ���	�	 ���� 9
$(G:I

is(k + 1) = ωbr4 is(k) + ε ωbr1 ψ
′
r(k) + us(k)

1
σLs

9
$
�:

ψ
′
r(k + 1) =

Ta
Tr
is(k) +

(
1 − Ta

Tr

)
ψ

′
r(k)

��	I

ωbr4 = 1 − γ Ta − jω Ta

+�� #��	�� ���	� L���	������ ����	��� �����	  ��� #�I

Us(z)
Ψ′
r(z)

=
Ta

σ Ls Tr

z2 + z
(
Ta
Tr

− 1 − ωbr4

)
− ωbr4

(
Ta
Tr

− 1
)
− Ta

Tr
ωbr1 ε

9
$D�:

+�� '����� -����� �� ��� L���	������ ����	����� 9
$D�: ��� 9
$
&: ��	 s = jωr ���
z = ejωr Ta ��������	$ ��������� 
$
 #���	 ��� +� ���	� ������ ������ �� ��	���� 	��
7+$ +�� � 7+ ����	  ��� ��	 ��� +���#��� �� ��	�� ! -� ���� �� �������� �����
'��B���#�� ���	��	�� ��� ����	 ���� +� ���	� ������ ������$ +���	 � 	 ��� '����� �� %�0
��� �	# #��  	������� 	�� 7+ ���������� ��� ��� +���#���!  ������ �������� ���
�� 	�����	 ��� ��� ������� �� ��	�������� ����������#���$ +�� ����������#��� ��0
	���	 ��� 	 ��� ������ C��#��	 ��� ��	������#���! ��� +� ���	� ������ ������ �����	 ��
2��������  ��� �����$ �� ��� �� %���� -����� ��� '��  �������	�� ��� #��	�� ���	��
����� ������ �����#��	 �� ��	���� 	�� 7+ ����� ���	$
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,� J(DK -��� ��� ��� ���	���� *�-�� �/� ��� *������	������	 ��� �� ���� �� �������0
��� ��� �3 ��#���	$ +���� -����� 	��� ���	� L�������� ��@�� ���	 ����  �� ��� ���
3� �����  	�	����� ��	����	�	 9ω̇ = 0:$ ,�  	�	������� *�	����  ��� ��� %�)@�� ��� � ��0
������� �����  ��� �)���� ��� � ���	I

uss = Û s · ej ωst
iss = Îs · ej ωst 9
$D(:

ψss = Ψ̂s · ej ωst

+���� ��� �	#�� ��� 9
$D(: �� ��� +�<����	�������������� ��� � ��������� ����� 9
$F:
��� 9
$G: �����	 ���I

jωs Îs =
1
σLs

[
ûs −

(
Rs +

L2
m

Tr Ls

)
Îs +

Lm

Lr

(
1
Tr

− j ω

)
Ψ̂r

]
9
$D
:

jωs Ψ̂r =
Lm
Tr

Îs −
(

1
Tr

− j ω

)
Ψ̂r 9
$DD:
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$DD: �����	 ��� ����� �� 	����� ��� Ψ̂rI

Ψ̂r =
Lm
Tr

jωs +
(

1
Tr

− j ω
) Îs 9
$DE:

*�	����	�	 ��� �� 9
$D
: ��� ��� .���! -������ ��� ��	�� ��� ��� 	�	�� -���	! �����	
��� ����� ��� �	#�� ��� 9
$DE:I

Ψ̂rb =
1
σLs

· Lm
Lr

(
1
Tr

− j ω

)
·

Lm
Tr

jωs +
(

1
Tr

− j ω
) Îs 9
$DH:

+���� ��	 �����	 Ψ̂rb ��� �/��-������ ��� ��	�� ��� ��� 	�	��$ %��	 ��� ���  ��������
+���#��� ωs ����� ����! �����	 ���I

lim
ωs→0

Ψ̂rb =
1
σLs

· L2
m

LrTr
Îs 9
$DF:

*�	����	�	 ��� %�������� 9
$DF: � 	 �� ���	����! ��  ��� ��	������#��� ������ ���A�  
���� ��� ��� 	����� ��	$ +� ��� �� ���� �� ��	������ ��� ��� 	����� ������� ���
��� 	����� 	��� ��  ���  ���! ���� ��	 ����� ��� �� %�)@�� ����	���� ��� ��� +���0
#��� �� ����  �� -�����$ +� � 	�� � 	 �� � �/� ωs → 0 ����	 �������	���$ *�� ��������
+���#����� -��� ��� .��� -������ ωs ��	���	 ����	 ���� ���/�#	$ >����� � 	 ���� ���
+���#����������	��� �� 	����� 	���  ��� ������ ��� ��	 	)������ /��������	! -� 
���� *� 	������ ��� +���#���  ��-����� ����	$ �� ��� �� %���� � 	 ���� �� ���� �
�������� �� ��� ?�������	 ��	 ��� %����-����������� ����	 �)�����$
,� J&K -��� ��� *������	������	 ��	 ����� ��� *������	������	 ��	��4 /�����/�	$ +�� 
� 	 ;����� ������#���	�� ��� ��� ����� �� ����	  � ��� ���	��	! -�� ��� ���� �� ���������
3�	����$
'��  �������	��! -������ ���� +���#����������	��� #�� 2���/����  	��	!  ��� �� ����� *�0
	���� ��������� �������	���$ +�� ���� �������� ��	 ��� *������	������	 ��	��4 9
$DG:
��-�� �� -�����$ +�� ���� ��� �� 3�	��4 ��	 �����	 ����� ��� � 	��������� n ���
*������	������	 � 	 ����	 �����	���	$

SB =

⎡⎢⎢⎣
C
C A
C A2

C A3

⎤⎥⎥⎦ 9
$DG:
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*�� ��� �� ���� �� �������� ��� � ��������� ����� ��	 3�� � 	 ��� ����	��� 0
������	��� �/� ��� +���#��� ����	 �� ����� *�	���� #� 	�����  	����$ 1�� ���	������ ��
-������ *�	���� #� 	����� �� ;�-������ 3�����  	���� � 	! -��� �������� ���	������ �� JFK
/���������$

($ %�����	����	���� ωr
ωs
< 0


$ 3�	����	���� 0 < ωr
ωs
< 1

D$ %���� 	������� ��	���� ωr
ωs
> 1

,� ���� 	������� +������� 9���$ 
$D: � 	 �� 2�����	�� ���������B���# f2 #� 	��0
������B���# f1 �� '���	��� ��� �� *�	���� #� 	���� �����	�����$
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���	��$ +���� -��� �� ��� 	����� ������� 0 �#- ��	�� ������� ��������� ��� '��  
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� ��������� ����� -��� ����	 ���������$

+� � &����#20) ��� 1������
 �����	��� 01��

+�� 3�	���� ���� C��� JGK ���-����	 ����	 ��� ��	��A/  � �/� ��� ����	��� ��� +���#���!
 ������ ��� 7�������	�� ��� ����	����	��� ���� 7���	$ +�� ����� 	���	� 3�	���� -���
��� ����	��#�� ��-��	��	! -����� �� � 	�� ���������� ��� 	�����-���� 	��� -���$



!� *+�� � 

+�5����	 ��� �� ��� 	����� ������� ��������� 9
$F: ��� %����0�37 ��	I

em =
Lm
Lr

dψsr
dt

9E$(�:

3�	 9E$(�: �����	  ��� �� 9
$F: �� �������#������I

ê	m = uss −Rs i
s
s − σ Ls

iss
dt

9E$((:

'/� �� ��;� 	������� 3����� �����	  ��� �� ��� ��	�� ������� ��������� 9
$G: ��� ���
+�5��	��� �� 9E$(�:!  �-�� ��� �� ���	#	�� +���#��� ω̂ �� ��;� 	������� 3����� ���
%����0�37I

ê�m =
L2
m

Tr Lr
iss −

(
1
Tr

− jω̂

)
·
∫ τ

0
ê�mdτ 9E$(
:

1�� ������	��� �� ����	��� �� �	#	� -��� ��� ��������������� %�������� �������	�	
��� �� �����@��� ���� ������ ���� ��������! ��	�� ��� �������! ��  ��� �� ���	#	��
%�)@�� ������	  ���$

dê�m
dt

=
L2
m

Tr Lr

diss
dt

− 1
Tr
ê�m + j ω̂ ê�m 9E$(D:

de�m
dt

=
L2
m

Tr Lr

diss
dt

− 1
Tr
e�m + j ω e�m 9E$(E:

*����	 ��� ��� +�<����# ��� 9E$(D: ��	 9E$(E: �����	 ��� ��� '�������������� �� ��;� 0
	�������� 3����� $ [

dεd
dt
dεq
dt

]
=

[− 1
Tr

−ω
ω − 1

Tr

] [
εd
εq

]
+

[−ê �
mβ

ê �
mα

]
(ω − ω̂) 9E$(H:

3�	 ����� �� C����0 7��	����� �/� ����� 	�����	�	 ����	� �/� 9E$(H: ��� ����	��� ��0
����� �� ��������	�	 -�����$

ω̂ = kp (ê�m ⊗ ê	m) + ki

∫ τ

0
(ê�m ⊗ ê	m) dτ 9E$(F:

*�� ��� �� 3�	���� 	��		 ����� �<��� ,�	����	��� ���$ >����� -��� �/� �� �������#������
��� �����	��� �� 	����� 	��� ���)	��	$ ���� ��� 	�����-���� 	��� 	��		 ���! -������
���  	����� M��������� ��� �������� +���#��� #� 	�����	�	 ��������� �/���� ����$ ,�
��������� E$
 � 	 ��� ������ ��� �������#������ ��� ��;� 	�������� 3����� ��	 ����0
	��� �������	�	$ +���� ����/���� ����� ����� %�)@� qm! -����� ����� �� 7���#������	
#-� ���� %����0�37 ��� ��� 	����� 	��� �������	 -���! �����	 ��� ��� %���� ���
,���	�	�	 (iss × iss) = 0 ��� � 	�� -����� ��� 	�����-���� 	��� ���������� � 	$ '/�
�� �������#0 ��� ��;� 	������� 3����� �����	  ���I

q̂ 	
m = iss ⊗

(
uss − σ Ls

diss
dt

)
9E$(G:

q̂ �
m = iss ⊗

[
L2
m

Tr Lr
iss −

(
1
Tr

− jω̂

)
·
∫ τ

0
emdτ

]
9E$(&:



!� *+�� �!

Rs

d
dt

σLs

L2
h

TrLr

1
Tr

1
s

'

��������

uss

iss

ω̂

ê �
m

ê�m

��������� �
	
� ��
�	�-�� � ��

3�	 qm = (iss × em)! -���� ��� �����	��� ��� qm ��� �����	���� *������� 	��� ��	0
 �����	$

ω̂ = kp (q̂ 	
m − q̂ �

m) + ki

∫ τ

0
(q̂ 	
m − q̂ �

m) dτ 9E$(�:

+� 3�� �� ������ ��� ��� *������� 	��� ��<����# � 	 ���������� ��� 	�����-����0
 	���! -��	�� ����	 ����� �<��� ,�	����	��� ���$ +�� ������ �� E$
 ��  ��������� ��
�� #� �������� 7���#������	 ��-��	��	 -�����$ +� ���@� C������ ��� �� 3�	���� � 	!
��  ��� %����0�37 ��	  �������� +���#��� ����� ���� ���	 ��� ���� *������	��� �����
3�  ��� ���� �� ��� �� *������ ����	 ���� �)����� � 	$

+�!� 1���	3��� �����	��� 01��

*�	����	�	 ��� �� 	���������! ����	 ���! ��  ��� � �� ������� ��)@� ��� +���#���
���)	��	$ ������� JDEK ��		� ��� ,���! �� ������� ������ �� �������#������ ���
�� 	��������� �� ��;� 	������� 3����� #� ���-�����$ +���� -��� �� ��� ������
'��   ���	#����� ��� '����� ����� ��������	! -����� ��	 ����� ���� ����	��� �����0
�� �� #� ���� �������	 -���$ +���� �����	 ��� ����	��� ������� �� ��� +���#��� ��
	���������  �! ��  �� '����� ����� ���� -���$ *�	����	�	 ��� ��� %�������� 9D$H: �� 
	��������� ��� �/��	 ψ̂

s

r ��� ω̂ �� ��� #�  ���	#����� %�)@�� ���! �����	 ��� �� 
��;� 	������� 3�����$

dψ̂
s,�
r

dt
=
Lh
Tr

iss −
(

1
Tr

− j ω̂r

)
ψ̂
s,�
r 9E$
�:



!� *+�� �$

+���� ��	���	��� ��� 9E$
�: ��� 9D$H: ��  	  ��� �������� '�������������� �� ��������I[
dεd
dt
dεq
dt

]
=

[− 1
Tr

−ω
ω − 1

Tr

] [
εd
εq

]
+

[
−ψ̂ �

rβ

ψ̂ �
rα

]
(ω − ω̂) 9E$
(:

3�	 ����� �� C����0 7��	����� �/� ����� 	�����	�	 ����	� �/� 9E$
(: ��� ����	��� ��0
����� �� ��������	�	 -�����$

ω̂ = kp (ψ	r ⊗ψ�
r) + ki

∫ t

0
(ψ	r ⊗ψ�

r) dτ 9E$

:

+� �������#������ �����	  ��� �� ��� ������� ������ 9D$(: ��� ���	�	$

ψs,	r =
Lr
Lm

[∫ t

0
(uss −Rsi

s
s) dτ − σ Lsi

s
s

]
9E$
D:

,� ��������� E$D � 	 �� 3�� ���� ������� ���������	$ +�� � ���-����	 ��� '�/  �

���������

������

��	���

������

ω̂

iss

uss ψ̂
s,�

r

ψ̂
s,�
r

s

s+ 1
T

s

s+ 1
T

��������

��������� �

� � �� 	�"� �"������

�� ��� '����� ����� #� ��#����� ��� ����� C,0������ �� ��� '����� #� ���� #� �������$
� 	��		 -������� �� C������ ��� �<���� ,�	����	��� �� ������� ������ ���! -� ����
���� .�����  ��	����	��� �� ������� ������ �������� ��  $ �� 	���� ��� .C0,�	����	���
���� ���� ��� ������  �� �� ����  �� �� ������� ������ ������/�	 -�����$ ���
'��	�� ��	 ���  ����� %���#���B���# ��  ���� �� ��� ��;� 	�������� 1-��� ������/�	
-�����! ����	 ��� ������ '�/  � ������������ �������$ +���� ����/��� ��� ������  �! � 	
;����� �� ����� 	�����	�	 ���	����� ��� ��������� '��B���#�� �����	#	! -� #� ,� 	�����0
	�	�� �/��	$ *�� �������� '��B���#�� -��� �� '��   ����� ����� ��� ��	-������ '��	�����
����-���	 ��� ������	 ����� �/� ��� '��  �������	��� ��� ������ ��	� ������� $ +� ����
� 	 ��� � 7��5����	��� ��� �/� +���#����� �������� ��� %���#���B���# �� ������  � 
 �������$ *�� +���#���������! ��  ��� ��	 ��������  �������� ?������������ ��������$
=��	�� � 	 ��� 3�	���� �������� ��� 	�����-���� 	��� ����������! -� �� #�� ,�0
 	�����	�	 �/���� ����$ +���� ������� ������ �� ����� �� 	���	�� �����	 ����	 ����	�
.�;��� J(�K ���� '����� �/� ��� =��� ��� ��	-��� ������	�� ki ��� kp �������$

kp =

(
2 ζ ωc − 1

Tr

)
|ψr|2

9E$
E:

ki =
ω2
c

|ψr|2



!� *+�� �%

+���� � 	 ζ ��� +������� ���	�� ��� ωc ��� +����	��		 ���B���#$ +�� ������  -����
��� .�;��� ��	 T = 0.05  ��#�5#���	! -� ����� 7�������B���# ��� 3.2Hz ��	 �����	$ +�0
��	 �����	  ��� �� ��� C��4� ���� ��	��� +���#�������#� ��� 3Hz$ +�� �<���� ,�	����	���
���� ����� 2��-������ �� ��� ��0���� *������	�� ��� �� ����		 D$D �� �������#��0
���� ��������� -����� JD(K ��� JDDK$ ��	#	��� ��-��	��� ��� ����	��� ������� �� ��
�� ������� ��� 3����� �� ��� ����� ��� ��������� '��B���#�� ��� +���#��� ���	#��� #�
�����  ���$ +�� L������� ��� 	��������� ��� �� ������� ������  ��� ��� �)����� 	
��������� '��B���#�� �������� 9fg < 3Hz:$ +�� �� *������	�� �����	 ���� 2����  �����
��� '��   ���	#��� ��� ��������� '��B���#��! �� ��� '��	�� ��	����	 ��� ������� �� 
'��   ����� �����	�� �����	$

,� J(K -��� ��� ����	��� ������� �� �/� ��� 	�����-���� 	��� ����� 	���	 ��� ��������
#�� +���#�������	��� ����-����	$ +���� -���� ;����� ��� 	�����	�	 �� %� ��	 � 	�� 
����	 ��-�� ��$ +�� ����	��� ������� �� ���	�	I

R̂s = kp · iss (ψ	r −ψ�
r) + kp

∫ t

0
[iss (ψ	r −ψ�

r)] dτ 9E$
H:



!� *+�� �&

+�+� ������	��	#,�������	 ��� 01��

3�	 ��� �� 3�	���� �4� 	���	 ��� 3��! -� ��� ��������������� 3�	����� /��������
� 	$ � 	��		 ����� �<��� ,�	����	��� ��� ��� ��� 	�����	�	 � 	 �� ����� -��	�� *������
�������$ ���� -��� �� �������#������ ��� � ��������� �����  ��� 	 ��� �� ��;� 	���0
���� 3����� ��� ���������� *������	�� ������ 8������ ���-����	 J(
K$ '/� �� � 	��
9
$(�: ���� ��� 1� 	��� �������	�� ��������� '��� ���� �	#	 -�����$

dx̂s

dt
= Â

s
x̂s +Bs uss +G

(
î
s

s − iss
)

9E$
F:

+���	 �����	  ��� ��� ����������� #� �I

de

dt
=
dx

dt
− dx̂

dt
= (A+G C) e− ΔA x̂ 9E$
G:

��	I

e = x− x̂

ΔA = Â−A =
[
0 −Δω ε J
0 Δω J

]
ε =

1 − σ

σ
Δω = ω̂ − ω

+�� '�������	��4 ΔA �����	  ��� ��	�� ��� �������! ��  ���� C�����	�� �� ��� ���
+���#��� ������	  ���$ ?�� -��� ���� ��������0'���	��� ��������� '��� ���� �	#	I

V = eT e+ λε Δω2 > 0 9E$
&:

+�� �����	��� �����	  ��� #�I

dV

dt
=
deT

dt
e+ eT

de

dt
+ 2 λε Δω

dΔω
dt

< 0 9E$
�:

+���	 �����	 ���I

dV

dt
=eT

[
(A+G C)T + (A+G C)

]
e−

(
x̂TΔATe+ eTΔAx̂

)
+ 2 λε Δω

dΔω
dt

9E$D�:

+���� ��� 	#�� ��� ΔA �� 9E$D�: �����	 ��� ��	#	�� ���� I

dV

dt
=eT

[
(A+G C)T + (A+G C)

]
e 9E$D(:

− 2 Δω ε (eiα ψrβ − eiβ ψrα) − 2 Δω (eψβ ψrα − eψα ψrβ)

+ 2 λε Δω
dΔω
dt

< 0

+�� �� 	� .��� � 	 -���� ��� �����-��	������� ��	 ����� ��� 3�	��4 G ����� ����	��
��� ���/��	 ����	 ��� 	�����	�	 ��������� ���� ��������$ +�� ���		� .��� -��� ��	 ���

�(���� ��	 $��	�� )$�	���� ��	��� ��� �������������  �����" ������ �� �����	���� ��� #��
$�����	�� ����������



!� *+�� �'

*���/�����! ��  ��� ��  ��� ����� � 	 ���������  ��	$ � -���� ;�����  ��	�� �� 	�� 	���	!
��  �� �� ������	��� ���� *�	���� #� ����� ,� 	�����	�	 ������� �/��	 J&K$ 6� ��������
#� ���/���� -����� ��� ��� ������ ������������� .���� �������� �	#	$

2 Δω ε (eiα ψrβ − eiβ ψrα) = 2 λε Δω
dΔω
dt

9E$D
:

6�	�� ��� �������! ��   ��� ��� +���#��� ��������� ���� ��	� 	 ����		� ����	 �����	
9ω̇ = 0: �����	  ��� �� ����	��� �� �	#$

dω̂

dt
=

1
λ

(eiα ψrβ − eiβ ψrα) 9E$DD:

6� ��� +������ ��� %�������� 9E$DD: #� ���)��� -��� ��� � ����	 ����� ,�	����	���
 ������ ��� 	 ��	 ����� ����� C,0	���	�� ����� ���	$

ω̂ = kp (ei ⊗ψr) + ki

∫ τ

0
(ei ⊗ψr) dτ 9E$DE:

+� ����	���  ����� (ei ⊗ψr) ���� ��� ����� �� �� '����������	 Δm �����	�	 -��0


���$�	��	�

*��$�����	

issuss

ω̂
î
s

s

ψ̂
s

r

���

��������

��������� �
�
� � �� 	�"� ������

���$ +�� � .�	 ���� -���� �� J(FK ����	#	! �� ��� +������ ��� ����	��� ���� C,0������!
 ������ ��	 ����� ���� ������� ��� 3����� #� �����  ���$ '/� ��� ��-��� ��� C�����0
	�� ki ��� kp ���� �� 	�����	�� -�����! ��  ki >> kp ���/��	  ��� ��  $ +�� ����������
*������	�� ������ 8������ -��� -�� �� �� ����		 F$( �� �������� ��������	���	$ *�� ���
���  � ���� 2�����	� -��� ��� C�����	������	�	 ���	�� k = 1 ��-���	! -������ �/� ���
�/����������	��� G = 0 ����	$ +�� � 	 �)�����! �� ���� '������/���������� /��� ���
C,0������ ������	$ ,� ��� ��	#	�� >����� -����� #��������� �� 	��������� ��	��������!
��� ,� 	�����	�	 ������� �� ������	��� ���� *�	���� #� ����������$ +��/� ���	 � ��������
���� �� �	#�I

($ ����  ��� ��� �/����������	��4 G


$ ����  ��� �� ����	��� �� �	#� 9E$DE:

D$ ����  ��� ��� �/����������	��4 G ��� �� ����	��� �� �	#� 9E$DE:



!� *+�� �(

���� L��� ���	 /��� ��� ������ 	�� 	����� ������ ��	����� ������	 �������� J�K ��  ��0
��� �����	$ ���� ������	��� �� ,� 	�����	� ������� ��� ���� L��� ���	 /��� 3�	�����!
-����� ��� �/����������	��4 ����  �� ������	 J
FK$ � -��� ���� ���� ���� 3�	����
����� 	���	! -����� ��� ,� 	�����	�	 ������� ��� ω = 0 ����#�����  ���$ +���� ��� � ����
3�	���� �����	 ��� *������	�� ;����� ��� ��	���������� 2�����	��! -������ ��� � ���
��������� ��� ���� 8< �	 ����	 ����	������	�$ 6� ��� ,� 	�����	�	 #� ��������� -�����
�� ������ ��� ���� ��������� 7+ #-�� ��	����	� ��� 3������ ���� �	#	$ 1�� �����
�� 3����� �� *������	�� ������ 8������ ��-��	��	 �� �� ����	��� �� �	# 9E$DD:$
���� %�������� 9E$DH:$ 1�� ������� �� ��	����	� �� 3����� ��� � ��������� �����
��	�� ��� �������! ��   ��� ��� +���#��� ��������� ���� ��	� 	 ����		� ����	 �����	
9E$DF:$

dx̂f

dt
= Af x̂f +Bf ufs +G

[
ifs −C x̂f

]
9E$DH:

dω̂

dt
=

1
λ

(eid ψrq − eiq ψrd)

dxf

dt
= Af xf +Bf ufs 9E$DF:

dω

dt
= 0

+���� ������� ����� ������ 3������ �� ����� ���������� �����	 ����	 ��	�� ��� �������
G = 0! �����	 ��� ����� ��	���	��� ��� 3������ ��� '����������� ��	 ��� � 	����0
	��4 Âe$ +���	 �� � 	��  	���� � 	! �/  �� ���� �����-��	� ����� ����	���� ����	���

�� �	#��
(
det(Âe) < 0

)
$ +���� -���� ��� ,� 	�����	�	 ������� ����	�5#���	! -����� �����

#-�� %������ ��5����	 -���$

mW = −|ψr|2
Rr

· ωm 9E$DG:

mw = −|ψr|2
Rr

· ωm(
1 + Tr

Ts

) 9E$D&:

+�� %����� (D1) ��5����	 ����� %�������� E$DG �� �����	 ��� ������	�� ,� 	�����	�	
ω = 0$ +�� %����� (D2) ��5����	 ����� E$D&  ����	 ��	 (D1) ���� '����� ���! -��0
��� ��� ,� 	�����	�	 ������� ��� ���� �� ��������� 3�	���� ��	 �����	$ 1��� � 	 � ! ����
�/����������	��4 G �= 0 #� 5����! -����� ��� ,� 	�����	�	 ������� ��������	$ =�� ��0
���	 ��-���	! -�� � ��� 2�������� ��� ���� 	����< �	 ����	 �)����� ��� *������ ���
ω = 0 #� ���������	$ ��	#	�� ���� -���� ��� 3�	���� ���� �-���-�� ���-����	! -��0
��� �������� �� J
FK #� 5���� � 	$ +���	 �����	  ��� ����-����	 ��� �� ���� ���-����	�
3����� ��� � ��������� ����� �������� �/����������	��4I

G =

⎡⎢⎢⎣
0 0
0 0

−1
4
Rs
Lh

0
0 −1

4
Rs
Lh

⎤⎥⎥⎦ 9E$D�:

,� ��������� E$H ����� ��	���	 ��� '����� #-� ���� 9+(: ��� (D2∗) ��� ���������	�� ,�0
 	�����	�	 ������� ��	 ��� �/����������	��4 E$D�$
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(D1)
(D2)
(D2∗)

��������� �
�
� &	���������������"� ��� ������� 	�"� ������

,� J((K -����� -��	��� ����	��� �� �	#� �/� ��� 	�����-���� 	��� ��� ��� ����� � ��0
	��#��	��� 	��	� ���������$ L��� ��� 	�����	�	 ������� -��� ����� ��  ��� ��	��<��!
�� ������	��� ���� *�	���� 	��	�� ���� ,� 	�����	�	�� ���$ +� ����  ����� ��� C�����0
	�� ��� �� ��	��� ���� *�	���� ���� ��	���� ���	 -�����$ +� ����	��� �� �	# �/� ���
	�����-���� 	��� ���	�	I

d

dt
R̂s = −k

(
eiα îsα + eiβ îsβ

)
9E$E�:

+� ����	��� �� �	# �/� ��� ����� � ��	��#��	��� 	��	� ���	�	I

d

dt

1

T̂r
=

k

Lr

[
eiα

(
ψ̂rα − Lm îsα

)
+ eiβ

(
ψ̂rβ − Lm îsβ

)]
9E$E(:

+���� � 	 k ���� �� �	��� 7�� 	��	�$ +�� 2��-������ ��� �������� ����	��� �� �	#��
#��  ����� 1��	 � 	 #-�� �)�����! ;����� � 	 ��� ?���-�� ��� 	�����	�	  ��-�����! �� ����	
��� .��� � 	��� �/�  ���  	����  ��� �/  ��!  ������ �� %� ��	 � 	��$ *�� ��-������
��� +���#�������	��� ��� #� �	#������ ����	��� �� 	�����-���� 	���� ����	� ���
'���	������	�	 ����	 ����� 	���	 -�����$



*# �����+����

'/� �������! #��	��������	� 1� 	��� ������� � 	 ��� ����������0*������	�� -���������	$
*��� ���  � ���� *������	�� ��  ��� ���� ��� �����-��	� ���������� -�����$ =��	�� 
	��	�� ��� ������ � 	���� 	)������ �� '��� ��� ������� ��� ����! 1� 	��� ��� ����
��� �� ���� ��� ���� ���! -� ��� ����� 	���	��� ��� 1� 	��� ��)@�� -��	�� �� ��-��	$
�  	���	  ��� ��� ��� '����! -�� ��� 	��	#��� ����� ��	������ ���	#-��	 �/� ��� 1�0
 	��� ��������� ����		��� ����$ +�� � '���� ��  	  ��� ��	 ����� �� 7�����0'��	�� ����	0
-��	��! -������ #� �	#���� ����  	���� 	� ��� M��������� �� � 	�� ���/�� ���	��	$ +��
������� 7�����0'��	��! -������ #�� ���	#��� ��� 1� 	��� ��)@�� ���-����	 -���! ����
����������� ��-��	��	 -�����! ��  �� ���� C�����	�� ��� � 	����	��4 ������ ����	�0
5#����� ����$ +�� � '��� �� 7�����0'��	�� -��� ��-��	��	�� 7�����0'��	�� ������	$
+� 7�����0'��	�� -��� /�������-�� � #��	�� ���	 ��������	���	! -� ���� �� #��	�� ���0
	� ��	����	� ��� 3����� ��� �� ����		 
$
$( #�� -��	���� *�	����	��� �������#����
-���$ +�� %��������� ��� .������ ��#/����� �� �������� 7�����0'��	�� -����� �� JEK
��	������$

-��� �����	� )�����%���	

������ ��
���
  	� �!

+� #��	�� ���	� ��	����	� ��� 3����� ��  �� �� 3�  ��� ���� ��� �� �� ���� ���0
 ���� ��-��	��	 -�����$ 6� ��� L��� ���	 #� -�����! -����� ��� ����0 ��� 	����� 	���	��
,���#� ����	 ���� ���������$ 6�	�� ��� -��	���� ��������! ��   ��� ��� +���#��� ��0
������� ���� ��	� 	 ����		 ����	 �����	 ��� ��� ��	� 	#��	 ��� 	��	 � 	! �����	 ��� �� 
9
$
$(: ��� �., 3�����$ ��� ��� � 3����� ���� ��� .������ �� 7�����0'��	�� ����-����	
-�����$

xk+1 = Φ xk +H uk +wk 9H$(:

yk = C xk + vk

+�� ���	��������  	���� 	� ���� C��#�  � wk 91� 	��� ��� ����: ��� vk 93�  ��� ����:
 �����  	�	������ -��@� ��� ���� ��� 	����� ��� �����������	  ���$ '/� �� �� 9H$(:
��5����	� 3����� �����	  ��� �� 7�����0'��	��! -������ ����� ��� ��������� 7�����0
%���������� ��5����	 � 	$

x∗
k = Φ x̂k−1 +H uk−1

P ∗
k = Φ P k−1 ΦT +Q

Kk = P ∗
k C

T
(
C P ∗

k C
T +R

)−1
9H$
:

x̂k = x∗
k +Kk (yk −C x∗

k)
P k = (I −Kk C)P ∗

k

 �



$� ,�����-����  �

+�� 7�������#��	��4 Q �����	  ��� �/� ��� '���! ��  ���� 1� 	��� ��� ����!  ������
������� ��� ���� ��������� � 	 #�I

Q = H Qu H
T 9H$D:

,� 9H$D:  	���	 Qu ��� 7�������#��	��4 �� ��� ���� �� ������� ���! -����� ���� ��	
��� ������� ��	��4 H ��-���	�	 -����� ��  $ +� ���� -��� H ���� ��	 �� %�-���0
	��� ��	��4 ��#������	$ R � 	 ��� 7�������#��	��4 �� �� ���� ��� ����$ +�� 7�����0
%����������  	����� ���� ����� ��� ��������� �����	 ���! -���� �/� ��� ����� ���  	��	
9k = 0: ��� �� 	�� ������ %���������� x̂k−1 ��� P k−1 ����	 ��5����	  ���$ +� ���� ��  
�/� x∗

k ��� P ∗
k ��� ��  ����� ������ #� 	��� �������� -�����$ +�� ������ -��	� -�����

/�������-�� �  � ��5����	! ��  #� *����� ��� ����� ��� ��� =��	� ��-���	 -�����! ���
���������@�� -��� ���������  ���$

x∗
0 = E {x0} = m0 9H$E:

P ∗
0 = E

{
(m0 − x0) (m0 − x0)

T
}

�  �� ;����� ��������	! ��  ��� =��� ��� ������ #� 	���� ��� ��� � ��������� �����
���� ���@� C������ ��� 	���	! �� ���� 1� 	��� ��������� ����  	��	 ��� � ���������0
 ����� ��	 ���� ���������� -����� �)����$ 2��� ���� � 	 ��� ����	��� =��� ���Q ���R
��	 �������	 �/� �� � 	��������	��$ +���	 �����  ��� ��� =��� ��� ������� #� 	����
#�I

x∗
0 =

[
0 0 0 0

]T
P ∗

0 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦
*�	����	�	 ��� ��� %���������� ��� ��� ���� �� 9H$
:! ���� ��� 	���	������ -�� ��
��������� H$( ��������� -�����$ +���� -��� Kk ��	 ����� ��� %���������� #-��!����
��� �/�� ��������	$ +�� 7�����0%���������� �/  �� �� ��� �����	��� ������ ��������	
-�����! -� ���� ���� 7�����4�	�	 #�� '���� ��	$ 2������� ��� *��������� ��� ,���� ��
��� ���		�� %�������� � 	  ��� ��������	�� ��$
+� ������� ��� ���� -��� ����� ��� �������� ��A) ��� �� �+6 ����� ���	$ +��

H z−1 C

Φ

uk

x∗
k

x̂k

yk

Kk

��������� �
�
� ����������� ��� ����	����"��	
�	

2�����# �� ������� ��� ���� σw ���� /��� ��� ��  	��������#� ��� ��� ��A) ���



$� ,�����-����   

��������	 -�����$ 1�� *�� ���� �����	  ��� �/� �� "���	� ������ ��� ���� ��� �����
��  	��������#� ��� ±10V ��� ����� ��A) ��� ��� 10bitI

LSB =
20
210

σw =
LSB√

12

+�� 2�����# �� �� ���� ��� ���� ���� ����� �� -��	�� �� ��	 ���������� ��� �� �0
���� �� ���-����	�� 3�  ����	� ����		��	 -�����$ 6�	�� ��� �������! ��  �  ���
���� ������� ��� ����  �-�� ���� �� ���� ��� ���� �� -��@� ��� ���� ������	! ��0
 �	#�� ��� 7�������#��	��#�� Qu ��� R ��� ��������� ���	����$

Q = H

[
σ2
w 0
0 σ2

w

]
HT R =

[
σ2
v 0
0 σ2

v

]



$� ,�����-����  !

-� � *�� 2	'����	�� )�����#�����	

,� JDGK -���� ��#���	! ��  ���� ,���	�5��	��� �������� C�����	�� ��� � ���������0
 ����� ������ �)����� � 	$ *� ������ ������ -��� ���� ��� ���	! ��� +���#��� ���� ��� ��0
��� � ��	��#��	��� 	��	� #� ���	#��$ � -��� ���� �)����� #� ��� ����� ����� %�)@��
������#��	�� #�  ���	#��! -����� ���� ����	 ����� ����������� -���$ +�� #� �	#����� 1�0
 	��� �������� -��� ��� ��� �� ��	 κ ��#������	$ 6� ��� � ��	 ����� �� 7�����0'��	�� 
#�  ���	#��! ��  κ �� #� �	#����� 1� 	��� �������� �� #��	�� ���	�� 3����� �������  	
-�����$ +������ �����	 ��� ��� ����	������� 3�����! -� ��� ;���� ��	� 	 ����		 �����0
�� ���	 -����� ��  ! �� ��� .������ �� �������� 7�����0'��	�� ��-������ #� �)����$
+�� � %������ -��� �� ��-��	��	�� 7�����0'��	�� ��#������	$

������ ��
���
  	� "��
��
��
 ������#!���
�

?����� -�� ��! � ����	 ��� �.,03����� �0	�� 8������ ��� ��� -�� -����� #� �	#���� �����
C�����	�� ���	#��$ +�#� ��  ��� 1� 	��� ���	�� �� ���� 1� 	��� �������� ��-��	��	
-����� ��� -�� �����	�� ����� ����� 1� 	��� ���	�� ��� ����� n+1$ ,� �� ���� '��� � 	
κ ����  ������ %�)@�! ��� � �)��	� ;����� ���� ��� 2��	�� ��	 �������� #�  ���	#�����
C�����	���  ���$

x =
[
z κ

]T
9H$H:

+������ -��� �� � 	�� ����	������ ��� -�� �����	�� �� ���� 1� 	��� ��������� ��	
1� 	��� 0 ��� �� ���� ��� ����$

xk+1 = f(xk,uk) +wk 9H$F:

yk = C̃ xk + vk

��	I

f(xk,uk) =
[
Φ(κk) xk +H uk

κk

]
C̃ =

[
C 0

]
+�� ��-��	����� �� 1� 	��� ����������� �� κk+1 = κk ��	 �����	 ��� �������! ��  
 ��� ��� 1� 	��� ��������� ��������� ���� ��	� 	 ����		� ����	 ������$ +�� =��� ���
Q � 	 ���� ����	  � ��	��	�� �)����� -�� �� �� ����		 H$($ � -����� ������� �� �	#� #��
=��� ��� Q �� JD�K ��� J
�K ��������! -���� ���� ����� 	 ��� ���# ����������� �� �	#
������	$

Qu =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
ζ1 0 . . . 0

0
$ $ $ 0

$$$ ζn 0
0 . . . ζn+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ G =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λ1 0 . . . 0

0
$ $ $ 0

$$$ λn 0
0 . . . λn+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ Q = G Qu G
T 9H$G:

+�� 2�������� ζi ��� λi  ��� #� �� 	�����! -���� ζi ��� 1� 	��� ��� ���� ��� ���0
���� ��� ���� ��� λi ��� %�-���	��� ��� ���#����� ��� ����������	�� ��	 �����	$ R
��� P ∗

0 -����� -�� ���� �������� 7�����0'��	�� ��-���	$ +� ����	������� 3����� ��  
��� ;���� ��	� 	 ����		 ��	���� ��� �� ���	#�� .��;��	���� ������� ���	 -�����! �������
�������  ��� ��� %���������� �� ��-��	��	��07�����0'��	�� #�I



$� ,�����-����  $

x∗
k = Φ x̂k−1 +H uk−1

F k−1 =
[
Φ(κ̂k−1) ∂

∂θ (Φ(κ̂k−1) x̂k−1 +H uk−1)
0 1

]
9H$&:

P ∗
k = F k−1 P k−1 F

T
k−1 +Q

Kk = P ∗
k C̃

T
(
C̃ P ∗

k C̃
T

+R
)−1

x̂k = x∗
k +Kk

(
yk − C̃ x∗

k

)
P k =

(
I −Kk C̃

)
P ∗
k

����� ���	I

F k−1 =
∂f(xk,uk)

∂xk

∣∣∣∣
xk=x̂k−1

+�� 7�������#��	��4 Q -��� -�� �� 9H$G: ��5����	 ��������	$ ,� ��������� H$
 � 	 ���

uk−1

yk−1

H

Kk

z−1

z−1

C̃

x̂k

κ̂k

Lk

Nk

Φ(κk−1)

��������� �
	
� ����������� ��� -�. ��� �"�����	
 ��� /����	��
�01�	� �	� (����
�����2 3456

	���	�� �� ��-��	��	�� 7�����0'��	�� #�� ���	#��� ��� 1� 	��� ��)@�� ��� C�����0
	�� ���������	$ +�� � ����� ������ -���� ��� JDGK /��������� ��� ��	 �����	 ����	 ���
����� ������ ��� %���������� 9H$&:$ +���� -��� �� � 	�� �� #-�� .��� � 	��� #�����	!



$� ,�����-����  %

-���� ��� � 	�� ��� 1� 	��� ��������� ��� �� ������ ��� C�����	��  ���	#	$ +����
-��� ��� 7�������	��4 -�� ����	 �����	���	$

Kk =
[
Lk
Nk

]
Lk . . . 7�������	��4 �/� 1� 	��� ���������

Nk . . . 7�������	��4 �/� C�����	��

+�� %���������� ��� ��� �/�� �� 9H$&:-����� ����� ��� 	���	�� �� 3����� ��������	$
+�� �� 	������ %���������� -����� �� *���� Kk ����		��	$ +�� 	�����	�	 �� *������0
	�� � 	 �� ����� ���� *�	���� #� 	����� ��� � ��������� ����� ����� ��� ����� ��� *�0
�������� ��� 7�����03�	��4 ��	���	� �� ��-������ 	�	! ����  ��� %������� /��� ���
C��������� #� ������$ >����� ��	 ��� �� -���� ��������� ���A�  ��� ��� +������ ���
���	#���$ �  �� ��-���	! ��   ��� ��� +������ ��	 ����� ��� 7�������#��	��#�� Q
��� R �����A�  �� ��@	 JD&K$

Kk � 	 ������	����� #�
Q

R
9H$�:

=��� �� %�������� 9H$�: ��� 7�������#��	��4 Q ���)�	! -��� ��� 7�����03�	��4 Kk

�������� ��)@��$ +������ -��� ��� '��	����������	� ��)@�� ��� � ������	 ���  �����0
���� �� ������� ��� 	��� ���	� �������  �$ =��	�� -����� ��� .�������0����� ����	��
�����  ��	$ +�� 3�	��#�� Q ��� R -����� ��� 	 ����� ��	���	��� .� 	 �� 3�  ��;��	
����		��	 ��� ����	 ����� *� 	������ ��� ��� �����#�  �$ +�� � ������� ����  ��� #��0
	��	�� ��  ���$ +� 7�����0'��	�� � 	 �/�  	���� 	� ��� � 	��� ��	-�����	 -�����! -����
��� +���#�����������  �-�� ��� ��	��-���� 	��� �������� ��	������ 	� ��� 2�������
 ���$ +������ ��� ����� ��� ����  ����� ��� 7�������#��	��#�� -��� �� � 	�� ����	
���� ����	�� �� ��������! -� #� ����� *�� �� ���	#-��	 �/��	 J

K$

������ "�!  	� ���� 	�� �
� ��$
��
� %���� 
����������


+�� ���	#��� ��� ����� �� ��	��#��	��� 	��	�� ��	 ����� �� ��-��	��	�� 7�����0'��	�� 
������	 -�� �� ��������������� �� ����		 �� ��������$ +�� ����� � ��	��#��	��� 	��	�
-��� �� -��	��� 1� 	��� �������� ���� ���� ��� -��� ��	 θ ��#������	$

x =
[
isd isq ψ

′
rd ψ

′
rq θ

]T
9H$(�:

3�	 ��� �� H$(� ��5����	�� 1� 	��� ���	�� �����	  ��� �� ��-��	��	� 3�����I

xk+1 = f(xk,uk) +wk 9H$((:

yk = C̃ xk + vk

��	I

f(xk,uk) =
[
Φ(θk) xk +H uk

θk

]
C̃ =

[
C 0

]



$� ,�����-����  &

=��� �� � 	�� �� ;���� ��	� 	 ����		 ������� ���	! �������  ��� -������� ��� %���0
������� �/� �� ��-��	��	�07�����0'��	��$

x∗
k = Φ x̂k−1 +H uk−1

F k−1 =

[
Φ(θ̂k−1) ∂

∂θ

(
Φ(θ̂k−1) x̂k−1 +H uk−1

)
0 1

]
9H$(
:

P ∗
k = F k−1 P k−1 F

T
k−1 +Q

Kk = P ∗
k C̃

T
(
C̃ P ∗

k C̃
T

+R
)−1

x̂k = x∗
k +Kk

(
yk − C̃ x∗

k

)
P k =

(
I −Kk C̃

)
P ∗
k

����� ���	I

F k−1 =
∂f(xk,uk)

∂xk

∣∣∣∣
xk=x̂k−1

+�� 7�������#��	��4 ��� ��� %�-���	��� ��	��4 -����� -�� ����	 ��5����	I

Qu =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
σ2
w 0 0 0 0
0 σ2

w 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 δ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ G =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ta
σ Ls

0 0 0 0
0 Ta

σ Ls
0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 9H$(D:

+���� � 	 σ2
w ��� 	��������-������� �� 3�  ��� ���� ��� Ta

σ Ls
��� #����)���� %�-���0

	��� ����� ��� �������$ � -��� ����������! ��  ��� ��	��A�  ��� ������ � 	 ���
����� %�-���	��� ������	$ 3�	 ����� ��� δ ���� �� ��� ���� �� =���� 	���� �����0
 	���	 -�����! -����� �������� ����	 ��-���	�	 -���$ +� 	���	������ ��� ���������
H$
 ��	 ���� �/� ��� ���	#��� ��� +���#���  ���� ����	�����	$



$� ,�����-����  '

������ "�!  	� ���� 	�� �
� ��
� ���

+�� +���#��� ���	#��� �/� �� ���� � ��	����� ��	 ����� �� ��-��	��	�� 7�����0'��	�� 
������	 -�� �� ��������������� �� ����		 �� ��������$ +�� +���#��� -��� �� -��	���
1� 	��� �������� ���� ����! -������  ��� -����� ��� ����	������� � 	�� �����	$

x =
[
isd isq ψ

′
rd ψ

′
rq ω

]T
9H$(E:

3�	 ��� �� H$(E ��5����	�� 1� 	��� ���	�� �����	  ��� �� ��-��	��	� 3�����I

xk+1 = f(xk,uk) +wk 9H$(H:

yk = C̃ xk + vk

��	I

f(xk,uk) =
[
Φ(ωk) xk +H ux

ωk

]
C̃ =

[
C 0

]
+�� 7�������#��	��#�� -����� -�� �� �� ����		 H$
$
 ��5����	$ =��� �� � 	�� �� ;����
��	� 	 ����		 ������� ���	! �������  ��� -������� ��� %���������� �/� �� ��-��	��	�0
7�����0'��	��$

x∗
k = Φ x̂k−1 +H uk−1

F k−1 =
[
Φ(ω̂k−1) ∂

∂ω (Φ(ω̂k−1) x̂k−1 +H uk−1)
0 1

]
9H$(F:

P ∗
k = F k−1 P k−1 F

T
k−1 +Q

Kk = P ∗
k C̃

T
(
C̃ P ∗

k C̃
T

+R
)−1

x̂k = x∗
k +Kk

(
yk − C̃ x∗

k

)
P k =

(
I −Kk C̃

)
P ∗
k

����� ���	I

F k−1 =
∂f(xk,uk)

∂xk

∣∣∣∣
xk=x̂k−1

+�� =��� ��� 7�������#��	��4 Q ��� ��� %�-���	��� ��	��4 G ������	 -�� ��� ��� *�0
 	������ ��� ����� �� ��	��#��	��� 	��	�$ 6� ��� *��������� ��� F k ���	������ #�
������! ����	 ��� *��������� ��� ��$ �� ������ ��� ��	���� 	�� 7+! �� ��� +� ���0
	� ������ ������ ����� #� ���	��! �����	 ��� �/� ��� � 	����	��4I

Φr =

[
I − γ Ta I − ω Ta J ε

(
Ta
Tr
I − J ω Ta

)
Ta
Tr
I I − Ta

Tr
I

]
9H$(G:

=��� �� ��	����	� ��� 3����� ��� �3 �� ��� 1� 	��� �������� ωk ��-��	��	! �����	
 ��� ��	 ��� � 	����	��4 9H$(G: �������� ����	������� � 	��$⎡⎣ irr,k+1

ψrs,k+1

ωk+1

⎤⎦ =

⎡⎢⎣(I − γTaI − ωkTaJ) irs,k + ε
(
Ta
Tr
I − JωkTa

)
ψrr,k + Ta

σLs
urs,k

Ta
Tr
I irs,k + I − Ta

Tr
ψrr,k

ωk

⎤⎥⎦ 9H$(&:



$� ,�����-����  (

'/� ��� .��� �����	��� �� �� ��	���� 	� 7+ -��� ����������! ��  ��� �� ���	#	�
+���#��� ��� 	�	 ��������� =��	 ��	 �����	$ +�� � %�������� ��	 �����	 f(xk,uk)$ +��
���	����� �����	��� ��� 9H$(&: ������	I

∂f

∂x
=

⎡⎢⎣I − γ Ta I − ωk Ta J ε
(
Ta
Tr
I − J ωk Ta

)
−TaJ

(
irs,k − εψrr,k

)
Ta
Tr
I I − Ta

Tr
I 0

0 0 1

⎤⎥⎦ 9H$(�:

'/� xk ��  ���� x̂k−1 ����� �	#	 -����� ��� ��� �����	 �� ��-/� ��	� ������� $
*�	����	�	 ��� ��� %���������� 9H$(�: ��� 9H$(G: � 	 �����	 #� ��������! ��  ��� *�0
�������� ��� F k �� ��� 7�����0%����������  ���� ����	�����	 ��	$



,# -����������.�
���!���

��� ����	 ���� 1� 	��� ��������� ����� ����� 	����� ��  ���! ���)	��	 ��� �����  �0
������	�� *������	��! -������ ��� ��������� 1� 	��� ��)@��  ���	#	$ +�#� -���� ���
+���� %$ ���������� ��� ����������0*������	��! ���� ���� � ���	�	� ����0*������	��
��	-����� J
DK$ +�� *������	��������� ��	 �����	 ��������-�� � ��� � 	���������$
=����� ;����� 1� 	��� ��������� ����  ��! ���� ��� 8������ �� *������	�� ����0
#���	 -�����! ��  ��� ��������#�� ��� ��� *������	��� #� �� �����$ >����� -��� �����
�����	��� ��� 8������ ��� ���	#���  ������	��! �� ��� +�<����# #-� ���� �� ���	#0
	�� ��� ����  ���� 	����� 	��� ����	 ���� �������	 -����� ����$ � ���� ���� ���
��-��	��	�� ����������0*������	�� ������� ��� �� 7�����0'��	�� ��	-����� -�����$

4��� ������	��	#,�������	 �����	 "	�����

+�� ������������ ����������0*������	�� � 	 ��� ��	������ 	� ���� *������	��! -������
��� 1� 	��� ��������� ��� �.,0� 	����  ���	#�� ����$ '/� %�������� 
$(� ���� ���
��� *������	�� ��������� '��� ���� �	#	 -�����$

dx̂s

dt
= As x̂s +Bs uss +G [iss −C x̂s] 9F$(:

iss = C x̂s

,� ��������� F$( � 	 ��� 	���	�� �� *������	�� #� %�������� 9F$(: ���������	$ +� 

1
s

Bs

G

Cs

As

uss î
s

s

iss

x̂s

x̂s

��������������������

��������� �
�
� ����������� *��	���
��������"����

C������ � 	 ��� ��� *� 	������ ��� 2�� 	������ ��	��4 G ∈ 
(4×2) �� *������	��$
+�� ���  � ��� �� �	# �/� ��� 3�	��4 ���	�	 �� ������	�� '��� ��� �3I

G =
[
g1 I + g2 J
g3 I + g4 J

]
=

[
G1

G2

]
9F$
:

!)



%� .���������	/��������� !�

6� ��� 6�������	�� g1!g2!g3 ��� g4 #� �� 	�����! -����� ��� �����-��	� ��� � ��0
������ ����� ��������	 ��� �� �����@��� ��� �����-��	� �� *������	�� �� ����� '��0
	�� k �� ��� ������ ��������� ��� ������! ����	 ��� *������	�� ���� �)���� +������
�� ��� 3� ����� ���-�� 	$ +���� -��� ��� ����0 ��� ,�������	��� ��� C��� ��� ������!
-� ������ �� �� ��������� F$
 ����� 	���	 � 	$ +�� O7�� 	��	��P �/  ��  ��� ��	 ���
+���#��� ���������! �� ��� 	�����	�	 �� *������	�� �� �� ��	�� +���#���������� #�
��-������ 	��$ +���� ��  ��� 3�	��4 G ������ ��������	 -�����$ +�� +�	�������	� ���
� ��������� ����� ��  	������� 	�� 7+ �����	  ��� #�I

det(s I −As) =

∣∣∣∣∣∣s+ γ I −ε
(

1
Tr
I − J ω

)
− 1
Tr
I s+

(
1
Tr
I − J ω

)∣∣∣∣∣∣ 9F$D:

6� ��� %�������� #� ������������! -����� �������� 7�� 	��	�� ������/��	I

a = γI b =
1
Tr
I − J ω c =

ε

Tr

+���	 �����	  ��� ��� ������	��� 	� ��� %�������� ��� �	����	��4 AsI

s2 + (a+ b) s+ b (a− c) = 0 9F$E:

?�� �/  �� ��� �����-��	� ��� 3�	��4 (As −G C) ��������	 -�����$

det(s0 I − (As −G C) =

∣∣∣∣∣∣s0 + γI +G1 −ε
(

1
Tr
I − J ω

)
− 1
Tr
I +G2 s0 +

(
1
Tr
I − J ω

)∣∣∣∣∣∣ 9F$H:

'/� 9F$H: �����	  ��� ��� ������	��� 	� ��� %�������� #�I

s20 + (a+ b+G1) s0 + (a− c) b+ (G1 + ε G2) b = 0 9F$F:

+�� �����-��	� �� *������	�� -����� ��� ������	����� #� ����� ��� � ���������0
 ����� ��-���	$ +�� �������	 ���! ����� s0 = k s �� �	#	 -���$ +���	 -��� 9F$F: #�I

k2 s2 + (a+ b+G1) k s+ (a− c) b+ (G1 + ε G2) b = 0 9F$G:

+���� 7��Q#���	����������� ��� 9F$G: ��� k2× 9F$E: �����	 ��� ��� C�����	�� ��� 2��0
 	������ ��	��4$

g1 = −(k − 1)
(
γ +

1
Tr

)
g2 = (k − 1) ω

g3 = −
(
k2 − 1

)
ε

[
γ − ε

Tr

]
+

(k − 1)
ε

[
γ +

1
Tr

]
9F$&:

g4 = −(k − 1)
ε

ω

3�	 ��� C�����	�� k �)���� ��� �����-��	� �� ��� ������ ��������� ������	����� #�
��� �����-��	� ��� � ��������� ����� ��� ������ -�����$ >� ��)@�� k ��-���	 -���!
�� 	� ��  �� � 	 ��� +������ �� *������	�� $ ��������� � 	 ��� =��� ��� k ���� ����
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 �

&�

 �

������	��	�����"� �����������

��������� �
	
� �������	
 ��� (�%���"�����	
 �� ������	��	�����"��	 �	� �����������
��	 .�

��� �� #-�� %�/���� ������#	$ ����� ��	 -���� ��� 2�� 	������ ��� 	)������ ���
������� ��	 -��� ��� ����� +���#����� ��� ,�������	��� ��� *������	������  ��� ���@!
-� ����	���� #� ,� 	�����	�	�� ��� ��� ����	� ���� ����� ������ �/���� ����$ +�� �� 1�0
 ��������� -��� �� J(FK ��#���	 ��� ���� ��	����	��� C��������� ����� �������! -�����
��� ��� ����	���� ��� �����-��	� ��� �����	$ =��	�� �� �	#	 ��� ��#���	� 3�	���� ��0
��  ������	� +������ ��� �������� +���#�����$ ,� ��	���� 	�� 7+ �����	  ��� �/� ���
�����-��	������� ��	 ���  ����� �� �	# #�I

g1 = (k − 1)
(
γ +

1
Tr

)
g2 = (k − 1) ω

g3 =
(k − 1)

(
1 − ε+ T 2

r ω
2ε+ k

(−Trγ + εT 2
r ω

2 (ε+ 1)
))

Tr (1 + T 2
r ω

2) ε
9F$�:

g4 =
(k − 1)ω (k − 1 + kTrγ)

ε+ T 2
r ω

2ε

'/� ���� #��	�� ���	� �) ��� �� C������ ! �����	 ��� ��  	������� 	�� 7+ ��	 ���
#��	�� ���	�� 3����� ��� � ��������� ����� �������� ������� $

g1 = (k − 1)
(
Ta
Tr

+ γ Ta − 2
)

g2 = −(k − 1)ω Ta

g3 =
−(k − 1)

[−(k − 1)T 2
r − TaTrΣ + T 2

a

(
1 + T 2

r ω
2
)
Γ
]

Tr Δ

g4 =
−(k − 1)ω

[− (k − 1)T 2
r + T 2

a

(
1 + T 2

r ω
2
)− k TaT

2
r γ

]
Δ

9F$(�:



%� .���������	/��������� ! 

��	I

Σ = −2 + k − 2T 2
r ω

2 + k T 2
r ω

2 + k Trγ

Γ = −1 + k Trγ − ε− k ε

Δ = Ta
(
1 + T 2

r ω
2
)
ε

+�� =��	� �/� k �/  �� �� #��	�� ���	�� '��� ������� �� ��� ��-���	 -����� ��� ���0
��� �� ��������� �� ��� ���	����������� =��� #-� ���� 0.996 ��� 0.99$ +�� ������	���
��� �/����������	��4 ������	� ��  	������� 	�� 7+$ � -��� ;����� ���� ����� ������
�� *������	�� �� ��	���� 	�� 7+ ���� 	���	! �� ��� +� ���	� ������ ������ ����� #�
���	��$ +��/� �����	 ���I

g1 = (k − 1)
(
Ta
Tr

+ γ Ta − 2
)

g2 = (k − 1)ω Ta

g3 =
−(k − 1)

[−(k − 1)T 2
r + TaTrΣ + T 2

aΓ
]

Δ

g4 =
(k − 1) (Ta − Tr) (Tr − kTr + Ta (k − 1 + γkTr))ω

Δ
9F$((:

��	I

Σ = −2 + k + γkTr − kT 2
r ω

2

Γ = 1 − γkTr + kT 2
r ω

2 + ε(1 + k)
(
1 + T 2

r ω
2
)

Δ = εTa
(
1 + T 2

r ω
2
)

,� ��������� F$D  ��� ��� �����-��	� ��� 3� ����� ��  	������� 	�� 7+  �-�� �� ��0
	���� 	�� 7+ ����� 	���	$ =��	��  ��� ��� �����-��	� ��� *������	��! -�����  ��� �����
��� ��������	�� �/����������	��#�� ��	 k = 1.5 �#-$ k = 0.99 ������� ��������	�	$ +��
�����-��	� �� *������	�� �� #��	�� ���	�� '��� ������ �� ������	 ���� ��� ��� *�0
�����	�� -�� 	 ���� �)���� +������ ���! �� ��� �����-��	� ����� �� 6� ����� ������$
1��	���	���������� � 	 #� ��������! ��  ��� ,�������	����  ��� ���@ -�����$

4� � ������	��	#,�������	 	���
��	��	 "	�����

+� ��� 	����� 	�)�� ����  �� -�����! ���� ��� 8������ �� *������	�� ��� ���� ���
#-�� ����#���	 -�����$ [

ẋn
ẋp

]
=

[
A11 A12

A21 A22

] [
xn
xp

]
+

[
B
0

]
u 9F$(
:

y =
[
I 0

] [
xn
xp

]
= xn

'/� ��� � 	�� ��� '��� 9F$(
: ���� ��� ����#���	�� *������	�� ���� J
DK ���������
-�����$ +�� � 3�	���� �����	 ������! ��� ������	�� 1� 	��� ��������� �� ��� ��	��0
��	� ���� 3����� #� �����������$ ,� 9F$(
:  ��� xn ��� ������	�� ��� xp ��� ��������	��
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1� 	��� ���������$

z = x̂p −G y 9F$(D:

ż = A∗
1 z +A∗

2 y −B∗ u 9F$(E:

x̂p = z +G y 9F$(H:

��	I

A∗
1 = A22 −G A12

A∗
2 = A21 −G A22 G−G A12 G

B∗ = G B1

+� ��� ��� ������	��� �� ����#���	�� *������	�� ��� �����	��� y �������	! -� C��0
����� ��� ��� ����� ������ #�� '���� ����� ����! ��  �� � 	�� 	������� �� ���
1� 	��� �������� z 	��� �������	 -����� J
DK$ +�� %���������� 9F$(D: ��� 9F$(H:  	��0
��� ����� ��� ���0 �#-$ �/��	��� �����	��� ���$ � ����	 ���� ���! ��  ����� +�<����#
#-� ���� �� ���	#	�� ��� ����  ���� 1� 	��� ��������� ��������� � 	$

det (s I −A∗
1) = det (s I − (A22 −G A12)) 9F$(F:

+�� �����-��	� �� *������	�� -����� ���	 ��� ������	��� 	� ���� %�������� 9F$(F: ���0
�������$ +� ���	����������� 3����� ��� � ��������� ����� ��  	������� 	�� 7+ ���	�	
���� �� ����		 
$($(I
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As =

⎡⎣−γ I ε
(

1
Tr
I − J ω

)
1
Tr
I −

(
1
Tr

− J ω
) ⎤⎦ =

[
A11 A12

A21 A22

]

Bs =
[ 1
σ Ls

I

0

]
=

[
B
0

]
zs =

[
ψ

′
rα ψ

′
rβ

]T
y =

[
isα isβ

]T
�� ��� .�����	��#�� ��� As ���� ��� ��� ��������������� %���������� ���������$
'/� %�������� 9F$(F: ��  ��� G -�����  � ��-���	 -�����! ��  ��� ����	���� ���
�����-��	� �� *������	�� �/� ��� ���#�� +���#���������� �������  ��� �� ;��� ���
� ��������� �����$ 1�� �) ��� ��� � C������� ���	 � ��� �������� �� �	#�! -����
���� ��� C��� ���������� ��� ��� +���#��� ��� ����� 54�� C� �	��� �����	�� -�����$
���� L��� ���	 /��� ������� 3)��������	�� #�� =��� ��� �/����������	��4 -��� �� J
HK
�������$ 3�	 ��� �� �	#

G = g1I + g2J

�������  ��� ��� �����-��	� ��� 9F$(F: #�I

s1,2 = α± jβ 9F$(G:

��	I

α = − 1
Tr

− g1
ε

Tr
− g2 ε ω

β = ω + g1 ε ω − g2
ε

Tr

+�� �����-��	� -����� ��� �� ��� ������ ���������� ��	 ��� �� 	��� R ��� 6� �����
��� ��� ������� ��� � �� 	�����	$ +��/� ��  α = −R ��� β = 0 ���	��$ +���� ��� �	#��
��� �� *�������� �� 9F$(G: ��� �) �� �� %��������  � 	�� �����	 ���I

g1 =
1
ε

(
R 1

Tr
1
T 2
r

+ ω2
− 1

)

g2 =
1
ε

(
R ω

1
T 2
r

+ ω2

)
9F$(&:

+���� ��  R ��)@�� ��-���	 -����� �� 1
Tr

! �� ��� �����-��	� �� ����#���	�� 3� ���0

��������� ��� ����	��� − 1
Tr

�� �	#��$ ,� ��	���� 	�� 7+ �����	  ���I

g1 =
1
ε

(
R Tr

1 + 1
T 2
r
ω2

)

g2 =
Tr
ε

(
R Tr − 1
1 + T 2

r ω
2

)
ω 9F$(�:



%� .���������	/��������� !%

4�!� 2	'����	��	 ������	��	#,�������	

=��� ��� ��	 ����� ����������0*������	�� ���� ��� +���#���  ���	#��! ���	 � -�� ����
7�����0'��	�� ��� 3)��������	! ��  1� 	��� ���������� �� ���� +�<����	������������
#� ��-��	���$ +� ��-��	��	� 3����� ���	�	I

ẋ = f (x) +B u 9F$
�:

y = C̃ x

+���� ������� ������ ��� 9F$
�: ��	 .����� ��� ������� ���� ��� %���� �� 	�� 8������
�����	  ���I

ẋ ≈ f(x̄) +
∂f(x)
∂x

∣∣∣∣
x=x̄

(x− x̄) +B u

=
∂f(x)
∂x

∣∣∣∣
x=x̄

x+B u+ f(x̄) − ∂f(x)
∂x

∣∣∣∣
x=x̄

x̄

= A(x̄) x+B u+ g(x̄) 9F$
(:

=���� x̄ = x̂(t−Δt) ��� �������#	��;��	���� � 	! �� ��� ������� ���	 -���$ '/� �� �����0
�� ���	� 3����� 9F$
(:  ��� ��� *������	�� ��� '���

˙̂x = A(x̄) x̂+B u+G
(
y − C̃ x̂

)
+ g(x̄) 9F$

:

��	-����� -�����! -���� ��� 2������ ��� �/����������	��4 ����	 ������� � 	$ ���������� 
#�� ��-��	��	�� ����������0*������	�� � 	 �� JDFK ��� JDHK #� 5����$ ���� ��-������
#�� 8�����0,����	�5��	��� ��� ����� �� ��	��#��	��� 	��	� � 	 �� J
&K �������$ ,� J(&K
-��� ��� 8������ �� *������	�� ����#���	 �� ����	 ���� ���������� C��������� #�
���)�������$ ,� ��� �� �����	 ����	� ;����� ����� 3�	���� #�� 2������ ��� C��� ��������
-�����! -����� �/� ���� *�	���� #� 	����  	���� � 	$ +� ���� -��� ���� ����	 ����� ��� ��� �
3�	���� �����������$
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���!���

?��� *������	���! -����� ��� ��� C���#�� ��� 7����� ��� ���������� �������! -�����
�� ��� ��	#	�� >����� ���� *������	�� �� ������ ��� ������03��� �������	 ��	-�����	$
+�� �  ����� �����5�������� ����� C�����	�� ��-�������� ��� ��� ����  ���$

5��� ���.���� �0 ,�������	

��� ����	���� ������03��� *������	�� -��� �� J
EK ��� .�� ��� ����� 	���	$ M������
-�� ���� ����������0*������	�� -��� ��� '����� ����� /��� ���� 3�	��4 �/����������	$
>����� -��� ����	 ��� +�<����# ��� 	����� 	��� ��� �� ���	#	�� 	����� 	��� �/��0
��������	!  ������ ��� ���0'���	��� �� '����� $ +���	 �����	  ��� �� �� �	# �/� ���
������03��� *������	�� ��  	������� 	�� 7+$

dx̂s

dt
= Â

s
x̂s +Bs uss +G sign

(
î
s

s − iss
)

9G$(:

��	 ��������� �� �	# �/� ��� �/����������	��4

G =
[
G1

−L G1

]
G1 =

[
g1 0
0 g2

]
L =

[
l1 −l2
l2 l1

]
9G$
:

+���	 �����	  ��� ��� '��������������! -����� ���� ��� C�����	�� ��-�������� ΔA ��0
�/�� ���	��	 #��I

de

dt
= Ae+ ΔAx̂+G sign

(
îs − is

)
9G$D:

��	I

e = x̂− x =
[
ei eψ

]T
ei = îs − is
eψ = ψ̂r −ψr

'/� ��� C�����	�� ��-�������� ΔA �����	  ��� �/� ��� '���! ��  ��� ��-�������� ��
��� +���#��� ���/�� ���	��	 -�����I

ΔA =
[
0 −Δω ε J
0 −Δω J

]
ε =

1 − σ

σ
Δω = ω̂ − ω

�(���� ��	 $��	�� )$�	���� ��	��� ��� �������������  �����" ������ �� �����	���� ��� #��
$�����	�� ����������

!&
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=��� G1 ���@ ����� ��-���	 -���! 	��		 ��� ������03��� ���$ � ���� �������� 2�����0
������� ��	��<�� -�����I

ei =
dei
dt

= 0 9G$E:

-������  ��� �� 9G$D: ��	 9G$E: ��� ΔA

0 = A12eψ − Δω εJ ψ̂r − z 9G$H:

ėψ = A22eψ + ΔωJ ψ̂r +Lz 9G$F:

�����	! -���� z = −G1 sign
(
îs − is

)
� 	$ �� ��� �� %���������� �����	 ��� ��� '�����

�/� ��� ��	��A�  �� ������03��� #�I

ėψ = (A22 +LA12)eψ − (ΔωJ +LΔω ε J) ψ̂r 9G$G:

=��� ��� +���#��� ����  �� -���! ����	 ��	�� ��� ������� Δω = 0I

ėψ = (A22 +LA12)eψ 9G$&:

+�� � 	 ��� '�������������� �/� ��� '���! ��  ����� C�����	�� ��-�������� ���������$
+���� � 	 	�����	�	 �������! -��� ��� �����-��	� ����	���� ����	��� ���-�� ��$ +�� '���0
����������� �����	 ;���� �� ����#���	�� ����������0*������	��$ +� ���� �)���� �/�
��� �� ������03��� *������	�� ���  ����� +� �����	����� -�� �/� ��� ����������0
*������	�� �� �� ����		 F$
 ���-����	 -�����! �/� ��� '���! ��  ��� +���#��� #�� 2��0
�/����  	��	$
'������ -��� ��� ����	��� �� �	# �/� ��� �� ���� � *������	��� ��������	�	$ � -���
���� ������������	��� -�� �� �� ����		 E$E ���� �	#	I

V = eTψ eψ + λε Δω2 > 0 9G$�:

+�� �����	��� �����	  ��� #�I

dV

dt
=
deTψ
dt

eψ + eTψ
deψ
dt

+ 2λε Δω
dΔω
dt

< 0 9G$(�:

�� 9G$H: �����	  ���I

eψ = A−1
12

(
z + Δω εJψ̂r

)
9G$((:

+���� ��� �	#�� ��� 9G$((: �� 9G$F: �����	 ��� �/� ��� �����	��� �� '��  ������ I

ėψ =
(
L− 1

ε
I

)
︸ ︷︷ ︸

Λ

z 9G$(
:

+���� ��� �	#�� ��� 9G$(
: ��� 9G$((: �� ��� �����	��� ��� ������������	��� 9G$(�:
�����	 ���I

V̇ = 2 zTΛTA−1
12 z︸ ︷︷ ︸

V̇1

+ 2 zTΛTA−1
12 Δω εJ ψ̂r + 2 λε Δω

dΔω
dt︸ ︷︷ ︸

V̇2

9G$(D:
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���� 3)��������	! ����	 ��� �����	��� ����	�� ��5��	 -���! �� 	��	 �����! V̇1 < 0 ���
V̇2 = 0 #� -�����$ +�� *�������� V̇1 � 	 ���/��	 �����I

ΛT = −χ A12 χ > 0 9G$(E:

�� ��� �� %�������� ���� ��� 2�� 	������ ��	��4 L �� 	���	 -�����$[
l1 − 1

ε −l2
l2 l1 − 1

ε

]
= −χ

[ ε
Tr

ω ε

−ω ε ε
Tr

]
−→ l1 = (q + 1)

1
ε
− χ

ε

Tr
l2 = χ ε ω 9G$(H:

=���� q ��� -��	���� +� ���������	�� � 	$ 3�	 ����� ��� *�������� V̇2 = 0 ��� 9G$(E:
���� �� ����	��� �� �	# �/� ��� +���#��� �� 	���	 -�����$

− 2 χzTΔω εJ ψ̂r + 2 λε Δω
dΔω
dt

= 0

dΔω
dt

=
χ

λ
zTJψ̂r 9G$(F:

6�	�� ��� �������! ��   ��� ��� +���#��� ��� ���� �� �����	 9ω̇ = 0:! ���� 9G$(F: -��
����	 ���� �������� -�����I

dω̂

dt
=
χ

λ

[
g1sign

(̂
isα − isα

)
ψrα − g2sign

(̂
isβ − isβ

)
ψrβ

]
9G$(G:

+�� +� ���������	�� �� *������	��  ��� G! q! χ ��� λ$ +�� ������	� g1 ��� g2 �/ 0
 �� ����	�� ��� ���@ ����� ��-���	 -�����! �� �� ��������� ���� ������03��� #�
��-������ 	�	$ +�� C�����	�� q ��� χ ������ ��� ��� 	������ �� '��  �������	�� ��� λ
�����A�  	 ��� +������ ��� +���#�������	���$ ,� ��������� G$( � 	 �� *���� ����	����
�� ����	���� ������03��� *������	�� ���������	$ 1�� ����	� ���� ����� ������ -����

G

�3

3�����

������	��� 

uss

ψ̂
s

r

î
s

s iss

ω̂

��������� �
�
� ���$��%�� ����	
 ���� �����"����

�� ���� ��������	�	� 7��#��	! ���� ?���-�� ��� 	�����	�	! �� ��	���� 	�� 7+ ����0
-����	$ +�� � 	 �)	��! �� ��� ����� +���#����� ����� ��� �� ���	�� ������ ����������
��-��������� ���	��	��$
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5� � �0 ,�������	

,� J
K -��� ��� -��	��� 7��#��	 #�� �� ���� �� �������� ��	 ������03��� ����� 	���	$
+���� -��� ��� 3 *������	�� �/� ����	������� � 	��� ���-����	$ 6� ��� .������
������� #� ���	��! ����	 ��� �������� *�� ����$

ẋ = f(x, y) 9G$(&:

��� �� ����	������� � 	�� ($8������! ��5����	 �� 9G$(&:!  ��� ��� *������	�� ����-��0
��	 -�����$ +�� �������� 	������ ���	�	! y #� �� 	�����! -��� x ������	 � 	$̂̇x = f(x̂,Ψ) 9G$(�:

Ψ = −u0 sign (sn)
sn = x− x̂

=��� (x→ x̂) ���	! ���� ��	 �����	 ��� 3�		��-��	 ��� Ψ ��� �� ���	�� =��	 ��� y!
-��� ��� ������03���0*���������� ���/��	  ���$ +�� � *���������� ���	��I

V =
1
2
sTn sn > 0 9G$
�:

V̇ = 2 sT ṡ < 0

1�� ��-������ ��� � *������	�� ��� ��� � ��������� ����� -��� �� ��	����	� ���
3����� 9
$(�: -�� ����	 ���� 	���	$

iss = ε Λ ψsr − γ iss +
1
σLs

uss 9G$
(:

ψ̇
s
r = −Λ ψsr +

1
Tr
iss 9G$

:

��	I

Λ =
[ 1
Tr

ω

−ω 1
Tr

]
'/� 9G$
(: -��� ��� ��� 3 *������	�� ��	-�����! -������ ��� 	����� 	��� �������	��
 ���$

î
s

s = ε Θ − γ î
s

s +
1
σLs

uss 9G$
D:

Θα = −u0 sign (sα)
Θβ = −u0 sign (sβ)

��	I

sα = îsα − isα

sβ = îsβ − isβ

��� ��� ������0������ ��5����	 �� 

sn =
[
sα sβ

]T



&� ������ *�� /��������� $�

=��� u0 ���@ ����� ��-���	! 	��		 ������03��� ���$ +���� �����	  ��� ��� *��������
���/� �� G$
�! G$
( ��� G$
D #�I

u0 >

∣∣sTnΛψsr∣∣− γ
ε s

T
nsn

|sα| + |sα|
6� ��� ��-/� ��	� ,������	��� �� ��� ����	����	����� #� ����		���! ��  ����� ���
3�		��-��	 �������	 -�����$ +�� -��� ����� ��� '��	����� ��	 ����� ���� .�����  � ��0
�����	$ +�� 1��	��� 	��	� �� '��	��  ���  � ��-���	 -�����! ��  ���� ��� 7�������	��
����	 �� 	)�	 -����� ��� ���@ ����� �� ���� '��B���#�� #� �����������$

Θeq
α =

1
T s+ 1

Θα Θeq
β =

1
T s+ 1

Θβ

��� ���� *���������� ���/��	 ��� ��� �������	�	� 	����� 	��� ����������	 #�� .�	0
 ���������! ���� ��	 �����	 Θeq ��� .��� �� 9G$
(: -������ ����� Θ �� �	#	 -����$ +����
���	I

Θeq = Λ ψsr 9G$
E:

+���� ��� �	#�� ��� 9G$
E: �� 9G$

: �����	 ���I

ψ̇
s
s = −Θeq +

1
Tr
iss 9G$
H:

�� 9G$
H: ���� ��� '��  ����� ,�	����	��� �� 	���	 -�����$ +���� ������	 �  ���
�� ���� �<��� ,�	����	���! -� ���� ���� .�����  ��	����	��� -�� �� �� ����		 D$( �����0
���/��	 -����� ��  $ +�� ����� ���	 C������� �� ��� ?��� ��� 7�������B���#$ 9G$
E:
��������	��-�� � ���� �������� ���	�	I[

Θeq
α

Θeq
β

]
=

[ 1
Tr

ω

−ω 1
Tr

]
·
[
ψrα
ψrβ

]
9G$
F:

+���� �� ��	����� �����	 ���I[
Θeq
α

Θeq
β

]
=

[
ψrα ψrβ
ψrβ −ψrα

]
·
[ 1
Tr
ω

]
9G$
G:

�� 9G$
G: ���� ��� ��� ����� � ��	��#��	��� 	��	� ��� ��� +���#��� ��������	 -�����$[ 1
Tr
ω

]
=

1
−ψ2

rα − ψsrβ

[−ψrα −ψrβ
−ψrβ ψrα

]
·
[
Θeq
α

Θeq
β

]
9G$
&:

,� J(GK -��� ��� �������������� 3�	���� �� ����� #-��	�� 	����������	�� ��-��	��	!
�� ��� ���A�  ��� C�����	�� ��-�������� #� ���������	$ =��	�� -��� ��� ����	��� 0
�� �	# #�� ���	#��� ��� +���#��� ��	 ����� �� 	�����	�	  �	#� ��� �������� ����		��	$
+�� �<��� ,�	����	��� -���� �������� ��������$



0# � ����� 
�

������ �� ��-���	� 2�����	�� #�� '��   ���	#���  ����� ����� ���� ��	��A�  �����	���	�
��� �����  	�����A�  �����	���	�� �������� /�����/�	 -�����$ +�#� -��� ��� '������0
��	���	� �������� �#-$ ��� �����	� 	�����A�  �������� ���� *����� ���-����	$ +����
-����� ��� �������� ��������  #������� ��5����	! -����� ��� '���	������	�	 ��� *������0
	�� �)����� 	 ��	 /�����/�	$ ������ ��� �����	��� �������  �  ��� ��	 ������� -�����!
-����� 2�����	�� �/� ��� �������� �	# ���������  ���$

6��� �����	������	�� 1�������

1��� ��� '��������	���	�� �������� � 	 � ! ���� ��	��������� ��� ������������� ��� ��0
���	����������� 	�����������	�� #� ���������$ +�� -��� ����� ���� 7+0 .��� ���0
��	��� �� �� ���������	���	� 7+ �������	 J
GK$ +������ ��� ��-����	 ��� "��������0
���	� �� '��  � ��� ��� 1� ��������� #-� ���� 3����	! '��  ��� 	��������0
���	�� ����������	  ��� #�I

ψr =
Rr
Lr

(Lm isd − ψr) 9&$(:

mM =
3
2
L2
m

Lr
p ψr isq 9&$
:

,� ��������� &$( � 	 �� ����#������� *���� ����	���� ���������	! -�� � �� ��� �����	��0
��� ���-����	 -���$ +�� ������� ������ �	���!  ���� �� ����		 �$
! -��� ��������� 0
 ��	! �� ����� 	 ��� ��  	�	������ 2�����	�� �� %���� 	���������� ��� ,�	���  �  ���  ���$
+�� ?���	�������	�	�� �� 6�����	�� -����� �� ���� 	����� ������ ���	 ����������$
��������� ��� 2��#)������ �� 6�����	�� �� ����� ��	� 	 ����		! ����� ���	 ����� ���
����� ������ �� �����! -��� ���/�� ���	��	$ 3��� #�� .���� 6�����	�� ��� 7�����0
 �	��� ��� ?���	�������	�	 ����	 �� 7���	�� �$ =��	�� -��� �� �� 7���	�� 
 ����� 	���	�
%����-����������� ��� � ��������� ����� ���-����	$ +�� +���#��� ω -��� ����� ���0
������� ��� -��� ����	 �������	$ �� �������)@�� -��� ��� *�	��� �� ��	��A�  ψr ���
�� 3����	 M ���-����	$ +�� '��  �������	�� �����	 �� ������� ��)@�� ��� 	�����0
 	���! ��� ��� 6�����	�� �� �������� 	����� ������� ��� ��� ����������� +���#���$
*�� �� ���� �� ���������� ���� ��� +���#��� ��� *������	�� ����	 #�� 2���/���� ��0
 	���	 -�����!  ������ -��� ��� *������	��  ��� 	 ����		��	$ *�� ��� ������� ������	 � 
 ��� �� C,0������! -���� ��� ��� �����	��� ����� 	�����)@���� ��������� ����� ����
� 	 ���  ���	 ���� ����� ��	�0=����� 3�@����� #�� ��� �	# ������ ��  $ +� �30
3����� � 	 #��	���	���������� ��������	! -� ���� ���� ��	� 	��� ��	 ��� ��	� 	#��	 Td
���#� ���� � 	$ ,� .������ &$(  ��� ��� �����������	��! -����� ��� ��� �����	��� ���0
-����	 -����� ���������$ =��	�� � 	 �� ��������� &$E ��� ������ 	���	�� ����� 	���	$

$�
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6� � *�	���� ��(���	3���	�������

,� %���� �	# #�� '��������	���	�� �������� ���)	��	 ��� �� JDK ����� 	���	� �������� ��0
	���� ��� *����� ����� ��� ���	��� �� A�  ���������0 ��� �����	����������� 	���!
 ������ � ������	 ���� �����	� �������� ��� 	�����A�  �����	��� ��� �� +�����0
���	� ��  	������� 	�� 7�������	�� � 	��$ +���� � 	 ����� 7�������	��	��� �����	���
�)	��$ +���� ,�	����	��� ��� 	����� ������� ��������� ���� ��� 	�����A�  ��������	
-�����$ ���� �� ����		 D$($

ψ̂
s

s =
∫ t

0
(uss −Rs i

s
s) dτ 9&$D:

+�� 	�����A�  � 	 -� ��	���� ��� ,�	����� ��� 	����� ������� �������� 9&$D:$ +��
	����� �������  ��� ��� -�� �� ��������� &$
 ����� 	���	 ��� ��� 3� ����� �� ����	�	
-�����$ ��� �� 3����	  	�����! ��  ��� ������� #����� um  	��� ���)�	 -�����$
+������ -��� ��� =����� ϑ #-� ���� 	�����A�  ��� ��	��A�  ��� %���� ��� .������	
�� ��	��A�  � ��)@�� ��� �� +��������	  	���	$ 3�	 uψ -��� ��� '��  �����	���
������  	! -����� -���� ��  	�������� �� 	 	����� 	���� ��� ��� ������� ��)@����
2���� 	�� �� 	�����-���� 	��� Rs �������� -���$ +�� �� ��	������� 	����� �������
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�����	  ��� �� ��� ���� ��� ������ ������� #�����$

uss = um + uψ 9&$E:

'/� ��� ������� ����#����� ���	�� ��� ��������� 1� ����������I

um = j km ψ
s
s 9&$H:

uψ = kψ ψ
s
s 9&$F:

+����  ��� km ��� kψ 7��Q#���	��! ��� ��� 	�����A�  #�� 	����� ������� ��-���	��$
+�� ����	���� =��	� �/� km ��� kψ -����� ��	 ����� #-���� C,0������ ����		��	$ +���	
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�����	  ��� �� ��� %���������� 9&$E: �� 9&$F: �� �� ��������� &$D ����� 	���	� *����0
 ����	���� #�� �������� ��� � ��������� �����$ +���� -��� ��	 ����� �� *������	�� 
��� 	�����A�  ��� �� 3����	 �� ���	#	$ +�� *������	��  	���� ��� 	����� ���0
����! 	����� 	��� ��� =������� ��-��������	 ��� ��	������ ��	 ,�������	������� ���
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��� ��� ������ �� 	������	�� ��� �� ���� �� ��	������ #�� 2���/����$ +�� +���#��� ��
��� � ��������� ����� -��� -������� ��� ��@�� ����������$ ,� .������ &$
  ��� ���
�/� ��� ������ ���-����	�� C�����	�� ���������$

�������� ��	 ������ � . Ta

'8 ψr0������ D���� �$�
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mM 0������ DH �$��H �$���
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6�!� �������	�� ,�������	

+�� *������	�� -�����  �  �������	! -��  �� �� ����� ��������	���	 -����� -/����$
+���� ������	 ��� #��	�� ���	�� ������! -� #�� '���� ��	! ��  ��� ���� ����� #��	���	���0
��������� *������	��� ��� ,�	����	���� ����� #��	�� ���	� ,�	����	���� ���� ����� �� �	#	
-�����$ =��� �)����� -��� ��� *������	�� #��	�� ���	 ��	-�����$

&����� '
�(���
� ���
 )��
�
����

($ '��  �� ���	� 3�� ���� ������� �� ����		 E$D! -����� ����� ��� ��0����
*������	�� ���� D$D �� �������#������ ���-����	$ +���� 2��-������ ��� � 3�0
���� -��� ���� �<��� ,�	����	��� ���������	$ +�� L������� ��� 	��������� ���
������� ������ -��� ��� D�# �� 	�����	 (σ1 = σ2 = 2π · 3Hz)$ +���� �)����
��� �����-��	� K1 ��� K2 ��������	 -�����$ +�� C�����	�� ζ ��� ωc! -����� #��
*��������� ��� C�����	�� kp ��� ki ���)	��	 -�����! -����� ��	 ζ = 0.9 ���
ωc = 1000 �� 	�����	$ 9 �������:


$ 	����� 	��� �� ���	� 3�� ���� C��� �� ����		 E$($ +�� �<��� ,�	����	��� #��
����		���� �� ��	��A�  � -��� ��	 ����� ����� .�����  ��	����	��� ���������	!
-���� ��� .����  ���� %���#���B���# ��� D�# �� �	#	$ +�� C�����	�� α! -������
�/� �� ����	��� �� �	# ���)	��	 -���! -���� ��� α = 500 �� 	�����	$ 9����:

D$ 3�� �� ������ ��� ��� %����0�37 ���� C��� �� ����		 E$
$ +�� ,�	����	���
��� 	����� ������� ��������� -���� ��	 ����� �� ,�	����	��� ������	�� ���



'� ���������� $%

�� ����		 D$( ��������/��	$ +�� %���#���B���# ��	���	 ωc = 2pi · 3Hz$ +�� 2��0
 	�������� �/� �� ����	��� �� �	# ��	����� ����� ki = 100 ��� kp = 0.1$ 9����:

E$ 3�� �� ������ ��� ����� ���������� *������	�� ���� 7���	� �� ����		 E$($
+���� -���� ��� ���  � ��� 2�����	� ���-����	! -���� k = 1 ��-���	 -��� ���  ���	
����� �/���������� ��������� � 	$ +�� �� *������	�� -���� �� ��	���� 	�� 7+
����� ���	 ��	 ��� 2�� 	�������� �/� �� ����	��� �� 	# ki = 1000 ��� kp = 0.1$
9����	�:

H$ ��-��	��	�� 7�����0'��	�� #�� ���	#��� ��� +���#���! ����� ���	 �� ��	���� 	��
7+ ���� �� ����		 H$
$D$ +�� C����	�� ��� 7�������#��	��#�� -����� ����� ��	
δ = 0.005! σ2

w = 0.01 ��� σ2
v = 0.001 ��-���	$ 9���! ω:

F$ ����	���� ������03��� *������	�� ����� ���	 �� ��	���� 	�� 7+ ���� �� ����		
G$($ +�� C�����	�� ���	�� q = 50! g1 = g2 = 1000! χ = 2.5 · 10−5 ��� χ

λ = 0.08$
9 �(:

G$ ������03��� *������	�� ���� �� ����		 G$
$ +���� -���� ��� ��	� 	#��	 ��� Ta =
0.00005s ���������	 ��� u0 = −30 �� 	�����	$ =��	�� -���� ���� .�����  ��	����0
	��� ��	 fg = 3Hz #�� *� 	������ �� ��	��A�  � ���-����	$ 9 �D:

&$ �� ���� �� *������	�� ���� J(GK$ 3�	 u01 = −30! u02 = −2000! γ = 0.1 ���
��� 2�� 	�������� ki = 1000 ��� kp = 0.01$ +�� ��	� 	#��	 -���� �������� ���
Ta = 0.00005s ���������	$ 9 �
:

&����� '
�(���
� ��� )��
�
����

($ ��� ��0���� *������	�� ��	 %���#���B���# ��� D�#$ +���	 -��� �� ?�������	����
��� ��� 	����� ������� ��������� �� ��-��	�	$ 3�	 ��� �� 	���	�� -��� ���� ��0
���� ,�	����	��� ���������	$ �� ����		 D$D$ 9��:


$ ������03��� *������	�� ����� ���	 �� ��	���� 	�� 7+ ���� �� ����		 G$($ +��
2������ ��� �����-��	� ������	 ����� ���� F$(�! -���� R = 100 ��-���	 -����$
9 �:

D$ ��-��	��	�� 7�����0'��	�� #�� ���	#��� ��� ����� �� ��	��#��	��� 	��	�� �����0
 ���	 �� ��	���� 	�� 7+ ���� �� ����		 H$
$
$ +�� C����	�� ��� 7�������#��	��0
#�� -����� ����� ��	 δ = 0.00005! σ2

w = 0.001 ��� σ2
v = 0.001 ��-���	$ 9���!θ:

E$ ����������0*������	�� #��	�� ���	 ����� ���	 �� ��	���� 	�� 7+$ +�� �/��������0
��	��4 -��� ���� F$(( ����������$ +�� C�����	�� #�� 2�� �������� ��� C��� -���
��	 k = 0.95 ����������$ 9��:

H$ ��������0*������	�� ����� ���	 �� ��	���� 	�� 7+ ���� �� ����		 F$($ +�� �/��0
�������� ������	 ��	 ����� ���� ����	��� �� �	#	� #�� *� 	������ �� 	�����0
-���� 	���� $ +�� 2�� 	�������� ��	����� ki = 0.5 ��� kp = 0.001$ � ������	 �����
�/���������� /��� ��� �/����������	��4 9G = 0:$ 9��! Rs:



'� ���������� $&

6�+� 7�	���� ��	 �����	89��

'������ -����� #-�� 2�� ���� ��5����	! -����� ��	 ����� ��� �������  �������	 -��0
���$ =�� �����	 ��-���	!  ��� ��� ��	��A�  �#-$ 	�����A�  ��� �� 3����	 ���
�������)@��$ +�� +���#��� ���� ���������� -����� ��� -��� ��� �� ���� �� �������0
��� �������� �� ���	#	$ +�� �����	��� �������  � -����� ���# ��� ��	���	 ���  �����
��� '���	������	�	 ��� 3�	����� #�����$ �� -�������� ��� C����	�� ��-�������� ���
������ ���A/  � -����� ����	 ��	�� ���	$

&�*��� +
��	� �, %
$
�����

1� *����� -��� ��� � ��������� ����� ��� ����� �� �	���� 3����	 �� ��������	$ +��
3� ����� ��5���	  ��� ����� �� ��	��� ���� *�	���� ����$ �� �����@��� �����	 ��� +���0
#��� ��� 	��	 ��� �� 3����	 -��� ��	 ?��� ����������$ �� ���� 	� ������	 ��� ��0
��� ��� ��� ������� ���� ����	���� 3����	� $ +���� ������	 ��� L������� �� ��� ��0
����	��� ���� *�	����$ +�� ?������������ ��� +���#��� � 	 �� ����� ��� �� ���� ��
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��-�@	 ����	 �� ��� �����	��� ���	��		$ =��	�� -���� ����������! ��   ��� ��� +���0
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 ��� ��� ��4����� +���#�����������! -����� ����� ��� %����� 	����� ����� ����������
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mmax

J
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�)����� '��B���#��  	���	 ��� "����	�	 ��� *������	��� ���	����$ +� %����0�37 ��0
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���� ���� ��������� +������ �� ��� ������� *������	��! -����� ����	 ��	 ����� ��� C�0
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,� -��	��� 2������ ��� �����	 -��� ��� � 3�	���� ����	 ����-����	$

:�!� 0���'�	��	������� ��� ��	�� ���'�	����

,� ����� -��� ����  ����	�� ��� C=3 ���-����	! ����� ��	 �����	 ��� 3����	��0
-��	 �� 	���� ��� ������ ��	� 	#��	 �� �	-� ��� 3�		��-��	 �� 	���� $ �� ��� ��
%���� ������	 ���� 3�  -��	 ����  ��� ��� ������ C������������$ +�� 3�  -��	 -��� ��
��� C=30������	 ��	 ����� ���� ,�	�����	 /��������$ 3�	 ��� ����  ���� 	��� -���
�� �����@��� ��� ���)	��	� ������� ��������	! /�������� ��� ���� ���� 	�� ��	� 	0
 ����		 �� �������$ ,� ��������� �$F � 	 ��� �� ���������	 ����� 	���	$ ,� ��� ������	���
�/� ��� *������	�� ���	 ��� ����� �� ! ��  #� *����� ���� ��	� 	 ����		� uk ���
ik #�� 2���/����  	��	$ +� ��� =��	 ik �� 	 ��� ������ ��	� 	#��	 #�� 2���/����  	��	!
��  �/� ��� ���� 	�� ����		 ����	 xk+1 ��������	 -�����!  ������ ��� k + 1

2 $ +��
�����0������	�� ���	�	I

xk+1 = xk + Ta (A xk +B uk) 9�$(:

xk =
[
ik ψk

]T
��� ��� ����� ������ ��		� 	 ����		 -��	 ��������	 -����� �����	  ��� �/� ��� �����0
������	�� I

xk+ 1
2

= xk +
Ta
2

(A xk +B uk) 9�$
:
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�
� +���"����	�"���	������� ���$�	�����

3�	 ��� ��	�� ��� ������� -��	 �� ������ uk -��� ��� ����� ������ ��	� 	 ����		
-��	 ��������	$ , 	 �� ������ ��� ���� ������� uk+1 �����	����! ������	 ���� 7�����	��
��� ����� ��	� 	 ����		 ��	 ����� ��� %�������� 9�$D:$

xk+1 = xk+ 1
2

+
Ta
2

(
A xk+ 1

2
+B uk+1

)
9�$D:

+���� ��� �	#�� ��� 9�$
: �� 9�$D: �����	 ���I

xk+1 = xk + Ta

(
A xk +B

uk + uk+1

2

)
+
T 2
a

4
(
A2 xk +AB uk+1

)
9�$E:

%�������� 9�$E: #� ����� ����� � 	 ���-�����! -� ���� #�� 2������������ ��� B�����	�0
 ���� .���� ���������  ��	 -���$ 6�	�� ��� �� 2����  �	#��� ���� ��� ������� �/� ���
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���� 	�� ��	� 	 ����		 �� ��� 3�		��-��	 ��� ��������	�� ������� �/� ��� ���� 	��
����		 uk+1 ��� ��� ��	������ ������� uk ��������	 -�����$ ���� ��#� ���������
�$G$ +�� � 3�@����� -���� �� ����� ;����� ����	 ����-����	! �� ������� ����� -�0
 ��	������ 2����  ������� ��������� -����$
+�� .�	 ����! ��  ��� ������� ����	 #�� 1��	����	 �� #����)����� 	��� �� �������
-���!  ������ ��� %���� ��� *��������� ��� �� ���� �� 	 ����� ������ ��	� 	 ����		
 ��	�� ��	�� -���! -��� �� ���� ���  	��� ����������	 ���/�� ���	��	$ � -��� �������0
���! ��  #� *����� ;��� ��	� 	 ����		 ��� 3�  ��	�� #�� 2���/����  	���� ��� �����
��	� 	 ����		 ���#)���	 �� ������� -�����$

��

xk−1 xk

��

(k − 1)Ta kTa (k + 1)Ta

uk

uk−1
uk+1

t

��

xk+1

k + 1

k + 1
2

��������� �
�
� ����	���%� -������	
 %�	 uk+1
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:�+� ���'�	���� ,�������	 .�	����� 
�	 1�����������

6� ��� *������	�� �� ����� #� /�����/���! -���� ����  	�����A�  �����	���	� ��� ��0
�� ��	��A�  �����	���	� �������� ���� &$
 ��� &$( ����� ���	$ +�� '��  �������	��� ���
��� �� ������ -���� ��	 ����� �� �� �� ����		 D$( �� ���������� *������	�� ! -������
��� �� �� �		����� ���/�� ���	��	 ��������/��	$ +�� �� *������	�� -���� ���-����	! ��
��� �� �����	 �� ����� ���-����	 -���� ��� ��	� �������  � ��#���	�$ ,� *�	���� -��0
��� 	��� ��� ������� �����	 �� ��� 3� ����� ����  �� ��� +�	�� ��	 ���	���+� �
����  	$ 6� ����� ��  �������	���� �������#A�  #� �����	��! -���� �� ��� ����  ����
	����� ������� ��� ��� ����  ���� 	����� 	��� ��� 	�����A�  �� ��� 	�����0
 ������� ��������� ��		�� ,�	����	��� ����		��	$ �� ��� ������ %�)@�� -���� ����
�� 3����	 �� ��� =���� �� 	���	$

ψss,ref =
∫ τ

0

(
uss,mess −Rs · iss,mess

)
dτ 9�$H:

mW,ref =
3
2
p
(
ψss,ref ⊗ iss,mess

)
9�$F:

+�� %���������� �$H ��� �$F  ����� ���� ������ ������	������! -�� �� ��� 3�  ����� ���
�������#��)@�� ��-����� -�����$ +�� #� 	� 	����� *������	��� -����� ��� ��	 ���
��������#�  �� � 	�� �����#������	� 	��� ��� ��� ����  ��� +���#���!  �-�� ��� 	���0
��)@� �� ������ #�� 2���/���� �� 	���	$ +�� 	�����)@� ��	 �����	 ��� 	����� �������$
3�	 ��� �� +�	�� -���� �� �����@��� ���� �����	��� ��������/��	$ +� ���@	! ��   ���
��� *������	�� ����	 �� ��� ����� ������� ��5����!  ������ �������� #�� �������#����0
���	�� ��	������ -�����$ +������ �/  �� ����	 ���� *������	�� �� ����� ��	� 	�	 -�����
 ������ �)����  ������ ��� ������� �N��� ��� ���� '���	������	�	 /�����/�	 -�����$ ,�
.������ �$(  ��� ��� 2�� ���� ������� 	�	! -����� ��� ��� � ��	 ��� =�� � ��������/��	
-�����$

+�� ��	 ����� �����#������	� 	��� �� �	#	 ��� %���� ����� ����	 ������	�� ��	� 	���

2�� ��� ( ω = 50 3����	�� ����� ��� 0Nm ��� 4Nm
2�� ��� 
 ω = 50 3����	�� ����� ��� 0Nm ��� −4Nm
2�� ��� D ω = 100 3����	�� ����� ��� 0Nm ��� 4Nm
2�� ��� E ω = 100 3����	�� ����� ��� 0Nm ��� −4Nm
2�� ��� H ω = 200 3����	�� ����� ��� 0Nm ��� 4Nm
2�� ��� F ω = 200 3����	�� ����� ��� 0Nm ��� −4Nm

������� �
�
� *���� ��� ���"�
��,����	 7����"��2

�� ��� 3�		� ����� C�� ������� ����� '����� ��� (0
 R$ +�� 	�����)@� ��� ������ ��	 �����	
�������� ����	 ��� ������� �� ��� 3� �����! �� ��� � ����� ��� C=� ��#���	 -�����
��@ ��� ������� ��� ������� ��������	 -���$ � -���� #-�� ���� 7����� �	��� ���
6�����	������	�������	�	 ��� �� ������� ������ �� 6�����	�� ��������/��	! ;�����
��	���	 ��� '����� �� ������� 2�� ����� �� #� H R$ +�� '����� #-� ���� ��� ��� *�0
�����	��� #����/��	�� %�)@�� ��� ��� �����	 �� ��� 3� ����� ����  �� %�)@��  ���
�� ����������� �$& �/� ���  	�����A�  �����	���	� �������� ����� 	���	$ +���� ��������	
 ��� ��� '����� �� ��� ��-��������� #-� ���� ��� 	����� ������� 0 ��� 	�����0
 	�������#������$ ���� %���������� �$G ��� �$&$ +�� ������� ������ � 	 ��������



(� .���� '!

��� ;�-������� 2�� ��� ��� #���	 �� ����� ��� �������� +���#��� �� ������	��� ����
*�	���� ���@� ��-���������$ +�� '����� -����� -�� ����	 ��������	I

ei =

∣∣iss,sim∣∣∣∣iss,dSpace∣∣ − 1 9�$G:

eu =

∣∣∣uss,sim∣∣∣∣∣∣uss,dSpace∣∣∣ − 1 9�$&:

?���	 ���� *������	�� ��� �� ����		 &$D -����� �� ��� ��������� �����	����� /�����/�	$
��� ��� ������03��� *������	�� ��� �� ����		 G$
 9 �� ���� � *������	�� G ��� &: -���
���#���	�	! �� ��� � ���� -� ��	���� �������� ��	� 	#��	 ���)	����! �� �� C�/� 	��� ���0
�� ���� � 	$ ������ ��@ ���� ���� ��� ��� ��-��	��	�� 7�����0'��	�� #�� ���	#��� ���
+���#��� ���#���	�	 -�����! �� ��  �� 7�������#��	��#�� �/� ���������� ������� ���
����� 2�� ����� ����	 �������� -����� ����	��$ *�� ��� *������	��� ��	 ,�������	��0
�����! -���� ��� *������	�� ��	 ����	���� *� 	������ �� 	�����-���� 	���� ����	
��	�� ���	! �� ��� �� ��-�������� �������  � ��� 	�	 ��������� 	�����-���� 	��� ���0
���	� ��� �� ������	��� ���� *�	���� �� 	���� -��$

��������� �$� #���	 ����� ��  ����		 ��� *�	��� �� '��  ����#����� ! -������ ���
��� �����	��� ��	 	��	$ %������ �� ��	 ������	 �  ��� ���� �� �� �����	��� �����0
�� �� ����������0 *������	�� �/� ��� D$ 2�� ���! -���� ��� ��  	�	������ �����
��	�� �� 	 ��	����	�	 -���$ +�� � ����� -���� ��� %�������	��� ������	 ��� ����� ���
''. �������	$ +�� ������	�� '��B���#��	���� ��� 46 rads ��� 445 rads -����� 	�������-�� �
����� 6� ����	���� �� ��	�� �#-$ �� 	����� ����� ���	$

'/� ��� 2�� ���� -���� �� �� 	���� ��� '����� #�� �������#��)@� ��������	! ��� 3�		��0
-��	 �������	 ��� �� ��-��	�	$ 3�� ���� ;����� ����	 �����  ��! ��  ����� ��� 3�		�����
�� '����� ����	 #� �������� � 	! -��  	��� ��� ���	#��� �� ����� 3�		��-��	  ��-���	$
2�� ����� ��� *������	��! -����� ��� ,�	����	��� ��� 	����� ������� ��������� #��
���	#��� �� '��  � �/	#��! #����� �� ����� ��� �������� +���#����� ���@� ��-��0
���� �����	����$ +�� ��-������ �� ��� 3�		��-��	 -��� ����	 �� ��-��	�	$ � -�����
��� �����	��� �������  � �� ��� 3�  ��	�� ����  �� �� ��� 3� ������������� ���
��� +�	��! -����� ����� ��� �������� #�� 2���/����  	���	 ����������$ ,� ��� ���������
�����������  	���� ��� ���/�#����� ��� ��� ���� �/� ��� '����� ��	�� 2��-������
��� ��	 ����� �����#������	�� +�	�� �#-$ �/� ��� '����� ��	�� 2��-������ ��� �����	
�� ��� 7������ ����  ���� %�)@��$

*�� ��� *������	��� ��	 ,�������	������� ������� ��� 3�	�����! -����� ��� ��� ��0
 ��	�� ��	����	� ���� 3����� �������! ��� �� 	�� �������  �$ ��������� �$(� ���
�$(($ +�  ��� ��� ���������� *������	�� ��� ��� ������03��� *������	��$ +�� ��0
����� 7�����0'��	�� -/��� �������� �������  � ��#����� ��� -��� ���� �� ���� ����	
�� ��-��	�	$ 3�	 ��� 3�  ��	�� �� ��� 3� ����� ������� ��� ���� ������	�� *������	��
����� �� ���� (R #� ������� '��  ��� ����� 3����	�������� �� #� 
R �� ������0
	��� ���� *�	����$ *�� 2��-������ ��� ��������#�  ����	�� ��������	  ��� ��� ����	���
��-�������$ ,� �� ������ ��� 3����	�������� �� ������	��� ���� *�	���� ��	���	 ���0
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���� ER$ +� ��-��	��	�07����� '��	�� #���	 ��	 ��� 3�  ��	�� ��  ��� �������  � �� 
��	 ��� +�	�� �� ��� ��������#�  �� � 	��$ +�� ��� ��0���� *������	�� #���	 ��� ��0
������ +���#����� ��)@��� ��-���������$ ���� ���)���� ��� 7�������B���# ���������	�
#-�� ��� =��������	 �� ��� '��   ���	#���! ;����� -���� ����	 ���� ��� ��-������� ���
�������#A�  ��)@��$ 2�� ����� ��� ����	���� 3����	! 	��	�� ���@� '����� �� ��� 3�0
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	� '��  0 ��� 3����	�� ���	#�����$ +� =��	���� /���#���	� ��� +���#��� ���	#���$
M������� �������  � ������	� ��� ������03��� *������	�� ���� �� ����		 G$($ ���� ���
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� -����� ���� 2�� ���� ��������/��	I

� ���� ��� ����� ����� ��� 50 rads ���� −50 rads ���� 3����	
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