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erfolgte objektorientiert in der Entwicklungsumgebung MATLAB.

Die vorliegende Arbeit ist so strukturiert, dass einer kurzen Einfithrung der benétigten
Zusammenhéinge der linearen FE-Methode und der verwendeten Elemente eine allge-
meine Darstellung elasto-plastischer Probleme folgt. Dabei werden moglichst allgemein
Modellierung, Eigenschaften und Losungsmethoden der idealen Plastizitdt behandelt.
Der Losungsalgorithmus des erstellten Programmes wird zuerst anhand der isotropen
von Mises-Plastizitéit erarbeitet und anschliefend auf die anisotrope Hill-Plastizitét
erweitert. Abschliefend folgt eine Untersuchung der Eigenschaften der anisotropen
Plastizitat.

Abstract

The objective of this diploma thesis was the development of a program to solve aniso-
tropic, ideal plastic problems by finite elements. This program has been implemented in
the development environment MATLAB.

As an introduction the fundamentals of the linear finite element method and the imple-
mented elements are presented. Then follows a general presentation of ideal elasto-plastic
problems, their properties, modelling and solution techniques. The solution algorithm is
first developed for the isotropic von Mises-plasticity and then applied to the anisotropic
Hill-plasticity. Finally, some properties of the Hill-plasticity are investigated.
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1 Anmerkungen zur FE-Methode

Teil |
FE-Methode

Fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Berechnungen wurde ein FE-Programm entwickelt.
Auf Einzelheiten der linearen FE-Methode kann hier nicht weiter eingegangen werden,
es werden jedoch die verwendeten Elemente kurz vorgestellt und einige grundlegende
Gleichungen, soweit spéter darauf Bezug genommen wird, angefithrt. Anschlieflend wird
zur Verifizierung der Funktionalitit der Implementierung der linearen FE-Methode ein
Beispiel mit bekannter analytischer Losung diskutiert.

1 Anmerkungen zur FE-Methode

1.1 Voigt’sche Notation

Gleichungen werden in dieser Arbeit zum tiberwiegenden Teil in Voigt’scher Notation an-
geschrieben, es wird jedoch, wo dies zweckméflig erscheint, auch auf die Indexschreibweise
zuriickgegriffen. Die Voigt’sche Notation wird dazu verwendet, um Matrizeneintrige in
Vektoreintrége bzw. Tensoren 4. Stufe in Matrizen umzuordnen. Die Umordnung einer
symmetrischen Matrix A in einen Spaltenvektor a erfolgt gemifl Gleichung (1).

ai

ai; a2 a3 122

Voigt’sche Notation ass

A= a2 ax a a= (1)

ai2
a1z a3 ass

a23

L @31 |
Voigt fithrt die nach ihm benannte Notation in der Quelle [11] ein.

Es werden auch noch Transformationen um die drei Koordinatenachsen benétigt werden.
Die dazugehorigen Transformationsmatrizen der Voigt’schen Notation fiir die Denhung
um ¢ um z bzw. y bzw. z lauten:

1 0 0 0 0 0
0 cos (i) sin?(y) 0 sin(2¢p) 0
T — 0 sin?() cos?(p) 0 —sin(2¢p) 0 (2)
00 0 0 cos(¢) 0 sin(¢)
0 —1/2sin(2¢) 1/2 sin(2¢) 0 cos(2¢) 0
| 0 0 0 — sin(yp) 0 cos(y) |
cos?(¢) 0 sin?(¢p) 0 0 sin(2¢p)
0 1 0 0 0 0
T — sin?(¢) 0 cos? (i) 0 0 —sin(2¢) (3)
Y 0 0 0 cos(p) —sin(yp) 0
0 0 0 sin(p)  cos(p) 0
/2 sin(2¢) 0 —1/2 sin(2¢p) 0 0 cos(2¢)
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cos? (i) sin?(p) 0 sin(2p) 0 0
sin?(y) cos®(¢) 0 —sin(2yp) 0 0
. Soin(2 1 0 1 0 0 0 n
) 12sin(2¢) 0  cos(2¢p) 0 0
0 0 0 0 cos(p) —sin(yp)
L 0 0 0 0 sin(yp) cos(y) |

1.2 Grundlegende Gleichungen

Es werden nun einige grundlegende Gleichungen der FE-Methode zur spéteren Verwen-
dung angefiihrt. Die Indizierung elementgebundener bzw. gaufipunktgebundener Groflen
mit entsprechenden Indizes erfolgt nur soweit dies die Lesbarkeit nicht allzu sehr ein-
schrinkt. Das Argument r}" der B-Matrix wird zur besseren Ubersicht meist ebenfalls
ausgelassen.

m ... Elementnummer

k ... GauBpunktnummer

Die globale Assemblierung der inneren Knotenpunktskrifte £ ist in analytischer Form

durch Gleichung (5) und fiir die numerische Integration durch Gleichung (6) gegeben.

Firt =3 / B (™) o (™) det (3™) V™ (5)
m

£ =3NS w B ()] o (6 det(I7) (6)
m k

r' ... Lage des GauBlpunkts k& o(ry’) ... Spannung im GauBpunkt k
wyg ... Integrationsgewicht k Jr ... Jacobi-Matrix im Gaufipunkt &

Die Verzerrungs-Verschiebungsmatrix B stellt den Zusammenhang zwischen den Kno-
tenpunktsverschiebungen und den Verzerrungen her Gleichung (7):

e(r)=B"(r)a™ (7)

Die C-Matrix beinhaltet das Materialgesetz und verkniipft die Verzerrungen mit den
Spannungen. Die C-Matrix wird auch Materialtangente genannt.

o™ (r) = C"e™(r) C" = gz_- (8)

Die Gesamtsteifigkeit des Problems ist in Gleichung (9) fiir die analytische Integration
und in Gleichung (10) fiir die numerische Integration gegeben.

K=Y / [B™(x™)]" C™"B™(x™) det(I™) dV™ (9)
m vm

K=) > u [B™ ()] T C"B™ (rf) det(I}) (10)
m k




2 Elemente

2 Elemente

In den Berechnungsbeispielen dieser Arbeit wurden ausschlielich Lagrange-Elemente 1.
und 2. Ordnung verwendet. Der Aufbau der Lagrange-Elemente wird hier kurz vorge-
stellt. Ndheres zur linearen FE-Methode und Elementtypen findet man in Quelle [13].
Die Basis der Lagrange-Elemente ist das Lagrange-Polynom, aus denen die Formfunk-
tionen der Elemente zusammengesetzt werden (Gleichung (11)).

b

HOR | s 1)
B
it b 1 b b
Mg I e @
B i

2.1 Viereckiges Scheibenelement der Lagrange Klasse

Die Elementknoten der Lagrange-Elemente sind gitterférmig angeordnet, und werden
durch die Indizes i,j bezeichnet. Fiir jeden Knoten (7,j) gibt es eine Formfunktion
N; j(r,s) die im Knoten (i,5) den Wert 1 und in allen anderen Knoten den Wert 0
annimmt (vergl. Abbildung 1). Diese Formfunktion erh&lt man durch Multiplikation
zweier Lagrangepolynome mit Stiitzstellen in den Knotenpunkten entlang der r = const.
bzw. s = const. Richtung der Referenzkonfiguration (Gleichung (13)).

Nij(r;s) = 1" (r)lj (s) (13)

Aus den Formfunktionen wird die Interpolationsmatrix H gebildet. In Voigt’scher Nota-
tion hat sie die Form gem#f Gleichung (14), wobei der Knotenpunktverschiebungsvektor
1 gemif Gleichung (15) geordnet ist.

0 Ny (1, 8) 0
H — 0,0 (ra s) . m,n ) 14
(r,5) 0 Noo(r, ) 0 Npnlrs) (14)
. T
u= [U(L() V0,0 -+ Umn 'Um,n] (15)
Die B-Matrix lautet somit:
[ ONoo ONy ]
5 0 ) 0
or or
Birs)=| o 2o o (16)
Js 0s
aNQ,o 8N0,0 aNmm aAZm,n
L Os or 0s or




2 Elemente

(m,0)

Abbildung 1: Viereckiges Lagrange-Scheibenelement in Referenzkonfiguration mit Form-
funktionen

2.2 Sechsseitiges Volumenelement der Lagrange Klasse

Die Formfunktionen des sechsseitigen Lagrange-Volumenelements ergeben sich in ana-
loger Weise zum Scheibenelement aus Abschnitt 2.1. Es muss lediglich ein weiteres La-
grangepolynom fiir die dritte Dimension hinzugefiigt werden (vergl. Abbildung 2, nur
das zusétzliche Polynom [J'(t) dargestellt).

Nijk(r,s,t) = 1" ()15 (s) (1) (17)
Analog zu Gleichung (14):
No,[)’o(’r‘,s,t) 0 0
H(r, s, t) = 0 Nooo(r,s,t) 0 .
0 0 No,o,0(r, s, 1)
Nonp(r,s,t) 0 0
0 Nomp(r,s,t) 0 (18)
0 0 Ninp(r,8,t)
. T
u= [UO,O,O V0,00 W0,00 --- Um,n,p Um,n,p wm,n,p] (19)




2 Elemente

Analog zu Gleichung (16):

_6]\(;07:0’0 0 O 8Néﬂ7;’n,p 0 O -
ONo,0,0 ONmnp
o T
0 0 8]\TO,O,O 0 0 8]\fm,n,p
ot ot
B(h S, t) = 8N070’0 8N07070 0 aNm,n,p a]\fm,n,p 0 (20)
0s or 0s or
0 ONooo 9INo,0,0 0 ONmnp ONmnp
ot 0s ot 0s
aNO,O,O 0 aNO,O,O aNm,n,p 0 aNm,n,p
L Or O0s or Js A
(O7n70) (m,n,())
) ol
Nijk = 1)1 (s)1(t)
'3
(O7n7p> (m’n’p>
' & g
=
! )
(0,0,p) (m,0,p)

Abbildung 2: Sechsseitiges Lagrange-Volumenelement in Referenzkonfiguration mit

Formfunktionen




3 Beispiel: Kirschproblem

3 Beispiel: Kirschproblem

Vor dem Einstieg in die nichtlinearen Probleme der Plastizitdt wurde das entwickel-
te FE-Programm durch Vergleich mit Problemen mit bekannter Losung verifiziert. Im
Folgenden wird die Gegeniiberstellung der FE-Losung mit der analytischen Loésung des
sogenannten Kirschproblems vorgestellt. Dabei wird die Spannungsverteilung in einer
als unbegrenzt ausgedehnt gedachten Scheibe mit kreisférmigem Loch bestimmt.

3.1 Analytische Lésung

Aufgabenstellung: Man bestimme die, durch eine kreisférmige Bohrung gestorte, Span-
nungsverteilung einer in x = +oo mit der Zugstreckenlast p belasteten, unendlich aus-
gedehnten Scheibe. Die Scheibendicke betrage h.

Die analytische Losung dieses Problems ist in den Gleichungen (22) bis (23) angegeben
([4], Seite 142):

Y
[y e (e |i>
p— —
—l —
—l —
—l p—
p— —
—l r ::
—l —
p— p—
7| J— J—
| / 7 !* —
7| [
p— \ ::
—l p—
—l p—
p— —
—l —
—l —
—l p—
p— p—
e N >
a b — o0
Abbildung 3: Kirschproblem
2 2 4
D a a a
o= o <1 -5+ (1 —45+ 374> Cos(2g0)> (21)
2 4
D a a
Ops = 5 (1 +5 - (1+3%) cos(2§0)> (22)
2 4
p a a .
Orp = 2h< —-1- 25 + 37“4> sin(2¢p) (23)




3 Beispiel: Kirschproblem

3.2 FE-LGsung

Fiir die FE-Rechnung kann nur eine endlich ausgedehnte Scheibe modelliert werden,
da die Spannungen mit zunehmendem Radius jedoch schnell abklingen, kann dies als
Naherung akzeptiert werden. Zahlenwerte:

a = 25mm p = 1MPa
b = 150mm h = 1mm

Die Abbildungen 4 und 5 zeigen die aus den Gaufipunkten in die Knoten extrapolierten
Spannungen o, und oy, fiir den Winkel ¢ = 7/2. Die Schubspannung o, ist unter
diesem Winkel Null. Aufgrund dieser Extrapolation, des Diskretisierungsfehlers und des
Modellierungsfehlers durch die endlich ausgedehnte Scheibe, entstehen griéflere Abwei-
chungen von der analytischen Losung. Der Wert fiir o,, bei r = 25 in Abbildung 5 ist
ein Artefakt.

Die Abbildungen 6 bis 8 wurden mit dem Postprocessing Programm GiD erstellt.

Opp
[MPal]

@ Q » FE-Lésung

— ... Analytische Losung o,,(r, )

g

0¢

Gz ‘9¢
4374

Gz ‘9¢
7

Gz ‘98
G0T

6T ‘OCT
09T
[unu] 4

Abbildung 4: Normalspannung o, iiber r fiir ¢ = 5
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UTT
[MPal]
® . FE—L'(;sung
—_ .. Analytische Losung oy (1, §)
0.4
o\
0.3
A\

0,2 <>\

0,1 N

/

514

0¢

g ‘9¢
5%

G
0GT

[t ] 4

(e)
Gz ‘9z Q

6T ‘9§
6C ‘98
0T

Abbildung 5: Normalspannung o iber r fiir ¢ = §
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Abbildung 6: Normalspannung o,
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Abbildung 8: Schubspannung o,
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4 Rheologische Modelle

Teil 1l
Plastizitat allgemein

In diesem Teil werden Eigenschaften und Losungsansétze, die allen Plastizitdtsproblemen
gemeinsam sind, vorgestellt, soweit dies ohne die Bezugnahme auf eine bestimmte Flief3-
funktion moglich ist.

4 Rheologische Modelle

Rheologische Modelle veranschaulichen das Materialverhalten im einachsigen Span-
nungszustand. Durch die verschiedenen Grundelemente und ihre Kombinationen kénnen
die Materialeigenschaften, insbesondere das Verhalten bei plastischer Verformung, idea-
lisiert nachgebildet werden. In den zu den einzelnen Modellen angegebenen Sinnbildern
bezeichnet € eine Verzerrung und o eine Spannung.

4.1 Grundelemente

Ist die unter Last auftretende Verschiebung vollsténdig reversibel, dh. das Material kehrt
nach Entlastung in den Ausgangszustand zuriick, liegt rein elastisches Verhalten vor. Be-
steht auflerdem ein linearer Zusammenhang zwischen Verschiebung und wirksamer Kraft
wird dies als linear elastisches Materialverhalten bezeichnet. Eine lineare Feder ge-
horcht diesem Zusammenhang und wird als dessen Sinnbild verwendet (Abbildung 9).
Elastisches Verhalten ist konservativ, die gesamte zugefithrte mechanische Energie ist
wiedergewinnbar. Der Spannungs-Verzerrungszusammenhang ist eindeutig und umkehr-
bar, es gibt keine Pfadabhéngigkeit.

Es gilt das Hooke’sche Gesetz (vergl. Abschnitt 5.4).

do
de = —
T E

: g g

Abbildung 9: Feder
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4 Rheologische Modelle

Bei ideal-plastischem Materialverhalten bleibt eine wirksame Kraft bis zu einer be-
stimmten Grenze ohne Wirkung. Erst nach Uberschreiten eines Schwellwertes erfolgt eine
Verschiebung bei gleichbleibender Kraft. Bei Entlastung bleibt die erfolgte Verschiebung
zuriick. Als Sinnbild dient ein gewichtsbelasteter Reibkontakt, kurz: Reiber (Abbildung
10).
Plastisches Verhalten ist dissipativ, die gesamte zugefiihrte mechanische Energie bewirkt
eine Temperaturerhhung. Der Spannungs-Verzerrungs-Zusammenhang ist nicht eindeu-
tig umkehrbar, der Zustand héngt vom durchlaufenen Pfad ab.
Es gilt das Drucker’sche Postulat (vergl. Abschnitt 5.5):

oF

de = d\—
c do

OF

oF

l——0 —»
) o €

Abbildung 10: Reiber

Viskoses Materialverhalten bedeutet, dass einer Verschiebung ein verschiebungsge-
schwindigkeitsproportionaler Widerstand entgegen steht. Dieses Verhalten entspricht
dem eines Newton’schen Fluids und wird durch einen Dampfer symbolisiert (Abbildung
11). Viskoses Verhalten wird im Folgenden nicht weiter betrachtet, und sei hier nur der
Vollstandigkeit halber angefiihrt. Es gilt:

g=2
N o
n
n
¥ = °o—n -

Abbildung 11: Dampfer
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4 Rheologische Modelle

4.2 Kombinationen

Um reale Materialien modellieren zu konnen, werden die einzelnen Grundelemente
miteinander kombiniert. Fiir zwei Elemente besteht prinzipiell die Moglichkeit der
Reihen- oder Parallelanordnung

Lineare Elastizitit/ideale Plastizitit in Parallelanordnung: Die Parallel-
anordnung bewirkt, dass in beiden Elementen die gleiche Verschiebung erfolgt, wihrend
sich die Gesamtkraft aus den Einzelkriften zusammensetzt.

do Feder oF
de = ———— =d\—
c E 80 O Reiber

0 = OFeder + OReiber /: E
ag
E F

— MV —

- . :
) OF o

_Igi
/

Abbildung 12: Feder - Reiber Parallelanordnung

Lineare Elastizitét/ideale Plastizitit in Reihenanordnung: Aufgrund der Rei-
henanordnung herrscht in beiden Elementen die gleiche Spannung (Kraft), wéhrend sich
die Dehnung (Verschiebung) aus einem elastischen und einem plastischen Anteil zusam-
mensetzt. Wie in Abschnitt 5.2 noch gezeigt werden wird, entspricht dieses Modell grob
dem Verhalten von Metallen. Im Weiteren werden die Begriffe “ideale Plastizitdt” und
“lineare Elastizitét/ideale Plastizitét in Reihenanordnung” synonym verwendet und alle
kommenden Betrachtungen beziehen sich auf dieses Modell.
_do oF

de = f + d)\aio' " o (24)

0 = OFeder = O Reiber opl

Abbildung 13: Feder - Reiber Reihenanordnung
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5 Modellannahmen

5 Modellannahmen

5.1 Kleine Verformungen

Es wird vorausgesetzt, dass alle Verzerrungen klein bleiben, also keine geometrische
Nichtlinearitédt auftritt. Sdmtliche Nichtlinearitdten werden durch das Materialgesetz
hervorgerufen.

5.2 Ideale Plastizitit

Im Zugversuch kann das Materialgesetz, also der Zusammenhang zwischen Spannung
und Verzerrung, fiir den einachsigen Spannungszustand experimentell ermittelt werden.
Die realen Zusammenhénge sind komplex, daher miissen fiir die mathematische Behand-
lung grobe Vereinfachungen getroffen werden.

g g
| | I
[ [ [
or ;
\ [ \
[ [ [
oE o 5 oE &
D X | —_ | Eﬁ o N I —
2 3 3 Boa o
D wm 2 [CRR)
22 02 & 58 ! g
=2 B 0 @ 52 =
=] | | = - |
[ [ o) [
| | E
| | |
9 9
(a) Realer Zugversuch (b) Ideale Plastizitét

Abbildung 14: Idealisierung der Plastizitét

Bei idealer Plastizitéit wird der reale Zugversuch in zwei Gebiete unterteilt. Unterhalb der
Fliespannung or wird angenommen, dass sich das Material rein elastisch verhélt. Nach
Erreichen der Fliefispannung verformt sich das Material bei gleich bleibender Spannung
plastisch. Eine Verfestigung, also eine Abhéngigkeit der FlieBspannung o von der bereits
erfolgten plastischen Verzerrung, wird nicht modelliert. Durch diese stiickweise lineare
bzw. konstante Definition des Materialgesetzes, ergibt sich ein insgesamt nichtlineares
Materialgesetz. Ideale Plastizitét entspricht dem rheologischen Modell der linearen Ela-
stizitéit /idealen Plastizitdt in Reihenanordnung. Néhere Informationen in den Quellen
([6], Seite 32 ff.)/([7], Seite 1 ff.).

5.3 FlieBbedingung

Es muss nun ein Kriterium gefunden werden, um festzustellen, ob ein Spannungszustand
elastische oder plastische Verformungen hervorruft: die FlieSbedingung. Mit einer geeig-
net gewihlten Funktion F, der Fliefifunktion, wird folgende Gesetzméfigkeit aufgestellt
(Gleichung (25)).

F < 0...elastisch

25
F =0...plastisch (25)
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5 Modellannahmen

Ist der Wert von F kleiner Null, erfolgt die Verformung elastisch, ist der Wert von F
gleich Null, tritt plastische Verformung ein. Positive Werte fiir F treten aufgrund der
Definition nicht auf. Somit wurde eine FlieBbedingung erstellt, die den elastischen vom
plastischen Bereich trennt.

F wird in dieser Arbeit als Funktion der Spannungen F(o;;) ausgedriickt. Es besteht
jedoch gleichberechtigt die Moglichkeit F in den Verzerrungen auszudriicken, F(g;;).
Vergl. dazu Abschnitt 9.2.

F(oij) .. FlieBfunktion
F =0.. .FlieBbedingung

Fiir den Fall des einachsigen Spannungszustandes ist dieser Zustand durch eine einzige
skalare Spannung vollstdndig beschrieben. Der Wert der Spannung kann direkt mit
der Fliespannung verglichen werden. Flielen kann in Folge positiver oder negativer
Spannung eintreten, daher muss das Vorzeichen zum Beispiel durch Quadrieren beseitigt
werden.

1d: F=o0%-0% (26)

Fiir den Fall des allgemeinen Spannungszustandes muss eine Vergleichsspannungshypo-
these herangezogen werden. Die Vergleichsspannungshypothese ist eine Modellannahme,
die das Verhalten eines bestimmten Materials mehr oder weniger gut abbildet, und sich
vergleichsweise leicht mathematisch behandeln ldsst. Im Rahmen dieser Arbeit werden
zwel Vergleichsspannungshypothesen untersucht: Die Hypothese nach von Mises fiir iso-
trope Plastizitdt und die Hypothese nach Hill fiir anisotrope Plastizitéit. Die Hypothese
nach von Mises wird Teil I1I dieser Arbeit zugrunde gelegt, die Hypothese nach Hill Teil
IV. Beide Hypothesen werden im jeweiligen Abschnitt genauer behandelt.

Die Fliebedingung hat unabhéngig von der verwendeten Fliefifunktion im allgemeinen
dreidimensionalen Spannungszustand die Form von Gleichung (27).

3d: F(Opa,Oyys Ozzy Ony, Oyz, 02g) =0 (27)

Im Hauptachsensystem(HAS) sind die Schubspannungen o, = 0, = 0., = 0 und die
Fliefunktion nimmt die folgende Form an:

3d HAS: .7'-(0'11,0'22,0'33) =0 (28)

Die Fliefunktion ist in einem Hauptachsensystem also nur mehr eine Funktion von drei
unabhéngigen Variablen, die Fliebedingung F = 0 kann nun als Fliche im dreidimen-
sionalen Hauptnormalspannungsraum aufgefasst und dargestellt werden (Abbildung 15).
Die Fliache F = 0 umschlieflt ein Volumen, das sémtliche mogliche elastische Spannungs-
zustédnde umfasst. Spannungszustédnde bei denen plastische Verformung eintritt liegen auf
der Oberfliche F = 0 selbst. Spannungszustéinde aulerhalb des FlieBzylinders kénnen
wegen F < 0 nicht auftreten.

5.4 Hooke’sches Gesetz

Im elastischen Bereich gelte das Hooke’sche Gesetz

deq = C'do (29)
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5 Modellannahmen

033

022

Abbildung 15: Allgemeine Fliefflache im Hauptnormalspannungsraum

1 v —v 0 0 0
-v 1 —v 0 0 0
1 —v —v 1 0 0 0
-1 _
Ca = FE 0 0 0 242v 0 0 (30)
0 0 0 0 242v 0
| O 0 0 0 0 2+2v

5.5 Drucker’sches Postulat

Das Drucker’sche Postulat besagt, dass das Material der plastischen Verformung immer
Widerstand entgegensetzt, es also keine Bereiche im o /e-Diagramm gibt, die eine nega-
tive Steigung aufweisen. Diese Annahme ist vertriglich mit den in Abschnitt 5.2 bereits
getroffenen Idealisierungen, in der Natur jedoch nicht in jedem Punkt gegeben. Vergl.
die Schwankungen der Kennlinie in Abbildung 14(a) im Bereich des Flielens.

Diese Annahme fiihrt auf hier nicht dargestellte Weise (vergl. [3]) zu einem Zusammen-
hang zwischen der partiellen Ableitung der FlieBfunktion und den plastischen Verzer-

rungen (Gleichung (31)).

OF
dspl = d)\aio- (31)

dA bezeichnet einen vorldufig noch unbekannten Proportionalitéitsfaktor und wird pla-
stischer Konsistenzparameter genannt. Er kann nur positive Werte annehmen (vergl.

5.7).
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5 Modellannahmen

5.6 Prandtl-ReuB3 Gleichungen

Die Annahme der Additivitdt der elastischen bzw. plastischen Anteile der Verzerrung
geht auf Prandtl und Reuf zuriick. Diese Annahme ist kompatibel mit dem rheologischen
Modell der Reihenschaltung aus linearer Elastizitét /idealer Plastizitit gemifl Abschnitt
4.2. Fiir néhere Informationen vergl. Quellen [9] und [10].

de = dsel + dspl (32)

Durch Einsetzen des Hooke’schen Gesetzes und des Drucker’schen Postulats erhilt man
die Prandtl-Reufl Gleichungen (Gleichung (33)).

- OF
de = C'do + Ao~ (33)

5.7 Wertebereiche fiir FlieBfunktion und plastischen Konsistenzparameter

Betrachtet man einen elastischen Belastungsvorgang, gefolgt von einer plastischen
Belastung und anschliefender Entlastung im Hauptnormalspannungsraum, erkennt
man, dass A und F nicht gleichzeitig beliebige Werte annehmen kénnen (Abbildung 16).

011

0929 033

FLo

Abbildung 16: Zustandsdnderungen im Hauptnormalspannungsraum

©—-0 ORad®) ®—-06
elastische Belastung plastische Belastung elastische Entlastung
dA=0 d\x >0 dA=0 (34)
F <0 F=0 F <0
dF >0 dF =0 dF <0

Zusammengefasst gilt also im elastischen Bereich:
dA=0 F <0 dF #0VdF =0 (35)
und im plastischen Bereich:

dX > 0 F=0 dF =0 (36)
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5 Modellannahmen

5.8 Plastische Inkompressibilitat

Experimente haben gezeigt, dass bei plastischer Verformung die plastischen Volu-
menédnderungen im Verh&ltnis zu den elastischen Volumenénderungen klein bleiben ([12],
Seite 237). Es wird daher vereinfachend angenommen, dass der plastische Anteil der Ver-
zerrungen isochor ist (Gleichung (37), vergl Abschnitt 9.3 und Abschnitt 13.6).
degy degy deg, Pl
deP! = tr(VP) VP = | dey, deyy dey.| ... Matrixschreibweise
de.y dezy de,

de? = detl, + deP! 4 detl = 0 (37)
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6 Eigenschaften plastischer Probleme

6 Eigenschaften plastischer Probleme

Die FlieBbedingung (Gleichung (82)) ist eine nichtlineare Gleichung in den Spannun-
gen. Um diese nichtlineare Zwangsbedingung erfiillen zu kénnen, muss die lineare Finite
Elemente Methode angepasst werden. Die Verzerrungen werden nach wie vor als klein
vorausgesetzt, die geometrische Linearitét bleibt daher erhalten (vergl. Abschnitt 5.1).
Das Prinzip, das hier genutzt werden soll um nichtlineare Probleme zu l6sen, besteht dar-
in, den nichtlinearen Zusammenhang durch mehrere lineare Schritte zu approximieren.

flz) =k g(x) = kiAw;+g(wi1)

Abbildung 17: Gegeniiberstellung linear - nichtlinear

6.1 Pseudozeit als Lastparameter

Die FE-Methode geht vom Prinzip der virtuellen Arbeit (Gleichung (38)) aus.
Wint(t) + (W[/ine'rtia(t) + Wext(t) =0 (38)

Die vorliegende Arbeit beschriankt sich auf den statischen Sonderfall, damit sind alle
Zeitableitungen Null und deshalb JWrtia(t) = (. Physikalisch kann dies erreicht wer-
den, wenn die Last nur sehr langsam aufgebracht wird, sich also alle Gréflen nur sehr
langsam mit der Zeit ¢ &ndern.

SWE(t) + SWE(t) = 0 (39)

Im daraus resultierenden quasistatischen Sonderfall, dient die Zeit ¢t nur mehr dazu, als
Parameter die einzelnen Lastzustdnde voneinander zu unterscheiden.
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6 Eigenschaften plastischer Probleme

6.2 Gegeniiberstellung: Linear - Nichtlinear

In der FE-Methode werden die virtuellen Arbeiten durch die Knotenpunktsverschiebun-
gen ausgedriickt.

SWmt(t) = —sal £t () SWert(t) = sal fert(t)
Nach Elimination der Testfunktion folgt die Gleichgewichtsbedingung (Gleichung 40).
— £ () + £7(t) = 0 (40)

Bei linearen Problemen kann eine Steifigkeitsmatrix K bestimmt werden. Sie ist kon-
stant und unabhéngig von der Knotenpunktsverschiebung @ bzw. der Zeit ¢t. Das Glei-
chungssystem (41) kann sofort nach & aufgelost werden (42).

fmt(t) = K(?) K= Z/BTCB av C = (;Z = const
moy

K ii(t) = fo%(t) (41)
a(t) = K1 fert(e) (42)

Um den nichtlinearen Zwangsbedingungen der Plastizitit geniigen zu konnen, muss
die Steifigkeit von der erfolgten Knotenpunktsverschiebung abhéngen. Die Steifigkeit der
Struktur héngt davon ab, ob zum gegebenen Zeitpunkt (Lastparameter) ¢ die elastische
oder die plastische Materialtangente C gilt. C ist also von 1 abhéngig.

frit) =K@ at) K =) / BTC(t)BdV  C(t) = ‘2‘;’ = C(a())
moy

K(a(t)) a(t) = £(t) (43)

Das Gleichungssystem kann nun nicht mehr explizit nach @ aufgelost werden.

6.3 Pfadabhdngigkeit

Die Losung plastischer Probleme ist pfadabhéngig. Die Losung héingt davon ab, welche
Zusténde vorher durchlaufen wurden. Abbildung 18 verdeutlicht dies fiir den einachsigen
Spannungszustand. Wird eine Reihenschaltung aus Feder und Reiber gem#fl Abbildung
13 zuerst einer aufgepriagten Verschiebung um e, unterworfen, und dann entlastet, ge-
langt man zum Punkt @3. Erfolgt allerdings zuerst eine Verschiebung auf &, und an-
schliefend eine Verschiebung auf €., also in Summe dieselbe Verschiebung, gelangt man
nach der Entlastung zum Punkt 0.
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6 Eigenschaften plastischer Probleme

OF

Y

€a €p €

N

Abbildung 18: Pfadabhéngigkeit im einachsigen Spannungszustand
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7 Losungsverfahren nichtlinearer Probleme

7 Losungsverfahren nichtlinearer Probleme

In diesem Abschnitt werden, aufeinander aufbauend, drei allgemeine Losungsverfahren
fir nichtlineare Gleichungssysteme vorgestellt. Neben dem eigentlichen Newton-
Raphson-Verfahren, das in dieser Arbeit ausschliefilich zum Lésen der Beispiele benutzt
wurde, werden im Sinne der Ubersicht auch zwei andere Verfahren prisentiert, die ge-
wissermaflen als Vorstufe des Newton-Raphson-Verfahrens gelten kénnen. Der Aufbau
dieses Abschnitts lehnt sich an Quelle ([11], Kapitel 7) an.

7.1 Gleichgewicht in inkrementeller Form
Die Gleichgewichtsbedingung (Gleichung 40) gilt fiir alle Zeiten ¢, auch fiir ¢ + At.
—f (4 AL) + £ (E 4+ AL) =0

. . L ItAE
fmt(t 4 At) — fmt(t) 4 Afmt t

£7(t) kann mit Gleichung (5) aus den Elementspannungen bestimmt werden:
£ (1) Z / [B™]" & (t) det(I™) dV™

t+At

Z / [B™] Aa) det(J™) dV™

Das Spannungsinkrement Ao |'"2 kann durch eine Materialsekante C|!T2 ausgedriickt
werden. Sie entsteht durch Linearkombination der Materialtangenten C|; und Cliia¢
(Abbildung 19). Die Berechnung der Materialtangenten wird in Abschnitt 8 behandelt,
sie werden vorldufig als bekannt angenommen. Der Gewichtungswert 6 ist unbekannt,
und wird vom verwendeten Losungsverfahren willkiirlich festgelegt.

t+ At
‘ :(1_9)CL+QCL+N (44)

t+ AL

At

t+ At t+ At
Aol = C‘

—CHAtB a(t + At a(t
t t t ‘t (u(+ )—u())

Durch Riickeinsetzen in die Gleichgewichtsbedingung erhélt man nun eine Bestimmungs-
gleichung fiir G(t + At).

t+At _ Z / [Bm]TCm’?—NBm det(J™) dvm (ﬁ(t + At) — ﬁ(t))

m

Afint

t
ym

t+AL

- K‘ GL(9)

. . t t+ AL
£nL(1 1+ A) = £ (1) + KL (a(t + A1) —a)

int t+At
_fint(p) — KL (ﬁ(t AL — ﬁ(t)) + (4 AL) = 0

alt + Af) = (K‘?At) () 1 ) ) (45)
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7 Losungsverfahren nichtlinearer Probleme

(oa
On+1
(o)
(L]
/Q — o
§" 3
~— t

Abbildung 19: Materialsekante

7.2 Euler-Verfahren
t+A

Im vorherigen Abschnitt wurde die Materialsekante C|; als Linearkombination der
Materialtangenten C|; und C|i4 ;s eingefithrt (Gleichung (44)). Der Gewichtungsfaktor
0 blieb dabei offen. Mit der Definition von K| folgt:

t+AL T A _

K( - B" cm‘ B det(J™) dV™ 46

=X [Eeer] e dau) (46)
V’m

::K‘
¢

A _
K| = (1-0) Z / [Bm]Tcm‘th det(J™) dV™ +
m ‘—/m
+03 / [Bm]Tcm’HNBm det(J™) dV'™

ym

=: K’
t+At

Die Steifigkeitsmatrix K|;4as zum Zeitpunkt ¢4 At hingt von der Verschiebung G(t+ At)
zum Zeitpunkt ¢ + At ab. Gleichung (45) ist daher eine implizite Gleichung in @(t + At).

24



7 Losungsverfahren nichtlinearer Probleme

Wird jedoch willkiirlich der Gewichtungsfaktor § = 0 gesetzt, erhélt man eine explizi-
te N#herungslosung fiir (¢t + At), die besonders einfach berechnet werden kann. Diese
Vorgehensweise entspricht einer direkten Integration nach dem expliziten Euler’schen
Polygonzugverfahren (Abbildung 20).

Die Berechnung von C|; bleibt vorerst offen. Eine allgemeine Behandlung, unabhéngig
von der verwendeten FlieSfunktion, erfolgt in Abschnitt 8.2, die flieBfunktionsspezfi-
schen Materialtangenten werden in Abschnitt 10.2 bzw. in Abschnitt 15.2 vorgestellt.
Die folgenden Erlduterungen sind davon unabhéngig, und beziehen sich allgemein auf
Losungsverfahren fiir nichtlineare Probleme.

ae+ A = (K] ) - (£ () — £271(¢ + A)) + () (47)

In der numerischen Berechnung werden nun die unbekannten Losungswerte i(¢) durch
bereits berechnete Néherungslosungen i, ersetzt um zu einer weiteren Naherung Gy,
zu gelangen. So kann ausgehend von einem bekannten Startwert @(0) = tip = 0 eine
Folge von Naherungslosungen i1, Gio, . . . fiir eine gegebene Folge t = t1, s, ... berechnet
werden. Ein solcher Zeitschritt At bewirkt eine Anderung der #uBeren Last, und wird
im Folgenden als Inkrement bezeichnet und tief gestellten indiziert.

Xn n...n-te Lasterhohung, (Inkrement)

Da nach einigen Rechenschritten das Kriftegleichgewicht "' = £ bei Beginn des
Eulerschrittes nicht mehr exakt erfiillt ist, entsteht eine bleibende Abweichung der
Niherungslosung "' zur exakten Losung £ (t,) (vergl. Abbildung 20, dort ist die-
ser Schritt von n = 2 auf n = 3 durchgefiihrt).

Die numerisch berechneten Niherungswerte werden nicht mehr mit dem Argument ¢
bezeichnet, sondern mit dem Index n. Die wahren Werte fithren weiter das Argument ¢.

a(0) = 1 =0 f‘fzt(t +At) = f;gfﬁl ... gegeben
a(t) = a(t,) = u, frt(at,)) = fit = fert
Gt +A) = Altnt1) = Opp Kl = K, = K,
o = K, (00— £, ) + (48)

Die direkte Integration durch das explizite Euler’sche Polygonzugverfahren ist einfach
und erfordert nur einen geringen Aufwand in der numerischen Berechnung, da der Schritt
zum néchsten Inkrement allein durch Auswerten der Gleichung 48 berechnet werden
kann. Die direkte Integration bringt den Nachteil mit sich, dass die Gleichgewichtsbe-
dingung (Gleichung (40)) nicht exakt erfiillt wird. Nach dem Inkrement n + 1 verbleibt
das Residuum ¥, (Gleichung (49)).

exakt: —f"(A(t,11)) + £ = 0 o)
Euler’sches Polygonzugverfahren: —f £ = U,

Die Fliefibedingung F < 0 wird bei vorhandener Plastifizierung ebenfalls nicht exakt
erfiillt. Die Fliebedingung geht in die iiber ¢ verdnderliche Materialtangente ein. Da
die verénderliche Materialtangente aber durch eine iiber At konstante Materialsekante
ersetzt wurde, wird die FlieBbedingung im Allgemeinen nicht exakt eingehalten.
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SNUTJLIOSTY I9NG]

exrt
f3

exrt
f2

Abbildung 20: Explizites Euler’sches Polygonzugverfahren

U YTOWOINU]

global

Element (m)

Gausspunkt (k)

£rl = £ 1 AFST! L Kraftsteuerung

n+1 n+1
(fznt _ fezt
. - - D

Wiederholen fiir alle
Inkremente n

]+

u,

[K™],=3" wi (B} [C],BY
k
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[I"_ft[usjo] UOA SUNUIWINSOE INZ

Abbildung 21: Graphische Darstellung des Euler-Algorithmus
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7 Losungsverfahren nichtlinearer Probleme

7.3 Modifiziertes Newton-Raphson-Verfahren

Das Euler’sche Polygonzugverfahren ermoglicht die Berechnung des Verschiebungsinkre-
mentes mit sehr geringem rechnerischen Aufwand, bietet jedoch keine Moglichkeit zur
Bewertung der Genauigkeit der Ndherungslosung. Nimmt man einen hoheren Berech-
nungsaufwand in Kauf, kann, durch wiederholtes Auswerten der Gleichung (48) fiir das-
selbe Lastinkrement, das Eulerverfahren zum modifizierten Newton-Raphson-Verfahren
weiterentwickelt werden. Das Newton-Raphson-Verfahren, sowohl modifiziert als auch
unmodifiziert (Abschnitt 7.4), erlaubt die Vorgabe einer oberen Schranke fiir das ver-
bleibende Ungleichgewicht W.

X n...n-te Lasterhohung (Inkrement)

" i...i1-te Wiederholung (Iteration)
Ceht man von einem Gleichgewichtszustand n aus, gilt £ = £¢*¢, Wird nun die dufiere
Last £¢** fiir das nichste Inkrement aufgebracht, ergibt sich vor Durchfiihrung des Eu-
lerschrittes das Ungleichgewicht W1 . Fiihrt man nun einen Schritt des Euler-Verfahrens
durch, gelangt man zu einer ersten Niherung fiir die Verschiebung ! (Gleichung
(50)). Im Euler-Verfahren wiirde nun ausgehend von diesem Ungleichgewichtszustand
das néchste Lastinkrement durchgefithrt. Man kann jedoch wieder zu einem (Nahe-)
Gleichgewichtszustand gelangen, wenn man eine Moglichkeit hat, unabhéingig vom
modifizierten Newton-Raphson-Algorithmus eine neue Néherung fiir £ fiir die neue
Verschiebung 1} zu finden.
Die Berechnung von f(ii!) erfolgt aus den Spannungsinkrementen. Die Vorgehenswei-
se dafiir ist spezifisch fiir das vorliegende nichtlineare Problem und wird in Abschnitt
10.1 fiir den isotropen Fall und in Abschnitt 15.1 fiir den anisotropen Fall behandelt.
Im Zusammenhang mit dem allgemeinen Losungsverfahren fiir nichtlineare Probleme,
die in diesem Abschnitt dargestellt werden, wird £7(i’)) als bekannt angenommen.
Die Abbildungen 22 und 23 zeigen eine vollstéindige Iteration bzw. zwei Inkremente des
Verfahrens.

—E () + £ () = U

=0 { W =K (F(@) — £ (f) ) + (50)
~P

£ (0 ) 4 £ () = ‘I’iﬂ

i=1 i =K (fim(ﬁ%zﬂ) - femt(tnﬂ)) +iiy (51)

2
_‘I’nJrl

SE (R )+ £ (b)) = WL
i =K () — £ (b)) i, (52)

i+1
_‘Iln—i-l
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Abbildung 22: Modifiziertes Newton-Raphson-Verfahren - Iterationen

Auf diese Weise kann durch wiederholtes Ausrechnen von 1 und Aktualisieren von
£ (Gleichungen (50) bis (52)) das Residuum W beliebig verkleinert werden. Das
Residuum ¥ kann als nichtausbalancierte Kraftdifferenz zwischen Aktionskraftvektor
und Reaktionskraftvektor verstanden werden. Daraus wird ein Maf} fiir die Giite der
Naherungslosung W, entwickelt. W, wird gebildet aus dem Skalarprodukt des Resi-
duums ¥ mit den Knotenpunktsverschiebungen 1. Es ist daher eine Energie.

[Wans] o) = [855Y — ] Twitl (53)
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7 Losungsverfahren nichtlinearer Probleme

Abbildung 23: Modifiziertes Newton-Raphson-Verfahren - zwei Inkremente
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7 Losungsverfahren nichtlinearer Probleme

7.4 Newton-Raphson-Verfahren

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, kann durch Iteration das Residuum beliebig
verkleinert werden, allerdings kann der Rechenaufwand dafiir sehr hoch sein. Das modifi-
zierte Newton-Raphson-Verfahren verwendet fiir alle Iterationen eines Inkrements immer
die Steifigkeitsmatrix K,, der 0-ten Iteration, obwohl sich die Steifigkeit nach jeder Ite-
ration dndert. Das bedeutet zwar einen geringen Rechenaufwand fiir die Assemblierung
und Invertierung der Steifigkeitsmatrix, da dies nur ein einziges Mal fiir das gesamte
Inkrement durchgefiihrt werden muss, jedoch bleibt dadurch die Konvergenzgeschwin-
digkeit zum Gleichgewichtszustand schlecht. Wird hingegen nach jeder Iteration i eine
aktualisierte Steifigkeitsmatrix Ki#l berechnet, gelangt man zum eigentlichen Newton-
Raphson-Verfahren. Das Newton-Raphson-Verfahren bietet quadratische Konvergenzge-
schwindigkeit und kann gegebenenfalls trotz hoheren Rechenaufwandes innerhalb einer
Iteration, aufgrund der niedrigeren Gesamtzahl an Iterationen, schneller zum Nahegleich-
gewicht fithren. Alle nichtlinearen Beispiele wurden mit dem Newton-Raphson-Verfahren
gelost.

Der Ablauf des Verfahrens bleibt derselbe wie in Abschnitt 7.3 geschildert, es braucht
nur in den Gleichungen (54) bis (56) K,, durch Kf;;ll ersetzt zu werden. Der Algorithmus
wird in Abbildung 25 graphisch aufbereitet dargestellt.

r _fint(ﬁn) + fe:ct(thrl) _ \Il'}H-l
-1 .
1=0 O, 1 = <K711+1) (fmt(ﬁn) - fext(tnﬂ)) +, (54)
o
—EH A ) 4 £ () = W2
A2 2 -1 int (a1 ext ~1
=1 un—i—l = <Kn+1) (f (un+1) —f (tTH-l)) +un+1 (55)

2
_lIln+1

—EaY) + £ () = BT

. . -1 . . .
i ash = () (@) — £ ) ) +EY (56)

i+1
_lIIn+1
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Abbildung 24: Newton-Raphson-Verfahren
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Abbildung 25: Graphische Darstellung des Newton-Raphson-Algorithmus
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8 Materialtangente

8 Materialtangente

Bereits im Abschnitt iiber die Losungsverfahren der nichtlinearen Probleme (Abschnitt
7) musste die Materialtangente C eingefiihrt werden. Die Bestimmung der Materialtan-
gente blieb dabei offen. Es wurde lediglich festgelegt, dass C zum Zeitpunkt ¢ und nicht
zum Zeitpunkt ¢ + At aufgestellt wird, um ein explizites Verfahren zu erhalten. In die-
sem Abschnitt wird nun zuerst zu Vergleichszwecken die differentielle Materialtangente
eingefiihrt, bevor dann anschlieffend die fiir den tatséchlichen Algorithmus benétigte al-
gorithmenkonsistente Materialtangente abgeleitet wird.

In diesem Abschnitt wird noch nicht auf eine spezielle FlieSfunktion zuriickgegriffen, alle
Ableitungen werden fiir eine allgemeine FliefSfunktion F durchgefiihrt.

8.1 Differentielle Materialtangente

Die Materialtangente C entspricht dem Zusammenhang zwischen einer differentiellen
Verzerrung und einer differentiellen Spannung (Gleichungen (57) und (58)).

Jo
Ce:dA=0
c.— 9o _ ] (58)
Oe Cpl dA >0

Die Materialtangente im elastischen Bereich C.; kann aus dem Hooke’schen Gesetz ge-
wonnen werden (vergl. Gleichung (30)). Es verbleibt die Materialtangente im plastischen
Bereich C.

Aus der Prandtl-Reufl Gleichung und dem totalen Differential der FlieSbedingung ent-
steht ein Gleichungssystem, aus dem d\ eliminiert werden kann.

Prandtl-Reuf8 (Gleichung (33)):

de = C'do + 9 1
oo

Fliefbedingung (Gleichung (36)):
OF ]T do

dF =0 = [8—0

Auflésen der Prandtl-Reufl Gleichung nach do

do = Cy (ds - gfdA)
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8 Materialtangente

Einsetzen der Gleichung (59) und auflésen nach dA

o= [[5e) ey (5] cu
do = [Ca- .22 e [%] ¢, {[g]TcelZ] _1] de (60)
Cpl

Differentielle Materialtangente: (vergl. ([14], Gleichung (7.67)))

OF _ [0FT
Cpi = Ca — o [aaa}—TT[@a;FCel

oo Sy

(61)

Gleichung (61) kénnte nun fiir eine gegebene Flieifunktion weiter ausgewertet werden.
Die differentielle Materialtangente ist fiir die praktische Berechnung jedoch bedeutungs-
los, da beim anzuwendenden algorithmischen Losungsverfahren (vergl. Abschnitt 7) keine
infinitesimalen Verzerrungs- bzw. Spannungszuwichse vorliegen, sondern endlich ausge-
dehnte. Gleichung (61) dient deshalb nur zu Vergleichszwecken fiir den Grenzfall gegen
Null strebender Verzerrungs- bzw. Spannungsdifferenzen

8.2 Algorithmenkonsistente Materialtangente

Da, wie bereits erwahnt, bei einer algorithmischen Losung keine infinitesimalen Grofien
sondern endliche Differenzen auftreten, wird die algorithmenkonsistente (dh. zum Algo-
rithmus passende) Materialtangente C* auch durch endliche Differenzen definiert. An
die Stelle der Gleichungen (57) und (58) treten die Gleichungen (63) und (62).

O0Ao
d(ae) = =2 d(Ao) (62)
Cg:dN=0
ot 280 _ | Ca (63)
0he | Cy:dA>0

Die algorithmenkonsistente Materialtangente muss fiir eine bestimmte Iteration i aufge-
stellt werden, da im Newton-Raphson-Verfahren die Steifigkeitsmatrix nach jeder Itera-
tion neu assembliert wird.
, 8(Aai+1 ) .
d(aeitl) = S0Tni) yagin) (64)
+1 +1
m) T pasty) 1O
—_———

x1+1
C n+1
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8 Materialtangente

Die Ableitung der algorithmenkonsistenten Materialtangente erfolgt wieder aus der
Prandtl-Reufl Gleichung und der FlieBfunktion, wobei in den Gleichungen (65) und (66)

neben den Unbekannten Aafjjrll und A)\f:;ll auch noch die von o abhéngigen Groéflen F

und g—{: auftreten.
i+1 8f U'Zn-:»ll

i+1 —1 i+1
Aettl = C ' Aot + AN gl (65)
o_i+1
0=2rF " (66)
On

Zur Berechnung werden die im Iterationsschritt veréinderlichen Gréflen F und g—f wieder

durch Linearkombination der Zustdnde am Anfang und am Ende der Iteration zusam-
mengesetzt, wobei die Gewichtungsfaktoren 71, 72 wieder unbekannt sind, und in weiterer
Folge willkiirlich festgelegt werden.

i+1

F ntl (1 — 771).7: +mF 1 (67)
on on ol
OF o OF OF
bl — (1= il bl
80' on ( 772) 60' on + 2 80' o';ill (68)

Aus Griinden der Stabilitdt des Losungsverfahrens, auf die hier nicht eingegangen werden
kann, wird an dieser Stelle der Auswertezeitpunkt an das Ende der Iteration gelegt.
Es liegt dann mit den Gleichungen (69) und (70) ein implizites Gleichungssystem in
Ac 1| und AN, 1|0 vor. Dieses Gleichungssystem wird in Abschnitt 10.1 und 15.2
fiir eine konkret vorliegende FlieBfunktion gelost werden, um das Spannungsinkrement
Ao 41| tatsichlich zu bestimmen.

m=1
ne =1

i+1 OF

A i+l C_IA i+1 A\ e 69
En-i—l el B0 nt1 + n+1 do '7:;:11 ( )
0=F| . (70)
‘721111
Zur besseren Ubersicht werden nun einige Abkiirzungen eingefiihrt:
i1 OFq i+l OF O?Fqitl  9?F
Foa=F - [—} == . [—2} =3 i
o 0o In+1 Jo a':f_H 0o? In+1 oo 0';7:_1
. . A OF1i+1
1 -1 1 1

Ae, = Cyl Ao + AN [870'}%1 (71)
0= 7k (72)
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8 Materialtangente

Nun kann, durch Bilden der totalen Differenziale und anschliefende Elimination von

A)\fj;ll, die algorithmenkonsistente Materialtangente aufgestellt werden.

of 8fd

) =L+ Py (73)
: ) : L rOF i1 .
+1 -1 i+1 i+l | Y i+1
dAe, ) = AaAo-ﬁ:;ll [Cez Ao,y + AN [8a}n+1] dAa,
9 —1 A i1 iv1 [OF i1 i+1
+ oA [Cez Ao,y + AN [870}%1 dAN,
. , 02 F i+l A OF i+l .
i+1 -1 i+1 i+1 i+1
el = [Cez + AN [(%_Q]MJ dAo Haa]nﬂ] AN (74)
0= 9 f’iJrl AA i+1 + 9 Fi+1 dA)\’iJrl
RN i R TS AN M R
oFqi+11T :
=== dAoif!
0 H(‘)ULH] Tnt1 (75)
Einfiihrung einer weiteren Abkiirzung C:
oy B g [O2F i+l
Chth = Cgl + aNE, [W}nﬂ (76)
Auflésen der Gleichung (74) nach dAa'f:;ll:
i ~i -1 i OF i+l i
dnoltl = (Gt [dAenfl - [(%]nﬂdAAnfl] (77)
oFqi+11T
Multiplikation der Gleichung (77) von links mit Ha} 1] :
O In+
OF i+l TdA i+l oFyi+11" Citl -1 Agitl OF i+l A\t
T )un] o = |[Ga)in] (G [aaet - 55 ], anvs] 9
=0GL(75)
Auflésen nach dA)\f:_fl:
oFy+1]" =it1 ]| [OF 7L i+1 oFy+1]" ~ir1] 7t i+1
Haa]m] G| H&;LJ AN = Haahﬂ] G| daelty (@)
oFyi+1]" it ]!
dANTL — dAe™, (80)

nt+l — i _ _ i n+1
1) e (2]
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8 Materialtangente

Riickeinsetzen in Gleichung (77):

Ca H&,LJ [5e)n] [e]”
I

N [Ci:rll} - “aa}ml] [n-i—l 1[[8a]n+1]

Algorithmenkonsistente Materialtangente: (vergl. ([14], Seite 243))

dAe nt—ll

1 1
CnJ-rH =Gy f A/\nttl

e [5e) e [(a ) e

122 ] ] (1))
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9 Eigenschaften der von Mises-Plastizitéit

Teil 11l
Isotrope Plastizitat nach von Mises

Die Vergleichsspannungshypothese nach von Mises geht von der Annahme aus, dass
Flieen des Werkstoffs eintritt, wenn die Oktaederschubspannung einen kritischen Wert
erreicht. Diese Annahme ist d4quivalent mit der Annahme von Huber und Hencky, dass
Flieen nur in Folge des deviatorischen Anteils des Spannungszustandes eintritt, wihrend
der hydrostatische Anteil ohne Wirkung auf das Flielen bleibt.

Im IIT Teil dieser Arbeit werden nun die allgemeinen, fiir die Plastizitéit erarbeiteten
GesetzméaBigkeiten auf die konkrete FlieSfunktion nach von Mises iibertragen und einige
Figenschaften der von Mises-Plastizitéat vorgestellt. Im Anschluss daran wird dann der
Losungsalgorithmus fiir diese Art der Plastizitéit entwickelt.

Die Flieflfunktion nach von Mises fiir den allgemeinen dreidimensionalen Spannungszu-
stand lautet ([3],Seite 181).

1

- 202 |:(Uyy - 022)2 + (Uzz - Uxa;)Q + (U;tz - Uyy)2 + G(Jzz + sz + Ugy)] -1 (82)
F

9 Eigenschaften der von Mises-Plastizitat

9.1 Von Mises-FlieBfunktion im Hauptnormalspannungsraum

Im Hauptachsensystem(HAS) nimmt die FlieBfunktion folgende Form an:

HAS: F= % [(022 — 033)° + (033 — 011)* + (011 — 022)%| — 1 (83)
F

Die Fliebedingung F = 0 kann nun fiir die konkret vorliegende Fliefunktion im

Hauptnormalspannungsraum dargestellt werden (Abbildung 26). Die Gleichung F = 0

beschreibt die Mantelfléiche eines Zylinders mit Rotationsachse in Richtung der Raum-

diagonalen [ 1 11 ]T, den FlieBzylinder. Elastische Spannungszustdnde liegen im

Inneren des FlieBzylinders, plastische auf der Oberfliche.

9.2 Von Mises-FlieBfunktion im Hauptnormalverzerrungsraum

Flie3funktionen kénnen auch in den Verzerrungen formuliert werden, es tritt dabei jedoch
die Besonderheit auf, dass die FlieBfliche sich beim Flieflen im Hauptnormalverzerrungs-
raum verschiebt. Dies sei hier kurz dargestellt, im Folgenden wird jedoch nur mehr die
Formulierung in den Spannungen verwendet.

Im Modell der idealen Plastizitdt gem&fl Abschnitt 5.2 ist jedem elastischen Spannungs-
zustand durch das elastische Materialgesetz in eindeutiger Weise ein Verzerrungszustand
zugeordnet. Daher kann die Grenzfliche 7 = F, in eine Grenzfliche F., umgerech-
net werden, solange keine plastischen Verformungen auftreten. Plastische Verzerrungen
konnen im Hauptnormalverzerrungsraum direkt dargestellt werden, und bewirken eine
Verschiebung des Flieizylinders im Verzerrungsraum, da stets F. < 0 Ve gelten muss
(Abbildung 27).

37



9 Eigenschaften der von Mises-Plastizitéit

033

Abbildung 26: Von Mises-Fliefifliche im Hauptnormalspannungsraum

011 011
op -
'
| lle® O/ \E Oy
022 033 €11
4
Fr=0
€22
Oy T2
(N1 R €11
Feo > 0 Fe, > 0
€33

Abbildung 27: Hauptnormalspannungsraum und Hauptnormalverzerrungsraum
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9 Eigenschaften der von Mises-Plastizitéit

9.3 Inkompressibilitat der von Mises-Plastizitat

In Abschnitt 5.8 wurde die Annahme getroffen, dass plastische Verformungen isochor
bleiben. Nun soll gezeigt werden, dass die von Mises-FlieBbedingung in keinem Wider-

spruch zu dieser Annahme steht.

!
deyy degy deg, P

deP! = tr(VP) VP = | dey, deyy, dey.| ... Matrixschreibweise

de.y dey de.,

pl _ j.pl pl pl
de?” = deg, + dey, + de?,

aet, = an - @z — a7 aert =y 2F
80;“, aO'yy aO'zz
1
F= ﬁ (Jyy - O-zz)2 + (Uzz - Ux:p)2 + (Uzz - O-yy)2 + 6(0’52 + O-gsc + Uz‘y) —1
F
d\ 1 1
dggla: = 5.2 2(Uzz - U:c:r:)(_l) + 2(Urx — Uyy)
201 L ]
dX T 1
dggly = 55 |2(oyy — 022) + 2(0ax — oyy)(—1)
207 L ]
d\ T q
del, = 952 2(0yy — 022)(=1) + 2(022 — 04z)
UF L i

dA
deP! = — [ — Osp + Opg + Ogp — Jyy}
oF
dA
+ 07[4-0% — 0 — Oz +ayy}
F

dA
+T[*0yy+gzz+azz*0'xz}
oF
deP =0

9.4 Von Mises-FlieBfunktion in Voigt'scher Notation

(84)

Zur kompakten Darstellung wird eine Form der von Mises-FlieBfunktion in Voigt’scher
Notation benétigt (Gleichung (85)). Durch Ausmultiplizieren iiberzeugt man sich leicht

von der Aquivalenz zu Gleichung (82).
F=0'Mo -1

T

g = [ Ozx Oyy Ozz Ogy Oyz Ogxz ]
1 -12-12 0 0 0 ]

-2 1 -2 0 0 0

1 f-12-121 0 0 O

M= 62| 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3 ]

(85)
(86)

(87)
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9 Eigenschaften der von Mises-Plastizitéit

9.5 Ableitungen der von Mises-FlieBbedingung

AuBler der Fliefifunktion selbst werden noch ihre ersten beiden Ableitungen benétigt.
Die Ableitung wird an dieser Stelle zur spéateren Verwendung durchgefiihrt.
Erste Ableitung:

8 8 ndexn; ion
F _ 7(0_TMG._ 1) Indexnotation Fo = (gaMabab—l)
Jdo Oo ’

)

fai = Oa,o; Mapoy + oo My Ob,0;
S~ ~—

51' 5172‘
’F,Uz' = 0ia Mapop + 00 MapOp; (88)
Fos = Moy + 0aMai
. . 9
‘Fﬁ'i — 2Miaaa Voigt’sche Notation % — oMo
Zweite Ableitung;:
an 9 (0F Indexnotation
do? 87(870-) - F ooy = (2Mia0'a)7aj
Foic:i =2M;0 4.5,
;040 wa Y a,o; (89)
0aj
Voigt’sche Notati O%F
f,Uz'Oj _ 2Mij oigt’sche Notation i _ oM
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10 Entwicklung des Losungsalgorithmus

10 Entwicklung des Lésungsalgorithmus

In Teil II wurde bereits der grofite Teil der zum Losen eines plastischen Problems
notwendigen Theorie erarbeitet. In diesem Teil wird nun konkret die FlieBfunktion
nach von Mises vorgegeben, in die bereits vorhandenen Gleichungen eingesetzt und ein
Losungsalgorithmus entwickelt.

10.1 Radial-Return Algorithmus und Spannungsinkrement

Wie bereits bei den Losungsverfahren nichtlinearer Probleme erwihnt, (Abschnitt 7.3
fiir das modifizierte Newton-Raphson-Verfahren, in gleicher Weise auch fiir das regulére
Newton-Raphson-Verfahren) muss £ nach jeder Iteration neu bestimmt werden, um
das verbleibende Residuum ermitteln zu koénnen. Die inneren Krifte konnen geméf
Gleichung (6) aus den Elementspannungen berechnet werden. Die Elementspannungen
liegen nur in den Gaufipunkten des Elementes vor, auf eine entsprechende Indizierung
mit dem Elementindex m bzw. dem Gauflpunktindex k wird jedoch aus Griinden der
Ubersichtlichkeit verzichtet.

£, = 223 BT [ e det )

In einem ersten Schritt werden die Verzerrungen geméf Gleichung (7) aus den durch das
Losungsverfahren berechneten neuen Knotenpunktsverschiebungen ermittelt.

i+1 _ ~itl _ plaitl s
Ae, ) =BAW = Bla — ] (90)
Anschliefend wird die sogenannte Versuchsspannung [at”“l];':rll berechnet. Diese Ver-

suchsspannung ist fiir den Fall, dass keine Plastifizierung stattfindet auch die neue Span-
nung nach der Iteration.

[Utrwl]:;ll = Culeytl + o (91)

Der Wert der Flielfunktion fiir diese Versuchsspannung bestimmt die weitere Vorge-
hensweise. Ist F < 0, liegt der neue Spannungszustand noch im Inneren des von der
Flielfliche umschlossenen Volumens und ist zuléssig. Wenn F Null {ibersteigt, ist der
neue Spannungszustand nicht zuléssig und muss modifiziert werden (Abbildung 28).

F = |:[ trzal] i+1 :|TM [o_trml]i""l { <0: U;il—:-ll = [Utrial]:;:_lp AA:Z—:—Il =0

el >0 aﬁ:;ll und A)\f;;ll aus Radial-Return Alg.
Liegt [a’t”al]f;;ll nun tatsichlich auflerhalb der FlieBfliche, muss der Plastische Konsi-

i+1
n—i—l
Spannungszustand o), +11 zu gelangen (vergl. Abschnitt 5.7 bzw. Abbildung 16). Die

stenzparameter A\ einen Wert grofler Null annehmen, um wieder zu einem zuléssigen

Bestimmung von 0'2;;11 und AA;LTI erfolgt algorithmisch, und wird als Radial-Return
Algorithmus bezeichnet.
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10 Entwicklung des Losungsalgorithmus

011

S

(a) auBerhalb F (b) innerhalb F

Abbildung 28: Versuchsspannung

Das zu l6sende Gleichungssystem wird durch die Gleichungen (71) (Prandtl-Reuf) und
(72) (FlieBbedingung) gebildet.

AR 2Mo
OF 1i+1
i+1 —1 A it i+1
Ayl = ColAg [+ AN [%}nﬂ (92)
0= 7} ©3)
——
i+1 17T i+1
ot ] Mot — 1
Gleichungssystem:
Ayl = Ot [olfh — ou] + 200 Mo (94)
0=[ott] Mol —1 (95)

Auflosen der Gleichung (94) nach ai#l liefert die Spannung am Ende der laufenden Ite-
ration als Funktion des noch unbekannten plastischen Konsistenzparameters (Gleichung

(96)): A | A
Culeith + oy = [14+ 20N, CaM] ot}

. . -1 .
ot = [1 n mgfpch} [CelAs;;ll + an}

= [o ] GL (91)

n+1
. . -1 R
ol = [1+ 28N CaM | [o ) (96)
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‘ o11

\

i+1 i+1
~—2ANHL C Mot

i+1
Ceae,in

033 022,033

Abbildung 29: Groflen des Radial-Return Algorithmus im Hauptnormalspannungsraum

Der Vektor CelMa?jrll bewirkt eine Korrektur des unzulédssigen Spannungszustandes
[o-t”“l]:ﬁll zuriick auf die FlieBfliche. Der Skalierungsfaktor A)\f;fl wird so bestimmt,
dass die Flieffunktion (Gleichung (95)) erfiillt ist.
Im Hauptnormalspannungsraum gilt:
i+1 E i+1

CMo = 1, Mown (97)
Mithilfe der Beziehung in Gleichung (97) erkennt man, dass der Korrekturvektor ortho-
gonal zur Flieffliche F steht. Die Korrektur erfolgt also in radialer Richtung, daher die
Bezeichnung ,,Radial-Return*.

—2AN L CyMott! = —2A/\fjjrllmM0';fl
o0F i+1

2005 CaMa L [0 (98)

Es verbleibt also noch die Bestimmung des Skalierungsfaktors des Korrekturterms
A/\j:_fl, sodass die Spannung 0':;:11 auf der FlieBfliche zu liegen kommt. a';:g_ll ist durch
die Gleichung (96) gegeben und soll die Fliebedingung (Gleichung (95)) erfiillen.

Durch Einsetzen der Gleichung (96) in Gleichung (95) erhélt man daher eine implizite

Gleichung in AN

. -1 . i+1 T . -1 . i+1
0= [[1 20 CaM| et | ML 2aNE CaM] (ot <1 (99)

Um die Gleichung (99) nach A)\;fl zu 16sen, wird das skalare Newton-Verfahren (Glei-
chung (100)) angewandt, dadurch wird eine weitere innere Iteration j innerhalb der
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10 Entwicklung des Losungsalgorithmus

Iteration ¢ durchgefiihrt. A
i _f@)
f'(@)

(100)

Dem Funktionswert des Newton-Verfahrens entspricht der Wert der FlieSfunktion:

—a
FANALTY = [ [1 + AN 2cezM} - (o] } '

M1+ AN 2C,M] et 1 (10n)

FANFLT) = aTMa — 1 (102)

Ableiten der Gleichung (102) nach A)\;fl’j :

=:b
——~ T
df da T da
AN [d(m”lﬁd] Mata M[d(m“”)]
n+1 n+1 et
) da i+1,5 -2 trial]i+1
b= ey = D[+ AN 2CaM] aCaM o
df T T
m =b"Ma+a" Mb
n+1

b"Ma = [b"Ma]’ = [Ma]” [b7]" = a”M"b = a”Mb
df T

A(ANTE) :

df

- L, N
ami — Y [1+ M 20,M] cam[ote
n+1

n+1 n+1

M1+ AN2CM] Tatri) L (103)

Mit den Gleichungen (101) und (103) kann der Newton-Algorithmus, laut Gleichung
(100) durchgefithrt werden. Der Startwert fiir A)\f:;ll’o betragt Null. Der Wert der Flie§3-
bedingung dient als Abbruchbedingung. Die Iteration wird solange fortgefiihrt, bis der

Betrag von F die Genauigkeitskonstante £+ unterschreitet (Abbildung 30).

IFANEE < er (104)

Das gesuchte Spannungsinkrement ergibt sich dann aus Gleichung (96) mit dem berech-
neten Wert A)\;;fl.
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‘0'11 011

—2ANFH ey MY, “ / —2ANELPC MY
] { ] ya

\ t'rial}i‘Fl \ [o.trial]i;l;ll

n+1

[o

S

S o

(a) j=0 b)j=1

011

—2A\HL C, Moit!

n+1 n+1
i+1 trial]i+1
Un+1 ~ [U n+1

S
o Fnes

(c) Iteration abgeschlossen

Abbildung 30: Radial-Return Iterationsprozess

10.2 Algorithmenkonsistente Materialtangente fiir die von
Mises-FlieBbedingung

Da die FlieBfunktion nun konkret vorliegt, kann Gleichung (81) weiter ausgewertet wer-
den.

~ . , 2 F i+l
Citl= gt + A, [ 2]
ntl e TN 557 4
2M
Cifl = C ! + 200 M (105)

M =M"
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Mol 2t

o] [l o] e

it = e L A o
RGN
2ottt M Mo,

o= |G - E] Mol e [o ] M[E] (107)

T ]
i+1 ~it1 i+1
[‘7 n+1} M [CnJrl} Mo,

10.3 Gesamtalgorithmus fiir die von Mises-FlieBfunktion

In Abbildung 31 ist der Ablauf des Gesamtalgorithmus graphisch dargestellt.
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Abbildung 31: Gesamtalgorithmus fiir die von Mises-Flieffunktion
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11 Beispiel: Kugel unter Innenverschiebung

11 Beispiel: Kugel unter Innenverschiebung

Fiir einige geometrisch einfache Probleme existieren analytische Losungen. Beispielsweise
liegt bei einer rotationssymmetrisch belasteten Kugel nur ein einziger Verschiebungsfrei-
heitsgrad vor und das Verschiebungsfeld kann durch Lésen gewohnlicher Differentialglei-
chungen bestimmt werden. Anhand dieser bekannten Losungen soll nun die Rechnung
des im Rahmen dieser Diplomarbeit erstellten FE-Programms verifiziert werden.

11.1 Analytische Losung

Die Radialverschiebung einer Hohlkugel, zufolge einer auf der Innenseite aufgeprigten
Verschiebung, soll als Funktion des Radius berechnet werden (Abbildung 32). Die Quel-
len ([2], Seite 51 ff.), ([6], Seite 109 ff.) geben eine Losung fiir die Verschiebung zufolge
eines Innendrucks p an. Da fiir die FE-Rechnung eine Innenverschiebung leichter zu
modellieren ist, wird die dazu korrespondierende Innenverschiebung berechnet.

= { 2 0

w0 = (g + 16(1) ) (5) 75" (109)
3

1= (G 2 )+ e (- ) o
Angabe:

u(a) = ug = 0.0l mm

Parameter:
E
a = 50mm E = 200GPa G = ——
2(1+1v)
b = 150 = 0.3 K = £
I e T 3(1-2v)
or = 100MPa
Randbedingungen:
u(a) = wuq uer(c) = upylc)
Korrespondierende Groflen:
c = 94.38mm p = 177.1MPa

11.2 FE-L6sung

Die Abbildungen 33 bis 35 wurden mit dem Postprocessing Programm GiD erstellt.
Abbildung 34 zeigt die dquivalente plastische Verzerrung x, als skalares Maf} fiir den
Grad der plastischen Verformung.

2
Kappa = K := 4/ gsglepl (111)

Abbildung 35 zeigt einen durch o normierten Wert der Vergleichsspannung oy

Sigma V = v (112)

OF
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11 Beispiel: Kugel unter Innenverschiebung

Abbildung 32: Hohlkugel unter Innenverschiebung
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11 Beispiel: Kugel unter Innenverschiebung

6l

Abbildung 33: Vernetzung
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11 Beispiel: Kugel unter Innenverschiebung
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Abbildung 34: Aquivalente plastische Verzerrung x
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Abbildung 35: Normierte Vergleichsspannung ov/ox
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12 Beispiel: Traglast

11.3 Vergleich

In Abbildung 36 sind die Knotenpunktsverschiebungen und die analytische Losung aus
Abschnitt 11.1 iiber den Radius aufgetragen. Trotz der groben Vernetzung erhilt man
bereits eine hohe Ubereinstimmung.

u [mm]

0, 1Q®

@ ... FE-Losung Knotenpunktsverschiebung
—_ An.alyt.ische Losung u(r)
0,08

0,06

0,04

0,02 .

0,00
o P © = = =3
S o = o ©) o
> S > S
o
®© 8

Abbildung 36: Radialverschiebung u iiber Radius r

12 Beispiel: Traglast

Kachanov ([6], Seite 107 f.) gibt eine analytische Beschreibung der Ausbreitung der
plastischen Zone in einem auf Biegung beanspruchten Balken an. Dies soll numerisch
nachgerechnet werden.

12.1 Analytische Losung

Ein Balken wird mit der Einzelast P = aPp belastet. Pr bezeichnet die Traglast bei
vollstandiger Plastifizierung des Querschnitts und « ist ein Skalierungsfaktor der am Be-
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12 Beispiel: Traglast

ginn der Plastifizierung den Wert % und bei Erreichen der Traglast den Wert 1 annimmt.
Die Funktion ((x) beschreibt die Grenzkurve zwischen dem elastischen und dem plasti-
schen Bereich fiir einen gegebenen Traglastfaktor «.

h
Clova) = £5 3(1—204%) (113)
Parameter:
[ = 200mm h = 20mm

Abbildung 37: Ausbreitung der plastischen Zone bis zum Erreichen der Traglast

12.2 FE-Losung

Der Balken wurde in der FE-Rechnung als Scheibe im ebenen Verzerrungszustand mo-
delliert. Um Shearlocking-Effekte gering zu halten, wurde der Querschnitt aus Elementen
2.0rdnung aufgebaut. Aulerdem wurde teilweise die Newton-Coétes-Integration anstelle
der Gauf3-Integration verwendet, um die Integrationspunkte an den Rand des Elements
zu legen. In Abbildung 38 sind Knoten durch Kreise und Integrationspunkte durch Rau-
ten symbolisiert. Plastifizierte Integrationspunkte sind rot ausgefiillt dargestellt.

Die plastifizierten Integrationspunkte liegen innerhalb des durch ((a, x)(punktierte Li-
nie) vorgegebenen Bereichs, jedoch verhilt sich die FE-Rechnung steifer und die Plasti-
fizierung tritt spéter ein. Daher ist bei @ = 1 in der FE-Rechnung noch ein elastischer
Kern vorhanden.
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13 Eigenschaften der Hill-Plastizitit

Teil IV
Anisotrope Plastizitat nach Hill

Einige Phénomene der Plastizitdt konnen durch die isotrope von Mises-Plastizitéit nicht
modelliert werden. Die Annahme, dass alle Verformungsrichtungen gleichberechtigt sind,
ist mit fortschreitender plastischer Deformierung oft nicht mehr aufrechtzuerhalten. So
werden beispielsweise bei polykristallinen metallischen Werkstoffen die Korner in die
Richtung der groBten Spannung gestreckt und es bilden sich Vorzugsrichtungen aus ([5],
Seite 317).

Diese Anisotropieerscheinungen spielen meist nur im plastischen Bereich eine nennens-
werte Rolle, fithren dort jedoch zu deutlichen Abweichungen vom isotropen Modell ([7],
Seite 27).

Es war das Ziel dieser Arbeit ein FE-Programm zu entwickeln, das diese anisotropen
Phé&nomene mithilfe des von R. Hill eingefiihrten Plastizitdtsmodells nachbildet.

13 Eigenschaften der Hill-Plastizitat

Die Hill-Plastizitét berticksichtigt die Wirkung von Vorzugsrichtungen auf das Material-
verhalten, beschrénkt sich jedoch auf den Fall, dass diese Richtungen senkrecht zueinan-
der stehen. Im Raum kénnen bis zu drei Vorzugsrichtungen vorhanden sein. Sie werden
als Hauptachsen der Anisotropie bezeichnet. Die Wirkung der Anisotropie wird in einer
neuen FlieSfunktion, der Hill-FlieSfunktion, beriicksichtigt.

13.1 Ansatz der Hill-FlieBfunktion

FlieBfunktionen kénnen sehr allgemein in der Form von Gleichung (114) (Indexnotation)
angesetzt werden.
F =Ko+ Kijoij + Kijioijor +Kijkimn0ijoriomn + -+ =0 (114)
N——
Quadratisches Glied

Die Hill-FlieSfunktion beschréankt sich, wie auch die von Mises-Fliefunktion, auf das
quadratische Glied. Aufgrund der Symmetrie des Spannungstensors ergeben sich auch
im K-Tensor Symmetrien.

Kijk = Kjin Kijr = Kijik (115)
Da die Reihenfolge der Summation keine Rolle spielt, gilt auch:
Kijr = Kpij (116)

Damit verbleiben noch 21 unabhéingige Parameter. Durch die Annahme, dass der hy-
drostatische Spannungszustand keinen Einfluss auf das Flieflen hat, reduziert sich die
Anzahl der Parameter weiter auf sechs ([7], Seite 27ff.). Der Tensor fiir den diese An-
nahmen getroffen wurden, wird nun, zur Unterscheidung vom Tensor des allgemeinen
Ansatzes K;ji;, mit Hji bezeichnet.
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13 Eigenschaften der Hill-Plastizitit

Die Darstellung des H;jj; Tensors in Voigt’scher Notation ist durch Gleichung (122) ge-
geben. Nach Durchfithrung der Summation und Zusammenfassung der Koeffizienten der
gleichen Spannungskomponenten verbleiben diese sechs Parameter in Gleichung (114).
Sie werden nach Hill mit F, G, H, L, M, N bezeichnet (Gleichung (117)).

F =F(oyy—0:2)* + G (02 — 00g)? + H(0we — 0yy)* +2(Lo, + Mo2, + Noa, ) — 1 (117)

Diese sechs Hill-Koeffizienten F, G, H, L, M, N kénnen durch sechs andere, voneinander
unabhéingige Parameter ausgedriickt werden. Im allgemeinsten Fall der Anisotropie
sind die drei NormalflieBspannungen voneinander unabhéingig. Auflerdem sind die drei
Schubfliespannungen sowohl untereinander als auch zu den Normalflielspannungen
unabhéngig. Die Gleichungen (118) und (119) driicken die Hill-Koeffizienten durch diese
Flielspannungen aus.

1 1 1 1 . . .
Xz = G+ H 2F = 2 + 71 x2 X ... FlieBnormalspannung in z-Richtung
1 1 1 1
vz = H+F 2G = 72 + X2 y2 Y ... Flienormalspannung in y-Richtung
1 1 1 1 . . .
71 = F+G 2H = X2 + vz 2 Z ...FlieBnormalspannung in z-Richtung
(118)
1
2L = o R ... Flielschubspannung in der yz-Ebene
1
2M = 5 S ... Flieischubspannung in der zz-Ebene (119)
1
2N = T2 T ...Flieschubspannung in der xy-Ebene

13.2 Hill-FlieBfunktion in Voigt'scher Notation

Da im Abschnitt 13.1 die Hill-FlieBfunktion, gleich wie die von Mises-Fliefifunktion, nur
mit den quadratischen Glied der Spannungen angesetzt wurde, ergibt sich ein d&hnlicher
Aufbau der beiden FlieSfunktionen. Die von Mises-Fliebedingung hat jedoch nur einen
einzigen Parameter op zur Abbildung des Materialverhaltens, die Hill-FlieBfunktion
hingegen hat sechs Parameter F,G,H,L,M,N. Anstelle der fixen Zahlenwerte in
Gleichung (87) sind nun Materialparameter getreten.

F=0"Ho — 1 (120)
o= [ Ozx Oyy Ozz Ogy Oyz Ogz ]T (121)
f G+H -—-H -G 0 0 0 7
-H H+F -F 0 0 0
| -¢ -F F+G 0 0 0
H = 0 0 0 2N 0 0 (122)
0 0 0 0 2L 0
0 0 0 0 0 2M |
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13 Eigenschaften der Hill-Plastizitit

13.3 Orthotropie

Aufgrund der bereits erwdhnten Einschrankung, dass die drei Hauptachsen der Aniso-
tropie zueinander senkrecht stehen miissen, kann die Hill-Plastizitéit den allgemeineren
Fall der Anisotropie, bei denen die Lage der Hauptachsen zueinander nicht bestimmt ist,
nicht abbilden. Es kann hier also nur der Sonderfall der Anisotropie mit drei zueinander
orthogonalen Hauptachsen, die Orthotropie, behandelt werden.

E. Becker und W. Biirger definieren: , Orthotropie liegt vor bei Invarianz des Materi-
algesetzes gegen Drehungen um 180° um drei paarweise orthogonale materielle Dreh-
achsen®([1], Seite 183). Es soll nun gezeigt werden, dass die Hill-FlieBfunktion diese
Definition erfiillt.

Fiir den Winkel m nehmen die Transformationsmatrizen aus Gleichung (2) bis (4) fol-
gende Form an:

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
To(p=m)= 0 0 0 -1 o0 0
0 0 0 0 1 0

. 0 0 0 0 0 -1

[ 1 0 0 0 0 07
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
T,e=m=1 0 0o 0o -1 0 o
0 0 0 0O -1 o0

| 0 0 0 0 0 1]

[ 1 0 0 0 0 0]
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
T-b=m=1069 0o 0 1 0 o
0 0 0 0 -1 0

| 0 0 0 0 0 -1

F=o0"Ho
T, ... Transformationsmatrix
L —1 7 .
Di =T D; ... Drehmatrix L=y, %

6i=Dic o0=D;"'6; o=T5

F=6&,"T,"HT;5;
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13 Eigenschaften der Hill-Plastizitit

Es geniigt die Betrachtung des Terms T; HT;. Nach Durchfiihrung der Matrixmultipli-

kationen stellt man fest, dass T,”HT; und H gleich sind.

[ G+H -H -G 0 0

“H H+F -F 0 0

-G -F F+G 0 0

T HTi(p =) = 0 0 0 IN 0
0 0 0 0 oL

0 0 0 0 0

T,”HT, =T,”HT, = T."HT, = H
Die Hill-Plastizitét ist also orthotrop.

13.4 Hill-FlieBfunktion im Hauptnormalspannungsraum

O O O O O

2M

—H (123

Natiirlich kann auch die Hill-FlieBfunktion im Hauptspannungsraum dreidimensional
visualisiert werden. Die Flieflfliche erscheint im Hauptspannungsraum als Zylinder mit
elliptischer Grundflache (nicht als Kreiszylinder). Die Umrisserzeugenden der Flieffléiche

sind wieder parallel zur Raumdiagonalen.

HAS: F= F(O‘QQ — 0'33)2 + G(O‘33 — 0'11)2 + H(O‘H — 0’22)2 -1 (124)

Abbildung 39 zeigt eine Hill-Fliefifliche im Vergleich zur von Mises-Flie3fliche.

13.5 Ableitungen der Hill-FlieBbedingung

Die Ableitungen nach den Spannungen der Hill-Fliebedingung erfolgt analog zu Ab-

schnitt 9.5. Anstelle der Matrix M tritt die Matrix H.

oOF

Y _om
oo 7
O*F

g7 9N
Oo2

(125)

(126)
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13 Eigenschaften der Hill-Plastizitit

13.6 Inkompressibilitdt der Hill-Plastizitat

Wie schon in Abschnitt 9.3 fiir die von Mises-Plastizitit wird nun die Inkompressibilitéit
der Hill-Plastizitit nachgewiesen.

!
degy degy deg P

dePt = tr(Vpl) VPl = deyy deyy dey.| ... Matrixschreibweise
de.qy dezy de,

pl _ 7.pl pl pl
de?” = def, + dey,, + deZ;

oF

00 1z

)
det!, = 2 de?l = d\
0oy

oOF

00,

dePt = d\

F =F(oyy — 0..)2 + G022 — 042)* + H(0ws — ayy)2 + 2(LO'ZZ + Mo?, + Naiy) -1

del, = AN |2G (022 = 00)(<1) + 2H (000 — 0|
dell, = dA[2F (0 = 022) + 2H (000 — 7)(~1)]

dggi =dA |:2F(ny - UZZ)(_l) + QG(UZZ - Uxm):|

deP! = d\ |:_2G<0'zz — Oga) + 2H (000 — oyy)
+2F(0'yy - Jzz) - 2H(sz - Uyy)
—2F(0yy — 022) +2G(0,. — Uaca:)]

dey =0 (127)
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13 Eigenschaften der Hill-Plastizitit

022

Abbildung 39: Hill-FlieBfliche fiir X = 1.00p,Y = 1l.1op, Z = 0.90r im Hauptnormal-
spannungsraum
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14 Sonderfille der orthotropen Plastizitit

14 Sonderfdlle der orthotropen Plastizitat

Anisotropie tritt haufig nicht in voller Allgemeinheit mit sechs unabhingigen Parame-
tern auf. Sonderfille, bei denen einzelne Parameter untereinander gekoppelt sind, haben
praktische Bedeutung.

14.1 Von Mises-Plastizitat als Sonderfall der Hill-Plastizitat

Die von Mises-Flielifunktion ist als isotroper Sonderfall in der Hill-FliefSfunktion enthal-

ten.
o1 —1/9 —1/3 0 0 0
-1 1 -l 0 0 0
T R VR 0 0 0
M = o2 | 0 0 0 3 0 0 (128)
0 0 0 0 3 0
| O 0 0 0 0 3 ]
| G+H —-H -G 0 0 0 1
-H H+F —-F 0 0 0
_ -G - F+G 0 0 0
H = 0 0 0 2N 0 0 (129)
0 0 0 0 2L 0
0 0 0 0 0 2M |
H=M
<
3
—— =3F=3G=3H=L=M=N (130)
2(7F

Durch Umrechnung der Hill-Koeffizienten in die Fliefspannungen (Gleichungen (118)
und (119)) zeigt sich, dass NormalflieBspannungen und SchubflieBspannungen im isotro-
pen Fall untereinander und miteinander gekoppelt sind (Gleichung (133)).

op=X=Y=27Z=V3R=V38=V3T (131)

Die von Mises-Plastizitét ist natiirlich vollkommen invariant gegen jede Drehung des
Bezugssystems:
T,”MT, =T,”MT, =T.”MT, =M
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14 Sonderfille der orthotropen Plastizitit

14.2 Kubische Symmetrie

Kubische Symmetrie liegt vor, wenn sich das Materialgesetz bei Drehungen um 7 um

die Orthotropiehauptachsen invariant verhélt.

~~~~~~~ ... Vorzugsrichtung

Abbildung 40: Kubisch symmetrischer Quader

Fiir die Drehung um 5 nehmen die Transformationsmatrizen aus Gleichung (2) bis (4)

2
folgende Form an:

1 0 0 0 0 0

0O 0 1 0 0 0

™ 0O 1 0 0 0 0
Tx<“0_§)_ o 0 0 0 0 1
0 0 0 0 -1 0

0 0 0 -1 0 0

0 0 1 0 0 0]

O 1 0 0 0 0
T(—E>— 10 0 0 0 0
v\$=3)71 0 0 0 0 -1 o0
O 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 -1

0 1 0 0 0 0]

1 0 0 0 0 0

- 0O 0 1 0 0 0
TZ<¢_§)_ 0 0 0 -1 0 0
O 0 0 0 0 -1

L0 0 0 0 1 0]
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14 Sonderfille der orthotropen Plastizitit

" G+H -G -H 0 0 0
-G F+G -F 0 0 0
. B g) | -H  -F H+F 0 0 0
Tz HT@’(“’_ 2) = 0 0 0 OM 0 0
0 0 0 0 9L 0
0 0 0 0 0 ON |
" F+G -F -G 0 0 0 7
_F H+F —-H 0 0 0
. B g) | —¢ -H G+H o0 0 0
Ty HTy(*”‘ 2) = 0 0 0 oL 0 0
0 0 0 0 IN 0
0 0 0 0 0 oM |
" H+F -H —F 0 0 0
“H G+H -G 0 0 0
. m™ | -F -G F+G 0 0 0
T HTZ(‘P_2>_ 0 0 0 N 0 0
0 0 0 0 9M 0
0 0 0 0 0 oL |
" G+H -H -G 0 0 0
“H H+F -F 0 0 0
q_| G —F F+G 0 0 0
- 0 0 0 IN 0 0
0 0 0 0 9L 0
0 0 0 0 0 oM |

Kubische Symmetrie liegt genau dann vor, wenn Gleichung (14.2) erfiillt ist.

T,”HT, =T,”HT, = T."HT, = H
=
F=G=HAL=M=N (132)

Es ist also, wie im isotropen Fall, wieder die Gleichheit der Parameter der Normal-
spannungen F, G, H sowie die Gleichheit der Parameter der Schubspannungen L, M, N
gefordert. Jedoch gibt es im Gegensatz zum isotropen Fall keine Forderung nach einer
Beziehung zwischen H und L. Fiir die Flielspannungen bedeutet dies:

X=Y=ZAR=S8=T (133)
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14 Sonderfille der orthotropen Plastizitit

14.3 Transverse Isotropie

Transverse Isotropie bedeutet, dass nur eine der drei paarweise orthogonalen Hauptach-
sen ausgezeichnet ist. In der Ebene, die zu dieser Richtung orthogonal steht, verh&lt
sich das Material isotrop. Aus dieser Definition kann der Zusammenhang der Parameter
bestimmt werden.

Abbildung 41: Transvers isotroper Quader

Es wird nun angenommen, die ausgezeichnete Richtung sei die z-Richtung. Dann muss
eine Drehung um die z-Achse die FlieSfunktion invariant lassen, da die Drehung in der
isotropen zy-Ebene erfolgt. Nach Durchfithrung der Multiplikation werden die beiden
Seiten der Gleichung elementweise verglichen.

T, THT. '(¢) = H
= H. ()

Die Matrix H, ist zum Teil mit Null besetzt und wird zur besseren Ubersicht in Block-
matrizen zerlegt:
H, — H:]1.41.4  O4x2
0254 H.]5.65.6

Die Null-Blockmatrixeintrage von H, sind auch in H mit Null besetzt und fithren somit
auf keinen Widerspruch.
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14 Sonderfille der orthotropen Plastizitit

Vergleich des ersten Elements der ersten Zeile von [Hz]l,,471__4 mit H fithrt zu:
(G +4H — 2N + F)cos*(p) + (2N —4H — 2F) cos*(p) + H+ F =G+ H  (134)

Gleichung (134) muss unabhéngig vom Winkel ¢ erfiillt sein. Es kann daher ein Koeffi-
zientenvergleich fiir 1, cos?(¢) und cos*(y) angestellt werden.

G+4H —2N+F =0
F=G

9N — 4H — 2F =0 (135)
G=N-2H

H+F=G+H

Vergleich der anderen Elemente der Blockmatrix [H]i. 4,1.4 fiihrt nur zu linear von
Gleichung (135) abh#ngigen Beziehungen.

Vergleich des ersten Elements der ersten Zeile von [H.]5 656 mit H fithrt zu:
(L —M)cos(p)®? +M =1L (136)
Koeffizientenvergleich fiir 1 und cos?(¢).
L-—M=0
L=M (137)
M=1L

Die weiteren Elemente der Blockmatrix [H.|5 5.6 fiihren wieder nur zu linear
abhéngigen Beziechungen.

Damit sind die Bedingungen denen die Parameter fiir transverse Isotropie geniigen
miissen gefunden:

H=H.(p) Vo

=
F=G#HANL=M#N=F+2H (138)
Umrechnung auf die Fliefispannungen:
XZ
X=Y#ZANR=8#T=—— 139
# # % (139)
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15 Entwicklung des Losungsalgorithmus

15 Entwicklung des Lésungsalgorithmus

Aufgrund des analogen Aufbaus zur von Mises-Plastizitéit konnen alle wesentlichen Ele-
mente des Losungsalgorithmus durch Austauschen der Matrizen M mit H aus dem von
Mises-Algorithmus gewonnen werden. Daher werden im Folgenden nur noch die Ender-
gebnisse und, soweit vorhanden, Besonderheiten angefiihrt.

15.1 General-Return Algorithmus und Spannungsinkrement

Die Berechnung der Spannungsinkremente erfolgt wieder ausgehend von der Prandtl-
Reufl Gleichung und der FlieBbedingung. Die Ableitung ist hier nicht noch einmal ange-
geben.

o~ on 2Ho,
A ) ) OF i+l
+1 _ ~—1 +1 +1
Aeitl = O AGHL AN [({Ta}w (140)
0=r140 (141)
N——
o] Ho B — 1
o f(A)\iHlJ) ny
AL = oL AR (142)
+1 +1, +1
! FAN) "

i+1,j it1,j Lo el T
FANHLT) = [[1+AA,;1]2061H] [ortriat] H}

i+1,5 -1 rial]i+1
H|1+A\Y2CqH]  [o ] — 1 (143)

d = i+1,j -2 trial]i+1
gy = V[ AR oam]Cmlo e

. . —1 . .
H[1+ AN 2] (o] (144)

A . —1 o
ol = [1+ 28N CyH| o) 1 (145)
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15 Entwicklung des Losungsalgorithmus

Beim General-Return Algorithmus lautet der Korrekturterm A)\;illCeﬂHU?jrll. Im

Hauptspannungsraum kann wieder geschrieben werden:

E

CHo, [, = 11 VHO'?JA (146)
und weiter:
1 1 1 1
2801 Ca o[y = —280 1 mH‘Tﬂq i i
OF ) _QA)‘n+1C€lHan+1 ” n (147)
n=-—= 2H0'ln++11
oo

Der Korrekturterm steht also wieder normal zur Fliefifliche, er zeigt jedoch nicht mehr
zur Raumdiagonalen. Aus diesem Grund verwendet man nicht mehr den Ausdruck
»,Radial-Return“ sondern ,,General-Return“

n+1

—ANAL Cy 2Ho Y
~ ———

022

Abbildung 42: Groflen des General-Return Algorithmus im Hauptspannungsraum

15.2 Algorithmenkonsistente Materialtangente fiir die Hill-FlieBbedingung

Die Algorithmenkonsistente Materialtangente fiir die Hill-Fliebedingung ist durch Glei-
chung (149) gegeben. B '
Citl :=C;' +2AN 1 H (148)

-~ -1 . . T ~ . -1
Cith] Ho e ol H|CH,

[o,i—i—l }TH {éi-&-l } _lHo_i-H

o =[em] - (149

n+1 n+1 n+1
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15 Entwicklung des Losungsalgorithmus

15.3 Gesamtalgorithmus fiir die Hill-FlieBfunktion

Unter der Voraussetzung, dass die Matrix M durch die Matrix H ersetzt wird, entspricht
die Darstellung in Abbildung 31 dem Gesamtalgorithmus fiir die Hill-Fliefunktion. Die
Bezeichnung ,,Radial-Return® éndert sich in ,,General-Return“.
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16 Beispiel: kubisch symmetrisches, dickwandiges Rohr unter Innenverschiebung

16 Beispiel: kubisch symmetrisches, dickwandiges Rohr unter
Innenverschiebung

Das Verhalten orthotroper Materialien soll nun anhand eines kubisch symmetrischen,
dickwandigen Rohres im ebenen Verzerrungszustand unter Innenverschiebung demon-
striert werden. Abbildung 43 zeigt die Abmessungen des Beispiels. In Abbildung 44 ist die
Lage der Vorzugsrichtungen eingetragen. Die Angabe ist so gestaltet, dass die Parameter
L, M, N um den Faktor v/2 hoher liegen als im isotropen Fall. Dadurch tritt FlieBen zu-
folge von Schubspannungen frither ein als im isotropen Fall und es bildet sich im Winkel
7/4 zu den Orthotropiehauptachsen eine Ausbuchtung der plastischen Zone. Abbildung
46 zeigt die FE-Losung. Plastifizierte Gaufpunkte sind ausgefiillt dargestellt. Der Zah-
lenwert bezeichnet wieder die ,normierte Vergleichsspannung zum Quadrat“(F +1). Die
Werte der normierten Vergleichsspannung sind auf zwei Nachkommastellen gerundet.

Abbildung 43: Dickwandiges Rohr unter Innenverschiebung

Parameter:
a = b50mm E = 200GPa U, = 0.3mm
b = 150mm v = 0.3
F=G=H = 05-107*MPa 2 L=M=N = 3vV2.-05-10"*MPa 2
[ X=Y=2 = 100MPa R=S=T = 4855MPa ]
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16 Beispiel: kubisch symmetrisches, dickwandiges Rohr unter Innenverschiebung

Abbildung 44: Orthotropiehauptachsen parallel zum globalen Koordinatensystem

Abbildung 45: Orthotropiehauptachsen verdreht zum globalen Koordinatensystem
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16 Beispiel: kubisch symmetrisches, dickwandiges Rohr unter Innenverschiebung
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Abbildung 46: FE-Losung, parallel
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17 Beispiel: kubisch symmetrisches, dickwandiges Rohr unter Innenverschiebung mit
verdrehter Lage der Orthotropiehauptachsen

17 Beispiel: kubisch symmetrisches, dickwandiges Rohr unter
Innenverschiebung mit verdrehter Lage der
Orthotropiehauptachsen

Um die Wirkung der Orthotropie besser veranschaulichen zu kénnen, wird nun das
Beispiel aus Abschnitt 16 modifiziert. Es werden alle Parameter und Randbedingun-
gen gleichgelassen, jedoch wird die Orientierung der Orthotropiehauptachsen gegeniiber
dem globalen Koordinatensystem um den Winkel 7/5, also um genau zwei Elemente
in Umfangsrichtung, verdreht (Abbildung 45). Die FlieBfunktion wird im &/¢-System
aufgestellt:

F(&)=6THs — 1

Umrechnung aus dem System & /7 in das gedrehte Koordinatensystem z/y:
6=T.(/5)0

Flo)=o'T,T(v/s)HT,(v/5)0 — 1

Wie man an der vierten Spalte bzw. vierten Zeile der Matrix aus Gleichung (150)
erkennt, liegt im z/y-System, im Gegensatz zum z/y-System, eine Kopplung der
0zy Schubspanung mit den Normalspannungen vor. Deshalb entstehen in nicht-
rotationssymmetrischen Koordinatensystemen Schubspannungen, obwohl die Belastung
rein rotationssymmetrisch ist.

T." (7/s)HT.(7/5) =
1,2810 —0,7810 —0,5000 —0,1826 0 0
—0,7810  1,2810 —0,5000 0, 1826 0 0
_ 1| =0,5000 —0,5000  1,0000 0 0 0 (150)
X2 | —0,1826  0,1826 0 3,1187 0 0
0 0 0 0 4,2426 0
0 0 0 0 0 4,2426 |

Drehung der Spannung um 7 zeigt, dass die Definition der Orthotropie (vergl. Abschnitt
14.2) auch im z/y-System erfiillt ist (Gleichung (152)). Die Rechnung zeigt die Giiltigkeit
der Gleichung (151), aus Griinden der Ubersicht ist dies jedoch hier nicht vorgefiihrt.

& =D.(r)o, D,=T."
o=T,(n)e

F(&) =TT, " (m)T. 7 (v/5)HT.(7/5)T.(7)& — 1
T." (v/s)HT(vfs) = T, (m)T." (v/5)HT.(/5) T () (151)
F(o) = F(&) (152)

Abbildung 47 zeigt wieder die FE-Losung. Da gegeniiber der Aufgabe aus Abschnitt
16 nur die Orientierung der Orthotropiehauptachsen verdreht wurde, liefert die FE-
Rechnung, wie erwartet, das gleiche Ergebnis jedoch um den Winkel 7/5 gedreht (vergl.
Abbildung 46).
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17 Beispiel: kubisch symmetrisches, dickwandiges Rohr unter Innenverschiebung mit
verdrehter Lage der Orthotropiehauptachsen

Yy
150
A\ €0.38 $0.30
Yy 44
100 - 059 ©0.80
0. 41.00 1.0 A
LY #1.00 3
00' #1.00 #1.0 0.
50 - /" 0.80 . o 001. 041. 0‘1. o oo
41.00 o o sk
#. *1.00
4. o
0030 05 &7 ohoooks
[ 1. :
#1-0041.004; 5o T % a1.5o¢1 40140
0
¢1.0041-00 *1.0041 do
00.40#1-40 #1.005 47
Y 5 #1.00 ©0.50
. o100
50 - 01.00 *, .. o106
) N #1.08(_#17% 1.087 o1, ©0.80
0.44 #1.0061.90 ok
1.00 #1.0
Bhaad 0. 41.00 #1.0
e ©0.80 00.59
€0.87 $0.80
G 00.44
time: 1.0000
scale: 0.00e+00 €0.30 $0.38
~150 L . & . | |
2150 -100 _50 5 = - -

Abbildung 47: FE-Losung, gedreht
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