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Einleitung

Die Grundlage dieser Arbeit iiber die Modellierung des Grundwasserflusses in pordsen
Medien bildet die Dissertation von H. Berninger [6], deren Kernstiick die numerische Ana-
lysis der Richards-Gleichung ist. Diese dient als Modell fiir den geséttigten-ungeséttigten
Grundwasserfluss und wurde erstmals in der Dissertation von L. A. Richards [30] verof-
fentlicht. Die Richards-Gleichung kann durch Kombination zweier fundamentaler physi-
kalischer Gesetze hergeleitet werden und zwar einerseits aus dem experimentellen Gesetz
von Darcy, das als spezielle Losung der Navier-Stokes-Gleichung die Grundlage fiir das
Stromungsverhalten eines Fluids in porésen Medien bildet, und andererseits aus der Konti-
nuitétsgleichung, die den Massenerhalt eines Fluids beschreibt, siche [5]. Fiir einen maximal
gesittigten Boden, d.h. der Boden kann kein weiteres Wasser mehr aufnehmen, folgt, dass
die Richards-Gleichung eine elliptische partielle Differentialgleichung ist, wohingegen die
Richards-Gleichung fiir den ungeséttigten Fall, d.h. fiir einen teilweise geséttigten Boden,
parabolisch ist. Die Richards-Gleichung enthélt auflerdem zwei Nichtlinearitdten, wobei
sich eine davon auf die Zeitableitung bezieht und die andere ein Faktor in der Ortsablei-
tung ist.

Die Beziehungen zwischen der Sattigung und dem Druck bzw. zwischen der relativen Durch-
lassigkeit und der Séattigung werden aus physikalischen Experimenten bestimmt. Eine Mog-
lichkeit der Wahl dieser Parameterfunktionen sind die auf van Genuchten zuriickzufiihren-
den Parameterfunktionen (siche [34]), oder die Brooks-Corey-Funktionen, die in dieser
Arbeit in Anlehnung an [6] verwendet werden.

Die Kirchhoff-Transformation ist ein niitzliches Hilfsmittel, um Klassen von partiellen Dif-
ferentialgleichungen zu vereinfachen, indem bestimmte Nichtlinearitdten beseitigt werden,
siehe [3]. Im Falle der Richards-Gleichung in einem homogenen Boden kann durch An-
wendung einer Kirchhoff-Transformation eine der beiden auftretenden Nichtlinearitaten
eliminiert werden und es ergibt sich eine semilineare, elliptisch-parabolische transformierte
Gleichung, siehe [6, 8.

Das Randwertproblem fiir die Richards-Gleichung bzw. fiir die transformierte Richards-
Gleichung beinhaltet neben einer Dirichlet- und einer Neumann-Randbedingung auch eine
Ungleichungsrandbedingung, die sogenannte Signorini-Randbedingung. In der Hydrologie
treten Signorini-Randbedingungen iiblicherweise bei Oberflachenwasserreservoirs oder bei
sogenannten ,Dammproblemen® auf. Diese speziellen Randwertprobleme kénnen unter An-
wendung einer Verallgemeinerung der Green’schen Formel durch eine schwache Formulie-
rung in Form einer Variationsungleichung beschrieben werden, siehe [24, 6]. Unter Durch-
fithrung der Zeitdiskretisierung der schwachen Variationsungleichung der transformierten
Gleichung folgt die Aquivalenz der diskreten Variationsungleichung zu einem konvexen Mi-
nimierungsproblem. Die Vorgehensweise ist dabei dieselbe wie in [6] mit Verwendung von
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Definitionen aus [25]. Das Aquivalenzresultat ergibt sich schlieflich mit [15]. Die eindeutige
Losbarkeit der diskreten Variationsungleichung bzw. des konvexen Minimierungsproblems
ergibt sich durch Anwendung von allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir
konvexe Minimierungsprobleme in reflexiven Banachrédumen, siehe [15].

Die Diskretisierung des Minimierungsproblems mit finiten Elementen wird unter der An-
nahme einer zuldssigen Triangulierung und der Wahl des Ansatzraumes der stiickweise
linearen Basisfunktionen wie in [6] durchgefiihrt. Die eindeutige Losbarkeit des Minimie-
rungsproblems auf dem stetigen Level wird dabei auf das diskrete Level iibertragen. Die
Konvergenzanalyse wird unter der Annahme durchgefiihrt, dass die Maschenweiten fiir die
zugehorige Folge von Triangulierungen abnehmen und dass die Folge von Triangulierungen
formregulér ist. Die Vorgehensweise ist dhnlich wie in [6, 8] unter Anwendung von [17, 13].
Zunéchst folgt damit die Konvergenz der Approximation des verallgemeinerten Drucks,
siehe [6, 25]. Aus praktischer Sicht interessanter ist jedoch die Konvergenz fiir die Ap-
proximationen der Naherungslosungen des physikalischen Drucks und der Sattigung. Dazu
werden grundlegende Eigenschaften von Superpositionsoperatoren aus [4] angewendet, die
in [6] wiederholt werden.

Die Betrachtung der Richards-Gleichung in einem heterogenen Boden, d.h. dass die Boden-
parameter in nicht iiberlappenden Teilgebieten €;, i = 1,2, des Gebietes Q C R konstant
sind und sich unstetig entlang des Interfaces der beiden Teilgebiete &ndern, stellt eine
Verallgemeinerung des homogenen Falles dar. Als resultierendes Problem ergibt sich ein
quasilineares, elliptisches Transmissionsproblem, bei dem sich die Nichtlinearitét unstetig
zwischen zwei Teilgebieten verdndert, siehe [6, 9]. Das Gebietszerlegungsproblem, das aus
der Kopplung der Richards-Gleichung im homogenen Boden auf jedem Teilgebiet mit der
Stetigkeit des physikalischen Drucks und der des Normalenflusses folgt, wird analog zu
[9] aufgestellt. Um die bereits erzielten Ergebnisse fiir den homogenen Fall auch auf die
Richards-Gleichung in einem heterogenen Boden anwenden zu konnen, wird auf beiden Teil-
gebieten eine Kirchhoff-Transformation durchgefiihrt und ein Gebietszerlegungsproblem fiir
den verallgemeinerten Druck formuliert. Fiir dieses Gebietszerlegungsproblem gilt, dass das
Problem auf beiden Teilgebieten linear und die Nichtlinearitét vollstdndig in der Interface-
Gleichung enthalten ist. Diese Folgeerscheinung der Kirchhoff-Transformation macht einer-
seits die Analysis und andererseits die numerische Behandlung des Transmissionsproblems
einfacher. Die Herleitung schwacher Formulierungen der Gebietszerlegungsprobleme erfolgt
aus einer Verallgemeinerung der Ergebnisse fiir den linearen Fall (siche [29]) und wird wie in
[9] durchgefiihrt. Die Aquivalenz dieser schwachen Formulierungen fiir den physikalischen
bzw. fiir den verallgemeinerten Druck folgt aus [7]. Die Darstellung der schwachen Formu-
lierungen der Gebietszerlegungsprobleme mit Steklov-Poincaré-Operatoren und der Beweis
der Aquivalenz der schwachen Formulierungen und der Steklov-Poincaré-Gleichungen wer-
den wie in [6, 9] durchgefiihrt und ergeben sich wiederum aus einer Verallgemeinerung der
linearen Theorie. Um geeignete iterative Losungsverfahren fiir die Gebietszerlegungspro-
bleme zu erhalten, werden bereits bekannte lineare Verfahren erweitert, sodass schliefSlich
ein nichtlinearer Dirichlet-Neumann- bzw. ein nichtlinearer Robin-Algorithmus, die ohne
jegliche Linearisierung auskommen, angegeben werden kénnen, siehe [9, 6, 29]. Unter An-
wendung der Steklov-Poincaré-Operatoren wie in [6] folgt, dass der geddmpfte Dirichlet-
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Neumann-Algorithmus ein vorkonditioniertes Richardson-Verfahren bzw. dass der nicht-
lineare Robin-Algorithmus &dquivalent zur iterativen Methode alternierender Richtungen
(ADI-Methode) ist. Die Konvergenzanalyse der beiden Methoden wird durchgefiihrt, in-
dem Aussagen, die fiir den linearen Fall gelten, erweitert und Bedingungen gefordert wer-
den, sodass der Banachsche Fixpunktsatz angewendet werden kann, siche [14, 9]. Damit
folgen Konvergenzaussagen fiir im Ort eindimensionale Diskretisierungen, die sowohl auf
dem stetigen als auch auf dem diskreten Level gelten. Weiters zeigen numerische Beispiele
in 2D Konvergenz mit realistischen Konvergenraten fiir eine geeignete Wahl der Parameter
der Dirichlet-Neumann- bzw. Robin-Methode. Dariiber hinaus zeigt sich Netzunabhéngig-
keit der Konvergenzraten und Parameter fiir die Dirichlet-Neumann-Methode. Da nicht
bekannt ist, ob der Operator aus der Robin-Methode eine Kontraktion bildet, konnen fiir
das Robin-Verfahren weder Konvergenzraten auf dem stetigen Level angegeben, noch die
Netzunabhéngigkeit der optimalen Konvergenzraten und Parameter auf dem diskreten Le-
vel gefolgert werden, siehe [9, 6].

Die numerische Behandlung eines Signorini-Randwertproblems fiir die Poisson-Gleichung
als Vereinfachung des Randwertproblems fiir die Richards-Gleichung bildet schliefSlich den
Abschluss dieser Arbeit. Als Modellgebiet wird dabei das Einheitsquadrat im R? betrach-
tet. Die Diskretisierung wird unter der Annahme durchgefiihrt, dass die Folge von Unter-
teilungen in finite Dreieckselemente zuléssig sei und dass die Dreieckselemente wiederum
formreguldr seien. Die Implementierung der Steifigkeitsmatrizen sowie das Einbauen der
Dirichlet- und der Neumann-Randbedingung erfolgen dabei dhnlich wie in [23]. Fiir die Be-
riicksichtigung der Signorini-Randbedingung ist der Einsatz der Aktive-Mengen-Strategie
notwendig, siche dazu [20] bzw. [22]. Die Fehlerberechnung der Naherungslosung in der
Lo-Norm wird unter der Annahme, dass die exakte Losung bekannt ist und unter Anwen-
dung einer 7-Punkt-Gauss-Integrationsformel fiir Dreiecksgebiete durchgefiihrt. Mit der
Theorie iibereinstimmend ergibt sich quadratische Konvergenz in der Ls-Norm.

Ziel dieser Arbeit ist zunéchst die Herleitung von Randwertproblemen fiir die Richards-
Gleichung in homogenen Béden, die neben Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen auch
eine Signorini-Randbedingung beriicksichtigen. Fiir diese Randwertprobleme sollen in der
Folge Variationsformulierungen in Form von Variationsungleichungen auf konvexen Mengen
angegeben und die Aquivalenz dieser Probleme zu einem konvexen Minimierungsproblem
gezeigt werden. Unter Durchfithrung einer geeigneten Diskretisierung soll die Konvergenz
des verallgemeinerten bzw. des physikalischen Drucks und der Sattigung unter bestimm-
ten Voraussetzungen gezeigt werden. Durch Verallgemeinerung der linearen Theorie sollen
schliefllich geeignete iterative Verfahren zur Losung der resultierenden Gebietszerlegungs-
probleme hergeleitet und beziiglich ihrer Konvergenz untersucht werden. An einem kon-
kreten Modellbeispiel soll abschlielend gezeigt werden, wie eine Signorini-Randbedingung
mittels einer Aktive-Mengen-Strategie numerisch behandelt werden kann.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Im ersten Kapitel soll die Richards-Gleichung zunéchst durch Kombination des experi-
mentellen Gesetzes von Darcy und der Kontinuitétsgleichung hergeleitet werden. Im An-

11



FEinleitung

schluss werden die Brooks-Corey-Parameterfunktionen, die den Zusammenhang zwischen
Sattigung und Druck bzw. zwischen relativer Durchléssigkeit und Sattigung beschreiben,
angegeben. Um eine der beiden Nichtlinearititen aus der Richards-Gleichung zu eliminie-
ren, wird im Folgenden eine Kirchhoff-Transformation durchgefiihrt, die durch Anwendung
der Kettenregel eine transformierte Version der Richards-Gleichung liefert. Den Abschluss
dieses Kapitels bilden schliefllich die Herleitung von Randwertproblemen sowohl fiir die
Richards-Gleichung als auch fiir die zugehorige transformierte Gleichung und die physika-
lische Interpretation der Signorini-Randbedingung mithilfe eines Beispiels.

Im zweiten Kapitel werden eingangs die zugrundeliegenden Funktionenrdume, die Sobolev-
Réume, definiert und wichtige, in weiterer Folge oft verwendete Eigenschaften und Aus-
sagen angegeben. Im Anschluss werden schwache Formulierungen der Variationsunglei-
chung des Randwertproblems fiir die Richards-Gleichung bzw. fiir die zugehorige Kirchhoff-
transformierte Gleichung auf konvexen Mengen betrachtet, die anschliefend hinsichtlich
ihrer Aquivalenz untersucht werden. In der Folge wird eine implizit-explizite Zeitdiskreti-
sierung durchgefiihrt, die schlussendlich das Angeben einer diskreten Variationsungleichung
ermoglicht.

Das dritte Kapitel widmet sich der konvexen Minimierung. Es wird gezeigt, dass die diskre-
te Variationsungleichung des Randwertproblems fiir die Kirchhoff-transformierte Richards-
Gleichung &quivalent zu einem konvexen Minimierungsproblem ist und dass diese ferner
durch Anwendung von allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir konvexe Mi-
nimierungsprobleme in reflexiven Banachrdumen eine eindeutig Losung besitzt.

Im vierten Kapitel wird zuerst eine geeignete Diskretisierung des konvexen Minimierungs-
problems mit finiten Elementen angegeben, dessen eindeutige Losbarkeit aus jener des kon-
vexen Minimierungsproblems gefolgert werden kann. Im Anschluss daran wird das resultie-
rende diskrete Minimierungsproblem fiir eine diskrete physikalische Variable umformuliert.
Den Abschluss des Kapitels bildet einerseits die Konvergenzanalyse fiir den verallgemei-
nerten Druck und andererseits, die aus praktischer Sicht interessantere, Konvergenzanalyse
fiir den physikalischen Druck und der Sattigung.

Im fiinften Kapitel wird ein quasilineares, elliptisches Transmissionsproblem betrachtet,
bei dem sich die Nichtlinearitdt unstetig zwischen zwei Teilgebieten verdndert. Es wird
zunéchst ein Gebietszerlegungsproblem und dessen schwache Formulierung fiir den verall-
gemeinerten Druck angegeben. Anschlielend wird eine Formulierung mit Steklov-Poincaré-
Operatoren hergeleitet. In der Folge wird ndher auf die nichtlineare Dirichlet-Neumann-
und Robin-Methode eingegangen, deren Konvergenz schliefilich am Ende des Kapitels ana-
lysiert wird.

Das sechste Kapitel beschéftigt sich mit der numerischen Behandlung eines Signorini-
Randwertproblems fiir die Poisson-Gleichung. Dazu werden zunéchst das zugrundeliegende
Modellproblem und die zugehorige Diskretisierung mit finiten Dreieckselementen betrach-
tet. Im Anschluss wird eine diskrete Variationsformulierung in Form einer Variationsunglei-
chung hergeleitet. Mit der Aktive-Mengen-Strategie wird danach eine Methode vorgestellt,
mit der Signorini-Randbedingungen numerisch behandelt werden kénnen. Den Abschluss
des Kapitels bildet schlieflich die Betrachtung eines konkreten Modellproblems, dessen
Implementierung sowie die Lo-Fehlerabschétzung der berechneten Naherungslosung.
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1 Modellierung

In diesem Kapitel soll zundchst gezeigt werden, wie die Richards-Gleichung aus funda-
mentalen physikalischen Gesetzen hergeleitet werden kann. AnschlieBend werden konkre-
te analytische Versionen der benotigten Parameterfunktionen angegeben. Danach wird in
Abschnitt 1.3 eine Kirchhoff-Transformation durchgefiihrt, um eine der beiden Nichtlinea-
ritdten aus der Richards-Gleichung zu eliminieren. Zum Abschluss werden in Abschnitt
1.4 noch Randwertprobleme fiir die Richards-Gleichung angefiihrt und das Kapitel wird
schliefflich durch die Angabe eines praktischen Beispiels vervollstandigt.

1.1 Herleitung der Richards-Gleichung

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Richards-Gleichung ist das Prinzip der Massenerhal-
tung fiir ein Kontrollvolumen §(¢). Dieses besagt, dass die zeitliche Anderung der Masse
des Fluids in §Y(¢) zu einer bestimmten Zeit ¢ gleich dem Massenfluss durch den Rand
O (t) und einem eventuell vorhandenen Quellen- oder Senkenterm ist:

| 50 nn@e o+ [ 60 0)n@emte.n nwids, = [ fetds

Q'(t) o9 (¢) Q'(t) 1)
1.1
mit

p ... Wasserdichte, f ... Quellenterm,
n ... Porositét, v ... mikroskopische Geschwindigkeit,

6 ...Sattigung.

Es wird beriicksichtigt, dass Wasser nicht zusammendriickbar ist, d.h. p = const., dass die
makroskopische Geschwindigkeit des Wassers v(z,t) durch v(z,t) = 0 (p(x,t)) n(x)v(z,t)
gegeben ist und f(x,t) = f(z,t)/p gilt. Weiters sei die Porositit n = n(z) nur vom Ort,
aber nicht von der Zeit abhéngig.

Um weitere Umformungen vornehmen zu koénnen, wird der nachfolgende Satz von Gauss

benotigt, der einen Zusammenhang zwischen einem Vektorfeld und dessen Divergenz an-
gibt.
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Satz 1.1 (Satz von Gauss). Sei 2 C R3 ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, d.h., dass der
Rand T' = 09 beziiglich einer beliebigen Zerlequng stiickweise durch eine Lipschitz-stetige
Funktion dargestellt werden kann, und F : Q — R? sei ein Vektorfeld mit den folgenden
Eigenschaften:

1. F st stetig auf Q und stetig differenzierbar auf §2.
2. divF ist integrierbar auf ().
3. I st integrierbar auf €.

Dann gilt:

/didex:/F~ndsz.

Q o0N

Fiir den Beweis siche zum Beispiel [24].

Unter Anwendung des Gauss’schen Satzes auf die Gleichung (1.1) und Division durch die
konstante Dichte p ergibt sich

/ (n(:v)%&(p(x,t))—i—divv(m,t)) dr = /f(:v,t) dx. (1.2)

(t) (t)
Mit der geforderten Stetigkeit der zu integrierenden Funktionen folgt schliefllich die Kon-

tinuitdtsgleichung
n(x) 0(p(z, 1)), + divv(z,t) = f(z,1). (1.3)

Das experimentelle Gesetz von Darcy setzt den Wasserfluss zu jeder Zeit ¢ folgendermaflen
mit dem Wasserdruck in Beziehung:

v(z,t) = —K.(x,0)Vh(x). (1.4)

K. bezeichnet hierbei die hydraulische Leitfdhigkeit und h die Piezometerhohe, d.h. das
Grundwasserlevel im Punkt z = (21, 2o, 2) €  C R3, siehe [5, 30].

Der Druck ergibt sich aus dem Pascal’schen Gesetz
p(x,t) = pg (h(x) + 2),

mit der Erdschwerebeschleunigung g und der Grundwasserhohe z.

14



1.1 Herleitung der Richards-Gleichung

Fiir die mit dem Wasserdruck in Beziehung stehende Piezometerhthe h folgt aus dem

Pascal’schen Gesetz

by = 2 (1.5)

Py

Die z-Achse des Koordinatensystems wird hier, wie so oft in der Literatur, in Richtung
Gravitation und gegen die Richtung der Piezometerhthe angenommen, dazu siehe zum
Beispiel [18, 12, 16].

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (1.5) wird weiters als Druckhéhe be-
zeichnet. Diese ergibt sich fiir p > 0 aus dem hydrostatischen Druck und fiir p < 0 aus
dem Kapillardruck. Im ersten Fall befindet sich die Grundwasserhoéhe iiber dem Punkt x,
im zweiten Fall darunter.

Fiir die Definition der hydraulischen Leitfahigkeit K, (.) wird im Folgenden zwischen voll-
kommen und nur teilweise geséattigten Boden unterschieden.

Ist die Séttigung mit Wasser im gesamten Medium maximal, so ist die hydraulische Leit-
fihigkeit nur vom Ort z € ) abhéngig und es gilt der folgende Zusammenhang;:

Ko(x) = Kp(x) = K(z)p~'pg Vo € Q, (1.6)

mit der Viskositdt des Wassers .

Die Funktion K(.) ist im Gegensatz zur hydraulischen Leitfihigkeit K., die mafigeblich von
Dichte und Viskositéit des durchstromenden Fluids beeinflusst wird, nicht mehr linger vom
Fluid abhéngig und wird nunmehr als Permeabilitéit des Bodens bezeichnet. K} (.) kann als
maximale hydraulische Leitfahigkeit betrachtet werden.

Tatséchlich bleibt das Gesetz von Darcy (1.4) auch fiir den allgemeineren Fall eines un-
gesattigten Bodens giiltig. Jedoch ist zu beachten, dass in diesem Fall die hydraulische
Leitfdhigkeit K. (.) auch von der Séttigung 6 abhéngt. Es gilt dann:

K.(x,0) = Ky (2)k,(0). (L.7)

Dabei bezeichnet k,(.) die relative und das Produkt K} (z)k.(0) die effektive Permeabilitt.
Es kann also beobachtet werden, dass im Falle einer maximalen Séttigung k,.(0) = 1 gilt.
Durch Einsetzen der Bedingung (1.6) in (1.7) folgt schlieBlich fiir die hydraulische Leitf&-
higkeit in teilweise gesattigten Boden:

K. (0,6) = K(x)u~ pgk, (6).

Die relative Permeabilitdt k,.(.) ist eine monoton wachsende Funktion im Intervall [0, 1]
abhéngig von der Sittigung 6. Zu bemerken bleibt, dass die konkrete Form der Funktion
k.(.) vom Boden abhéngt.

Wiederum abhéngig vom Boden ergibt sich eine weitere Zustandsgleichung, die die Satti-
gung # mit dem Druck p in Beziehung setzt.

15



1 Modellierung

Die Funktion p +— 6(p) ist ebenfalls monoton wachsend zwischen einer minimalen S&tti-
gung 6, > 0 (aufgrund von Restwasser im Boden) und einer maximalen Séttigung 6, < 1
(aufgrund von Restluft im Boden).

Durch Einsetzen der soeben hergeleiteten Beziehungen in die Gleichung (1.3) und der
Annahme f = 0 folgt die Richards-Gleichung in folgender Form:

Gesucht ist p(x,t) mit (z,t) € Q x (0,7) und 7' > 0, sodass
()0 (p(, 1), — div (K ()" k: (0 (p(2, 1)) V (p(@, 1) — pgz)) = 0. (1.8)

Offensichtlich ist die Richards-Gleichung fiir den Fall eines maximal geséttigten Bodens
vom elliptischen Typ, da in diesem Fall die Sattigung 6 konstant ist und nicht mehr langer
vom Druck p abhéngt, wodurch die Zeitableitung wegfllt.

Fiir den ungeséttigten Fall bleibt die Zeitableitung erhalten und die auftretende Differen-
tialgleichung ist vom parabolischen Typ.

Die Richards-Gleichung enthélt auflerdem zwei Nichtlinearititen, wobei sich eine davon
auf die Zeitableitung bezieht und die andere ein Faktor in der Ortsableitung ist.

Von nun an werde k, (#(p)) stets als positiv vorausgesetzt, da ansonsten fiir k, (6(p)) = 0
die Richards-Gleichung vom hyperbolischen Typ wire.

1.2 Brooks-Corey-Parameterfunktionen

Die Beziehungen zwischen der Séttigung 6 und dem Druck p bzw. zwischen der relativen
Durchléssigkeit &, und der Séttigung 6 sind aus physikalischen Experimenten bekannt.
Es gibt verschiedende Methoden, um konkrete analytische Versionen dieser Parameter-
funktionen p — 60(p) und 6 — k,(6) zu erhalten. Eine mogliche Wahl wéren zum Beispiel
die auf van Genuchten zuriickzufiihrenden Parameterfunktionen, siche [34], oder auch die
Brooks-Corey-Funktionen, die in dieser Arbeit in Anlehnung an [6] verwendet werden.
Mit der Wahl der Brooks-Corey-Parameterfunktionen ergibt sich fiir die sogenannte ,,Re-
tentionskurve®

o) = 1) = n _ [ﬁ} e g p<p,
Bl 1 fir p2>pe

mit dem von der Art des Bodens abhédngigen Porengrofienverteilungsfaktor A > 0 und dem
Lufteintrittspunkt p, < 0, in dem die Brooks-Corey-Funktionen nicht differenzierbar sind.
Fiir eine weiterfithrende Theorie zu solchen Parameterfunktionen sei auf [6] verwiesen.
Insgesamt ergibt sich fiir die relative Durchléssigkeit &, (.) mit © € (0, 1] oder 6 € (0,,, On):

ke (0) = k,(©) 1= ©3F3,
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1.3 Kirchhoff-Transformation

Durch Einsetzen folgt

mw@»—ﬁx@@»—{E}Qkf

Do

1.3 Kirchhoff-Transformation

Wie bereits bekannt, liegt der Zweck einer Kirchhoff-Transformation darin, bestimmte
Nichtlinearitdten zu beseitigen. Fiir eine allgemeinere Theorie zur Kirchhoff-Transformation
siehe [3]. Im speziellen Fall der Richards-Gleichung soll die relative Durchlassigkeit & (.)
in Gleichung (1.8) eliminiert werden.

Die Kirchhoff-Transformation s : R — R fiir die Richards-Gleichung ist definiert als

p

K:p—u:= /kr (0(q)) dq. (1.9)

0

Die neue bzw. transformierte Variable u wird als verallgemeinerter Druck bezeichnet.
Fiir die Séttigung als Funktion von u ergibt sich dann

M(u) =0 (k' (u)). (1.10)
Bemerkung 1.1. Fiir die Fxistenz der Umkehrabbildung

-1 = —1 s Vu
= [ ot e

0

st die Bedingung k. > ¢ > 0 hinreichend.

Unter Anwendung der Kettenregel gilt

Vu = V(k(p)) = '(p)Vp = k:(0(p)) Vp. (1.11)

Durch Einsetzen der Kirchhoff-Transformation (1.9) in die Richards-Gleichung (1.8), folgt
mit (1.11) die transformierte Richards-Gleichung in der Form:

Gesucht ist u(x,t) fiir (x,t) € Q x (0,7) mit T' > 0, sodass

n(z)M (u(z,t)), — div (K (z)p " (Vu(z,t) — k, (M (u(z,1))) pge.)) =0, (1.12)

wobei e, den Einheitsvektor in Richtung der Gravitation angibt.
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1 Modellierung

Diese transformierte Gleichung ist semilinear und die Nichtlinearitdt vor der Ortsablei-
tung wurde eliminiert.

Bemerkung 1.2. Ein Vorteil der Wahl der Brooks-Corey-Parameterfunktionen ist, dass
sowohl die Kirchhoff- Transformation x und ihre Inverse als auch die verallgemeinerte Sdtti-
gung M und die relative Durchldssigkeit k, explizit in geschlossener Form angegeben werden
konnen. Dabei gilt fiir den verallgemeinerten Druck

P p ) AN .
u = k(p) = AN+l (p_b) — U fiir p < pp,
p fUT p Z pb
mit Oy
2 e
)\ = 3 - c = < < O
e(A) + v u (V) — TP < Py

u. gibt dabei den sogenannten kritischen verallgemeinerten Druck an. Offensichtlich folgt
fiir einen mazximal gesdttigten Boden, d.h. p > py bzw. k.(0p) = 1, die Gleichheit des
verallgemeinerten Drucks u und des physikalischen Drucks p. Fir den ungesdttigten Fall
wird das Intervall (—oo, py) auf das beschrinkte Intervall (ue, py) abgebildet. Fiir die inverse
Kirchhoff-Transformation folgt damait

1
Py (% + /\e(/\)> S fir ue < u <

U fir w > py.

p=r"(u) =

In dhnlicher Weise kinnen geschlossene Darstellungen fir die Sdttigung und die relative
Durchldssigkeit angegeben werden, siehe [6].

Bemerkung 1.3. Ist die relative Permeabilitit k. (.) nicht nur vom Druck p, sondern
auch explizit vom Ort x € Q abhingig, also k., = k. (z,0(p(z,t))), so vereinfacht die
Kirchhoff- Transformation die Richards-Gleichung nicht. So ein Fall tritt zum Beispiel fiir
einen vollkommen heterogenen Boden auf, siehe [6].

1.4 Randwertprobleme fiir die Richards-Gleichung

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte fiir die Porositédt n = 1 und fiir die maximale
hydraulische Leitfahigkeit Kj = 1.

Damit folgt die Richards-Gleichung in der Form

0 (p(x,1)), — div (k. (0 (p(,1))) V(ep(x, 1) — 2)) = 0. (1.13)
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1.4 Randwertprobleme fiir die Richards-Gleichung

Die zugehorige transformierte Gleichung lautet
M (u(z,t)), — div (cVu(z,t) — k(M (u(z,t)))e.) = 0. (1.14)

Es gilt ¢ = 1/pg = const. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei ¢ = 1.

Als Anfangsbedingung wird po(z) = p(2,0) := &' (u(2,0)) = k7! (ug(x)) € H(Q) ge-
wahlt.

Die néchste Aufgabe ist die Beschreibung von Randbedingungen fiir die Richards-Gleichung
(1.13) bzw. fiir die transformierte Richards-Gleichung (1.14).

Sei Q C R3, eine offene, beschrinkte, zusammenhingende und nicht leere Menge mit einem
Lipschitz-Rand 0f).

Fiir eine gegebene Zeit ¢t € [0, T] werde 02 zerlegt in Teilmengen I'p(t), I'y(t) und I'g(t)
mit verschiedenen Randbedingungen.

Weiters seien pp(z,t) := k~ H(up(z,t)) € HY*(I'p(t)) und fy(z,t) € Lo(T'n(t)) gegeben.

Der unbekannte physikalische Druck p und der unbekannte Fluss
v(,t) = =(Vu(z,t) — k(M (u(z, 1)) e.) = =k (0 (p(, 1)) V(p(z,1) — 2)
sollen nun die folgenden Randbedingungen erfiillen:

1. Dirichlet-Randbedingungen:

p(z,t) = pp(z,t) auf T'p(t).

Die Dirichlet-Randbedingungen kénnen in dquivalenter Weise fiir den verallgemei-
nerten Druck v angegeben werden:

u(x,t) = up(z,t) auf [p(t).

Dirichlet-Randbedingungen treten fiir gewohnlich als hydrostatischer Druck auf. Bei
Seen und Fliissen ist dieser durch Oberflichenwasser gegeben, bei Fliissen und Meeren
durch Wasser auf den Seitenrédndern des Gebietes.

2. Neumann-Randbedingungen:

v(z,t) -n(z,t) = fy(x,t) auf T'y(t).

Da sich die Neumann-Randbedingungen lediglich auf den physikalischen Wasserfluss
v beziehen, kénnen sie sowohl durch p als auch durch u ausgedriickt werden.
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1 Modellierung

Neumann-Randbedingungen bestimmen den Wasserfluss in {2 hinein oder aus €2 her-
aus aufgrund von Regen oder Wasserbewegungen auf 0.

Sie treten oft als homogene Neumann-Randbedingungen auf, d.h. in diesem Fall ent-
spricht der Neumann-Rand dem undurchléssigen Teil des Randes, durch den kein Her-
ausstromen von Fliissigkeit erlaubt ist. Solche homogenen Neumann-Rand-
bedingungen treten an trockenen Bereichen der Bodenoberfliche oder am Ubergang
zu undurchlédssigen Boden auf.

3. Signorini-Randbedingungen:

p(z,t) <0, v(x,t) -n(x,t) >0, pzt)(v(z,t) n(x,t)) =0 auf [g(t).

Es gilt:
- u = p fiir p >0 oder u > 0,
-p<0&u<O.

Somit konnen die Signorini-Randbedingungen dquivalent formuliert werden, indem p
durch w ersetzt wird:

u(z,t) <0, v(x,t) -n(z,t) >0, u(zrt)(v(zt) n(x,t))=0 auflgt).

Damit diese Ungleichungsrandbedingung erfiillt ist, wird der Signorini-Rand in zwei
Teilstiicke zerlegt. Die sogenannte ,seepage face* ist dabei der Teil des Signorini-
Randes, in dem der Wasserfluss positiv ist und der Wasserdruck verschwindet. Im
anderen Teil des Signorini-Randes hingegen verschwindet der Wasserfluss, wobei der
Wasserdruck negativ ist.

Signorini-Randbedingungen treten iiblicherweise bei Oberflichenwasserreservoirs oder
bei sogenannten ,,Dammproblemen® auf. Das nachfolgende Beispiel 1.4.1 vertieft noch
einmal die Herleitung der konkreten Form der Signorini-Randbedingungen und deren
physikalische Interpretation, siehe [6].

Beispiel 1.4.1. Das Modellgebiet aus Abbildung 1.1 kann als vertikaler Schnitt durch einen
Boden betrachtet werden. Uber dem Randstiick T's, das zum Dirichlet-Rand gehdrt, sei au-
BSerdem ein Wasserreservoir gegeben. Obwohl die Oberfliche des Wasserreservoirs durch I'g
gegeben ist, kann dass Gebiet () bis zu einer Kurve tber I's, auf der der Druck verschwindet,
vollkommen gesdttigt sein. In diesem Beispiel ist diese Kurve gegeben durch I';UT',UT'4UTl'g.
Das Randstiick Ty UT'y wird als sogenannte ,seepage face* (z.B.: Ufer von Fliefigewdssern)
bezeichnet. In dieser Zone kann Wasser aus dem Inneren von €2 durch 0S) hervortreten und
dann wieder ins Reservoir hinunterflieffen. Der Fluss ist hier also positiv, d.h. v -n > 0,
wéhrend der Wasserdruck p =u = 0 1ist.

Wird nun das Randstiick 'y U I's betrachtet, so ist zu bemerken, dass hier einerseits der
Fluss verschwindet, d.h. v -n = 0, und dass der Wasserdruck andererseits nicht positiv
sein kann, d.h. p <0< u <0.
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1.4 Randwertprobleme fiir die Richards-Gleichung

Abbildung 1.1: Modellgebiet €2

Das ist der hydrologische Grund fiir die erginzenden Bedingungen an u und den Fluss v-n
bei der Signorini- Randbedingung

u<0, v.n>0, u(v-n)=0 aufls(t).

Es resultiert schlieflich eine Zerlegung des Signorini-Randes in sogenannte ,seepage faces”
(hier: To UT'y) und in angrenzende Teilmengen von 02 (hier: I'y UTs).

Weiters sei noch erwdihnt, dass die Punkte P, und P, die den Rand der ,seepage faces®
innerhalb des Signorini-Randes bestimmen, tblicherweise unbekannt sind und sich erst als
Teil der Liosung, die die Signorini-Randbedingungen erfiillt, ergeben.

Das Anfangs-Randwertproblem fiir die Richards-Gleichung (1.13) lautet:

Gesucht ist p(z,t) mit (x,t) € Q x (0,7, sodass

p(z,t) <0, v(z,t) -n(z,t) >0, plzt)(v(z,t) n(x,t)=0 auf I'g(t),
p(z,0) = po(z)  fir x € Q.

Analog dazu lautet das Anfangs-Randwertproblem fiir die Kirchhoff-transformierte Richards-
Gleichung (1.14):
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1 Modellierung

Gesucht ist u(x,t) mit (z,t) € Q x (0,7"), sodass

u(z,t) <0, v(x,t) -n(z,t) >0, wu(zt)(viz,t) n(z,t

Bemerkung 1.4. Im Allgemeinen gilt fir die Sdttigung M als Funktion des verallgemei-
nerten Drucks u, dass M : R — R. Aufgrund der Wahl der Brooks-Corey-Parameter-
funktionen ist die verallgemeinerte Sdttigung jedoch nur auf einem Intervall (u.,00) mit
ue. < 0 definiert, also M : (u.,00) — R. Damit v weiterhin das Randwertproblem (1.20)
- (1.23) erfillt, muss gefordert werden, dass der Bildbereich von u eine Teilmenge von
(Ue, 00) ist, d.h. u > u.. Analoges gilt fir die Dirichlet-Randbedingung up, d.h. up > ..
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2 Analysis

Zunichst werden in Abschnitt 2.1 die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften der
Sobolev-Réume wiederholt. Es werden hier lediglich die Aussagen der Sétze angegeben,
fiir die zugehorigen Beweise wird auf die jeweiligen Quellen verwiesen. Danach werden
in Abschnitt 2.2 schwache Formulierungen des Randwertproblems (1.20) - (1.23) und des
Randwertproblems (1.15) - (1.18) in Form von Variationsungleichungen auf konvexen Teil-
mengen des H'(Q) hergeleitet, welche anschliefend hinsichtlich ihrer Aquivalenz niher
betrachtet werden. In Abschnitt 2.3 wird schliellich genauer auf eine implizit-explizite
Zeitdiskretisierung der zuvor hergeleiteten Variationsungleichungen eingegangen.

2.1 Sobolev-Riaume

Fiir die nachfolgende Definition der Sobolev-Réume sei auf [33] verwiesen, wobei die Struk-
tur und Notation hier grofiteils iibernommen werden.

Fiir einen Multiindex o = (avy, .. ., ay), a; € Ny, mit
la] = a1+ ...+ ay, al =aq!. . ay!, deN,

und fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion u(z) mit z € R? kann die partielle
Ableitung wie folgt geschrieben werden:

prue) - (2" ()

Definition 2.1 (Ck-Réume). Sei Q C R? ein offenes Gebiet, k € Ny.

- Ck(Q) ist definiert als der Raum der auf Q0 beschrinkten und k-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen mit der zugehorigen Norm

lullory = D sup |D%u(x)| .

lal<k HASY)

- C*(Q) ist der Raum der auf Q beschrinkten und unendlich oft stetig differenzierbaren
Funktionen.

- Durch C§*(Q2) = {u € C®(Q) : suppu={r € Q: ulx)#0} C Q} ist der Raum
der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trdger gegeben.
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2 Analysis

- Fiir k € (0,1) wird durch C*%(Q) der Raum der auf Q Hélder-stetigen Funktionen
mit der Norm

| D%u(x) — Du(y)|
[ullorn = llullcr ) + sup G
¢ e ;k z,yeQaty |z =y

definiert. Insbesondere fiir k = 1 ist C*Y(Q) der Raum der auf Q Lipschitz-stetigen
Funktionen.

Definition 2.2 (L,-Réume). Sei Q C R? ein offenes Gebiet.

- L,(Q) ist definiert als der Raum von Aquivalenzklassen aller auf Q definierten mess-
baren Funktionen, deren p-te Potenz integrierbar ist. Die zugehdrige Norm ist:

1/p

fullyo =4 [lu@P oy fir1<p<oc,
Q

- Loo(Q) ist der Raum der auf 2 messbaren und fast iberall beschrinkten Funktionen
mit der Norm

U ‘= esssup{|u(x)|} = inf sup |u(x)|.
ooy = esssmp {uta)ly =, int  swp Ju(o)

Die L,(€2)-Raume sind beziiglich der angegebenen Norm vollsténdig, damit Banachraume.
Fiir den Spezialfall p = 2 ist der Ly(€2), der Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen,
mit dem Skalarprodukt

(U V) ) = /u(a:)v(a:) dx

Q
und der Norm
2
HUHLQ(Q) = <U>U>L2(Q)

ein Hilbertraum.

Mit dem Dualitatsprodukt

(u,v)g = /u(x)v(a:) dx

folgt:

1 1
[Jull = sup —|<U7U>Q| firl<p<oo, —-+4+-=1
L () [
oveL, @) 1V, 0 P q
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2.1 Sobolev-Raume

Fir 1 <p < o0, %+% = 1, ist nun insbesondere L,(€2) der Dualraum zu L,(£2), L (€2) ist
der Dualraum zu L (£2), jedoch ist L;(£2) nicht der Dualraum zu L. (2).
Weiters erfiillen die L,-Réume die Holder- sowie die Minkowskische-Ungleichung, siehe [33].

Definition 2.3 (Verallgemeinerte partielle Ableitung). FEzistiert eine Funktion
w = D% € L'*(Q) := {v € L1 (K) V kompakten K C Q}, sodass

/ w(a)pl() dr = (—1)° / u(2)Dp(x) dz Vi € C3°(9)

Q Q

erfiillt ist, dann heifit w verallgemeinerte Ableitung der Ordnung o von u € LY<(Q).

Fiir k € Ny wird durch

( 1/p
{ > HDO‘UHZP(Q)} firl <p<oo

o] <k
||U||w;(9) =

| [nax [1D%ull, () fiir p = oo

eine Norm definiert.
Definition 2.4 (Sobolev-Riume natiirlicher Ordnung). Durch Vervollstindigung von
C>(S2) beziiglich der Norm ||.||yyxq) wird der Sobolev-Raum WkQ) = C'OO(Q)H'”W;?(Q) defi-

niert.
Entsprechend definiert die Vervollstindigung von C§°(Q2) beziiglich obiger Norm den Sobolev-

Raum WIf(Q) = CgO(Q)H'”Wé“(Q).

Definition 2.5 (Sobolev-Ridume reeller Ordnung). Fir 0 < s € R\ N, k£ € N,
k€ (0,1) mit s =k + k wird durch

1/p
[ullys o) = {”UHI;Vg(Q) - |u’€l/§(ﬂ)}

die Sobolev-Slobodeckii-Norm mit der Halbnorm
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2 Analysis

IDC“ Du(y)|”
[l = D / / S dx dy

lal=Fk ¢
definiert.

Fiir den Spezialfall p = 2 ist der Sobolev-Raum W3(Q2) ein Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt

(D*u D*v(x) — D*v
<U’U>W§(Q) (u,v) wh@) T Z // (y_)) (d+2n( ) ) dx dy

il 2 |z -y

fir s = k+k, k€ Ny, k € (0,1). Fir s <0,1 <p< oound]l)—l—é = 1 wird der
Sobolev-Raum W3 (2) als Dualraum von Wq_S(Q) mit der Norm

[(u, v)g|
osvew; @) 1Vllw;s(o)

definiert. Analog dazu gilt W;(Q) = (W‘S(Q))/.

q
Fiir wichtige Eigenschaften von Sobolev-Raumen, wie den Sobolevschen Einbettungssatz,

den Normierungssatz von Sobolev und das Bramble-Hilbert-Lemma, siehe [33].

Die Sobolev-Réume lassen sich auch mittels Distributionen und der Fourier-Transformierten
definieren. In diesem Fall werden die Riume mit H*(R?) bezeichnet. Den Zusammenhang
mit den hier definierten Sobolev-Réumen gibt der nachfolgende Satz an, siehe dazu [28, 35].

Satz 2.6. Fir alle s € R gilt:
H*(R?) = W3 (R?).

Fiir ein Gebiet  C R? ist der Sobolev-Raum H*(2) definiert durch
H(Q) = {v="14: 0 € H*(R"}

mit der zugehorigen Norm

0] Ho(Q) "= inf ||5|

€H*(RY),01q= He(®) -

Falls  ein Lipschitz-Gebiet ist, gilt die Aquivalenz von W3(Q) und H*(Q) fiir alle s > 0,
siehe [36].

Fiir den Rand I' = 99 eines Lipschitz-Gebietes Q C R?, d = 2, 3, ist durch

1/2
lull ) = / (@) ds,

die Ly(T")-Norm gegeben.
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2.1 Sobolev-Raume

Definition 2.7 (Sovolev-Ridume auf dem Rand). Fir s € (0,1) ist die Sobolev-
Slobodeckii-Norm auf dem Rand wie folgt definiert:

1/2

|z —y]

2
He(I) "7 HuHLz(F) +/ —d—1+2s ds ds,
r T
Fiir s < 0 ist H*(I') wiederum der Dualraum von H—*(T), also H*(T') := [H~*(T)]’, mit
der zugehorigen Norm

<U}, U>F
sy L= sup —_—
He(D) 0£veH—3(T) ||v||H*S(F)

]
Dabei wird mit (.,.); das Dualitdtsprodukt

(w,v)p = /w(a:)v(a:) ds,
T
bezeichnet.

Definition 2.8 (Sobolev-Riume auf einem Teil des Randes). Sei 'y C I' eine offene
Teilmenge eines hinreichend glatten Randes I'. Dann definiere fiir s > 0:

H*(Lo) :={v="7pr,: vE H)}

mat der Norm

ol = o8 WPl

bzw.
H*(Lo) = {v =", : € H*(T), suppv C I'p}.

Definition 2.9 (Innere Spur). Sei Q) C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhingendes
Gebiet mit hinreichend glattem Rand I' = 0). Dann definiert
int o : ~ ..
W)=l f@) fireeT

die innere Spur der in €2 gegebenen Funktion f.
Durch Definition 2.9 wird die innere Spur 7 einer in 2 gegebenen Funktion u als Funk-
tion auf dem Rand I' erklért. Damit folgt sofort der Zusammenhang zwischen den entspre-

chenden Funktionenrdumen, siehe [35, 1, 28].

Satz 2.10 (Spursatz). Sei Q C R? ein C*11-Gebiet. Fiir 5 < s <k ist
,Y(i)nt : Hs(Q) N Hs—l/Q(F)
ein beschrinkter linearer Operator, d.h. es gilt

ey firv e H*(Q).

HV(i)ntUHHs—W(r) < cr|v|
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2 Analysis

Satz 2.11 (Inverser Spursatz). Sei Q ein C*~V1-Gebiet. Dann besitzt der Spuroperator
Yt Ho(Q) — H YD), & < s <k, eine stetige Rechtsinverse

E:H VT — H3(Q)

mit v Ew = w fiir alle w € H*Y2(T') und

[Ew]

(@) < CIT [|wl Hs=1/2(T) vw € HV3(I).

2.2 Herleitung der Variationsungleichung

Die Herleitung einer schwachen Formulierung des Randwertproblems fiir die Richards-
Gleichung (1.20) - (1.23) in Form einer Variationsungleichung folgt aus einer Verallgemei-
nerung der Green’schen Formel bzw. aus partieller Integration im R<.

Satz 2.12. Sei Q@ C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit messbarem Rand 00,
G : Q — R? sei ein stetiges Vektorfeld und differenzierbar auf Q und v : Q — R sei
eine stetige skalare Funktion, die ebenfalls differenzierbar auf € ist. Weiters seien div G
und die partiellen Ableitungen von v beschrdankt auf Q). Dann gilt:

/div (G(x))v(z)de = —/G(w)Vv(x) da:—{—/(G(x) ‘n(z))v(r)ds,.

Q Q oN

Es sei 0 C R? ein Lipschitz-Gebiet und I'p(t), I'n(t) und I's(#) seien paarweise disjunkte,
messbare Teilmengen von 0f2 fiir alle ¢ € [0, 7] mit

0N =Tp(t)UT'n(t) ULs(t).

Weiters wird vorausgesetzt, dass die Séttigung M : [u., 00) — R und die relative Durch-
lassigkeit k. : M([u.,0)) — R stetige, monoton wachsende und beschriankte Funktionen
mit kritischem verallgemeinerten Druck u,. < 0 sind.

Wihle fur t € [0, 7] die Dirichlet-Randbedingung
up(t) € {v=trrypw: we H(Q) Aw > u, £ i Atrrgpw <0 L i auf Dg(t)} (2.1)
als Element von H'/?(I'p(t)) mit dem Spuroperator
try : HY(Q) — HYA(X) fir & € {Tp(t),Ts(t)}.

Der Bildbereich der Dirichlet-Randbedingung up(t) muss im Intervall (u., c0) fast iiber-
all auf I'p(t) enthalten sein, vergleiche dazu Bemerkung 1.4. Analog dazu muss auch die
Fortsetzung von up(t) im H'(2) in diesem Intervall fast iiberall auf {2 enthalten sein. Wei-
ters gilt, dass die Menge (2.1) nicht leer ist, da zumindest up(¢) = 0 in der Menge (2.1) liegt.
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2.2 Herleitung der Variationsungleichung

Definiere die folgende Menge:
K(t):={ve H'(Q) : v > uc Lil. Atrpy v = up(t) Atrpgv < 0 Lil auf Tg()} . (2.2)
Lemma 2.13. K(t) ist eine nichtleere, abgeschlossene und konveze Teilmenge von H'(Q).

Der nachfolgende Beweis wird wie in [6] durchgefiihrt.

Beweis: Zunichst wird gezeigt, dass die Menge K(t) konvex ist. Dazu wéhle v, w € K(t)
und A € [0, 1]. Zu zeigen ist, dass Av + (1 — A\) w auch in der Menge K(t) liegt.

Da v > wu. bzw. w > wu, gilt und sowohl A > 0 als auch (1 —X) > 0, folgt auch
Av+ (1 =A)w > u.. Aufgrund der Linearitét der Spuroperatoren trr,, ) und trpg folgt
schliefflich

trr, ) (Av+ (1= A)w) = Atrr, i (v) + (1 = A) trr, ) (w) = up(t)
(1 (1)
=up(t =up

bzw.
trl“s(t) ()\U + (1 — )\) w) = )\trps(t) (U) + (1 — )\) trps(t)(w) S 0,

J/ . J/
-~ ~~

<0 <0

womit die Konvexitit bewiesen wire.

Die Menge K(t) ist weiters nicht leer, da die Dirichlet-Randdaten up(t) aus der Menge
(2.1) gewihlt werden und laut dieser Definition eine Fortsetzung w € H'(Q) von up(t)
mit w > u, fast iiberall auf Q und trpgpw < 0 fast {iberall auf I'g(t) existiert. Somit gilt
w e K(t).

Zu zeigen bleibt noch die Abgeschlossenheit. Aufgrund der o-Additivitdt des Lebesgue-
MafBes und der Giiltigkeit von

U{xEQ’:w(m)<uc—% f.ﬁ.}:{er’:w(I)<uc £ i)

neN

folgt zunéchst, dass fiir jedes w € H'(Q), das die Bedingung w(z) < u, fast iiberall auf
einer Teilmenge 2" C Q mit positivem Lebesgue-Maf erfiillt, auch eine Teilmenge Q" C €
mit positivem Lebesgue-Mafl gefunden werden kann, sodass w(z) < u. — ¢ fiir ein € > 0
gilt. Es folgt die gleichméBige Beschrénktheit der Lo-Norm [|w — vl|,, ) und damit auch
der H'-Norm |Jw — V|| 1() von unten durch eine positive Konstante fiir alle v € K(2).
Unter der gleichen Vorgehensweise und mit geeigneter Wahl der Konstanten ¢, C' > 0 kann
fiir ein w € H'(Q), aber w ¢ K(t), d.h. die Bedingung trr,,;w = up(t) oder trpypw < 0
ist falsch, die nachfolgende Abschiatzung angegeben werden. Diese folgt aus der Definition
der Raume HY2(X) fiir ¥ € {T'p(t),s(t)} und dem Spursatz 2.10:

0 <c < |trsw = trsv| ) < lltrsw — trevl| gajey) < Cllw —vl[gq, Vv € K(?).
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2 Analysis

Insgesamt ist damit H'(Q) \ K(¢) offen und daraus folgt die Abgeschlossenheit von
K(t) c H'Y(Q).

Definition 2.14. Set X ein Banachraum. Dann ist durch

1/2

L(0.7:X) = S 0 (0.7) = X, oy = / ot de| <o

ein Banachraum definiert.

Satz 2.15. Seien die Sdttigung M : [ue.,00) — R wund die relative Durchlissigkeit
k. : M ([ue,00)) — R stetige, monoton wachsende und beschrinkte Funktionen mit u, < 0.
Weiters sei uw € C*(Q) und fy(t) sei stetig auf T (t).

Dann heifst u € Ly(0,T; H'(Q)) unter der zusditzlichen Bedingung, dass M(u); € Lo(Q)
fast dberall auf dem Intervall (0,T] gilt, eine schwache Ldsung von (1.20) - (1.23) zum
Zeitpunkt t € (0,T] genau dann, wenn u(t) € K(t) und

/M u(z,t)), (v(zr) —u(z,t)) de+ /Vu z,t) V(v(zr) — u(z,t)) do > (2.3)

/kr (M (u(z,t))) e.V(v(z) —u(x,t)) de — / fn(t) —u(x,t)) ds, Yv e K(t).

Q I'n ()

Bemerkung 2.1. Die zusdtzliche Bedingung M (u); € Lao(Q2) fast iberall in (0,T) ist not-
wendig, da fiir die Losung u € Ly(0,T; H(2)) eines parabolischen Problems in Q x (0,T),
die partielle Ableitung nach der Zeit u; im Allgemeinen nicht mehr als Funktion interpre-
tiert werden kann.

Bemerkung 2.2. k. (M (u(+))) bleibt beschrinkt und monoton wachsend auf ), da so-
wohl die Sdttigung M als auch die relative Durchlissigkeit k, beschrdnkt sind. Da die
Komposition einer monotonen und einer messbaren Funktion wieder messbar ist, folgt
k. (M(u(+))) € Loo(S2) und damit macht jeder Term der Variationsungleichung (2.3) Sinn.

Beweis: Sei u eine schwache Losung des Randwertproblems (1.20) - (1.23). Da u dieses
Randwertproblem erfiillt, folgt laut Definition der konvexen Menge KC(t) sofort u € K(t).
Wiihle ein beliebiges v € K(t), multipliziere (1.20) mit (v — u) und integriere iiber das
Gebiet 2:

/M (v—u dx—l—/—div (Vu — k. (M(u))e,) (v—u) de=0.

Q
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2.2 Herleitung der Variationsungleichung

Da u € C?*(Q) vorausgesetzt wurde, kann Satz 2.12 angewendet werden und es ergibt sich:
/M(u)t (v—u) dx—l—/VuV(v —u) dx—/kT(M(u))eZV(v —u) d:z—l—/v-n(v —u) dsy = 0.
Q Q Q o9
Es gilt:

-v—u=0auf I'p(t), da u,v € K(t).

- v-n= fy(t) auf 'n(t), da u Losung des Randwertproblems ist.

Mit 0f) = FD(t) U FN(t) U Fg(t) fOlgti

/V-n(v—u)dsz: /v-n(v—u)dsx+/V-n(v—u)dsx—i-/V~n(v—u)dsx.

0N I'p(t) Iy (t) T's(t)

Betrachte zunéchst das Integral iiber den Dirichlet-Rand:

/ v-n (v—u)ds, =0, dau,v e ().

I'p(t)

Fiir das Integral iiber den Neumann-Rand ergibt sich

/ v-n(v—u)ds, = / fn(t) (v —u) ds, wegen (1.22).

T () T (t)

Um die Variationsungleichung (2.3) zu erhalten, bleibt noch zu zeigen, dass

/V-n(v—u) ds, <0

T's(t)

gilt.
Da u der Signorini Randbedingung (1.23) geniigt, folgt

/v-n(v—u)ds:,;: /w\udsl,— /wd%go

Is(t) Is(t) >0 <0 rsg(t) =0

<0

und damit die Variationsungleichung (2.3).
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2 Analysis

Umgekehrt sei u € KC(t) Losung der Variationsungleichung (2.3) fiir ¢ € (0, 7.
Durch Anwendung von Satz 2.12 auf die Variationsungleichung (2.3) mit
G=v=—(Vu—k, (M(u))e,) und der Testfunktion (v — u) anstelle von v, ergibt sich:

/(M(u)t +divv) (v — u) do + / Fnt) (v — u) ds, — / (von) (v—u) dsy >0 W€ K(t).
Q I'n(t) N
(2.4)

Zunéchst soll gezeigt werden, dass v € K(t) die Differentialgleichung (1.15) fiir ein ¢ erfiillt.
Dazu wird angenommen, dass fiir ein x € Q) eine Kugel B.(z) C 2 mit Radius £ um den
Punkt x existiert, sodass ohne Beschrankung der Allgemeinheit

M (u(z,t)), — div (Vu(z,t) — k, (M (u(z,t)))e,) >0 (2.5)

gilt. Wihle v € K(t), sodass v = u auf Q\B.(z) und (v —u) < 0 auf B.(z). Mit dieser
Wahl und der Behauptung (2.5) folgt mit der Stetigkeit der zu integrierenden Funktionen
fiir die Variationsungleichung (2.4)

/ (M(u); +divv) (v —u) de + / In(t) (v—u) ds, —/(V ‘n) (v—u) ds, <0.
\ o A )
Be () >0 <0 () 4 )

<0 =0 =0

Da obige Aussage einen Widerspruch zu (2.4) darstellt, erfiillt u die Differentialgleichung
(1.15). Fiir eine genauere Theorie zur obigen Konstruktion von glatten Funktionen v bzw.
der nachfolgenden Konstruktion von Testfunktionen mit speziellen Eigenschaften auf Tei-
len des Randes 02, siche zum Beispiel [6, 24].

Néchstes Ziel ist zu zeigen, dass die Randbedingungen (1.16) - (1.18) erfillt sind.
Aufgrund der Tatsache, dass u € K(t) gewéhlt wurde, ist die Dirichlet-Randbedingung
(1.16) automatisch erfiillt.

Im Folgenden soll die Giiltigkeit der Neumann-Randbedingung gezeigt werden.

Einerseits gilt aufgrund der Wahl von u,v € K(t), dass u = v auf I'p(¢) ist und anderer-
seits wurde bereits gezeigt, dass u der Gleichung (1.15) geniigt. Damit ergibt sich fiir die
Variationsungleichung (2.4)

/(fN(t)—v-n)(v—u)dsx— /v-n(v—u) ds; >0 Yve K(t). (2.6)

Iy (t) Ls(t)

Zu zeigen bleibt, dass fy(t) = v - n auf I'y(t) gilt.
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2.2 Herleitung der Variationsungleichung

Angenommen, die obige Aussage sei nicht erfiillt. Das heiit unter Beriicksichtigung der
Stetigkeit der auftretenden Funktionen kann eine Teilmenge I' C T'y(t) mit positivem
Hausdorff-Mafl und ein geeignetes v € K(t) gefunden werden, sodass

(fn@)=v-n)(v—u) <0 aufl

gilt, wihrend v = u auf I'g(¢) U <FN(t) \ f) gilt. Mit dieser Wahl ergibt sich jedoch fiir
(2.6) der Widerspruch

/(fN(t)—v-n)(v—u) ds, <0 Vv e K(t)

r

und es folgt die Giiltigkeit der Neumann-Randbedingung (1.17).

Letztlich bleibt noch die Signorini-Randbedingung (1.18) zu beweisen.

Unter Beriicksichtigung der eben gezeigten Giiltigkeit der Neumann-Randbedingung, re-
duziert sich die Gleichung (2.6) auf:

/ v-n(v—u)ds, <0 Yvek). (2.7)

T's(t)

Zu zeigen ist, dass v -n = 0 auf I's(¢) gilt, wenn u < 0 auf I's(t) ist.

Sei u(x,t) < 0 fiir einen Punkt z in einer Teilmenge I'. = B.(z) N T's(t) mit positivem
Hausdorff-Ma8. Es wird angenommen, dass v (z,t)-n # 0 und dass € klein genug ist, sodass
sowohl u als auch v - n ihr Vorzeichen auf fa nicht dndern.

Konstruiere zunéchst eine zuléssige Testfunktion v € K(t), sodass u < v < 0 auf T., dh.
(v —wu) > 0 auf I'.. Uberall sonst auf I's(t) sei v = u. Aus (2.7) folgt dann v (z,t) - n < 0.
Falls jedoch andererseits v € K(t) mit v < u auf I, d.h. (v —u) < 0 auf T, und v = u
tiberall sonst auf I'g(t) gewéhlt wird, ergibt sich v (z,¢)-n > 0 und damit ein Widerspruch.
Somit muss v -n = 0 sein, wenn u < 0 ist. Da u € K(¢), gilt u (v -n) = 0 auf ['g(¢). Wenn
schlieBlich v-n < 0 auf [, C [s(t) erfiillt ist, dann wahle in Anlehnung an die obige
Vorgehensweise v < 0 auf I'. und v = 0 auf ['g(¢) \ I'.. Durch diese Wahl wird das Integral
aus (2.7) positiv:

/v-n(v—u) dsx:/w¢d5x—/wdsx>0.

I o< <0 e
N———
>0

Das fiihrt neuerlich auf einen Widerspruch und auf die zusétzliche Bedingung v-n > 0 auf
['s(t), womit die Giiltigkeit der Signorini-Randbedingung (1.18) bewiesen wére.
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2 Analysis

Auf dhnliche Weise kann eine entsprechende Variationsungleichung fiir den physikalischen
Druck p(t) aufgestellt werden.
Analog zu (2.1) und (2.2) werden die folgenden beiden Definitionen eingefiihrt:

pp(t) € {v=trr,pw: we H'(Q) Atrrgpyw < 0 fii. auf Tg(t)} (2.8)

und die nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge
Ko(t) :=={ve H'(Q) : trr,uv =pp(t) Atrrgmv < 0 Lil auf Dg(f)} . (2.9)

Dann heifit p(z,t) fiir (x,t) € Q x (0,T] schwache Losung des Randwertproblems (1.15) -
(1.18) genau dann, wenn p(t) € Ko(t) und

/9(1?(1‘,25)) (v(z) — plx, 1)) dx+/kr ) Vp(z, ) V(v(z) — p(z,1)) de > (2.10)
Q

/kr e.V(v(z) —p(z,t)) de — / fn@) (v(z) — p(z,t)) ds, Vv € Ko(t).

Iy (1)

Bemerkung 2.3. Damit die schwache Variationsungleichung (2.10) Sinn macht, muss
vorausgesetzt werden, dass eine Lisung p € Lo(0,T; H*(Q)) requlir genug ist, sodass
O(p): € La2(Q) fast iberall auf (0,T) gilt, sieche Bemerkung 2.1.

Die Aquivalenz der Variationsungleichungen (2.3) und (2.10) liefert der folgende Satz, siche
auch [6].

Satz 2.16. Es seien 0 : R — R und k, : 6(R) — (0,1] beschrdnkt und monoton wach-
send. Die Kirchhoff-Transformation k : R — R sei definiert wie in (1.9) und es sei
up(t) := r (pp(t)).

Dann lost u(t) = k(p(t)) die Variationsungleichung (2.3), wenn p(t) die Variationsunglei-
chung (2.10) lost.

Wenn dariberhinaus k, > c¢ fir ein ¢ > 0 (nicht-entarteter Fall) und Ts(t) = 0 gilt, dann
sind die Variationsungleichungen (2.3) und (2.10) dquivalent. Das heifit:

u(t) erfillt die Variationsungleichung (2.3) genau dann, wenn p(t) = k= (u(t)) die Varia-
tionsungleichung (2.10) erfillt.

Fiir den Beweis wird eine schwache Formulierung der Kettenregel und die Interpretation
der Kirchhoff-Transformation (1.9) als Superpositionsoperator im H'({2) und in Spurriu-
men bendétigt. Dazu werden im Anschluss die Definition sowie einige Eigenschaften eines
Superpositionsoperators angegeben, fiir eine allgemeinere Theorie sei auf [6, 7, 4] verwiesen.

34



2.2 Herleitung der Variationsungleichung

Definition 2.17 (Superpositionsoperatoren). Sei p eine reellwertige Funktion, die
auf einer Teilmenge S C R? fast iiberall beziiglich einem geeigneten Maf definiert ist.
kR — R sei eine relle Funktion. Durch die punktweise Anwendung von k auf p

(ks(p)) (z) == K (p(z))

fur x fast iberall auf S, wird der Superpositionsoperator

Ks:p— ’f(p)

definiert. Sei X ein normierter Raum, der aus einer Teilmenge aller messbaren Funk-
tionen auf der offenen Menge S besteht. Wenn der Superpositionsoperator die Bedingung
ks(p) € X fir alle p € X erfillt, dann wirkt der Superpositionsoperator auf dem Raum X .

In diesem Fall bezeichnet
kx : X — X

die Einschrdinkung von kg auf den Raum X und kx heifit Superpositionsoperator auf X.
Analog dazu werden Superpositionsoperatoren, die zwischen zwei Rdumen X; und Xy wir-
ken, definiert.

Bemerkung 2.4. Das in der obigen Definition geforderte ,geeignete” Mafs ist in diesem
Kontexst durch das Lebesque-Maf$ auf einem Lipschitz-Gebiet S = € C RY bzw. durch das
Hausdorff-Maj$ auf einer Teilmenge S =X C 052 des Randes gegeben.

Lemma 2.18. Sei Q C R? eine offene Menge, (k,00) € Lo(R) und die Kirchhoff-
Transformation k : R — R sei definiert wie in (1.9). Dann folgt fiir p € H'(Q), dass
u = kqo(p) € HY(Q) und dass die Kettenregel (1.11) in Lo((Q))? gilt. Weiters folgt die
Bedingung:

Hu”Hl(Q) < ||k o QHLOO(Q) HpHHl(Q) :

Umgekehrt, falls (k, 08) € Ly(R) und zusdtzlich eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass
k.(s) > ¢ fir fast alle s € R, dann gilt auch

C||p||H1(Q) < ||U||H1(Q)~ (2.11)
Mit Bedingung (2.11) folgt fiir u € HY () schlieflich p = (k™ )q(u) € H' ().
Fiir den Beweis von Lemma 2.18 siche [6].
Beweis von Satz 2.16: Es sei p(t) € Ly (0,7; H'(Q)) eine Losung von (2.10) fiir alle
te0,T].

Mit Lemma 2.18 folgt, dass u(t) = x(p(t)) € H'(Q) fiir fast alle t € (0,7] gilt und
auflerdem ist

1O sy < 1 © 0l (0 sy < 00 i fast alle
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2 Analysis

Damit kann sofort u € Lo (0,T; H'(2)) gefolgert werden.
Weiters gilt

0 (p(t)) =0 (" (k(p(t)) =06 (k" (u(t)) = M (u(t)) € Leo() fiir fast alle ¢
bzw.

ky (0 (p(1))) = ky (M (u(t))) € Log(Q)  fiir fast alle £,

Die Messbarkeit der Sattigung € und der relativen Durchléssigkeit k. wird auf die zu-
sammengesetzten Funktionen iibertragen. Mit der Kettenregel folgt schlielich eine zur
Variationsungleichung (2.10) dquivalente Formulierung beziiglich u:

[ M), o= pte) do+ [ Vu®) Vo - pi0) ds 2

Q

> / by (M (u(t))) €2V (v — p(t)) da— / Fu(®) (v — plt)) ds, Vo € Kol).

Q FN(t)

Obige Formulierung entspricht der Variationsungleichung (2.3), bis auf die unterschiedliche
Wahl der Testfunktionen (v — p) mit v € Ky(t). Jedoch kann in der Folge gezeigt werden,
dass die Menge der in (2.3) angewendeten Testfunktionen

Kt)—ut)={ve H(Q): v>u.—u A trrppv =0 A trrgpmv < —trrgpu(t) }

eine Teilmenge der Menge der in (2.10) eingesetzten Testfunktionen
Ko(t) —p(t) ={ve H(Q) : trrpv =0 A trrgmv < —trrgp(t) }

ist. Unter Anwendung der Kommutativitat von Superpositionsoperatoren, der punktweisen
Definition der Kirchhoff-Transformation und der Definition von u(t) := x (p(t)) ergibt sich:

trrgp(t) < K (trps(t)p(t)) = trrgk (p(t)) = trrgyu(t) < 0 fast iiberall auf I'g(t)

und damit die Behauptung; siche auch Definition 2.17 bzw. [6].

Schlussendlich bleibt zu zeigen, dass aus p(t) € Ko(t) die Bedingung u(t) € K(t) folgt.
Betrachte zunéchst pp(t), definiert wie in (2.8). Die Funktion up(t) :=  (pp(t)) fast iiberall
auf I'p(t) ist folglich eine zulédssige Dirichlet-Bedingung fiir die Menge K(t), da in (2.1)
enthalten.
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2.3 Implizit-explizite Zeitdiskretisierung

Mit der Kommutativitéit von Superpositionsoperatoren folgt aus trr,up(t) = pp(t) die
geforderte Bedingung:

trr,mu(t) = trr, e (p(t) = & (trpD(t)p(t)) =k (pp(t)) = up(t).

Im Hinblick auf den Beweis der Aquivalenz kann beobachtet werden, dass fiir den Fall
[s(t) = 0, die Mengen der Testfunktionen () — u(t) und Ko(t) — p(t) mit dem Raum
H} () iibereinstimmen, siche [6].

2.3 Implizit-explizite Zeitdiskretisierung

Sei 0 =ty <ty <--- <ty =T eine Zerlegung des Intervalls [0, 7] mit den Zeitschrittwei-
ten 7, :==t, —t,—1,n e {l,...,N}.

Fiir die Diskretisierung von M (u(t,)); aus der Variationsungleichung (2.3) wird der riick-
wirtige Euler-Differenzenquotient

verwendet.

Vu(t) wird auf der linken Seite der Variationsungleichung (2.3) implizit Vu(t,) und k, (M (u(t)))
wird auf der rechten Seite explizit k, (M (u (t,-1))) gesetzt.

Die zugehorige Approximation von u(t,) wird mit ™ fiir n € {1,..., N} bezeichnet. Als
Anfangsbedingung wird u® = u(0) € H*(2) gesetzt.

Dann lautet die diskrete Variationsungleichung:

Gesucht sind u" € K(t,) fur n € {1,..., N}, sodass

/M(u”) (v—u") dx+ Tn/Vu" V(v —u") dx > (2.12)
0 0

> Q/M(u”_ ) (v —u") dx +TnQ/kT(M(u"_ )e.V(v—u") de Vv e K(t,).

Da im Anschluss nur rdumliche Probleme betrachtet werden, werden folgende Abkiirzungen
eingefiihrt:
Fiir ein gegebenes n € {1,..., N} seien:
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2 Analysis

K = K(tn), up = up(ty),
Ip:=Tp(tn),  Ts:=Ts(ts),  Tn:=Tn(tn).

Die rechte Seite der diskreten Variationsungleichung (2.12) ist durch ein lineares
Funktional [ auf K C H'(Q) gegeben, das wie folgt definiert ist:

[(v) ::/M(u”_l)vda:—i—Tn/kr(M(u”_l))eszdx Vv e HY(Q). (2.13)

Q

Die Linearform [ ist stetig, d.h. ein Element von (H'())', wenn M : [u,,00) — R und
k,: M ([u.,>)) — R beschrinkte Funktionen sind.

Die stetige, symmetrische Bilinearform a(-, ), die gegeben ist durch

a(v,w) = Tn/VU(x) Vw(z)dr VYv,w e H'(Q) (2.14)

Q

ist elliptisch im Teilraum H} () := {v € H'(Q) : trp,,v = 0}, d.h. es existiert eine Kon-
stante ¢ > 0, sodass
2
a(v,v) > c ||U||H1(Q) Vv € H%D(Q)-

Mit der obigen Notation und durch das Ersetzen von u" durch u kann die diskrete Varia-
tionsungleichung (2.12) kompakter dargestelllt werden in der Form:

uek: /M(u)(’u—u)d:c—l—a(u,v—u)—l('u—u)zO Yo e K. (2.15)
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3 Konvexe Minimierung

In diesem Kapitel werden zunéchst in Abschnitt 3.1 einige Definitionen und Aussagen {iber
konvexe Mengen und konvexe Funktionale wiederholt, die im Anschluss bené6tigt werden,
siche dazu auch [24] oder [31]. Ziel dieses Kapitels und Aufgabe von Abschnitt 3.2 und
Abschnitt 3.3 ist schlielich, zu zeigen, dass die Variationsungleichung (2.15) dquivalent zu
einem konvexen Minimierungsproblem ist.

3.1 Eigenschaften konvexer Mengen und konvexer
Funktionale

Definition 3.1 (Konvexe Menge). Eine Teilmenge K eines reellen Vektorraumes V
heifst konvex, wenn fiir alle y,z € K stets auch

(I=XNy+rzeK VYAeR mit 0<A<1
qgilt.
Definition 3.2 (Konvexes Funktional). Sei V' ein reeller Vektorraum und K C V' eine
konvexe Menge. Das Funktional F : K — R heifst konvex, wenn

F(1=XNy+X) <(1-=XNF(y)+AF(z) Vy,ze K, A€ (0,1).

Falls die obige Ungleichung fir alle y # z mit ,<“ erfillt ist, dann heiffit das Funktional F
streng konvexz.

Lemma 3.3. Sei V' ein reeller Vektorraum und K C V eine konvexe Menge. Sei weiters
F: K — R ein konvexes Funktional und u, v € K. Dann st durch die reelle Funktion
g:10,1] — R, definiert durch

g0 = Flu+A(—u) VA€ [0,1],
eine konvexe Funktion gegeben.

Fiir den Beweis siehe zum Beispiel [24].

Das nachfolgende Lemma gibt schliellich Bedingungen fiir die Konvexitét von reellen Funk-

tionen und eine fundamentale Bedingung fiir konvexe Funktionen an. Diese kénnen auf
einfache Art und Weise aus der Definition abgeleitet werden, siche [24].
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3 Konvexe Minimierung

Lemma 3.4. Sei I C R ein Intervall. Dann gelten fir die Funktion f : I — R die folgenden
Aussagen:

1. Die Funktion f ist genau dann konvex, wenn die Ungleichung

f(z) = f(=1) < f(z2) — f(2)

Z—2z - 29 — 2

fir z1, z, zo € I mit 21 < z < zo erfillt ist.

2. Wenn die Funktion f konvex ist, dann ist fiir ein beliebiges z € I der Differenzen-

quotient
fly) — f(z)
y—z

eine monoton wachsende Funktion iny € I\ {z}.

3.2 Konvexe Minimierungsprobleme

In diesem Abschnitt soll die Aquivalenz der diskreten Variationsungleichung (2.15) zu ei-
nem konvexen Minimierungsproblem gezeigt werden.

Ausgangspunkt dafiir ist die Stammfunktion ® : [u.,00) — R von M, die definiert ist
durch

D(2) = /M(s) ds Vz € [u., o). (3.1)

Obige Stammfunktion fiithrt auf das Funktional ¢ : K — R:
o(v) == /@(v(:v))dx Yv e I, (3.2)
Q
siehe auch [6, 25]. Zur Erinnerung:

Definition 3.5 (Lipschitz-Stetigkeit). Fine Funktion f : R — R heifit Lipschitz-stetig,
wenn eine Konstante L > 0 existiert, sodass

1f(x) = f(y)| <Clz —y| VYa,y R,
Ist die Lipschitz-Konstante L < 1, so nennt man die zugehorige Funktion eine Kontraktion.

Da M monoton wachsend und beschrénkt ist, ist ® konvex und Lipschitz-stetig, siehe [6].
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3.2 Konvexe Minimierungsprobleme

Lemma 3.6. Es sei ® eine konvexe Funktion. Dann ist durch ¢ : K — R ein konve-
zes Funktional gegeben. Wenn ® weiters Lipschitz-stetig ist, so ist auch das Funktional ¢
Lipschitz-stetig und mit C' > 0 gilt die Bedingung

Beweis: Die Konvexitéit des Funktionals ¢ folgt direkt aus jener der Funktion ®. Auch
die Lipschitz-Stetigkeit von ¢ kann aus der Lipschitz-Stetigkeit von ® bzgl. der Lipschitz-
Konstanten L und Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gewonnen werden:

o(0) 6l = | [ (®(u(@)) - B(u(@)))de| < [ [0(e(a) - Bw(a)] do <

Q

SQ/M@—w@ﬂMSLMWW%ﬂwmmSOM—wmm)Vmweﬁ (3.3)

Q

mit der Konstanten C' = L|Q|"/2. Durch Einsetzen von w = 0 € K und ¢(0) = 0 in (3.3)
folgt schliellich die geforderte Bedingung.

Aufgrund der Stetigkeit von M folgt iiberdies hinaus die Differenzierbarkeit von ® mit
¢’ = M, siehe [6].

Definition 3.7 (Richtungsableitung). Sei V' ein normierter Raum, S C V,F : S — R
undu € S,veV.

1. Falls ein € > 0 existiert, sodass u+ hv € S fir alle h € [0, €], dann heifit

9,F (u) = lim F(u+ hv) — F(u)

i ; (3.4)

fiir den Fall, dass dieser einseitige Grenzwert existiert, Richtungsableitung von F' an
der Stelle u in Richtung v.

2. Wenn zusdtzlich zu (3.4) ein v’ € V' existiert, sodass
OpF(u) = (W', v)y, YveV (3.5)

qilt, dann heifst F' Gateauz-differenzierbar im Punkt u mit der Gateauz-Ableitung
F'(u) :==u'.
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3 Konvexe Minimierung

3. Wenn u ein innerer Punkt aus S ist und zusdtzlich zu (3.5) die Konvergenz in (3.4)
gleichmdfig beziiglich der Elemente aus der Finheitskugel in V' ist, dann heifst F
Fréchet-differenzierbar und F'(u) ist die Fréchet-Ableitung von F im Punkt u.

Da & konvex und differenzierbar ist, konnen Differentiation und Integration vertauscht
werden und es folgt mit der obigen Definition der Richtungsableitung:

Lemma 3.8. Es existiert fir jedes u,v € K die Richtungsableitung 0,_,$(u), die in fol-
gender Form geschrieben werden kann:

Oy—u(u) = /‘I" (u(x)) (v(@) = u(x)) dv = /M(U(iv)) (v(z) — u(x)) de. (3.6)
Q

Q

Beweis: Es seien u, v € K. Dann folgt aus der Konvexitidt der Menge K, dass
u+ Av—u) € K fiir A € [0,1]. Setze w := v — u und betrachte den folgenden Diffe-
renzenquotient:

¢ (u+ Aw) — ¢(u) / D (ule) + Awlz)) = B (ulz) dz fir A | 0. (3.7)

) - )
Q

Im Weiteren wird nun Aussage (3.5) aus Lemma 3.4 verwendet. In Anbetracht dessen folgt
die Abschétzung des Integranden aus (3.7)

@ (u(z) + Aw(z)) — @ (u(z))
u(z) + Aw(x) — u(z)

<

bzw.

@ (u(z) + Aw(z)) — ® (u(z))
A 1

fir w(z) > 0, A € (0,1] und weiters

Hiz) = ® (u(z) —w(z)) = @ (u() _ 2 (ulz) + Aw)) - © (u())

1 A

fir w(z) > 0 und A € (0,1]. Alles in allem ist der Integrand aus (3.7) damit durch die
integrierbare Funktion max (|H (.)|,|G (.)]) auf Q beschriankt, unabhéngig von A € (0, 1].
Aufgrund der Differenzierbarkeit von ® konvergieren die punktweisen Werte des Integran-

den
P (u(z) + Aw(z)) — @ (u(x))

A

gegen O’ (u(x)) w(z) fast iberall in Q fiir A | 0.
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3.2 Konvexe Minimierungsprobleme

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz bzw. dem Satz von der dominierten Konver-
genz folgt die Konvergenz des Integrals aus (3.7) und weiters die Behauptung des Lemmas
mit &’ = M, siehe [6].

Mit Hilfe von Lemma 3.8 kann die Variationsungleichung (2.15) wie folgt umgeschrieben
werden:

vuek: Oyup(u)+alu,v—u)—Il(v—u)>0 VYvek. (3.8)

Das quadratische Funktional 7 : H'(2) — R, definiert durch
1
J(v) = ¢ (v,v) =1 (v) Vve HY(Q) (3.9)

ist streng konvex und stetig, siche dazu [15] .
Zusétzlich ist J Fréchet-differenzierbar im Punkt u € H'(2) (siehe Definition 3.6) mit der
Ableitung

. B L %a(u—l—hv,u—l—hv)—l(u—l—hv)—%a(u,u)—irl(u)_
J'(u)(v) = 0,T (u) = l}gg z =

. th?a (v,v) + ha(u,v) — hi(v)
= lim

h10 h =a(u,v) = (v) Yo € HY(Q).

Folglich ist das Funktional F': L — R, definiert durch

F(v) :=¢(v)+J(v) YveK, (3.10)

streng konvex und es existiert die Ableitung 0,_, F'(u) fur alle u,v € K.
Insgesamt folgt die Darstellung der Variationsungleichung (2.15) in der folgenden Form:

Gesucht ist u € K, sodass
Op—uF(u) >0 YoveK. (3.11)

Lemma 3.9 gibt schliefSlich die Verbindung zur konvexen Minimierung an.

Lemma 3.9. Sei V' ein reeller Vektorraum, K C V eine konvexe Menge und F : K — R
ein konvexes Funktional, dessen Ableitung 0,_,F (u) fir alle u,v € K existiert. Dann ist
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3 Konvexe Minimierung

ueK: 0, F(u)>0 YveK (3.12)
dquivalent zu

ue K: F(u) < F(v) YveK. (3.13)

Beweis: Angenommen, es gelte (3.12). Dann gilt unter Anwendung von Lemma 3.3 und
Aussage (3.5) von Lemma 3.4 fiir ein beliebiges v € K und A € (0, 1] die Abschéitzung

Fu+ (v—u))— F(u) - Fu+A(v—u))— F(u)
1 - A '

F(v) — F(u) =

Mit der Definition der Richtungsableitung und A | 0 folgt dann sofort
F(v) = F(u) > 0y—yF(u) >0 < F(v)> F(u) Yve K

und damit die Giiltigkeit des Minimierungsproblems (3.13).

Umgekehrt, wenn (3.13) erfiillt ist, dann ergibt sich mit A\ € (0, 1]

Flu+A(v—u))>F(u) Yvek
und schlielich
Flu+X(v—u))— F(u)

3 >0 Yvelk.

Mit A | 0 folgt schlussendlich die Variationsungleichung (3.12).

Zur Wiederholung:

Definition 3.10. Se: V' ein topologischer Raum und K C V' eine nicht leere, abgeschlos-
sene und konvexe Menge.

1. Ein Funktional F : K — R U {400} heifst unterhalbstetig, wenn

liminf F(w) > F(v) Yve K

qgilt.

2. FEin konvexes Funktional F': K — RU{+o00} heifit eigentlich, wenn es nicht identisch
+o00 ist. In diesem Fall heifit

domF:={ve K: F(v) < oo}

Definitionsbereich von F'.
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3.3 Eindeutige Losbarkeit und Aquivalenz

Es kann gezeigt werden, dass das in (3.10) definierte Funktional F konvex, eigentlich, stetig
und koerziv ist, d.h., dass fiir jede Folge (u,) C K mit |ju,| — oo, auch F(u,) — oo gilt.
Aus diesem Grund konnen bereits bekannte allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussa-
gen fiir konvexe Minimierungsprobleme in reflexiven Banachrdumen angewendet werden,
siehe zum Beispiel [6] oder fiir eine allgemeinere Theorie auch [15].

Es kann nun der folgende Satz angegeben werden, dessen Beweis in [15] zu finden ist.

Satz 3.11. Sei V' ein reflexiver Banachraum, K C 'V sei eine nicht leere, abgeschlossene
und konveze Menge und das Funktional F : K — R U {400} sei konvex, unterhalbstetig,
eigentlich und koerziv.

Dann besitzt das Minimierungsproblem

veK: Fu)<FlW) YvekK

eine Losung. Diese Liosung ist eindeutig, wenn das Funktional F streng konvex ist.

3.3 Eindeutige Losbarkeit und Aquivalenz

Ziel dieses Abschnitts ist einerseits, die eindeutige Losbarkeit der diskreten Variationsun-
gleichung (2.15) und andererseits die Aquivalenz zu einem konvexen Minimierungsproblem
Zu zeigen.

Unter Verwendung von Satz 3.11 gilt die folgende Aussage:

Satz 3.12. Seien die Menge K C HY(Q)), die Bilinearform a(.,.) und die Linearform I (.)
definiert wie in (2.2), (2.14) bzw. (2.183).

Die Sittigung M : [u.,c0) — R sei beschrdankt, monoton wachsend, stetig und die relative
Durchlissigkeit k,.: M(R) — R sei beschrankt und monoton wachsend.

Dann besitzt die Variationsungleichung (2.15) eine eindeutige Losung. Genauer gesagt ist
die diskrete Variationsungleichung (2.15) dquivalent zum Minimierungsproblem

vekk: Jw)+ou) <IJW) +ov) Yvek (3.14)

mit den beiden Funktionalen J und ¢ definiert wie in (3.9) bzw. (3.2).

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass das Funktional F' = J + ¢ auf K die Eigenschaften aus
Satz 3.11 erfiillt. Der Hilbertraum H*(€) ist reflexiv und wie bereits bewiesen ist die Menge
K c H'(Q) nicht leer, abgeschlossen und konvex. Weiters ist das Funktional F : £ — R
streng konvex aufgrund der strengen Konvexitdt des Funktionals J und der Konvexitét
von ¢, und F'ist eigentlich. Da J und ¢ stetig sind, ist auch F' stetig und damit insbeson-
dere auch unterhalbstetig. Mit Satz 3.11, der H'-Elliptizitiit der Bilinearform a (,-), der
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3 Konvexe Minimierung

Beschranktheit des Funktionals /(-) und Lemma 3.6 folgt schliellich die Koerzivitéit des
Funktionals F":

a(v,v) = [l (v)] = |¢(v)] =

1 1
5@(?’7 v) =1 (v) +¢(v)| > 5@

1
> sellolli = (Wlan@y +C) Il — o

fiir [0l g1y — o0, v € K. Somit sind alle Eigenschaften aus Satz 3.11 erfiillt und es folgt

die eindeutige Losbarkeit des Minimierungsproblems (3.14). Die Aquivalenz zur Variati-
onsungleichung ergibt sich aus Lemma 3.9.

Bemerkung 3.1. Satz 3.12 kann fiir den Fall einer ortsabhdingigen Porositit n(.) und
einer ortsabhingigen hydraulischen Leitfihigkeit Kp(.) erweitert werden. Dazu muss zu-
sdtzlich gelten, dass n(.) nicht-negativ und beschrankt ist und Ky(.) muss die Bedingung

c< Kp(.) <C mite,C>0

erfillen, damit Stetigkeit und Elliptizitat der Bilinearform a(-,-) erhalten bleiben.
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4 Finite-Elemente-Methode

In diesem Kapitel soll zunéchst eine geeignete Diskretisierung mit finiten Elementen fiir
das Minimierungsproblem (3.14) angegeben werden, wobei das zugrundeliegende Modell-
gebiet Q als Teilmenge des R? angenommen und die Notation zum gréften Teil aus [33]
iibernommen wird. Im Anschluss daran wird dieses resultierende diskrete Minimierungs-
problem fiir eine diskrete physikalische Variable umformuliert. Abschnitt 4.2 behandelt
schlieBlich einerseits die Konvergenz der Approximation des verallgemeinerten Drucks und
andererseits, die aus praktischer Sicht interessantere, Konvergenz der Naherungslosungen
des physikalischen Drucks und der Sattigung.

4.1 Diskretisierung

Sei 2 C R? ein gegebenes polygonales Gebiet. (7})3'>0 sei eine Folge von Unterteilungen
von () -

0=T7,=J= (4.1)

in finite Dreieckselemente 7;.
Es wird dabei von der Annahme ausgegangen, dass die Unterteilung 7; zuléssig ist. Das
heiflt, dass der Durchschnitt zweier Dreiecke 7, 7, mit [ # k in 7; entweder leer, ein
gemeinsamer Knoten oder eine gemeinsame Kante ist.
Die Menge aller Dreiecksknoten werde mit M := {z)} 1, bezeichnet. Weiters ist fiir jedes
finite Element 7; durch

A= / dx

Tl

das Volumen, durch
hy = A

die lokale Maschenweite, sowie durch

dy = sup |z —y]

x,YEeT]

der Durchmesser, der durch die lingste Kante des jeweiligen finiten Elements angenommen
wird, definiert. Dariiber hinaus wird der Radius des grofiten im finiten Element 7; enthal-
tenen Kreises mit r; bezeichnet.
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4 Finite-Elemente-Methode

Die Folge von Unterteilungen (4.1) sei auflerdem formregulér. Das bedeutet, dass die Durch-
messer d; der finiten Elemente 7; der Unterteilung 7; durch ein festes Vielfaches der Radien
r; gleichméfBig abgeschitzt werden konnen. Damit gilt

dZSC'Tl \V/lzl,...,Nj (42)

mit einer von 7; unabhéngigen Konstanten c.

Fiir eine konsistente Diskretisierung muss vorausgesetzt werden, dass jeder Schnittpunkt
von zwei Abschliissen der Teilmengen I'p, I'y und I's des Randes 0f2 in der Menge aller
Dreiecksknoten M enthalten ist. Aulerdem wird angenommen, dass I'p und I's U T'p ab-
geschlossen sind. Weiters sei Mp := M NI['p bzw. Mg := M NTg.

Als Ansatzraum wird S; := SL(7;) € H'(2), der Raum der in H'(f2) stetigen Funktio-
nen, die linear auf jedem Dreieck 7; € 7; sind, gewahlt. Analog dazu wird auch der Raum

SP C Hp (Q) = {ve H'(Q): vyr, =0} definiert.
Die Rédume S; und SJD werden jeweils durch die nodale Basis

A= {)\éj) :pe M} bzw. Af = {)\;j) :pe M\ Mp}

aufgespannt.

Die Definition des endlich dimensionalen Analogons zur konvexen Menge IC, definiert in
(2.2), wird unter der Annahme durchgefiihrt, dass die Dirichlet-Randbedingung up in je-
dem Knoten p € M, stetig ist.

Die konvexe Menge K; C §; wird wie folgt definiert:
Ki={veS;j:v(p) >uVpeM A v(p) =up(p) Vp e Mp A v(p) <0V¥pe Mg}. (4.3)

K; ist als Teilmenge des endlich dimensionalen Raumes S; wiederum nicht leer und abge-
schlossen.

Bemerkung 4.1. Die Folgerung K; C K ist im Allgemeinen falsch, da sich die Dirichlet-

Randbedingungen in K; im Allgemeinen von denen in K unterscheiden.

In weiterer Folge wird das Integral in der Definition des Funktionals ¢ in (3.2) durch eine aus
der S;-Interpolation des Integranden ®(v) hervorgehenden Quadraturformel approximiert.
Es ergibt sich damit das diskrete Funktional ¢; : S; — R U {400}, das definiert ist durch

¢i(v) = > @ (v(p)h, VveES; (4.4)

peEM
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4.1 Diskretisierung

mit den positiven Gewichten

hy = / A9 () da. (4.5)

Die Eigenschaften der Funktionale im Kontinuierlichen, also die Konvexitidt und die
Lipschitz-Stetigkeit, sollen auch fiir die diskreten Funktionale aufrechterhalten bleiben, sie-
he Kapitel 3. Im Hinblick auf die spatere Konvergenzanalyse gibt das nachfolgende Lemma
die entscheidenden Eigenschaften der diskreten Funktionale ¢; an. Der zugehdrige Beweis
ist in [6] zu finden.

Lemma 4.1. Die in (3.1) definierte Funktion M sei monoton wachsend und beschrankt.
Dann ist das Funktional ¢; aus (4.4) konvex und Lipschitz-stetig im Gebiet

dom¢; ={veS;: v(p) > u.Vpe M}

mit einer von j > 0 unabhdngigen Lipschitz-Konstanten.
¢; ist auflerdem unterhalbstetig, eigentlich und es erfillt die folgende Abschdtzung

9j(v) 2 C ol YveES;

mit einer von j > 0 unabhdngigen Konstanten C € R. Ferner gilt fir v; € S;, 7 > 0,
und v € H(Q):

v =0, j—o00 = liminf¢;(v;) > ¢(v),
j—00
wobei v; — v die schwache Konvergenz von v; gegen v im H'(Q) bezeichnet.

An dieser Stelle kann die diskrete Form des Minimierungsproblems (3.14) wie folgt ange-
geben werden:

uj €Ki J(uy) + ¢i(wy) < J(v) + ¢5(v) Vv €K, (4.6)

Da K;, J und ¢; die gleichen Eigenschaften wie I, 7 und ¢ aus Satz 3.11 besitzen, kann die
eindeutige Losbarkeit des Minimierungsproblems auf den Teilraum S; des Hilbertraumes
H'(Q) iibertragen werden.

Satz 4.2. Das diskrete Minimierungsproblem (4.6) besitzt eine eindeutige Lisung.

Das néchste Ziel ist eine Neuinterpretation des diskreten Minimierungsproblems (4.6) be-
ziiglich diskreter physikalischer Variabler.
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4 Finite-Elemente-Methode

Unter Anwendung einer speziellen Quadraturformel mit von der Kirchhoff-Transformation
x abhéngigen Stiitzstellen auf den Term k,.(6(p)), kann das diskrete Minimierungsproblem
(4.6) als eine Diskretisierung mit finiten Elementen der Richards-Gleichung (1.15) in phy-
sikalischen Variablen betrachtet werden.

Unter Anwendung von Lemma 3.8 und unter Voraussetzung der Stetigkeit der Séttigung
M : [u,,00) — R, folgt die Aquivalenz des diskreten Minimierungsproblems (4.6) mit der
folgenden Variationsungleichung:

wi €K Y M (us(q)) (v(g) — () hgta (uj, v —u) =L (v —u;) >0 Yo €K, (4.7)

mit den positiven Gewichten h, aus (4.5) und der konvexen Menge K;, definiert wie in (4.3).
Die obige Variationsungleichung (4.7) kann damit als Diskretisierung der urspriinglichen
Variationsungleichung (2.15) betrachtet werden.

Bemerkung 4.2. Fir den Fall, dass uj(q) = u. fir g € M gilt, folgt die physikalisch
unrealistische Situation k™t (u;(q)) = —oo. Diese ergibt sich aus der Bedingung v > u,
anstelle von v > wu. in den Definitionen der konvexen Menge K durch (2.2) bzw. der
konvexen Menge IC; durch (4.3). Die Abgeschlossenheit dieser beiden konvezen Mengen ist
jedoch notwendig, um die Existenz einer Losung des Minimierungsproblems zu garantieren,
die Gleichheit in der obigen Bedingung tritt aber im urspringlichen physikalischen Problem
nicht ein.

Im Folgenden wird daher die Annahme getroffen, dass
uj(q) > u. Vqge M, (4.8)

woraus die Reellwertigkeit der inversen Kirchhoff Transformation x~*(u;) gefolgert und die
nachfolgende Definition angegeben werden kann.

Definition 4.3. Es sei Zs, : H}(Q)NC(Q) — S; der stiickweise lineare Interpolationsope-
rator, definiert durch

(Zs,v) (q) = v(g) Vge M,ve H(Q)NCQ).

Unter der Annahme, dass die Bedingung (4.8) erfillt ist, heifit Is;x : S; — S; diskrete
Kirchhoff-Transformation auf S; und p; = ZIs, k™ (u;) diskreter physikalischer Druck bzgl.
des diskreten Minimierungsproblems (4.6).

Um in der Folge eine diskrete Variationsungleichung fiir die physikalische Variable p; an-
geben zu kénnen, wird die Forderung x € C*(R) an die Kirchhoff-Transformation gestellt,
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4.1 Diskretisierung

d.h. k, o 0 sei stetig. Im Falle der gewéhlten Brooks-Corey-Parameterfunktionen ist diese
Bedingung erfiillt.
Aufgrund der Definition der transformierten Sittigung M in (1.10) gilt zunéichst

M (uj(q)) = 6 (p;(q)) -

Dementsprechend kann die Linearform [ (.) aus (2.13) fiir eine diskrete physikalische Va-
riable zuriicktransformiert werden. Die verbleibende Schwierigkeit ist die Transformation
der Bilinearform

a(u;,w) = /Vuijda:, w=v—uj, vEK, (4.9)
Q

auf die physikalische Variable p;.

Zur Erinnerung: Fiir das stetige Problem (1.15) wurde die Transformation unter Anwen-
dung einer schwachen Kettenregel durchgefiihrt. Mit der Vorgehensweise wie in [8] und
Verwendung des Mittelwertsatzes ergibt sich

Vu; = Dy(p;)Vp; auf dem Dreieck 7;. (4.10)
Dabei ist die Transformation vom Referenzdreieck
T={(eR*:0<§<1,0<E<1-&GFCR?
auf das Dreieck 7; € 7; durch die affine Abbildung im R?

Fr:§ =z =J8+b

mit einer nicht singuldren Matrix .J; € R?*? und dem Vektor b, € R? gegeben. Weiters sei
D, eine Diagonalmatrix, die definiert ist durch

Vo (ke (0 (pi(@)) X
Dy(p;) = ( 0 k. (0 (pj(f2)))>

mit den Punkten 7; = F(&;), i = 1,2, wobei &, durch den Mittelwertsatz eindeutig be-
stimmte Punkte auf den Kanten des Referenzdreiecks 7 sind.

(4.10) kann nun als diskrete Kettenregel bzgl. der diskreten Kirchhoff-Transformation in
S; betrachtet werden.

Definiere die nichtlineare Form

b(p;,v) = Z Dy(p;)Vp;Vvdz, pjveS;. (4.11)

TZG'TJ' Tl
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4 Finite-Elemente-Methode

Weiters seien pp die diskreten Dirichlet-Randwerte auf Mp und die zugehorige diskrete
abgeschlossene und konvexe Menge IC? sei wie folgt definiert:

IC? ={ves;: viq) =pp(q) Vg€ Mp AN v(q) <0Vqge Mg}. (4.12)

Schliefllich kann das diskrete Problem fiir den diskreten physikalischen Druck angegeben
werden:

pi €KY D 0(pi(0) (v(g) — pi(@) hg+b(pj v —pj)—1(v—p;) =0 Vo €K (4.13)
qgeM

Der nachfolgende Satz stellt das diskrete Gegenstiick zu Satz 2.15 dar, siehe [6].

Satz 4.4. Seien 0 : R — R und k, : 6(R) — (0,1] beschrdinkt, monoton wachsend und
stetig. Die Kirchhoff-Transformation k : R — R sei definiert wie in (1.9). Auflerdem gilt
pp =k Hup) auf Mp.

Dann lést u; = Is;k(p;) die Variationsungleichung (4.7), wenn p; die Variationsunglei-
chung (4.13) list. Umgekehrt lost p; = Ls, k™" (u;) die Variationsungleichung (4.13), wenn
u; die Variationsungleichung (4.7) unter der Bedingung (4.8) lost und T's(t) = 0.

Falls k, > ¢ > 0 und Ts(t) = 0 gilt, dann sind die Variationsungleichungen (4.7) und
(4.13) dquivalent, d.h., u; erfillt (4.7) genau dann, wenn p; = Is k™" (u;) der Variations-
ungleichung (4.13) geniigt.

4.2 Konvergenz

In diesem Abschnitt soll zunéchst eine Konvergenzaussage fiir den verallgemeinerten Druck
angegeben werden. Die Aufgabe besteht also darin, die Konvergenz der Losungen der dis-
kreten Probleme (4.6) gegen die Losung des stetigen Problems (3.14) zu zeigen.

Aus hydrologischer Sicht interessanter ist jedoch die Konvergenz der Néherungslosungen
fiir die Sattigung und den physikalischen Druck, die im Anschluss néher betrachtet werden.

Die Konvergenzanalyse beruht auf der Annahme, dass die lokalen Maschenweiten h; fiir
die zugehorige Folge von Triangulierungen (Tj)j>0 abnehmen. Zusitzlich sei die Folge von
Triangulierungen (7;),>o formregulir, das heifit es gelte (4.2).

Es wird sich spéter herausstellen, dass Konvergenz nur dann garantiert werden kann, wenn
die Dirichlet-Randwerte up als Spur einer gleichméBig stetigen Funktion w € H(Q) auf
I'p betrachtet werden konnen, siehe Satz 2.10. Es gelte also:

up = trryw  fiir ein w € HY(Q) N C(Q). (4.14)

Falls up stetig auf I'p ist, dann kann up zu einer stetigen Funktion auf Q fortgesetzt
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werden, siehe [6, 17]. Angenommen es existiert eine solche Fortsetzung w € H* ().
Fiir den Konvergenzbeweis wird dariiber hinaus benotigt, dass

wj :=ZIs,w — w fiir j — oo in H'(Q) (4.15)

gilt, d.h. die stiickweise linear Interpolierenden w; von w in S; approximieren w in H'({2).
Um die obige Aussage zu garantieren, muss jedoch w als regulir genug vorausgesetzt wer-
den. Fiir eine weiterfithrende Interpolationstheorie siche zum Beispiel [13].

Fiir den hier betrachteten Fall, also 7, € 7; und d = 2, folgt (4.15) fiir w € H*(Q2) unter der
Voraussetzung, dass die lokalen Maschenweiten h; fiir die zugehorige Folge von Triangulie-
rungen abnehmen und dass die Folge von Triangulierungen (7;>j>0 formregular ist. Somit

kénnen (4.14) und (4.15) auch durch die stérkere Bedingung up = trr,w mit w € H*(Q)
ersetzt werden.

Das nachfolgende Lemma gibt nun eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der
Losung des diskreten Minimierungsproblems (4.6) zur Losung des Minimierungsproblems
(3.14) an, und zwar, die Konsistenz der diskreten Funktionale ¢,.

Lemma 4.5. Die Saittigung M aus (3.1) sei beschrdnkt und monoton wachsend. Auflerdem
gelte, dass die lokalen Maschenweiten h; abnehmen und dass die Folge von Unterteilungen
formreguldr ist.

Falls v e C*(Q) und v; = Is,v € S fiir j > 0, dann ergibt sich
v;i — v in H'(Q) und ¢;(v;) — ¢(v) fiir j — oo. (4.16)

Seien weiters (4.14) und (4.15) erfiillt, dann bleibt (4.16) auch fiir v = w+7v € w-+C>®(Q)
und v; = Is,w + Ls,0 = w; +vj, j > 0 giiltig.

Fiir den Beweis siehe [6].

Mit Lemma 4.5 und den weiteren Eigenschaften der diskreten Funktionale ¢; aus Lem-
ma 4.1 kann die Konvergenz der Naherungslosungen gezeigt werden.

Satz 4.6. Aufler der Stetigkeit von M seien alle Voraussetzungen aus Satz 3.11 erfillt.
Definiere die konvexe Menge

Kr, =K—-w= {v € H%D(Q) PV > U —w Atrpgv < —trpsw} )
Weiters sei C° () N Kr, dicht in Kr,,, wobei

C () :={v e C®(Q) : v =0 in einer Umgebung von I'p} .
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4 Finite-Elemente-Methode

Dann konvergieren die Losungen w; des diskreten Minimierungsproblems (4.6) gegen die
Losung u des Minimierungsproblems (3.14) im Sinne von

uj — uin H'(Q) und  ¢;(u;) — ¢(u) fiir j — oo.

Fiir den Beweis siche zum Beispiel [25, 6].

Bemerkung 4.3. Der obige Satz lisst sich auch fir den Fall einer ortsabhdngigen hydrau-
lischen Leitfihigkeit Kp(.) mit

c<Kp()<C mite,C>0

und fiir M : R — R erweitern.

Falls zusdtzlich eine positive und beschrinkte Porositit n(.) gegeben ist und eine Diskre-
tisierung des dementsprechend gednderten Funktionals ¢ durch Anpassen der zugehdrigen
Gewichte in (4.4) gemacht wird, bleibt der obige Satz ebenfalls giiltig, siehe auch [6].

Die néchste Aufgabe besteht nun darin, die Konvergenz der Séttigung M (u;) — M (u) und
die des physikalischen Drucks p; := £~ (u;) — p := k™! (u) zu zeigen.
Dazu wird zunéchst der Begriff der Holder-Stetigkeit wiederholt.

Definition 4.7 (Holder-Stetigkeit). Sei U C R offen und 0 < o < 1. Eine Abbildung
f U — R heifit Holder-stetig, wenn eine positive reelle Zahl C existiert, sodass

If(z) = f(y)| <Cle—y|* Va,yeU.

Weiters werden einige Aussagen iiber Superpositionsoperatoren benotigt, die im Anschluss
angegeben werden.

Seien M : R — R und 7' : R — R. Dann werden durch M o« und durch 7! o u
Superpositionsoperatoren induziert, siche auch [4].

Lemma 4.8. Sei Q C R? beschrinkt und die Séttigung M : R — R sei gleichmdifSig stetig
und beschrdnkt. Dann wirkt der zugehorige Superpositionsoperator Mg im Lo(§2) und ist
stetig.

Lemma 4.9. Sei Q C R? beschrinkt. Wenn die Sittigung M : R — R Hélder-stetig bzgl.
dem Ezponenten o € (0, 1] ist, dann induziert M einen Holder-stetigen Superpositionsope-
rator bzgl. o:

M, 2 Ly(Q) — Laa(2).
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4.2 Konvergenz

Sei Q2 C R? beschrinkt. Mit der stetigen Einbettung i : Lo/, (2) — Lo(€) folgt die Holder-
Stetigkeit von i o M, : La(2) — Lo(€2) bzgl. a € (0,1]. Das wiederum erweitert die Stetig-
keitsaussage aus Lemma 4.8 fiir eine Holder-stetige Séattigung M. Es bleibt zu bemerken,
dass die Sattigung M im Falle der Brooks-Corey-Parameterfunktionen Holder-stetig ist.

Um in der Folge die Konvergenz der Sattigung M (u;) — M(u) in Lo(Q2) fiir j — oo aus
der Konvergenz des verallgemeinerten Drucks u; — w in Ly(Q2) fiir j — oo mit Hilfe von
Satz 4.6 abzuleiten, geniigt es, die Eigenschaften der Sattigung M aus Lemma 4.8 und
Lemma 4.9 auf der Vereinigung der Bildbereiche der Funktionen u;, j > 0, und v anzu-
nehmen.

Zunichst werde der nicht-entartete Fall betrachtet, d.h.

k.(.) > ¢ fur eine Konstante ¢ > 0, (4.17)

siehe dazu auch Kapitel 1. Dann wird die Konvergenz des verallgemeinerten Drucks auf
die Séttigung und den zuriicktransformierten Druck vererbt und es ergibt sich der folgende
Satz:

Satz 4.10. Es seien die Voraussetzungen aus Satz 4.6 erfillt. Fir den nicht-entarteten
Fall (4.17) folgt die Konvergenz der Sdttigung

M (uj) — M(u) in H'(Q) fir j — oo
und die des zuriicktransformierten Drucks
kN ug) — kM (u) in HY(Q) fiir j — oo. (4.18)

Fiir den Beweis siche zum Beispiel [8, 27].

In der Praxis ist jedoch das Konvergenzverhalten der S;-Interpolationen von M (u;) und
k1 (u;) von groBerem Interesse, da insbesondere die S;-Interpolation von ™! (u;) den dis-
kreten physikalischen Druck der Diskretisierung (4.13) angibt.

Fiir den Beweis der Konvergenz der S;-Interpolationen wird das nachfolgende Lemma be-
notigt:

Lemma 4.11. Sei f : R — R Holder-stetig bzgl. dem Exponenten o € (0, 1].
u; € S;, j > 0, seien stickweise lineare Funktionen und es gelte u; — w in H*(Q) fiir
] — 00. Dann gilt:

fluj) = Is, f(u;) — 0 in HY(Q) fiir j — oc. (4.19)
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Beweis: Betrachte einen beliebigen Punkt z, der in einem Dreieck 7; € 7 mlt den Knoten
¢1, g2 und g3 enthalten ist. Dann existieren \; € [0,1], ¢ = 1,2, 3, mit Zz 1 Ai = 1, sodass

s, f (uj)(x ZAfuJ ()

Unter Anwendung von Binomischen Formeln und der Holder-Stetigkeit von f mit der
Holder-Konstanten C,, folgt die Abschétzung

3 2 3 2
|f (uj(@)) — Ts, fuy)(2)|* = 2)) = Y Nif (@) = DN (f (ui(@) = f (ui(@:)| <
i=1 =1
3 3
3 1 (uj(@) = f (uj(a)|* <3C2 Y |uj(w) — uj(q:) (4.20)
=1 i=1

Mit dem Mittelwertsatz ergibt sich auf dem Dreieck 7
Juj (@) — u;(q:)| < V()] | — gl

mit der Zwischenstelle n; € (z,¢;) und der Euklidischen Norm || in R?,
Unter Berticksichtigung, dass |Vu;| konstant auf dem Dreieck 7; ist, kann der letzte Term
aus (4.20) weiter abgeschétzt werden durch

3
1 (@) = T, () @) <3C2 S 1Vu, P fo — quf* < 9C2 [V b2

i=1
mit der lokalen Maschenweite h;. Integration {iber das Gebiet 2 liefert schliefilich

[ 1t~ T, @) m<Z/U% )~ T ) @) dr <

7’167—]

< 9c§h§a/ (IVa,[* + 1) de.

Q

Da (uj)j>0 in H'(Q) konvergiert, ist das letzte Integral in der obigen Abschétzung gleichmé-
Big beschréankt und somit geht dieser gesamte letzte Term fiir j — oo gegen 0 aufgrund der
Annahme, dass die lokalen Maschenweiten h; fiir die zugehérige Folge von Unterteilungen
abnehmen.
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Als Folgerung von Lemma 4.11 ergibt sich schlieflich die Konvergenz der N&herungslosun-
gen der diskreten Sattigung und des diskreten physikalischen Drucks.

Satz 4.12. Es seien die Voraussetzungen aus Satz 4.6 erfillt. Dann folgt fiir die Konver-
genz der diskreten Sdttigung

0;(p;) = Ts,M(u;) — 0(p) in Lo(Q) fiir j — oo,

wenn M : [u.,00) — R (oder M : R — R) Holder-stetig, oder beschrankt und gleichmdjSig
stetig 1st.

Fiir den nicht-entarteten Fall (4.17) folgt auflerdem die Konvergenz des diskreten physika-
lischen Drucks

pj =ZIs;k (uj) > p=r""(u) im Ly(Q) fiir j — oo. (4.21)

Bemerkung 4.4. Wenn die relative Permeabilitit k,.(.) beliebig klein wird, fihrt das auf
eine Singularitit der inversen Kirchhoff-Transformation x~'. In diesem Fall kann nicht
garantiert werden, dass k™' (u;), k™ (u) € L1(Q), j > 0, gilt.

Wenn jedoch (4.7) und (2.15) auf physikalisch realistische Lisungen p; bzw. p = k' (u)
fiihren, dann sollten diese Losungen, aufgrund der Tatsache, dass das Auftreten eines belie-
big grofien physikalischen Drucks in pordosen Medien unnatirlich ist, gleichmdjf$ig beschrdankt
sein. Dann sind uj, 7 > 0, und u gleichmdfig beschrinkt fernab vom kritischen verallge-
meinerten Druck u.. Damit ergibt sich die gleiche Situation wie fiir den nicht-entarteten
Fall und es kann sowohl (4.18) als auch (4.21) gefolgert werden.

Aus dem Beweis von Lemma 4.11 folgt bereits die Konvergenzordnung O(h$) von (4.19)
fir « € (0,1]. Insgesamt ergibt sich damit unter Annahme der Voraussetzungen von
Satz 4.10:

s, M(u5) = M|, < Cn (15 + sy = ull1 )
und
5,57 ) = 57 )]y < o (s sy =l )

Das heifit die Konvergenz des diskreten physikalischen Drucks p;, — p in der L,-Norm
ist von der Ordnung O(h;), wenn die Konvergenz des diskreten verallgemeinerten Drucks
u; — u in der H*-Norm von der selben Ordnung ist.
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5 Dirichlet-Neumann- und
Robin-Methoden fiir nichtlineare
Transmissionsprobleme

Thema dieses Kapitels ist ein quasilineares, elliptisches Transmissionsproblem, bei dem sich
die Nichtlinearitéit unstetig zwischen zwei Teilgebieten verdndert. Dieses Problem ergibt
sich aus der Betrachtung der Richards-Gleichung in einem heterogenen Boden. Heterogen
bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Bodenparameter auf nicht iiberlappenden
Teilgebieten ;, i = 1,2, des Gebietes 2 C R? konstant sind und sich unstetig entlang des
Interface der beiden Teilgebiete &ndern. Das resultierende Problem ist somit ein Problem
mit springenden Nichtlinearitdten oder anders gesagt mit nichtlinearen Parameterfunk-
tionen, die zwar auf beiden Teilgebieten fest gewahlt, aber auf jeder Seite des Interface
unterschiedlich sind.

In Abschnitt 5.1 wird zunéchst ein Gebietszerlegungsproblem und dessen schwache For-
mulierung fiir den verallgemeinerten Druck u angegeben. Danach wird in Abschnitt 5.2
eine zugehorige Steklov-Poincaré-Formulierung hergeleitet. Auf geeignete Losungsverfah-
ren wird schlieBlich in Abschnitt 5.3 bzw. in Abschnitt 5.4 ndher eingegangen. Erginzt
wird dieses Kapitel letztendlich durch die Konvergenzanalyse der Dirichlet-Neumann- und
Robin-Methode in Abschnitt 5.5.

5.1 Allgemeine Problemstellung

Sei 2 C R? ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet, unterteilt in zwei nicht iiberlappende Teil-
gebiete €2; und 25 mit dem Interface I' = Q1 N Qy; siche Abbildung 5.1.

Dabei sei n der duBere Normalenvektor beziiglich ;. Weiters seien f € Lo(€2) und
ki,ky € Loo(R) mit k; > o > 0 fiir ¢ = 1,2, das heifit die relative Durchléssigkeit k;,
1 = 1,2, ist von unten durch eine positive Konstante beschrankt.

Um ein Gebietszerlegungsproblem fiir den verallgemeinerten physikalischen Druck u an-
geben und die Ergebnisse, die im Zusammenhang mit der Betrachtung der Richards-
Gleichung in homogenen Boden erzielt wurden, anwenden zu koénnen, wird auf beiden
Teilgebieten eine Kirchhoff-Transformation durchgefiihrt, wobei neue Variable u;, ¢ = 1,2,
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Abbildung 5.1: Nicht iiberlappende Zerlegung von 2

geméf (1.9) eingefiihrt werden:
pi(z)
ui(z) = Rri(pi(x)) = / ki(q)dq fast tiberall in €;. (5.1)
0

Mit k;(p;)Vp; = Vu; folgt das Gebietszerlegungsproblem fiir den verallgemeinerten Druck
in der Form:

Gesucht ist eine Funktion u in Q mit ug, = u; € H'Y(), i = 1,2, und upq = 0,
sodass

Ry () = kg (uz) auf T, (5.3)
0 0
n = a2 auf I. (5.4)

Bemerkung 5.1. Die Probleme (5.2) sind linear auf Q1 und Qq, die Nichtlinearitit des
Problems ist vollstindig in der Interface-Gleichung (5.3) enthalten. Diese Folgeerscheinung
der Kirchhoff-Transformation macht einerseits die Analysis und andererseits die numeri-
sche Behandlung des Transmissionsproblems einfacher.

Das néchste Ziel ist die Herleitung einer schwachen Formulierung des Gebietszerlegungs-
problems (5.2) - (5.4).

Dazu werden folgende Radume definiert:

Vi i= {v; € H ()| vippanoa, =0}, V0= Hi(%), A= HY*(T).
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Es wird die folgende Bilinearform eingefiihrt:

a;(w;, v;) == (Vw;, V), = /Vwi(:v)Vvi(x) dr Yw;,v; € V.
Q;

Wenn die Kirchhoff-Transformationen r; im H'(£;) aus (5.1) als punktweise fast iiberall
definierte Funktionen in €2;, ¢ = 1,2, aufgefasst werden, so ergibt sich unter Anwendung
der Green’schen Formel folgende schwache Formulierung fiir das Problem (5.2) - (5.4):

Gesucht sind u; € V;, 1 = 1,2, sodass

ai(ui, vi) = (f, vi)e, Vo, € V2, (5.5)
’ffl(ullr) = ﬁgl(u2|r) in A, 5.6)
ai(ur, Rip) — (f, Rap)a, = —as(uz, Rop) + (f, Rop)o, V€ A, (5.7)

wobei R; : A — V;, 1 = 1,2, lineare Fortsetzungsoperatoren bezeichnen.

Bemerkung 5.2. Durch Kopplung der Richards-Gleichung in einem homogenen Boden
auf jedem Teilgebiet €, © = 1,2, mit der Stetigkeit des physikalischen Drucks und der
des Normalenflusses kann auf dhnliche Weise ein Gebietszerlegungsproblem sowie eine zu-
gehorige schwache Formulierung fir den physikalischen Druck p angegeben werden. Die
entsprechende schwache Formulierung lautet dann:

Gesucht sind p; € V;, i = 1,2, sodass

bi(pi,vi) = (f,vi)a, Vo, € V2, (5.8)
D1r = P2r in A, (5.9
bi(pr, Rip) — (f, Rip)a, = —ba(pa, Rop) + (f, Rapt)o, Y € A, (5.10)

mit
bi (wi, vi) = (ki(w;) Vwg, V) = /kl(wz(x))VwZ(x)Vvl(x) dr  Yw;,v; € V.
Q;

Fiir den Beweis der Aquivalenz der schwachen Formulierung des Gebietszerlegungsproblems
fiir den physikalischen Druck (5.8) - (5.10) und der schwachen Formulierung (5.5) - (5.7),
der stark von der Interpretation der Kirchhoff-Transformation als Superpositionsoperator
abhéngt, siche [7].

5.2 Steklov-Poincaré-Operator-Formulierung

Im Anschluss soll nun eine Steklov-Poincaré-Operator-Formulierung der Probleme (5.8) -
(5.10) bzw. (5.5) - (5.7) angegeben werden.
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Dazu werden fiir ein gegebenes A € A die harmonischen Fortsetzungen u{ = H;(k;(\)) € V;
i = 1,2, der Dirichlet-Randbedingungen ;(\) auf I" betrachtet.

*

uf = G;f seien die Losungen der Teilprobleme (5.5) mit homogenen Dirichlet-Daten

Uq, = 0.
1|09
Aufgrund der Linearitit der lokalen Probleme (5.5), erfiillen die Funktionen

ui = Hy(ki(N) + Gif, i=1,2,
das Problem (5.5) - (5.7) genau dann, wenn

ar(Hi(k1(N)), Rip) + ao(Ha(ka(N)), Ropt) =
= (f, Rip)a, —a1(Gif, Rip) + (f, Rapt)a, — az(Gaf, Rop) Ve A (5.11)

Die Fortsetzungsoperatoren R;, i = 1,2, kénnen beliebig gewéhlt werden, miissen jedoch
stetig sein. Setze: R; = H;.

Die Steklov-Poincaré-Operatoren S; : A — A’ sind wie folgt definiert:
<Sz777:u>1“ = @i(Hﬂ?, HZN) vna % € Av 1= 17 27 S = Sl + 527 (512)

wobei (-, -)p das Dualitétsprodukt zwischen A’ und A bezeichnet.

Weiters sei das Funktional x = x1 + x2 € A’ durch
Xor yp = (f, Hip)e, — ai(Gif, Hip) Vpe A, i=1,2, (5.13)
definiert, siehe auch [29].

Die Bedingung (5.11) kann an dieser Stelle als nichtlineare Steklov-Poincaré-Interface-
Gleichung umformuliert werden:

AEA: (51/%1 + Sg/ﬁg))\ =X (514)
oder dquivalent fiir Ay = Ko A:
)\2 cA: (8151/@51 + SQ))\Q =X. (515)

Satz 5.1. Aufgrund der Definition der Kirchhoff-Transformation (5.1) und der Beziehung
zwischen A und u;
u = Higi A+ Gif, 1=1,2,

sind die schwachen Formulierungen der Gebietszerlegungsprobleme (5.8) - (5.10) bzw.
(5.5) - (5.7) dquivalent zur nichtlinearen Steklov-Poincaré-Gleichung (5.14) bzw. (5.15).
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5.3 Nichtlineare Dirichlet-Neumann-Methode

Ziel dieses Abschnittes ist die Herleitung eines geeigneten iterativen Verfahrens zur Losung
des Gebietszerlegungsproblems (5.8) - (5.10). Fiir den linearen Fall, d.h., dass k;, i = 1,2,
konstante Funktionen sind, ist die Dirichlet-Neumann-Methode ein wohlbekanntes Itera-
tionsverfahren zur Losung von nicht iiberlappenden, elliptischen Gebietszerlegungsproble-
men. Die Aufgabe dieses Abschnittes besteht nun darin, durch Verallgemeinerung des li-
nearen Falles einen nichtlinearen Dirichlet-Neumann-Algorithmus abzuleiten, der in jedem
Iterationsschritt die Losung von zwei linearen Problemen und eine nichtlineare Transfor-
mation auf dem Interface, aber keine weitere Linearisierung, erfordert.

Da fiir eine vollstédndige Analysis die Dampfung in den transformierten Variablen durchge-
fithrt werden muss, wird der Dirichlet-Neumann-Algorithmus fiir das transformierte Pro-
blem (5.2) - (5.4) angegeben. Dieser lautet wie folgt:

Fiir ein gegebenes \) € A suche sukzessive uft* € Vi und u5™ € V5 fiir jedes k > 0,
sodass

—Auftt = f in Q, (5.16)
ub ™ =0 auf 09, (5.17)
bt = gyrg PO auf I, (5.18)
und dann

—Aust = f in Qy, (5.19)
ug =0 auf 0, (5.20)

0 9]
n A 8—nu’§+1 =0 aufl. (5.21)

Der gesuchte Dirichlet-Neumann-Algorithmus angewandt auf die schwache Formulierung
(5.5) - (5.7) besagt schlielich:

Fiir ein gegebenes \) € A suche sukzessive uf™* € Vi und u5™' € V5 fiir jedes k > 0,
sodass

ar (Wi v) = (f, 1), Vo, € VY (5.22)
ulfltl = Kykg A in A (5.23)
und dann
az(us™,v2) = (f,v2)0, Yuy € V3 (5.24)
ap(ust, Hop) = (f, Hap), = —aa (W™, Hyp) + (f, Hip)e, Ve A (5.25)
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Mit einem Dampfungsparameter ¢ € (0, 1) wird die neue Iterierte definiert durch
AT = duit 4 (1= 9) A5, (5.26)

Es soll nun wie im vorherigen Abschnitt 5.2 eine Formulierung mit Steklov-Poincaré-
Operatoren hergeleitet werden.

k+1

Abermals konnen die Iterierten w; ", @ = 1,2, wie folgt dargestellt werden:

ubtt = Hy (WY + Gif i=1,2.

i 2\1"
Dabei seien @' := H,(u k“) die harmonischen Fortsetzungen der Dirichlet-Randbedin-
gungen auf I' und ukJrl = G;f seien die Losungen der Probleme (5.5) mit homogenen

Dirichlet-Randdaten fur 1=1,2.

Mit (5.23) ergibt sich schliefilich
ub ™ = Hy(kiky "2NE) + Gif und  ubtt = Hg(ug‘—i_l) + Gaf.

Durch Einsetzen der Definition der Steklov-Poincaré-Operatoren (5.12) und des Funktio-
nals x aus (5.13) in (5.25), folgt

<51/{1li2 P Sgu]“'l, ,u>F =(x,u)r VpeA (5.27)
Unter Anwendung von (5.26) ergibt sich schliefllich

Sy (ST =N5) =0 (x — (Sikiky ' + S2) A5)  in A
bzw.

A5t = A5 — 055! ((Sik1ky "+ S2)A5 — X) =
= (I =95, " (Sikikg ' 4+ 92)) A5 + 957 in A (5.28)

Offensichtlich ist der geddmpfte Dirichlet-Neumann-Algorithmus angewandt auf
(5.5) - (5.7) ein vorkonditioniertes Richardson-Verfahren fiir die nichtlineare Steklov-
Poincaré—Operator-Formulierung (5.15) mit Sy als Vorkonditionierer. Genauer gesagt ist
die Iteration durch den Operator Ty : A — A gegeben, der wie folgt definiert ist:

Ty: Ny — M5 = M5+ 985" (x — (Sikiky '+ S2) AS) . (5.29)
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Bemerkung 5.3. Dieses Richardson-Verfahren kann verallgemeinert werden indem statt
Sy ein beliebiger Operator B : H~Y2(T') — HY2(T') zur Vorkonditionierung verwendet
wird. Eine Méglichkeit fir die Wahl von B wdre das Einfachschichtpotential V.

Bemerkung 5.4. Fine analoge Formulierung fiir die Interface-Gleichung (5.14) kann auf-
grund der Nichtlinearitit von Sake nicht gewonnen werden, siehe [6].

5.4 Nichtlineare Robin-Methode

Analog zur Herleitung der nichtlinearen Dirichlet-Neumann-Methode soll in diesem Ab-
schnitt durch Verallgemeinerung der Robin-Methode, die fiir den linearen Fall zur Be-
handlung von nicht iiberlappenden, elliptischen Gebietszerlegungsproblemen angewendet
werden kann, ein nichtlinearer Robin-Algorithmus fiir das transformierte Problem (5.2) -
(5.4), der ohne Linearisierung der Transmissionsbedingungen auskommt, angegeben wer-
den.

Die grundlegende Idee dafiir, ist die Umformung der Transmissionsbedingungen

ki H(ur) = Kyt (up) auf I' (5.30)

0 0
= an auf I’ (5.31)

in dquivalente Bedingungen der Form

0 0
B’ffl(ul) + —up = Bﬁgl(uz) + —us auf I’

on on
bzw. )
B'%l_l(ul) - a_nul = B/fg_l(uz) — a—nUQ auf I’

mit einem geeignet gewéhlten Operator B.
Der Robin Algorithmus fiir das Gebietszerlegungsproblem (5.2) - (5.4) lautet:

Gegeben seien der Anfangswert u) € V5 und positive Parameter 7y, ;. Gesucht sind
sukzessive ut ™ € V; und w5t € V; fiir k > 0, sodass

~AufTt = f  inQ, (5.32)
u=0 auf 0Qy, (5.33)

0 0 _ _
[a—nulfH - a—nug] + B [k Lkt — g 1u’§] =0 aufl, (5.34)
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und dann
—Austt = f  in Qy, (5.35)
u=0  auf 00y, (5.36)
0 0 _ _
a—nu’f“ - %u’gﬂ — B [kt — ky'ubt ] =0 auf T, (5.37)

mit einem Operator B : HY2(I') — H~Y/2(T"), der als beschréinkt und H/2(I')-elliptisch
vorausgesetzt wird, das heifit es existiert eine Konstante c? > 0, sodass

(Bv,v)p 2 ¢F [Vl Vo€ HY(D).

Der gesuchte Robin-Algorithmus angewandt auf die schwache Formulierung (5.5) - (5.7)
besagt schliefSlich:

Gegeben sei der Anfangswert uy € V5 und positive Parameter 7y, 7. Gesucht sind sukzes-
sive uitt € Vi und w5 € V; fiir k > 0, sodass

ay (uft ) = (f,v1)a, Vo, € V)P (5.38)
(ar(ui™, Rup) = (f, Rup)a, + az(uz, Rop) — (f, Rept)a,) +
+ (B — kb)), pr =0 Vpe A (5.39)
und dann

as(us ™ va) = (f,v2)0, Yoy € V3 (5.40)

<a’1 (ulf+17 Rl”) - (fv Rl:u)fh + az (U§+1, RQM) - (fv RQM)Q2) -
— Yo(B(r T — kb ) =0 Ve A (5.41)

Néchstes Ziel ist die Herleitung einer Steklov-Poincaré-Operator-Formulierung der Robin-
Methode (5.38) - (5.41).

Der nachfolgende Satz gibt nun eine Verallgemeinerung der linearen Theorie aus [14] an.

Satz 5.2. Das Robin-Iterationsverfahren (5.38) - (5.41) angewandt auf (5.5) - (5.7) ist
dquivalent zur ADI-Methode (Alternating-Direction-Iterative-Methode) angwandt auf die
Steklov-Poincaré-Operator-Gleichung (5.14).

Mit einem gegebenen NS € A lautet die ADI-Methode
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(B + S1k) NIt ) = (X + (1B — Saka) A5, 1) (5.42)
<(’72B + SQFLQ) )\12€+1, /L>F = <X + ("}/QB — Sllil) /\Ierl, ,u>r (543)

suk‘ze§sive fur k > 0.
Die Aquivalenz zur Robin-Methode ist im Sinne von Satz 5.1 gegeben, das heifst durch
uf = Hi(k;(\F) + Gif & N = ri;l(uflr) Vk>0,i1=1,2, (5.44)

)

mit den Iterierten uf aus (5.38) - (5.41). Der Operator der ADI-Methode

T

Y1572

tA— A, T, A — AT (5.45)

und dquivalent dazu die Robin-Iteration sind durch

Mt = (328 + Sara) " (X + (128 = Sik1) (B + Sisn) ! (x+ (1B — Sama) M) ) (5.46)

gegeben.

5.5 Konvergenz der Losungsverfahren

Um die Konvergenz der Dirichlet-Neumann- bzw. der Robin-Methode zu zeigen, werden
die Operatoren Ty bzw. T, ,,, die in (5.29) bzw. (5.45) definiert wurden, néher betrachtet.
Es ist leicht zu sehen, dass ein Fixpunkt A von (5.29) bzw. von (5.46) eine Losung der
Steklov-Poincaré-Operator-Gleichung (5.15) bzw. (5.14) ist.

Weiters ist es moglich, Aussagen, die fiir den linearen Fall gelten, zu erweitern und Be-
dingungen an Ty und T, 5, zu stellen, sodass der Banach’sche Fixpunktsatz angewendet
werden kann.

Die hinreichende Bedingung, damit Konvergenz garantiert werden kann, beinhaltet fiir
die Dirichlet-Neumann Methode, dass Ty : A — A eine Kontraktion ist, wenn nur ¢ klein
genug ist.

Mit Hilfe von Satz 5.3 kann eine Konvergenzaussage fiir die nichtlineare Dirichlet-Neumann-
Methode (5.22) - (5.25) gefolgert werden, die schlielich in Satz 5.4 zusammengefasst wird.

Satz 5.3. Sei X ein Hilbertraum mit dem Dualraum X'. Der lineare und invertierbare
Operator Qs : X — X' sei stetig und koerziv, das heifit es existieren positive Konstante [
und o, sodass

<Q2777N>1‘ < By H77HX ”MHX v, n e X, <Q277777>F > Qg HT7|’§( :
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Der Operator Q1 : X — X' sei Lipschitz-stetig, das heifit es existiert eine Konstante
By > 0, sodass

(Qun — Qup, N < Bulln—pllx M x - Ym0, A € X,

Angenommen es existiert eine Konstante k > 0, sodass

(Q2(n— 1), Q3" (Qn—Qu))p +(Qn—Qu,n—pwyp > klln—ply YnueX

mit Q := Q1+ Q2. Dann besitzt das Problem

AEX: Q =G

mit einem gegebenen G € X' eine eindeutige Losung N € X. Zusdtzlich konvergiert die
Folge, gegeben durch
NHE= N 905" (G — QM)

gegen die eindeutige Losung X € X fiir ein gegebenes \° € X und einen Ddmpfungspara-
meter ¥ € (0, yax) mit

2
kas

B2 (B + 52)2.

ﬁmax =

Der Beweis wird unter Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes durchgefiihrt, sie-
he [6, 29]. Es folgt nun die Konvergenzaussage fiir den nichtlinearen Dirichlet-Neumann-
Algorithmus:

Satz 5.4. Sei Sy beschrdnkt, das heifst

(Son, pyp < Ba 0l llplly,  Vn,pu € A

mit einer positiven Konstanten (o und A-elliptisch, das heifst

(San.m)p > ao [Inllz Vn e A

mit einer positiven Konstanten ao. Weiters sei /ﬁmgl A — A und damit Smm;l
Lipschitz-stetig, das heifit es existiert eine Konstante 3, > 0, sodass

(Sikiky ' — Sikiky , A) < Bulln — plly My V0, X € A
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Angenommen es existiert zusdtzlich eine Konstante k > 0, sodass

) _ k
(Sikiky 'n — Sikiky pym — ) > (5 — az) ln—plly  Vn,me A

Dann  besitzt die Steklov-Poincaré-Operator-Gleichung (5.15) eine eindeutige Ldsung
Ao € A. Auflerdem konvergiert die Folge (5.29) gegen Ay in A fiir ein beliebiges \9 € A und
Y € (0, Vmax) mit
- ko

B (B1 + o)
Die theoretisch optimalen Konvergenzraten poy fiir die zugehérigen optimalen Ddmpfungs-
parameter Uqp sind

max

max

2

k
—Uopt-

d pop=1—
un Popt 252

'Lgopt =

Bemerkung 5.5. Fir den eindimensionalen Fall ist kyry" : A — A Lipschitz-stetig und
Sikiky 't A — A st ein streng monotoner Operator. Damit sind die Voraussetzungen aus
Satz 5.4 erfillt. Fir den Beweis siehe [6].

Es ist nicht bekannt, ob die Voraussetzungen aus Satz 5.4 auch in héheren Dimensio-
nen notwendig sind. Numerische Gegenbeispiele in 2D mit nicht monotonen Operatoren
Sik1ky T+ A — A’ haben gezeigt, dass in diesem Fall trotzdem Konvergenz mit realisti-
schen Konvergenzraten fiir den nichtlinearen Dirichlet-Neumann-Algorithmus mit geeignet
gewdhltem Dampfungsparameter erzielt wird, siehe [9, 6].

Falls Satz 5.4 jedoch angewendet werden kann, ergibt sich das folgende Existenz- und
Eindeutigkeitsresultat fiir das nichtlineare, heterogene Problem (5.8) - (5.10).

Satz 5.5. Fulls die Bedingungen aus Satz 5.4 erfillt sind, ist das Problem (5.8) - (5.10)
wohldefiniert. Auflerdem konvergieren die Iterierten p¥, die gegeben sind durch

gegen p; in'V; fiir k — oo. Der Zusammenhang zu den Iterierten (\§)g>o aus dem Dirichlet-
Neumann-Verfahren (5.22) - (5.26) ist durch \¥ = k3'\s, k >0, gegeben.

Fiir den Beweis siehe [6].

Unter der zusétzlichen Annahme, dass die Probleme aus (5.5) und (5.7) mit stiickweise
linearen finiten Elementen diskretisiert werden und dass auf die Funktionen aus (5.6) nach
erfolgter Kirchhoff-Transformation eine stiickweise lineare Interpolation in den Knoten des
Interface angewendet wird, kann Satz 6.4 auch auf diese Diskretisierung mit den gleichen
Konstanten angewendet werden. Man erhélt dadurch netzunabhingige optimale Konver-
genzraten und optimale Dampfungsparameter.
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Bemerkung 5.6. Zu bemerken bleibt, dass aufgrund der Nichtlinearititen S;k;, i = 1,2, in
der symmetrischen Gleichung (5.14), nicht bekannt ist, ob die Dirichlet-Neumann-Methode
angewendet auf (5.8) - (5.10) fir den ,physikalischen Druck“ X = p;r fir hinreichend

kleinen Ddmpfungsparameter konvergiert.

Im Gegensatz zur Dirichlet-Neumann-Methode, kann fiir die Robin-Methode nur gezeigt
werden, dass die Komposition von T, ., : A — A mit einer stetigen Transformation von
A eine Kontraktion bildet fiir beliebig gewahlte, aber gleiche v; und +5. Um die Konver-
genz der Robin-Methode zu beweisen, wird Lipschitz-Stetigkeit und die strenge Monotonie
von Siky, Seks @ A — A’ bendtigt. Aufgrund von Bemerkung 5.4 sind diese Bedingun-
gen im Eindimensionalen erfiillt. Wiederum gibt es numerische Gegenbeispiele von nicht
monotonen Operatoren, fiir die die nichtlineare Robin-Methode trotz allem mit realisti-
schen Konvergenzraten und geeignet gewéhlten Parametern konvergiert. Im Gegensatz zur
nichtlinearen Dirichlet-Neumann-Methode wird im Falle der nichtlinearen Robin-Methode,
angewandt auf das diskrete Problem, keine Netzunabhéngigkeit der optimalen Konvergenz-
raten und Parameter erzielt, das heifit die Konvergenzraten verschlechtern sich fiir feinere
Vernetzungen.

Satz 5.6. Seiy; = v = > 0 und Q C R. Fiir einen beliebigen Anfangswert \S € A liefert
der Operator T, =T, ,,, der definiert ist durch (5.45) bzw. (5.46), eine Folge (A’;)km, die
in A gegen den Fizpunkt von T, konvergiert. Weiters ergibt sich die Konvergenz der Folgen
(uf), o, und (k;'ul) ., firi = 1,2 definiert in (5.44) gegen die Lisungen von (5.5) -

(5.7) bzw. (5.8) - (5.10).

Unter Durchfithrung der Diskretisierung des Problems (5.5) - (5.7) in der Art, wie sie im
Anschluss an Satz 5.5 angegeben ist, konvergiert die zugehorige diskrete Version der Robin-
Methode gegen das diskrete Problem.

Insgesamt folgen damit fiir die nichtlineare Dirichlet-Neumann-Methode im Kontinuier-
lichen theoretische Konvergenzraten in [0, 1), die, wie sich herausgestellt hat, netzunab-
hédngig sind, also auch fiir die zugehorige diskrete Version zutreffen. Fiir die nichtlineare
Robin-Methode kénnen hingegen weder Konvergenzraten auf dem stetigen Level, noch die
Netzunabhéngigkeit der optimalen Konvergenzraten oder der optimalen Parameter fiir das
diskrete Problem angegeben werden.
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6 Numerisches Beispiel

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der numerischen Behandlung von Randwertproble-
men, die neben Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen zusétzlich auch eine Signorini-
Randbedingung beriicksichtigen. In Abschnitt 6.1 wird zunéchst das zugrundeliegende Mo-
dellproblem betrachtet und eine Diskretisierung mit finiten Elementen angegeben. Im An-
schluss widmet sich Abschnitt 6.2 der Herleitung einer diskreten Variationsungleichung,
fiir dessen numerische Behandlung eine Aktive-Mengen-Strategie angewendet wird, auf die
in Abschnitt 6.3 ndher eingegangen wird. Abschnitt 6.4 beschéftigt sich abschlieBend mit
der Implementierung eines konkreten Modellproblems sowie der Berechnung des Fehlers
der erzielten Naherungslosung.

6.1 Modellproblem

Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit polygonalem Rand 0. Der Rand 0% sei die
disjunkte Vereinigung der Teilmengen I'p, I'y und I's:

00 =TpuUlyUTs.
Unter der Annahme, dass
f=M(u); —div (k. (M(u))e,)

fiir einen gegebenen Zeitpunkt ¢ bekannt ist, kann das Randwertproblem fiir den verallge-
meinerten Druck (1.20) - (1.24) in das folgende vereinfachte Modellproblem umformuliert
werden:

Gesucht ist u € H'(2), sodass

—Au=f in Q, (6.1)
U= gp auf I'p, (6.2)
0
5,8 = 9N auf 'y, (6.3)
3} 0
u < gs, F >0, e (u—gs)=0 auf I'g, (6.4)

wobei f € H™Y(Q), gp € H/*(T'p), gy € H/?(T'y) und gs € H/?(I's).
Die Signorini-Randbedingung (6.4) stellt dabei eine Verallgemeinerung der Signorini-Rand-
bedingung (1.23), bei der gs = 0 vorausgesetzt wurde, dar.
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(T) >0 sel eine Folge von zuldssigen Unterteilungen von 2 in finite Dreieckselemente 7
deﬁnlert wie in (4.1). Weiters wird vorausgesetzt, dass die finiten Elemente 7; der Untertei-
lung formregulér sind, d.h. es gelte (4.2). Fiir die Definition des Volumens A;, der lokalen
Maschenweite h; und des Durchmesseres d; eines finiten Elements siehe ebenfalls Kapitel
4.

6.2 Herleitung der Variationsformulierung

Fiir die Herleitung einer Variationsformulierung von (6.1) - (6.4) wird die erste Green’sche
Formel benotigt:

a(u,v) = / —Au) va&—l—/guvdsgc (6.5)

r

mit der symmetrischen Bilinearform

a(u,v) :/Vu~Vvdx

fiir hinreichend oft differenzierbare Funktionen w und wv.
Die Variationsformulierung fiir das Signorini-Randwertproblem (6.1) - (6.4) lautet somit:

Gesucht ist u € K := {w € H(Q) : w = gp auf T'p,w — gg < 0 auf I's}, sodass

a(u,v—u):/f(v—u) dx—l—/gN(v—u) dsx+/aﬁu(v—u) ds, Yvek. (6.6)

n
'y s

Mit der Signorini-Randbedingung (6.4) kann das Integral iiber den Signorini-Rand wie folgt
abgeschétzt werden:

/—u v—u) ds, = / U—gs ) ds, — / u(u— gg) ds, <O0. (6.7)

%,_/
<0

Damit ergibt sich die Variationsungleichung:

Gesucht ist u € K, sodass

a(u,v—u)ﬁ/f(v—u) d:zc—i—/gN(v—u) ds, Vv € K. (6.8)

Q 'y
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Das néchste Ziel ist die Herleitung einer diskreten Variationsungleichung.

Als Ansatzraum wird S}(7;) € H'(Q), der Raum der in H'(Q) stetigen Funktionen, die
linear auf jedem Dreieck 7, € 7 sind, gewé&hlt. Das endlich dimensionale Analogon zur
Menge K wird wie folgt definiert:

Ky = {Uh € HI(Q> : vh(xl) = gD(SCZ) fir z; € I'p bzw. vh(:z;l) — gS(Il) < Ofiir a; € Fs}
(6.9)

mit den Dreiecksknoten z; der Unterteilung 7; und dem Ansatz
on(x) =) vipi (),
i=1
wobei ] die stiickweise linearen Basisfunktionen bezeichnen.

Weiters sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit gy = 0. Damit ergibt sich die diskrete
Variationsungleichung fiir das Signorini-Randwertproblem:

Gesucht ist uy, € Ky, sodass

a (up,vp —up) < /f (vp, — up) dx Yoy, € Kp,. (6.10)
Q

Aquivalent dazu ergibt sich:

Gesucht ist u € R, sodass
(Kpu,v—u) < (f,v—u) (6.11)

mit

Kyl k] =a(er@),  fll:=(fa) ki=1...M

fiir alle v € RM — vy, € K.

6.3 Aktive-Mengen-Strategie

In diesem Abschnitt wird néher auf die Aktive-Mengen-Strategie eingegangen, die fiir die
numerische Behandlung der Signorini-Randbedingungen benotigt wird. Fiir eine weiterfiih-
rende Theorie siche zum Beispiel [20], [22].
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Es werde das folgende reine Signorini-Randwertproblem betrachtet:
—Au=f inQ (6.12)

2u >0, é%u (u—gs) =0 aufI'=00. (6.13)

Die grundlegende Idee der Aktiven-Mengen-Strategie zur Losung des Randwertproblems
(6.12) - (6.13) lautet nun wie folgt:

Es werde die Menge der Randknoten in eine aktive Menge und eine inaktive Menge un-
terteilt. Zu Beginn seien alle Randknoten aktiv. Weiters seien I4 bzw. [; die Indexmengen
der aktiven bzw. der inaktiven Knoten. Durch so eine Aufteilung der Randknoten in ak-
tive und inaktive Knoten kann das betrachtete reine Signorini-Randwertproblem (6.12) -
(6.13) in ein Randwertproblem umformuliert werden, bei dem die aktiven Knoten einer
Dirichlet-Randbedingung und die inaktiven Knoten einer Neumann-Randbedingung genii-
gen miissen. Nach Berechnung der Naherungslosung ist schliellich zu iiberpriifen, ob diese
Losung zuléssig ist. Das heifit es muss iiberpriift werden, ob die Signorini-Randbedingung
(6.13) in jedem Randknoten erfiillt ist. Ist diese in mindestens einem Knoten verletzt, so
muss eine neue Aufteilung des Randes in aktive und inaktive Knoten vorgenommen und
eine neue Niaherungslosung berechnet werden. Dieses Vorgehen wird solange iteriert, bis
die Sigorini-Randbedingung in jedem Randknoten erfiillt ist.

Im Folgenden wird die Aktive-Mengen-Strategie im Diskreten hergeleitet.
Analog zu Abschnitt 6.2 kann nun unter Anwendung der ersten Green’schen Formel (6.5)
eine Variationsformulierung fiir das Randwertproblem (6.12) - (6.13) hergeleitet werden.

Diese lautet wie folgt:

Gesucht ist u € K := {w € H' () : w — g, < 0 auf I'}, sodass

(u,v —u) /f v—u d:v+/—u v—u) ds, Vv e K. (6.14)

Unter Beriicksichtigung der Signorini-Randbedingung (6.13) kann das Randintegral aus
(6.14) abgeschétzt werden, sodass sich die folgende Variationsungleichung ergibt:

Gesucht ist u € K, sodass

a(u,v—u)g/f(v—u)dx Vv e K.

Q

Fiir die Herleitung einer diskreten Variationsungleichung definiere die endlich dimensionale
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Menge
Ky = {v, € H(Q) : vp(x) — gs(2) <O fiir 3, €T}

Die diskrete Variationsungleichung fiir das reine Signorini-Randwertproblem (6.12) - (6.13)
stimmt mit der in Abschnitt 6.2 hergeleiteten diskreten Variationsungleichung (610) fiir
das Randwertproblem (6.1) -(6.4) bis auf die endlich dimensionale Menge /C;, iiberein. Aqui-

valent zur diskreten Variationsungleichung ergibt sich:
Gesucht ist u € RM, sodass
(Khw,v—u) < (fru—u)  YoeRY —u, € Ky

Definiere

Dann folgt mit (6.15)

Betrachte nun fiir j =1,..., M
v; < Uy §95j7 v; = u; fiir @ # .
Unter Beriicksichtigung von (6.16) ergibt sich fiir diese Wahl von v:

M
0> Z)\i(vi_ui) = \j (v; — uy)
i=1 A

<0

und damit die Bedingung A; > 0. Andererseits folgt fiir v = g s

M M M
O>Z>‘Z(vz UZ)ZZ(W—QSZ)_Z Ai (u;i—gs,) >0
i=1 i=1 =1 3 T
=0 N v

und damit die Bedingungen
ui < gs;, A >0, Ai(u;—gs) =0.
Diese Bedingungen sind dquivalent zu

Ai =max {0, \; + ¢(u; — gs,)}  Ve>0.

Der Aktive-Mengen-Alogrithmus kann damit wie folgt zusammengefasst werden:

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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Zu 16sen ist die diskrete Variationsungleichung:

Gesucht ist uy € V := {wy, € HY(Q) : wy(x;) = gs(xy) fiir ; € Tp}, sodass

a(up,vp) = | fopdx (6.18)
/

fiir alle v, € {wy, € H'(Q) : wy(x;) = 0 fiir 2; € Tp}. Aquivalent dazu ist das Gleichungs-
system:

Gesucht ist u € R, sodass

(Khu,v) = (f,v) VveRM < v, € Ky (6.19)

Es sei u* die Losung von (6.19) im k-ten Schritt.

1. Berechne den Losungsvektor u* von (6.19) sowie A\* = K,u* — f.

2. Uberpriife:
- uf—gs, <0 auf Tk, ie I
- ANF>0 aufTh i€y
3. Falls die Bedingungen erfiillt sind, dann STOP. Andernfalls berechne die neue Auf-
teilung des Randes I' durch
- D= {a, €T M+ e (uf — gg,) > 0}
- TR = {xz el: /\f—l—c(uf—gsi) SO}

mit einer beliebigen Konstanten ¢ > 0 und gehe zuriick zu 1.

6.4 Beispiel und Resultate

Es werde das Modellproblem (6.1) - (6.4) aus Abschnitt 6.1 mit gy = 0 betrachtet.
Die diskrete Variationsformulierung sowie die dazu dquivalente Matrix-Vektor-Darstellung
wurden bereits in Abschnitt 6.2 hergeleitet, siehe (6.10) bzw. (6.11).

Bei der Implementierung werden zunéchst die lokalen Steifigkeitsmatrizen und die loka-
len rechten Seiten ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen aufgestellt. Das heifit es
werden fiir jedes Element 7, K, ; und (f, (’Oll>n berechnet und anschlieend zu einer globalen
Steifigkeitsmatrix und einem globalen Lastvektor assembliert.

76



6.4 Beispiel und Resultate

Erst danach wird die Dirichlet-Randbedingung beriicksichtigt. Dabei behilft man sich der
Tatsache, dass die gesuchte Néherungslosung u aufgespalten werden kann in u = u, + u,
mit

fiir g NV fir i
Uo[Z] _ 0 . ur ¢ € Yhs Ug[Z] _ gD(xl) ur ¢ € Th) (620)
uli] sonst. 0 sonst.

fir ¢+ = 1,..., M, wobei 7, die Indexmenge der Dirichlet-Randknoten bezeichne. Da die
Dirichlet-Randbedingung in den zugehorigen Knoten bekannt ist, entpricht diese Aufspal-
tung der Ndherungslosung einer Aufteilung in bereits bekannte und in unbekannte Eintréage
des gesuchten Losungsvektors u. Damit kann (6.11) wie folgt umgeschrieben werden:

Gesucht ist u, € RM, sodass
(Khug,v —u) > (f,0—u) — (Kpu,, v —u) . (6.21)

Im Anschluss werden die Zeilen bzw. Spalten, die zu Dirichlet-Knoten gehéren, aus der
globalen Steifigkeitsmatrix K, und aus dem Vektor der rechten Seite von (6.21) gestrichen.

Die resultierende Matrix K, und der resultierende Lastvektor f sind von der Dimension
(Anzahl Knoten— Anzahl Dirichlet-Knoten). Die Matrix K, ist auerdem symmetrisch und
positiv definit, woraus die Existenz ihrer Inversen folgt, die bei der Beriicksichtigung der
Signorini-Randbedingung notwendig sein wird.

In Abschnitt 6.3 wurde bereits eine Aktive-Mengen-Strategie vorgestellt, die in weiterer
Folge auf das Randwertproblem (6.24) - (6.27) bzw. auf die zugehorige diskrete Variations-
ungleichung angewendet werden soll. Wie zuvor gezeigt, konnen die Signorini-Knoten aus
der aktiven Menge als Dirichlet-Knoten, die der Randbedingung

uli] = gs(z;) Vi€l (6.22)

geniigen, betrachtet werden. Die grundlegende Idee ist jetzt, diese Dirichlet-Randbedin-
gungen (6.22) als Nebenbedingung eines Sattelpunktproblems zu beriicksichtigen, wodurch

insbesondere eine direkte Berechnung von \ := K nu — | gewéhrleistet wird.

Das zu losende lineare Gleichungssystem lautet schliellich:

Ky —BI\ (u) _ ([
By 0 A B g
wobei gli] = gs(x;) fiir i € I4. B, € RMa*M it der Anzahl der aktiven Knoten My, ist

eine Matrix, die in jeder Zeile genau eine Eins enthélt und zwar in jener Spalte, die der
globalen Knotennummer des betrachteten aktiven Knotens entspricht (nach Streichung der
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Dirichlet-Knoten).

Da die Matrix K » invertierbar ist, kann zunéchst die Inverse iterativ mit dem CG-Verfahren
mit einer relativen Genauigkeit € = 1078 bestimmt und im Anschluss das Gleichungssystem
in das nachfolgende Schur-Komplement-System umgeformt werden:

ByK;'BIA =g — ByK; ' f.

Obiges Schur-Komplement-System wird jetzt mit dem CG-Verfahren mit diagonaler Vor-
konditionierung nach A\ aufgelost. Die Losung w folgt schliellich aus

u=K;'BIA+K;'f.

Laut Schritt 2 der Aktive-Mengen-Strategie miissen nun die Bedingungen
Ai] >0 Viels, wuli]—gs(z)<0 Viel (6.23)

iiberpriift werden.

Falls alle Bedingungen erfiillt sind, muss nur noch der Losungsvektor u auf die volle Di-
mension M (=Anzahl der Knoten) gebracht werden. Dies erfolgt, indem an die Stellen des
Losungsvektors, die zu Dirichlet-Knoten gehoren, der Dirichlet-Randwert gp geschrieben
wird.

Falls die Bedingung jedoch fiir mindestens einen Signorini-Knoten verletzt ist, so werden die
aktive und die inaktive Menge laut Schritt 3 der Aktive-Mengen-Strategie neu bestimmt,
wobei hier die Konstante ¢ = 1 gewéhlt wird. Konkret bedeutet das, dass ein aktiver Kno-
ten fiir den die zugehorige Bedingung A > 0 nicht erfiillt ist, im néchsten Iterationsschritt
inaktiv wird und umgekehrt.

Diese Vorgehenweise wird so lange iteriert, bis die Bedingungen fiir alle Signorini-Knoten
erfiillt sind und somit eine Naherungslosung des Randwertproblems gefunden ist.

Die néchste Aufgabe besteht nun darin, den Fehler der berechneten Néherungslosung des
nachfolgenden Modellproblems in der Ly-Norm anzugeben.

Gesucht ist u, sodass

—Au(z,y) = -2 in Q CR?* (6.24)
u(z,y) = 2* auf I'p, (6.25)
0
%u(:v,y) =0 auf 'y, (6.26)
@) <3 Suley) 20, uley) (ulry) - | =0 s, (627)
u\r,y =y anu x,y) =Y, anu T,y) (ulxr,y A - au S .
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6.4 Beispiel und Resultate

mit Q = (0,1) x (0,1).

Die Fehlerberechnung wird dabei unter der Annahme, dass die exakte Losung u = x°
bekannt ist, durchgefiihrt.

Zu bestimmen ist das nachfolgende Integral

lu = unlFo@y = [ lu(@) = un(@) do = [u(x) = wn(2)[* da.

Dieses Integral kann durch Transformation auf das Referenzelement 7 und anschlieender
numerischer Integration durch Anwendung einer 7-Punkt-Gauss-Formel fiir Dreiecksberei-
che berechnet werden.

Die nachstehende Tabelle gibt den berechneten Fehler der Naherungslosung des betrach-
teten Modellproblems (6.24) - (6.27) in der Ly-Norm an.

N M DoF Tt [lu—ulp,q eoc
16 13 5 6 3.077T—-2

64 41 25 7 T7.769 -3 1.986
256 145 113 8 1.949-3 1.995
1024 545 481 9 4.856—4 2.005
4096 2113 1985 10 1.213—4 2.001
16384 8321 8065 11 3.031—-5 2.000

Dabei steht N fiir die Anzahl der Elemente, M fiir die Anzahl der Knoten, DoF fiir die
Anzahl der Freiheitsgrade, It fiir die Anzahl der Iterationen der Aktiven-Mengen-Strategie
und eoc bezeichnet die experimental order of convergence, also die Konvergenzordnung.
Mit der Theorie iibereinstimmend ergibt sich fiir den Lo-Fehler der Ndherungslosung eine
quadratische Konvergenzordnung.
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