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Inhaltsangabe

Diese Diplomarbeit befasst sich mit Risikomanagement im Finanz- und Ver-
sicherungssektor und den damit verbundenen mathematischen Methoden um
geeignete MafSe fiir Risiken zu berechnen. Nach Erlduterung der verschiede-
nen Risikotypen werden sowohl die aktuellen, als auch die fiir die Zukunft ge-
planten Vorschriften fiir die Berechnung der Solvabilitits- und Kapitalanfor-
derungen eines Unternehmens vorgestellt, wobei in dieser Arbeit das Haupt-
augenmerk auf den Versicherungssektor gerichtet ist. Weiters werden einige
Risikomafle definiert und Standardmethoden vorgestellt, die zur Berechnung
dieser dienen. Diese Methoden basieren meist auf Normalverteilungsannah-
men, welche die Risikofaktoren in der Realitdt aber nur selten zufriedenstel-
lend abbilden. Im letzten Kapitel wird deshalb eine Methode vorgestellt, die
es ermoglicht, Ristkomafle wie z.B. den Value-at-Risk mit Hilfe von Copulas
zu berechnen.






Abstract

This thesis deals with risk management in the finacial and insurance sector
and with the associated mathematical methods used to estimate risks. After
detailing various types of risk, current as well as planned future regulati-
ons for the calculation of the Solvency Capital Requirements of a company
will be introduced. The main focus of this thesis lies, however, on insurance
companies. Most risk estimation methods used in practice are based on the
assumption of normally distributed risk factors, which is usually not fulfilled.
Thus the final chapter will present a method, which enables the calculation
of risk measures, such as the Value at Risk, by applying copula modeling.
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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Motivation

In dieser Arbeit wird auf finanzielle Risiken im Banken- und Versicherungs-
sektor eingegangen, wobei das Hauptaugenmerk speziell den Versicherungs-
risiken gilt.

Was ist Risiko?

Risiko ist die Moglichkeit des Eintretens eines Schadens bzw. Verlustes im
negativen Fall (Gefahr) oder eines Nutzens bzw. Gewinns im positiven Fall
(Chance).

Héufig wird im Zusammenhang mit finanziellen Risiken aber nur die Méglich-
keit eines Schadens bzw. Verlustes verstanden.

Definition 1.1.1 (Risiko).
Unter Risiko versteht man eine Zufallsvariable X, die nur nicht-negative
Werte annimmd.

Bei finanziellen Risiken werden folgende Typen (siehe auch [21]) unterschie-
den, wobei die Kategorien allerdings nicht immer klar voneinander abge-
grenzt werden konnen:

e Marktrisiko: Risiko, das durch Preisentwicklung entsteht (Schwan-
kungen von Aktienkursen, Zinssétzen ... ).

e Kreditrisiko: Risiko, des ganzen oder teilweisen Ausfalls der Gegen-
partei und damit der Nichterfiillung oder nur teilweise Erfiillung von
Zahlungsanwartschaften.
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e Operationelles Risiko: Risiko, das durch Fehler von Menschen oder
Systemen entsteht.

e Versicherungstechnisches Risiko: Risiko der unerwarteten Abwei-
chung des tatsichlichen Schadenaufwands vom Erwarteten. Es setzt
sich zusammen aus den beiden Risikoarten Prdamienrisiko (Risiko, dass
die errechnete Pramie nicht ausreicht, um die zukiinftigen Verpflichtun-
gen aus dem laufenden Geschift zu begleichen) und Reservierungsrisi-
ko (Risiko, dass die Schadensreserven nicht zur Abwicklung des bereits
gezeichneten Geschéfts ausreicht).

Risikomanagement dient nun dazu mit diesen Risiken planvoll umzugehen.
Aufgaben des Risikomanagements:

o Identifikation von Risiken;

Bewertung und Messung von Risiken;

Bewéltigung von Risiken;

Steuerung von Risiken;

Monitoring (d.h. Uberwachung und Fritherkennung).

Allgemein kann zwischen quantitativem und qualitativem Risikomanage-
ment unterschieden werden. In Finanzdienstleistungsunternehmen kommen
hauptséchlich quantitative Risikomanagementmethoden zum Einsatz. Dabei
handelt es sich um Modelle mit denen Risiken in Geldeinheiten quantifiziert
werden. Diese Bewertung von Risiken ist fiir Finanzdienstleistungsunter-
nehmen von entscheidender Bedeutung, da alle Versicherungen und Banken
bewusst Risiken eingehen, um Gewinn zu erwirtschaften.
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1.2 Historische Entwicklung des Risikomana-
gements

In diesem Kapitel méchte ich einige wichtige historische Ereignisse aufgreifen,
die modernes Risikomanagement fiir die Finanz- und Versicherungsindustrie
geformt und gepragt haben.

Die priméaren Ausloser fiir die rasche Entwicklung im Bereich des Risikoma-
nagements in den letzten Jahrzehnten waren:

e Finanzinnovation und Derivate: Fortschritte in der Finanztheorie,
der Informationstechnologie, sowie der Bedarf an neuen Instrumenten
fiir den Risikotransfer fithrten zu einem rasanten Wachstum der Deri-
vatenmarkte.

e Die Olkrise in den 70er Jahren fiihrte zur Zunahme der Volatilitéit !,

e Aufgrund starker Wechselkursschwankungen nach der Abschaffung des
Bretten-Woods Systems fester Wechselkurse forderten Verbraucher Fi-
nanzprodukte um sich abzusichern.

e Abbau der Handelsschranken.
e Starkes Umsatzwachstum an Finanzmaéarkten.

e Grofle Verluste im Bankensektor (Quellen: [26], [27])
1993  Metallgesellschaft
1994  Orange County
1995  Barings Bank
1998 LTCM (Long Term Capital Management)
2001  Bankgesellschaft Berlin
2002  Allied Irish Banks
2008 Lehman Brothers, Bear Stearns.

Die Finanzwelt reagierte und entwickelte mathematische Modelle zur inter-
nen Risikokontrolle und legte gesetzliche Bestimmungen iiber das Volumen
des Sicherheitskapitals fest.

Wolatilitat = Standardabweichung der Verénderung; Schwankung von Zinssétzen, De-
visen und Wertpapierkursen
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Bereits 1974 wurde das Basel Comitee on Banking Supervision von den Zen-
tralbanken und Bankenaufsichtsbehérden der G10-Staaten? gegriindet. Die
Hauptaufgabe besteht darin, méglichst einheitliche Standards in der Banken-
aufsicht einzufithren. Der Ausschuss arbeitet Empfehlungen und Richtlinien
aus, die jedoch gesetzlich nicht zwingend sind.

Im 1. Basel Abkommen (1988) wurden Regelungen fiir internationale Min-
destkapitalanforderungen, insbesondere bzgl. Kreditrisiko, beschlossen. 1996
formulierte eine Novelle standardisierte Modelle fiir Marktrisiko mit einer
Option fiir groflere Banken zur Verwendung von Value at Risk Modellen.
Im 2. Basel Abkommen 2004 wurde ein neues Prinzip ins Leben gerufen.
Demnach stiitzt sich Risikomanagement auf folgende 3 Saulen:

e Mindesteigenkapitalanforderungen;
e Bankenaufsichtlicher Uberwachungsprozess:

e Marktdisziplin (Erweiterte Offenlegung).

Parallel zum Bankensektor wurde auch im Bereich der Versicherungen mit
Regulationsmafinahmen begonnen.

2Group of Ten: 1962 gegriindet von den USA, Kanada, Grofibritannien, Frankreich,
Deutschland, Italien, Belgien, den Niederlanden, Schweden und Japan; 1983 trat auch die
Schweiz bei, der Name G10 blieb aber erhalten.
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1.2.1 Solvency I - Die aktuelle EU-Solvabilitidtsrege-
lung in der Versicherungswirtschaft

Die ersten Solvabilitdtsvorschriften der EU wurden 1973 und 1979 in zwei
Richtlinien gefasst, die die Versicherer zur Bildung eines Kapitalpuffers ver-
pflichteten. An dieser Regelung wurde nur wenig verindert, bis 2002 die
Solvency I Richtlinien verabschiedet wurden, die seit 2004 verbindlich sind.
Die Solvabilitédtsanforderungen miissen jederzeit erfiillt sein und auch einige
Komponenten, wie z.B. hhere Mindestgarantiefonds®, wurden korrigiert. Die
Aufsicht und die Eingriffsméglichkeiten der Versicherungsaufsichtsbehtérden
wurden erweitert.

Solvabilititsberechung nach Solvency I laut [3] bzw. [25]:

Jedes Versicherungsunternehmen hat Eigenmittel in der Hohe des Mindestga-
rantiefonds (fixe Eigenmittelerfordernis) zu halten. Ist die geforderte Solva-
bilitdtsspanne (variable Eigenmittelerfordernis) hoher als dieser Wert, stellt
diese das relevante Erfordernis dar.

Fiir die Schadensversicherung ist die geforderte Solvabilitéitsspanne definiert
als der Beitrags- oder Schadensindex, je nachdem, welcher dieser beiden Wer-
te hoher ist.

e Priamienindex: 18% der ersten 53,1 Mio EURO Bruttopramien und
16% der diesen Betrag iibersteigenden Pramien werden ermittelt und
summiert. Multipliziert man diese Summe mit dem Selbstbehaltssatz
erhédlt man den Prédmienindex.

e Schadenindex: 26% der ersten 37,2 Mio EURO Bruttoschiden* und
23% der restlichen Bruttoschiden werden ermittelt und summiert. Mul-
tipliziert man diese Summe mit dem Selbstbehaltssatz erhélt man den
Schadenindex.

Der Selbstbehaltssatz ergibt sich aus der Hohe der vom Versicherungsunter-
nehmen im Eigenbehalt zu tragenden Aufwendungen fiir Versicherungsfille

3 Als Mindestgarantiefonds wird die Mindesteigenmittelerfordernis eines Versicherungs-
unternehmens bezeichnet. Er wurde auf ein Drittel der geforderten Solvabilitéitsspanne
festgelegt und ist je nach Versicherungssparte ein fester Wert zwischen 2,7 Mio Euro und
4,3 Mio Euro; §73f VAG Abs. 2 und 3.

“Hierbei ist die durchschnittliche Schadenserfahrung der letzen 3 Geschéftsjahre zu
berticksichtigen. Bei Versicherern, die iiberwiegend Kreditausfall-, Sturm-, Hagel- oder
Frostrisiken zeichnen, sind die letzten 7 Geschiftsjahre mafigeblich.



6 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

in Relation zu den insgesamt zu leistenden Aufwendungen. Der Selbstbe-
haltssatz ist also der Quotient der Netto- und Bruttoschidden, wobei der
Durchschnitt der letzten 3 Jahre angenommen wird.

In der Haftpflicht (auBer Motorfahrzeug-) sowie Transport- und Luftfahrt-
versicherung wird der Index mit dem Faktor 1,5 multipliziert.

Fiir Lebensversicherungen wird die Solvabilitdtsspanne folgendermafien be-
rechnet:

4%5 der mathematischen Deckungsriickstellungen werden mit einem Selbst-
behaltssatz von mindestens 85% multipliziert. Zusitzlich werden 0,3%° des
Risikokapitals mit einem Selbstbehaltssatz der Risikosumme’ von mindes-

tens 50% multipliziert und addiert.

Erfillt das verfiighare Kapital die Solvabilitdtsanforderungen nicht, so
konnen die Aufsichtsbehorden den betreffenden Versicherer zu Gegenmaf-
nahmen verpflichten.

Eine Stdrke von Solvency I liegt in seiner Einfachheit und der unterneh-
mensiibergreifenden Vergleichbarkeit der Ergebnisse. Jedoch wird das spezi-
fische Risikoprofil eines Unternehmens nicht beriicksichtigt.

Sbei fondgebundenen 1%

6Bei der reinen Risikolebensversicherung mit einer Laufzeit von bis zu drei Jahren
betrégt der Faktor 0,1%, mit einer Laufzeit zwischen drei und fiinf Jahren 0,15%.

"Die Risikosumme ist der Hochstbetrag des Risikos fiir den Versicherer; in der Kapi-
tallebensversicherung ist dies die Differenz zwischen der Todesfallleistung und dem bereits
gebildeten Deckungskapital, in der Risikolebensversicherung und der Unfallversicherung
entspricht die Risikosumme der Versicherungssumme.
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1.3 Solvency II

Da der Versicherungssektor in den letzten Jahrzehnten enorm an Grofie und
Komplexitat gewonnen hat, wurde im Jahr 2001 von der EU-Kommission
das Projekt Solvency II eingeleitet. Ziel dieses neuen Projekts ist es den Ver-
sicherungsnehmer zu schiitzen und einen Solvabilitéits-Maflstab vorzugeben,
der den Risiken, denen ein Versicherer ausgesetzt ist, besser gerecht wird als
im bisherigen Solvency I Abkommen. Auflerdem soll die Marktentwicklung
mitberiicksichtigt werden und eine unnétige Uberkapitalisierung vermieden
werden. Bis 2012 soll Solvency II vollstandig umgesetzt werden.

Solvency II wird im Gegensatz zu Solvency I Modelle beinhalten, die auf
mehreren Risikofaktoren basieren und wird auflerdem den Versicherern An-
reiz schaffen, eigene interne Modelle zur Berechnung ihrer Solvabilitédtsanfor-
derungen einzufiihren.

Ahnlich wie Basel II im Bankensektor basiert auch Solvency II auf einem
3-Séulen-Konzept, bestehend aus [3]:

Sdule 1: Quantitative Anforderungen:

e Grundlagen fiir die Berechnung versicherungstechnischer Riick-
stellungen

e Mindestkapital-Anforderungen

e Solvabilitdtskapital- Anforderungen

e Anlagevorschriften
Saule 2: Qualitative Anforderungen:

e Prinzipien fiir interne Kontrolle und Risikomanagement

e Aufsichtsrechtliche Uberpriifung
Saule 3: Marktdisziplin:

e Offenlegung

e Transparenz
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Séule 1 - quantitative Anforderungen: Vorschriften iiber finanzielle
Ressourcen

Saule 1 beinhaltet einige Vorschriften iiber versicherungstechnische Riickstel-
lungen, Kapitalanlagen und Kapitalanforderungen.

Einer der Hauptunterschiede zwischen Solvency I und Solvency II ist die
Einfiihrung einer marktnahen Bewertung von Vermogenswerten und Ver-
bindlichkeiten. Anhand dieser werden die Kapitalanforderungen berechnet:
[6]

e Die Solvabilitits-Kapitalanforderung (Solvency Capital Requirement,
SCR)

,sollte eine Kapitalausstattung gewéhrleisten, die ein Ver-
sicherungsunternehmen in die Lage versetzt, erhebliche un-
vorhergesehene Verluste aufzufangen und den Versicherungs-
nehmern eine angemessene Sicherheit gibt, dass Zahlungen
bei Filligkeit geleistet werden. Sie sollte den Kapitalbetrag
widerspiegeln, der erforderlich ist, um alle Verpflichtungen
iiber einen bestimmten Zeithorizont mit einem definierten
Konfidenzniveau zu erfiillen.

Somit sollten alle bedeutenden quantifizierbaren Risiken, denen ein Ver-
sicherer ausgesetzt ist (Versicherungs-, Anlage-, Kredit-, Betriebs- und
Liquiditétsrisiken) in ihre Berechung einbezogen werden.

e Die Mindestkapitalanforderung (Minimum Capital Requirement,
MCR) bezeichnet

,die Hohe des Kapitals, bei deren Unterschreitung die Ak-
tivitdt eines Versicherungsunternehmens ein unannehmba-
res Risiko fiir die Versicherungsnehmer darstellen. Wenn das
verfiighare Kapital eines Unternehmens unter die Mindestka-
pitalanforderung fallt, sollten ultimative aufsichtsrechtliche
Mafinahmen ausgelost werden. Die Mindestkapitalanforde-
rung sollte eine einfache, robuste und objektive Grofle sein.

Fiir die Berechnung der Solvabilitéits-Kapitalanforderung miissen ein Risi-
komafl und ein Konfidenzintervall festgelegt werden. Als Risikomaf eignet
sich besonders der Expected Shortfall (Definition 2.2.13), der im Gegensatz
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zum Value at Risk (Definition 2.2.7) die Kriterien fiir ein kohérentes Risiko-
maf erfiillt (siehe Kapitel 2.2.4). Als Konfidenzintervall zieht CEIOPS® ein
VaR-Niveau von 99,5% in Betracht, das einer Zielausfallwahrscheinlichkeit
von 0,5% entspricht und legt einen Zeithorizont von einem Jahr als generelle
Basis fiir die Solvabilitéts-Kapitalanforderungen fest.

Die Berechnung von SCR und MCR soll entweder anhand des Standardsatzes
oder anhand eines internen Risikomodells des Versicherers erfolgen, dass von
der Aufsichtsbehorde gepriift und genehmigt werden muss. Interne Modelle
ermoglichen den Versicherern, ihr Solvabilitdtskapital genau dem Risikoprofil
des Unternehmens anzupassen.

In dieser Arbeit méchte ich im Weiteren hauptséchlich auf die Moglichkeiten
eines internen Modells eingehen. Bevor dafiir die mathematischen Grundla-
gen erarbeitet werden, mochte ich noch kurz auf die wichtigsten Punkte der
Séulen 2 und 3 eingehen.

Siule 2 - Qualitative Anforderungen: aufsichtsrechtliche Uber-
priifung und Risikomanagement

Der erste Teil dieser Séule beinhaltet Rechte und Pflichten der Auf-
sichtsbehoérden, Prinzipien fiir die Transparenz und Verantwortlichkeit der
Aufsichtsbehérden und ein Peer-Review-Verfahren zwischen den Aufsicht-
behorden.

Der zweite Teil regelt die Prinzipien fiir interne Kontrollsysteme und fiir ein
solides Risikomanagement.

Wichtige Elemente sind:

e Kontrolle interner Risikomodelle

e Stresstests: Dabei wird {iberpriift, wie sich bestimmte Krisenszenarien
(z.B. Borsencrash, wirtschaftliche Rezession, Kursschwankungen) aus-
wirken wiirden

e Governance-Prozesse (Fiihrung, Organisation des Unternehmens)

e Fit and proper Kriterien fiir das leitende Management (Qualifikation
der Vorsténde von Versicherungsunternehmen)

8CEIOPS (Committee of European Insurance and Occupational Pensions Supervisors)
ist mit hochrangigen Vertretern der Aufsichtsbehorden fiir das Versicherungswesen und
die betriebliche Altersvorsorge in den Mitgliedstaaten der EU besetzt.
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e Qualitat der Risikominderung einschliefflich der Riickversicherungen

Dariiber hinaus sollten Risiken, die in Sdule 1 nicht quantifizierbar sind, in
Séule 2 qualitativ beurteilt werden.

Saule 3 - Marktdisziplin: Offenlegung und Transparenz

Die dritte Séule starkt mit Hilfe von Offenlegungs- und Transparenz-
vorschriften die Marktmechanismen und die risikobasierte Aufsicht.
Unternehmen miissen bestimmte Informationen offentlich bekanntmachen,
die zur Marktdisziplin beitragen sollen und helfen, die Stabilitdt von
Versicherern und Riickversicherern zu gewahrleisten (Offenlegung). Zudem
werden Unternehmen aufgefordert, dariiber hinausgehende Informationen
ihren Aufsichtsbehérden mitzuteilen (aufsichtliche Berichterstattung). Ziel
ist es, ein umfassendes Bild der Risiken eines Versicherers zu vermitteln.



Kapitel 2

Risikomanagement

2.1 Risikofaktoren und Verteilungsfunktion

Fiir Versicherungsunternehmen ist es typisch, Vertrédge der selben Versiche-
rungssparte (homogene Risiken) zu einem Portfolio zusammenzufassen und
auf den zu erwarteten Gesamtschaden zu untersuchen.

Definition 2.1.1 (Verlust).

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und V (t) der Wert eines Portfo-
lios zum Zeitpunkt t. Fir den Zeithorizont A gilt: Der Verlust des Portfolios
in der Periode [t,t + A] ist gegeben durch:

Wihrend wir annehmen, dass Ly ;4] zum Zeitpunkt ¢ + A gegeben ist, ist
dieser Verlust zum Zeitpunkt t eine Zufallsvariable. Man nennt die Verteilung
von Ly 4 a) die Verlustverteilung.

Da wir in fixen Perioden A messen, gelte ab nun folgende Notation:

V, = V(tA),t €N,

Lit1 = Lyag+1)a) = —(Vigr — V2).

Wir nehmen an, dass der Wert V; eine Funktion der Zeit und eines d-
dimensionalen Zufallsvektors Z; = (Z;1,..., Z4) von Risikofaktoren ist. Es
gilt also

Vi=[f(t,Z), (2.1)

11
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wobei f: Ry x R? — R eine messbare Funktion ist.

Eine Angabe des Portfoliowertes in der Form (2.1) wird Abbildung eines
Risikos genannt.

Definition 2.1.2.
Die Anderung der Risikofaktoren wihrend der Periode [t — 1,t] ist gegeben
durch:

Xy =7y — Zy 4.

Aufgrund von (2.1) kann fiir den Verlust eines Portfolios nun geschrieben
werden:

Lt+1 = —(f(t + 17 Zt + Xt_|_1) - f(t, Zt)
Da Z, zum Zeitpunkt t bekannt ist, ist die Verteilungsfunktion nur durch die

Verteilung der Verdnderung der Risikofaktoren X;,; bestimmt. Wir definie-
ren den Verlustoperator

() = —(f(t+1,Z,+2) — f(t,Z)) z€R’

und haben schlie3lich
Lt+1 = l[t} (Xt+1)-

Falls f differenzierbar ist, dann ldsst sich L;,; approximieren durch

d
Lyt = Ly = — (ft(tv Z)+ Y falt, Zt)Xt+1,z'> ~
=1
Dabei sei f; die partielle Ableitung der Abbildung nach t und f die
partielle Ableitung der Abbildung nach dem i-tem Risikofaktor.

Der zugehorige linearisierte Verlustoperator ist gegeben durch

d
I (x) = — ( fit, Z) + Z £t Zt)xi) :

Diese Approximation ist geeignet, wenn man den Verlust als lineare Funkti-
on der Veranderung der Risikofaktoren darstellen kann. Am giinstigsten ist
sie bei kleinen Verénderungen der Risikofaktoren. (Z.B. wenn wir etwas tiber
einen kurzen Zeithorizont betrachten). Dies stellt ein Problem fiir Versiche-
rungen dar, die das Risiko ihrer Portfolios meist iiber den Zeitraum eines
Jahres messen.
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2.1.1 Bedingte und Unbedingte Verteilung

Um die bedingte bzw. unbedingte Verlustverteilung definieren zu kénnen, ist
es notwendig, vorher einige mathematischen Begriffe zu definieren.

Definition 2.1.3 (Filtration).

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fine Familie (F;),t € T von o-
Algebren heifit Filtration, falls fir alle s,t € T': Fs C Fy gilt. Das heifit (F)
15t aufsteigend geordnet.

Definition 2.1.4 (Zeitreihe).
FEine Zeitreihe ist eine Realisation eines stochastischen Prozesses in diskreter
Zeit: Xt,t S/

Als Zeitreihe bezeichnet man also eine zeitlich geordnete Abfolge von Mess-
werten. Ist deren Verteilung invariant beziiglich einer Zeitverschiebung, nennt
man sie stationéar.

Sei nun (X;)sen die Anderung der Risikofaktoren mit stationérer Verteilung
F, in R?: F, sei die gegebene Information zu einem fixen Zeitpunkt t.

Fi=0({Xs:s<t}).

F; wird also von vergangenen und derzeitigen Risikofaktoridnderungen er-
zeugt und représentiert demnach die Geschichte bis zum Zeitpunkt t. Fx,, |7
ist dann die bedingte Verteilung von X;,; mit jetziger Information F;.

Definition 2.1.5 (Bedingte Verlustverteilung).
Die bedingte Verlustverteilung Fr, |7, ist definiert als die Verteilung des Ver-
lustoperators lyy unter Fx,,, 7. Firl € R gilt:

Fro 7)) = P(Lia < | F) = P(lg(Xe) < U|F).

Bei den meisten, fiir das Risikomanagement relevanten, stationdren Zeitrei-
henmodellen ist die bedingte Verteilung nicht gleich der stationdren Vertei-
lung, aber falls (X;);cy eine unabhéngig und ident verteilte Zeitreihe ist, dann
gilt:

Fx,..|7 = F, ( = stationére Verteilung).
Definition 2.1.6 (Unbedingte Verlustverteilung).
Die unbedingte Verlustverteilung Fy, ., ist definiert als die Verteilung des

Verlustoperators Iy unter der stationdren Verteilung F, fiir die Risikodnde-
rungen.
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Die unbedingte Verlustverteilung ist wichtig, wenn der Zeithorizont, iiber
den der Verlust gemessen wird, sehr grof§ ist. Dies ist hédufig bei Versiche-
rungen und Kreditrisikomanagement der Fall.

Falls die Risikofaktorénderungen eine Folge von iid Zufallsvariablen bilden,
stimmen die bedingte und unbedingte Verlustverteilung iiberein.

Risikomanagement-Methoden, die auf bedingten Verlustverteilungen
basieren, werden oft ,Bedingtes® oder , Dynamisches Risikomanagement
genannt; Methoden, die auf der unbedingter Verlustverteilung basieren,
nennt man ,,Statisches“ Risikomanagement.
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2.2 Risikomessung

Es gibt im Wesentlichen 4 géngige Verfahren zur Messung eines Risikos [12]:
1. Nominalwert-Ansatz
2. Sensitivitidt gegeniiber Risikofaktoren
3. Szenario basierte Risikomafle

4. Verfahren basierend auf die Verlustverteilung

2.2.1 Nominalwert-Ansatz

Diese Methode ist die &lteste und zugleich auch einfachste Art Risiken zu
quantifizieren. Hierbei wird das Risiko durch die Summe der Nominalwerte
der gehaltenen Positionen eines Portfolio reprasentiert. Je nach geschéitztem
Risiko der Asset-Klasse, der die einzelnen Positionen angehoren, kénnen die
Nominalwerte mit einem Faktor gewichtet werden. Verwendet wurde diese
Methode z.B. bei Basel I:

Cooke Ratio : Mindestkapital > Risikoaktiva x Risikogewicht x 8%

D.h. also, dass mindestens 8% der risikogewichteten Aktiva mit Eigenkapi-
tal unterlegt werden miissen. Dabei werden folgende 4 Kreditrisikoklassen
unterschiedlich gewichtet [25]:

0% fiir Forderungen gegeniiber staatlichen Schuldnern (OECD-Staaten)
20% fiir Forderungen gegeniiber Kreditinstituten

50% fiir grundpfandrechtlich gesicherte Realkredite

100%  fiir alle sonstigen Risikoaktiva, d.h. alle Kredite an Unternehmen

Somit erhélt man eine Schranke fiir die Menge des Eigenkapitals, das einem
Portfolio unterlegt werden muss.

Ein Nachteil dieses Verfahrens ist, dass zwischen Long und Short Position
kein Unterschied gemacht wird, und auflerdem beriicksichtigt es keine Diver-
sifikationseffekte. So kann es z.B. passieren, dass ein Portfolio bestehend aus
Anleihen mehrerer Unternehmen dasselbe Risiko aufweist wie ein Portfolio
mit Anleihen eines Einzigen.
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2.2.2 Sensitivitit gegeniiber Risikofaktoren

Bei diesem Ansatz bilden sich die Risikomasse, die Sensitivitédtskoeffizi-
enten genannt werden, aus dem Quotient zwischen der Anderung des
Portfolio-Wertes, ausgelost durch die Anderung eines Risikofaktors. Sie ge-
ben Auskunft dariiber, welchen Beitrag die verschiedenen Risikofaktoren zur
Werténderung des Portfolios leisten. Das erschwert allerdings auch die Ag-
gregierung zum Risikomaf fiir das Gesamtportfolio, da es nicht moglich ist,
die Sensitivitat beziiglich der verschiedenen Risikofaktoren zu verbinden. Das
wichtigste Beispiel fiir Sensitivitéatskoeflizienten bilden die Greeks eines Port-
folios.

2.2.3 Szenario basierte Risikomafle

Bei diesem Verfahren werden maogliche Anderungen der Risikofaktoren in
der Zukunft betrachtet.

Sei N die Anzahl von moglichen Verdnderungen der Risikofaktoren
und sei X = {x1,...,x,} die Szenarienmenge und [},;(.) der Verlustoperator
der Portfolios.

Jedem Szenario wird ein Gewicht w;,1 < ¢ < N zugeordnet und fiir das
Portfolio-Risiko ergibt sich:

max {wll[n} (1), .., wnlpy (:UN)} )

Das Risiko eines Portfolios ist also der maximale gewichtete Verlust des
Portfolios unter allen Szenarien. Die Gewichte dienen zur Reduktion des
Einflusses seltener extremer Szenarien.

2.2.4 Verfahren basierend auf der Verlustverteilung

Hierbei wird der Verlust entweder direkt oder anhand von Risikofaktoren mit
Hilfe einer Wahrscheinlichkeitsverteilung modelliert.

Es werden statistische Mafle auf der Verlustverteilung definiert, die moglichst
viel iiber das Risiko aussagen sollen.Verlustverteilungen konnen somit gut

miteinander verglichen werden, solange es sich um den gleichen Zeithorizont
handelt.
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Ein Nachteil ist allerdings, dass es bei grolen Portfolios schwierig ist Verlust-
verteilungen zu schitzen. Aulerdem wird die Verlustverteilung anhand von
historischen Daten geschétzt und deshalb kénnen diese bei Gesetzesdnderun-
gen am Finanzmarkt unbrauchbar werden.

Risikomalfle

Anforderungen an ein geeignetes Risikomaf
Folgende Kriterien sollten von einem Risikoma8 erfiillt werden [19]:

o Frfassung wesentlicher Risikoaspekte: Das Risiko eines Versicherers
sollte unter Einbeziehen sédmtlicher Aspekte beschrieben werden und
alle Risikofaktoren und ihre méglichen Auswirkungen sollten quantifi-
ziert werden.

o Messung in monetdren Finheiten: Die Dimension des Risikomafles soll-
te Geldeinheiten betragen, um eine direkte Vergleichbarbeit des Risi-
kopotenzials mit der Hohe des Sicherheitskapitals zu ermdglichen.

o Anschauliche Interpretierbarkeit: Eine versténdliche Interpretation soll-
te die Kommunikation innerhalb des Versicherungsunternehmens und
mit den Aufsichtsbehérden ermdoglichen.

o Praktikabilitdt: Das Risikomafl sollte mdglichst leicht zu ermitteln sein
und im Idealfall eine analytische Losung zulassen. Es sollte keine An-
forderungen an zugrunde liegende Daten stellen und keine explizite
Verteilungsfunktion voraussetzen.

o Aussagefihigkeit: Der objektive Vergleich der Ergebnisse der Risiko-
messung sollte zwischen einzelnen Versicherungsunternehmen gewéhr-
leistet sein.

Definition 2.2.1 (Risikomaf).
Sei L eine Menge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Ein Risikomaf auf L ist eine Abbildung p: L — R.

Ein Risikomafl wird als Abbildung definiert, die fiir eine Position mit (zufalli-
gem) Verlust L einen Wert liefert, so dass p(L) — L aus der Sicht der Auf-
sichtskontrolle akzeptabel wird. Das heifit, ein Risikomaf liefert einen Wert
fiir das notwendige Sicherheitskapital. Falls p(L) < 0 kann ein bestehendes
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Sicherheitskapital um den entsprechenden Betrag reduziert werden.
Einen Vorschlag zur Definition von guten Risikomafien liefert [2] durch fol-
gende vier Kohédrenzaxiome:

e Translationsinvarianz;
e Subadditivitét;
e Positive Homogenitét;

e Monotonie.

Definition 2.2.2 (Translationsinvarianz).
FEin Risikomafs p : L — R heifit translationsinvariant, wenn fir alle L € L
und [ € R gilt:

p(L+1)=p(L)+1.

Translationsinvarianz besagt, dass durch Hinzunahme eines gewissen Betrags
1 zu L, sich das Risikomafl genau um den Wert 1 verdndert. Je nachdem, ob
1 positiv oder negativ ist, fallt oder steigt das Risikoma$.

Definition 2.2.3 (Subadditivitit).
FEin Ristkomafl p: L — R heifit subadditiv, wenn fir alle Ly, Ly € L gult:

p(Ly + Lg) < p(L1) + p(L2).

Die Bedingung der Subadditivitéit fordert, dass das Risikomaf} eines Port-
folios nicht grofler sein darf als die Summe der Risikomafle der einzelnen
Positionen. Der Grundgedanke dahinter ist, dass Diversifikation das Risiko
reduzieren kann.

Definition 2.2.4 (Positive Homogenitét).
Ein Risikomaf$ p : L — R heif$t positiv-homogen, wenn fir alle L € L und
A >0 gilt:

p(AL) = Ap(L).

Positive Homogenitét bedeutet, dass das zu einer riskanten Position gehoren-
de Kapital proportional zu ihrer Grofle ansteigt. Diese Eigenschaft kann aus
der Subadditivitatsbedingung abgeleitet werden, wenn man voraussetzt, dass
bei einer Vergroferung keine Diversifikation auftritt. (Vgl. [2])
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Definition 2.2.5 (Monotonie).
FEin Risikomafl p : L — R heifit monoton, wenn fir alle L1, Ly € £ mit
Ly < Ly gilt:

p(L1) < p(La).
Vereinfacht formuliert bedeutet Monotonie, dass Positionen mit héherem
Verlust mehr Sicherheitskapital benotigen.

Das Axiom der positiven Homogenitéat wird héufig kritisiert, da das Risiko
AL fiir sehr grofie Werte fiir A Liquiditédtsprobleme verursachen kann. Daher
sollte zumindest fiir gewisse A

p(AL) > Ap(L),
gelten. Dies ist jedoch aufgrund der Subadditivitdt unmoglich, da fiir n € N
p(nL) = p(L+ -+ L) <np(L)
gilt. Dies fiihrt zu einer neuen Klasse an Risiken:

Definition 2.2.6 (Konvexitét).
FEin Risikomaf§ p : L — R heifit konvexr, wenn fir alle Ly,Ly € L und
A €[0,1) gilt:

P(AL1 + (1 = N) L) < Ap(L1) + (1 = A)p(La).

Ein konvexes Risikomaf erfiillt die Bedingungen der Transalationsinvarianz
und der Monotonie. Die Bedingung der Subadditivitdt und der positiven
Homogenitat wurden jedoch gelockert und durch die schwéchere Bedingung
der Konvexitit ersetzt. Diversifikationseffekte kénnen dennoch auch durch
konvexe Risikomafle abgebildet werden.

Zentrale Momente als Risikomaf} - Varianz

Die Varianz bzw. die Standardabweichung wird vor allem in der Portfolio-
Theorie wegen ihrer einfachen rechnerischen Handhabung und ihrer anschau-
lichen Interpretierbarkeit als Risikomafl verwendet. Allerdings gibt es zwei
grofle Kritikpunkte: Zum einen muss das 2. Moment der Verlustverteilung
existieren, zum anderen liegt der grofite Kritikpunkt darin, dass zwischen
positiven und negativen Abweichungen vom Mittelwert nicht unterschieden
wird. Das heifit also, dass Gewinne und Verluste die Standardabweichung
gleichermaflen beeinflussen. Die Varianz ist deshalb nur fiir symmetrische
Verteilungen um den Mittelwert, wie z.B. die Normalverteilung oder die Stu-
dent t - Verteilung, gut geeignet.
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Quantilbasierte Risikomafle - Value at Risk und Expected Shortfall

Definition 2.2.7 (Value at Risk).
Sei L ein Risiko und o € (0,1) ein gegebenes Konfindenzniveau. VaR,, (L) ist
die kleinste Zahl l, sodass P(L >1) <1 — «a. Es gilt:

VaR,(L) = inf{leR:P(L>1)<1-a}
nf{leR:1— F()<1—a)
= inf{leR: FL(l) > a}.

Ein typischer Wert fiir das Marktrisiko eines Portfolios ist o = 0,995 (iiber
den Zeithorizont von 10 Tagen). Fiir Kredit- und Operationelles Risiko wird
fiir gewohnlich o = 0,999 und als Zeithorizont ein Jahr gew&hlt.

Definition 2.2.8 (verallgemeinerte inverse Funktion).

Sei T : R — R eine monoton steigende Funktion (d.h. v < y = T(x) <
T(y)). Die Funktion T™' : R - R; y — inf{z € R : T(x) > y} heifft
verallgemeinerte inverse Funktion von T. Es gilt inf(()) = co.

Proposition 2.2.9 (Eigenschaften der verallgemeinerten inversen
Funktion). [12, Proposition A.3]
Seit T monoton steigend. Dann gilt:

(1) T ist eine monoton steigende, links-stetige Funktion.
(2) T ist stetig < T~ ist streng monoton steigend.
(3) T ist streng monoton steigend < T~ ist stetig.
Falls T~ < oo gilt weiters:
(4) Falls T rechts-stetig, T(x) >y < T '(y) < z.
(5) T"'oT(z) <.
(6) ToT ' (y) = y.
(7) T ist streng monoton steigend = T~ o T(x) = .

(8) T ist stetig =T o T (y) =y.
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Lemma 2.2.10. [12, Lemma A.2]

1. Sei X eine Zufallsvariable und T eine monoton wachsende Funktion,
dann gilt {X <z} C{T(X) <T(x)} und

P(T(X) < T(x)) = P(X < 2) + P(T(X) = T(x), X > 2).

2. Sei F die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X, dann gilt
P(F(X) < F(x)) = P(X < x).

Definition 2.2.11 (a-Quantil).

Sei F': R — R eine Verteilungsfunktion. Die verallgemeinerte inverse Funk-
tion F~1 heifftt Quantil-Funktion von F.

Fir ein oo € (0,1) heift

Go(F) = FY(a) =inf{z € R: F(z) > a},
das a-Quantil von F.

Proposition 2.2.12.

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F, F(x) = P(X
z),z € R. Ferner sei F~' die Pseudoinverse von F, d.h. F~'(u)
inf {z|F(x) > u},u € (0,1). Dann gilt:

I IA

(1) Quantiltransformation: Ist U ~ U(0,1) gleichverteilt, so hat die Zu-
fallsvariable F~Y(U) die Verteilungsfunktion F: P(F~'(U) < z) =

(2) Wahrscheinlichkeitstransformation: Ist F stetig, so ist F(X) eine
auf dem Intervall [0,1] stetig gleichverteilte Zufallsvariable: F(X) ~
U(0,1).

Beweis. Sei x € R und u € [0, 1].
Aus Punkt (4) der Proposition 2.2.9 folgt, dass P(F~1(U) < x) = P(U <
F(z)) = F(x), womit Punkt (1) gezeigt ist. Ist F aulerdem stetig gilt laut
Punkt (2) von Proposition 2.2.9:

P(F(X)<wu) = P(FoF(X)<F '(u))
= P(X < F'(u))
= FoF '(u)=u,

wobei in der letzten Gleichung Proposition 2.2.9, Punkt (8) angewandt wur-
de. Somit ist auch Punkt (2) bewiesen. O
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Fiir den Verlust L und seine Verteilungsfunktion F' gilt:
VaR, (L) = qu(F).

Fiir die Anwendung des VaR spricht die allgemeine Anerkanntheit als Ri-
sikomafl (auch bei Basel II verwendet). Einen grofien Nachteil siecht man
allerdings darin, dass der VaR eines der 4 Axiome der kohérenten Risiko-
mafle, ndmlich die Subadditivitit, nicht erfiillt. Das bedeutet, dass der VaR
einer Summe von Zufallsvariablen grundsétzlich nicht durch Aufsummieren
der einzelnen VaR Werte der Zufallsvariablen abgeschétzt werden kann.

Ein weiterer Kritikpunkt ist, dass der VaR nur einen einzigen Punkt der
Verteilungsfunktion betrachtet und das Risikopotenzial jenseits des vorge-
gebenen Wahrscheinlichkeits-Niveaus (1 — «) unberiicksichtigt ldsst, d.h. er
gibt keine Auskunft dariiber, wie hoch der Verlust ist, wenn der ,, worst case
eintritt.

Gegeniiber dem VaR gibt der Expected Shortfall (ES) nicht nur Auskunft
iiber die Verlustwahrscheinlichkeit, sondern auch iiber die Verlusthohe.

Definition 2.2.13 (Expected Shortfall).
Set o ein vorgegebenes Konfidenzniveau und L eine Verlust mit Verteilungs-
funktion FT,.

1 1
ES, = / F7(u)du,

o l-a

wobei F; ' die inverse Verteilungsfunktion (Quantilfunktion) von L ist.

Da der VaR durch die Quantilfunktion gegeben ist, kann fiir den Expected
Shortfall auch .
1
ES, = —— L
Sa T VaR,(L)du

(%

geschrieben werden.

Lemma 2.2.14.
Sei L eine integrierbare Verlustfunktion mit stetiger Verteilungsfunktion FT,
und « € (0,1). Dann gilt:

E(L; L > qu(L))

ES, = =FEL|L>
S, = (L| L > VaRa),

mit qo(L) = F; .
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Beweis. Sei U eine im Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable. Dann
hat die Quantilfunktion F; '(U) die Verteilungsfunktion Fy, (vgl. Proposition
2.2.12):

P(F;'U) < z) = Fr(z).

Zu zeigen ist, dass E (L; L > q.(L)) = fal F; ' (u)du. Zunichst bemerken wir,
dass

E(L; L > qo(L)) = E (F (U); F Y(U) = F ' (@) = ()
Da F}, stetig ist, folgt mit Proposition 2.2.9
(+) = E(F,'(U);U = o)

und weiter
1
E(L;L > qu(L)) = E(F'(U):U > a) = / FyH(u)du.
Der zweite Teil folgt aus der Tatsache, dass fiir eine stetige Verlustverteilung
FL gllt
P(L > Qa(L)) =l-a

Partialmomente als Risikomaf3

Partialmomente sind Risikomafe, die auf dem unteren (Lower Partial Mo-
ments, LPM) bzw. oberen (Upper Partial Moments, UPM) Teil der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung basieren. Bei der Risikomessung wird ein kritischer
Wert festgelegt und danach werden nur jene Werte betrachtet, die diese
Trennlinie unterschreiten bzw. iiberschreiten.

Da in dieser Arbeit das Hauptaugenmerk auf hohe Verluste gerichtet ist, be-
trachten wir an dieser Stelle nur Risiken im oberen Tail der Verlustverteilung
und definieren das obere Partialmoment n-ter Ordnung wie folgt:

UPM,(L,v) — / S = L,

wobei r den Referenzwert und f(1) die Dichtefunktion des Verlusts L bezeich-
net. Das obere Partialmoment nullter Ordnung

UPMo(L,r) = / " fydl = P(L > 1),
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gibt die Exzess-Wahrscheinlichkeit an, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Verlust L mit Dichtefunktion f(I) den kritischen Wert r iiberschreitet.
Interpretiert man r als Sicherheitsmittel des Versicherungsunternehmens,
gibt die Exzess-Wahrscheinlichkeit die Insolvenzwahrscheinlichkeit an.
Allerdings bleibt die Hohe der moglichen Uberschreitung des Schwellwerts
unberiicksichtigt.

Im Gegensatz dazu wird beim UPM erster Ordnung, dem Exzess-
Erwartungswert nicht nur die Eintrittswahrscheinlichkeit, sondern auch das
Ausmaf der moglichen Uberschreitung mitberiicksichtigt. Die Uberschreitun-
gen werden proportional zu ihrer Hohe bewertet:

UPM,(L,r) = /Oo(l —r)f(l)dl = Elmax{(L —r),0}].

Das obere Partialmoment erster Ordnung verfiigt iiber die Eigenschaften der
Translationsinvarianz, Subadditivitéit, positiven Homogenitat sowie der Mo-
notonie und erfiillt somit sdmtliche Kriterien eines kohérenten Risikomafes.
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2.3 Standardmethoden zur Bemessung von
Marktrisiken

In diesem Kapitel méchte ich einen kurzen Uberblick iiber die géngigs-
ten Standardmethoden zur Berechnung von Marktrisiken geben. Fiir eine
ausfiihrlichere Behandlung sei auf [12] verwiesen.

Man unterscheidet zwischen Simulationsmodellen und analytischen Model-
len, denen eine theoretisch fundierte Verteilungsannahme fiir die Risikofak-
toren zugrunde liegt. Folgende Methoden werden vor allem zur Bemessung
von Risiken iiber einen kurzen Zeitraum (z.B. einen Tag, zwei Wochen) ver-
wendet.

2.3.1 Varianz-Kovarianz Methode

Bei dieser Methode wird davon ausgegangen, dass sich die Risikofaktoren-
verdnderungen X, durch eine multivariate Normalverteilung (bedingt oder
unbedingt) charakterisieren lassen.

Xt+1 ~ Nd(:ua Z)a

wobei p der Vektor der Mittelwerte der einzelnen Zufallsvariablen ist und X
die Kovarianzmatrix der Verteilung.

Es wird angenommen, dass der linearisierte Verlust eine ausreichend exakte
Approximation des effektiven Verlustes ist. Aus diesen Informationen ldsst
sich nun Mittelwert und Varianz der linearisierten Verlustverteilung berech-
nen und daraus wiederum ergeben sich Value-at-Risk und Expected Shortfall.

VaR = up, + 0,9 (),

¢(@"(a))

ES:,UL—FJL
11—«

Y

wobei @ die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten Zufallsva-
riable und ®~!(«a) dessen a-Quantil ist.

Nun miissen die Parameter der multivariaten Normalverteilung N4(u,X)
durch historische Beobachtungen der Risikofaktorveridnderungen geschétzt
werden. p wird dabei durch den Vektor der Mittelwerte der Stichprobe der
Risikoverdnderungen und > durch die Kovarianz der Stichprobe geschétzt.
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Vor- und Nachteile der Varianz-Kovarianz Methode:

Ein grofler Vorteil dieser Methode ist die einfache analytische Art Risi-
komafle zu berechnen, und dass hierbei keine Simulation notwendig ist.
Jedoch stellt die Linearisierung des Verlustes und die Modellierung der
Risikofaktorveranderungen durch eine multivariate Normalverteilung oft
ein grofles Problem dar. Allerdings ist diese Methode nicht nur an die
multivariate Normalverteilung gebunden, sie kann auch auf die multivariate
t-Verteilung aufgebaut werden.

2.3.2 Historische Simulation

Bei der Historischen Simulation wird von in der Vergangenheit aufgetretenen
Wertverdnderungen auf die zukiinftigen Werte geschlossen. Man nimmt
an, die Risikofaktorverdnderungen seien unabhéngig und identisch verteilt.
Zur Berechnung von Value-at-Risk und Expected Shortfall wendet man
unzihlige ermittelte Verdnderungsdaten auf den heutigen Wert des Verlustes
an und sortiert die sich ergebenden moglichen Verlustwerte nach ihrer Grofle.

Vor- und Nachteile der Historischen Simulation:

Ein Vorteil dieser Methode ist, dass keine Parameter geschétzt werden
miissen und sie darum sehr einfach implementiert werden kann. Auflerdem
wird die empirische Verteilung auch in kein Verteilungsmodell gezwungen
(schiefe Verteilungen werden nicht durch symmetrische angenéhert).

Ein grofler Nachteil ist allerdings, dass sehr viele historische Daten notwendig
sind um eine zuverléssige Schitzung des empirischen Quantils zu bekommen.
Diese Schitzung impliziert, dass der geschétzte Verlust nicht grofler als
bereits historisch realisierte Verluste sein kann.

2.3.3 Monte-Carlo-Simulation

Bei der Monte-Carlo-Simulation werden beliebige Verteilungstypen und
deren Verteilungsparameter fiir die Verdnderung der Risikofaktoren ange-
nommen. Bei dieser Wahl ist man vollkommen frei, solange eine Anpassung
an empirische Daten der Vergangenheit moglich ist. Auf dieser Grundlage
wird eine Verteilung fiir die zukiinftige Entwicklung des Verlustes auf
Basis der Risikofaktoren erzeugt. Der Simulationsvorgang wird so lange
wiederholt, bis sich die Verlustverteilung stabilisiert.
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Vor- und Nachteile der Monte-Carlo-Simulation:

Ein Vorteil dieser Methode ist die grofle Flexibilitét, allerdings ist sie sehr
rechenintensiv, da eine grofle Anzahl von Simulationen notwendig ist, um
gute Schitzwerte zu bekommen.

Die bisher vorgestellten Methoden zur Bemessung eines Risikos berticksich-
tigen meist nicht die Abhéngigkeiten zwischen den Einzelrisiken, die von
grofler Bedeutung sind, um Diversifikationseffekte miteinzubeziehen. Um
dies zu ermoglichen werden im folgenden Kapitel Methoden zur Modellierung
von Abhéngigkeiten zwischen Zufallsvariablen vorgestellt.
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Kapitel 3

Abhingigkeitsberechnungen
mit Copulas

3.1 Motivation

In Portfolios von Versicherungen finden sich oft verschiedene Risiken, bei de-
nen sich moglicherweise Abhéngigkeiten beobachten lassen (z.B.: Sturm- und
Hochwasserschéden in der Sachversicherung). Diese Abhéngigkeiten konnen
sowohl Schadenshohe, als auch die Schadensfrequenz beeinflussen. Deswegen
ist es notwendig anhand einer Portfolioanalyse zu untersuchen, inwieweit ku-
mulative Schiaden auftreten kénnen, welche das Versicherungsunternehmen
in finanzielle Schwierigkeiten bringen.

Aufgrund der einfachen Handhabung wird in der Praxis oft die linea-
re Korrelation zur Beschreibung von stochastischen Abhéngigkeiten ange-
wandt. Jedoch findet man darin oft nicht geniigend Information {iber die
Abhéngigkeitsstukturen. So kann es beispielsweise sein, dass bei gleicher
Randverteilung und gleicher linearer Korrelation deutliche Unterschiede in
der Abhéngigkeitsstruktur auftreten.

Eine bessere Alternative stochastische Abhéngigkeiten zu beschreiben liefert
das Konzept der Copulas, bei dem sogenannte Wahrscheinlichkeitsintegral-
Transformationen und Quantil-Transformationen eine grofie Rolle spielen.
In diesem Kapitel wird das grundlegende Konzept der Copulas eingefiihrt
und einige der wichtigsten Eigenschaften erldautert. Fiir ausfiihrlichere Infor-
mationen sei auf [24] verwiesen.

Die Abhéngigkeit zwischen reellwertigen Zufallsvariablen X7, ..., X, ist be-

29
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schrieben durch ihre gemeinsame Verteilungsfunktion
F(zy,...,2,) = P(Xj <x1,..., X, < z,).

Die Idee die Verteilungsfunktion F in Abhéngigkeits- und Randverteilungs-
problematik zu trennen, fithrt zum Konzept der Copulas.

Definition 3.1.1 (Copula).
FEine n-dimensionale Copula C ist eine Verteilungsfunktion auf [0,1]" mit
gleichverteilten Randverteilungen U(0,1).

Es gilt: C : [0,1]" — [0, 1] ist Copula genau dann wenn,
(1) C(uy,...,uy,) ist monoton steigend in jeder Komponente.
(2) C(1,...,u,1,...,1) =w; fir allei € {1,...,n},u; € [0,1].

(3) Fiir alle (ay,...,a,),(b1,...,b,) € [0,1]" mit a; < b; gilt:

2 2
Z e Z(_l)ilerJrinC(ulip s uudin) Z 07
i1=1 in=1

wobei ujy = aj und ujo = b; fir alle j € {1,...,n}.

Die erste Bedingung gilt stets fiir multivariate Verteilungsfunktionen, die
zweite Bedingung ist Voraussetzung fiir gleichverteilte Randverteilungen. Die
dritte Bedingung sorgt dafiir, dass einem Zufallsvektor U mit Verteilungs-
funktion C eine positive Wahrscheinlichkeit P(ay < Uy < by,...,a, < U, <
b,) zugeordnet wird.

Der folgende, in der Copula Theorie fundamentale Satz von Sklar zeigt, dass
es moglich ist, jede mehrdimensionale Verteilung in ihre Randverteilungen
und eine zugehorige Abhéngigkeitsstruktur aufzuspalten.

Satz 3.1.2 (Sklar’s Theorem).

Sei F: R® — [0,1] eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit eindimen-
sionalen Randverteilungen Fy,...F, : R — [0,1]. Dann existiert eine n-
dimensionale Copula C, so dass fiir alle x € R™ gilt:

F(zy,...,x,) = C(Fi(z1),..., F.(x,)).

Sind alle Fy, ..., F, stetlig, so ist C eindeutig im gesamten Definitionsbereich
[0,1]". Ansonsten ist C eindeutig auf RanFy X --- X RankF,, wobei RankF;
den Bildbereich von F; bezeichnet.
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Der folgende Beweis zeigt die Existenz und Eindeutigkeit der Copula, falls
die Verteilungsfunktionen Fi,..., F), stetig sind. Fiir den vollstédndigen
Beweis siehe [24].

Beweis. Falls F' Verteilungsfunktion von der Zufallsvariable X ist, dann gilt
laut Lemma 2.2.10 fiir alle zy,...,z, in R = [~o00, 0o]:

F(zy,...,2,) = P(Xi<zy,..., X, <x,)

= C(Fi(z1),...,Fu(xn)).

Falls Fiy, ..., F, stetig, folgt aus Proposition 2.2.12 und Definition 3.1.1 die
Existenz der Copula.

Da fiir verallgemeinerte inverse Funktionen laut Proposition 2.2.9 folgendes
gilt:

F ist stetig = F o F~!(z) = z,

kann die Copula mit Hilfe der gemeinsamen Verteilungsfunktion F und der
Randverteilungsfunktionen Fi,..., F), ausgedriickt werden:

Cuy, .. uy) = F(F7 (u), .., F N ug)).

womit die Eindeutigkeit bewiesen ist. O

Ist C(uy,...,u,) eine Copula mit streng monotonen und stetigen Randver-
teilungen Fi,..., F, und gemeinsamer Verteilungsfunktion F, so ist die zu-
gehorige Dichte gegeben durch

- GC(ul,...,un)
 Owy...0u,

c(ug, ..., up)

Korollar 3.1.3.

Sei H: R — [0,1]" eine n-dimensionale Verteilungsfunktion mit eindimen-
sionalen, stetigen Randverteilungen Fy, ..., F, : R — [0,1]. Weiters sei C
die nach Satz 3.1.2 existierende Copula. Dann gilt fir alle v € [0,1]":

Cuy, ... uy) = H(F  (uy), .., F N uy)).
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wobei F ' (w;) fiir alle u; € [0,1] die Pseudo-Inverse der Verteilungsfunktion
F; ist.

Eine wichtige FEigenschaft von Copulafunktionen ist ihre Invarianz unter
streng monoton steigenden Transformationen der Randverteilungen.

Proposition 3.1.4.

Sei (X1,...,X,) ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und Copu-
la C. Weiters seien 11, ...,T, streng monoton steigende Funktionen. Dann
besitzt (T1(X1), ..., Th(X,)) ebenfalls die Copula C.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass die transformierte Zufallsvariable T;(X;) die
stetige Verteilung F(z) := F; o T, '(x) besitzt. Proposition 2.2.9(Punkt(7))
impliziert

Fi(z) = P(X; < T;'(2)) = P(T7 o Ti(X;) < T (x)).

7

Da T;! eine monoton wachsende Funktion ist, folgern wir aus Lemma 2.2.10
Fi(x) = P(Ti(X,) < 2) + P(X; = T; (X)), Ti(X)) > ),

wobei die zweite Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite 0 ist, da F; stetig
ist. Da C die Copula von (X7,..., X)) ist, gilt

C’(ul,,un) = P(Fl(Xl) Sul,,Fn(Xn) Sun)

= P(Fl(Tl(Xl)) < uy,.. aFn(Tn(Xn)) < uﬂ)?

weil F oT;(x) = FioT; ' oTi(z) = Fi(x). Somit folgt, dass C auch die Copula
von (T1(Xy), ..., Th(X,)) ist. O

Der folgende Satz fiithrt die, fiir Abhéngigkeitsmessungen sehr wichtigen,
Fréchet Schranken ein.

Satz 3.1.5 (Fréchet-Hoeffding Schranken).
Fiir jede Copula C :[0,1]" — [0, 1] gelten folgende Schranken:

Wi (u) == {Z w+1— n,O} < C(u) <min{uy,...,u,} = My(u)
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Die linke Seite dieser Ungleichung wird als untere Fréchet-Hoeffding Schran-
ke bezeichnet und ist eine Copula fiir n = 2. Dies entspricht dann der
perfekten negativen Abhéngigkeit, Kontramonotonie genannt. Die rechte
Seite der Ungleichung wird als obere Fréchet-Hoeffding Schranke bezeichnet
und ist in jeder Dimension eine Copula. Sie entspricht der perfekten positiven
Abhéngigkeit, Komonotonie genannt.

Beweis. Zuerst wollen wir die rechte Seite C'(u) < min{uy, ..., u,} = M,(u)
der Ungleichung zeigen. Seien dazu U; firi = 1,...,n auf [0, 1] gleichverteilte
Zufallsvariablen. Dann gilt:

Fir allei =1,...,n gilt
({U; < u} C{Ui < ui},
j=1

womit die Ungleichung folgt wegen

C(uy,...,uy) =P <ﬂ {U; < uj}>

und P (U; < w;) = u;.

Fir die linke Seite W, (u) = {d>_ " ,u; +1—n,0} < C(u) der Unglei-
chung gilt:

Cluy,y ... u,) = P<ﬂ{Uj§Uj}>=

= 1_P<O{UJ>UJ})

1= P(U; > uy)
7j=1

Y

n

= 1—2(1—uj):1—n+zn:uj.

j=1 j=1
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Satz 3.1.6.
Sei C eine Copula. Fiir jedes u € [0, 1] existiert die partielle Ableitung W
fast tberall in [0, 1]. Es gilt:

0
< — < 1.
0< aUC(u,v) <1

Eine analoge Aussage ldsst sich fiir die partielle Ableitung ‘g—g treffen.

Fiir einen Beweis siehe [24].

3.1.1 Beispiele fiir Copulas
Definition 3.1.7 (Unabhéngigkeitscopula).

M(up, ... uy,) = ﬁuz
i=1

Die Komponenten eines Zufallsvektors X mit stetig verteilten Komponenten
sind genau dann stochastisch unabhéingig, wenn II die Copula von X ist
(vgl. Satz von Sklar), da die Unabhéngigkeit dquivalent dazu ist, dass die
gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X, ..., X,, durch das
Produkt der Randverteilungen gegeben ist.

Definition 3.1.8 (Komonotonie-Copula).

M(uy, ... u,) =min{uy, ..., u,}.

Die Komonotonie-Copula ist gegeben durch die obere Fréchet-Hoeffding-
Schranke und beschreibt perfekte positive stochastische Abhéngigkeit.

M ist Verteilungsfunktion von (U, U), wobei U eine stetig auf dem Intervall
0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable ist.

Definition 3.1.9 (Kontramonotonie-Copula).

W (uy, us) = max {u; + ug — 1,0} .

Die Kontramonotonie-Copula ist gegeben durch die zweidimensionale untere
Fréchet-Hoeffding-Schranke und beschreibt perfekte negative stochastische
Abhéngigkeit. W ist Verteilungsfunktion von (U, 1 — U).
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Die folgende Methode dient dazu, einfach und schnell eine grofle Auswahl an
Copulas zu schaffen [15].

Sei f,g:[0,1] — R mit fol f(z)dz = fol g(y)dy = 0 und f(x)g(y) > —1 fur
alle z,y € [0,1]. Dann ist h(z,y) = 1+ f(2)g(y) eine bivariate Dichtefunktion
auf [0, 1]2. Daraus folgt, dass

O(z,y) = /0 ' /0 " B, v)dudv = oy + ( /0 ' f(u)du) ( /0 yg(v)dv)

eine Copula ist. W&hlt man zB. f(z) = a(l — 22),9(y) = (1 —
2y), |a] < 1, erhilt man die Farlie-Gumbel-Morgenstern Copula C(z,y) =
zy[L+a(l—z)(1 —y)]
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3.2 Abhéingigkeitsmafle

In diesem Kapitel werden drei hdufig verwendete Kennzahlen vorgestellt, um
Abhéngigkeiten von Zufallsvariablen zu messen. Diese Mafle dienen als Para-
meter fiir Copulas, wobei allerdings auf die Wahl des Mafles zu achten ist. Es
wird sich zeigen, dass die lineare Korrelationsmatrix nur bei elliptisch verteil-
ten Modellen als Parameter verwendet werden kann, nicht aber bei anderen
multivariaten Verteilungen. Die Rangkorrelations- und Tail-Abhéngigkeits-
koeffizienten hingegen sind Mafle, die auf Copulas basieren und kénnen zur
Parametrisierung dieser verwendet werden.

3.2.1 Lineare Korrelation

Die in der Praxis am héaufigsten verwendete Methode um Abhéngigkeiten
zwischen zwei Zufallsvariablen zu messen ist die lineare Korrelation.

Definition 3.2.1 (Korrelationskoeffizient).
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit endlichen, von Null verschiedenen
Varianzen. Der lineare Korrelationskoeffizient von X und Y ist gegeben durch:

_ Cov(X,Y)
VVar(X)\/Var(Y)’

wobei Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) die Kovarianz zwischen X und Y
und Var(X) bzw. Var(Y) die Varianzen von X und Y beschreiben.

p(X,Y)

Der lineare Korrelationskoeffizient beschreibt also das Verhéltnis aus Kovari-
anz und dem Produkt der Standardabweichungen der Zufallsvariablen X und
Y.

Die lineare Korrelation ist ein Maf§ fiir lineare Abhéngigkeit. Falls die bei-
den Zufallsvariablen voneinander unabhéngig sind, gilt p(X,Y) = 0 (da
Cov[X,Y] = 0, daraus folgt, dass X und Y unkorreliert sind). Die Um-
kehrung gilt allerdings nicht. Im Falle perfekter linearer Abhéngigkeit von X
und Y, also P(Y = aX +b) =1 mit a € R\ {0},b € Rgilt [p(X,Y)] =1.1In
allen anderen Fallen gilt —1 < p(X,Y) < 1.

Der lineare Korrelationskoeffizient ist zwar einfach zu berechnen, aber nicht
immer fithrt das Ergebnis zu einem aussagekréiftigen Abhéngigkeitsmafl. Pro-
bleme treten z.B. bei heavy-tailed Verteilungen auf, da hier die zweiten Mo-
mente nicht existieren miissen. Geeignet ist der lineare Korrelationskoeffizient
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vor allem dann, wenn eine sphérische (Definition 3.3.1) oder elliptische Ver-
teilung (Definition 3.3.3) vorliegt.

Die Verallgemeinerung des Korrelationskoeffizienten auf mehr als zwei Zu-
fallsvariablen, erfolgt durch paarweises Zusammenfiigen der Kovarianzen
und Korrelationen in n x n Matrizen Cov (X, Y] und p(X,Y), wobei X =
(X1,...,X,) und Y = (Y3,...,Y,,) Zufallsvektoren in R” sind. Solange die
einzelnen Varianzen endlich sind, gilt:

Cov[X,Y]; = Cov[X;,Yj],
p(X,Y)y; = p(Xi,Y;) 1<ij<n

Diese Matrizen sind symmetrisch und positiv semi-definit.

Definition 3.2.2.
Zwei Zufallsvariablen X und Y (oder ihre Verteilungen) sind vom selben Typ,
falls Konstanten a > 0 und b € R existieren, sodass

X2ay +b.

Der folgende Satz zeigt nun, welche Korrelationen fiir gegebene Randvertei-
lungen moglich sind.

Satz 3.2.3.

Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit Randverteilungsfunktionen Fy und Fy und
einer nicht weiter spezifizierten Copula. Weiters seien 0 < Var(X) < oo
und 0 < Var(Y) < oo. Dann gilt:

(1) Die Menge der maglichen linearen Korrelationen von X und Y bildet
ein abgeschlossenes Intervall [pmin, Pmaz] Mt Pmin < 0 < Pmaz-

(2) Es qilt p = pmin genau dann, wenn X und Y die untere Fréchet-
Héffding-Grenze als Copula haben und p = pmae genau dann wenn
die obere Fréchet-Hdffding-Grenze die Copula von (X,Y) ist.

(3) Es gilt pmaz = 1 genau dann, wenn X und Y vom selben Typ sind. Es
Gilt ppmin = —1 genau dann, wenn X und -Y vom selben Typ sind.

Um den vorigen Satz beweisen zu koénnen, wird folgende Kovarianzformel
von Hoffding benotigt:



38 KAPITEL 3. ABHANGIGKEITSBERECHNUNGEN MIT COPULAS

Lemma 3.2.4.
Sei ' gemeinsame Verteilungsfunktion von (X,Y) mit Randverteilungen F
und Fy. Dann ist die Kovarianz von X und Y gegeben durch:

Cov(X,Y) = /OO /OO(F(ar,y) — Fi(2)Fy(y))dzdy. (3.1)

Fiir einen Beweis des Lemmas siehe [12, Seite 204].

Beweis von Satz 3.2.3. Wie bereits in Satz 3.1.5 erwahnt lauten die Fréchet-
Hoffding-Grenzen fiir bivariate Verteilungsfunktionen:

max {Fi(z) + Fy(y) — 1,0} < F(z,y) < min {F(z), F»(y)},

wobei F die gemeinsame Verteilungsfunktion von (X,Y) bezeichnet. Bei fest
gewéhlten Randverteilungen F} und F, wird nach der Kovarianzformel (3.1)
die Kovarianz genau dann maximal, wenn die obere Fréchet-Hoffding-Grenze
die Copula von (X,Y) ist. Analog wird die Kovarianz genau dann minimiert,
wenn die untere Fréchet-Hoffding-Grenze die Copula ist. Damit ist Punkt (2)
des Satzes bewiesen.
Punkt (1):
Es gilt: ppae > 0. Der Fall p,,., = 0 kann aber ausgeschlossen werden, da
ansonsten min {F(z), Fa(y)} = Fi(z)F(y) fiir alle 2,y gelten wiirde. Das
wére nur moglich, wenn entweder die Verteilung von X oder von Y eine
Einpunktverteilung wire. Da aber vorausgesetzt wurde, dass Var(X) > 0
und Var(Y) > 0, ist dieser Fall ausgeschlossen. Also gilt py.. > 0. Analog
wird gezeigt: pnin < 0.
Seien W (Fy, Fy) und M (F}, F,) die untere bzw. obere Fréchet-Schranke, dann
hat

MV (F, Fy)+ (1= ANM(Fy, Fy),0< A <1

Korrelation Ap,in+(1—A) prmaz. Dadurch kann fiir jeden Wert p € [pmin, Pmaz)
)\ _ pmax - P

Pmaz — Pmin
gesetzt werden um eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit Korrelations-
wert p zu bekommen.
Da ppin = —1 oder ppq.. = 1 genau dann gilt, wenn zwischen X und Y eine
lineare Beziehung besteht, folgt Punkt (3). O
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3.2.2 Rangkorrelation

Neben dem linearen Korrelationskoeffizienten gibt es zwei weitere, in der
Praxis hdufig verwendete Abhéngigkeitsmafle fiir bivariate Zufallsvektoren.
Im Gegensatz zum linearen Korrelationskoeffizienten, der von den Randver-
teilungen und der Copula abhéngig ist, hdngen diese Rangabhingigkeitsma-
Be nur von der Copula der bivariaten Verteilung ab und basieren nicht auf
den Momenten. Um die beiden Rangabhéngigkeitsmafle Kendall’s tau und
Spearman’s tho zu definieren, miissen zuerst die Begriffe Konkordanz und
Diskordanz geklart werden.

Definition 3.2.5.
Man nennt zwei Beobachtungen (z,y) und (Z,9) des Zufallsvektors (X,Y)
konkordant, falls (x — &)(y — y) > 0 und diskorant, falls (x — Z)(y — g) < 0.

Definition 3.2.6 (Kendall’s tau).
Fiir einen Zufallsvektor (X,Y) ist Kendall’s tau folgendermafen definiert

T(X,Y)=P<(X—X)(Y—Y/)>o) —P((X—X)(Y—f/)<o),

wobei (X,Y) eine unabhingige Kopie von (X,Y) ist (d.h. ein zweiter Vektor
mit gleicher Verteilung wie (X,Y), allerdings unabhdngig vom ersten).

Kendall’s tau ist demnach die Differenz der Wahrscheinlichkeiten von Kon-
kordanz und Diskordanz von (X,Y) und (X,Y).

Satz 3.2.7.

Es seien (X,Y) und (X,Y) unabhingig voneinander verteilte Zufallsvekto-
ren mit stetigen Komponenten und Verteilungsfunktionen H und H sowie
paarweise identischen Randverteilungen F (von X und X) und G (von Y
und Y). Weiters seien C und C die Copulas von (X,Y) und (X,Y), so
dass H(z,y) = C(F(z),G(y)) und H(z,y) = C(F(z),G(y)). Q sei die Dif-
ferenz zwischen den Wahrscheinlichkeiten von Konkordanz und Diskordanz
von (X,Y) und (X,Y):

Q=P ((X-X)r=7)>0) - P{(X-X)(¥-7¥)<0}.

Dann gilt: Lo
=Q(C,0) = C dC —1.
@=q.0)=1 [ [ G victuo-1
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Beweis. Da alle Zufallsvariablen stetig sind, gilt:
P((X—X)(Y—Yf) <o) :1-P<(X-5()(Y—f/) >0);

e szpgx—Xxy—?pug—L

Weiters folgt aus der Additivitat der Wahrscheinlichkeitsverteilung
P((X—X)(Y—Y/) >o) —P(X>X,Y>Y)+P(X <X,Y <Y).

Diese beiden Summanden konnen nun seperat betrachtet werden. Einerseits
gilt

PX>XY>Y) = PX <X, Y<Y)
_ // (X <2,V <)dC(F(z),G(y))

- | [ étr@).cpicra).cw).

Mit Hilfe der Transformation v = F(z) und v = G(y) folgt
1l
P(X>X Y >Y) :/ / C(u,v)dC (u,v).
o Jo
Ahnlich gilt:

PX <X,Y<Y) = / / P(X > ,Y > y)dC(F(z),G(y))

= [ [{1-F@ -6+ @), 6w} do(F@). 6w)

_ /0/0 1—u—v+é’(u,v)}d0(u,v).

Da C die gemeinsame Verteilungsfunktion des Vektors (U, V') ist, wobei U und
V gleichverteilten Zufallsvariablen auf [0, 1] sind und E(U) = E(V) = 1/2,
gilt:

P<X<X,Y<Y —1————+// (u,v)dC(u,v) // (u,v)dC(u,v),

und weiters

P ((X —X)(Y —-Y) > O) = 2/01 /01 C(u,v)dC(u, ).
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Definition 3.2.8 (Survival Funktion).
Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F(z) auf dem In-
tervall [0,00). Dann ist die Survival Funktion F(z) gegeben durch

Flz) = P(X > z) /oo Flu)du=1— F(z).

Definition 3.2.9 (Survival Copula).

Sei X ein Zufallsvektor mit multivariater Survival Funktion F, Rand-
verteilungsfunktionen Fi, ..., F, und Survival Randverteilungsfunktionen
Fi,...,F, mit F; =1 — F,. Dann ist die Survival Copula gegeben durch

F(zy,...,2,)=C (Fi(z1), ..., Ful(zn)) -

Falls Fi, ..., F), stetig sind, gilt:

F(zy,...,z,) = P(Xyi>z,..., X > 2,)
= P(l_Fl(Xl)SF’l(xl)a71_Fn(Xn)§F_n(xn))

Die Survival Copula folgt, indem man C fiir die Verteilungsfunktion von
1 — U schreibt, wobei U = (F1(X4),..., F.(X,)). Im Allgemeinen wird der
Begriff Survival Copula einer Copula C fiir die Verteilungsfunktion von 1 —U
verwendet, wenn U Verteilungsfunktion C hat.

Da Copulas multivariate Verteilungsfunktionen sind, besitzen sie Survival
Funktionen, die wir mit C' bezeichnen. Falls C die Verteilungsfunktion von
U und C die Survival Copula von C ist, gilt:

Cuy,y ... un) = PU >uy,..., U, > uy)
P(l—Ulgl—ul,,l—Ungl—un)
= C'(l—ul,...,l—un).

Definition 3.2.10.
Seien C7 und Cy Copulas. Cy ist kleiner Cy wenn

Ci(u) < Co(u) und Cy(u) < Cy(u),
fiir alle uw € [0,1]". Man schreibt Cy < Cs.

Korollar 3.2.11 (Eigenschaften der Konkordanzfunktion Q).
Seien C, C und Q gegeben, wie in Satz 3.2.7. Dann gilt:
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(1) Q ist symmetrisch in ihren Argumenten: Q(C,C) = Q(C,C);
(2) Q ist nicht fallend in jedem Argument: Wenn C < C', dann Q(C,C) <
Q(C".C);
(3) Copulas kénnen durch Survival Copulas ersetzt werden, also Q(C,C) =
Q(C,0).
Definition 3.2.12 (Spearman’s rho).

Fiir einen Zufallsvektor (X,Y) mit Verteilungsfunktionen F und G, nennt
man

ps(X,Y) =3 <P <(X XY —Y) > 0) _p <(X XY —Y) < 0))
Spearman’s rho, wobei (X,Y),(X,Y) und (X',Y") unabhingige Kopien sind.
Mit Hilfe von Satz 3.2.7 und dem ersten Teil von Korollar 3.2.11 erhélt man:

Satz 3.2.13.
Sei (X,Y) ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen und Copula C. Dann ist
Spearman’s rho fir (X,Y) gegeben durch

(XY)-BQCH—lZ//udeuv 3—12// (u, v)dudv—3.

Daraus folgt, wenn X ~ F, Y ~Gund U = F(X) und V =G(Y

ps(X)Y) = 12/ / wvdC(u,v) — 3 =12E(UV) — 3

EUV)—-1/4 Cov(U,V)
12\ Var(U)y/Var(V)
= p(F(X),G(Y)).

Folgende Proposition zeigt, wie bereits anfangs erwahnt, dass sowohl Ken-
dall’s tau als auch Spearman’s rho nur von der Copula des Zufallsvektors
und nicht von den Randverteilungen abhéngen.

Proposition 3.2.14.

Es seien X und Y Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen und C
die Copula von (X,Y). Weiter sei (U, V) = (F(X), F(Y)) Fir Kendall’s tau
und Spearman’s rho gelten folgende Darstellungen

T(X,)Y) = 4/01 /O1 C(u,v)dC(u,v) — 1 =4E(C(U,V)) —
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1l
ps = 12/ / (C(u,v) — wv)dudv = 12E(UV') — 3.
o Jo

Definition 3.2.15.
FEin reellwertiges Abhdngigkeitsmaf$ k zwischen zwei stetigen Zufallsvariablen
X und Y mit Copula C, ist ein Maf§ der Konkordanz, falls es folgende Fi-
genschaften erfillt:

(1) k ist fiir jedes Paar X,Y von stetigen Zufallsvariablen definiert;
(2) -1 <kxy <1, kxx=1undkrx_x=-1;

(3) kKxy = Ky.x;

(4) Falls X und Y unabhingig sind, dann gilt kxy = kg = 0;

(5) K_xy = Kx -y = —RX)Y;

(6) Wenn fiir die Copulas C und C gilt: C < C, dann gilt ke < Kés

(7) Falls {(X,,Yn)} eine Folge von stetigen Zufallsvariablen mit Co-
pulas C,, ist und {C,} punktweise gegen C konvergiert, dann gilt
lim, . ke, = Ke-

Aus voriger Definition folgt

Satz 3.2.16.
Sei k ein Maf$ der Konkordanz fiir stetige Zufallsvariablen X und Y.

(1) Wenn Y fast sicher eine wachsende Funktion von X ist, dann gilt

RXyYy = Rpm = 1.

(2) Wenn Y fast sicher eine fallende Funktion von X ist, dann gilt Kxy =
Rw — —1.

(8) Wenn o und (3 fast sicher streng steigende Funktionen auf RanX bzw.
RanY sind, dann gilt kKo(x)p0v) = Kx,y -

Satz 3.2.17.

Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit Copula C. Dann erfillen Ken-
dall’s tau und Spearman’s rho die Eigenschaften aus Definition 3.2.15 fiir ein
Konkordenzmaf. Auflerdem gilt

(1) k(X,)Y)=1&C = M;
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(2) K(X,)Y)=—-1C=W;
wobei k entweder Kendall’s tau oder Spearman’s rho bezeichnet.

Fiir einen Beweis siehe [24].

3.2.3 Tail-Abhingigkeiten

Wie bei der Rangkorrelation sind auch die Koeffizienten der Tail-Abhéngig-
keit Mafle, die nur von der Copula der Zufallsvariablen X und Y mit stetiger
Randverteilung abhéingen. Diese Mafle geben Auskunft iiber die Stérke der
Abhéngigkeit der Tails von bivariaten Verteilungen und sind dadurch auch
fiir Abhéngigkeitsmessungen zwischen extremen Werten geeignet. Die Ko-
effizienten sind mittels Grenzwerten der bedingten Wahrscheinlichkeit der
Quantil-Uberschreitungen definiert.

Definition 3.2.18 (Tail-Abhéngigkeit).

Sei (X,Y) ein Vektor von stetigen Zufallsvariablen mit Randverteilungsfunk-
tionen F und G. Der Koeffizient fiir die obere Tail-Abhingigkeit von (X,Y)
15t gegeben durch

A= (X,Y)=lim P(Y >G '(u) | X > F'(u)),

u—1-

falls der Grenzwert Ay € [0,1] existiert. Falls Ay = 0, nennt man X und Y
asymptotisch unabhdngig im oberen Tail und falls \y € (0, 1], dann nennt
man X und Y asymptotisch abhdingig im oberen Tail.

Ananlog definiert man den Koeffizienten fir die untere Tail-Abhdngigkeit:

A=A (X,Y) = lim P(Y <GY() | X < F7(1)),

10+
falls der Grenzwert A\, € [0, 1] existiert.
Da P (Y > G '(u) | X > F~*(u)) geschrieben werden kann als

1-PX<F'u)—-PY <G u)+Px<Fu),Y <G Hu))
1—P(X < F1(u)) ’

ergibt sich eine alternative Definition fiir stetige Zufallsvariablen, aus der man
ablesen kann, dass das Konzept der Tail-Abhéngigkeit eine Eigenschaft der
Copulas ist. Das Mafl der Abhéngigkeit ist also eine Funktion ihrer Copula
und daher invariant unter streng monoton steigenden Abbildungen.
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Definition 3.2.19.
Falls fiir eine bivariate Copula C

1-2
N — lim u+ C(u,u)
u—1- 1—u

existiert, dann hat C obere Tail-Abhingigkeit falls Ay € (0, 1] und keine obere
Tail-Abhdngigkeit falls \y = 0.
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3.3 Elliptische Copulas

Um elliptische Copulas definieren zu kénnen, moéchte ich zuerst sphérische
Verteilungen einfiihren. Sphérische Verteilungen bilden eine grofie Klasse von
Verteilungen fiir Zufallsvektoren mit unkorrelierten Komponenten und iden-
tischen, symmetrischen Randverteilungen.

Definition 3.3.1 (Sphérische Verteilungen).

FEin Zufallsvektor X = (X3,...,X,,) heifit sphdrisch verteilt, wenn fir jede
orthogonale Matrix A € R™™ (d.h. AA* = A'A = 1,) die Zufallsvektoren
AX und X gleichverteilt sind:

AX L x.

Die Verteilung eines sphérischen Zufallsvektors X ist also invariant unter
der Multiplikation mit orthogonalen Matrizen. Die charakteristische Funkti-
on 1(t) = E(e*'X) eines sphirisch verteilten Zufallsvektors ist beschrieben
durch den charakteristischen Generator 1 (t) = ¢(t't) mit ¢ : R, — R und
t € R". Man verwendet folgende Notation: X ~ S, (o).

Satz 3.3.2.
X st sphdrisch verteilt genau dann, wenn

X< RU,

wobei U gleichverteilt auf der Einheitssphire S*™' = ({x € R" | &z = 1})
und R eine positive univariate Zufallsvariable, unabhdngig von U ist.

Fiir einen Beweis siehe [12, Seite 91].

Definition 3.3.3 (Elliptische Verteilung).
FEin n-dimensionaler Vektor X heifit elliptisch verteilt, wenn gilt

Xiu+AK

wobei Y ~ Si(¢) sphirisch verteilt ist und A € RF™ bzw. yu € R™ eine
Matriz bzw. ein Vektor von Konstanten ist.

Elliptische Verteilungen werden also durch affine Transformationen von
sphérischen Verteilungen erhalten. Da fiir die charakteristische Funktion Fol-
gendes gilt:

¢(t) — E(eittX) — E(eitt(u—l—AY)) _ eittuE(ei(Att)tY) — eitt“¢(tt2t),
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wobei ¥ = AA!, kann man elliptische Verteilungen durch y, ¥ und ¢ charak-
terisieren, man schreibt

X ~ En(:ua 27 ¢)

Satz 3.3.4.

Es gilt X ~ E, (1,2, ¢) mit Rang ¥ = k < n genau dann, wenn es eine Zu-
fallsvariable R > 0 unabhdngig vom k-dimensionalen auf {a: ERF | dx= 1}
gleichverteilten Zufallsvektor U sowie eine n x k Matriz A mit AA* =Y gibt,
sodass

X<+ RAU
Aus diesem Satz folgt unmittelbar

Satz 3.3.5.
Fiir X ~ E,(1, 2, ¢) und eine ¢ x n Matriz B, sowie b € RY gilt

b+ BX ~ E,(b+ Bu, BEB', ¢).

Das heifit also, dass jede lineare Transformation einer elliptischen Verteilung
wieder eine elliptische Verteilung mit gleichem Generator ist. Auflerdem sind
auch Randverteilungen elliptischer Verteilungen wieder elliptisch verteilt und
haben ebenfalls den gleichen Generator, wie das folgende Korollar zeigt.

Korollar 3.3.6.
Sei X ~ E, (1,3, ¢) und seien folgende Partitionen gegeben:

X, > < M1 ) < Y Y2 >
X — == E — ,
< X, H Lo o1 Yoo
wobei X7 und py 1 x 1 Vektoren sind und 311 eine v X r Matriz, d.h 3 €
R™". Falls X ~ E, (1, %, @), dann gilt

X~ Er(ﬂ1>zlla¢)a Xy ~ Enfr(,u27222a¢)'
Sei X ~ E,(u, %, ¢). Falls 0 < Var(X;) < oo, fiir i = 1,...,n, ist

CO’U(Xi,Xj) . 22]

A XD = Ve ()~ Vs,

Das erklart, warum die lineare Korrelation ein natiirliches Maf3 fiir die
Abhéngigkeit zwischen Zufallsvariablen mit gemeinsamer nicht trivialer ellip-
tischer Verteilung (X;; > 0 fiir alle i) ist. Bezeichne R mit R;; = ¥;;/1/ 2255



48 KAPITEL 3. ABHANGIGKEITSBERECHNUNGEN MIT COPULAS

ab nun fiir jede elliptische Verteilung die lineare Korrelationsmatrix von X.
Da eine elliptische Verteilung eindeutig durch p, und p bestimmt ist, ist
die Copula einer Zufallsvariable mit nicht trivialer elliptischen Verteilung ein-
deutig bestimmt durch R und ¢.

Ein grofies Problem bei der multivariater Risikomodellierung durch elliptische
Verteilungen ist, dass alle Randverteilungen vom selben Typ sind. Deswegen
wére es sinnvoll eine elliptische Copula mit verschiedenen Randverteilungs-
typen zu wéhlen (diese miissen nicht notwendigerweise elliptisch sein). Ein
grofles Hindernis dabei ist aber die Schiatzung von R, da diese dann nicht
mehr direkt erfolgen kann. Fiir nicht triviale elliptische Verteilungen mit end-
licher Varianz ist R genau die lineare Korrelationsmatrix. In diesem Fall kann
R mit Hilfe von robusten linearen Korrelationsschétzern geschéatzt werden.
Fiir nicht triviale, nicht elliptische Verteilungen mit endlicher Varianz und el-
liptischen Copulas, entspricht R allerdings im Allegmeinen nicht der linearen
Korrelationsmatrix. Dennoch kann R unter der Verwendung von Kendall’s
tau geschétzt werden, wie im folgenden Satz gezeigt wird.

Satz 3.3.7. [14, Satz 5.4]
Sei X ~ Eq(p, %, p) mit P(X; = u;) < 1. Dann gilt

(X, X;) = (1 =) (P(X; = x)Q) = arcsin(R;;).

z€R
Falls Rang>: > 2, dann gilt
F(X0 X)) = (1 - (P (X, = w))?) = arcsin(Ry).
Wenn P (X; = p;) = 0 fiir alle i (das gilt z.B. fir die multivariate t- oder
Normal-Verteilung mit streng positiv definiten Matrizen 33), dann gilt:
7(Xi, X;) = %arcsin(Rij)
fir alle © und j.

Der nichtparametrische Schétzer von R, sin(w7/2), erbt die Robustheit des
Kendall’s tau Schétzers und ist ein effizienter Schétzer von R, sowohl fiir
elliptische Verteilungen, als auch fiir nichtelliptische Verteilungen mit ellip-
tischen Copulas.

Die beiden wichtigsten Vertreter der Elliptischen Copulas sind die Gauf- und
die t-Copula.



3.3. ELLIPTISCHE COPULAS 49

Definition 3.3.8 (GauB-Copula/Normal-Copula).
Die Copula einer d-variaten Normalverteilung mit linearer Korrelationsma-
trix R ist wie folgt definiert:

C’ga(u) = @dR(CI)_l(ul), 0 N uy)),

wobei % die Verteilungsfunktion einer d-variaten Standardnormalverteilung
mit linearer Korrelationsmatriz R ist und ®~' die Inverse der eindimensio-
nalen Standardnormalverteilung ® ist. Die Parameter der Gaufs-Copula sind
gegeben durch die oberhalb der Diagonalen liegenden Elemente der Korrela-
tionsmatriz, d.h es gibt insgesamt % Parameter.

Im bivariaten Fall kann die Copula auch folgendermafen geschrieben werden:

7w p27H(v) 1 $2 — 9Rigst + 12
cGa — - 12 dsdt.
i (4.0) /_w /_w on (1= B2 { -, J°

wobei Ry den linearen Korrelationskoeffizienten der bivariaten Normalver-

teilung darstellt.

Die Gauf3-Copula wird in der Praxis sehr haufig verwendet, da sie sehr leicht
simuliert werden kann.

Einige der bereits erwéhnten Copulas sind Spezialfille der Gau3-Copula.
Falls R = I, erhélt man die Unabhéngigkeitscopula, falls die n x n Matix
ausschliefilich aus Einsern besteht, erhilt man die Komonotoniecopula. Fiir
n = 2 und lineare Korrelationskoeffizienten R, = —1 erhilt man die Kon-
tramonotoniecopula. Im 2-dimensionalen kann man die Gauf3-Copula also als
eine Abhéngigkeitsstruktur sehen, die zwischen perfekter positiver und nega-
tiver Abhéngigkeit interpoliert, wobei Ri5 = p die Stédrke der Abhéngigkeit
angibt.

Folgendes Beispiel zeigt, dass die GauB-Copula keine obere Tail-Abhéngigkeit
besitzt.

Beispiel 3.3.1.
Seien U,V ~ U(0,1) gleichverteilte Zufallsvariablen mit Copula C. Es gilt
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P(ng]U:u):%undP(V>v\U:u):1—%.Danngz'lt:
o= lim S
u—1+t (1—u)
LS D)

u—1t du

= — 1l (—2+£C( t) | +QC( t) | )

= (24 000 i 50000 o

= lir{1+(P(V>u\U:u)+P(U>u]V:u)).

Weiters sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit bivariater, standardnormalverteil-
ter Funktion mit linearen Korrelationskoeffizienten Ryy = p. D.h. (X,Y) ~
C(P(x), P(y)), wobei C ein Mitglied der Gauf-Familie ist. Da Copulas in
dieser Familie symmetrisch sind, d.h. C(u,v) = C(v,u), gilt:

Av=21lim P(V>u|U=u)

u—1+

Weiters gilt:

lim P(V>u|U=u) = limP(®'(V)>z|®'(U)=ux)

u—1t T—00

= lim P(X>z|Y =ux).

T—00

DaY | X =z ~ N(pzx,1— p*), erhilt man

Ay =2 lim @ [ 22 :th@(xi\/l_p)7
T—00 /1_p2 T—00 A1 P

und daraus folgt \y = 0 fiir Rio < 1. Daher besitzt die Gauf$-Copula C' mit
p < 1 keine obere Tail-Abhdngigkeit.

Da Elliptische Copulas radial symmetrisch an p sind, d.h X — u 2 w—X,
st der Koeffizient der oberen und unteren Tail-Abhdngigkeit gleich. Daher
besitzt die Gaufs-Copula auch keine untere Tail-Abhdngigkeit.

Definition 3.3.9 (t-Copula).
X ist n-variat t,-verteilt (v > 1) mit Mittelwert p und Kovarianzmatiz %%
fir v > 2 (fir v <2 ist Cov(X) nicht definiert), wenn

ap

Xiu—l——

VS
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wobei 1 € R", S ~ x2 und Z ~ N(0,%) unabhingig sind.

Die Copula von X ist dann gegeben durch

Cor(w) =t (8, (W), . 8, (un)),
) S
wobei R;; = \/2”]—2]]
von ‘/\/%Y beschreibt, mit S ~ x2 und Y ~ N,(0, R) unabhingig. t, beschreibt
. . . n VY]
die (gleichen) Randverteilungen von t}, p (2.B. von ‘/\;51)

fir i,5 € {1,...,n} und t, p die Verteilungsfunktion

Im bivariaten Fall nimmt die Copula folgende Form an:

tot(u) ptot(v) 1 2 _oR st 442 (/2
Cl p(u,v) = / / R {1 + 2 il } dsdt.
’ coo Jooo 2m(1 = RE)Y v(l - Riy)

Ry5 beschreibt dabei den linearen Korrelationskoeffizienten der bivariaten t,, -

Verteilung fir v > 2.

Falls (X1, X3) eine standard bivariate t-Verteilung mit v Freiheitsgraden und
linearer Korrelationsmatrix R hat, dann ist Xy | X; = x t-verteilt mit v + 1
Freiheitsgraden und

v+ 22
v+1

E(Xy | X =) = Rppz, Var(Xe | X, =2) = ( ) (1— R3,).

Damit kann gezeigt werden, dass die t-Copula obere Tail-Abhéngigkeit be-
sitzt.

Av = 2lim P(Xyo >z | Xy =2)

. - v+1 1/2 Tr — ngx
= 2 lim ¢, 5
et \\vr ) g
. _ U+1 1/2\/1—R12
= 2 lim ¢, —— ——

U/ZE2+1 \/1+R12

_ i
= 2% (\/v + 17&2) .
v1+ Ry

Der obere Tail-Abhéngigkeitskoeffizient ist steigend in R;» und fallend in
v. Auflerdem geht fiir Ry5 < 1 der Koeffizient gegen 0, wenn die Anzahl
der Freiheitsgrade gegen Unendlich geht. Aufgrund der Radialsymmetrie von
elliptischen Copulas folgt, dass die t-Copula ebenso untere Tail-Abhéngigkeit
besitzt. Die t-Copula lasst sich ebenso wie die Gauf3-Copula leicht simulieren.
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Gauss—Copula rho = 0.7 Gauss-Copula rho = 0.3

Abbildung 3.1: Simulation einer Gauss- und t-Copula mit 1500 Punkten und
Parameter p = 0,7 bzw. p = 10,3
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3.4 Archimedische Copulas

Die Copula Familien, die bis jetzt vorgestellt wurden, wurden mit Hilfe des
Satz von Sklar von gewissen Familien der multivariaten Verteilungsfunktio-
nen abgeleitet. Elliptische Copulas sind die Verteilungsfunktionen von kom-
ponentenweise transformierten elliptisch verteilten Zufallsvariablen. Da die
Simulation von elliptischen Verteilungen einfach ist, gilt das gleiche fiir die
Simulation von elliptischen Copulas. Allerdings ist ein grofler Nachteil der
elliptischen Copulas, dass sie keine geschlossene Form haben und radial sym-
metrisch sind. In der Praxis besteht héufig ein starkerer Zusammenhang zwi-
schen groflen Verlusten, als zwischen grofien Gewinnen und diese Asymmetrie
kann mit elliptischen Copulas nicht modelliert werden.

In diesem Kapitel wird nun die Klasse der archimedischen Copulas vorge-
stellt, die eine geschlossene Form haben und aulerdem eine grofie Vielfalt an
verschiedenen Abhéngigkeitsstrukturen bieten.

Definition 3.4.1 (Pseudo-Inverse).
Sei ¢ : [0,1] — [0,00] eine stetige, streng monoton fallende Funktion mit
©(1) = 0. Dann ist o!=1 : [0, 00] — [0,1] die Pseudo-Inverse von ¢ mit:

S0[71](15) _ {@_l(t)> 0<t

< ¢(0)
0, 0(0) <t <o

Fiir o(0) = oo ist dies die dibliche Inverse ¢~ '. In diesem Fall heifit @ strikter
Generator.

@~ ist stetig und fallend im Intervall [0, oo] und streng monoton fallend im
Intervall [0, ¢(0)]. AuBerdem gilt p=1(p(u)) = u im Intervall [0, 1] und

o (1)) = {t’ V=t

< ¢(0)
©(0), »(0)<t<oo

Satz 3.4.2 (Bivariate Archimedische Copula).
Sei ¢ : [0,1] — [0,00] eine stetige, streng monoton fallende Funktion mit
©(1) = 0 und der Pseudo-Inversen o= von . Sei C': [0,1)° — [0,1] mit

C(u,v) = e (p(u) + p(v)).

Dann ist C' eine Copula, genau dann, wenn ¢ konvex ist.



54 KAPITEL 3. ABHANGIGKEITSBERECHNUNGEN MIT COPULAS
Fiir einen Beweis siehe [24]

Copulas der obigen Form nennt man Bivariate Archimedische Copulas.
Falls ¢ ein strikter Generator ist, nennt man C(u,v) = ¢~ (p(u) + ¢(v))
strikte archimedische Copula.

Wir wollen nun einige Beispiel fiir archimedische Copulas anfiihren.

Beispiel 3.4.1 (Gumbel-Copula).
Sei ¢ : [0,1] — [0,00] mit ¢(t) = (—1Int)? und 0 > 0. ¢(t) ist stetig und
¢(1) =0. Da ¢'(t) = —0(—Int)? '3 < 0 und da ¢"(t) > 0 und lim,_o ¢(x) =

00, ist ¢ ein strikter Generator. Die Gumbel-Copula ist nun gegeben als

CS"(u,0) = 67 (8(u) + 6(0)) = exp [~((~ )’ + (~ nw)’)3 ]

Setzt man 6§ = 1 erhalten wir die Unabhéngigkeits-Copula und fiir § — oo
die zweidimensionale Komonotonie-Copula.

Nun betrachten wir noch die obere Tail-Abhéngigkeit.

Fiir 6 > 1 gilt:

1
1 —2u+Cu,u) 1 — 2u+ exp(2¢ Inw) o l—2u+u? !

1—u 1—u 1—u
und somit
1-2 C 1
lim ut Clwu) o p 9be? — o o8,
u—1t 1—u u—1t

Damit ist gezeigt, dass fiir § > 1 die Gumbel-Copula obere Tail-Abhéngigkeit
besitzt.

Beispiel 3.4.2 (Clayton-Copula).

Sei ¢(t) = H%

Copula wird Clayton-Copula genannt und st fiir @ # 0 gegeben als

, wobei 6§ € (—1,00). Dann ¢ ein Generator. Die so definierte

_1
C§' (uy, up) = max <[u_9 +o?—1]7 ,0) .
Fiir 6 > 0 ist die Copula strikt:
C§Mu,v) = (u™? + 070 — 1)’%.

Fir # — 0 erhdlt man die Unabhéngigkeits-Copula, fiir 6 — oo die
zweidimensionale Komonotonie-Copula und fiir § = —1 erhédlt man die
Kontramonotonie-Copula. Falls § > 0, besitzt die Clayton-Copula untere
Tail-Abhéngigkeit.
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Beispiel 3.4.3 (Frank-Copula).
Sei ¢(t) = —In<5=L wobei 6 € R. Dann ¢ ein strikter Generator. Die so

e—0_17

definierte Copula wird Frank-Copula genannt und ist fiir 6 # 0 gegeben als

CFr(u, v) = —% In (1 Ll e - 1)) .

e ¥ —1

Fir § — —oo erhédlt man die Kontramonotonie-Copula, fiir § — oo die
Komonotonie-Copula und fiir # — 0 die Unabhingigkeitscopula. Mitglieder
der Frank-Familie sind strikte archimedische Copulas und erfiillen, als einzige
archimedische Copulas, die Gleichung C'(u,v) = C (u,v). Sie sind also radial
symmetrisch.

Es folgen nun einige FEigenschaften von archimedischen Copulas, die es
ermoglichen, multivariate Erweiterungen von archimedischen Copulas zu for-

mulieren.

Satz 3.4.3.
Sei C eine archimedische Copula mit Generator p. Dann gilt:

1. C ist symmetrisch, d.h. C(u,v) = C(v,u) fir alle u,v € [0,1].

2. C ist assoziatwv, d.h. C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) fir alle u,v,w €
[0,1].

Beweis. Der erste Teil folgt direkt aus C(u,v) = = (p(u) + ¢(v)). Fiir den
zweiten Teil bemerken wir:

C(Clu,v),w) = (e (p(u) + ¢(v)) + ¢(w))
U (p(u) + o(v) + p(w))
(o) + o p(v) + p(w))))
= C(u,C(v,w)).

Satz 3.4.4.

Sei C eine archimedische Copula und ¢ ihr Generator. Auflerdem sei K¢ (t)
ein. Wahrscheinlichkeitsmaf auf der Menge {(u,v) € [0, 1% | C(u,v) < t}
Dann gilt fir alle t € [0, 1]

Koty =t — 2 (3.2)
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Fiir einen Beweis siehe [24]

Korollar 3.4.5.
Sei C die Verteilungsfunktion von (U, V'), wobei C eine archimedische Copula

mit Generator p ist. Dann ist die Funktion K¢ aus (3.2) die Verteilungsfunk-
tion der Zufallsvariable C(U, V).

Fiir den néchsten Satz benotigen wir einen Ausdruck fiir die Dichte einer
absolut stetigen Copula. Aus C(u,v) = o= (p(u) + ¢(v)) folgt, dass

H (O 1)) 4o Cluw) = ()
F (O )4 Clu) = &)
” 0 0 , 0?
@ (C’(u,v))%C’(u,v)%C’(u,v) + (C’(u,v))auaUC’(u,v) =0
und daraus
P Cluv) = P(Cu,0)) 5 O, 0) 5, C(u,v) " (Cu, )¢ (w)g (v)
Qudv ¢'(C(u,v)) [¢'(C(u, v))]’
Damit gilt, falls C absolut stetig ist, dass die Dichte der Copula gegeben ist
durch ) , ) )
P ) = £ C W)
Gudv [ (C(u,v))]
Satz 3.4.6.

Unter den Vorraussetzungen von Korollar 3.4.5 ist die gemeinsame Vertei-
lungsfunktion H(s,t) der Zufallsvariablen S = % und T = C(U,V)
gegeben durch H(s,t) = sKc(t) fir alle (s,t) € [0,1]>. Insbesondere sind S

und T unabhdngig und S ist gleichverteilt im Intervall [0, 1]

Beweis. Dieser Beweis ist fiir den Fall, dass C absolut stetig ist. Fiir einen
vollstédndigen Beweis siehe Genest und Rivest (1993).
Die gemeinsame Dichte h(s,?) von S und T ist gegeben durch,

0 O(u,v)

s, t) = 8u0vc(u’v) | d(s,t) ;

wobei %ZUO (u,v) die Dichte einer absolut stetigen Copula C ist und %(1;’:)) die
Jacobi-Determinante der Transformation ¢(u) = sp(t), p(v) = (1 — s)p(t)
ist. Es gilt
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und daher
P A OO OANERE OO ¢ (H)p(t)
e = (<) )
woraus wiederum folgt, dass

H(s,t) = /O /Ot %dydw - [y - M}t = sKo(t).

Eine Anwendung des Satzes ist der folgende Algorithmus, mit dem bivariate
archimedische Copulas simuliert werden koénnen.

Algorithmus 1.

e Erzeuge zwei unabhdngige und im Intervall [0, 1]
gleichverteilte Zufallsvariablen s und q.

e Berechne t = K_'(q), wobei Ko die Verteilungsfunktion won
C(U,V) ist.

e Berechne u = o U(sp(t)) und v = U((1 - s)p(t)).
e (u,v) ist eine Realisation der Copula C.

Um nun das Konzept der archimedischen Copulas auf beliebige Dimensionen
auszudehnen, bendtigt man noch folgende Definition.

Definition 3.4.7 (Komplett monotone Funktion).

Fine Funktion g(t) heifst komplett monoton auf dem Intervall I, falls Ablei-
tungen jeder Ordnung existieren und die Vorzeichen der Ableitungen alter-
nieren, das heifst

() o) = 0

firk=0,1,2,...

Falls ¢ : [0, 00) + [0, 00) komplett monoton auf dem Intervall [0, co) ist und
ein t € [0, 00) existiert, sodass ¢g(t) = 0, dann ist g(¢) = 0 fiir alle ¢ € [0, 00).
Daher gilt, falls die Pseudo-Inverse ¢l~! des archimedischen Generators ¢
komplett monoton ist, gilt ¢!~ (¢) > 0 fiir alle t € [0, 00) und daraus folgt
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Satz 3.4.8.
Sei ¢ : [0,1] — [0,00) ein strikter Generator. Dann ist die Funktion C :
0,1]¢ — [0, 1] gegeben durch

d
Cluy, ... ug) =¢ " <Z gp(ul))

eine Copula genau dann, wenn ¢~' komplett monoton ist.

3.5 Copulas im Risikomangement

Wie wir nun gesehen haben konnen Modelle mit Copulas verschiedene
Abhéngigkeitsstrukturen und unterschiedliche Randverteilungen beriicksich-
tigen, was bei der linearen Korrelation nicht méglich ist, da diese von den
Randverteilungen beeinflusst wird. Copulas bieten eine klare Trennung von
Abhéngigkeitsstruktur und Randverteilungen, was fiir eine Anwendung in
den Internen Modellen, die in Zusammenhang mit Solvency II in Kapitel 1.3
besprochen wurden, spricht. Auch die IAA legt in [21] den Einsatz von Copu-
las in Internen Modellen nah. Da fiir die Wahl der Copula und die Schatzung
des dazugehorigen Parameters jedoch sehr viele Méglichkeiten bestehen, sind
sehr unterschiedliche Ansétze fiir Interne Modelle denkbar. Das erschwert die
Kontrolle fiir die Aufsichtsbehorde und auch die Vergleichbarkeit mit anderen
Modellen ist bei einer so groflen Auswahl an Moglichkeiten schwierig.



Kapitel 4

Berechnung von Risikomaflen
anhand von Copulas

4.1 Motivation

In Kapitel 2 haben wir bereits einige Methoden zur Berechnung von Risiko-
mafen kennengelernt. Diese basieren meist auf der Annahme von normalver-
teilten Zufallsvariablen und lassen selten die Abhéngigkeiten von Einzelrisi-
ken in das Gesamtrisiko eines Portfolios einflieen. Als Alternative mochte
ich nun die Berechnung von Risikomaflen anhand von Copulas vorstellen,
die eine vollstdndige Beschreibung der Abhéngigkeiten ermdoglichen und fiir
beliebige Randverteilungen angewendet werden konnen.

Wir betrachten den Zufallsvektor X = (X7,...X,,) der die Verluste der zu-
gehorigen Positionen eines Portfolios beinhaltet und eine melbare Funktion
Y : R" — R, die die Art der Aggregation beschreibt. ¢)(X) ist eine aggre-
gierte Finanzposition und typische Beispiele hierfiir sind der totale Verlust
(Sn = > r_, Xk), oder der maximale Verlust (M, = max(Xy,...,X,)). Sei
nun p ein Risikomafl, abhéngig von der Verteilung von ¢ (X). Ziel ist es
p(1¥(X)) zu berechnen. Dafiir benttigen wir die Verteilung von ¢ (X) und
somit auch die gemeinsame Verteilung des Zufallsvektors X. Da in der Pra-
xis diese Informationen meist nicht gegeben sind, begniigen wir uns mit der
Annahme, dass die Randverteilungen F; von X; fiir alle : = 1,...n, gegeben
sind und versuchen Schranken fiir p(¢(X)) zu finden:

Pmin S p(qu)(X)) S Pmax -

29
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Das beschriebene Problem ist in der Literatur, in Anlehnung an die
Schranken aus Satz 3.1.5, als Fréchet Problem bekannt und kann zu einem
Optimierungsproblem umformuliert werden. Wir wollen inf {p(¢)(X))}
und sup {p(¢)(X))} berechnen, wobei die Randverteilungen F; von X; fur
1 =1,...,n gegeben sind. Wegen Satz 3.1.2 bedeutet das, dass wir das inf
und sup iiber alle n-dimensionalen Copulas suchen.

4.2 Value-at-Risk und Copulas

In weiterer Folge mochte ich speziell den Fall p = VaR, und ¢ = + be-
trachten. Wir sind also an Schranken fiir den Value-at-Risk (mit gegebenem
Konfidenzniveau «) der Summe von Risiken eines Portfolios (X7,...,X,)
mit gegebenen Randverteilungen interessiert. Hierfiir mochte ich die wich-
tigsten Ergebnisse aus [13] zusammenfassen. wVaR, (>, X;) bezeichnet ab
nun den ,worst Value-at-Risk” mit gegebenem Konfidenzniveau «, also den
Wert, den wir im schlechtesten Fall fiir den VaR erwarten miissen.

Definition 4.2.1.

Sei F~ die linksstetige Version der Verteilungsfunktion F mit F~(z) =
P(X < z) = F(x—). Wir definieren fir ein C aus der Menge der n-
dimensionalen Copulas C™, univariate Verteilungen Fy, ..., F, und s € R:

oo (Fr, . Fo)(s) = Azn PRGN

o+ (F1, ..., Fy)(s) == sup C(Fl(xl),...,Fnl(xnl),Fn (S—i.%)),

wobei ooy (F1,....,Fy)(s) = P(Xi + -+ X, < s) fir ein Portfolio
(X1,...,X,) mit Randverteilungen Fi, ..., F, und Copula C ist.

Die folgende Proposition liefert Schranken fir oc .y (Fi,...,EF,)(s) und
Var,(d i, Xi), falls keine Information tiber die zugrundeliegende Abhéngig-
keitsstruktur gegeben ist.

Proposition 4.2.2.
Sei (X1, ..., X,) ein Zufallsvektor mit Randverteilungen Fy, ..., F, und einer
Copula C' € C". Dann gilt fiir s € R folgende Ungleichung:

O’cv+(F1, ceey Fn)(s) > TW,—I—(Fla ) Fn)(5)7
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womit auch fir jedes a € (0,1) gilt:

VaR, (i Xi) < wVaR, (i Xi) < TwalFL . F) 7N a).

i=1 i=1

W bezeichnet hier die untere Fréchet Schranke (siehe Satz 3.1.5). Weiters sei
M die obere Fréchet Schranke.

Fiir den 2-dimensionalen Fall liefert folgende Proposition ein Ergebnis fiir den
wVaR einer Summe von zwei Zufallsvariablen und zeigt somit, dass immer
eine 2-dimensionale Copula existiert, die die Grenzen aus Proposition 4.2.2
erreicht.

Proposition 4.2.3.
Sei (X1, X3) ein Zufallsvektor mit Randverteilungen Fy und Fy. Cs € C? fiir
ein & € [0, 1] sei definiert als

max {&, W(uy,up)}  fiir (uy,us) € &, 1]

Ca(uy, ug) == {

M (uq, us) sonst.
Dann erhdlt man fir & = a(s) == tw(F1, F2)(s)
ocr (Fi, F2)(s) = als).
Daraus folgt fiir beliebiges o € (0,1):
wVaRe (X1 + Xo) = mw o (F1, F2) 7 (a).

Eine Erweiterung fiir die Summe von n gleichverteilten Zufallsvariablen liefert
folgendes Ergebnis, jedoch ohne die Verwendung von Copulas:

Proposition 4.2.4.
Die bestmdgliche untere Schranke fir die Verteilung von ) | X; mit gleich-
verteilten Randverteilungen von (X1, ..., X,) ist gegeben durch

{29

fir ein s € (0,n). Das heift also

- 1
wVaR,, (Z XZ-) - "(TH)‘)
=1

fir ein o € (0,1).
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Obige Proposition liefert Schranken fiir den n-dimensionale Fall mit gleich-
verteilten Randverteilungen. Eine analytische Erweiterung von Proposition
4.2.3 durch Ersetzen von W (uy,us) mit W(u),u € [0,1]" ,n > 3 fithrt auf
keine Schranken im multidimensionalen Fall, da W fiir n > 3 keine Copula
ist. Dieses Problem soll durch eine geometrische Anndherung gelost werden.
Das vorliegende Problem besteht in der Maximierung der Wahrscheinlich-
keit der Menge G5 = {x € R": 21 + -+, > s}. Durch die Abbildung
h:R" — [0,1]", h(x) := (Fi(x1),..., F,(z,)) bringen wir das Problem auf
den Einheitswiirfel und bezeichnen:

Ag:={ue0,1]": Fy (w)+...F, " (uy) > s}.
Fiir s € R folgt wVaRq ) (X1 + -+ X,,) = s, falls

1—a(s) = cs*gc%(l — oo+ (F1,..., F,)(s))

und der Wahrscheinlichkeit unter der Copula C

Po (Awvara(x1,..x0)) = 1 — au (4.2)

Im zweidimensionalen Fall erfiillt Cy die Gleichung (4.2) wenn & = «
(sieche Proposition 4.2.3). Fir ein gleichverteiltes Portfolio (Ui, Us) ist
Cs die einzige Copula, die Awvarw,+v,) das MaB 1 — a zuordnet (mit
wVaR(U; + Us) = 1+ «a). Folglich ist in diesem Fall die Dichte von C, in
Ai 4o konzentriert am Rand H,, := A, .

Im zweidimensionalen Fall kann der Rand von A, geschrieben werden als
A, = {(F1(t), Fa(s — t)),t € R}. Weiters bezeichnen wir H; als den Tréger
von Cg, der durch [a&, 1]2 begrenzt wird. Allgemein bezeichnet man im
mehrdimensionalen Fall den Tréger, der durch [&,1]" begrenzt wird als
oberen Tréger.

Die Losung des Problems fiir ein gleichverteiltes Portfolio fithrt zur optimalen
Copula, bei der der obere Triger mit der Grenze A, , iibereinstimmt.

Bemerkung 1.

In Proposition 4.2.3 wurde & = Tw(F1, F2)(s) gewdhlt. Das bedeutet, dass
H in A, liegt und A, beriihrt. Da Cy € C? ist die Dichte auf H 5, gleichverteilt
und proportional zur Linge [(Hg). Daher mazimiert C,, die Dichte in As.
Jede andere Wahl von & wiirde die Wahrscheinlichkeit in Ay verringern.
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Fiir ein n-dimensionales gleichverteiltes Portfolio und n — 1 < s <
n soll nun fir A, = {ue0,1]":> 7" w; >s} mit Rand A, =
{ue0,1]": >  u; = s} die Wahrscheinlichkeit maximiert werden.

Satz 4.2.5.

Sei a € [a*1) und Cz : [0,1]" — [0,1] eine Funktion mit Triger
in {ue0,8)" cuy=--=u,} U{uelal]":> " u >s} fir ein s €
[n—1,n|. Eine notwendige Bedingung fir Cs um eine Copula zu sein
ist & = a := 2= — 1. Der Triger in [&1]" liegt in Hsz =

{ue [, 1]" - >0 uy > W}

Fiir einen Beweis siehe [13].

Geometrisch gesehen besagt Satz 4.2.5, dass (falls Cz € C") die Menge

Hy = [6,1]" N Az ya) = {ue a, 1" Zu 1+a } (4.3)

symmetrisch beziiglich ((1+&)/2,..., (1 + &)/2) ist.
Nun wollen wir die Existenz einer Copula mit Tréger wie in (4.3) zeigen.

Satz 4.2.6.

Wir nehmen an C,C € C" haben Triger auf Hi und Hy. Sei weiters pis das
durch C erzeugte Map. Dann gilt fir Hy" = {w e [0,1]" : S0 u; > n/2}
und Hj™ :={we [0,1]" : Y0 u; <n/2}:

pue(Hy™) =0 & pa(Hg') =0
und beide Copulas haben den selben Triger.

Fiir einen Beweis siehe [13].

Satz 4.2.7.
Sei Cg : [0,1]" — [0, 1] mit Triger H wie in (4.3) auf [&,1]". Dann existiert
eine Folge von Copulas Cy s € C", N € 2N + 1, sodass

2(u) = limy o COna(u) falls we [@,1]"
i - M (u) sonst

eine Copula ist.
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Beweis. 0.B.d.A sei @ =0 mit H, = [0, 1]"NA} . Fiir N € 2N+ 1 betrachte
man die Partition I := [0,1] = (J,_, Ix, wobei I, := (21, £]. Man bestimme
die Menge Iy, X -+ X I, mit dem Punkt (ki,...,k,) und definiere das Maf}
wie folgt:

Firk=1,...,(N+1)/2und 1 < k < k definiere

gr(k) = [ {L x Y HY|, go(k, k) = | {T x I x "2} n HSY|,

wobei H(gN) = {(kl,,kn) - {177N}n : % _% - Z?Zlki < %_‘_%}
Definiere:
féN)(]g17 cey kn) = {f (mlnlgdg d) fiir ( 1 ) !
0 sonst,
wobei
~1

x 1 o 7
(k)= N (n—1) Z gk, B () || (k) = (n = 1) Z (kB
e 1<k<k

Die Menge I, x I""! gibt den k-ten Anteil von [0,1]" entlang der ersten Di-
mension an. Demzufolge z&hlt g, (k) die Anzahl der Punkte in diesem Teil, die
auch in A ((]N) liegen. Ahnlich zihlt go(k, k) die Punkte in H, E)N), welche sich
im k-ten Anteil entlang der ersten Dimension und den k-ten Anteil entlang
der zweiten Dimension befinden. Durch die Symmetrie des Triagers kann man
diese Funktion auch durch beliebig andere zwei Dimensionen definieren. Wei-
ters haben alle Anteile die Weite % Die Idee ist nun I, x I ! zu betrachten
und jeden Punkt zu gewichten, um Gesamtmafl % zu erhalten. Wenn man
das macht, wird durch die Symmetrie jedem Punkt, der in einem dquivalen-
ten Anteil in einer beliebig anderen Dimension liegt, ein Mafl zugeordnet. Im
nichsten Schritt wird I; x I™ ! betrachtet und den fehlenden Punkten ein
Gewicht zugeordnet. Dabei braucht man nur fehlende Punkte im Anteil k be-
trachten, also (n — 1) >, czcp 92(k, k) f*(k). Durch die Symmetrie von ﬂgN),
braucht man nur die Anteile & = 1,..., (N +1)/2 auswerten. Durch Anwen-
dung von f* ordnet man den Punkten Gewichte bzgl. der Randbedingungen
zu.

Laut [13] sollte nun die Funktion Cy : [0,1]" — [0, 1], definiert durch

k(u1) k(un)

Cyo(w) =Y - Z W, k), k(u):zsup{k>1 %<u}

k1=1 kn=1
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eine Copula fiir jedes N sein. Setzt man Cy(u) := limy_ o Cno(u), erhélt
man
O()(Ul, P O,Ui_H, Ce ,Un) = ]\}gnoo ON70(U1, ey, Ui, 0, ui+1, e ,un)
< lim 1/N=0
N—oo

C()(].,...,].,Ui,]_,...,l)

]\}lm ON70(1, ceey 1,u2-, 1, ceey ].)
A}linook(uz)/N = u;.

O

Geht man bei der Implementierung der Copula allerdings genau nach diesem
Beweis vor (siche Kapitel 4.3), tauchen bei der numerischen Simulation fiir
verschiedene Punkte (ki, ko, k3) € HY negative Werte fiir f*(k) auf. Da da-
durch nicht jedem Zufallsvektor eine positive Wahrscheinlichkeit zugeordnet
wird, ist folgende Copulaeigenschaft nicht gewahrleistet:

Fir u,v € [0,1]" mit u < vund u;1 = uj,uj2=v5,j=1,...,n
2 2
Z o Z(_l)“+"'+1"00(ul,il, ey Ung,) =
=1 =1
2 2
RS DD ()R Oy (U Ung,) >0,

Somit stellt Cy meiner Meinung nach keine Copulafunktion dar. Der Grund
fiir das Auftreten dieser negativen Wahrscheinlichkeiten konnte allerdings
nicht vollstandig gekléart werden.

Wir bezeichnen die Familie der Copulas mit Trager H; mit C5.

Laut den vorigen drei Sdtzen hat also jede Copula, die A, 144)/2 die Wahr-
scheinlichkeit 1 — & = 1 — (2s/n — 1) zuordnet, den Triager H, wie in (4.3).
Daraus folgt nun:

Korollar 4.2.8.
Sei Cy € C2 mit & = a. Dann gilt
Po, {Xi+ - +X,<s}=a
fir s =n(1+ «)/2 und die bestmdgliche untere Grenze der Verteilungsfunk-

tion von X1+ -- -+ X, fir gleichverteilte Randverteilungen ist gegeben durch
min {(2s/n — 1), 1} fir s € (0,n).
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Beweis. Das schlechteste Abhéngigkeits-Szenario fiir den VaR mit gegebe-
nem Level « erfiillt die Gleichung (4.2). Nimmt man C4 € CZ, erhdlt man

PC& (An(1+d)/2) - PC& (ﬂn(1+d)/2> =1-a.

Damit ist Gleichung (4.2) fiir @ = « erfiillt und wVaR,(X; + -+ + X)) =
n(1+ «)/2, woraus obiges Ergebnis folgt. O

Fiir ein gleichverteiltes Portfolio (X3, X5) fithrt die Copula zum wVaR,, falls
a = «. Allgemein erhélt man aber wegen der Verteilung der Dichte auf dem
Trager nicht den wVaR,, unter Cy € C2 mit & = «.

Wir wollen nun vom gleichverteilten Fall auf den allgemeinen Fall wechseln.
Durch die Losung des gleichverteilten Problems gegeben durch obige Sétze
und die Verteilung der Wahrscheinlichkeit auf ihrem oberen Tréger erhalten
wir folgenden Satz.

Satz 4.2.9.

Sei (X1,...,X,) ein Portfolio mit gegebenen Randverteilungen Fi,. .., F,.
Dann erhdlt man den wVaR(X; + -+ - + X,,) durch eine Copula Cs € C fiir
ein @ < «, abhdngig von den Randverteilungen. Es gilt:

sup {PC&(AWVaRa(XlJr---Jan) : Od € Cg,O <a S Oé} =1—-a.

4.3 Anwendungsbeispiel

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse moéchte ich nun den wVaR mit Konfi-
denzniveau « fiir die Summe eines 3-dimensionalen Portfolio (X7, X, X3)
berechnen. Die Positionen X;,i = 1,2, 3 seien Pareto(1/¢;) verteilt, mit Sur-
vival Funktion Fj(z) = (1 + x)~%/%. Das Problem wird fiir drei verschiedene
Szenarien fiir jeweils a = 0.9,0.95,0.99,0.995,0.999 betrachtet, unter der
Annahme von vier verschiedenen Copulas.

Szenario I:  X; ~ Pareto(1/§;) mit & = & = &3 = 0.7,
Szenario II: X; ~ Pareto(1/§;) mit & = 0.7504, & = 0.6607, &5 = 0.2815,
Szenario III: X; ~ Pareto(1/¢;) mit & = 1.1905, &, = 1.3889, &5 = 1.2195.

Zuerst betrachtete ich die Szenarien unter der Annahme von komonotonen
Zufallsvariablen X i = 1,2, 3. Fiir diese gilt [12, Proposition 6.15]:

VaRa (X1 4+ Xa + X3) = VaRa(X1) 4 VaRa(Xs) + VaRa (X3).
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Danach berechnete ich den VaR unter der Annahme der Unabhéngigkeitsco-
pula und mit Hilfe der Gauss-Copula. Hierfiir verwendete ich die Korrelati-
onsmatrix R mit Eintrégen p;; = 0.7 und simulierte 10 000 Zufallsvektoren.

Fiir den allgemeinen Fall konstruiert man, dhnlich wie im Beweis zu Satz
4.2.7 eine Copula. Man diskretisiert den Wiirfel [, 1) durch

" k-1 k
I:= [oz,l]:U]k., Iy = OH_T(l_a)’OH_N(l_a)

fir N € 2N + 1 und bestimmt die Menge [y, X I, X I, mit dem Punkt
(ki ko, ks) € {1,...,N}Y’. Fir k=1,...,(N+1)/2 und 1 < k < k definiert

man
gi(k) = | {I x [, 1Py N HM, go(k, k) = [ {I x Iz x [, 1]} n HD),

wobei H™ die Menge aller Punkte (kq, ko, k3) € {1,..., N}3 ist, die folgende
Ungleichung erfiillen

l\DICAD
—_

“yhhs

l\DIOJ

Danach definiert man

fo(zN)(klakQJk?)) = {f (m1n1§d§3 d) fur( 1 2 3) a

sonst,
mit

-1

Fiir ula, 1]3 erhdlt man durch aufsummieren von féN)(kl,k'Q,k'g) folgende
Funktion:

k(u1) k(u2) k(us)

Cna(w)=a+(L—a) > Y > f(k, ko, ks),

ki=1 ki1=1 k1=1

mit k(u) := {k; >1l:a+ (1+°‘) < u}
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Es ergaben sich folgende Werte fiir VaR,(X; + Xs + X3) unter Annahme

der Komonotoniecopula M, der Gauss-Copula C%® mit Korrelationsmatrix
R, der Unabhéngigkeitscopula II und Cy, fiir N = 51:

Fiir Szenario I:

a | 0.9]0.95]0.99 | 0.995 | 0.999 | 0.9999
I | 121|194 | 57.0 | 91.1 | 275.0 | 1364.1
M | 12.0| 214 | 724 | 1194 | 374.7 | 1889.9

C% | 11.8 | 20.1 | 62.9 | 94.2 | 267.0 | 1567.7

Cno | 217|372 11199 | 198.3 | 612.9 | 3074.7

Fiir Szenario II:

o 0.9 | 0.95| 0.99 | 0.995 | 0.999 | 0.9999
IT 8.8 | 144 | 44.3 | 722 | 227.9 | 1207.1
M 9.1 | 16.0 | 53.3 | 87.9 | 278.3 | 14534
CGa | 87 | 14.8 | 438 | 70.1 | 194.4 | 1717.6
Cno | 135|226 | 70.2 | 113.3 | 346.5 | 1749.9

Fiir Szenario I1I:

o 0.9 | 0.95 | 0.99 | 0.995 | 0.999 | 0.9999

IT 80.6 | 191.9 | 1480.9 | 3619.2 | 29429.3 | 611060.0

M 53.6 | 135.1 | 1111.7 | 2755.7 | 22959.4 | 492734.0
C%e | 60.0 | 153.0 | 1270.5 | 2576.4 | 27166.9 | 1299400.0
Cna | 129.6 | 317.7 | 2507.2 | 6101.9 | 48439.2 | 959841.3
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