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Abstract

A multi-body based model for highly stressed main rotor deiing cable systems on helico-
pters is developed. The modelling is based on articulated gid bodies which are provided
with springs and dampers. Special attention is given to the atomated generation of the

di erential-algebraic equations system for any desired number of bodies. The developement
of the fully implemented model is derived and veri ed from the help of a simple three body
chain. The model is applied on a medium-lift utility helicopter main rotor deicing system.

The computed results are compared to experimental data.



Kurzfassung

Es wird ein Modell zur Mehrkorpersimulation von hochbeanspuchten Hauptrotorenteisungs-
Kabelsystemen bei Hubschraubern entwickelt. Die Modellddung erfolgt durch gelenkig
verbundene Starrkoérper. Besonderes Augenmerk gilt dabei&t automatisierten Aufstellung
des di erential-algebraischen Gleichungssystems fir eia beliebige Anzahl von Starrkérpern.
Die Entwicklung des selbst implementierten Modells wird aneiner einfachen Kette mit drei
Koérpern hergeleitet und veri ziert. Das Modell wird auf das bestehende Hauptrotorentei-
sungssystem eines Transporthubschraubers angewandt. Digerechneten Ergebnisse werden
mit experimentell ermittelten Daten verglichen.
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1. Einleitung

Aufgrund ihrer speziellen Flugeigenschaften, wie vertikh Starten und Landen, sowie in der
Luft schweben zu kdnnen, sind Hubschrauber aus dem heutigehuftverkehr nicht mehr

wegzudenken. Hubschrauber werden vielfaltig eingesetztnd tGbernehmen Aufgaben, die
zum Teil nur von ihnen erfillt werden kénnen (Tabelle 1.1). Das Rotorenteisungssystem

Freizeit Arbeit Spezialaufgaben
Heliskiing Luftaufnahmen Krankentransporte
Rund tge Lufttaxi Notarzt

Materialtransporte Bergrettungsdienst

Tabelle 1.1.: Einsatzgebiete ziviler Helikopter

ist dabei ein wichtiger Bestandteil, um diese Aufgaben auchunter Vereisungsbedingungen
zuverlassig erfillen zu kénnen. Die dabei verwendeten Kallgysteme zur Energielibertragung
werden abh&ngig vom Flugmanéver dynamisch hoch beanspruth

1.1. Motivation und Problemstellung

Die Rotorenteisungskabel werden, nach einer vorgegebenefnzahl an Flugstunden, oder
aber bei Ausfall, ausgetauscht. Die defekten Kabel zeigenabei Risse in den Befestigun-
gen, Kabelbriiche und Stauchungen in der Ummantelung. Eine gplante Neuauslegung des
Kabels durch die Firma AMES verfolgt das Ziel, die Lebensdaer des Enteisungskabels zu
erhoéhen. Wahrend das Schadensbild fur einzelne Hubschraeb, wie z.B. den Sikorsky UH-
60 Black Hawk, bekannt ist, existieren keine Untersuchunge wie dieses verursacht wird. Um
das Ziel der Lebensdauerverléangerung zu erreichen, ist edtwvendig die Schadensmechanis-
men zu verstehen. Es soll ein Modell gefunden werden, das digundséatzlichen Belastungen
des Enteisungskabels aufzeigt, und mégliche neue Kabelkajurationen rasch auf ihre Ver-
wendbarkeit pruft.



1. Einleitung

1.2. Vorgehensweise und Gliederung der Arbeit

Inhalt dieser Arbeit ist die Modellierung eines hochbeanspuchten Kabelsystems bei Hub-
schraubern. In Kapitel 2 werden grundsatzliche Eigenschaén von Hubschraubern, wie deren
Flugmechanik und die Funktion des Hauptrotors erklart. Im A nschluss wird auf das Ro-
torenteisungssystem des Hubschrauber Typs UH-60 Black Hakveingegangen. Der Aufbau
des Enteisungskabels und die auftretenden Schadensbildererden abgebildet.

Die Basis dieser Arbeit, die mechanischen Grundlagen zur 8iulation von Mehrkdrpersyste-
men, werden in Kapitel 3 erklart. Der Bogen spannt sich, ausghend von der Kinematik des
starren Korpers, lUber die Kinetik und die Di erentialprinz ipe der Mechanik, bis zur Theo-
rie der di erential-algebraischen Gleichungen. Diese sid fir die folgende Modellbildung des
Enteisungskabels von entscheidender Bedeutung.

In Kapitel 4 wird die Modellierung eines Kabels, diskretisiert durch starre Kérper, anhand

des Drei-Kdrper-Modells veranschaulicht. Ausgehend voniaem Modell mit o enem Ende,

Uber das Modell mit geschlossenem Ende bis zu deren Veri kabn.

Kapitel 5 zeigt die Anwendung des erstellten Modells auf dasHauptrotorenteisungskabel
des Hubschraubers Sikorsky UH-60. Im Anschluss an die Ideinkation der Systemparame-

ter erfolgt die Simulation des Enteisungskabels. In einem rsten Schritt wird die statische

Einbaulage, die als Ausgangslage der weiteren Berechnungeat, gefunden. Im Weiteren
wird die Eigenfrequenz mithilfe eines simulierten Ausschwngversuchs bestimmt. Im letz-
ten Schritt wird das Kabelmodell, fur das Flugmandver des Seig-, Schwebe- und Sink ugs,
erweitert und die eingeschwungene Ruhelage berechnet.



2. Hubschraubermechanik

Kolibris und Libellen werden gerne als in der Natur existieende Hubschrauber bezeich-
net. Sie kénnen schweben und sogar rickwarts iegen. Genauegommen handelt es sich
dabei aber um ein schnelles horizontales Hin- und Herbewegeder Fliigel, aber in keinem
Fall um eine Rotation. Das Fehlen eines naturlichen Vorbilces ist wohl auch der Grund,
warum nach der Er ndung des Helikopters * durch Leonardo da Vinci bis zum Bau der
ersten ugfahigen Maschinen soviel Zeit verging (Abbildung 2.1). Auf dem Weg dorthin

Abbildung 2.1.:  Flugspirale von Leonardo da Vinci [1]

seien die Er nder Michail Lomonossow und Gustave de Ponton 8Amécourt genannt. Ihnen
war bereits die Notwendigkeit des Drehmomentenausgleichbekannt, doch fehlte es ihnen
an einer leistungsfahigen Antriebsmaschine. Fritz und Wihelm von Aschenbach erfanden
1874 den Hubschrauber nach heute gangiger Form mit Haupt- ut Heckrotor, von Zeitge-
nossen auch liebevolliegender Wurstkessel ob der Dampfmaschine als Antrieb, genannt.
Der entscheidende Schritt gelang mit der Er ndung des Verbiennungsmotors 1876 durch
Nicolaus August Otto. Erst durch seine Er ndung war es den friilhen Flugpionieren in den
darau olgenden Jahrzehnten mdglich, erste ugféahige Kondruktionen zu realisieren. Der
erste bemannte Flug eines Helikopters gelang dem Franzosdtaul Cronu am 13. November
1907. Die beiden Dreh ugel seines fragil wirkenden Fluggeites wurden von einem 24 PS V8
Ottomotor Uber Riemen angetrieben. Diese Motorleistung galigte, um den Hubschrauber

! helix = Spirale, pteron = Fliigel
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Abbildung 2.2.:  Erster ugfahiger Helikopter von Paul Cornu 1907

mit einer Gesamtmasse von 260kg fiir 20 Sekunden 30cm Uber deBoden schweben zu las-
sen (Abbildung 2.2). Einen guten Uberblick tiber die historischen Anfange und die weitere
Entwicklung von Hubschraubern ndet sich in [2, 1, 3, 4]. Heute lassen sich erfolgreiche Hub-
schrauber nach funf verschiedenen Rotorbauarten einteite wobei sich die Standardvariante
durchgesetzt hat, siehe Abbildung 2.3.

P B

Nebeneinander Tandem Koaxial Kammend Standard

Abbildung 2.3.: Mdgliche Hubschrauber Kon gurationen [1]

2.1. Flugmechanik

Wie iegt nun eigentlich ein Helikopter? Das einfachste Flugmandver eines Helikopters stellt
der stationdre Schwebe ug dar. Die Rotorblatter des Fluggeéates erzeugen dabei den senk-
recht auf die Blattspitzenebene stehenden Rotorschubvektr, der der Gewichtskraft ent-
gegenwirkt. Unter der Blattspitzenebene versteht man einegedachte Ebene, die von den
Blattspitzen des Hauptrotors aufgespannt wird (Abbildung 2.4). Beim stationdren Schwe-
be ug ist die Gewichtskraft gleich dem Rotorschub. Fiur den vertikalen Steig- bzw. Sink ug
wird die Gréye des Rotorschubvektors durch Verstellen des Bittanstellwinkels vergroéyert
bzw. verkleinert. Fir den Ubergang in den Horizontal ug muss der Rotorschubvektor zu-
satzlich in seiner Richtung verdnderbar sein. Gegenilber Richen ugzeugen fihrt dies zu



2. Hubschraubermechanik

_____ Blattspitzenebene

Rotorschubvektor

Abbildung 2.4.:  Hauptrotor mit Blattspitzenebene

komplexen und schweren Rotoranlagen. Als Vorteil bleibt de bessere Mandvrierfahigkeit,
sowie die Mdglichkeit senkrecht landen und starten zu kénne.

2.2. Hauptrotor

Es besteht ein grundsétzlicher baulicher Unterschied zwishen den Propellern von Flachen-
ugzeugen und den Rotoren von Helikoptern. Propellerblatter von Flugzeugen sind steif
gegen Biegung, die auftretenden Krafte multipliziert mit dem Abstand erzeugen ein Biege-
moment, welches auf das gesamte Flugzeug wirkt. Bei einem Rwr sind die Rotorblatter
momentenfrei an die Rotorwelle angelenkt. Konstruktiv erreicht man dies durch Schlag-
und Schwenkgelenke oder elastische Blatthalse (Abbildun@.5). Die Schlagbewegung der
Rotorblatter hat ihre Ursache in der Uberlagerung der Blattspitzenumlaufgeschwindigkeit
U und der Anstromgeschwindigkeit v zu einer asymmetrischen Rotoranstromung. Je nach
Lage des Rotorblattes entsteht am vorlaufenden Blatt eine ehdhte und am ricklaufenden
Blatt eine verringerte Auftriebskraft. Dies bedeutet, dass das Rotorblatt eine Auslenkung
und Beschleunigung in Richtung der Kréfte erfahrt. Das Rotablatt verhélt sich dabei wie
ein Pendel im radialen Zentrifugalfeld. Bei einem in Rotornitte liegenden Schlaggelenk ver-
ursacht die am vorlaufenden Blatt erhéhte Auftriebskraft einen um = 90 Grad phasen-
verschoben maximalen Rotorblattausschlag. (Abbildung 26). Die Phasenverschiebung fiihrt
bei Rotoren von Helikoptern zu einer verlangerten Reaktiorszeit gegentber Propellern bei
Flugzeugen.
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Blattwinkellager

Schwenkgelenk

Schlaggelenk _
Elastischer Hals

Blattwinkellager

(a) Rotorkopf mit Schlag- und Schwenklager (b) Rotorkopf mit biegeweichem Blatthals

Abbildung 2.5.:  Mdgliche Rotorkopf Kon gurationen [5]

=180

>
>
'

Flugrichtung

-

=0
Abbildung 2.6.:  Anstrombedingungen am Rotorblatt

Ein eingesteuerter Zusatzschub am vorlaufenden Blatt bei mem Umlaufwinkel von
90 Grad bewirkt erst bei = 180 Grad eine maximale Auslenkung nach oben. Dabei wird

die Blattspitzenebene des Rotors nach hinten gekippt und deit auch der Rotorschubvek-



2. Hubschraubermechanik

tor. Die Wirkungslinie des Schubvektors verlauft jetzt nicht mehr durch den Hubschrauber
Massenmittelpunkt. Das durch Rotorschubvektor und Hebelam entstehende Moment dient
zur Steuerung des Helikopters (Tabelle 2.1). Durch die Schlgbewegung wird ein Massen-
punkt des Rotorblattes wahrend seines Umlaufes sowohl in Bé langsamere als auch in eine
schnellere Bahn gezwungen. Die so durch die Tragheit entstende Corioliskraft verursacht
die Schwenkbewegung der Rotorblétter. Zentrale Bauelemes des Rotorkopfes sind die Tau-
melscheibe und die Steuer- und Schubstangen mit denen der Atellwinkel der Rotorblatter
verandert wird. Mithilfe der Taumelscheibe kénnen die Rotablatter gleich sowie periodisch
verandert werden (Abbildung 2.7). Man unterscheidet die kdlektive Blattverstellung, bei

Schubanderung bei: =90 = 180
Propeller Rollen Nicken
Rotor Nicken Rollen

Tabelle 2.1.:  Wirkung von Schub&nderung bei Propeller und Rotor

der alle Blatter um den gleichen Winkel verstellt werden unddie zyklische Blattverstellung.
Die kollektive Blattverstellung fiihrt zu einer betragsméayigen Anderung des Schubvektors.
Je nach Blattanstellwinkel sinkt, schwebt oder steigt der Hubschrauber. Anders verhalt es
sich bei der zyklischen Blattverstellung, bei der jedes Bl&t wahrend eines Rotorumlaufes
periodisch um den selben Wert verstellt wird. Die zyklischeBlattverstellung nutzt man, um
die Blattspitzenebene und damit den Rotorschubvektor zu vestellen, erst dadurch werden
Flugmandver wie der Horizontal ug moglich (Abbildung 2.8) .

2.3. Rotorenteisung

Wie beim Flachen ugzeug erzeugt auch beim Hubschrauber eilmstrémtes Pro | den erfor-

derlichen Auftrieb. Temperaturen unter 5°C und eine hohe réative Luftfeuchtigkeit bieten

beste Voraussetzungen fur die Vereisung. Durch die geringe=luggeschwindigkeiten entsteht
an den Rotorblattern von Helikoptern eine vergleichsweisegeringe Reibung, damit erhéht
sich die Gefahr von Eisbildung. Eis am Rotorsystem fihrt abe nicht nur zu veréanderten
Auftriebseigenschaften sondern auch zu Unwucht und damit @rbunden zu Vibrationen.

2.3.1. Enteisungssystem

Das Enteisungssystem des UH-60 Black Hawk umfasst die Trieterkseinlasse, Windschutz-
scheibe und das Staurohr. Der Helikopter kann mit einem Rotoenteisungssystem ausgestat-
tet werden. Fir die vorliegende Arbeit ist die Enteisung der Rotorblatter interessant, eine
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Rotorblatt
Rotorblatt

Schubstange

Blattanstellwinkel
Taumelscheibe

Steuerstange

Abbildung 2.7.:  Rotorkopf mit Taumelscheibe [6]

/ U / U
(a) Blattanstellwinkel beim vertikalen Steig ug (b) Blattanstellwinkel beim Vorwarts ug

Abbildung 2.8.:  Blattanstellwinkel und zugehérige Flugmandver [7]
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Eissensor Heckrotor

Junction Box

Temperatursensor .

P Hauptrotorenteisung
Controller

(a) Enteisungssystem des UH-60 Black Hawk (b) UH-60 Rotorblatt Heizelement

Abbildung 2.9.:  Ubersicht Enteisungssystem UH-60 Black Hawk [8]

Abbildung 2.10.:  Ansicht des Kabelverlaufs

Ubersicht des Enteisungssystems zeigt Abbildung 2.9a. Dieleizmatten in den Hauptrotor-
blattern werden einzeln je nach Vereisungsgrad mit Strom vesorgt. Daten fir die zykli-
sche Energieversorgung kommen von einem Vibrationssensater Daten Uber den Grad der
Vereisung liefert. Der Heckrotor verfugt Gber keine zykliche Energieversorgung und wird
konstant beheizt. Einen Teil des Hauptrotorblattes mit Heizelement zeigt Abbildung 2.9b.

2.3.2. Enteisungskabel

Eine sehr ausfihrliche Beschreibung des Enteisungskabales UH-60 Black Hawk ndet sich
in der parallel zu dieser Diplomarbeit begonnenen Arbeit van [9]. Der Verlauf des Stromka-
bels zum Beheizen eines der Hauptrotorblatter wird in Abbildung 2.10 ersichtlich. Das Entei-
sungskabel besteht aus der spiral verstarkten Ummantelungdem Ge echtschlauch und der



2. Hubschraubermechanik

Ummantelung Ge echtschlauch

Kabelader

Abbildung 2.11.:  Aufbau des Enteisungskabels

(a) Risse in der Ummantelung des Heckrotorka- (b) Stauchung in der Ummantelung des Heckro-
bels torkabels

Abbildung 2.12.:  Schaden am Enteisungskabel

Kabelader, die wiederum aus 19 versilberten Kupferdrahteraufgebaut ist (Abbildung 2.11).
Da es sich bei dem Typ UH-60 Black Hawk um einen hauptsachlicimilitarisch verwendeten
Hubschraubertyp handelt, ist es schwierig, Zugri auf detaillierte Schadensfélle zu erhal-
ten. Das Kabelsystem des UH-60 Black Hawk unterliegt keineiebensdauerbeschrankung
und wird bei einem Defekt on condition ausgetauscht. Ein L okalaugenschein bei einem
Betreiber von neun UH-60 Hubschraubern ergab folgendes Sallensbild:

" Risse in der Ummantelung (Abbildung 2.12)

" Stauchungen der Ummantelung (Abbildung 2.12)
Kabeladerbruch

" Rissbildung im Bereich der Befestigung

Da zusatzlich auch Feuchtigkeitsschaden als Ausfall der Beisungsanlage dokumentiert wer-
den, existieren keine genauen Zahlen ilber mechanisch vesachte Kabelschaden.
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation
von Mehrkdorpersystemen

Ganz allgemein versteht man unter einem Mehrkdpersystem aimechanisches Ersatzsystem,

wie beispielhaft in Abbildung 3.1 dargestellt, mit den folgenden Elementen und Eigenschaf-
ten:

" Anzahl n massebehafteter starrer Kérper (Abmessungen und Tragheitdes Systems
werden abgebildet).

" Ideale Bindungen wie Lager, Fiihrungen und Gelenke.

" Masselose Koppelelemente, die die einzelnen Korper verlbiden wie Federn, Dampfer
und Kraftstellglieder.

(a

(a)

" Auf die Korper kénnen auyere Krafte F; ) und auyere Momente M;

wirken.

i =1;2:n

Die beiden Begri e Freiheitsgrade und Zwangsbedingungenied in solchen bewegten Sys-
temen von entscheidender Bedeutung. Zur eindeutigen Bestimung der Lage und Orientie-
rung eines freien einzelnen Kdrpers im Raum sind sechs Vatiten erforderlich. Diese sechs
Variablen unterteilen sich in drei fur die Lage (X, y, z in einem kartesischen Koordinaten-
system) und weitere drei fur die Rotation ( , und fur die Drehungen um x, y, z ). Fur
ein Mehrkorpersystem ausi = 1;2:::n starren Kérpern benétigt man nun 6n Variablen. In
allen technischen Systemen unterliegen die Korper jedoch@vegungseinschrankungen durch
FUhrungen, Gelenke und Lager. Diese Einschrankungen oderiBdungen ergeberm Zwangs-
bedingungen zwischen den Koordinaten. Unter dem Begri derFreiheitsgrade versteht man
die daraus resultierende Anzahl unabhéngiger Variablerf .

f=6n m (3.1)

Die Tabelle 3.1 gibt einen Uberblick tber die Anzahl der Freheitsgrade eines Systems und
den daraus resultierenden Systemeigenschaften. Zwangstegungen kdnnen nach ihrer
Lage (holonom) unterschieden werden, sie kénnen zeitabh@ig (rheonom) oder unabhéngig

11



3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

S
[/&a Korper i = 2

Korperi =1

: F@
Korperi = 3 <@—2_

/

Abbildung 3.1.: Modellvorstellung eines Mehrkdrpersystems mit starren Képern

Freiheitsgrade Systemeigenschaften
f>0 in sich bewegliche Systeme
f =0 statisch bestimmte Systeme
f< O statisch Uberbestimmte Systeme

Tabelle 3.1.: Anzahl der Freiheitsgrade und daraus resultierende Systegigenschaften

von ihr sein (skleronom). Einen guten Uberblick in die Mechanik von Mehrkorpersystemen
verscha en [10], [11] und [12].

3.1. Koordinatensysteme und deren Transformation

Um die Lage eines Punktes im Raum zu beschreiben, werden didrtheitsvektoren g; §,; €
verwendet. Diese sind linear unabhéngig und bilden gemei@sn die orthonormale Basis

e = [8:8;8]: (3.2)
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

1€
P
-F,
oF Bahnkurve
O g

I &

Abbildung 3.2.:  Beschreibung des Punktes P

I &

Abbildung 3.3.: Referenz- und Korperfesteskoordinatensystem

Die Lage eines beliebigen Punkte®, bestimmt durch seine Koordinaten x, y und z, kann
durch den Ortsvektor fop mithilfe der Basis durch

fop = X&+Yg+2Zg (3.3)

dargestellt werden, siehe Abbildung 3.2. Jeder Korper veiigt Uber ein ihm eigenes Ko-
ordinatensystem K;. Wie in Abbildung 3.3 erkennbar, unterscheidet man ein raunfestes
Inertialsystem |, das als Referenzsystem fir die korperfesten Systenike bendtigt wird. Die
Bewegungen der Korper werden relativ zu diesem Referenzkodinatensystem beschrieben.
Handelt es sich bei dem Referenzsystem um ein raumfestes hialsystem, spricht man von
einer Beschreibung der Bewegung in absoluten Koordinaterklingegen wird eine Bewegung
durch Relativkoordinaten beschrieben, wenn sich das Refenzsystem selbst bewegt. Der
Ortsvektor t+op kann im Inertialsystem |, als auch im korperfesten KoordinatensystemkK
beschrieben werden. Eine Umrechnung von einem in das ande8ystem erfolgt mithilfe der

13



3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

Abbildung 3.4.: Elementardrehung um die z-Achse

Koordinatentransformation. Ganz allgemein versteht man wnter einer Koordinatentransfor-
mation die Uberlagerung von Translation und Rotation. Die einfachste Transformation stellt
eine Elementardrehung um eine Achse dar

2 3
coy ) sin() O
e = Esin( ) coy ) Ongi (3.4
0 0 1
| {z }
KR,()

Aus den geometrischen Beziehungen in Abbildung 3.4 und denden fur das Korperfeste-
k eund das Inertialsystem, efolgt mit dem Drehwinkel um die z-Achse die Rotationsmatrix
'R, (). In rechtwinkeligen Koordinatensystemen stehen die Einhésvektoren paarweise
senkrecht aufeinander. Daraus ergibt sich die wichtige Eignschaft der Orthogonalitat ihrer

Rotationsmatrizen

IK T

R, = MR, : (3.5)

Mit der Multiplikation der Rotationsmatrix ' R mit ihrer Transponierten ' RT folgt die
Einheitsmatrix
R "R = E: (3.6)

KR = KR (3.7)
Spezialfalle dieser Koordinatentransformation sind:

- reine Rotation: tog = 0

- reine Translation: KR

|
[m
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

Abhangig von der Reihenfolge der Drehung spricht man von Kadan oder Euler Winkeln.

Dreht man zuerst um die x-, die neue y- und die heue z-Achse, serhédlt man die Rotations-

matrix Riargan (- )- Dreht man jedoch zuerst um die z-, die neu entstandene x- unaieder
um die neue z-Achse, so erhalt man die RotationsmatriXxReer ( # - ZU beachten ist, dass
eine unterschiedliche Reihenfolge der endlichen Drehungezu unterschiedlichen Resultaten
fuhrt, vergleiche Abbildung 3.5.

-
Y|
L3

|
POOODN
I o
N
ON W
N
<
o@
+
I
2O
I
N
O

Abbildung 3.5.:  Nichtkommutativitat von endlichen Drehungen

3.2. Kinematik des starren Kérpers

Die Kinematik beschétftigt sich mit der Ermittlung von Lage, Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung der einzelnen Korper eines Mehrkorpersystems. Dietarren Korper sind in ihrer

Lage durch die Massenmittelpunktkoordinaten und ihre Orientierung beschrieben. Allge-
mein kann sich ein starrer Kérper im Raum in sechs unabhéangig Richtungen bewegen. Die
Bewegung setzt sich aus der Translation des Massenmittelmktes und einer, relativ zum

Massenmittelpunkt, rAumlichen Drehung zusammen.
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

starrer Korper K

Abbildung 3.6.:  Allgemeiner Punkt P auf Korper K

3.2.1. Beschreibung der Lage

Ein allgemeiner Punkt P auf dem Korper K l&asst sich durch den Ortsvektor +op als Vek-
toraddition der beiden Vektoren fog und tgp mit

fop = foB * fBp (3.8)

darstellen, vergleiche Abbildung 3.6. Soll der Vektor in enem bestimmten Koordinatensys-

tem dargestellt werden, so ist es wichtig, dass alle Vektome die selbe Basis verwenden. Aus
praktischen Griinden ist es sinnvoll, fir die Beschreibung ds Vektors tgp die Basis des

korperfesten Koordinatensystemsg e zu verwenden.

1fop = 1fos + 'K Rk *ap : (3.9

3.2.2. Geschwindigkeit

Zur Beschreibung der Geschwindigkeitvop des PunktesP wird ausgehend von Abbildung 3.6
der schon bekannte Vektortop nach der Zeit abgeleitet. Die Komponente
'd

Yop = AoB * o K€ KIgp (3.10)

16



3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

berlcksichtigt die Relativbewegung des PunktesB gegeniber dem Bezugssystem. Durch
Anwenden der Kettenregel wird die Relativgeschwindigkeit
|
XNop = WoB t K€ «Ilgpt d el «r
Op = YoB T (€ wlen Ty k€ Klep (3.11)

Kvgp

des PunktesP gegenuberB abgeleitet. Die Ableitung der Basis

'd
T - oTKp - T IK T IK
g K® e TR KE | R{z E}: (3.12)
K K

im Inertialsystem | fuhrt auf die Tildematrix der Winkelgeschwindigkeit ' ~. Der Punkt
P wird mit der Winkelgeschwindigkeit ' + um B gedreht. Die Geschwindigkeit

Yop = Yo t k¥gp t I<§T IK{!Z~_K1°BP} (3.13)
K+ g rep

vereinfacht sich, fur den Fall, dass sich der PunktP auf dem starren Korper nicht relativ
bewegen kann, auf

Yop = %o+ '+ ktp: (3.14)

3.2.3. Beschleunigung

Gegeben sei wieder der starre Kérper mit dem relativ bewegtePunkt P, siehe Abbildung 3.6.
Ein wichtiger Baustein fur die weitere Ableitung ist die Di erentiationsregel nach Euler.
Diese Di erentiationsregel

'd(~) “d()

T T at +Ke (5 (3.15)

muss immer dann beriicksichtigt werden, wenn die absolute #iche Anderung eines Vektors
ermittelt werden soll, der in einem relativ dazu bewegten Kmrdinatensystem dargestellt
ist. Eine wichtige Eigenschaft der Winkelgeschwindigkeit+ lasst sich aus Gleichung (3.15)
ableiten. Fur die Di erentiation von + nach der Zeit gilt:

) _ KA

Kd(#+) |
dat dt '

o) =

(3.16)
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

Die Beschleunigungsgroyen werden ausgehend von Gleichu(®)13) mit der Relativbeschleu-
nigung ¥og des PunktesB gegeniber dem Bezugssysterh abgeleitet

Id Id Id K K Id Id

— = — + 4 — — .

dt ({‘;’op% d ({':OB;"' d - } kfep + 0 (k tBP ) + it (k ¥BpP ) : (3.17)
aop aoB K &

Auf den Term

| d K d K

— = +

i (k fBP) B (?ZFBP % +0 4+ ktmp (3.18)
K VBP

wird die Di erentiationsregel nach Euler ebenso angewandt wie auch auf den rechten Term

d Kd

— = — K 5 .
ot (k ¥8p ) B ({KZVBP; +% 4+ ke (3.19)
K app

Es folgt die schon aus Gleichung (3.11) bekannte Relativgebwindigkeit ¢ vgp und mit
k 8gp die Relativbeschleunigung. Damit wird die Beschleunigungdes PunktesP

op = o+ 'k ke + N+ N4 K1°BP+%IK4-"{ZK’VBP}+KaBP: (3.20)
ac

In Gleichung (3.20) wird & als Coriolisbeschleunigung bezeichnet. Fir den Fall, dassich
der Punkt P auf dem starren Kérper nicht relativ bewegen kann, verschwiden die beiden
Vektoren g wvgp und g 8gp und ((3.20)) vereinfacht sich zu

fop = -aOB+|K!; K B8P + 1Ky K 4 K fBp - (3.21)

3.3. Kinetik des starren Korpers

In der Kinetik werden die Wirkungen zwischen Bewegungen, Kaéften und Momenten be-
schrieben. Ausgehend von den dynamischen Grundgleichungeach Newton und Euler wird
zunachst der Impuls- und der Drallsatz hergeleitet. Darausfolgend wird im néchsten Ab-
schnitt der Tragheitstensor beschrieben.

3.3.1. Dynamische Grundgleichungen nach Newton und Euler

Im Jahr 1686 formulierte Isaac Newton in seinem Mathematishe Principien der Naturlehre
[13] seine drei Grundsatze der Bewegung (Newtonschen Axiogh. Darin fihrt Newton den
Begri des Impulses als Produkt der Geschwindigkeit mit einer Punktmasse ein. Der Impuls

18



3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

ist so wie die Geschwindigkeit eine vektorielle Gréye. Die tbi Newtonschen Axiome lauten:

" lex prima, auch als Tragheitsprinzip bezeichnet, wurde erstmals von Galileo Galilei
im Jahre 1638 formuliert:

Jeder Kdrper beharrt in seinem Zustande der Ruhe oder der giehférmigen
geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krfie gezwungen
wird, seinen Zustand zu andern. [13, S. 32]

" lex secunda, auch Aktionsprinzip genannt, bildet die Grun dlage fir die Bewegungs-
gleichungen in der Dynamik:

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegendekKraft pro-
portional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraen Linie, nach
welcher jene Kraft wirkt. [13, S. 32]

" lex tertio oder Reaktionsprinzip genannt:

Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen zweier
Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesaer Richtung.
[13, S. 32]

1 &

Abbildung 3.7.:  Beziehungen fur die Beschreibung von Impuls und Drall

Von den drei Newtonschen Axiomen interessiert in diesem Zwsmmenhang vor allem das
zweite Axiom. Ausgehend von der Schwerpunktsformel

4

Ycem = _t (‘F’op) dm
« Al

Yop

(3.22)
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

flr einen Korper konstanter Masse kann der Impuls
Z 4
p = dp = N¥op dm (3.23)
K K

durch Dierenzieren nach der Zeit abgeleitet werden. Wobeivc die Geschwindigkeit des
Massenmittelpunktes und vop die Geschwindigkeit der in nitesimalen Massedm ist, ver-
gleiche Abbildung 3.7. Mit der Ableitung des Impulses nach @r Zeit und dem zweiten
Newtonschen Axiom folgt der Schwerpunktsatz
Id z X
@ = dO+dr® = FO (3.24)
K

Wird tiber den gesamten Koérper integriert, so bleiben nur dieauyeren Krafte F(® im System
erhalten und die inneren Krafte F() heben sich auf. In &hnlicher Weise ist der Drehimpuls
des KorpersK 7 7
c© = dc© = fop  Ovop dm (3.25)
K K

um den festen BezugspunkiO de niert. Fur die De nition des Drehimpulses ist der Bezugs-

|8 starrer Korper K

Abbildung 3.8.:  Drall bezogen auf den relativ bewegten Punkt Q

punkt von groyer Wichtigkeit. Mit dem relativ bewegten Bezu gspunkt Q um den Punkt O
mit dem Vektor

fop = foo t fop (326)
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

dargestellt in Abbildung 3.8, formuliert sich der Drall zu

z d d
E(O) = (1"‘0Q + 1"'Qp) af‘oQ + a‘F‘Qp dm
K
= Q4+ x50 muyc+ mege W (3.27)

In Gleichung (3.27) entfallt der letzte Term, wenn der Punkt Q ein fester Bezugspunkt, der
Massenmittelpunkt C oder der Vektor fqc parallel zur Geschwindigkeit ¥ des PunktesQ

orientiert ist. Wird Gleichung (3.27) nach der Zeit di eren ziert, folgt der Drallsatz fur den

bewegten Bezugspunkt mit

d d dF dfo dp
2o = Zr@ g QC + + 0Q + —F 3.28
dt dt Mg YetmMfec ot g Prfoe g (329
und vereinfacht sich mit mdroc=dt  ¥g =  droo=dt Ppzu
d
ar:(Q)+ mtoc B = M©Q (3.29)

mit dem wirkenden Moment M (), In Gleichung (3.29) entfallt der letzte Term, wenn der
BezugspunktQ dem Massenmittelpunkt C entspricht, der Punkt Q nicht beschleunigt wird
oder in Richtung Massenmittelpunkt beschleunigt wird. Die De nition des Drehimpulses

|8 starrer Korper K

Abbildung 3.9.:  Beziehungen fir die Beschreibung des Dralls

kann auch fur einen, oft wichtigen, korperfesten Bezugspukt B erfolgen. Die Geschwindig-
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

keit vp eines beliebigen Punkted? lasst sich dann mit der Geschwindigkeitvg des Bezugs-
punktes B und der Winkelgeschwindigkeit! mit

Mp = Mg+ 4+ fgp (3.30)

nach Abbildung 3.9 bestimmen. Die Gleichung (3.25) beziigth des PunktesO fuhrt dann
auf

Z
c© = [(fo + fBP) (M8 ++ +tgp)]dm =
K
Z
= [fep  (+ #mp)ldm+ mlrop (¥ ++ #sc)l+ M(fec W) =
K
= C® +mlrog (W8 *+ fBc)]+ M(foc ™) : (3.31)

Wahlt man als Bezugspunkt den MassenmittelpunktC, so vereinfacht sich Gleichung (3.31)
zu
O = @O+ m(roc ) : (3.32)

Wird Gleichung (3.25) nach der Zeit di erenziert, so erhdlt man den erstmals 1758 von
Euler formulierten Drallsatz
Z
d d
—c©® = m© = * — dm
at oP t(vc{); % (3.33)

K —_—

dF

fur ein System von Teilmassen. Firr die beiden Axiome gelten i¢ folgenden Uberlegungen:

"~ die Axiome gelten allgemein auch fir nicht starre Koérper

" der Schwerpunktssatz und der Drallsatz sind voneinander unabhéngige Axiome

" nur auyere Krafte und Momente bewirken eine Bewegungsandeung
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

3.3.2. Tragheitstensor

Ausgehend vom Relativdrall um einen koérperfesten Bezugsmkt P mit

Z
C® = e (! fep)ldm
Z
= [(tsp fBP)*+ tmp (fgp +)]dm (3.34)
K

wird ersichtlich, dass der Drall und die Winkelgeschwindidkeit im Allgemeinen nicht gleich
orientiert sind. Werden die Vektoren in korperfesten Koordinaten beschrieben, so folgt der
Relativdrall mit

P = _+ (3.35)

und dem Tragheitstensor in kartesischen Koordinaten

0 1
7 o Y2+ 22 Xy Xz
_ = % Xy x2+ 72 yz Edm: (3.36)
K Xz yz x>+ y?

Der Tragheitstensor beschreibt die Massengeometrie desaten Kdrpers. Im korperfesten
Koordinatensystem beschrieben ist der Tragheitstensor @ie zeitinvariante Groye. Er ist ein
symmetrischer und im Allgemeinen positiv de niter Tensor. Seine Diagonalelemente werden
als Tragheitsmomente bezeichnet, die Nebendiagonalelemie als Deviationsmomente. Ist
der Tragheitstensor nur auf seiner Hauptdiagonale besetztso handelt es sich bei den Be-
zugsachsen des Korpers um Hauptachsen. Vorzugsweise wirdlter das Hauptachsensystem
als korperfestes Koordinatensystem gewahilt.

3.4. Differentialprinzipe der Mechanik

Gebundene Koérper kann man durch Freischneiden in freie Korpr uberfuhren. Dadurch
erhalt man zusatzliche eingepragte Krafte und Momente, soie auch Reaktionskrafte und
Momente. Fur diese freien Korper oder Systeme kdnnen die ketischen Grundgleichungen
angewandt werden, um mit ihnen die zuséatzlichen Krafte und Momente zu berechnen. Es
erfolgt entweder eine Berechnung der Krafte und Momente begegebenen Bewegungen oder
umgekehrt. Da die reaktiven Kréfte keinen direkten Ein uss auf die Bewegung austiben,
liegt es nahe, diese mithilfe der Prinzipe der Mechanik zu @hinieren.
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

3.4.1. Virtuelle Arbeit

Man spricht auch vom Prinzip der virtuellen Verschiebung. Die di erentielle Arbeit eines
Massepunktes ist mit

X T
dw = F' df (3.37)
j=1

fur ein System ausF; Einzelkraften de niert. Durch Einflihren der virtuellen Ve rschiebung
; folgt daraus die virtuelle Arbeit

wo= Flofj: (3.38)

Die virtuelle Verschiebung r; sei eine gedachte, geometrisch und physikalisch magliche,
di erentiell kleine Verschiebung oder Verdrehung bei fesgehaltener Zeit und Lage. Di e-
rentiell klein damit die wirkenden Krafte unabhangig von r; angesehen werden kénnen. Je
nach Systemgrenzen unterscheidet man innere Krafté() und auyere Krafte F(@ . Durch
Freischneiden werden alle Kréfte zu &uyeren Kréften, die weder in eingepragte KrafteF(©)
und Reaktive- oder ZwangskrafteF (") unterteilt werden kénnen. Innere und duyere Kréfte

E(r)
+

Abbildung 3.10.: Virtuelle Verschiebung und reaktive Kraft einer Punktmasse

werden je nach den gewahlten Systemgrenzen unterschieddbie Gleichung (3.38) lasst sich
damit zu

X
W= FO+ FD# (3.39)
=1

erweitern. Die reaktiven Kréfte r—‘j(” leisten dabei keine Arbeit, da die Krafte, wie in Ab-
bildung 3.10 zu sehen ist, normal auf die zu ihnen gehdérendewirtuellen Verschiebungen
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

stehen. Damit ergibt sich die virtuelle Arbeit der reaktiven Krafte mit

X0
WAREE F ¢ = o: (3.40)
=1

3.4.2. Prinzip von d”Alembert, Jourdain und die Lagrange's chen
Gleichungen erster Art

Prinzip von d"Alembert

Ein System aus Punktmassen kann ausgehend von der Gleichurt8.24) und Gleichung (3.40)
mit
X ©
mj g F fi =0 (3.41)
j=1
beschrieben werden. Diese Gleichung, die als das Prinzip nod Alembert [14, S.258] be-
kannt ist, gilt fiir holonome Systeme. Die virtuelle Verschiebung ; erfolgt bei festgehaltener
Zeit und Lage. Das Prinzip erméglicht das Aufstellen der B ewegungsgleichungen ohne die
Beruicksichtigung der reaktiven Kréafte, und fuhrt das aus de Statik bekannte Gleichge-

wichtsprinzip der virtuellen Arbeit in die Dynamik ein.

Prinzip von Jourdain

Das Prinzip von Jourdain ist dhnlich dem von d Alembert. Ans telle der virtuellen Verschie-
bungen +; in Gleichung (3.41) treten die virtuellen Geschwindigkeiten ;. Im Unterschied
zum Prinzip von d'Alembert wird nur die Lage festgehalten . Mit Gleichung
X ©
mig  F v = 0] (3.42)
i=1
fur ein System aus Punktmassen, wird ersichtlich, dass hienicht mehr die virtuelle Arbeit,
sondern die virtuelle Leistung bestimmt wird. Das Prinzip von Jourdain gilt fur holonome
als auch nicht holonome Systeme. Im Folgenden soll das Priffz von Jourdain fur ein starres
Mehrkorpersystem abgeleitet werden. Ausgehend fir den steen Einzelkérper mit
Z
d® dm wx = 0 (3.43)
K

in der Formulierung von Lagrange sowie der schon aus Gleicimg (3.14) bekannten Ge-
schwindigkeit ¥ und der aus Gleichung (3.21) bekannten Beschleunigune , wird aus
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Gleichung (3.42) in Koordinatenschreibweise

z h i
(e +trek) e+ "™k ok + "+ L g dm df® = o (3.44)
K

Unter Verwendung der Jacobimatrix fir die Translation wird aus ¥¢c = Jt * analog mit
der fir die Rotation aus + = Jr +und es folgt

Z i
2 I Ik act Mk ket F b ke dm df® = 0: (345
K

Nach Integration und Umformung sowie erweitert auf ein Mehikorpersystem mit n starren
Korpern, folgt das Prinzip von Jourdain mit
X (©)

T (©) (e) T
Jri B F, +Jr; B

J me = o (3.46)
j=1

Der Vollstandigkeit halber sei auch noch das Prinzip von Gay erwahnt, bei dem die virtuelle
Beschleunigung a eingefuhrt wird.

Lagrange'sche Gleichungen erster Art

Fir die Zwangsbedingungen ; () =0 mit i = 1:::m eines holonomen, skleronomen Systems
einer Punktmasse, beschrieben in den Minimalkoordinaterg, lasst sich das totale Di erential
mit

@ @i,
@gq @q

bilden. Verwendet man die schon bekannte Beziehung fir die ixtuelle Verschiebung, die

di(e = dop + o+ g =0 (3.47)

mit den Zwangsbindungen vertraglich sein muss, folgt

, _ @i L @i -~
i(8) = Q1+---+@HQf f

o g = 0: (3.48)

Man erkennt in Gleichung (3.48), dass der Gradienti™ ; der Zwangsbedingung ; ebenso
wie die Zwangskraft, senkrecht zu den virtuellen Verschiehngen steht. Durch Einflihren
eines skalaren Streckungsfaktors ergibt sich der Zusammaéang Fi(') = if | mitdem La-
grange'schen Multiplikator ;. Erweitert man das Prinzip von d'Alembert um die reaktiven
Krafte, so wird aus Gleichung (3.41) fur ein System ausn Punktmassen
|
X @ X @

m g F @n g = 0: (3.49)
j:]_ i=1
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

Die Gleichung (3.49) erweitert die Newton'schen Bewegunggeichungen um Zusatzglieder,
die den generalisierten Zwangskraften entsprechen und wdr als Lagrange'sche Gleichung
erster Art bezeichnet.

3.5. Differential-algebraische Gleichungen

Wahrend bei kinematisch gebundenen Mehrkdrpersystemen, ene Ketten und Baumstruk-
turen durch gewohnliche Di erentialgleichungen beschriden werden konnen, fiihren ge-
schlossene Topologien zu di erential-algebraischen Glehungen, in deren Bewegungsglei-
chungen Zwangsbedingungen auftreten, vergleiche Abbilduwg 3.11. Meist werden di erential-
algebraische Gleichungen, kurz DAEs (Di erential-Algebraic Equations), durch ihren di e-
rentiellen Index klassi ziert, der die Anzahl der bendétigten Ableitungen angibt um eine
DAE in eine gewohnliche Di erentialgleichung, kurz ODE (Or dinary Di erential Equati-
on), Uberzufiihren. Oft kbnnen die numerischen Solver flr OIEs nicht ohne weiteres zum
Ldsen von DAEs verwendet werden. Eine Moglichkeit der Lésug einer DAE bietet die
Indexreduzierung und der Ubergang auf eine ODE [15]. Je klaer dabei der Index, umso
ahnlicher ist die DAE einer ODE und umso numerisch unproblenatischer ist ihre Losung
[16]. Ausfiihrlichere Informationen zu DAES, die hier nicht tiefer behandelt werden sollen,
nden sich in [17], [18] und [19].

(a) o ene Kette (b) Baumstruktur (c) geschlossene Kette

Abbildung 3.11.:  Topologien kinematisch gebundener Mehrkdrpersysteme

3.5.1. Theorie differential-algebraischer Gleichungssy = steme

Gegeben sei ein Mehrkoérpersystem mit den Minimalkoordinagn g und deren ersten Ab-
leitungen nach der Zeit ¢ Die kinetische Di erentialgleichung mit der symmetrischen und
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

positiv de niten Massenmatrix M ), den verallgemeinerten eingepragten Kraftenk(q;qw.t),

der Jacobimatrix der Bindungen G g = @%? und dem Lagrange Multiplikator der verallge-

meinerten Reaktionskrafte ~ formuliert sich zu
— T ~.
Erganzt man Gleichung (3.50) um holonome, skleronome Bindngen
0 =9 (3.51)

so erhdlt man ein di erential-algebraisches Gleichungssstem mit Index 3. Die allgemeine
Form einer DAE flir mechanische Systeme mit der Deskriptorvaiable % und der singuléren
Matrix B fuhrt auf

2 M 0 32 ﬁ 3 2 . T 3
VL af) T ~ -
g @ g Tzog ew @7 (3.52)
0 0 =
|z} |-z} | 9o )
E((7() * f(>e;t)

3.5.2. Reduktion des differentiellen Index und Ubergang au  f eine
gewohnliche Differentialgleichung

Fur die Losung von di erential-algebraischen Gleichungsystemen ist es notwendig, den
di erentiellen Index zu reduzieren. Fir mechanische Systee liegen oft DAEs mit Index 3
vor. Gesucht ist eine Losung, die die Anfangsbedingunges,) =[«, s, ~,]" erfullt. Man
beginnt den Ubergang auf eine ODE durch Ableiten der algebrschen Gleichung nach der
Zeit, womit sich

8= G & (3.53)

ergibt. Die Gleichung (3.53) wird ein weiteres Mal nach der 2it di erenziert

§=G &+ 8 (3.54)

wobei der Vektor g der partiellen Ableitung von @—g? g-entspricht. Mit Gleichung (3.50) und

Gleichung (3.54) folgt das lineare Gleichungssystem
2 3 2 3 2 3

M@ Gig' & R ge:
g7 @ T g Tg-§ W (3.5
Gg O - Y(a5)
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3. Mechanische Grundlagen zur Simulation von Mehrkorpersgtemen

fur § und ~. Die Voraussetzung fir die Losbarkeit des Gleichungssystas ist, dassM g
regular ist und die Zwangsbedingungen voneinander unabhdig sind, alsoG g den vollen
Rang besitzt. Formt man die erste Zeile von Gleichung (3.55)ach § um, wird

y=M ! R+G" ™ (3.56)

Durch Einsetzen in die zweite Zeile von Gleichung (3.55) undJmformen nach ~ folgt

1

~= GM'G"T GM 'k+g: (3.57)
Mithilfe der in Gleichung (3.57) gefundenen Beziehung, lasen sich die Lagrange'schen Mul-
tiplikatoren und damit die verallgemeinerten Reaktionskrafte berechnen. Substituiert man
~ von Gleichung (3.55) und formt um, so liegt das gewdhnliche Derentialgleichungssystem

1 1_
g=M ! E GT oM 6" &M 'k G" GM !GT ¥ (3.58)

in vor. Gleichung (3.58) liefert Losungen fiir beliebige Anfagsbedingungen von,. Sie be-
ricksichtigt die Bindungen auf Beschleunigungsebene, jaxth nicht die Bindungen auf Lage-
und auf Geschwindigkeitsebene, gegeben durch Gleichung.B) und Gleichung (3.53). Nur
solche Loésungen der Gleichung (3.55) die auch diese beidearborgenen Anfangsbedingun-
gen erfillen, sind auch Losungen der DAE Gleichung (3.58).
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4. Das Drei-Korper-Modell

Das Drei-Koéper-Modell ist aus den drei KépernK 1, K, und K3, mit den gleichen Dimen-

sionen und mit der gleichen Massem;, aufgebaut. Die Képer sind durch je zwei einachsige
Gelenke verbunden, die Rotationen um diez- und y-Achse erlauben. Als Kraftelemente
werden lineare Federn und geschwindigkeitsproportional \Wiwvkende Dampfer verwendet.

Bei einer vollstandigen Beschreibung kénnte jeder Korper tei Elementardrehungen aus-
fuhren. Da das Enteisungskabel sehr torsionssteif ist, wi die Beschreibung auf zwei Ele-
mentardrehungen vereinfacht. Die Idee dahinter ist, dass ish jeder Korper frei um seine

z-Achse drehen kann und so jede beliebige Orientierung im Ren mdglich ist, vergleiche

Abbildung 4.1. Bei der Diskretisierung mithilfe von Kardan oder Euler Winkeln kénnen Sin-

€

il

|
|
|
|
1
1
|
Yy .
Jﬁ(‘/&—/\ j.q/

Abbildung 4.1.:  Koordinatensystem Korper K

gularitaten entstehen. Diese erfordern einen Wechsel zwiken den beiden Beschreibungen,
um Eindeutigkeit zu gewdhrleisten. Durch die Vereinfachurg auf zwei Drehungen werden
diese Singularitaten vermieden. Das Aufstellen der Bewequgsgleichungen erfolgt ausgehend
von Gleichung (3.46) nach dem Prinzip von Jourdain. Das Prirzip von Jourdain ermdglicht
es, die Bewegungsgleichungen ohne Beriicksichtigung demldiven Krafte zu bilden. Um die
Kette zu schlieyen, wird das erhaltene Di erentialgleichungssystem durch algebraische Glei-
chungen erganzt und in ein di erential-algebraisches Glethungssystem Ubergefiihrt. Zum
Losen dieses Gleichungssystems ist es erforderlich, das® dMassenmatrix M explizit vor-
liegt, wie in Gleichung (3.52) zu sehen ist. Mit den zweiten Aleitungen nach der Zeit
der Minimalkoordinaten * (t), « (t) und der auf die Korper wirkenden verallgemeinerten
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4. Das Drei-Korper-Modell

eingepragten Kraft k(® formuliert sich die Bewegungsgleichung zu

0 1
*1(1)

*1(t)

I<
|

R (4.1)

*n(t)
(1)

Im Gleichungssystem nach Jourdain kommen Glieder mit der zwiten Ableitung nach der
Zeitin g und Ej vor. Es ist daher notwendig, diese Terme in Zeitableitungerder ersten und
zweiten Ordnung zu spalten, um aus den Ableitungen zweiter @nung die Massenmatrix
zu generieren. Zur einfacheren Erklarung der Herleitung fil eine Kette aus beliebig vielen
starren Einzelkdrpern wird im Folgenden ein Modell aus dreiKérpern verwendet.

Abbildung 4.2.:  Drei-Kdrper-Modell
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4. Das Drei-Korper-Modell
4.1. Simulation des Drei-Kdrper-Modells mit offenem Ende

4.1.1. Wahl der Minimalkoordinaten

Jeder Korper K; wird ausgehend vom KdérperK; 1 zuerst um den Winkel j(t) um die
z;-Achse und anschlieyend um den Winkel j (t) um die y; -Achse gedreht. Dies entspricht
einer relativen Beschreibung der Position von einem Kérperzum Nachsten in Minimal-
koordinaten, siehe Abbildung 4.2. Die drei Koérper kdnnen mi den Minimalkoordinaten

0 1
1(t)

1(t)
2(t)
q= (4.2)
2(t)
3(t)
3(t)
beschrieben werden. Unter der Voraussetzung, dass alle KépK; die gleichen Abmessungen
besitzen, gilt fir die Ortsvektoren
1
£ @3

0
ifei = 1°c=%

und mit Einfihrung des Tilde-Operators folgt
0

.l

N O O

N

O N O
o O
© 380~

(4.4)

4.1.2. Bestimmung der Elementardrehungen und Winkelgesch windigkeiten

Ausgehend vom Inertialsystem mit der Basis e beginnt die erste Drehung des ersten Korpers
mit 1 um die z-Achse mit der Rotationsmatrix
0 1
cog 1(t)) sin( 1(t)) O
1A= %} sin(1(1)) cos 1(t)) 0 §
0 0 1

(4.5)
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4. Das Drei-Korper-Modell

gefolgt von einer zweiten Elementardrehung ; um die neuey-Achse mit
0 1
%COS( 1(t)) 0 sin( 1(1)) §

11A 0 1 0

sin( 1(t)) 0 cos 1(t))

(4.6)

Mit der Drehung um den Winkel ; sind die méglichen Bewegungen des Kdrper ; abge-
schlossen. Damit kann fir die vollstandige Drehung ' A = 1 1A 1! A geschrieben werden.
Ausgehend vom Koordinatensystem ; 1), mit j=2 und 3, wird in analoger Weise die Dre-

hung um die ; z-Achse mit

0 1
cog( j(t)) sin( (1)) O
TIA = %) sin( j(t)) cog j(t)) O § (4.7)
0 0 1
und die Drehung um die neuey-Achse mit
0 1
cog( (1) O sin( (1)
TTA = % 0 1 0 E (4.8)

sin( (1)) 0 cog j(t)

beschrieben. Die erste Winkelgeschwindigkeit von KdrpekK 1, beschrieben im 1 Zwischen-

system, ergibt sich mit 0 1
0
|11+_ - % 0 E (49)
1

gefolgt von der zweiten Winkelgeschwindigkeit, die imK 1 Koordinatensystem beschrieben

wird, mit 0 1
0
114: = %ié: (4.10)
0

In gleicher Weise lassen sich die Winkelgeschwindigkeiteder anschlieyenden KorperK; mit
j =2 und 3zu

0 1
0
j(J Dy = % 0 E (4.12)
4+
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4. Das Drei-Korper-Modell

und der zweiten Drehung

o

0o 1
jj”:' = % E (4.12)

o +

formulieren.

4.1.3. Aufstellen des Impulses und dessen Ableitung nach de r Zeit

Ausgehend vom Prinzip von Jourdain fUr einen starren Korpermit Gleichung (3.46) wird
im ersten Schritt nur der linke Teil der Gleichung
X (©)

S g RO (4.13)
j=1

untersucht. Allgemein kann fir die Ableitung des Impulses rach der Zeit im Inertialsystem

c

|pr( ) = mj | B (4.14)
geschrieben werden. Fur Kérper mit der gleichen Dichte ; =  vereinfacht sichm; zu m. Mit
Gleichung (3.21) folgt die Schwerpunktsbeschleunigung deKorpersK ; im Inertialsystem

1Bl = 81t A |11+— R fe (4.15)

In einer ersten Annahme soll der KérperK 1 gegeniber dem Inertialsystem nicht verschoben
werden, aus diesem Grund wird mitt 1 = 0, und die Beschleunigungg, ; verschwindet. Bei

der Betrachtung komplexer Flugmanéver kann es notwendig da, dass die Verschiebung
von der Rotormittellinie zum Kabelanschluss von Bedeutungist. Fur diesen Fall kann das

Modell derart modi ziert werden, dass der erste Kérper maseglos aber mit seiner Dimensi-
on L bertcksichtigt wird. Die Winkelgeschwindigkeit des ersten Koérpers im korperfesten

Koordinatensystem beschrieben, wird

Ly = LIAL k4 b (4.16)

1

Mit der Beschleunigung
h i
a2 = A @) T (2 ) (4.17)

1 1
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4. Das Drei-Korper-Modell

wird die Schwerpunktsbeschleunigung des Képerk , zu
182 = 1Bt 2A |22+— fe+ ! 22k fo ! (4.18)

Die Winkelgeschwindigkeit des Korpers 2 relativ zum Inertialsystem lasst sich als Summe
der einzelnen Teilgeschwindigkeiten mit

2y — 2 1A 14 2 1A T lh 4 22A 124 224 (4.19)
, 7 At A A ] 21 S 7

beschreiben. In analoger Weise lasst sich die Schwerpunktsschleungigung fur den Korper
Ks mit
Bz = rda+ ! A TR g+ T g (4.20)

—d 1 1A

ableiten. Unter Verwendung von ! *A = -2 ergibt sich die Ableitung der Winkel-

geschwindigkeit nach der Zeit fir den ersten Kérper mit

| - | | .
11,!_,_ = 11A l14_...4. 11A 114_._+ 114;- (4.21)

Unter Berlcksichtigung von Gleichung (4.16) folgt die Ableitung der Winkelgeschwindigkeit
nach der Zeit fir den Korper Ko mit

' 2L = 21A_| 1+ 217 ' I 4+ 22A 1244 22A 12k 4 2 2L (4_22)
) A a = 3 = 2 2
und die fir den Koérper K 3 mit
' 3L = 32A_| 21 4 32/ ' 2L 4+ 33A 2344 33A 23k 4 3 3L (4.23)
3 = 2 — 2 = 3 = 3 3

Es ist nun notwendig, die Beschleunigungay in die Terme & und 4, die Funktionen der
ersten und zweiten Zeitableitung darstellen, zu trennen. De Trennung der Beschleunigungs-

gréyen erfolgt dabei in
0 00,

B = G t
Wie man aus der Gleichung (4.15), (4.18) und (4.20) entnehme kann, beinhalten nur die
Terme ' '+, ' 2& sowie' °+ zweite Ableitungen nach der Zeit. Fur die Bestimmung der
Massenmatrix M sind dabei nur diese Ableitungen der Winkelgeschwindigkeinach der
Zeit von Bedeutung.
Die Schwerpunktsbeschleunigung & fur den ersten Korper lasst sich in die Teilbeschleu-
nigung

(4.24)

h i
g = A TiAlE s+ ' T g (4.25)
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4. Das Drei-Korper-Modell

und mit Gleichung (4.21) in die Teilbeschleunigung mit den aveiten Ableitungen nach der
Zeit

0 1
| 1L
8 = A r 1A E @' A (4.26)
11
e
aufspalten. Die Schwerpunktsbeschleunigung des Korpetis ; kann in
0
B2 = 218+ A
82 3
<d 22A21A11A d 22A21A d 22A
4 ——— 1+ 4 — tiby 1245
: dt L dt 1 dt 2 (4.27)
9
fc ‘|'|22 + |22‘!“ fc

und mit Gleichung (4.21) und Gleichung (4.22) in

=2 18 | A re

>
>
>
|>
>
>
m
(W o
]'I’\') ]'I': 1
-0090000 0 L
=
N
&2

1
2
2 2
)k
unterteilt werden. Abschlieyend folgt mit
0 0 0
183 = 218 +2 18+ A
82
< d 3 1A 11A d 3:i1A d 3 2A 2 2A
4 B ¥ VA —F s 12y g
: dt ! dt ! dt 2 (4.29)
3 9
d 32 d 22 | | =
+ 2 2,!__+ 2 3-L5 £ + 3 L 3L £
dt 2 dt €7 2 ¢
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4. Das Drei-Korper-Modell

und unter Verwendung von Gleichung (4.21), Gleichung (4.22 und Gleichung (4.23) mit

0 0
B = 208 218, | CAre

0 1
1
1 l+_
1
- (4.30)
31A 11A 31A 32A 22A 32A 33A E z
ik

die Aufspaltung der Schwerpunktsbeschleunigung des dritth Korpers.

NN
N
=

w W w N
w
=

4.1.4. Aufstellen der translatorischen Jacobimatrix

Die translatorische Jacobimatrix J; kann entweder durch die partielle Ableitung des Orts-
vektors . nach den Minimalkoordinaten ¥ oder durch die Ableitung der Geschwindigkeitv;
nach den nach der Zeit abgeleiteten Minimalkoordinateny-erfolgen. Um das einfache Auf-
trennen in einzelne Terme und einen automatisierten Aufbauder translatorischen Jacobi-
matrix beschrieben im Inertialsystem zu ermdglichen, wirddie erste Variante bevorzugt.
FUr den ersten Korper K1 kann so

@ty _ @ A A

1dr = @9 @4 fe
" | ! #
1 11 (4.31)
_ %A“_ fc '1A@ A fc 00 0 0O
| 1J{7 b ?zl }

mit den Submatrizen J1; und Jt, abgeleitet werden. In analoger Weise lasst sich fir den
Koérper K, die translatorische Jacobimatrix mit

@ tci2 _ 5 @ tc1 N @ tc2

2 = "9 @4 " @q

bilden. Fuhrt man wie bei Jt; Submatrizen fir die Terme in den einzelnen Spalten ein, so
wird

(4.32)

1dro = 1d121 19722 1d723 1d7124 O O (4.33)
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4. Das Drei-Korper-Modell

mit den Submatrizen

1A
1d7101 = @C;l_llAZ"' L2A f¢
llA
1d100 = IlA@ 1_ 2+ 2A f¢;
!
12A
o3 = 1A 1A @@_“A e
2
und
|
22A
1dr2e = A 1A “A@@_ fo !
2

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Abschlieyend folgt die Bestimmung der Jacobimatrix der Translation flr den Koérper K3

mit

¥ ¥
g = @CI3:2@01+2

Mithilfe der Bezeichnung der Submatrizen wird

1dr3 = 1d131 1d732 1dv3z 1dt134 1dr3s 1dr3e

mit den Submatrizen

A
1dr31 = @I@]__11A2+2 YEA+ PPA L e
1lA
1dr32 = IlA@@l_Z*'Z YA+ PPA L ¢
@12
1drag = A 1A @2_22A 2+ ?23A ¢,
@22
dras = A IA PPA TS 24 2OA
!
23A
1dres = A TA 12A Z2A @@3_33A fc

38

@ tc2 N @ tc3 |
@4 @4 @4 @y

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)



4. Das Drei-Korper-Modell

und

3 3A
IJ_T36=I1A11A12A22A 23A@@3_

tc . (4.45)

Fir das Drei-Korper-Modell besitzen die Jacobimatrizen fir jeden der drei Kérper die Di-
mension(3  6).

4.1.5. Bericksichtigung der eingepréagten Krafte

Die eingepragten Krafte I'—‘j(e) werden im Inertialsystem beschrieben. Bei der Modellierug
der statischen Ruhelage des Enteisungskabels wirkt nur daGewicht der einzelnen Teilkdrper
als eingepragte Kraft, vergleiche Abbildung 4.3. Fir ein Sgtem aus identischen Teilkdrpern
wird 0 1

0
F© = % 0 E; (4.46)
mg

mitj = 1;2 3.

4.1.6. Aufstellen des Dralls und dessen Ableitung nach der Z eit

Nachdem in einem ersten Schritt der linke Teil von Gleichung(3.46) betrachtet wurde, wird

jetzt der rechte Tell
33 (©)

Je| § o (4.47)

j=1
bestimmt. Der Drall kann um den Massenmittelpunkt eines Korpers mit

@ = O+ (4.48)

formuliert werden. Bei gleichen geometrischen Abmessungefir die Geometrie und beschrie-
ben im korperfesten Koordinatensystem, vergleiche Abbilding 4.2, kann der Tragheitstensor

mit 0 1
xx 0 0
c) _ .
j_( ) = %} 0 4, O § : (4.49)
0 0
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4. Das Drei-Korper-Modell

mit den Massentrédgheitsmomenten

w = zm L2+ 3R?;
y = $3m L%+ 3R?; (4.50)
2= m &
und mit der Masse
m = R?L (4.51)

beschrieben werden. Fir den KorperK;, abgeleitet nach der Zeitt im Inertialsystem, be-
schrieben im korperfesten Koordinatensystem ; wird
© _ ©r L ©1 .
| B = _ j‘4.~_+ J_Jt_j J_H:. (4.52)
In gleicher Weise wie fur die Beschleunigung ist es zur Bildog der Massenmatrix notwendig,
den Drall in die ersten und zweiten Ableitungen nach der Zeitzu teilen. Die Aufspaltung
des Dralls erfolgt dabei in

(C) (c)° (c)%®
= = B + F

(453)

Damit lasst sich der Drall fir den Kérper K, mit '114; aus Gleichung (4.21) in den ersten
Teil mit

(c)° — (©) 11pl1p P (C©)F 1y
1_1 - — A_ 1 " + 1 —— 1 (454)
und den zweiten Teil mit
0 1
(C)OO |11-|..._
Bo= © aAE @ A (4.55)
1 14‘,

aufspalten. Die Ableitung des Dralls nach der Zeit des zwe#n Koérpers kann mit Glei-
chung (4.21) und Gleichung (4.22) in

(©)°
= = © 1A_|114__ +o22ZA 1244 'zzt_(C) '224_. (4.56)
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und in
0 1

| 1k
1

(C)00 T

2E2 = _(C) 2 1A 1A 2 1A 2 2 E (4_57)

Pk
2 2)
, =

erfolgen. Abschlieyend folgt mit Gleichung (4.21), (4.22)und (4.23) der Anteil

(©)0

By o= (O eeplze g sap zap 4 13 (©F 5y (4.58)

des Dralls und mit

w
I'
G
o
I o
|/'\
)
w
[
|>
N
N
>
w
[
>
w
N
>
N
N
|>
w
N
>
w
w
|>
m
(QP U0 o
w w wnN NN N = [ -
w N N =
L L
ZOOOOOOOOOOOOn. F
—~~
.
(o))
<)
~

die vollstandige Aufspaltung fur den dritten Korper.

4.1.7. Aufstellen der rotatorischen Jacobimatrix

Die Herleitung der rotatorischen Jacobimatrix Jgr erfolgt auf einfache Weise durch die par-
tielle Ableitung der Winkelgeschwindigkeit + nach den nach der Zeit abgeleiteten Minimal-

koordinaten g Wird Jr in den Korperkoordinaten beschrieben, folgt mit Gleichung(4.16)
fur den Korper K 1

_ @ @Al s
A o . (4.60)

Fihrt man wie schon bei der Jacobimatrix der Translation Submatrizen ein, kann

1JR1 Jri1 Jriz 0 0 0 0 (4.61)
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mit den Submatrizen

B @ 1 1A|114_..
JR11 = T as (4.62)
und
o
JR12 = @7~ (4.63)
T

formuliert werden. In gleicher Weise lasst sich auch fiir derkérper K, mit Gleichung (4.19)
die rotatorische Jacobimatrix mit

B @|22+ B @ 2 1A 11A|11.!..+ 2 1A il.!...;. 2 2\ 324_..4. 224_..
2JR2 = s @s (4.64)

beschreiben. Verwendet man die Untermatrizen

|
@22A21A 11A 11.!..

2JR21 = = ; (4.65)
_ @ 22A21A114_. .
JR22 = - : (4.66)
T
@ 2 ZA é. 2+.
2IR,3 @ (4.67)
und
e
,JR24 = @7~ (4.68)
>

so wird die rotatorische Jacobimatrix fur den zweiten Korper

IRy = »JR21 2JR22  2JdR23 ,dr24a O O (4.69)
Abschlieyend wird die rotatorische Jacobimatrix flr den Koérper K 3 mit

@+
sJR3 = @,;q (4.70)
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abgeleitet. Mit der schon bekannten Verwendung der Submatizen

|
@33A32A 22A21A 11A ll.!.

sJR31 = o= ; (4.71)
@33A32A22A21A11.L
Jpay = - 4.72
sJR32 = - , (4.72)
T
@ 3 3A 3 2A 2 2A 1 2+.
= o =22
sJR3z = @ ; (4.73)
~ @ 3 3A 3 ZA i 2.!.. -
sJR3s = e ; (4.74)
>
@ 3 3A §3-L
3Jr3s = @= , (4.75)
und
@ 3 3+,
3Jr3s = @37~ (4.76)
3

l&sst sich die rotatorische Jacobimatrix des dritten Korpe's mit

sJR3 = sJR31  3JR32  3JR33  sJR3s  3JR3s  sJR3e (4.77)

bestimmen.

4.1.8. Bericksichtigung der eingepragten Momente

Die eingepragten Momente Mj(e) beinhalten lineare Drehfedern mit den Drehfederkonstan-
ten c, sowiec; und eine geschwindigkeitsproportionale Dampfung mit den @mpfungs-
konstanten d ; und d |, siehe Abbildung 4.3. Fir den KérperK lasst sich das eingepragte
Moment unter Beriicksichtigung der Startwerte o und ¢ mit

m© = [\ (4.78)

1
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4. Das Drei-Korper-Modell

und mit den einzelnen Momenten

0 1
0
1Ml = %01(1 0)+d1 —1%’ (479)
0
0 1
0
2M2:%CZ 2+d2—2§; (4.80)
0
0 1
0
M= “A% 0 E (4.81)
c, (1 o+d, 1

und

0
M, =2 ZA% 0 E (4.82)

beschreiben. Das eingepréagte Moment fir den KorpeK » wird zu

ZMZ(e) = zlvr 2 + 2 3A 3|\7r 3 ZM 2 + 2 3A 3|\7r 3 (483)
mit den beiden Momenten des dritten Kdrpers
0 1
0
3M3=%c33+d3_¢,§ (4.84)
0
und
0 1
0
Mo, = 33A% 0 §: (4.85)
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4. Das Drei-Korper-Modell

'8
Abbildung 4.3.:  Eingepréagte Momente an Korper 1 und 2

Beim Drei-Koérper-Modell mit o enem Ende ist der dritte und | etzte Kérper nicht einge-
spannt. Das eingepragte Moment lasst sich mit
e =

Nt T, (4.86)

3 3 3

formulieren.

4.1.9. Bestimmung der Massenmatrix

Fir jeden der drei Korper kann mit Gleichung (3.46) die Mass@matrix mit

00

00
My = 35 m Mgy + 35 O (4.87)

gebildet werden. Der erste Term impliziert den Impuls-Anteil und der zweite den Drall-Anteil
an der Massenmatrix. Fir den KorperK 1 mit Berlicksichtigung der Gleichung (4.26),(4.31),
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4. Das Drei-Korper-Modell

(4.55) und Gleichung (4.60) folgt die Massenmatrix mit

2 0 1
|‘]—Tll
1712
ﬁ |
M. = m o tAkre 11 A E E E E E +
0
0
0 1
0 1 3_ ik (4.88)
1iR11
1 l,l_.__
1JR12 !
ﬁ 12-]..._
¥ © 1A EEEEE :
) 2 2y
2
0 234
3
ﬁ 3 3,|_.__
3

Die Winkelgeschwindigkeiten besitzen mit j und ; jeweils nur einen Eintrag in der zweiten
oder dritten Zeile. Umgeformt und mit dem Vektor der zwei mal nach der Zeit abgeleiteten
Minimalkoordinaten l&sst sich die Massenmatrix flr den ersen Kérper mit

2 0 1
|‘]—Tll
J 0 1
'—glz 0000000
MY = m o 'lAK@%}100000§+
0000000
9
0 1 0 30 1 (4.89)
1JR11 1
J 0 1 o
1—;12 000000 ;
+ _“’%100000% 2
0 )
000000
0 s
0 3

beschreiben. In gleicher Art und Weise kénnen auch fur die Kper K, und K 3 die Massen-
matrizen gebildet werden. Die MassenmatrixM_flir das Gesamtsystem aus drei Kdrpern
wird durch Addition der Matrizen M 1, M, und M ; gefunden.
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4. Das Drei-Korper-Modell

4.1.10. Terme mit ersten Ableitungen nach der Zeit

Fir das Aufstellen des vollstandigen Gleichungssystems Ifiden noch die Terme mit den
ersten Ableitungen nach der Zeit. Mit Berticksichtigung der schon bekannten eingepragten
Krafte und Momente und mit Gleichung (3.46) folgt fiur das Drei-Kérper-Modell

I1#
(c)0

N '
3, mWey  F@ 4 3L O M (4.90)

K®
]
j=1

0
Fir den ersten Kérper kann durch Substitution von J1,, Jr1, egl und Ey die Gleichung zu

0 1
1‘]—Tll
1‘]—T12
0 n h i o]
R:(Le) - 0 m| ]_A 11A_|11+ K'F'C + |11+_ |11+_ Kf'c F.]Ee) +
0
0 10
1JR11
J
IYR12 4
+ 0 (C) 11A| 1L+ 1 (o 1 M(e)
- - 297 1 == 1 171
0
0

(4.92)
umgeformt werden. Mit der gleichen Vorgehensweise lasserich fur die Kérper K, und K3
die noch fehlenden Terme bestimmen.

4.2. Veri kation des Drei-Kdrper-Modells mit offenem Ende

Als Veri kation dient ein einfaches Modell aus drei Teilkdr pern mit einer Gesamtlange von
336 Millimeter und einer Gesamtmasse von 153 Gramm. Das Modlevird unter einem Win-
kel von 27 Grad ausgelenkt und mit einem diinnen Faden in diesd_age xiert. Nach Start
des Experiments durch Trennen des Fadens, schwingt der ermstKorper der Kette frei um
die x-Achse. Eine Digitalkamera zeichnet 30 Bilder pro Seknde auf und ermdglicht den
Vergleich mit der Simulation. In Abbildung 4.4 erkennt man eine qualitativ gute Uber-
einstimmung der Simulation mit dem Experiment fur einen Zeitbereich von 0,2 Sekunden,
nach 0,3 Sekunden ist bereits ein Unterschied erkennbar. Bi Ursache liegt in den nicht
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4. Das Drei-Korper-Modell

ideal zylindrischen Kérpern mit inhomogener Dichte und denunbekannten Parametern der
veranderlichen Reibung in den Gelenken. Da fir einen langen Zeitbereich das Experiment

Matlab Simulation der o enen Kette mit drei Kérpern

A A A A

21 )]
<~ B S — B S E——
Experiment
277—»A A
< < < <
t=0s t=0;1s t=0;2s t=0;3s

Abbildung 4.4.:  Vergleich des Drei-Korper-Modells mit einem Experiment

nicht aussagekraftig ist, wird die Kette in Adams! modelliert und mit der Matlab-Simulation
verglichen. Als Parameter fur die Drehfedern wird eine Fedekonstante von 10 Nmm=ad und
eine Dampfungskonstante von INmms=aq verwendet. Fur die in Abbildung 4.5 dargestellte
Bahn des Massenmittelpunktes von KoérperK 3 fur einen Zeitbereich von 1,2 Sekunden kann
keine Abweichung zwischen dem Drei-Kdrper-Modell und der Bnulation in Adams erkannt
werden.

4.3. Simulation des Drei-Korper-Modells mit geschlossene m
Ende

Das bereits bekannte Drei-Korper-Modell wird in weiterer Folge um die fur das Schlieyen der
Kette notwendige Bedingung vervollsténdigt. Diese zusatliche algebraische Gleichung fuhrt
auf ein di erential-algebraisches Gleichungssystem. EinEinblick in die dahinter stehende

Theorie wurde bereits in Unterabschnitt 3.5.1 gegeben.

! Die in dieser Diplomarbeit verwendeten Softwarebezeichnungen und Markennamen der jeweiligen Firmen
unterliegen im Allgemeinen Warenzeichen-, Marken- oder Patentrechtlichem Schutz.
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A

Drei-Korper-Modell
Adams Simulation

0.3
J\L
0 2 V4 e
/o
0.1 / )
.'. Ve ~ "~,\
b ,,"l \

z[m] o [ -~ / \

H /

: TN ,‘i
0.1 { \ / /

-‘ \“ / /

\ / /
%\ ‘.\ )I "l
’~ \ /
0.2 %\% \ /' .",
- N\ y4 e
B '9,‘-"-- - o
0.3
0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y [m]
Abbildung 4.5.:  Position des Massenmittelpunktes von Korper 3

4.3.1. Aufstellen der algebraischen Gleichung

Das Modell wird um die rheonome und skleronome Zwangsbindup gegeben durch den
Ortsvektor +; ., erweitert. Der Ortsvektor ist durch die Koordinaten des Endpunktes P mit

0 1
Xp

fiz = %)IP E
Zp

de niert. Der Vektor + , lasst sich durch Addieren der einzelnen Lagevektorem, |, +, ,
und ¥ , , darstellen, siehe Abbildung 4.6. Die Lagevektoren sind irdlge der gleichen Kor-

(4.92)

perlangenL identisch und durch

o, = 2% f,, = 2% f,, = 2% (4.93)
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4. Das Drei-Korper-Modell

im korperfesten Koordinatensystem gegeben. Damit lasst sh die Zwangsbedingungp als
Funktion der Minimalkoordinaten € beschrieben im Inertialsysteml| mit

189 = O
(4.94)

g = 2'Afc +2' 2Awc + 2 A% A3

bestimmen.

Abbildung 4.6.:  Drei-Kdrper-Modell geschlossen

4.3.2. Jacobimatrix der Bindungen

Die Jacobi- oder auch Funktionalmatrix G der Bindungen wird durch partielles Ableiten
der algebraischen Gleichungg nach den Minimalkoordinaten g mit

@9
@4

(4.95)
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4. Das Drei-Korper-Modell

gewonnen. Fir das Modell mit drei Kérpern, beschrieben mit gchs Minimalkoordinaten,
kann unter Verwendung der Submatrizen

@' A @' A @' A
lezi@l 1°C+27@1 12A1°C+27@l L3A +; (4.96)
@' A @' A @' A
G, =2 @, e + 2 ; L2A g, + 2 - L3A #; (4.97)
i |1 @12A |1 lZA )
G, =2 A t + 2 ' A A ¥ (4.98)
@ > 2
G —2'1A@12A++2'1A A 2 3A (4.99)
s, - A c A Te, .
@ 2 2
I 1 12 @ ®:A
G, =2 *A A P e (4.100)
und
| @23A
G, =2"':A12a . fo (4.101)
3

die Jacobimatrix der Bindungen mit

G = G (4.102)

formuliert werden.

4.3.3. Jacobimatrix der Bindungen nach der Zeit abgeleitet

Zur Lésung der di erential-algebraischen Gleichung ist ene Indexreduktion und der Uber-
gang auf eine gewohnliche Di erentialgleichung erfordeiich. Wie man Gleichung (3.58) ent-
nehmen kann, wird zur Vervollstandigung des Gleichungssytems noch die zwei mal nach
der Zeit abgeleitete Zwangsbedingundy bendtigt. Der Vektor § kann mit

dGq

Y = pm g (4.103)
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formuliert werden. Die bereits verwendeten Submatrizen fii das Drei-Kérper-Modell nach

der Zeit abgeleitet, folgen zu
2 0 1

2 0
.G, _ 24CII A @ *7A i@4@ A
dt dt @ > dt @ 2
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2 0 1
| 12/ 12A
d|G2:24d 1A@ —+| i@@ A +
dt dt @ - d @ >
0 1
dllA@ 12A d @ 1! :2A
"ot @, AT A§i® e, N A @0
3
+'1A@IZAdZ3A *c;
LAY @2 dt C»
2 0 1
1 2 1 2
d|G3 _ 24d| 1A@ A 2ap 4 | lAi@@ A 2 3p 4
dt dt @ 3 - —dt @ 3 -
3 (4.108)
+|1A@12A dzsAS-p-
T @3 dt ©
und
2 0 1
1 2 1 2
d G, — 24dI lA@ A 23A+|1A£@@7AA 2 3A 4
dt dt @ 3 - —dt @ 3 -
. (4.109)
+|1A@12A dzsASF-

Mit diesen zusatzlichen TermenG, g und § kann das gewohnliche Di erentialgleichungs-
system gelost werden.

4.4. Veri kation des Modells mit geschlossenem Ende

Zur Veri kation wird ein einfaches Sechsgelenk-Modell vewendet. Dabei erlaubt eine Unter-
suchung der Ruhelage, im Weiteren als statisches Modell beichnet, den raschen Vergleich
mit den analytisch berechneten Kraften und Momenten. Eine UWerpriifung der dynami-
schen Eigenschaften erfolgt in der dynamischen Modell-Vékation unter Anwendung der
Mehrkorpersimulations-Software Adams.
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4.4.1. Statische Veri kation des Modells mit geschlossene m Ende

Das Sechsgelenk wird in der statischen Ruhelage betrachtewobei der erste und der letzte
Korper in ihrer Lage und Ausrichtung xiert sind. Die Werte f Ur die Minimalkoordinaten
lassen sich der Tabelle 4.1 entnehmen. Die Krafte und Momegtan der rechten Einspannung

Minimalkoordinaten der statischen Ruhelage

Korper 1 2 3 4 5
i 0 0 + 5 0 t5 [rad]
i ta ta t3 t3 7 [rad]

Tabelle 4.1.: Minimalkoordinaten der statischen Ruhelage

B werden analytisch berechnet und mit der Simulation verglihen. Es ist leicht ersichtlich,
dass aus Griinden der Symmetrie an der linken Einspannung dieselben Verhéaltnisse vorlie-
gen, siehe Abbildung 4.7. Alle Kérper sind durch die gleiche Paramter de niert. Ein Kérper

1€
A
K1
\
1 & g 3
| e,
Kz\ l\KS
2 [m] Fos
e | -
Ky
e l Foa
K ngl
y [m] x [m]

Abbildung 4.7.:  Statische Ruhelage des xierten Sechsgelenks
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K verfugt Uber einen Durchmesserd von 0;05 Meter und einer LangeL von 0;2 Meter.
Als Material wird Stahl mit einer Dichte  von 7801w=n3 verwendet. Die Gewichtskraft Fy;
eines Kdrpers lasst sich mit

Fgi = V9 (4.110)

berechnen. Der Vektor der Gewichtskraft Fy besitzt in der z-Richtung den Wert -30,052
Newton, in x- und y-Richtung ist er Null. In diesem statisch eindeutig bestimmten Fall
lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen der Kréfte mit

X
F = FA+Fg+5F; = © (4.111)

formulieren. Berilicksichtigt man die Symmetrie des Sechsdenks, dann folgen mitFy = Fg
die Au agerkrafte zu
Fas = 2,5Fg: (4.112)

Der Vektor der Au agerkrafte Fa.g besitzt mit 75,131 Newton nur einen Eintrag in der
Z-Richtung, die x- und y-Komponenten sind Null. In der Simulation kénnen die Reaktions-
krafte mithilfe des Lagrange'schen Multiplikators ~ bestimmt werden, vergleiche

Gleichung (3.57). Die Simulation zeigt, dass die Krafte in x und y-Richtung wie erwartet
Null sind. Fur die Reaktionskraft B, zeigt sie einen konstanten Wert von 75,13 Newtonme-
ter. Man erkennt eine genaue Ubereinstimmung zwischen derralytischen Berechnung und
der Simulation.

Durch die Fixierung des ersten und des letzten Korpers, jewitss um seine z- und y-Achse,
entstehen in den Au agern A und B Reaktionsmomente. Die Reaktionsmomente lassen sich
analytisch aus den Gleichgewichtsbedingungen der Momentmit

M= % Fy Ma Mg = 0 (4.113)

L 1
X 2
i Fgi = 0 Fgi (4.114)

werden dabei die durch die Gewichtskrafte der KérperK ; bis K verursachten Momente
zusammengefasst. Beriicksichtigt man die Symmetrie des Swsgelenks, dann folgen mit
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Ma = Mg die Auagermomente zu

Mag = *TF‘-" (4.115)
Das Au agermoment NMa.g hat mit -12,021 Newtonmeter nur einen Eintrag in der y-
Richtung, die Komponenten in x- und z-Richtung sind Null. In der Simulation kdnnen
die Reaktionsmomente mithilfe der verallgemeinerten Reationskréafte GT~ um die y- und
z-Achse ermittelt werden, vergleiche Gleichung (3.50) undGleichung (3.57). Die Simulati-
on zeigt fir das Moment in Au ager A einen konstanten Wert von -12,02 Newtonmeter.
Das Moment um die z-Achse ist wie erwartet Null. Man erkennt, wie auch schon bei dem

Vergleich der Kréfte, dass die analytische Berechnung undig¢ Simulation Ubereinstimmen.

4.4.2. Dynamische Veri kation des Modells mit geschlossen em Ende

Zum Zwecke der dynamischen Veri kation werden die KérperK 1 und K5 um einen Win-
kel von zrad bzw. zrad ausgelenkt und Korper K; und Ks in ihrer Lage xiert. Die
Minimalkoordinaten der Ausgangslage sind in Tabelle 4.2 afgelistet. Der Vergleich mit

Minimalkoordinaten des dynamischen Modells

Korper 1 2 3 4 5
i O 0 + Pl 0 + 2 [I’ad]
i + 3 +7 + o + o z [rad]

Tabelle 4.2.: Minimalkoordinaten des dynamischen Modells

der erstellten Simulation erfolgt mit der Software Adams. Den Modellaufbau zum Zeitpunkt
t = 0 s zeigt Abbildung 4.8. Neben den bereits verwendeten Parantern der Abmessungen
und der Dichte wird fur die Dampfung um die y-Achse eine Dampfingskonstante dy mit
0,25 Nrgds verwendet. Die Reaktionskréafte im LagerB kénnen durch die Berechnung vor™
generiert werden, vergleiche Gleichung (3.57). Die Abbildng 4.9 zeigt einen Vergleich der
Kraftverlaufe flr einen Zeitraum von zwei Sekunden im LagerB der erstellten Simulation
mit der Modellierung in Adams. Die Reaktionskraft By, dargestellt als griine Linie, mit ei-
nem Minimum von -16,33 N und einem Maximum von 17,97 N schwingum den Wert Null.
In y-Richtung, ersichtlich als graue Linie, wird keine Kraft verursacht. Die Reaktionskraft
B, schwingt um den aus der Ruhelage bekannten Wert von 75,13 N meinem Minimum von
57,16 N und einem Maximum von 88,33 N. Des Weiteren erkennt maden Ausschwingvor-
gang bedingt durch die verwendete Dampfung. Es wird in allerdrei Koordinatenrichtungen
eine hohe Ubereinstimmung der Krafteverlaufe erreicht.
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1€
A
1 & | .e)/
B
K 2— T K 5
z [m]
;)
Ks
y [m] x [m]
(@) Modell mit Sechsgelenken (b) Adams-Modell des Sechsgelenks
Abbildung 4.8.:  Modellaufbau dynamische Veri kation
100
88:33 ,
80 | /\ T :

7513 7 \/ \f,‘f"y e e

5716 90 /
4 — By Modell By Adams
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Abbildung 4.9.:  Vergleich der Kréafte im Lager B fur das Sechsgelenk
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— NI ay Modell M ay Adams
— M, Modell M Az, Adams

8:43

10 7‘\
12:02 "‘; NN |

S \y’/ p= e

Moment [Nm]

1581
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Abbildung 4.10.: Vergleich der Momente M im Festlager A fur das Sechsgelenk

Durch die Fixierung des ersten und des letzten Koérpers kommtes in den LagernA und
B zu Reaktionsmomenten. Die Reaktionsmomente konnen mithfe der verallgemeinerten
Reaktionskrafte G' ~ um die y- und z-Achse berechnet werden, vergleiche Gleichgn(3.50)
und Gleichung (3.57). Einen Vergleich der Momentenverlaué fiir einen Zeitraum von zwei
Sekunden zwischen der erzeugten Simulation und einer Modi&drung in Adams zeigt Ab-
bildung 4.10. Man erkennt wieder den Ausschwingvorgang vemsacht durch die verwende-
te Dampfungskonstante. Das ReaktionsmomeniM 5y, dargestellt als grine Linie, schwingt
um die aus der Ruhelage bekannten -12,02 Newtonmeter mit eem Minimum von -15,81
Newtonmeter und einem Maximum von -8,43 Newtonmeter. Das Mment um die z-Achse,
ersichtlich als blaue Linie, ist wie zu erwarten Null. Die erzeugte Simulation mit Matlab

liefert das gleiche Ergebnis wie die Modellierung mit Adams
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dynamischen Verhaltens des UH-60
Enteisungskabels

Die folgenden E ekte werden am Enteisungskabel erwartet, md sollen mithilfe des Modells
abgebildet werden:

" die Verformung des Kabels in Ruhelage
" die Eigenschwingungen und Resonanzen des Kabels
" die Verformung des Kabels beim Steig-, Schwebe- oder Sinkug

Als Werkzeuge fir die Simulation stehen die Prinzipe der Melkanik zur Verfiigung. Um
verschiedene Kabelkon gurationen in moglichst kurzer Zei testen zu kdnnen, bietet sich
die Mdglichkeit an, das Kabel als Mehrkodrpersystem abzubden. Fur die Methode existie-
ren umfangreiche Softwarepakete wie beispielsweise AdamBladymo oder Simpack. Um
eine moglichst plattformunbhangige, kostenglnstige und asche Lésung zu nden, wird ein
selbst implementiertes Modell favorisiert. Als SoftwarePlattform wurde Matlab gewahlt.
Die Diskretisierung des Enteisungskabels erfolgte durch eJenkig verbundene Starrkdrper.
Das Simulations-Modell wird flr das bereits existierende Bteisungskabel des Helikopters
vom Typ UH-60 Black Hawk erstellt. Der systematische Ablauf des Projektes umfasst fol-
gende Schritte:

" Erstellen eines statischen Modells zur Bestimmung der Ruhelage und der Kréfte an den
Einspannstellen. Die Position und Winkellage der Kabelsteker bilden dabei wichtige
Randbedingungen. Unter Berlcksichtigung der Biegestei dceit des Kabels und unter
Ein uss der Gewichtskraft ergibt sich der Kabelverlauf.

"~ Grundlage fiir das quasidynamische Modell ist das statische Modell. Dabei wird zusatz-
lich die Fliehkraft als duyere Kraft aufgebracht. Dieses Malell kann die Flugmandver
Steig-, Sink- und Schwebe ug des Helikopters abbilden.
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Enteisungskabels

5.1. Modellbildung des Enteisungskabels

Das Enteisungskabel soll aus einer beliebigen Anzahl von atren Korpern, welche gelenkig
sowie mit Federn und Dampfern miteinander verbunden sind, nodelliert werden, siehe Ab-
bildung 5.1. Voraussetzung fur die gewahlte Einschrankungauf zwei Elementardrehungen
ist, dass das Kabel tiber eine homogen verlaufende und richtigsunabhangige Biegestei g-
keit verfugt. Ein wichtiger Parameter zur Untersuchung verschiedener Kabelkon guratio-

nen ist die Kabellange. Die besondere Herausforderung liegn der frei wahlbaren Anzahl

an Korpern mit der das Kabel diskretisiert und das Di erenti algleichungssystem automati-
siert erstellt wird. Fur die weitere Modellierung wird das Enteisungskabel zweigeteilt. Der

Abbildung 5.1.:  Gra k Kabel Diskretisierung

erste Kabelteil verlauft vom Stecker 1 zur als starr angenormenen Kabelschelle, siehe Ab-
bildung 5.6. Sowohl der Stecker 1 als auch die KabelschelldsaEndpunkt sind auf dem
starren Teil des Rotorkopfes befestigt. Der zweite Kabelté flhrt von der Kabelschelle zum
Rotorblatt. Abhangig vom Flugmandver des Helikopters kann das Rotorblatt seine Posi-
tion, durch Schlag- und Schwenkbewegungen, sowie durch dieyklische Blattanlenkung,
relativ zur Kabelschelle veréandern. Die Positionen sowie @ Anfangs- und Endorientierung
der Kabelteile sind als Randbedingungen fiir die Simulationvon Interesse. Eine Ubersicht
der verwendeten Koordinatensysteme und der Positionsvekiren zeigt Abbildung 5.2. Die
Zahlenwerte zu den Positionsvektorentgrs,, ts,r und +rs, sind in Tabelle 5.1 aufgelistet.

5.2. ldenti kation der Systemparameter

Als Parameter flr die Modellierung des Enteisungskabels tsneben der Lange und der
Masse des Kabels auch die Biegestei gkeit notwendig. Dabeivird das Kabel mit seinen
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ReZ A

s, €

Abbildung 5.2.:  Position des UH-60-Enteisungskabels

Positionsvektoren UH-60-Enteisungskabel

RS, s, F frs,

X 0 0 161 mm]
y 173 425 430 fim]
z 175 40 135 mm]

Tabelle 5.1.: Positionsvektoren UH-60-Enteisungskabel

Kabeladern, dem Ge echtsschlauch und der Ummantelung als bmogener Koérper dhnlich
einem Balken betrachtet, vergleiche Abbildung 2.12. Die Bégestei gkeit, das Produkt aus
dem Elastizitdtsmodul E und dem Flachentrdgheitsmoment|, wurde durch [9] in einem
Kragtragerexperiment ermittelt. Den Aufbau des Kragtragerversuches zeigt Abbildung 5.3.
Dabei wird eine Kabelprobe eingespannt und am anderen Endeutch eine Kraft belastet.
Die Kraft wird Gber den Draht, der mit der Kraftmessdose verbunden ist, Ubertragen, gleich-
zeitig wird der Weg uber einen Induktivwegnehmer gemesserAus finf Messungen lasst sich
ein Mittelwert der Biegestei gkeit von 163581 Nmm?2 bestimmen. Um die Federstei gkeit
¢y der Simulation mit der aus dem Versuch ermittelten Biegestegkeit abzugleichen, wird
der Kragtragerversuch simuliert. Den Vergleich der Biegeahie mit dem durch elf Kérper dis-
kretisierten Kabelteil 2 zeigt Abbildung 5.4. Ein Vergleich mit einem durch dreiyig Kérper
diskretisierten Kabel zeigt, je feiner das Kabel diskretisert wird, umso genauer folgt die
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Kabelprobe

Einspannung

Draht zur Kraftmessdose
Abbildung 5.3.:

Kragtragerversuch

Kette der Biegelinie. Fur den Kabelteil 1, der mit neun Korpern modelliert wurde, kann
die so ermittelte Federstei gkeit cy1, mit 40,45 Nm=ad und fiir den Kabelteil 2 ¢y, mit
35,53 Nm=ad angegeben werden. Zu beachten ist die Abhangigkeit der Fedstei gkeit von

10 2
0 Gy
— Biegelinie mit EI = 163581Nmm?2
—e— MKS-Modell Kabelteil 2, 11 Kdrper
R N MKS-Modell Kabelteil 2, 30 Kérper
2 |
E
N
3
4 |
5 I I I I I I
0 01 0.2 0:3 0.4 0.5 0.6 o7
x [m]
Abbildung 5.4.:

Ermittlung der Federstei gkeit ¢, mit einer Diskretisierung durch 11 Korper

der Anzahl der fir die Diskretisierung des Enteisungskabel verwendeten Korper. Die Kop-
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pelung der Kdrper entspricht in diesem ebenen Fall einer Réienschaltung von Federn. Mit
der Gesamtstei gkeit ¢, gegeben durch

i (5.1)

mit der den j-Korpern zugehdrenden Stei gkeit ¢, bis ¢,j. Das Enteisungskabel wird als
homogener Korper betrachtet, womit die Stei gkeit c,; fur alle Korper gleich ist. In diesem
Fall folgt die Gesamtstei gkeit mit

o = % (5.2)
5.3. Einbaulage-Statische Ruhelage

Es sind nun alle fir die Simulation erforderlichen Eingabegrameter gefunden. In Tabelle A.1
und Tabelle A.2 sind alle fur die Abbildung des Hauptrotorenteisungskabels verwendeten
Parameter aufgelistet. Ausgehend von einer konsistenten dge des Enteisungskabels, in Ab-
bildung 5.5 als Anfangsposition bezeichnet, kann nun die Rhelage und damit der Verlauf
des Enteisungskabels fir beide Teile berechnet werden. Aldldung 5.6 zeigt einen Vergleich

(a) konsistente Anfangsposition (b) Endposition

Abbildung 5.5.:  Anfangs- und Endposition der Ruhelage

zwischen einem Foto und der berechneten Ruhelage. In der rieten Abbildung ist der Verlauf

des UH-60 Enteisungskabels fir eirg,,, von 1 Nm=ad als gelbe Darstellung ersichtlich. Mit
einer Federstei gkeit ¢,;, von 40,45Nm=ad fUr den ersten Kabelteil und einemc,,,, von 35,53
Nm=ad flr den zweiten Teil folgt der rot dargestellte Verlauf. In Tabelle A.3 und Tabelle A.4
sind die Minimalkoordinaten fiir eine Diskretisierung des esten und zweiten Kabelteils mit
neun bzw. elf Korpern, sowie die Position des Massenmittelpnktes der einzelnen Korper in
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Kabelteil 1

Kabelteil 2

(a) UH-60 Enteisungskabel (b) Simulation UH-60 Enteisungskabel

Abbildung 5.6.: Rotor UH-60 mit Enteisungskabel

kartesischen Koordinaten aufgelistet.

5.4. Bestimmung der Eigenfrequenz

Der zweite Teil des Enteisungskabels ist auf dem Rotorblatt xiert und wird durch Schlag-
und Schwenkbewegungen desselben angeregt. Die in der Praxauftretenden Schwenkfre-
guenzen liegen im Bereich von} bis% der Rotorfrequenz! ;[1]. Mit einer Rotordrehzahl von
260Y=min fur den Helikopter UH-60 Black Hawk ergibt sich ein Bereich der Schwenkfrequenz
fsw von 1,1 - 1,4 Hertz.

Die Schlag-EigenkreisfrequenZ s kann mit dem Schlaggelenkabstanda, dem Massenmo-
ment mg dem Massentragheitsmomentls um das SchlaggelenlS und ohne Berticksichtigung

der Luftdampfung mit r

lg = I 1+ as Ms

Js
berechnet werden, siehe Abbildung 5.7. Wird der Schlaggetéabstand as in einer ersten
Naherung vernachlassigt, folgt, dass die Schlagfrequenzed Rotorfrequenz entspricht. Mit

(5.3)
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dieser Vereinfachung berechnet sich die Schlagfrequeriz bei einer Rotordrehzahl von 260
U=min zu 4,33 Hertz. Fir ein schnelles Ansprechen der Steuerungties erwiinscht, dass

RE
A

[0
N
%))

Abbildung 5.7.:  UH-60 Rotorkopf mit Schlaggelenk

die Rotorfrequenz in der Nahe der Schlagfrequenz liegt. Aners verhalt es sich mit dem
Enteisungskabel, bei dem Resonanz unbedingt vermieden ween muss.

Eine erste Anndherung zur Bestimmung der Eigenfrequenz deaweiten Kabelteils ist durch
die Berechnung der Eigenkreisfrequenz g eines beidseitig fest eingespannten Balkens ge-
geben durch s

El

lg = 22,37 ——
B ’ AL 4

(5.4)

moglich [20]. Werden fur die Biegestei gkeit E | , den Querschnitt A, die Dichte und der
Lange L die Parameter des Enteisungskabels verwendet, so folgt dieigenkreisfrequenz! g
mit 35; 70 [fad=] und die Eigenfrequenzfg zu 5; 68 Hertz.

Dieser Annaherung kann, mithilfe des erstellten Modells fii das Enteisungskabel, die durch
einen simulierten Ausschwingversuch ermittelte erste Eignfrequenz gegeniibergestellt wer-
den. Um diese zu erhalten, wird dem Kabel flir einen kurzen Zéiaum eine auyere Kraft,
inform eines Rechteckimpulses, in z-Richtung aufgepragtDer Phase der Anregung im Zeit-
raum ta von 0,1 Sekunden folgt ein Ausschwingen bei der die Eigenfgeenzen hoéherer
Ordnung bedingt durch die vorhandene Dampfung abklingen ud die erste Eigenfrequenz
als dominante Schwingung bestehen bleibt, siehe Abbildun$.8. Eine Variation der Damp-
fung im Bereich von d = 0,001 bis 0,05Nms=ad zeigt keine wesentliche Veranderung der
Periodendauer T. Der Ausschwingvorgang mit einer Dampfungskonstante vond = 0,001
Nms=ad ist aber dahingehend unbrauchbar zur Bestimmung der ersterEigenfrequenz, da
die Oberschwingungen nur sehr langsam abklingen. Wertet nta den eingezeichneten Be-
reich der vier Perioden aus, kann die erste Eigenfrequenz dgedampften Schwingung des
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20 |
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S |
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40 |
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Abbildung 5.8.:  Ausschwingversuch der freien gedampften Schwingung

zweiten Teils des Enteisungskabel$ x » mit 26,32 Hertz bestimmt werden. Vergleicht man
die analytische Berechnung der gedampften Eigenfrequenkzp eines Einmassenschwinger
mit der Masse m und der Eigenkreisfrequenz ohne Dampfund o, die durch

Ip = ! 02 P (55)

gegeben ist, so fallt auf, dass der rechte Term unter der Wura, realistische Werte flr die
Masse m vorausgesetzt, sehr klein im Vergleich zu o wird. Womit von der gedampften

Eigenkreisfrequenz mit guter Genauigkeit auf die ungedamé Eigenkreisfrequenz! ¢ ge-

schlossen werden kann. Es wird nun auch deutlich, warum die &fiation der Dampfung im

oben genannten Bereich kaum Auswirkungen auf die Perioderalier hat.

Es fallt der groye Unterschied der durch die Simulation besinmten Eigenfrequenz zur ana-
Iytisch, fir den beidseitig eingespannten Balken, berecheten auf. Die Abweichung kann
durch die Befestigung des Enteisungskabels auf dem Rotor ldért werden. Dabei wird der

zweite Teil des Kabels durch die xen Einspannungen, einersits an der Kabelschelle und
andererseits auf der um 90° gedrehten Stecker auf dem Rotoldit, gebogen. Diese Biegung
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verursacht bei gleichen Randbedingungen eine nur von der Bgestei gkeit und damit von
¢, abhangige Vorspannung im Kabel. Eine Erh6hung vorg, resultiert in einer Verschiebung
der Eigenfrequenz nach oben. Um einen Uberblick zu erhaltemwird die Eigenfrequenz, in
einem Bereich der Drehfederstei gkeitc, von 1 - 70 Nm=ad, mithilfe der oben beschriebe-
nen Vorgangsweise bestimmt. Das Ergebnis dieser Rechnungést in Abbildung 5.9 fir den
durch elf Kérpern diskretisierten Kabelteil 2 dargestellt. Man erkennt, dass die Eigenfre-

40

30

20

Eigenfrequenz[Hz]

s —

T T T T T \v‘ T T 1 ‘ T T T T
10 1 Youn 10 10t
Federstei gkiet cy, [Nm=ad]

Abbildung 5.9.:  Auswirkung der Federstei gkeit cy auf die Eigenfrequenz

quenz der gedampften Schwingund g » deutlich gréyer als die SchlagfrequenZ s und um
ein Vielfaches groyer als die Schwenkfrequenisy, ist. Bei der Entwicklung eines neuen
Kabels ist auf eine minimale Biegestei gkeit E | zu achten, um mit der Eigenfrequenz nicht
in den Bereich der SchlagfrequenZ s zu geraten. Ausgehend von der Schlagfrequenz kann
mit Abbildung 5.9 die minimale Drehfederstei gkeit ¢,,,,, mit 8 Nm=ad bestimmt werden.
Als Vergleich wurde in [9] das Hauptrotorenteisungskabel és UH-60 in einem Schwing-
versuch analysiert. Der Versuch wurde mit Drehzahlen zwisiagen 0 und 500U=min, die den
gesamten Betriebsbereich des Hubschraubers abdecken, giefen. In diesem Frequenzbereich
von 0 bis 8,33 Hertz konnten keine Resonanzerscheinungensfgestellt werden.
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5.5. Quasistatisches Modell - Steig-, Schwebe- und Sink ug

Ausgehend von der berechneten statischen Ruhelage kann didiehkraft aufgebracht werden.
Das System wird solange berechnet, bis ein eingeschwungenguasistationarer Zustand
eintritt. Diese Simulation entspricht dem Flugmandver des Steig-, Schwebe- und Sink uges
des Helikopters bei dem keine zyklische Blattverstellung aftritt. Das Aufbringen, der durch
die Rotordrehung verursachten, Fliehkraft an jeden Massemittelpunkt der Einzelkdrper ist
nur fir den eingeschwungenen Zustand korrekt. Um die Rotordehung abbilden zu kénnen,
werden die bereits bekannten Koordinatensysteme um ein nas Inertialsystem R mit dem
Ursprung im Rotormittelpunkt erganzt, siehe Abbildung 5.10.

Abbildung 5.10.: Koordinatensysteme Rotor-Rotation

Der Ortsvektor +x;, kann mit

tre; = T t ‘lﬁ_, ';ic} (5.6)

'F-lCi

gebildet werden. Durch zweimaliges Ableiten vonrg., nach der Zeit folgt die Beschleunigung
I—a?ci mlt

1Ore; = -V |1°|ci+RI‘I'-‘— |f'|ci+2Rl+ 1 Me;, T 18, - (5.7)

Der erste Term auf der rechten Seite, der die Beschleunigungas, beschreibt, ist 0, da
die beiden KoordinatensystemeR und | nicht zueinander verschoben werden. Der Teil
Rie R4+ 5. wird durch die Fliehkraft verursacht und muss im Modell bertcksich-
tigt werden. Die Anderung der Winkelgeschwindigkeit nach cer Zeit ®' & verschwindet fur
die als konstant angenommene Rotordrehzahl. Die Corioliseschleunigung2® + %, mit
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der Relativgeschwindigkeit , v, wird im eingeschwungenen Zustand 0. In Abbildung 5.11
ist exemplarisch das Aufbringen der Fliehkraft fur den Korper K9 des zweiten Kabelteils
dargestellit. Die Winkelgeschwindigkeit ®' + besitzt mit der Rotordrehzahl ! ; nur eine

‘F'Rc 9

RS

|70

Abbildung 5.11.:  Erweiterung des Modells um die Fliehkraft fiir den Kdrper Kg

Komponente um die z-Achse. Der Vektor+g., beschreibt den Abstand vom Rotormittel-
punkt zum Massenmittelpunkt des Korpers K g. Mit der bekannten Masse mg kann die x-
Komponente der Fliehkraft F-o mit mg rg.s ! 22 und die y-Komponente mit mg MReoy ! 2
berechnet werden. In Abbildung 5.12 ist der Verlauf des UH-6 Enteisungskabels dargestellt,
der sich bei einer Rotordrehzahl von 260'=min einstellt. Der erste Kabelteil wird mithilfe
von neun Korpern diskretisiert, und der zweite Teil mit elf Kérpern. Das grau abgebilde-
te Kabel wurde fur beide Teile mit einer Federstei gkeit c,,, von 0,5Nm=ad und das rote
Kabel mit 40,40 Nm=aq fiir den ersten und 35,01Nm=ag flir den zweiten Teil berechnet. Die
Rotation wirkt sich an dem grau dargestellten, biegeweicheen Kabel wie erwartet stéarker
aus. Der erste Teil des Enteisungskabels versucht sich, bt durch die von der Drehzahl
abhéngigen Zentrifugalkraft, waagerecht auszurichten. mirch das Aufrichten kommt es zu
einem Knick vor der Kabelschelle. Dem gleichen Prinzip folgnd richtet sich auch der zweite
Kabelteil waagerecht aus. Der Zentrifugalkraft folgend kanmt es zu einer Ab achung und
Verschiebung nach auyen die in einer engeren Kriimmung des Kals resultiert.
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Abbildung 5.12.: UH-60 Verlauf des Enteisungskabels bei einer Rotordrehzdlvon 260 U=min
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Im Zuge dieser Arbeit wurde ein Modell zur Abbildung dynamisch hochbeanspruchter Kabel
bei Hubschraubern entwickelt.

In Kapitel 2 wurden die mechanischen Grundlagen des Systemidubschrauber kurz erklart.
Im Besonderen wurde auf den Hauptrotor des Sikorsky UH-60 egegangen. Neben dem
Enteisungssystem selbst, wurden auch die auftretenden Seldensbilder des Hauptrotorent-
eisungskabels abgebildet.

Kapitel 3 behandelte die mechanischen Grundlagen von Mehirpersystemen. Ausgehend
von der Kinematik des starren Kdrpers und deren Kinetik wurden im Weiteren die Prinzipi-
en der Mechanik erklart. Im Anschluss wurden die Grundlagenvon di erential-algebraischen
Gleichungssystemen erlautert, da diese fur die Modellbildng eines Kabels mit festen Rand-
bedingungen von groyer Bedeutung sind.

In Kapitel 4 wurde die Entwicklung des Modells anhand einer énfachen Kette mit drei
Starrkérpern charakterisiert. Die Lage der Kettenglieder wurde in relativen Koordinaten
beschrieben, und darauf aufbauend das Di erentialgleichmgssystem erstellt. Wichtig war
dabei die automatisierte Aufstellung des Gleichungssystms flr eine beliebige Anzahl von
diskreten Starrkérpern. Das Modell der o enen Kette wurde anhand eines einfachen Ex-
periments und durch Vergleichsrechnungen mit Adams veri Zert. Im nachsten Abschnitt
wurde das System, um eine fir das Schlieyen der Kette notwenge Bedingung erweitert.
Diese Erweiterung mit einer rheonomen und skleronomen Zwagsbedingung fuhrte auf ein
di erential-algebraisches Gleichungssystem. Abschliegnd erfolgte die Veri kation des Mo-
dells durch den sowohl statischen als auch dynamischen Vegich eines Sechsgelenks mit
einer Berechnung in Adams.

Das entwickelte Modell wurde in Kapitel 5 auf das Hauptrotorenteisungskabel des Sikor-
sky UH-60 angewandt. Als erster Schritt erfolgte die Identikation der Systemparameter.
Im Anschluss wurde die, fur die weitere Simulation wichtige Einbau- oder Ruhelage des
Enteisungskabels berechnet. Im nachsten Schritt wurde miiilfe eines Impulses das Ka-
belmodell aus der Ruhelage ausgelenkt. Die, in diesem simeiten Ausschwingversuch, sich
einstellende gedampfte Schwingung konnte zur Bestimmung et ersten Eigenfrequenz des
Kabels verwendet werden. Als letzter Schritt wurde das selbt implementierte Modell um
Terme der Fliehkraft erweitert. Mit diesem erweiterten Modell konnte die quasistatische
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Ruhelage des Steig-, Schwebe- und Sink uges fir eine dem $ilsky UH-60 typische Rotor-
Betriebsdrehzahl berechnet werden.

Ein Modell bleibt immer ein vereinfachtes Abbild der Wirkli chkeit, das jedoch die entschei-
denden Systemeigenschaften mit ausreichender Genauigk&iiedergeben soll. Im Folgenden
werden mdgliche Verbesserungen und Erweiterungen der Motleildung angefihrt.

Eine exakte Vermessung des Kabelverlaufs ist fur eine Paraetrisierung des Modells win-
schenswert. Damit kénnten die als Ergebnis erhaltenen Masnmittelpunktskoordinaten mit
dem Realen Kabel verglichen werden. Zur Erweiterung der AbbBdung auf ein Modell mit
nichtlinearen Drehfederstei gkeiten kdnnen weitere Versiche durchgefuhrt werden.

In einem dynamischen Modell muss die Schlag- und Schwenkbegung des Rotorblattes ab-
gebildet werden kénnen. Daflir ist es erforderlich, das di éential-algebraische Gleichungs-
system um rheonome Bindungen zu erweitern. Mit diesem Modélkann der Vorwarts ug
des Hubschraubers simuliert werden.

Der Uberlegung das Kabel durch zwei Elementardrehungen alsbilden lag die Idee zugrun-
de, die Anzahl der Freiheitsgrade und damit die Groye des Glehungssystems zu minimieren.
Im Zuge der Arbeit wurde aber erkannt, dass diese Modellierng einen weitaus kleineren
Ein uss auf die Rechenzeit hat als das aufwendig zu lésendei @rential algebraische Glei-
chungssystem. Flr eine exakte Bestimmung der Belastungenuf das Enteisungskabel sollte
daher auf die gewahlte Einschrankung auf zwei Elementarditgungen je Starrkdrper zuguns-
ten einer dritten Drehung verzichtet werden.
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A. Anhang

A.l. Parameter der Simulation UH-60
Hauptrotorenteisungskabel

Eingabeparameter der Simulation Kabelteil 1

Anzahl der verwendeten Kdrper 9
Gesamte Kabellange 4:40e 1 m
Durchmesser des Kabels 1;50e 2 m
Gesamtmasse des Kabels 233 1 kg
Position der Einspannung X 0;0 m
y 4:25% 1 m
z 4:0e 2 m
Lage des ersten Korpers 1 90
1 90
Lage des letzten Korpers n 90
n 70
Drehfederkonstante Cy 40,449 Mo
c, 1;00e 4 ©Nm
Dampfungskonstante dy 5,00e 2 MNms
d, 1;00e 4 Hms
Rotordrehzahl 260 -
Simulationsdauer 1;00e+0 s
Maximale Solverschrittweite 1;00e 4 s

Tabelle A.1.: Parameter der Simulation UH-60 Kabel Teil 1
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Eingabeparameter der Simulation Kabelteil 2

Anzahl der verwendeten Kérper 11
Gesamte Kabellange 590 1 m
Durchmesser des Kabels 1;50e 2 m
Gesamtmasse des Kabels 313 1 kg
Position der Einspannung X 1,6le 1 m
y 4:30e 1 m
z ;3% 1 m
Lage des ersten Korpers 1 90
1 70
Lage des letzten Korpers n 0
n 200
Drehfederkonstante ¢y 35531 N
c 1;00e 4 Mo
Dampfungskonstante dy 500e 2 Nms
d; 1;00e 4 Nms
Rotordrehzahl 260 -
Simulationsdauer 1,00e+0 s
Maximale Solverschrittweite 1,00e 4 s

Tabelle A.2.: Parameter der Simulation UH-60 Kabel Teil 2
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A.2. Ruhelage

A.2.1. Statische Ruhelage

A. Anhang

Kérper Minimalkoordinaten Massenmittelpunktskoordinat en im Inertialsystem
i [ X y z

[] [] [m] [m] [m]
1 90.00 90.01 0.0000 0.0244 0.0000
2 -0.01 11.48 0.0000 0.0728 -0.0049
3 -0.01 8.20 0.0000 0.1198 -0.0180
4 -0.06 2.66 0.0000 0.1654 -0.0355
5 0.13 -3.58 0.0000 0.2112 -0.0527
6 -0.04 -8.84 0.0000 0.2584 -0.0648
7 -0.01 -11.61 0.0000 0.3069 -0.0683
8 -0.01 -11.03 0.0001 0.3552 -0.0622
9 0.02 -7.28 0.0001 0.4020 -0.0484

Tabelle A.3.: Statische Ruhelage UH-60 Kabelteil 1,cy = 40; 40Nm=ad
Koérper Minimalkoordinaten Massenmittelpunktskoordinat en im Inertialsystem
[ [ X y z

[] [] [m] [m] [m]
1 90.00 70.00 0.0000 0.0252 0.0092
2 34.20 8.12 -0.0021 0.0764 0.0245
3 -0.30 5.88 -0.0079 0.1287 0.0345
4 -0.64 4.95 -0.0164 0.1813 0.0402
5 -0.87 5.13 -0.0273 0.2338 0.0419
6 -0.77 6.47 -0.0408 0.2855 0.0388
7 -0.50 9.24 -0.0575 0.3354 0.0295
8 -0.28 13.99 -0.0782 0.3809 0.0111
9 -0.15 21.45 -0.1031 0.4161 -0.0192
10 -0.08 32.16 -0.1296 0.4301 -0.0611
11 101.53 -9.00 -0.1518 0.4301 -0.1097

Tabelle A.4.: Statische Ruhelage UH-60 Kabelteil 2,cy = 35; 01Nm=aqg
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A.2.2. Ruhelage im Schwebe ug

Koérper Minimalkoordinaten Massenmittelpunktskoordinat en im Inertialsystem
[ [ X y z
[] [] [m] [m] [m]
1 90.00 90.00 0.0000 0.0244 0.0000
2 180.01 -10.97 0.0000 0.0729 -0.0047
3 -179.69 8.19 0.0000 0.1200 -0.0173
4 0.88 3.18 -0.0001 0.1657 -0.0346
5 -2.60 -2.97 -0.0002 0.2113 -0.0520
6 1.02 -8.68 -0.0004 0.2584 -0.0647
7 0.27 -12.08 -0.0006 0.3069 -0.0686
8 -179.73 11.63 -0.0008 0.3551 -0.0625
9 179.83 -7.00 -0.0010 0.4019 -0.0487

Tabelle A.5.: Ruhelage im Schwebe ug UH-60 Kabelteil 1,cy = 40; 40Nm=ad

Kérper Minimalkoordinaten Massenmittelpunktskoordinat en im Inertialsystem
[ [ X y z
[] [] [m] [m] [m]
1 90.00 70.00 0.0000 0.0252 0.0092
2 27.77 9.10 -0.0020 0.0766 0.0239
3 3.36 5.59 -0.0073 0.1291 0.0327
4 4.14 4.30 -0.0150 0.1820 0.0376
5 2.10 4.55 -0.0250 0.2346 0.0391
6 -0.77 6.17 -0.0379 0.2865 0.0365
7 -1.86 9.37 -0.0544 0.3366 0.0279
8 -1.78 14.56 -0.0756 0.3821 0.0103
9 -1.44 22.05 -0.1016 0.4170 -0.0194
10 -1.16 31.43 -0.1291 0.4308 -0.0608
11 102.96 -9.81 -0.1518 0.4310 -0.1092

Tabelle A.6.: Ruhelage im Schwebe ug UH-60 Kabelteil 2,cy = 35; 01Nm=ad
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