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Abstract

Eine konvexe Distanzfunktion (in der Ebene) erhélt man, indem man den
euklidischen Einheitskreis durch ein konvexes Objekt (Shape) ersetzt. Die
vorliegende Arbeit ist dem Studium von Delaunay Triangulierungen und
verwandten Strukturen auf der Basis von konvexen Distanzfunktionen
gewidmet.

Zielsetzung ist es, solche sogenannten Conver Shape Delaunay Triangulie-
rungen daraufhin zu untersuchen, inwieweit die zahlreichen Eigenschaften
der klassischen (euklidischen) Delaunay Triangulierungen analog fiir konvexe
Distanzfunktionen erhalten bleiben (zumindest in adaptierter Form), und
im Zuge dessen noch ungeklarte Fragen zu beantworten.

Im Zuge einer griindlichen Studie der strukturellen Eigenschaften von Shape
Delaunay Triangulierungen (abhéngig von der Form des gegebenen Shapes),
welche im Allgemeinen keine vollsténdigen Triangulierungen mehr darstellen
(und im Extremfall kein einziges Dreieck beinhalten), werden auch relevante
Teilgraphen untersucht. Wéhrend die klassische Delaunay Triangulierung
immer den minimalen Spannbaum und den Gabrielgraphen als Teilgraphen
enthélt, wird fiir Shape Delaunay Triangulierungen durch Symmetrisierung
eine dem Shape zugeordnete neue Metrik definiert (konvexe Distanzfunktio-
nen entsprechen i.A. keiner Metrik mehr), mit welcher verwandte Ergebnisse
erzielt werden konnen.

Insbesondere ist der Gabriel Graph fiir Dreiecks-Shapes identisch mit der
Delaunay Triangulierung.

Die elementaren Umformungsoperationen in Triangulierungen (die so-
genannten Flips) werden fiir den Fall konvexer Shapes sorgfiltig untersucht.
Es wird gezeigt, dass (wie im klassischen Fall) durch verbessernde Flips
die Shape Delaunay Triangulierung stets erzeugbar ist, auch wenn es sein
kann, dass sie im eigentlichen Sinne keine Triangulierung mehr ist (die
vollstédndige Triangulierung wird jedoch als Datenstruktur beibehalten,
damit man es nachwievor nur mit Dreiecken zu tun hat, die ungiiltigen
Kanten miissen allerdings gesondert beriicksichtigt werden). Winkel-basierte
Optimalitétskriterien sind nicht mehr sinnvoll, stattdessen muss auf passen-
de Umbkreiskriterien ausgewichen werden.

Als “Nebenprodukt” wurde fiir die Ausfithrung des Incircle-Tests im
euklidischen Fall (Punkt-Inklusion im Kreis) eine neue effiziente Methode
entwickelt, welche im Vergleich zu bekannten Verfahren ein paar Rechen-
operationen (speziell Multiplikationen) einspart.

Ein Einfiige-Algorithmus und ein Flip-Algorithmus zur FErzeugung von
Shape Delaunay Triangulierungen werden in adaptierter Form gezeigt.



Zur Darstellung von Shape Delaunay Triangulierungen und entspre-
chenden Voronoi Diagrammen, sowie Gabriel Graphen und minimalen
Spannbdumen etc., wurde zusétzlich ein Testprogramm implementiert.



1 Einleitung

1.1 Voronoi Diagramm

Ein Voronoi Diagramm (benannt nach dem russischen Mathematiker Ge-
orgi Feodosjewitsch Woronoi, 1868-1908) ordnet jedem Punkt p einer gege-
benen Punktmenge S jene Region des Raumes zu (bzw. der Flache im 2-
dimensionalen Fall), fiir welche gilt, dass alle Punkte der Region dem Punkt
p néher sind, als allen anderen Punkten aus S. Die Bisektoren (mit gleichem
Abstand zwischen 2 Punkten aus S) bilden die Grenzlinien zwischen den Re-
gionen.

Abbildung 1: Beispiel eines Voronoi-Diagramms zu einer Punktmenge S in
der Ebene.

Voronoi-Diagramme (auch Thiessen-Polygone oder Dirichlet-Zerlegungen ge-
nannt) kommen abgesehen von der Algorithmischen Geometrie auch in wei-
teren unterschiedlichsten wissenschaftlichen Bereichen zum Einsatz, wie z.B.
in der Biologie, Chemie, Kristallographie und Meteorologie.

Es gibt zudem zahlreiche Verallgemeinerungen bzw. Erweiterungen (vergl. F.
Aurenhammer[4] bzw. F. Aur./R. Klein[5]), wie z.B. gewichtete Absténde, die
Verwendung von allgemeineren Objekten statt Punkten (z.B. Liniensegmen-
te), oder allgemeinere Metriken /Distanzfunktionen an Stelle der euklidischen
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Metrik.

1.2 Delaunay Triangulierung

Die Delaunay Triangulierung (benannt nach dem russischen Mathematiker
Boris Nikolajewitsch Delone [engl. Delaunay|, 1890-1980) ist zum einen
der duale Graph zum Voronoi-Diagramm (d.h. jeweils 2 Punkte, deren
Regionen im Voronoi-Diagramm eine gemeinsame Grenze aufweisen, sind
in der Delaunay-Triangulierung mit einer Kante verbunden), zum ande-
ren ist sie auch vollig unabhéngig davon durch zahlreiche interessante
Eigenschaften definierbar (z.B. Leerer-Kreis-Eigenschaft, Maximierung des
minimalen Dreieckswinkel uvm.) und findet dementsprechend ihre eigenen
Anwendungsgebiete (vergl. S. Fortune[7]), wie z.B. bei der Finite Elemente
Methode (FEM) zur Losung von partiellen Differentialgleichungen, oder bei
3D-Modellen in der Computergrafik etc.

Abbildung 2: Das Beispiel aus Abbildung 1 mit hinzugefiigter Delaunay-
Triangulierung.

Auf diverse FEigenschaften der Delaunay-Triangulierung wird in Folge



noch ndher eingegangen, und zwar im Zuge der Untersuchung, inwieweit
diese Eigenschaften fiir Convexr Shape Delaunay Triangulierungen (welche
auf konvexen Distanzfunktionen basieren) erhalten bleiben.

1.3 Konvexe Distanzfunktionen

Wihrend der iibliche euklidische Abstand zwischen 2 Punkten in der Ebene
wie folgt definiert ist: ||p — ¢|| == \/(px — @)* + (py — ¢,)?, kann man die
Distanz zweier Punkte auch wesentlich allgemeiner definieren.

Sei C' eine konvexe kompakte Menge in der Ebene, die als “Zentrum”
den Koordinatenursprung enthélt (in Folge auch als konvexer Shape be-
zeichnet). Fir 2 Punkte p und ¢ verschiebe man den Shape C' um den
Vektor p, und schneide die Gerade durch p und ¢ mit dem Rand von C' (r
sei der Schnittpunkt). Dann ist die konvexe Distanzfunktion do von p nach
q folgendermafBlen definiert:

_llp—dl
lp—rll

/
o
P

Abbildung 3: Konvexe Distanzfunktion de(p, q)

de(p,q)

Die Funktion d¢ erfiillt 2 Bedingungen einer Metrik, zum einen die positive
Definitheit (dc(p,q) > 0 und d.(p,q) = 0 < p = ¢), und zum anderen
die Dreiecksungleichung (de(p,q) < dc(p,7) + de(r,q)). Die Symmetrie
(de(p,q) = do(q,p)) als 3. Bedingung gilt im Allgemeinen nicht mehr, sie ist
nur dann erfiillt, wenn der Shape C' beziiglich des Ursprungs symmetrisch
ist (nur in diesem Fall ist d¢ eine Metrik).

Eine konvexe Distanzfunktion d¢ heifit glatt, wenn der Rand von C an jeder
Stelle eine eindeutige Tangente hat (also keine Ecken besitzt), und strikt
konvex, wenn der Rand keine Liniensegmente besitzt.



Ein bekanntes Beispiel von konvexen Distanzfunktion sind die L,-Metriken
(1 < p < 00), definiert durch: |[v]|, = {/|v.[P + |vy[P, wobei die Ly-Metrik
als Spezielfall der euklidischen Metrik entspricht.

Die L,-Metrik ist fiir 1 < p < oo strikt konvex und glatt, fiir L; und L gilt
hingegen weder das eine noch das andere.

Abbildung 4: Die L;-Metrik entspricht einer de mit karo-formigem Shape C,
die Lo-Metrik entspricht dem Kreis und die L..-Metrik dem Quadrat.

Auf Basis konvexer Distanzfunktionen kann man jetzt allgemeinere
Voronoi-Diagramme und Delaunay-Triangulierungen betrachten (siehe L.P.
Chew/R.L. Drysdale[6] bzw. L. Ma[2]).

Die Definition von gewohnlichen Delaunay-Triangulierungen erfolgt
iiblicherweise entweder iiber den Dualgraph des Voronoi-Diagramms (d.h.
in DG(S) sind genau dann 2 Punkte mit einer Kante verbunden, wenn die
2 entsprechenden Regionen in VD(S) einen gemeinsamen Bisektor haben,
also benachbart sind) oder iiber die Leerer-Kreis-FEigenschaft (d.h. fiir
jede Delaunay-Kante existiert ein im Inneren punkteleerer Kreis, der die
Kanten-Endpunkte am Rand enthélt). Fiir Dreiecke der Triangulierung ist
dann der Umkreis im Inneren punktefrei (Umkreiseigenschaft).

Falls die Punktmenge S in allgemeiner Lage ist, also keine 4 Punkte kozirku-
lar liegen, sind beide Definitionen dquivalent. Fiir konvexe Distanzfunktionen
ist das im Allgemeinen nicht mehr der Fall, da die Symmetrie-Eigenschaft

nicht mehr gegeben ist (do(p, q) # de(q, p)).



Abbildung 5: Beispiel eines Convex-Shape-Voronoi-Diagramms V D¢ (.S) mit
der L.-Metrik. Im Gegensatz zu gewohnlichen Voronoi-Diagrammen sind
hier die Regionen i.A. nicht mehr konvex, sondern “sternférmig”.

Sei VD¢(S) das Voronoi-Diagramm beziiglich des konvexen shapes C,
dann sind dessen Bisektoren definiert durch Punktmengen, fiir die gilt:
dc(ay,p) = do(ag, p) mit ay,ae € S. Die Distanzfunktion geht beim VD also
von den Knoten aus, wihrend fiir in die Punktmenge passende Homotheten
des Shapes gilt: do(p,a1) = dc(p,az), d.h. die Distanzfunktion geht vom
Zentrum des Shapes aus, hin zu den Knoten der Punktmenge.

Da die Gleichheit de(p, ¢) = de(g, p) nur fir (beziiglich des Zentrums) sym-
metrische Shapes gilt, und ansonsten de¢(p, q) = de,, (¢, p) (Cr sei der reflek-
tierte Shape), gilt also nur mehr folgende Aquivalenz: DT¢(S) = DGe,,(S)
(DG sei der Dualgraph zu VD, und DT die iiber die Kreiseigenschaft
definierte Triangulierung).
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Abbildung 6: dc(ay,p) = de(as,p) = do(as,p), dey(p,a1) = deg(p,az) =
dCR(p7a3)7 dCR(CLhQ) = dCR(CL%Q) = dCR<a37Q>7 dC(qval) = dC(Q7a2) -
dC((],CE;},)

Falls sich die Punktmenge S nicht in allgemeiner Lage befindet, ist
die Aquivalenz nicht mehr vollstindig gegeben, da beim Dualgraph DG(S)
,Liicken* entstehen, die im Falle der DT(S) beliebig austrianguliert werden.
Einfachstes Beispiel: 4 quadratisch angeordnete Punkte.

Abbildung 7: Im Falle von Kozirkularitdt ist DG nicht austrianguliert,
wéhrend DT nicht mehr eindeutig ist.

Wie von Drysdale[l] definiert, ist die DT¢(S) (Convex Shape Delaun-
ay Triangulation) eine maximale Menge kreuzungsfreier Kanten, welche die
Leerer-Kreis-FEigenschaft erfiillen. Im folgenden Abschnitt 2 werden wir se-
hen, dass diese Kantenmenge fiir beliebige Shapes im Allgemeinen die Punkt-
menge nicht mehr vollstédndig trianguliert.
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Abbildung 8: Umkreiseigenschaft fiir Dreiecke

Abbildung 9: Leerer-Kreis-Eigenschaft fiir Kanten



1.4 Ergebnisse der Arbeit

Waéhrend die Einfiihrung in erster Linie eine Zusammenfassung von bereits
Bekanntem darstellt, liegt der Schwerpunkt der vorliegenden Diplomarbeit
in der eigenstindigen Erforschung und Bearbeitung von Fragen beziiglich
der DT¢(S) (speziell im Vergleich zur gewohnlichen DT'(S)), die hier kurz
zusammengefasst werden.

Zunichst geht es in Abschnitt 2 darum, Struktureigenschaften der DT¢(S)
zu klédren, z.B. wie genau und warum sich deren Hiille von der konvexen
Hiille der Punktmenge S unterscheidet, und wie sie von der Form des Shapes
C abhéngt.

Im darauf folgendem Abschnitt wird aus Ermangelung einer Metrik fiir
allgemeine konvexe Shapes eine solche in Form der symmetrischen und
zentrumsunabhéngigen Distanzfunktion me neu definiert, auf deren Basis
es moglich wird, einen minimalen Spannbaum beziiglich des Shapes C zu
definieren und zu zeigen, und mit dem gewohnlichen Fall der euklidischen
Metrik zu vergleichen. Gleichzeitig kann auch ein Gabrielgraph definiert
werden, wo an die Stelle des Durchmesserkreises zwischen zwei Punkten
p und ¢ der entsprechende Shape mit Skalierungsfaktor meg(p,q) tritt.
Es wird gezeigt, dass mit MSTx(S) € GGo(S) € DT¢(S) die analogen
Eigenschaften zum Fall der gewdhnlichen Delaunay-Triangulierung erhalten
bleiben.

Was den Incircle-Test angeht (welcher entscheidet, ob ein Punkt innerhalb
des von drei anderen Punkten aufgespannten Umkreises liegt), so bringt
die iibliche Vorgangsweise, die Punkte auf ein Paraboloid zu projizieren
(und den Punkt daraufhin zu testen, auf welcher Seite der von den drei
anderen Punkten aufgespannten Ebene er liegt), nicht nur unnotigerweise
eine zusétzliche Dimension ins Spiel (welche mit Matrixumformungen wieder
weggekiirzt werden kann), sondern ist auch wenig geeignet fiir ein Analogon
beziiglich allgemeiner konvexer Shapes. Auf der Suche nach Letzterem ergibt
sich ein Losungsansatz, welcher nicht nur fiir konvexe Shapes verallgemeinert
werden kann, sondern fiir den gewthnlichen Fall der euklidischen Metrik im
Vergleich zum iiblichen Weg effizienter ist, bzw. mit weniger Rechenope-
rationen auskommt (insbesondere werden Multiplikationen eingespart, die
asymptotisch langsamer sind als Additionen/Subtraktionen).

In Abschnitt 5 werden daraufhin die Kanten-Flips ndher unter die Lupe
genommen. Um zu entscheiden, ob zur Erfiilllung der lokalen Delaunay-
Eigenschaft ein Flip notwendig ist, ist im Fall von eckigen (also nicht glatten)
Shapes oft kein eigentlicher Incircle-Test nétig, bzw. auch gar nicht moglich,
denn wenn ein Dreieck ungiiltig ist (d.h. durch drei gegebene Punkte kann
kein Homothet des gegebenen Shapes gelegt werden), so eriibrigt sich der
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Inklusionstest des vierten Punktes. Speziell, wenn eine betrachtete Kante
selbst ungiiltig ist, kann sie natiirlich keine Delaunay-Kante sein und muss
geflippt werden, aufler die geflippte Kante ist ebenfalls ungiiltig.

In weiterer Folge werden die Optimierungseigenschaften DT (S) untersucht,
und es kann die Erhaltung der wichtigen Eigenschaft gezeigt werden, dass
fiir Triangulierungen, welche die lokalen Delaunay-Bedingungen erfiillen,
dies auch global gilt, was bedeutet, dass durch lokale Verbesserungen
immer das globale Optimum erreicht werden kann (und damit z.B. der
Flip-Algorithmus funktioniert, siche Abschnitt 7.4).

Wiéhrend das Winkelkriterium als Optimierungseigenschaft fiir die DT (.S)
nicht mehr einsetzbar ist, hat sich das weniger bekannte Kriterium der
Umkreisradien als brauchbar herauskristallisiert. Es wird zuerst gezeigt, dass
gewohnliche Delaunay-Triangulierungen den maximalen (und minimalen)
Dreiecks-Umkreisradius minimieren (sowie die Summe der Radien), und
dann dargelegt, in welcher Form dieses Kriterium auch fiir die DT (S)
bestehen bleibt.

In Abschnitt 7 werden ein paar kleine eigens entwickelten Algorith-
men prasentiert, zum einen die Distanzfunktion fiir konvexe Polygone, wobei
man z.B. sehen kann, dass bei ganzzahligem (bzw. rationalem) Input auch
der Output eine rationale Zahl bleibt (ohne bei euklidischen Distanzen
iiblicher Wurzelberechnung), somit ist jeder Entscheidungsalgorithmus, der
auf einem Vergleich solcher Distanzen beruht (z.B. Inklusionstest) exakt
berechenbar (ohne Rundungsfehler). Zum anderen wird gezeigt, wie z.B. der
symmetrische Vereinigungs-Shape C aus C gebildet werden kann (indem
man quasi den polygonalen Shape entlang der Kanten um den Ursprung
“schiebt”, und die neu entstandenen Ecken mitspeichert).

Da mc(p, q) = da(p, ¢) gilt, kann man also die neu definierte Metrik m¢e mit

~

Hilfe von C iiber die iibliche Distanzfunktion do berechnen. Des weiteren
kann man auf diesem Wege auch direkt den minimalen Shape C(p,q)
ermitteln, denn dessen Skalierungsfaktor ist gleich me(p, q), es fehlt also nur
der “Ankerpunkt”, der in O(1) eruierbar ist, sofern man die Zuordnung der
Ecken von C zu jenen von C mitgespeichert hat.

Fiir den Einfiige-Algorithmus und den Flip-Algorithmus zur Erstellung von
Delaunay-Triangulierungen wird eine Adaption gezeigt, die auch fiir die
DT¢(S) funktioniert.

Abschlieflend wird noch kurz auf die Implementierung des Testprogramms
eingegangen (welches vom Zeitaufwand her einen Grofiteil der Arbeit
eingenommen hat), und auf ein paar Fragen, die noch offen geblieben sind.
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2 Randbereich/Hiille

Waéhrend bei gewohnlichen Delaunay Triangulierungen der Rand immer der
konvexen Hiille entspricht, da fiir deren Kanten zumindest der duflere un-
endliche Kreis in Form einer Halbebene immer die Leerer-Kreis-FEigenschaft
erfiillt, ist das im Allgemeinen fiir konvexe Shapes nicht mehr der Fall, wenn
sie nicht glatt sind, sondern Ecken aufweisen (nicht stetig differenzierbar).

Abbildung 10: Unendliche Shapes

Fiir 2 Punkte aus der Menge S, deren Verbindungskante wegen einer Ecke
nicht als Tangente an den Shape gelegt werden kann, ist der unendliche Sha-
pe keine Halbebene, sondern die von 2 der Ecke entsprechenden Halbstrahlen
begrenzte Fliache. Der auf einer Seite der Kante unendliche Shape dringt also
mit der Ecke auf die andere Seite der Kante vor - das Innere dieses Dreiecks
ist damit ein “verbotener” Bereich, d.h. wenn sich darin ein weiterer Punkt
aus S befindet, ist die Kante automatisch ungiiltig, da sie unmoglich die
Leerer-Kreis-Figenschaft erfiillen kann.

Wenn dies auf eine Kante der konvexen Hiille zutrifft, ist sie nicht mehr
Teil der Triangulierung, und man bendétigt eine allgemeinere Definition der
Hiille; Drysdale macht dies mit der support hull (“Stiitzhiille”).

Streng genommen ist die konvexe Hiille per Definition Teil jeder Triangu-
lierung, man konnte aber DT (S) als Sub-Triangulierung definieren, da sie
zumindest innerhalb der support hull eine vollsténdige Triangulierung dar-
stellt.

Im Folgenden wird DT (S) der Einfachheit halber auch weiterhin als Trian-
gulierung bezeichnet, um sie insbesondere vom Delaunay Graphen DG (S)
(dem Dualgraph zum Voronoi-Diagramm) zu unterscheiden, auch wenn sie im
Extremfall kein einziges Dreieck enthélt. Jedoch entspricht sie in jedem Fall
einem zusammenhéngenden Graphen, da sie mindestens einen Spannbaum
enthélt (siche Abschnitt 3.2).
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2.1 Support hull

Sei die Hiille gegen den Uhrzeigersinn orientiert, dann gelten fiir die Kanten
der support hull folgenden Eigenschaften:

e Der nach rechts (bzw. aufien) offene unendliche Shape durch die
Kanten-Endpunkte ist im Inneren punktefrei (siche Abb. 10).

e Falls der unendliche Shape einer Halbebene entspricht, diirfen keine
Punkte direkt auf der Kante zwischen den Endpunkten liegen, andern-
falls diirfen auf den Halbstrahlen rechts von der Kante keine Punkte
liegen

@ ») é w

Abbildung 11: (a) Liegt ein Punkt im Inneren links der Kante, so ist die
Kante ungiiltig. (b) Liegt ein Punkt im Inneren rechts der Kante, so gibt das
entweder ein giiltiges Dreieck (d.h. die Kante ist nicht Teil der Hiille), oder
(¢) der Punkt liegt im verbotenen Bereich des linken unendl. Shapes (d.h.
die Kante ist ungiiltig). (d) Liegt ein Punkt am Halbstrahl rechts der Kante,
so gibt dies wiederum ein giiltiges Dreieck (keine Hiillenkante).

Ein durch zumindest einen Punkt gehender unendlicher Shape kann nicht

von einer giiltigen Kante iiberquert werden, da der Punkt dann im verbote-
nen Bereich dieser Kante liegen wiirde.

RN

Abbildung 12: Eine direkte Querung ist nicht moglich, ein innerer Punkt
ergibt ein giiltiges Dreieck.

Daraus folgt, dass die DT¢(S) innerhalb der support hull vollstandig tri-
anguliert ist, d.h. es gibt kein Polygon aus giiltigen Kanten gréfler als ein
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Dreieck, welches keine giiltigen Diagonalkanten besitzt und somit nicht aus-
trianguliert werden konnte.

Denn angenommen, es gibe ein solches Polygon, dann gibt es eine Kante
inklusive zweier Nachbarkanten, mit welchen kein Dreieck gebildet werden
kann, d.h. diese liegen auflerhalb des unendlichen Shapes durch die Kante,
des Weiteren muss sich das Polygon schlieflen, also noch einmal den un-
endlichen Shape queren, was nicht moglich ist. Denn die direkte Querung
ist ausgeschlossen (siehe Abbildung 12), und gébe es einen Punkt im Inne-
ren, dann ist entweder die urspriingliche Kante ungiiltig, oder sie bildet ein
giiltiges Dreieck — Widerspruch zur Annahme.

Grundsétzlich kann man die Umgebung einer Kante in 3 Bereiche unterteilen:

[. Der ungiiltige Bereich, der dem Inneren des Durchschnitts der zwei
unendlichen Shapes entspricht.

I1. Der duflere Bereich, der von den unendlichen Shapes nicht abgedeckt
wird.

ITI. Der regulédre Bereich, die Vereinigung der unendlichen Shapes ohne I.

II

IT1
IT1

II

Abbildung 13: Kantenbereiche
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Liegt ein Punkt im Bereich I, so ist die Kante ungiiltig, ein Punkt im Bereich
IT kann mit der Kante kein giiltiges Dreieck bilden, wahrend ein Punkt aus
Bereich III ein giiltiges Dreieck liefert.

Falls fiir eine Kante alle anderen Punkte aus der Menge S im Bereich II
liegen, so ist die Kante ein Briicke, bzw. beidseitig Teil der support hull. Im
Extremfall kann dies fiir alle giiltigen Kanten zutreffen, dann ist DT (S) ein
Baum und besitzt keine (giiltigen) Dreiecke.

Ist der Shape glatt, so sind die Bereiche I und II leere Mengen, und III der
einzige Bereich.

2.2 Zusammenhang zwischen Hiille und Shape

Bei Abweichungen der support hull von der konvexen Hiille stellt sich die
Frage, inwieweit man von diesen “Einkerbungen” Riickschliisse auf die Form
des der Triangulierung zugrundeliegenden Shapes ziehen kann. Wihrend man
beim Fehlen solcher Abweichungen auf einen glatten Shape schlieBen kann
(bzw. zumindest auf einen mit entsprechend flachen Ecken), gilt allgemein: Je
spitzere Einkerbungen der Rand von DT (S) aufweist, desto spitzere Ecken
hat auch der zugehorige Shape C, welcher auch in die Kerben passt (in
Form von Homotheten beliebiger Skalierung), ohne Kanten oder Punkte von
DT¢(S) zu iiberdecken.

Abbildung 14: DT¢(S) mit “eingepassten” Homotheten des Shapes C'
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Hat DT¢(S) eine Einkerbung mit Winkel «, so hat der Shape C' eine

Ecke mit einem entsprechendem Winkel kleiner als ao. Wére dem nicht so,
dann wire die entsprechende Abdeckungskante giiltig. Es kann auch nicht
sein, dass die Abdeckungskante durch ein Eck aus einer anderen Richtung
ungiiltig wird, denn dann wére die entsprechende Seitenkante der Einkerbung
ebenfalls ungiiltig.
Man kann also vom Rand der DT¢(S) auf den Rand von C' schlieBen, nicht
aber auf die Proportionen von (', dafiir bendtigt man das Innere der Triangu-
lierung, wo man aus den Proportionen der Dreiecke entsprechende Schliisse
ziehen kann. Details dazu sind allerdings nicht mehr Bestandteil dieser Di-
plomarbeit.

Abbildung 15: Ist e; eine Delaunay-Kante aus einer gegebenen DT¢(S), dann
folgt aus deren Lage, dass der Shape C' deutlich héher als breit sein muss,
wéahrend aus der Lage von ey folgen wiirde, dass C' breiter als hoch ist. Sind
beide Kanten Teil einer Triangulierung, so handelt es sich um keine DT (.5),
da kein konvexer Shape C' existiert, der fiir beide die Delaunay-Eigenschaft
erfiillen kann.
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3 Minimale Abstiande

In gewohnlichen Delaunay-Triangulierungen ist bekanntermafien immer auch
der minimale Spannbaum enthalten, bzw. ist ein néchstes Paar von Punkten
immer mit einer Kante in DT(S) verbunden. Bei der Frage, inwieweit
diese Eigenschaft auf den Fall allgemeiner konvexer Shapes {iibertragen
werden kann, steht man vor dem Problem, dass konvexe Distanzfunktionen
fiir (beziiglich des Zentrums) nicht symmetrische Shapes keiner Metrik
entsprechen, somit ist fiir zwei Punkte kein eindeutiger Abstand definiert.

p 1 p 2
\q \q

Abbildung 16: d¢, (p,q) = 2.5, do,(q,p) = 4, dey(p,q) = 5, de,(q,p) = 2
Welcher Abstand zwischen p und q ist der “richtige” beziiglich Shape C
(unabhéngig vom Zentrum)?

Wie Lihong Ma[2] zeigt, ist DG¢(S) unabhéngig vom gewéhlten Zentrum
von C, was aus der Sicht der nach Drysdale definierten DT (S) wenig
iiberraschend ist, denn fiir die “Leerer Kreis”-Bedingung zahlt bei einem
gewihlten Shape C' mit Zentrum z nur, ob fiir Punkte p € S gilt: do(z,p) < 1
(p innerhalb von ('), do(z,p) = 1 (p am Rand von C) oder de(z,p) > 1 (p
auBerhalb), was offensichtlich unabhéngig vom gewéhlten Zentrum ist.
Folglich ist es naheliegend, eine konvexe Distanzfunktion zu suchen, die
fiir allgemeine konvexe Shapes zentrumsunabhéngig eine Metrik liefert,
welche analog zu gewoOhnlichen Delaunay Triangulierungen die erwédhnten
Eigenschaften erfiillt. Da es um minimale Abstdnde geht, ist ein erfolg-
versprechender Ansatz, das Minimum des Abstands iiber alle moglichen
Zentren eines Shapes zu ermitteln.

Definition: Sei C' ein konvexer Shape mit Zentrum im Nullpunkt, so
sei C, mit v € C' der gleiche Shape, nur mit einer Translation des Zentrums
um v (Cy = C).

Definition: Minimale Distanz zweier Punkte iiber alle moglichen Zentren
von Shape C

me(p, q) == min de, (p,q)
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Abbildung 17: C' — C,

Fiir diese Definition sind auch Zentren am Rand von C zugelassen, tatséchlich
wird das Minimum ausschlieSlich fiir “Randzentren” auftreten.

i
o

Abbildung 18: Angenommen, das Zentrum sei im Inneren von C, dann kann
do(p,q) = H nicht minimal sein, weil |[w — 7| > ||p — r|| und damit auch

de, (p,q) = {525 < do(p, q)-

Der durch Duldung von Randzentren theoretische Fall von Division durch
Null kann vernachldssigt werden, da fiir das gesuchte Minimum nur ge-
geniiberliegende Randpunkte relevant sind. Dies fiithrt zu einer alternativen
Definition:
_llp—adl

dc(p,q)

(mit dc(p, ¢) := maximaler Durchmesser von C' parallel zu pq)

mC(p7 q) :

Naturgemaf gilt die Symmetrie mgo(p,q) = me(q,p), und me ist un-
abhéngig vom urspriinglich gewihlten Zentrum von C', man geht also ab
vom Konzept des Zentrums mit (im Allgemeinen nicht symmetrischen) “Ra-
dius”, hin zum Konzept des (symmetrischen und zentrumsunabhéngigen)
Durchmessers.
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Abbildung 19: mc(p, ) = dc, (p, q) = de, (¢, p) = mc(q.p) = [o=4

mec(p,q) entspricht weiters dem Skalierungsfaktor des minimalen Sha-
pes C(p, q), welcher die Punkte p und ¢ am Rand enthiilt.

Da allerdings die Definition von me(p,q) mit “Randzentren” bzw. Zen-
trumsunabhéngigkeit diverse Abweichungen einfiihrt, stellt sich die Frage,
inwieweit dies noch mit der urspriinglichen Definition von konvexen Distanz-
funktionen vereinbar ist. Dies fiihrt zu einer weiteren Alternativdefinition:

me(p.q) = da(p,q)  (mit C:=|JC,=CeC=CaCp

veC

C © C sei hier die Minkowski-Differenz des Shapes C' mit sich selbst, das
entspricht der Menge {a — b | a € C,b € C}, bzw. der Minkowski-Summe
des Shapes mit dem reflektieren Shape Cg.

Abbildung 20: Beispiele fiir den symmetrischen Vereinigungs-Shape C

Fiir bereits (beziigl. dem Ursprung) symmetrische Shapes gilt einfach
C=2-C , so wie ein Durchmesser zweimal dem Radius entspricht. Nicht
symmetrische Shapes werden zu symmetrischen erweitert = dgs(p, q) ist
eine Metrik.
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Sei C(p,q) der minimale Homothet des Shapes C durch die Punkte p
und ¢. Dieser entspricht dem Pendant zum minimalen Kreis durch p und
q bei gewohnlichen Delaunay-Triangulierungen. Bei Shapes mit parallelen
Kanten ist C(p, q¢) wegen moglicher Parallelverschiebung oft nicht eindeutig.

/ q ./ q / q
p p p
Abbildung 21: C(p, ¢) uneindeutig

Sei ein Punkt r im Inneren von C(p,q), dann gilt me(p,r) < me(p, q) und
me(q,r) < me(p,q), weil C(p,q) innerhalb der entsprechend skalierten

~

Shapes C' um p bzw. um q liegt (inklusive Parallelverschiebung).

Abbildung 22: Fiir r € C(p, q) gilt da(p, ) < da(p, q) bzw. dg(q,r) < da(p, q)

Damit sind beziiglich der Metrik m¢ alle Voraussetzungen erfiillt, um
die bekannten Delaunay-Eigenschaften beziiglich Ndchstem Paar bzw.
Minimalem Spannbaum zu gewéhrleisten.

Im Folgenden wird von einer Punktmenge in allgemeiner Lage ausge-

gangen, da DT (S) im Falle von Kozirkularitdt auf Grund frei wéhlbarer
Kanten nicht eindeutig wére.
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3.1 NaAachstes Paar

Sei C ein konvexer Shape und sei (p,q) aus der Punktmenge S das néchste
Paar beziiglich der Metrik mc, dann gilt: pg € DT¢(S), da der minimale
Shape C(p, q) punkteleer ist. Andernfalls wére (p, ¢) kein néchstes Paar.

Abbildung 23: Beispiel einer DT¢(S) mit keilformigem Shape C, nichstem
Paar (p, q) und C(p, q)
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3.2 Minimaler Spannbaum

Analog zu gewdhnlichen Delaunay-Triangulierungen enthilt DT (S)
beziiglich der Metrik m¢ den minimalen Spannbaum M ST (S).

Abbildung 24: Links ungiiltiger, rechts korrekter M.ST¢(S)

Angenommen, M ST (S) enthélt eine Nicht-Delaunay-Kante pg, d.h. es gibt
fiir p und ¢ keinen punkteleeren Shape, insbesondere ist dann der minimale
Shape C(p, q) nicht punkteleer, es sei also ein Punkt r enthalten.

Damit ist sowohl pr als auch g7 kiirzer als pg (beziiglich m¢), und ein ent-
sprechender Austausch fiihrt zu einem kiirzeren Spannbaum = Widerspruch
zur Annahme, dass der Spannbaum minimal war.

Fiir beziiglich des Ursprungs symmetrische Shapes C' ist do eine Me-
trik, und es gilt me(p,q) = %-dc(p, q), demzufolge liefert die Metrik me
natiirlich den selben minimalen Spannbaum wie d¢. R
Verallgemeinert — gilt  fiir ~ symmetrische  Vereinigungs-Shapes  C:
ma(p.q) = 3-mc(p,q), das bedeutet MSTx(S) = MSTc(S), DT4(S)
beinhaltet also den selben M ST wie DT¢(S).
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3.3 Gabrielgraph

Der Gabrielgraph fiir eine Punktmenge S ist (bei euklidischer Metrik) so
definiert, dass jeweils ein Punktepaar (p,q) genau dann mit einer Kante
verbunden ist, wenn der Kreis mit Durchmesser pg (= minimaler Kreis,
welcher p und ¢ am Rand enthélt) im Inneren punkteleer ist.

Natiirlich ist dieser ein Subgraph der Delaunay-Triangulierung, da die
Leerer-Kreis-Bedingung per Definition erfiillt ist, des Weiteren enthilt er
den minimalen Spannbaum als Subgraphen.

Wieder kénnen wir fiir konvexe Shapes ein Pendant GG¢(S) (bei Me-
trik m¢) definieren, wo 2 Punkte p und ¢ dann mit einer Kante verbunden
sind, wenn alle minimalen Shapes C(p, ¢) leer sind.

Es gilt MSTo(S) € GGe(S) € DTe(S), denn offensichtlich erfiillen die
Gabriel-Kanten die Delaunay-Bedingung und der minimale Spannbaum die
Gabriel-Bedingung (siehe voriger Abschnitt).

Fir den Fall, dass der konvexe Shape C ein Dreieck ist, gilt
GGo(S) = DTe(S), weil das Innere von C(p,q) mit dem ungiiltigen
Bereich der Kante pg zusammenfillt, d.h. wére ein weiterer Punkt im Inne-
ren, konnte die Kante nicht giiltig sein, und damit sind alle Delaunay-Kanten
automatisch Gabriel-Kanten.

II

11 q

II
111

Abbildung 26: Der Bereich I ist gleich dem Inneren von C(p, q)
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4 Incircle-Test

Der Incircle-Test ist die essentielle Funktion in jedem Delaunay-Algorithmus,
welche dariiber entscheidet, ob eine lokale Delaunay-Eigenschaft erfiillt ist
bzw. ob ein Kantenflip nétig ist, deswegen ist Effizient und Exaktheit gefragt
(Algorithmen siehe J.R. Shewchuk[9] bzw. O. Devillers/S. Pion[10]).

Es seien 4 Punkte gegeben (a, b, c,d), die gegen den Uhrzeigersinn orientiert
sind, und es soll ermittelt werden, ob der Punkt d innerhalb des Umkreises
von Dreieck abc liegt. Zu dieser Berechnung findet man in der Literatur
fiir gewohnlich folgende Matrix (Orientation matriz der auf ein Paraboloid
projizierten Punkte, siehe z.B. D-Z Du/F.K.Hwang[3]), deren Determinante

4y Gy a;+ a;

2 2
b, b, b2+
Cy Gy cg—kcz

d, dy &+d

— = = =

die gewiinschte Auskunft liefert, und zwar ist sie gréfler 0, wenn der Punkt
innerhalb liegt, gleich 0, wenn der Punkt genau auf dem Kreis liegt, und
kleiner 0, wenn er aulerhalb liegt.

Die Determinante lésst sich durch Umformungen vereinfachen, und liefert
dann folgendes FErgebnis, welches 15 Multiplikationen (und 14 Additio-
nen/Subtraktionen) benotigt.

az_dz a _dy ( dz>2+( y)2

y
by —dy by, —d, (by dx)2+(b —d) =
ez —dy ¢y —dy (¢ dr)Q + (cy y)2

= (a—d)?-(b—d) x (c—d) — (b—d)?-(a—d) x (c—d)+(c—d)?- (a—d) x (b—d)

Scheinbar weniger bekannt ist, dass hier noch eine weitere Vereinfachung
moglich ist,

g = Co Ay — ¢y (g — )0z — do) + (ay — ¢)(ay — dy)

be —co by —cy  (bo—co)(be —do) + (by — ) (by — dy) | =

Cp —dy ¢y —dy 0

=(a—c)la—d)-(b=c)x(b—d)—(b—c)(b—d)-(a—c) X (a—d)

welche mit 10 Multiplikationen (und 13 Additionen/Subtraktionen) aus-
kommt, und z.B. bei der CGAL (Computational Geometry Algorithms

Library) verwendet wird.
Anmerkung: ab := a,b, + ayb,, a xb:=azb, —a,b,
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Dies ist allerdings noch nicht der Weisheit letzter Schluss, da durch Fall-
unterscheidung noch Reduktionen moglich sind und auch die geometrische
Bedeutung der Terme klarer wird.

Wir gehen wieder von den obigen 4 Punkten aus und betrachten b und d in
Relation zur Kante ac und deren Durchmesserkreis.

o
o
[
Y

U

Abbildung 27: 4 Félle beziiglich des Durchmesserkreises.

Wenn beide Punkte auflerhalb liegen, haben wir eine Gabriel-Kante, und d
liegt offensichtlich auch nicht im Umkreis von abe. Sind hingegen beide Punk-
te im Inneren, so liegt d definitiv auch im Umkreis von abe, nur die Félle mit
einem Punkt innen und einem auflen bleiben noch unklar.

Der Test fiir den Durchmesserkreis ist simpel, dafiir braucht man nur die
Skalarprodukte (a — b)(c — b) und (a — d)(c — d). Sind beide kleiner 0, so
liegen beide Punkte innen, sind beide gréfer 0, so sind beide Punkte aufien,
und damit hat man (mit 4 Multiplikationen) bereits die Hélfte der Fille ab-
gedeckt.

Um zu zeigen, dass es tatsichlich die Hélfte ist, definiert man einfach P
als Wahrscheinlichkeit, dass ein getesteter Punkt innerhalb liegt, und erhélt
dann mit P2+ (1— P)? = 2P?—2P+1 die Wahrscheinlichkeit, dass entweder
beide Punkte innen oder beide Punkte auflen liegen. Diese Funktion nimmt
bei 0.5 ihr Minimum an, empirische Tests beim Einfiige-Algorithmus mit ca.
1000 Zufallspunkten ergaben einen Durchschnittswert von 55%.
Theoretisch kénnte man zuséatzlich auch ¢ und ¢ beziiglich des Durchmes-
serkreises von bd testen, dies erhoht die durchschnittlich abgedeckten Fille
allerdings nur auf ca. 66% und zahlt sich somit kaum aus.

Was die restlichen Félle angeht, so kann man die Umkreise der beiden Dreie-
cke abc und acd als Konkurrenten beziiglich der Lage ihrer Mittelpunkte auf
dem Bisektor von a und b betrachten.

Der Ansatz zur Berechnung startet mit dem Schnitt der Bisektoren, um die
Mittelpunkte zu ermitteln, welche allerdings nicht explizit berechnet werden,
sondern nur deren relative Lage zueinander.
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Abbildung 28: Liegt der Umkreismittelpunkt von acd weiter links als der
von abc (wie hier z.B. der Fall), dann liegt d im Umkreis von abc (und
umgekehrt).

R o |o(d—c)
M(a— ) (d—c)=(d—a)(d—c)
(a —d)(c—d)

A (a—d) x (c—d)
a—2|—c+/\2(a—20) :b—gc M2(b_26) o (b—0)
Mo(a—c) (b—c)=(b—a)b—c)

(a —b)(c—b)

A2 (a —b) x (c — b)

M<h&e(a—d)(c—d)-(a=b)x(c—b)—(a=b)(c=b)-(a—d)x (¢c—d) >0
s\ a
Anmerkung: a" = ( x) = ( v )(Normalvektor im Uhrzeigersinn)

Uy
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Nicht ganz zufillig entspricht der durch den Vergleich gewonnene
Ausdruck dem Ergebnis der orientation matriz (nur anders umgeformt).
Der Unterschied ist, dass hier die geometrische Bedeutung der einzelnen
Bestandteile klar und transparent ist (damit ist die Berechnung auch
robuster gegeniiber etwaiger Fehlerfortpflanzung). Zum einen sind beide
Skalarprodukte enthalten, die fiir den Durchmesserkreis-Test notig sind,
somit ist ein Vorabtest kein zusétzlicher Aufwand (und die nétigen Multipli-
kationen reduzieren sich auf durchschnittlich knappe 7), zum anderen sind
mit den Kreuzprodukten auch die Orientierungen der Dreiecke abc und acd
enthalten, d.h. auch wenn die Orientierung der 4 Punkte nicht gegeben ist,
sind keine zusétzlichen Berechnungen nétig (nur weitere Fallunterscheidun-
gen), und man braucht in keinem Fall mehr als 10 Multiplikationen.
Nebenbei gilt naturgemé Ay = cot£L(a—d,c—d) und Ay = cot£L(a—b,c—Db),
sowie [Ai| < |A2| <= Taca < Tabe-

Der Vollsténdigkeit halber wire noch anzumerken, dass man nach
dem Vorbild des Gaufi’schen Algorithmus fiir komplexe Zahlen, welcher 4
Multiplikationen auf 3 reduziert (auf Kosten von 3 zusétzlichen Additio-
nen/Subtraktionen), auch fiir Skalarprodukt und Kreuzprodukt vorgehen
kann.

s = ayb,
t = ayb,
ab=s+1

axb=(ay —a,)(by+b,) —s+1

Damit wiirde man fiir den Incircle-Test insgesamt nur 4-8 Multiplikationen
(knappe 6 im Durchschnitt) benétigen, dies wiirde sich allerdings nur dann
auszahlen, wenn Multiplikationen auch wirklich entsprechend langsamer als
Additionen wéren, was bei aktuellen Prozessoren immer weniger der Fall ist
(aufler fiir sehr groBe Zahlen), auBerdem sinkt hierbei wieder die Robustheit
der Berechnung.

Wenn wir nun wieder zu allgemeinen konvexen Shapes iibergehen, bleibt von
diesen Ergebnissen nicht viel iibrig, man kann aber auch hier als Vorabtest
fiir eine Kante den minimalen Shape C berechnen, und damit bereits wieder
eine gute Halfte der Fille abdecken.

Hat man einen Shape in Form eines konvexen Polygons P, mit n Ecken
gegeben, so kann man bei bekanntem symmetrischen Vereinigungs-Shape
P, fiir jede Kante e den minimalen Shape P,(e) in O(log n) Zeit ermitteln.
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o Sind nun beide verbleibende Punkte innerhalb bzw. beide aulerhalb von
P,(e), so sind wir bereits wieder fertig, andernfalls kann man per “sweep
line” entlang der Ecken den Polygons weitersuchen.

Abbildung 29: P,(a,c) mit einem Punkt innerhalb und einem auBerhalb.
Findet man nun per Ecken-Test einen Shape mit beiden Punkten innerhalb
(bzw. beiden auBerhalb), ist der Incircle-Test wieder abgeschlossen, nur falls
fiir 2 benachbarte Shapes gilt, dass jeweils ein Punkt in einem aber nicht im
anderen liegt, ist eine genauere Vergleichsberechnung notig.

Grundsétzlich gilt, dass wenn sowohl die Punktmenge als auch das Polygon
ganzzahlig gegeben ist, der Incircle-Test auch exakt ganzzahlig entscheidbar
ist, die exakte Berechnung eines Umkreis-Shapes durch 3 Punkte ist dafiir
nicht notig.

Laut L.Ma|2] ist der Schnitt zweier Bisektoren algorithmisch in O(logn) Zeit
moglich, folglich gilt dies auch fiir den Incircle-Test.

Natiirlich wére hier ebenfalls wieder der analoge Ansatz wie in Abbildung 28
moglich (mit einem Vergleich zweier Schnittpunkte, ohne die Schnittpunkte
explizit zu berechnen), inwieweit das in diesem Fall die optimale Vorgangs-
weise ist, sei allerdings dahingestellt.

Abbildung 30: Ein Vergleich der Bisektoren-Schnittpunkte (beziiglich eines
beliebig angenommenen Zentrums des Shapes) entspricht dem Incircle-Test.
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5 Flips

Als Flip wird die elementare Transformation innerhalb von Triangulierungen
bezeichnet, die eine Diagonale eines konvexen Vierecks durch die andere
Diagonale ersetzt (vergl. S. Fortune[7] bzw. T. Lambert|8]).

Wenn wir eine Kante von DT (S) auf Flipbarkeit untersuchen, erhal-
ten wir mehrere mogliche Fille, abhéngig von der Lage der Punkte beziiglich
des “Einzugsgebietes” der Kante (siche Abbildung 13).

Zur Veranschaulichung wird im Folgenden ein quadratischer Shape ange-
nommen.

(1) Beide Punkte befinden sich in Zone I — FLIP

111 I
b 0] —
,’.’/’/’/,/- '/”//”/Jz/f”/’/"’/‘

G —

1I III

Abbildung 31: Im Fall (1) ist die Kante ab ungiiltig, so wie die beiden Dreiecke
abc und abd. Ein Flip bringt jedenfalls eine Verbesserung, da die Kante cd
hier zwangsweise giiltig ist. Die neuen Dreiecke acd und bed werden je nach
Lage entweder giiltig (i) oder bleiben ungiiltig (ii).

(2) Ein Punkt in Zone I, der andere in II — kein FLIP

‘c
111 I

b

1I III

Abbildung 32: Im Fall (2) ist ebenfalls die Kante ab ungiiltig, so wie beide
Dreiecke, allerdings gilt das Gleiche fiir die Kante c¢d und man kann sich den
Flip sparen (andernfalls besteht die Gefahr einer Endlosschleife).
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(3) Ein Punkt in Zone I, der andere in 11T — FLIP

III 1I

i ‘d 11

Abbildung 33: Im Fall (3) ist wieder die Kante ab ungiiltig, ebenso das Drei-
eck abc, wihrend abd giiltig ist. Es wird geflippt, denn man erhélt mit cd
eine giiltige Kante, von den neuen Dreiecken sind entweder beide giiltig (i)
oder eines (ii).

(4) Ein Punkt in Zone II, der andere in III — kein FLIP

111 1I

I IIT

Abbildung 34: Umgekehrter Fall wie bei (3)(ii).

(5) Beide Punkte befinden sich in Zone IT — kein FLIP

III I

I juss

Abbildung 35: Umgekehrter Fall wie bei (1)(ii).
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(6) Beide Punkte befinden sich in Zone IIT — FLIP abhéingig vom Incircle-
Test

111 I

incircle

@ . (i) b
1I III

Abbildung 36: Im Fall (6) sind Kante ab und beide Dreiecke giiltig, hier
entscheidet der Incircle-Test {iber den Flip, bzw. falls die Kante cd ungiiltig
ist (ii), kann man sich den Flip direkt sparen.

Zusammenfassend kann man sagen, sofern sich ein Punkt im “Out” befindet
(Zone 1II), kann man direkt auf den Flip verzichten, falls sich ansonsten
ein Punkt im ungiiltigen Bereich befindet (Zone I), wird geflippt, und
andernfalls bleibt Fall (6) mit dem Incircle-Test, der bei glatten Shapes den
einzigen Fall darstellt.

Eine gleichwertige Folgerung ist, dass ungiiltige Kanten immer geflippt
werden, aufler die andere Diagonale ist auch ungiiltig (hier wiirde ein
Algorithmus, der so lange flippt als es flipbare Kanten gibt, zu einer End-
losschleife fithren, dies gilt allerdings nicht fiir den Einflige-Algorithmus),
wéihrend giiltige Kanten nicht geflippt werden, aufler die Gegenkante ist auch
giiltig, dann entscheidet der Incircle-Test {iber die Delaunay-FEigenschaft.
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6 Lokal Delaunay - Global Delaunay

6.1 Maximierende Eigenschaft

Bekanntlich maximieren gewohnliche Delaunay Triangulierungen den mini-
malen Kantenwinkel iiber allen Triangulierungen. Da allgemeine konvexe
Shapes allerdings quasi beliebige Proportionen haben konnen, ist hier kei-
ne allgemeingiiltige Aussage mehr iiber die Winkel der entsprechenden DT
moglich. Es gilt also, ein verwandtes Kriterium zu finden, welches die Ana-
logie zwischen DT und DTy moglichst aufrecht erhélt.

Hier bietet sich die Grofle der Umkreise an, da es naheliegend ist, dass grofere
Umbkreise eines Dreiecks eher dazu neigen, den 4. Punkt zu beinhalten als
kleinere, zumindest wenn sie nicht auf der zum 4. Punkt abgewandten Seite
liegen.

Wenn 4 Punkte kein konvexes Viereck bilden, so sind die Dreiecke immer
“voneinander abgewandt” und konnen trotz grofier Umkreise nie den 4.
Punkt erreichen.

Abbildung 37: Wenn 2 benachbarte Dreiecke zusammen kein konvexes Vier-
eck bilden, ist kein giiltiger Flip moglich (auch wenn die Umkreise kleiner
wiren).

Dies gilt nicht nur fiir Kreise, sondern fiir alle konvexen Shapes. Wére von
einem durch 3 Punkte gehenden konvexen Shape der 4. Punkt erreichbar,
dann wiirden die 4 Punkte ein konvexes Viereck bilden. Somit kann man sich
bei der Betrachtung der Dreiecksumkreise auf konvexe Vierecke beschrénken.
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Haben wir also ein konvexes Viereck gegeben, so gibt es 4 mogliche Drei-
ecke, deren Umkreis wir untersuchen.

Abbildung 38: Triangulierung eines konvexen Vierecks (links Delaunay).

Sind die 4 Punkte kozirkular, so gilt fiir die Umkreisradien r; =1y =13 =1y
und alle Dreiecke waren Delaunay. Ist das nicht der Fall und seien 7T} und 75
die Delaunay-Dreiecke, so kann man zeigen:

max(ry,m9) < max(rs,ry) , min(ry,re) < min(rs,r4)

Daraus folgt u.a. auch: ry +ry < r3 + ry4, d.h. die Delaunay-Triangulierung
minimiert sowohl den maximalen und minimalen Umkreis als auch die
Summe {iber alle Umkreise der Triangulierung.

Somit hat man geeignete (winkelunabhingige, aber zum Winkelkriterium
gleichwertige) Kriterien zur Verfiigung, die man darauf untersuchen kann,
inwieweit sie fiir allgemeine konvexe Shapes Bestand haben, wobei sich
insbesondere die Minimierung des maximalen Umkreises anbietet.

Zu Umkreiskriterien ist anzumerken, dass man es im Falle von entarteten
Dreiecken (die 3 Punkte liegen auf einer Geraden) mit unendlich grofien
Radien zu tun bekommt, dies kann man vermeiden, indem man entweder ent-
artete Dreiecke ausschlieft oder den Kehrwert der Umkreisradien maximiert.

Um die Beziechungen der Umkreisradien zu zeigen, kann man sich am
Verhalten eines Kreises auf seinem Weg entlang einer Voronoi-Kante
orientieren, wahrend er sich durch eine Seitenkante des konvexen Vierecks
“zwangt”. Vom Unendlichen kommend wird der Radius naturgemifl immer
kleiner und nimmt im Durchmesserkreis der Kante sein Minimum an, bevor
er auf der anderen Seite wieder wéchst.
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Abbildung 39: Weg des Kreises durch eine Seitenkante.

Logischerweise ist derjenige von den restlichen 2 Punkten des Vierecks,

der als erster vom Kreis getroffen wird, auch derjenige, welcher mit der
Kante ein Delaunay-Dreieck bildet. Ist nun die Kante beziiglich des Vierecks
eine Gabriel-Kante, d.h. keiner der 2 Punkte liegt im Durchmesserkreis,
so folgt daraus automatisch, dass das Delaunay-Dreieck den kleineren
Umkreisradius hat als das Nichtdelaunay-Dreieck.
Liegt hingegen ein Punkt im Durchmesserkreis, so kann der Radius auf dem
Weg vom ersten getroffenen Punkt zum zweiten Punkt noch sinken (in dem
Fall hat das Nichtdelaunay-Dreieck den kleineren Radius), deswegen gilt im
Allgemeinen: max(ry,m9) £ min(rs, r4).

Man kann nun zeigen, dass ein konvexes Viereck immer zwei ge-
geniiberliegende Gabriel-Kanten besitzt, daraus folgend gibt es immer
eine Indizierung (mit r1, 7o Delaunay und rs, r4 nicht Delaunay), sodass gilt:
r1 < r3 sowie 1o < r4, und somit maz(ry, o) < max(rs,r4) USW.
Angenommen, es gibe ein konvexes Viereck, welches keine 2 ge-
geniiberliegende Gabriel-Kanten besitzt, dann gibt es zumindest 2
Nachbarkanten, die keine Gabriel-Kanten sind, d.h. der 4. Punkt liegt
innerhalb beider Durchmesserkreise, was unméglich ist — Widerspruch zur
Annahme.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Eigenschaft der Gabriel-Kanten auch
fiir allgemeine konvexe Shapes giiltig bleibt? Wie sich herausstellt, gilt
es zwar fiir die meisten Fille, allerdings gibt es Ausnahmen, wo es zwei
benachbarte Nicht-Gabriel-Kanten gibt, und das Dreieck mit dem kleinsten
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Abbildung 40: Eine Schnittmenge der Kreise gibt es nur innerhalb des Drei-
ecks (bzw. auf einer abgewandten Seite), wo ein 4. Punkt kein konvexes
Viereck bilden kann.

Umbkreisradius nicht delaunay ist — min(ry, ro) > min(rs, ry).

Fiir diese Ausnahmefille kann man aber zeigen, dass zumindest immer noch
gilt: max(ry,m2) < max(rs,r4) (und allen Tests zufolge scheint fiir diesen
Fall auch das Summenkriterium rq + ro < r3 + r4 zu halten, dies diirfte
allerdings schwierig zu beweisen sein).

Abbildung 41: Beispiel mit einem Viertelkreis als Shape und einem Dreieck
abe, fiir das gilt: C(a,b) = C(b,c). Hier kann ein weiterer Punkt d € C' ein
konvexes Viereck bilden, mit 2 benachbarten Nicht-Gabriel-Kanten ab und
bc, sowie den Gabriel-Kanten ad und cd.

Sei abcd ein konvexes Viereck mit 2 benachbarten Nicht-Gabriel-Kanten
ab und be (beziiglich Shape C), so gilt mc(a,d) < me(a,b) und
me(c,d) < me(e,b), sowie beide kleiner als me(a, ¢).

Das heifit, die anderen beiden Kanten ad und cd sind auf jeden Fall
Gabriel-Kanten, und damit wird das Nicht-Delaunay-Dreieck acd erst mit
groferem Radius (bzw. Skalierungsfaktor) erreicht.

Mit der Minimierung des maximalen Umkreis-Shapes haben wir allerdings
fiir allgemeine konvexe Shapes noch kein fertiges Kriterium, da wir die
ungiiltigen Kanten bzw. Dreiecke beriicksichtigen miissen. Ist ein Dreieck
ungiiltig, d.h. der gegebene Shape kann in keiner Skalierung durch die 3
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Abbildung 42: Hier hat ein Nicht-Delaunay-Dreieck den kleinsten Umkreis-
Shape, d.h. min(ry,re) > min(rs,r4) und max(ry, ro) < max(rs,ry).

Punkte gelegt werden, so miisste man dem “Umkreisradius” (bzw. Skalie-
rungsfaktor) den Wert “unendlich” zuweisen.

Da man ungern mit unendlichen Werten hantiert, sofern es Alternativen gibt,
bietet sich die Verwendung des Kehrwerts an (¢ := 1). Wir minimieren also
nicht mehr den maximalen “Umkreis”, sondern maximieren den minimalen
Kehrwert. Hierbei sind endliche Werte garantiert, da wir natiirlich von
disjunkten Punktmengen ausgehen.

Ein weiteres Problem ergibt sich dadurch, dass bei allgemeinen konvexen
Shapes eine Delaunay-Kante nicht mehr automatisch einem Delaunay-
Dreieck angehort. Als Beispiel hatten wir Fall 4 aus dem letzten Abschnitt
(Abbildung 34), wo die Delaunay-Kante ab als Nachbarn ein giiltiges Dreieck
abc und ein ungiiltiges Dreieck abd hat, genauso wie die Nachbarn der in
diesem Fall ungiiltigen Vergleichskante cd aus einem ungiiltigen Dreieck
acd und einem giiltigen Dreieck bcd bestehen. Damit reicht der Vergleich
des maximalen “Umkreisradius” bzw. des minimalen Kehrwerts (wegen
Tabd = Tacd = 00 DZW. 0apd = Oaca = 0) nicht mehr aus, und man muss die
anderen 2 Werte mit einbeziehen, dies kann man mit der lexikographischen

Ordnung realisieren: ( Qabd ) - ( Qacd )
abc Obcd

Damit sind wir aber auch noch nicht fertig, denn wie man bei Fall 2
(Abbildung 32) und Fall 5 (Abbildung 34) sehen kann, ist es auch moglich,
dass alle 4 Dreiecke ungiiltig sind, damit wire obiger Vergleich immer noch
unzureichend.

Abhilfe schafft die zusétzliche Einbindung der Kante selbst, entweder in
Form ihrer Giiltigkeit (o4, sei gleich 0, wenn ab ungiiltig ist, d.h. ¢ oder d
befindet sich in Zone I beziiglich der Kante ab und dem Shape C, ansonsten
gleich 1) oder ihrer Léange (g4 = m), denn im Fall der Ungiiltigkeit
aller Dreiecke ist trivialerweise die giiltige Kante (sofern es sie gibt) die
kiirzere.
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Seien p; und g, die Werte gq. und pqpq derartig zugeordnet, sodass gilt:
02 < 01, und sei gy wahlweise gleich o,, oder gleich o4, so entspricht die
02
lexikographische Maximierung von 01 dem Delaunay-Kriterium.

0o

6.2 Global Delaunay

Um zu zeigen, dass die Erfiillung der lokalen Delaunay-Figenschaften auch
gleichzeitig global zur Delaunay-Triangulierung fiithrt, kann man sich auch
fiir allgemeine konvexe Shapes wieder am iiblichen Beweis fiir gewo6hnliche
Delaunay-Triangulierungen orientieren.

Abbildung 43: (A, e, q) — (A’ €, q)

Angenommen, die Triangulierung wére lokal Delaunay, aber nicht global
Delaunay, dann gibt es mindestens ein Dreieck A, eine Kante e und
einen Punkt ¢, sodass sich ¢ im Umkreis-Shape von A befindet, mit e
als zugewandte Seite des Dreiecks. Zwar kénnte man einwenden, dass fiir
allgemeine konvexe Shapes die Existenz von Dreiecken gar nicht mehr
garantiert ist (schlimmstenfalls bilden ja die Delaunay-Kanten nur einen
Baum), allerdings kann man die ungiiltigen Dreiecke dazu nehmen und
hat damit als Datenstruktur immer eine vollstindige Triangulierung (als
Umkreis-Shape wird einem ungiiltigen Dreieck der unendliche Shape durch
die Kante e zugeordnet).

Es wird nun jenes Tripel (A, e, q) betrachtet, wo ¢ die Kante e unter
dem grofiten Winkel sieht. Hier kénnte man meinen, dass fiir allgemeine
konvexe Shapes (wie beim maximierenden Kriterium) der Winkel kein
taugliches Mittel darstellt, das ist aber nicht der Fall, weil der Winkel hier
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nicht als GroBenindikator fiir den Umkreis gebraucht wird.

Wegen lokaler Delaunay-Eigenschaften kann der Punkt ¢ nicht die Ecke des
Nachbardreiecks von A sein, dieses sei A’ mit Kante ¢’ und neuem Eckpunkt
p. Punkt p liegt nicht im Umkreis-Shape von A (lokal Delaunay), wohl aber
¢, und damit liegt ¢ auch im Umkreis-Shape von A’. Nun liefert aber das
Tripel (A, ¢/, q) den grofleren Winkel — Widerspruch zur Annahme.

Abbildung 44: Beispiel mit quadratischem Shape und ungiiltigen Kan-
ten/Dreiecken, die es nur am Rand geben kann (andernfalls nicht lokal De-
launay).

Zau beachten ist in diesem Zusammenhang noch der von Drysdale erwidhnte
Spezialfall mit Parallelverschiebung, welcher bei Shapes mit 2 parallelen
Kanten auftreten kann, und der quasi ein Gegenbeispiel zum eben gezeigten
Beweis darstellt, was sich aber leicht bereinigen lasst.

ey

Abbildung 45: Beispiel mit quadratischem Shape und Parallelverschiebung.

Offensichtlich handelt es sich im Beispiel links nicht um eine (globale)
Delaunay-Triangulierung, da sich Punkt ¢ im “Umkreis” von A befindet,
es gibt aber wegen der Parallelverschiebung eine Variante vom A’-Umkreis,
die ¢ nicht enthélt, scheint also lokal Delaunay. Das gleiche gilt auch fiir
den linken Punkt von A, allerdings ist A U A’ alleine gesehen auch schon
fraglich, denn es gibt schliefllich auch einen A’-Umkreis, der den Punkt sehr
wohl enthélt.
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Gliicklicherweise gibt es keinen Grund, den Fall zu dulden, denn es
handelt sich hier schliefllich um Kozirkularitit von 4 Punkten, wo man
einfach die andere Diagonale wéhlen kann, bei der das Problem nicht auftritt
(Abbildung 45 rechts).

Das heifit, bei einem Algorithmus, der nur auf Incircle-Tests beruht, muss
man im Fall von Parallelverschiebung einfach den ganzen Bereich testen.
Wenn man hingegen auf Groflenunterschiede der Umkreise testet, ist das
Problem irrelevant, da man in dem Fall mit kleineren Umkreisen automatisch
die bessere Wahl trifft.
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7 Algorithmen

7.1 Konvexe Distanzfunktion

Da sich jeder konvexe Shape beliebig nahe durch ein konvexes Polygon
approximieren ldsst, kann man sich im Folgenden auf die Betrachtung von
Polygonen beschranken.

Gegeben sei ein konvexes Polygon P (p1, pa, ...pn) im Uhrzeigersinn mit dem
Ursprung im Inneren, und gesucht sei die Distanzfunktion dp(a,b). Die
Polygonkante, welche von der Geraden durch die Punkte a und b geschnitten
wird, kann mit Hilfe von bindrer Suche in O(log n) Zeit ermittelt werden.

b

Abbildung 46: dp(a,b)

Fiir die konvexe Distanz gilt dann: dp(a,b) = %,

wobei das 2-dimensionale Kreuzprodukt definiert sei mit u x v = det|u v] =
Uy Uy — Uy Vs

Wie man sieht, miissen fiir das Distanzverhéltnis Hg:ZH weder der Schnitt-
punkt s, noch die Distanzen ||b — a|| und ||s — a| explizit berechnet werden.

Im Folgenden wird ein Beispielalgorithmus zur Ermittlung von dp(a,b)
gezeigt.

44



1+ 1

Je—n+1
while j —7 > 1 do
ke—({+j)+2

g — (b—a) xp;
Co <— (b — a) X Dk
Cy < Pr X P
if (¢; > 0) and (c2 < 0) then
if k=741 then
dP(CL> b) — %
end if
J—k
else
if ((c1 > 0) or (c2 <0)) and (c3 < 0) then
Jg—k
else
i k
end if
end if
end while

7.2 Symmetrischer Vereinigungsgraph

Die neu definierte Metrik m¢ ist schwieriger zu berechnen als die Distanz-
funktion d¢, weil die Lage des gesuchten Durchmessers unklar ist, und auf
direktem Weg kein O(logn)-Algorithmus moglich zu sein scheint.

Wegen mc(a,b) = da(a,b) kann man hier Abhilfe schaffen, indem man

zuerst einmalig den symmetrischen Vereinigungs-Shape C ermittelt, danach
erhélt man wie gewohnt die konvexe Distanz dz(a,b) in O(logn) Zeit.

Folgend wird ein einfacher Algorithmus gezeigt, um aus einem gegebe-
nen konvexen Polygon py, ps, ...p, (im Uhrzeigersinn, mit zyklischer Addition
Pni1 = p1 etc.) das entsprechende symmetrische Vereinigungspolygon
Q15 42, ---Gm 20 erstellen, mit n < m < 2n und Laufzeit O(m).
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m <« 0
J—2
while (p1 — pn) X (pj+1 —p;) <0do
Je—J+1
end while
for i =1tondo
repeat
m«—m-+1
qm < Pj — Pi
¢ — (Pit1 = pi) X (Pj+1 = pj)
if ¢ <0 then
Je—g+1
end if
until ¢ > 0
end for

Sofern man bei der Ermittlung von C neben den Ecken (¢m < p;j — pi) auch
deren Ursprungs-Ecken aus C' mitspeichert (1, < p;), kann man in Folge
als Nebenprodukt der Berechnung von dgs(a,b) auch direkt den minimalen
Shape C(a,b) eruieren, den man fiir einen Gabriel-Test (oder als Basis fiir
einen Incircle-Test) brauchen kann.

6(2) 1(2)
2
5(1) @ 2(3) a
1 3 \ b \ b(3)
(1) 3(3)

Abbildung 47: Beispiel mit dreieckigem Shape C' und dem mit obigem
Algorithmus ermittelten sechseckigen Shape €', wobei in Klammern die
Ursprungs-Ecken von C' angefiihrt sind. Berechnet man nun dgs(a,b), so
hat man bereits den Skalierungsfaktor von C(a,b), es fehlt nur noch der
“Ankerpunkt”. Haben die beiden Endpunkte der geschnittenen Polygonkan-
te die selbe Urspungs-Ecke, so wird diese in den Punkt b gelegt (wie hier
im Beispiel Ecke 3). Andernfalls haben entweder die beiden Endpunkte der
gegeniiberliegenden Polygonkante (wegen Symmetrie ist diese bekannt) die
selbe Ursprungs-Ecke, und diese wird in Punkt a gelegt, oder es gibt eine
Parallelverschiebung mit zwei unterschiedlichen Ankerpunkten (siehe Abb.
22).
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7.3 Inkrementeller Algorithmus

Den inkrementellen Einfiige-Algorithmus zum Aufbau einer Delaunay-
Triangulierung (sieche z.B. D-Z Du/F.K.Hwang[3]) kann man auch fiir
konvexe Shapes adaptieren, indem man als Datenstruktur die vollstédndige
Triangulierung beibehélt und die ungiiltigen Kanten, die nicht Teil der
DT (S) sind, einfach als solche markiert und mit jedem Einfiigeschritt
aktualisiert.

Abbildung 48: Beispiel einer gewohnlichen DT(S) im Vergleich zu einer
DT (S) mit dreieckigem Shape, wo die ungiiltigen (strichlierten) Kanten
das eigentliche Geriist der Delaunay-Kanten zu einer vollstéindigen Triangu-
lierung auffiillen.

Abbildung 49: Gestartet wird der Algorithmus wie iiblich mit einem grofen
Hilfsdreieck, welches die gesamte Punktmenge umschlielt, sodass man von
Anfang an per point location jeden nacheinander eingefiigten Punkt in einem
Dreieck finden kann.
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Abbildung 50: Fiir einen neu eingefiigten Punkt wird das umgebende Dreieck
lokalisiert, 3 neue Kanten werden erzeugt, und die Triangulierung wird (falls
notig) per Flips angepasst. Der Unterschied beim adaptierten Algorithmus
ist nur, dass die betrachteten Kanten auch ungiiltig sein kénnen.

Im folgenden Algorithmus sind push und pop die iiblichen Stack-
Operationen, incircle steht allgemein fiir die Entscheidungsfunktion, ob
eine Flip notwendig ist, und validate ist die Prozedur, welche eine Kante in
Abhéngigkeit von Bereich I (Abbildung 13) als giiltig/ungiiltig markiert.
Bei der Laufzeitanalyse gibt es keinen Unterschied zum originalen Einfiige-
Algorithmus, das bedeutet fiir die Erzeugung einer DT (S) aus n Punkten
O(n?) im worst-case, und bei randomisiertem Einfiigen erwartete O(nlogn).

push(e;)
push(es)
push(es)
validate(ey)
validate(es)
validate(eg)
while stack not empty do
pop(e)
if incircle(e) then
flip(e)
validate( f1)
validate( f3)
push( f?’;

push(f 4
end if

validate(e)
end while
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7.4 Flip-Algorithmus

Ziel des Flip-Algorithmus ist es, aus einer beliebigen Triangulierung T'(S)
nur durch Flips die gesuchte DT (S) zu erreichen. Grundvoraussetzung ist,
dass Quell- und Ziel-Triangulierung die gleiche Kantenanzahl aufweisen, was
durch die interne Beibehaltung einer vollstédndigen Triangulierung mit Hilfe
ungiiltiger Kanten gewéhrleistet wird.

Wie in Abschnitt 6.2 zu sehen, gilt lokal Delaunay gleich global Delaunay,
d.h. wenn keine lokale Verbesserung mehr moglich ist, hat man automatisch
ein korrektes Ergebnis. Damit der Algorithmus terminiert, muss darauf
geachtet werden, dass im Zuges des Incircle-Tests nicht bei gleichwertigen
Situationen (Kozirkularitit oder beide Diagonalen ungiiltig) geflippt wird,
und der Test muss exakt sein, da ansonsten auch Rundungsfehler zu einer
Endlosschleife fithren konnen.

Empirische Tests legen eine lineare Abhéngigkeit der Anzahl benétigter
Flips von der Anzahl der Kanten nahe, aus O(n) Flips wiirde dann eine
Laufzeit von O(n?) im worst-case folgen, da die Anzahl der Durchginge,
in denen alle Kanten getestet werden, nicht hoher sein kann, als die der Flips.

repeat
for all edges do
if incircle(e) then
flip(e)
end if
validate(e)
end for
until edges remain unchanged

Abbildung 51: Am meisten Flips sind beim Wechsel von langen hochgestellten
Shapes zu langen quergestellten Shapes nétig, hier kann die Anzahl der Flips
jene der Kanten iibertreffen (bleibt aber auch bei Tests mit mehreren Tausend
Kanten zumindest unter der doppelten Kantenanzahl).
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8 Testprogramm

Im Zuge dieser Diplomarbeit wurde auch ein Programm (unter Laza-
rus/Freepascal) erstellt, zum einen, um theoretische Ergebnisse visualisieren
zu konnen, zum anderen, um noch unklare Zusammenhénge in der Praxis
testen zu konnen bzw. empirische Daten zu erhalten, und nicht zuletzt
auch deswegen, um die schriftliche Arbeit mit selbst erstellten korrekten
Abbildungen von Convex-Shape-Delaunay-Triangulierungen etc. bereichern
zu konnen.

Als zusétzlicher Bonus hat die Visualisierung unter anderem auch zur
Entdeckung von Zusammenhdngen gefithrt, wie z.B. dass fiir dreieckige
Shapes Delaunay-Kanten mit Gabriel-Kanten zusammenfallen, was zwar in
der Theorie trivial zu zeigen ist, dem aber ansonsten vermutlich gar keine
Beachtung zu Teil geworden wire.

Wiéhrend Drysdale[l] einen Merge-Algorithmus beschreibt, wurde hier ein
Einfiige-Algorithmus implementiert, sowie ein Flip-Algorithmus, welcher
von einer beliebigen Triangulierung ausgehend mit Flips die Delaunay-
Triangulierung erreicht. Als Datenstruktur wurde eine (doppelt verkettete)
Liste von Knoten mit den Koordinaten plus ein Liste von Kanten verwendet,
wobei eine Kante jeweils auf ihre beiden Endpunkte verlinkt ist, sowie auf
die 2 Knoten und 4 Kanten, die das rechte und linke Nachbardreieck bilden.
Ungiiltige Kanten werden markiert und nicht angezeigt (bzw. nur optio-
nal), bleiben aber in der Datenstruktur erhalten, dadurch hat man intern
immer ein vollstdndige Triangulierung, was zum einen Grundvoraussetzung
fiir den genannten Flip-Algorithmus ist, zum anderen bleiben Dreiecks-
Suchalgorithmen und Laufzeitanalysen im Vergleich zu gewohnlichen
Delaunay-Triangulierungen unveréndert.
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ape Delaunay v0.99.2 by G. Pa
File Show Algorithm Random Shape Options

|

X-Scale [T 2
Y-Scale [T 2
Rotate [0 =

Ir 2.47114162217137
d: 0.40467126247556

X433 Y251 Vertices: 50 Delaunay Edges: 127
File Show Algorithm Random Shape Options
SIEICIEY >

®

X-Scale [T~ 2
Y-Scale [T 2
Rotate [0 =

I 2.47114162217137
ld: 0.40467126247556

X443 Y:281 Vertices: 50 Delaunay Edges: 127

Abbildung 52: Beispiel zur Darstellung des Testprogramms, oben Delaunay-
Kanten, Gabrielkanten und minimaler Spannbaum eines fiinfeckigen Sha-

pes C, unten ein entsprechendes Voronoi-Diagramm (jeweils mit selektiertem
Dreieck).
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9 Offene Problemstellungen

Im Zuge dieser Arbeit sind manche Fragen offen geblieben bzw. wurden neue
aufgeworfen.

o Wieviele Convex-Shape-Delaunay-Triangulierungen gibt es eigentlich
fiir eine gegebene Punktmenge S, und kann man einen Algorithmus
finden, der entscheidet, ob eine gegebene Triangulierung einer D7¢(.S)
entspricht oder nicht, und wenn ja, einen entsprechenden Shape C' fin-
det?

Es ist zumindest naheliegend, dass es wesentlich weniger Triangulierun-
gen gibt, welche eine DT(S) darstellen, als solche, fiir die es keinen
passenden Shape gibt, denn wie in Abschnitt 2.2 (Abbildung 15) zu
sehen ist, reichen bereits 2 Kanten in entsprechender Lage fiir einen
Widerspruch zur Annahme, eine Triangulierung sei eine D7¢(S). Un-
klar ist hingegen, wie zuverlissig so ein Widerspruch gefunden werden
kann, und falls es keinen gibt, wie genau ein passender Shape bestimmt
werden kann. Immerhin gibt es wie erwidhnt diverse Ansétze, wie man
vom Rand der Triangulierung auf den Rand des Shapes schlieffen kann
und vom Inneren der Triangulierung auf Lénge bzw. Ausrichtung des
Shapes.

Allerdings gibt es fiir eine DT(S) unendlich viele Shapes C, welche
die notigen Anforderungen erfiillen, es stellt sich also die zusétzliche
Frage, inwieweit man den einfachsten Shape (ein konvexes Polygon mit
der Minimalanzahl von Ecken) finden kann.

e Fiir den Fall, dass fiir die Umkreisradien gilt: min(ry, ro) > min(rs, r4)
(siehe Abschnitt 6.1), kann man beweisen, dass das Summenkriterium
M +1re<r3+Ty halt?

e Wieviele Flips sind notwendig, um per Flip-Algorithmus von einer be-
liebigen Triangulierung zu DT (S) zu gelangen?
Der Beweis dafiir O(n) Flips und O(n?) Zeit ist noch ausstéindig,
es gibt allerdings wenig Grund zur Annahme, dass es hier ord-
nungsméfig ein anderes Verhalten gibt, als im Falle der gewohnlichen
Delaunay-Triangulierung. In dem Zusammenhang wére vielleicht noch
interessant, inwieweit man fir DT¢, (S) — DT¢,(S) eine genauere
Abschétzung fiir die Anzahl der Flips finden kann, in Abhéngigkeit
von der Ahnlichkeit von €} und Cj.
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