Kerstin SIEBERER

Numerische Untersuchungen zur

Stabilitat der nicht symmetrischen
FEM/BEM Kopplung

DIPLOMARBEIT

zur Erlangung des akademischen Grades
einer Diplom-Ingenieurin

Diplomstudium Technische Mathematik

TU

Grazm
Graz University of Technology

Technische Universitat Graz

Betreuer:
Prof. Dr. O. Steinbach

Institut fiir Numerische Mathematik

Graz, im Marz 2012



Diplomarbeit:

Titel: Numerische Untersuchungen zur Stabilitit der nicht sym-
metrischen FEM/BEM Kopplung

Name, Vorname: Sieberer, Kerstin

Matrikelnummer: 0330854

Institut: Institut fiir Numerische Mathematik

Technische Universitat Graz
Betreuung;: Prof. Dr. O. Steinbach



Vorwort

Ich mochte mich an dieser Stelle bei meinem Betreuer, Herrn Prof. Dr. Olaf Steinbach,
fir die Chance, diese Abschlussarbeit zu schreiben und fiir seine Unterstiitzung dabei,
bedanken. Vielen Dank auch an Herrn Dr. Giinther Of, der mir stets eine grofle Hilfe war
und alle meine Fragen geduldig beantwortet hat.






Zusammenfassung

Bei der nichtsymmetrischen FEM /BEM Kopplung als Losungsmethode fir das freie Trans-
missionsproblem der Poisson-Gleichung kann die Elliptizitdt der zugehorigen Bilinear-
form und damit die Stabilitdat numerischer Naherungsverfahren gezeigt werden, indem ein
Zusammenhang zwischen dem minimalen Eigenwert der Koeffizientenmatrix des Differen-
tialoperators im beschrankten Gebiet und der Kontraktionskonstante des Doppelschichtpo-
tentialoperators hergestellt wird. Die in dieser Arbeit prasentierten numerischen Beispiele
unterstreichen die theoretischen Ergebnisse.

Abstract

The ellipticity of the bilinear form which is related to the non-symmetric coupling of finite
and boundary element methods to solve a free space transmission problem for the Poisson
equation can be ensured by relating the minimal eigenvalue of the coeffient matrix of the
partial differential operator in the interior to the contraction constant of the double layer
potential integral operator. The presented numerical examples confirm the theoretical
results.
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Einleitung

In manchen technischen Anwendungen, zum Beispiel wenn partielle Differentialgleichungen
in einem beschréinkten Gebiet auf partielle Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten in einem unbeschrankten Gebiet treffen, bietet es sich an, die Finite-Elemente-
Methode und die Randelementemethode zu verbinden. Obwohl fiir die symmetrische Kopp-
lung der beiden Methoden eine solide Stabilitdts- und Fehleranalysis zur Verfiigung steht
und auch effiziente Implementierungen existieren, ist diese Methode in der Technik nicht
besonders beliebt. Eine Alternative dazu stellt die nicht symmetrische Kopplung dar, in
der nur das Einfach- und das Doppelschichtpotential vorkommen.

Lange mussten fiir die zugehorige Analysis strikte Einschrankungen an das Gebiet gefordert
werden, zum Beispiel eine glatte Oberfliche, um Kompaktheit des Doppelschichtpotential-
operators zu erreichen, oder es wurde ein hinreichend feines Randelementenetz bendétigt.
Numerische Experimente deuteten jedoch darauf hin, dass die Methode auch fiir allge-
meinere Gebiete stabil sein dirfte [6].

In [3] konnte die Stabilitat fiir polygonale Oberflachen gezeigt werden; in [9] ist es gelun-
gen die Stabilitat fiir ein Lipschitz-Gebiet zu beweisen unter der Voraussetzung, dass der
minimale Eigenwert der Koeffizientenmatrix nach unten durch % beschrankt ist. Die Frage,
ob diese Bedingung notwendig sei, blieb vorerst offen.

In [11] konnte eine verbesserte Abschétzung gezeigt werden. Der Weg zu dieser verbesserten
Abschatzung wird in dieser Arbeit anhand eines zweidimensionalen Modellproblems nach-
vollzogen und es wurden numerische Experimente durchgefiihrt, deren Ergebnisse die The-
orie unterstreichen.

Die vorliegende Arbeit ist in 4 Kapitel gegliedert. Zunachst werden die Randintegral-
gleichungen und die zugehorigen Randintegraloperatoren beschrieben. Danach wird ein
Modellproblem formuliert und eine geeignete gekoppelte Formulierung hergeleitet, die im
darauffolgenden Kapitel diskretisiert wird. Im letzten Teil werden die numerischen Exper-
imente beschrieben und die Ergebnisse prasentiert.






1 Randintegralgleichungen

Zu Beginn des Kapitels wird die Fundamentallosung fiir den Laplace-Operator im zwei-
dimensionalen Fall eingefiihrt, mit welcher die Herleitung einer Darstellungsformel fiir die
Losung des Innen- und Auflenraumproblems gleichermaflen moglich wird.

In Abschnitt 1.2 werden kurz die vorkommenden Funktionenrdume vorgestellt.

Fiir das Bestimmen einer Losung mit Hilfe der Darstellungsformel sind die Randintegralop-
eratoren wichtig. Sie werden in Abschnitt 1.3 eingefiihrt und ihre Eigenschaften besprochen.
Danach wird gezeigt, wie man mittels direkter Herangehensweise geeignete Randintegral-
gleichungen erhalt.

Im letzten Teil wird ein Zusammenhang zwischen Dirichlet- und Neumanndaten hergestellt.

1.1 Darstellungsformel und Fundamentallosung

Betrachtet wird zuerst die Laplace-Gleichung in einem Gebiet 2 C R? mit dem Rand
I =092,
—Au;(z) =0 fir x € £2. (1.1)

Die 2. Green’sche Formel fiir eine beliebige, hinreichend glatte Testfunktion v lautet dann
/ [~ Av(y)] ui(y) dy = / 0" uiy) 10" vly) ds, — / N (y) v wiy) dsy. (1.2)
o) r r
Dabei sind der innere Spuroperator und die Konormalenableitung folgenderweise definiert:
int int

Yo ui(T) = Qg;lzlgierui(x)’ N ui(x) = Qaglzlirglgepn(x) -Vu(z), xe€l.

n(x) sei dabei der auflere Normalvektor im Punkt x € I". Wenn eine Funktion v gefunden
werden kann, sodass

/[—Av(y)] ui(y) dy = u;(z) fir 2 € 2, (1.3)

dann kann aus (1.2) eine Darstellungsformel fiir u;(z) gewonnen werden. Funktionen mit
der Eigenschaft (1.3) werden Fundamentallosungen genannt. Fiir den Laplace-Operator ist
die Fundamentallosung bekannt; sie lautet im zweidimensionalen Fall

. 1
U'(2,y) = —5 loglz —y|. (1.4)

11



12 1 Randintegralgleichungen

Wird nun in (1.2) v(y) = U*(x, y) gesetzt, kann die Darstellungsformel fiir u;(z) mit € 2
als

/U* z,y) " ui(y) ds, — /vmt U*(z,y) 7™ uiy) dsy (1.5)

angeschrieben werden. Das bedeutet, dass jede Losung u; von (1.1) bestimmt werden kann,
sobald die Cauchy-Daten 7" u;(z) und vi* u;(x) fir € I" bekannt sind. Die Bestimmung
der vollstandigen Cauchy-Daten erfolgt mittels geeigneter Randintegralgleichungen.

Nun wird die Laplace-Gleichung im Auflenraum betrachtet,

— 1
~Au (z) =0 firzec 2 :=R*\ N2, ulr)=0 (W) fir |z| — oo. (1.6)

Ziel ist eine Darstellungsformel im Auflenraum. Zur Herleitung dieser wird fiir yy € {2 eine
Kugel Br(yo) := {y € R?: |y — yo| < R} um yy mit Radius R > 2diam({2) betrachtet. Es
gilt also 2 C Bg(yo). Die Darstellungsformel fiir das beschrénkte Gebiet Br(yo) \ §2 lautet
(vergleiche (1.5))

ue(w) == [ U (@)1 uely) dsy + [ 474U (@) 46 uely) s,
r r

+ [ Uepntuds,— [ AU y) ) ds,
OBRr(yo) 9BRr(yo)

Fir R — oo und wegen dem vorausgesetzten Abklingverhalten fiir u, bleiben am Ende nur
die ersten beiden Terme tibrig und man erhélt die Darstellungsformel

/ U (2,9) 77 () dsy + [ 45 U () 96 e ) dy. (L7)
r

Die Definitionen des &ufleren Spuroperators, sowie der &ufleren Konormalenableitung lauten

Yl'u(z) =  lm  ue(Z), W'u(zr)= lim n(z) Vu.(z), xel.

2¢s3z—xel’ 2¢s3i—xel’

Es kann also auch beim Auflenraumproblem jede Losung . von (1.6) bestimmt werden,
ext

wenn die Cauchy-Daten v§* u.(z) und " u.(z) fir € I" bekannt sind. Thre Bestimmung
erfolgt wieder mittels geeigneter Randintegralgleichungen.

1.2 Sobolev-Raume

Fiir eine ausfiithrliche Beschreibung der Sobolev-Raume sei zum Beispiel auf [1, 7, 8] ver-
wiesen.

C*(£2) bezeichnet den Raum der auf {2 beschrankten und unendlich oft stetig differenzier-
baren Funktionen, C§°({2) den Raum der C*°({2)-Funktionen mit kompaktem Tréger.
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Fir 1 < p € R wird mit L,(£2) der Raum der Aquivalenzklassen aller auf 2 definierten
messbaren Funktionen u bezeichnet, fiir die

/\u(aj)|p dr < o0
gilt. Fir 1 <p < oo ist

lell e = (/ [u(e rpdx) (1.8)
eine Norm.

Der Raum Ly (£2) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(W, V) 0 = /u(x)v(x) dz.

Q
Fir k € Ny ist
1
[ellwg o) = (Z I1D%ullL, ((2) fir 1 <p < oo (1.9)
la|<k
eine Norm. Die Vervollstandigung von C*({2) beziiglich der Norm ||- |4 (o) ist der Sobolev-
Raum '
k — (oo () Iwk
W (§2) == C>=(82) ™", (1.10)

die Vervollstandigung von C§°(£2) definiert entsprechend den Sobolev-Raum W} (12).
Fir0<seR, s=k+x mit k € Ny und x € (0,1), definiert

1
lalls oy = (ko + [wlig o)

die Sobolev-Slobodeckii-Norm mit der Halbnorm

Da CY
|u|€v§ = > //| 2+pﬁ( Ol dz dy.

lel=k 0

o]

Fir s < 0 und 1 < p < oo wird der Sobolev-Raum W;({2) als Dualraum von W *(2)
definiert.
Handelt es sich bei {2 um ein Lipschitz-Gebiet, so gilt

W3 ()= H*(2) fir alle s > 0.

Der Spuroperator 7" definiert den Sobolev-Raum

m\»—t

H2(I) :={w=~"v:ve H(2)}
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mit der Norm
030y = i Bl
H=2(I") ist definiert als Dualraum von Hz(I") mit der Norm

w,v
lw| 1 = sup 7“ >F‘
woh ol

0#vEH 2 (I') H3(I)

1.3 Randintegraloperatoren

Bevor néher auf die Randintegralgleichungen eingegangen wird, werden die vorkommenden
Randintegraloperatoren eingefithrt und ihre Eigenschaften besprochen. Fiir eine ausfiihrlichere
Diskussion und die Beweise siche z.B. [10, 8].

1.3.1 Einfachschichtpotential
Mit der Fundamentallosung (1.4) lisst sich fiir w € H~2(I") das Einfachschichtpotential

(\7 w) (x) = /U*(x, y)w(y) ds, fir r € R*\ I’ (1.11)
T
einfithren. Es hat die folgenden Eigenschaften:

e Da U*(z,y) regular ist fir x # y, ist das Einfachschichtpotential wohldefiniert.
e Vuw ist eine Losung der Laplace-Gleichung, d.h.

—A(\N/w)(x):O fiir v € R*\ I

e Firwe H2(I') ist u=Vwe H'(2) und es gilt

[ull g1y = va‘ <cllwll,-3

HY($2) ()’

Formal lasst sich mit Hilfe des inneren beziehungsweise aufleren Spuroperators ein beschrank-
ter linearer Operator

V=tV =8V Ho2 () — H2(I) (1.12)
definieren mit

Vel g, < cy ol - fiir alle w € H™2(I). (1.13)

) )

Die Darstellung von V als Grenzwert (1.12) ist fiir die numerische Auswertung ungeeignet.
Fir w € Loo(I") existiert eine explizite Darstellung

(V) (z) = / U*(z,y)w(y)ds, firz el (1.14)
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als schwach singuldres Integral (siche z.B. [8, Lemma 6.4]).
Es kann mit der zusétzlichen Voraussetzung diam(£2) < 1 gezeigt werden, dass V H—2(I')-
elliptisch ist, also eine Abschatzung

Vo> Il fiir alle 7 € H2(I) (1.15)

_1
2(I)

mit einer positiven Konstante ¢} > 0 erfiillt. Damit ist V nach dem Lemma von Lax-

Milgram (siche z.B. [8, Satz 3.2]) invertierbar. Der Operator V™' : Hz(I') — H~2(I")
existiert also und ist beschrankt,

HV_l UH 1 < S fir alle v € H%(F). (1.16)

wdy S o Wl

1.3.2 Adjungiertes Doppelschichtpotential

Die Anwendung der inneren Konormalenableitung auf das Einfachschichtpotential ergibt
einen beschrankten linearen Operator

N Ho3 () — H2 (1)

mit
int (17 . _1
‘fyl (V w)HH%(F) <c Hw||H_%(F) fir alle w € H™2(I).

Fir w € H™2(I") gilt die Darstellung

P (Vw) = o(@)w(x) + (K'w) (z)  firzel (1.17)
im Sinne von H~2(I"). Dabei ist

(K'w) (x) := lli% / [fyin; U*(x, y)} w(y) ds, (1.18)

yel|lz—y|>e
und
.11
o(x):= ll_r% . / ds, (1.19)
yE:|ly—zx|=¢

fiir z € I'. Fiir einen hinreichend glatten Rand I ist o(z) = 3 fir fast alle z € I".
K’ wird als adjungierter Doppelschichtpotentialoperator bezeichnet. Es handelt sich um

eine beschrankte lineare Abbildung mit

1K wll,, gy < &l firr alle w € H™2(I).

) (I

Fiir die aulere Konormalenableitung ergibt sich die Darstellung

7 (Vo) (@) = [o(2) = w(z) + (K w) (z) = (—;1 + K) w(z) firzel  (1.20)
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im Sinne von H~z(I).
Aus (1.17) und (1.20) folgt die Sprungbedingung

ket \N/w] = fylext(\N/' w)(x) — 'yilnt({/ w)(z) =—w(x) firzel (1.21)

im Sinne von H~z(I).

1.3.3 Doppelschichtpotential
Mit der Fundamentallésung (1.4) kann fiir v € Hz(I") das Doppelschichtpotential

(Wo) (2) = / U (2, )] w(y)ds, fir z € RP\ T (1.22)

eingefithrt werden. Es hat die folgenden Eigenschaften:
e Da U*(z,y) fir x # y regular ist, ist (1.22) wohldefiniert.
e W ist Losung der Laplace-Gleichung, d.h.

~A(Wuv)(z) =0 firzeR*\ I
e Fiirve H2(I') ist u= (Wv) € H(£2) und es gilt
||U||H1(Q) = ||WU||H1(Q) < C||U||H%(F)-

Die Anwendung des inneren Spuroperators ergibt ebenfalls eine beschrinkte lineare Abbil-
dung . ) )
YWCW: H2(I') — H=2(I)

mit der Abschétzung

Fiir v € H? (I") kann fir den inneren Spuroperator die Darstellung

firr alle v € H2(T).

int
o WUHH%(F) = ”U“H%(F)

. 1
B (W o) = [~1 + o(2)] o(z) + (Ko) (z) = (—21 + K> o@) firzel  (1.23)
gezeigt werden. Dabei ist

(Kv) (z) = ll_I)I(l) / [ﬂn; U*(z, y)} v(y)ds, firzel. (1.24)
yel|lz—y|>e

Fiir die Definition von o(z) siehe (1.19).
Wird der auflere Spuroperator angewendet, ergibt sich die Darstellung

3 (We) (1) = o(@)ula) + (Ko) (@) = (31 +K) ola) firz e (1.25)

Aus (1.23) und (1.25) folgt die Sprungbedingung
(Yo W] := A& (Wo)(z) — 4™ (W) (z) = v(x) firz el
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1.3.4 Hypersingularer Integraloperator

Durch die Konormalenableitung des Doppelschichtpotentials wird ein beschrankter Oper-
ator

YW H3 () — H%(T)
definiert. Der hypersinguldre Integraloperator

(Dv)(x) := =™ (Wo)(z) = — lim n, -Vz(Wo)(@) firzel (1.26)

235z—zel’

ist daher ebenso beschrankt, es gilt

Do, -4

iy 1
by <cy ||v||H%(F) fur alle v € H2(I'). (1.27)

D kann nur mittels einer geeigneten Regularisierung explizit dargestellt werden.
Wird in der Darstellungsformel (1.5) ug = 1 eingesetzt, folgt

1= _/7;1{; U*(3,y)ds, fir e Q,

weshalb
V-=(Wup)(Z) =0 firze?

gilt und damit auch
(Dug)(z) =0 firxel. (1.28)

(1.28) kann auch als (Dwuy) = 0 mit der Eigenlosung wuy(z) = 1 interpretiert werden. Der
hypersinguldre Randintegraloperator D kann somit nicht auf ganz H %([’ ) elliptisch sein,

sondern nur auf Faktorraumen:
D ist H2(I")-elliptisch, d.h. es gilt

(Dv,v)r = ¢f o]} 3 (1.29)

H3(I)

1 1
fiir alle v € H2(I") == {v € H2(I") : (v,teq); = 0} teq = V' 1 wird als natiirliche Dichte
bezeichnet.

1.3.5 Kontraktionseigenschaft des Doppelschichtpotentials

Es kann gezeigt werden, dass fiir alle v € H? (I')

1
(1= i) ol < |G+ K)o

 <exllollys (1.30)

gilt [8, Satz 6.8] mit der Kontraktionskonstanten

1 1
cK:§—|— Z_Clcl <1 (1.31)
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¢y und ¥ bezeichnen die Elliptizitdtskonstanten des Einfachschichtpotentials V' (1.15) und
des hypersinguldren Integraloperators D (1.29). Die Norm

[v][y-1 = <V_1“7“>r fitr alle v € H2(I)

definiert eine in H2(I") dquivalente Norm.
Fiir v € H2(I") kann

1

- <cg ||v]|y-r firallewv e H%(F) (1.32)

bewiesen werden [8, Folgerung 6.5].

1.4 Randintegralgleichungen

In Abschnitt 1.1 wurde bereits darauf hingewiesen, dass die Berechnung der fehlenden
Cauchy-Daten mittels geeigneter Randintegralgleichungen erfolgt. Auf diese soll hier ndher
eingegangen werden.

Das Anwenden des inneren Spuroperators auf die Darstellungsformel (1.5) fithrt zur Rand-
integralgleichung

. . 1 .
Y u(z) = (V Ayine uz) (x) + (2] — K> Yot u(x)  fiir x € I (1.33)
Die Anwendung der Konormalenableitung liefert eine zweite Randintegralgleichung
. 1 . .
W ui(z) = (21 + K’) () + (D Yo uz) (z) firzel. (1.34)
Zusammengefasst beschreiben (1.33) und (1.34) das System
Y\ (3 —K v Nt gy
=:C

von Randintegralgleichungen fiir x € I'. Die Matrix C' wird als Calderén-Projektor be-
zeichnet. Mit der Projektionseigenschaft C' = C? ergeben sich die folgenden Beziehungen
zwischen den Randintegraloperatoren:

1 1 1 1
VD= (=1 +K)(I—K), DV=(=I+K)(=I-K),
2 2 2 2
VK =KV, K'D=DK. (1.36)

Fir den Aulenraum kann analog vorgegangen werden. Die Anwendung des &ufleren Spur-
operators auf die Darstellungsformel (1.7) ergibt

1
Vo U (z) = — (V'yf"t ue> (x) + (2] + K> V' ue(x) firz eI, (1.37)
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die Anwendung der dufleren Konormalenableitung auf (1.7) ergibt

1 ue(z) = (;I—K’) VO, (z) — (nye"t ) (z) firzel. (1.38)

(1.37) und (1.38) lassen sich analog zu (1.35) als System von Randintegralgleichungen
Y& U %I +K -V Ve
(,Yiext e) - ( -D %] — K ,Yiext Ue. (139)
anschreiben.

Ausgehend von den Systemen (1.35) und (1.39) kénnen fiir verschiedene Randwertprobleme
unterschiedliche Randintegralgleichungen zur Bestimmung der unbekannten Cauchy-Daten
abgeleitet werden.

1.5 Steklov-Poincaré-Operator

Aus (1.37) folgt

(Ve ue) (@) = (51 1) 28 wele) = 6% o)
1

(51— K) 7 wele).

Da V invertierbar ist, folgt weiter

1
—I —K)7v§%u(z) firz eI

ext Ue - _ Vfl
95 () ¢

Durch 4§ u, = — S™* 484, wird ein Zusammenhang zwischen den Cauchy-Daten be-

schrieben. Der beschrankte Operator S*™* wird als duBerer Steklov-Poincaré-Operator be-
zeichnet und ist gegeben durch

St = vl(;] —-K). (1.40)

Ausgehend von (1.33) fithren analoge Uberlegungen zum inneren Steklov-Poincaré-Operator
int gl 1 N1t

Lemma 1.1. Fir alle v € H%(F) gelten die Aquivalenzungleichungen

2 2

S H(;I + K)o (1.42)

§<Smtv,v> < H “T+ K

v-1 1-— CK v-1

mit der in (1.31) gegebenen Kontraktionskonstante cx < 1.



20 1 Randintegralgleichungen

1
Beweis. Der Beweis stammt aus [11]. Zunéchst wird v € HZ(I") betrachtet. Der hyper-
1

singulére Integraloperator D ist H2 (I')-elliptisch mit der Abschétzung (1.29). V™! ist ein
beschréankter Operator, daraus folgt

1

-1 -1
<V U’v>r < HV UHH’%(F) HUHH%(F) (Eﬁ) y HUHH%(F) HUHH%(F)'

Auflerdem gilt

1 1 1
CK(l—CK):(2+ 4—C?CY) (1—2— 4—0{30}/)
1 1 1
:(2+ i C?CY) (2‘ 1 C?Clv)
1
4

Zusammenfassend kann (D v, v), nun also durch

(Dv,v), (1229) P ||v||2%(m > cfel (V7o,v) = ex(l = ex) o]y (1.43)

1
fir alle v € H?(I") abgeschétzt werden. Um die untere Abschitzung von (1.42) zu zeigen,
wird die symmetrische Darstellung des inneren Steklov-Poincaré-Operators (1.41) verwen-
det:

(s"™v,v) = <<D +(;I +K') V‘l(;] + K)) v, U>F

(Dv,v), + <(;I +K/) v—l(;] + K)v, U>F

= Do, v)+ <V_1(;I + K)v, (;I + K)U>F

Nun wird der zweite Term als Norm interpretiert,

2

Y

1
= (Dv,v), + H(I+K)v
2 v—1

und die Abschatzung (1.43) verwendet

1 2
> exc(1 = exe) ol + [ G+ 100

V71
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Mit (1.32) folgt

11 2 1 2
> (1 - ex)— H(I+ K)v + H(2I K)o
— v—l
1 2
(L) drex SI4K
(o) g +Grexe
2
~cr+x
KH(2 + K vt

Fiir den Beweis der oberen Abschitzung wird die nicht symmetrische Darstellung von St
verwendet:

ol

. 1 1
int _ -1 - _
(s v,v) = <v (21+K)U,U>F < H(2I+K)v

Mit der unteren Abschiatzung aus (1.30) ergibt sich die behauptete Abschiatzung

2

(;I + K

H I+ K)v

(80,0}, < = | GT+ Ko

Weil ker S™ = ker(37 + K) = span{1}, gilt die Behauptung fiir alle v € H%(F). O

vl vt l—eg vl

Bemerkung 1.1. Wihrend die konkreten Werte von ¢} und c? wvon der Definition der

Normen ||| _1  beziehungsweise ||| 1. abhdingen kénnen, kann iiber das Produkt cPcY
H™2(D) 161

(D)
eine von den Normen unabhdngige Aussage getroffen werden. Aus (1.43), genauer aus

(Dv,v)p > cPel <V71 v, U>F,

folgt namlich
D
ccf = inf _Dvv)p
3 Vo,
0#£veH2 (I) < ) >F

Damit hingt auch die Kontraktionskonstante cx (1.31) nicht von den verwendeten Normen
ab.






2 Formulierung und Analysis des
Transmissionsproblems

In diesem Kapitel wird zuerst das Transmissionsproblem vorgestellt, das in weiterer Folge
naher betrachtet wird. Variationsformulierungen werden zunéchst fiir Innen- und Auflen-
raum getrennt hergeleitet, um dann in Abschnitt 2.4 zu einer gekoppelten Formulierung
verkniipft zu werden. Diese erste gekoppelte Formulierung wird, motiviert durch eine
mogliche Zerlegung der Losung u, modifiziert und eine zugehorige Bilinearform eingefiihrt.
Im Anschluss wird fiir diese Bilinearform die Elliptizitatseigenschaft in einem Satz for-
muliert und bewiesen.

Die Grundlage fiir dieses Kapitel bilden [11] und [9]. Mit der Kopplung von Randintegral-
und Finite-Elemente-Methoden beschéftigen sich auch [5, 2.

2.1 Problemstellung

Abbildung 2.1: Gebiet

Sei £2 C R? ein beschrinktes Gebiet, diam(£2) < 1, I' = 942 sein Lipschitzrand. Betrachtet
wird das Randwertproblem

—aAu;(z) = f(x) fir x € £2, :
—Au(z) =0 fiir v € 2°:=R*\ 2 (2.2)

mit den Transmissionsbedingungen

int

Yo ui() = 75" ue(w), t(w) = a%ui(x) = %ue(a:) firz el (2.3)

23
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und der Abstrahlbedingung

ue(x) =0 <|x1|> fur |z| — oo. (2.4)

f € Lo(f2) sei hierbei eine gegebene Funktion, o € R sei konstant und n bezeichne den
aufleren Normalvektor.

2.2 Innenraum

Ziel dieses Abschnittes ist die Herleitung einer Variationsformulierung von (2.1). Zu diesem
Zweck wird (2.1) zuerst mit einer Testfunktion v € H'({2) multipliziert,

—aAui(z)v(z) = f(x)v(x), (2.5)

und das Ergebnis (2.5) tiber (2 integriert:

—a/Aui(x)v(x) de = /f(:z:)v(:r) dz

Danach wird der Gaufi’sche Integralsatz angewandt

—a/Aui(x)v(x) dz = —/ () A oz )dsx—l—a/Vu, ) - Vo(x) da. (2.6)
o r
Durch Umformen und Einsetzen von (2.1),

/Vul )d:z:—/ [—aAu;(x)] da:—l—/ V() sy,

wegen (

—f( ) .
/Vul -Vo(z)de = /f d:v—l—/ mt x) ds,,

wird die angekiindigte Variationsformulierung erreicht.
Zusammengefasst ist also ein u; € H'({2) gesucht, sodass

a/Vui(x)-Vv(:v) dz = /f(m) dx—l—/ Yt u(z) ds, fiir alle v € H'(£2). (2.7)

(2.7) gilt insbesondere auch fiir v1(x) = 1, das heifit es ergibt sich
0= /f dz +/ )ds,. (2.8)

Diese Bedingung wird in Abschnitt 2.4 wieder aufgegriffen.
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2.3 Auflenraum

Zuerst wird die Darstellungsformel im Auflenraum (1.7) mit Hilfe der Randintegralopera-
toren geschrieben,

/ U* (2, y) 77 ue(y) dsy + / VU (2, y) 76 ue(y) ds,
(V’yeXt ue) () + (WA ue)(z) fir x € 0°.

Wie in Abschnitt 1.4 bereits vorweggenommen, ergibt die Anwendung des &ufleren Spur-
operators

35 e ) = (V5 ) (2) 5 95 ) + (K 5 ) (7).

Umformen, Zusammenfassen und Ersetzen der Normalenableitung durch (2.3) fithrt zur
Randintegralgleichung

(Vi) = (~57 +K) 26 (o) (2.9)

fiur fast alle x € I'. Um die zugehorige Variationsformulierung zu erhalten, wird (2.9)
mit einer Testfunktion 7 € H _%(F ) multipliziert und das Ergebnis iiber I integriert. Die

Variationsformulierung lautet damit:
1
Gesucht ist t € H™2(I):

1
<Vt,T>F+<<2]—K> 8’“%,7> =0 firalle 7 € H™2(I), (2.10)
r

Damit das geforderte Abklingverhalten (2.4) erreicht wird, wird zusatzlich folgende Skalier-
ungsbedingung fiir die Normalenableitung vorausgesetzt (siehe [8], Lemma 6.14):

/t(m) ds, = 0. (2.11)

r

2.4 Nicht symmetrische BEM /FEM-Kopplung

Zur Vereinfachung wird von jetzt an auf das Anschreiben des Spuroperators verzichtet.
Mit den Transmissionsbedingungen (2.3) wird aus den beiden bisher getrennt betrachteten
Variationsformulierungen (2.7) und (2.10) eine erste gekoppelte Formulierung:

Gesucht ist (u,t) € H'(2) x H™2(I'), sodass

/Vu x)dx —/ z)dr = /f dr fiir alle v € H'(02) (2.12)
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und
1
(Vt,7)p+ <<2] — K) u,7'> =0 firalle 7 € H2(I).  (2.13)
r
Werden die Bedingung (2.8) und die Skalierungsbedingung (2.11) gemeinsam betrachtet,

/f(a:) dz + /t(:v) ds, =0,
/t(x) ds, =0,

r

folgt daraus unmittelbar die Losbarkeitsbedingung

/f(x) dz = 0. (2.14)

Als Néichstes wird eine Zerlegung von u eingefiihrt, die durch folgende Uberlegungen mo-
tiviert ist:

Da das Einfachschichtpotential V : H=2(I") — H2(I") beschréinkt und H~2(I')-elliptisch
ist, ist V invertierbar, also kann die natiirliche Dichte to := V1 als Testfunktion gewéhlt
und in (2.13) eingesetzt werden:

1
-1 -1
<Vt,\/ 1> +<(21 K)u, V 1> =0,

1)+ <(;[ — K)u, V! 1> =0,

/t(fﬁ) ds; = — <(;I ~ K, V7 1>r (2.11)

Wegen der Relation VK’ = KV (1.36) folgt weiter:

0= <(;I _K)u, V! 1>F = (u, V1)~ <(;] +K)u, V! 1>F

= (U, teq) p — <u, (;] +K)V! 1>

1
= (U, teq) p — <u,V1 (51 + K)1>
0
= r

r

= (U, teq) -
u kann also zerlegt werden in

u(z) =uy + u(x) firz e . (2.15)
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Dabei sei uy konstant; @ sei aus H'(2) und erfiille die Bedingung
(il teq) p = 0. (2.16)

Der konstante Anteil ug kann sogar weggelassen werden, da uy = 0 gilt, wie leicht nachgerech-
net werden kann:

(U, teq) =0,
<u0’ teq)r + <ﬁa teq)p = 07
Uo <]-7 teq>p =0,
—_———
£0
= ug = 0.

Anstelle der gekoppelten Formulierung (2.12)-(2.13) unter der zusétzlichen Bedingung
(2.16), kann durch Einfithren eines Lagrange-Multiplikators A € R folgendes erweitertes
Problem betrachtet werden:

Gesucht ist (a,£,\) € H'(£2) x H™2(I') x R, sodass

a / Vii(z) - Vo) dz + A (0, teg) 1 — (t,0) = / f(@)o(z) de, (2.17)
(V7)) + <<;I - K) a,T>F 0, (2.18)
(T, teg) = 0 (2.19)

fiir alle (v,7) € HY(£2) x H™2(I).
Es ist moglich, A zu eliminieren. Wird in (2.17) v = 1 und in (2.18) 7 = V™ '1 gesetzt,
wird sichtbar, dass A = 0 gelten muss:

AL teg)p — (6. 1)p = /f(x) dr =0,

=0 wegen (2.14)

(t,1),=0
= A=0.
Darum kann (2.19) um den Term —2 erweitert werden,
_ A
<u, teq>[‘ — a =0.
Nun wird A ausgedriickt,
A
— =(u,t. )
o (@, teq)
A= (T, teg) (2.20)
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und (2.20) in (2.17) eingesetzt. Das Ergebnis ist die zum urspriinglichen gekoppelten Pro-
blem (2.12)-(2.13) dquivalente modifizierte Variationsformulierung:
Gesucht ist (a,¢) € H(2) x H™2(I") :

a / Vii(z) - Vo(z) dz + a (i, teg) - (0, teg) p — (£, 0) = / fl@)o(z) da, (2.21)

(Vit,7) + <(;I—K> ﬂ,T>F —0

fiir alle (v,7) € HY(2) x H™2(I).

Um die Frage nach der eindeutigen Losbarkeit von (2.21) beantworten zu konnen, wird
eine Bilinearform eingefithrt, die die linken Seiten der zweizeiligen Formulierung (2.21)
zusammenfasst:

a(u,t;v, 1) = a/Vﬂ(m) -Vo(z) de + o (U, teg) p (U, teq) p — (6 0)
9

+(VE, )+ <(;1 - K) i, T> . (2.22)

r

Fir (i,t), (v,7) € HY2) x H 2(I') ist die Bilinearform (2.22) beschrinkt. Es wird
zunéchst jeder Term einzeln betrachtet. Die Beschranktheit von [, Vu(x) - Vo(z) dz folgt
unmittelbar aus der Definition von H'(£2). Um die Beschranktheit des zweiten Terms zu
zeigen, wird die Abschétzung aus dem Spursatz (siche [8, Satz 2.9]) bendétigt, sie lautet

(i1, teg) p = (i, V! 1>F < c‘

%i)ntUHH%(F) <corlollgg firve HY(9). (2.23)

Damit gilt

< cllullgiig)-

int ~
UH 1
Yo YD)

Analog gilt
(v, teq) p < EHUHHl(Q) :

Ahnlich ergibt sich

{t,0)p < It

o (D) ‘ fV(i)ntUHH%(F) = er HtHH‘%(F) 1012 -

Aus der Beschréanktheit von V folgt

V7 <& 1l 3 i Iy

Nun zum letzten Term:
1 _ 1 ,
<(I - K)u,7> = <u, (=1 - K )T> < ‘
2 r 2 r

<or(g+ &) Ml 171, -

int ~
UH 1
7o H2(I)

1
(§I — K/)T
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Damit gilt
a(@, t;0,7)| < 2|a | Vll y o) 1Vl ygey + @ Wl 10l gy + 101 o 102

+ ¢l @l g 17l

H3 (D) HTHH—%(F) H%(F)}

fiir eine geeignete Konstante ¢é. Dass die Bilinearform (2.22) auch elliptisch ist, sagt der
folgende Satz aus. Die verwendeten Normen sind definiert durch

2
o130 /|w 2 de+ [(0,te)p]” wnd 7] = (V77

Theorem 2.1. Sei o > ZCK, wobei cx < 1 die Kontraktionskonstante aus (1.31) sei. Dann
ist die Bilinearform (2.22) HY(2) x H~=(I')-elliptisch und erfillt

3
1+O‘—\/(1—0‘> +1
CK CK
fiir alle (v,7) € HY(2) x H™2(I').

Beweis. Der Beweis stammt aus [11]. Vergleiche auch [9].
Ausgangspunkt des Beweises bildet die Bilinearform (2.22) fiir v = v und ¢t = 7.

a(v.mi0,7) = o [ [Vo(@)? de -+ al(o,tea) 2 4+ (VE 70 = (1,0) 4 <(;1 - K U,T>F

=(v,T)
=a L/|Vv(x)|2 dz + [{(v, teq) ]

1
a(v, 7;0,7) > =(1 — cg)

2 2
> ol e +I7IR] (2:24)

+<VT,T>F—<(;]+K> ’U,T>F.

Nun wird eine Zerlegung v = vy + ¥ eingefiithrt mit v € H}(§2) und vr sei die harmonische
Fortsetzung von v,

—Avp =0, vpr=v|p aufI.

Damit gilt
/va /va -Vop(z)dz = <Smt U,U>F.
Die Betrachtung von a(v, 7; v, 7) kann nun wie folgt fortgesetzt werden:

a(v,T;v,7) = {/‘va)

dz +2/VUF -Vo(z dx+/|VU *da+ [<U’te<?1>r]2}

:<Slnt U,U>F =0

+(Vr,7)p— <(;]+K> U,T>F

_ [S LT / Vo@)* de + [(v, tea) ]

+ (V7,7 — <(;I+K> v,7‘>F.
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Mit der unteren Abschétzung von (1.42) kénnen der erste und die beiden letzten Terme
nach unten abgeschatzt werden.

. 1
a <Smt U,U>F +(V7,7) — <(21 + K> v, 7'>F

1 2
Z(XW]—KM
2 v

CK

1
R = G+ K

Il
Fir 0 # v € R gilt

2 Loy e L UL,k
ot (=) i 5 (i = G

2
v1>

:
1, 2
> (1- 1) N
wenn 11 1
o 11l
cx 272 2

Somit ist

wenn

a > —Ck.

4
Zusammengefasst lautet die bisherige Abschéitzung der Bilinearform

a(v,7;0,7) > « [Z]Vv(x)\2 dx + [(v,teel)F]Q]

2
1+a—¢@—a)+1
CK CK

Mit der oberen Abschétzung von (1.42) erhdlt man

2

1 2
I

T3

U’(;I + K)v

> o L Vo)) d + [(U»teq>r]2]

2
1+a—¢Q—a)+1
CK CK

(1= cx) (S v,0) +I7I7]
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dies ist weiter

=« L/ |V@(:)§)|2 dz + [(Uateq>r]2]

1 a a\? 2 2
Fylrr (- 2) {0 e [1Ver@F a1
2 CK CK 0
>1u—c)y%a—¢@—af+1
=9 K Crx CK

[!|Vv(:z:)|2 dz + / \Vor(z)]* do + [(v, teq) - ]* + ||T’|2v] ~

An dieser Stelle wird die Zerlegung von v wieder riickgingig gemacht,

2
1+a—¢Q—a)+1
CkK CkK

und man gelangt schlieflich zur Abschéitzung

2
1+a—¢Q—a)+1
CK CK

= ;(1 — CK)

[Z Vo(2)]” da + [{v,teq) ) + lI7I5 |

1 2 2
= 5(1—cx) 1017y, + 1171







3 Diskretisierung

Die in Abschnitt 2.4 hergeleitete Variationsformulierung von (2.1)-(2.2) soll nun ndherungs-
weise gelost werden. Zu diesem Zweck werden die kontinuierlichen Ansatz- und Testraume
durch Familien endlichdimensionaler Rdume ersetzt. Am Ende erhilt man dadurch lineare
Gleichungssysteme, deren Losung eine Naherungslosung des Variationsproblems definiert.
Das gesamte Kapitel orientiert sich stark an [8].

3.1 Naherungsmethoden

Sei X ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (-,-) ¢, [|-|[x = /() x sei die induzierte
Norm. Sei weiter X’ der Dualraum von X mit dem Dualitétsprodukt (-, -). Betrachtet wird
ein beschrankter, X-elliptischer Operator A : X — X’ mit

(Av,v) > e |lvll5r s [1Av|l g < vl fiir alle v € X
u € X ist als Losung der Variationsformulierung
(Av,v) = (f,v) furalleve X (3.1)

zu bestimmen fiir gegebenes f € X’. Nach dem Lemma von Lax-Milgram [8, Satz 3.2]
besitzt das Variationsproblem (3.1) eine eindeutig bestimmte Losung u € X und es gilt

1
Jully < — [1fllx-
a
Fur M € N bezeichne
Xy = span{pi il

eine Familie von Ansatzraumen. Zusatzlich soll
Xy CcX

gelten. Man spricht in diesem Fall von einer Familie von konformen Ansatzraumen. Wird
in (3.1) u durch

M
k=1
ersetzt, kann eine Naherungslosung der Variationsformulierung (3.1) als Losung der Galerkin-
Bubnov-Variationsformulierung

(Aupr,vp) = (f,on)y  fir alle vy € Xy, (3.3)

33
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bestimmt werden. Charakteristisch fiir das Galerkin-Bubnov-Verfahren ist die Verwendung
des gleichen Ansatz- und Testraumes.

Da Xy C X, kann in (3.1) auch v = vy, € Xy gewéhlt werden. Die Differenz von (3.1)
und (3.3) ergibt die Galerkin-Orthogonalitét

(A(u — upr),vp) =0 fiir alle vy € Xy (3.4)

Wird der Ansatz (3.2) in die Galerkin-Bubnov-Variationsformulierung (3.3) eingesetzt,
fithrt dies zum endlichdimensionalen Variationsproblem

M
> uk (A, o) = (fogn) firl=1,..., M.
k=1

Dies ist aquivalent zum linearen Gleichungssystem
Ayu=f (3.5)
zur Bestimmung des Koeffizientenvektors v € RM . Dabei ist
Apll k) = (Agr, 1), fii={f,o) furkl=1,..., M.

Die Zuordnung v € RM < vy, € X, ist umkehrbar eindeutig, es gilt also fiir beliebige
Vektoren u,v € RM

M M M M
(A, v) = D> Al kugoy =) Y (Agk, 1) urvy

h=11=1 h=11=1
= <AZ k@k,zvz¢l> (Aung, var) -
k=1

Das bedeutet, dass die Eigenschaften des Operators A auf die Matrix A, tibertragen
werden. Ist A selbstadjungiert, so ist Ay, symmetrisch; ist A X-elliptisch, so ist Ay, positiv
definit. Aus der X-Elliptizitdt von A folgt damit nicht nur die eindeutige Losbarkeit von
(3.1), sondern auch die eindeutige Losbarkeit von (3.5).

Theorem 3.1 (Cea’s Lemma). Sei A: X — X' beschrinkt und X -elliptisch. Fir die ein-
deutige Losung uy € Xy der Variationsformulierung (3.3) gilt die Stabilititsabschatzung

1
Junllx < o 11 (3.6)
sowie die Fehlerabschdtzung
A
Ju sl < 55 o lu = vl (37

Die Naherungslosung uy, € X,y ist also stabil und konvergiert gegen die Losung u € X,
wenn der Ansatzraum X, die Approximationseigenschaft

lim sup inf |lv—o =0 3.8
Jim sup im0 = ol (38)

erfullt.
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3.2 Finite Elemente

Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit polygonalem Rand. Betrachtet wird eine Folge
von Unterteilungen
NF
ﬁzﬁNF = U?l. (39)
=1
Als finite Elemente 7; werden hier Dreiecke verwendet.
{,} M sei die Menge aller Knoten der Unterteilung 2% . Die Unterteilung (3.9) sei zuléssig,
zwei benachbarte Elemente haben also entweder einen Knoten oder eine Kante gemeinsam;
es gibt keine sogenannten hingenden Knoten.
Fiir jedes Element 7; ist
AF = / dz
Tl

das Volumen und

F_ F .
h" =h,. = max Ak
I=1,...,
Entsprechend sei
hE. = min Al.
min I=1,..NF l

Eine Familie von Unterteilungen (2yr wird global gleichméafig genannt, wenn

F
h max

hF

min

< cg

mit einer globalen, von N unabhingigen Konstanten cg > 1.
Jedes finite Element 7; kann durch eine lokale Parametrisierung dargestellt werden. Fir
einen Punkt = € 7; gilt die Darstellung

2
r =2y + Zf% (xli+1 - xh) =Ty, + Jlf far 5 S
i=1

xlg,l - xll,l xlg,l - xll,l
J = )

T2 — T2 Tiz2 — T2

Das Element
r={(cR*:0<6<1,0<6<1-&)
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wird als Referenzelement bezeichnet.
Fiir eine in z € 7; gegebene Funktion gilt die Darstellung

v(@) = vz, + ) =0l fir{er

Lemma 3.2. Fiir d =2 und m € Ny gelten die Normdquivalenzungleichungen

1 1—m m~ 2 m. .12 1-m mz 2
Ay e, < IVEl, ) < @@ [vER( o (310
mit der Konstanten -
(7)
cm=1—1 .
T
Beweis. Siehe [8]. O

Beziiglich der Unterteilung (3.9) werden nun Ansatzraume stiickweise polynomialer Funk-
tionen erklart. Diese werden lokal durch Formfunktionen auf den Elementen 7; definiert
und globalen Freiheitsgraden zugeordnet.

Eine im Referenzelement 7 betrachtete lineare Funktion ist eindeutig durch ihre Funktions-
werte U5 in den Knoten des Referenzelements bestimmt,

3
() =Y tb(§)  fir&er (3.11)
k=1
Dabei lauten die linearen Formfunktionen

Vi(€) =1—& =&, (&) =&, (8 =&

Als Ansatzraum wird der Raum S} (2yr) der stiickweise linearen und global stetigen Funk-
tionen verwendet, d.h.
Sh(2wr) = span{p} }Ly
mit
1 fur x = x;
oi(r) =10 fir © = xp # x;
linear sonst.

Fiir eine Funktion v, € S} (2yr) gilt die Darstellung

un(2) = ; (),

wobei vy = vy ().

Theorem 3.3. Sei u € H*({2yr) mit s € [0,2] mit o € {0,1}. Dann gilt die Approzima-
tionseigenschaft

. F S—0
vhegﬁgw) Ju— Uh”Ho(QNF) <c(h™) " lu Hs(2yr) " (3.12)

Beweis. Siehe z.B. [8]. O
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3.3 Randelemente

Wie in [8] werden an dieser Stelle endlich-dimensionale Ansatzraume eingefiihrt, um Rand-
integralgleichungen ndherungsweise losen zu koénnen. Sei dafiir der Lipschitz-Rand I = 042
stiickweise glatt und es existiere eine Zerlegung I" = U‘j]:1 I';, wobei jedes der Randstiicke
I'; durch eine lokale Parametrisierung gegeben sei.
Betrachtet wird eine Folge {I'ys}yscy von Unterteilungen
NB
I'v=a. (3.13)

=1

Fiir jedes Randelement o, existiere genau ein Index j mit o; C I}. {x}2] sei die Menge
der Knoten der Randdiskretisierung.
Da Randelemente als finite Elemente auf dem Rand interpretiert werden koénnen, sind
die folgenden Definitionen analog zu Abschnitt 3.2, wobei sich die Betrachtungen auf den
zweidimensionalen Fall beschranken.

AB = / ds,
Tl

ist das Volumen und
h = AP
die lokale Maschenweite des Randelements ;.

hB:hB

— B
max (= max My

I=1,..,NB
bezeichnet die globale Maschenweite der Randzerlegung (3.13) und

hB. = min AP.
I=1,..,NB

Eine Familie von Randdiskretisierungen heifit global gleichméfig, wenn

mit einer globalen, von N® unabhingigen Konstanten cg > 1.
Die betrachteten Randelemente entsprechen Geradenstiicken, das bedeutet: Ein Randele-
ment o; mit den Knoten x;, und z;, ist gegeben durch

.1'(5) =, + g(xlg - xll)
fir € aus dem Referenzelement o = (0, 1). Fiir eine in « € o betrachtete Funktion gilt

v(x) = v(zy + &) =€) fir ¢ € o (3.14)
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10l oy = [ @) dse = [ 17 hidg = AP 7l
o o
Die Funktion im Referenzelement entspricht (3.11) mit den Formfunktionen

i) =1-& (8 =¢

Als Ansatzraum fir den Randelemente-Teil wurde der Raum Sp(I'y,,) der stiickweise kon-
stanten Funktionen gewéhlt, d.h.

SY(Iys) = span{ 0}V (3.15)

mit den Basisfunktionen

1 furz € o,
0 j
(1) =
#5(®) {O sonst.

Theorem 3.4. Seio € [—1,0]. Firu € H*(I") mit s € [0, 1] gilt die Approximationseigen-
schaft

inf  |ju— UhHHU(FNB) < c(hP)* ™7 |u

vaSQ(FNB) - He(I'yp) "

Beweis. Siehe z.B. [8]. O

3.4 Diskretisierung der modifizierten
Variationsformulierung

Sei Np, die Anzahl der FE-Freiheitsgrade im Gebiet {2, N bezeichne die Anzahl der BE-
Freiheitsgrade am Rand. Ny, sei weiter unterteilt in die Anzahl der FE-Freiheitsgrade im
Inneren des Gebietes N, und die Anzahl der FE-Freiheitsgrade am Rand N§. Um eine
Galerkin-Variationsformulierung zu erhalten, werden in (2.21) @ und ¢ durch die Funktionen
up, und ty,

N_Q NF
un(@) = Y wpp(a),  tu(x) =Dt (o), (3.16)
k=1 =1
ersetzt. Die natiirliche Dichte t. wird analog als
Np
teqn(2) = Y teqr 91 (2) (3.17)
=1

angesetzt und naherungsweise bestimmt als Losung von

<Vteq,h,gp2>F = <1,¢2>F fiir k=1,..., Nr.
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Gesucht ist (up,ty) € Si(£2) x SP(I), sodass

a/Vuh(x) -Vup(x) do + o (un, tegn) p (Vn, tegn) p — (thyvn) p = | f(@)vp(2) de,
Q Q
<Vth,Th>F—|-<<;I—K) uh,Th>F:0 (318)

fiir alle (vy, 1) € SE(2) x SP(I).
Die in Abschnitt 3.1 beschriebene Vorgehensweise fiithrt auf das lineare Gleichungssystem

QKEEM —M,}O u\  (f
(;M}?l K, v, ¢ =0 (3.19)
mit der Massematrix
MM[1, k] = <¢}%+k,¢?>F k=1,...,NS, 1=1,...,Np,

der transponierten Massematrix
MO K] = MOk, 1] = <<,02,g0]1%+l>r k=1,...,Np, 1l=1,... NS,
der zum Doppelschichtpotential gehérenden Matrix
Kh[z,k]=<K¢g,¢}%+,>F k=1,...,Np, l=1,...,N§
und der zum Einfachschichtpotential gehérenden Matrix
Vall, k] = (Vb f) kl=1,... Np.

Unterscheidet man im FE-Teil zusétzlich zwischen inneren Knoten und Knoten am Rand,
kann die Steifigkeitsmatrix KF*M in Blocke zerlegt werden,

KH KIC
KileM - (KCI KCC + a&T) : (320)

Die Blockmatrizen sehen dabei, nach entsprechender Umnummerierung, folgendermaflen
aus:

KK = [ Vik(e) - Vol (a) do ki=1,...,Nb,
02

K™l k] = /Vgp}\%%(m) Vi (r)dx k=1,...,NS, 1=1,...,N},
2

K1,k = /Vgo,lg(a:) Vi (x) da k=1,...,NL 1=1,...,NS,
(0]

KOl k] = /vgo}vé+k(x) Vs (e)de  kI=1,... N§.
2
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a ist der Vektor, der das Produkt mit der natiirlichen Dichte t., realisiert. Er lasst sich

berechnen durch
~ C
a= M}", € RV,

Entsprechend (3.20) werden auch v und f in

u= (:j;) und f = (J{;) (3.21)

unterteilt. Fir die Eintrage der rechten Seite f bedeutet das
filll = [ @)l (a) da I=1,.... M,
Q

fell] = /f(x)@}w{ﬁz(x) dx I=1,...,M§.
o

Mit Cea’s Lemma (3.1) und mit der Approximationseigenschaft des jeweiligen Ansatzraumes
erhédlt man die Fehlerabschatzung

=l e =l 3 < e int 1= ooy +int =l g |
_ 3
< chlal gy +ch? [t g )
fiir @, ¢ hinreichend glatt. H_ (I") sei der Raum der stiickweise glatten Funktionen. Fiir die
genaue Definition siche z.B. [8, S. 43].



4 Eigenwertproblem und numerische
Beispiele

Ziel dieses Kapitels ist die ndhere Untersuchung der Elliptizitatsabschatzung aus Satz
2.1 durch numerische Versuche. Zu diesem Zweck wird aus der Elliptizitatsabschitzung
ein verallgemeinertes Eigenwertproblem (siehe z.B. [4]) abgeleitet und der betragskleinste
Eigenwert bestimmt. Abschnitt 4.2 beschreibt kurz das dafiir verwendete Verfahren der
inversen Iteration, eine Abwandlung der Potenzmethode, und geht auf das Konvergenzver-
halten der Methode ein. Die numerischen Experimente wurden fiir drei zweidimensionale
Gebiete durchgefiihrt, die in Abschnitt 4.3.1 beschrieben werden. In Abschnitt 4.3.2 wird
die Kontraktionskonstante naherungsweise bestimmt, damit die Ergebnisse der Eigenwert-
berechnungen mit der Elliptizitdtsabschétzung verglichen werden kénnen, was in Abschnitt
4.3.3 geschieht.

Uber die inverse Iteration und die Potenzmethode allgemein kann z.B. bei [12, 14] nachge-
lesen werden.

4.1 Interpretation als Eigenwertproblem

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Elliptizitdtsabschatzung (2.24) aus Satz 2.1.
Werden in der Bilinearform (2.22) mit v = v und ¢t = 7 sowie v und 7 durch

M N
v, = Z VePr und Th = ano? (4.1)

k=1 =1

ersetzt,
a(vn 7hi v, 7h) = @ [ [V0(@)* Ao+ @ [(on, ) 1* = (7o) (4.2)
7
1
—|—<V7’h,Th>F+<(2[—K) Uh,Th> s (43)
r

fithren weitere Umformungsschritte (siehe Diskretisierung) zu

a(’Uh, Th; Uh, Th) - < (;M}(l)l . Kh Vh T ) T . (44>

41
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Nun werden auch auf der rechten Seite v und 7 durch v, und 7, ersetzt, wobei die von «
und cx abhangige Konstante

1 2
cla, cx) = = (1 — cx) 1+O‘—\/<1—O‘> +1 (4.5)
2 CK CK
fiir einen Moment ignoriert wird:
2 2 2 2
lonln o+ Iy = [ 1V0(@)f o+ [fon te) ]+ (Vromdye  (46)

Q
_ (BP0 (v) (v
_<( 0 Vi)\z)'\z))" (4.7
Die Elliptizitdtsabschitzung aus Satz 2.1 kann also zusammengefasst als

(™ =20 (5), (2} e (57 2)(2).(2) a9

geschrieben werden. Um der Frage auf den Grund zu gehen, ob es sich bei ¢(a, c¢x) um die
bestmogliche Konstante handelt, wird (4.8) als Eigenwertproblem interpretiert. Gesucht
ist der kleinste Eigenwert A, fiir den

(s, O[5 90.0] @

::A =:B

erfiillt ist.

Uber symmetrische Matrizen ist bekannt, dass sie ausschlieBlich reelle Eigenwerte besitzen,
was eine Erleichterung fiir ihre Berechnung darstellt. Leider ist die Matrix A nicht sym-
metrisch. Es ist aber moglich, eine Symmetrisierung durchzufiihren, die durch folgende
Uberlegungen motiviert ist:

Sei A der zur Matrix A gehorende lineare Operator, A* sei der zu A adjungierte Operator.

(Av,v) = = (Av,v) + ; (Av,v)

1
(Av,v) + 2 (v, A™v)

—~
>
<
<

N RN N~

Y

)+ 5 (A%, 0)

(A+A")v,v).

Weil A eine reelle Matrix ist, entspricht dem adjungierten Operator A* die zu A transponier-
te Matrix AT. Der selbstadjungierte Operator 3 (A 4+ A*) wird représentiert durch die

symmetrische Matrix A = % (A + AT). Anstelle des Eigenwertproblems

Ax = A\Bzx
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kann also
Az = \Bz (4.10)

betrachtet werden.

4.2 Inverse Iteration
Fiir eine nichtsingulare Matrix B entspricht (4.10)
B *1141@ = \x.
Gestartet wird mit einem zufilligen Anfangsvektor z°. Fiir k > 0 wird iterativ

ikJrl — Aleik

berechnet und wie folgt normiert

skl
k1 L

= T
£k+1H
B

wobei die Norm ||.|| 5 als
ikHHZ _ (BikJrl,i,kJrl) _ (BgleikquB&k)

zu verstehen ist. Die Vektoren z* konvergieren gegen den Eigenvektor, der zum betrags-
kleinsten Eigenwert von B~!A gehort. Naherungswerte fiir diesen betragskleinsten Eigen-
wert, erhélt man durch

plag (BB—1Alk+17£k+1> _ (Agk—&-l’gk-&-l) ‘

4.2.1 Konvergenz des Verfahrens

Die Potenzmethode und damit auch die inverse Iteration gehoren zu den sogenannten
Unterraummethoden, denn fiir eine Matrix M € C™" und den Startvektor z kann die
Folge x, Mz, M2z, ..., die beiden Verfahren zugrunde liegt, als Folge von Unterraumen
S, MS, M2S, ... mit S = span{x} interpretiert werden.

Definition 4.1 (Invarianter Unterraum). S ist ein invarianter Unterraum von M, wenn

M(S)={Mz:ze S} CS.
Definition 4.2. Der Abstand zweier Unterrdume U und V' sei definiert als

d(U,V):= max min|u—uvl.
uel,||u||=1 veV
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Der folgende Satz (siche [13, Theorem 5.1.1 und Theorem 5.1.2]) liefert eine sehr allgemeine
Konvergenzaussage fiir stationédre Unterraumverfahren, die im Anschluss konkret auf die
inverse Iteration angewandt wird.

Theorem 4.3. Sei A € C"*", p sei ein Polynom vom Grad < n. A, Ae, ..., A\, seien die
FEigenwerte von A und so geordnet, dass |p(A1)| > [p(AM2)] > ... |p(A\n)| gilt. Fir k € N

gelte [p(Ag)| > |p(Aks1| und p = ‘TIEE\)’\“]E'. U und V seien invariante Unterraume von A. U
sei mit Ay, ..., \p assoziiert, V- -mat N1, ..., Ay

Betrachtet wird die Unterraumiteration

S,L' :p(A)SZ,1 fUT'Z = 1,2,3,...,

wobei Sy = S ein k-dimensionaler Unterraum von A mit SNV = {0}.
Dann existiert, wenn A diagonalisierbar ist, eine Konstante ¢ mit

d(S;,U) < cp'  firi=1,2,3,....
Wenn A nicht diagonalisierbar ist gilt
d(S;,U) < ¢ept firp<p<lundi=1,2,3,....
Beweis. Fiir den Beweis sei ebenfalls auf [13] verwiesen. O

Fiir den Fall der inversen Iteration ist p = % und k£ = 1 zu wéahlen. Die Konvergenzrate
A

im besten Fall ist dann p = |- Das Verfahren konvergiert also umso schneller, je grofler

|>\2 — >\1| ist.

4.3 Numerische Beispiele

Das Eigenwertproblem (4.10) wurde fiir drei verschiedene Gebiete betrachtet: ein Quadrat,
einen Kreis und ein L-Shape. Der Einfachheit halber wurden die jeweiligen FEM- und BEM-
Netze so gewéhlt, dass sie zusammenpassen. Die Verfeinerung der Netze erfolgt gleichméBig.
Gerechnet wurde jeweils bis inklusive Verfeinerungslevel 5.

4.3.1 Beschreibung der Gebiete
Gebiet 1: Quadrat

Geometrie: Das Quadrat wurde durch die Punkte A(—0.25,—0.25), B(0.25, —0.25),
('(0.25,0.25) und D(—0.25,0.25) festgesetzt.

FEM-Netz: Zu Beginn (Verfeinerungslevel 0) findet eine Zerlegung in 4 gleich grofie
Dreiecke statt, mit den jeweiligen Eckpunkten ABM, BCM,CDM, DAM, wobei M der
Mittelpunkt (0, 0) sei. Jedes dieser FE-Dreiecke wird in jedem weiteren Verfeinerungsschritt
wiederum in 4 Teile zerlegt. Dadurch ergibt sich fiir ein Verfeinerungslevel n die Anzahl
der Elemente als 4 - 4™.
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Abbildung 4.1: Kreis und Quadrat, Anfangsdiskretisierung

BEM-Netz: Als Ausgangsdiskretisierung fiir den Rand dienen die 4 Seiten des Quadrats.
Die vorhandenen Randelemente werden in jedem weiteren Verfeinerungsschritt halbiert, es
gibt also im Level n 4 - 2™ Elemente.

Gebiet 2: Kreis

Geometrie: Der gewihlte Kreis k wird durch die Gleichung x2 +3? = 0.125 beschrieben,
sein Mittelpunkt M liegt also im Koordinatenursprung (0, 0), sein Radius ist v/0.125.

FEM-Netz: Die Punkte A(—0.25,—0.25), B(0.25, —0.25), C'(0.25,0.25) und D(—0.25,0.25)
liegen allesamt auf k. Dadurch ist es moglich, von der Diskretisierung des Quadrats ABC'D
auszugehen. Wie schon in (4.3.1) beschrieben, findet eine Zerlegung in 4 gleich grofie
Dreiecke statt, die in jedem weiteren Verfeinerungsschritt wiederum in 4 Teile zerlegt wer-
den. Um den Kreis k zu approximieren, werden in jedem Schritt die neuen Randknoten auf

k projeziert. Die Anzahl der FE-Elemente im Verfeinerungslevel n betragt wieder 4 - 4™,

BEM-Netz: Aus der Voraussetzung, das FE- und das BE-Netz sollen zusammenpassen,
folgt, dass die BE-Elemente im Level 0 mit den Seiten des Quadrates iibereinstimmen und
nach weiteren Verfeinerungsschritten mit den Randkanten des approximierten Kreises. Die
Anzahl der Randelemente stimmt mit der Anzahl der Randelemente des Quadrates (4.3.1)
iiberein, d.h. es gibt in einem Level n 4 - 2" Elemente.

Gebiet 3: L-Shape
Geometrie: Das L-Shape wird beschrieben durch die Punkte

A(0,0) C(0.5,0) £(0.25,0.25) G(0,0.5)
B(0.25,0) D(0.5,0.25) F(0.25,0.5) H(0,0.25).

FEM-Netz: Am Anfang wird das L-formige Gebiet in die 3 Quadrate ABEH, BCDE
und HEFG zerteilt mit den jeweiligen Mittelpunkten M1(0.125,0.125), M2(0.375,0.125)
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Abbildung 4.2: L-Gebiet, Anfangsdiskretisierung

und M3(0.125,0.375). Jedes dieser Quadrate wird, wie im Abschnitt 4.3.1, in 4 Dreiecke
zerlegt. Die weitere Verfeinerung erfolgt analog. Die Anzahl der FE-Elemente in einem
Verfeinerungslevel n ldsst sich mit 12 - 4” berechnen.

BEM-Netz: Die entsprechende Randdiskretisierung geht von den 8 Strecken AB, BC|,
CD,DE, EF, FG,GH, HA aus. Jedes Randelement wird in jedem weiteren Verfeinerungs-
schritt halbiert. Daraus folgt fiir ein Level n die Anzahl 8 - 2" der Elemente am Rand.

4.3.2 Berechnung der Kontraktionskonstanten cy

Da die Kontraktionskonstante cx im Allgemeinen nicht bekannt ist, wurde sie naherungsweise
als betragsgrofiter Eigenwert des Eigenwertproblems

1
<21 + K) v= v fiirve LyI) (4.11)

bestimmt. Das betrachtete Gebiet £2 C R? sei beschriankt mit Rand I = 942. Die Definition
des Randintegraloperators K entspricht der Definition in Abschnitt 1.3.3. Durch Einsetzen
des Ansatzes

Nr
Up = Z vwi
k=1
in die Variationsformulierung
1
<<I—|—K> v,w> =\ (v,w)
2 r
gelangt man zur diskretisierten Formulierung

1
(500 + Ko ) v = Ay (4.12)
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mit
Ml k) = (. 91, k,l=1,...,Nr,
K|l k] = <K¢2,¢?>F kil=1,... Np.

Das algebraische Eigenwertproblem (4.12) wurde fiir die drei in Abschnitt 4.3.1 einge-
fiihrten Gebiete gelost. Die Matrizen wurden mittels eines C+-+-Programms aufgestellt.
Die Eigenwertberechnungen selbst wurden in Octave durchgefiihrt. Gerechnet wurde je-
weils bis Verfeinerungslevel 9. Tabelle 4.1 zeigt die Ergebnisse zusammengefasst. #Q /K
steht dabei fiir die Anzahl der Randelemente von Quadrat und Kreis, #L symbolisiert die
Anzahl der Randelemente des L-Gebietes.

L #Q/K #L Quadrat Kreis L-Shape

0 4 8 0.7206356001526513 0.7206356001526513 0.7851210048588131
1 8 16  0.7206356001526525 0.6074655536107332 0.7978354787052745
2 16 32 0.7268722046174507 0.5533955841236782 0.8014788514767224
3 32 64  0.7318268018037499 0.5266562106933517 0.8030205332368261
4 64 128  0.7354068345752441 0.5133229251485274 0.8037963815115907
5 128 256 0.7380102573466732 0.5066608155935682 0.8042130227794598
6 256 512 0.7399543439062384 0.5033303269431467 0.804444130936486
7 512 1024 0.7414465072903751 0.5016651533667617 0.8045748384866186
8 1024 2048 0.7426196470888883 0.5008325753868862 0.804649673571753
9 2048 4096 0.7435607874500043 0.5004162878673967 0.8046928527412514

Tabelle 4.1: Die betragsgrofiten Eigenwerte als Ndherung von cg

Quadrat Kreis L-Shape

I
max. Eigenwert
°
3 o
& 3

4 6 8 2 4 6 ] 2 4
Verfeinerungeve ~~ Vefeneu ngded — Vefeneur ngslevel

Abbildung 4.3: Die betragsgrofiten Eigenwerte als Naherung von ck

4.3.3 Ergebnisse

Die betragskleinsten Eigenwerte von (4.10) der Level 1, 3 und 5 und zum Vergleich die
Funktion (4.5) wurden fiir jedes der betrachteten Gebiete geplottet.
Fiir den Kreis als einziges der betrachteten Gebiete ist cx = 0.5 bekannt. Die durch die
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Eigenwerte der verschiedenen Level gelegten Kurven scheinen in Abbildung 4.4 {ibereinan-
der zu liegen, allein im unteren Bereich, a € (0,~ 0.125], erkennt man Unterschiede.
Die UnregelméaBigkeiten ergeben sich dadurch, dass der kleinste und der betragskleinste
Eigenwert nicht mehr tibereinstimmen. Um dies zu veranschaulichen wurden zuséatzlich die
kleinsten Eigenwerte mittels Octave berechnet und die Ergebnisse fir Level 1 (Abb. 4.7)
und Level 5 (Abb. 4.8) graphisch dargestellt. Die Grenze des "kritischen’ Intervalls fir a
aus der Graphik deckt sich mit dem kritischen Wert aus Satz 2.1 o > icK = é.

Beim Quadrat (Abb. 4.5) wurde die Vergleichskurve c(a, cx) mit cx ~ 0.744 berechnet,
was dem gerundeten Wert fiir Level 9 in Tabelle 4.1 entspricht. Der kritische Wert aus Satz
2.1, a > iCK ~ 0.186, stimmt in etwa mit der Stelle tiberein, von der an Unregelmafigkeit-
en in der Abbildung zu sehen sind.

Beim L-Shape (Abb. 4.6) wurde mit cx ~ 0.805 gerechnet. Die beobachtete Grenze unge-

fahr bei 0.2 stimmt fast mit dem theoretischen Wert o > icK ~ 0.20125 tberein.

I
0,6 Level 1 ,/”/,
---- Level 3 e
--- Level 5 /,,/
— c(apha, cK - 7
c(apha, oK) -
z
15}
(=)
=
o
7]
c
g
%
g
o]
Ko}
02 \ \ | \
"0 0,2 04 0,6 0.8 1
alpha

Abbildung 4.4: Betragskleinster Eigenwert fiir das jeweilige o beim Kreis fiir cx = 0.5
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Level 1
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--- Level 5
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Abbildung 4.5: Betragskleinster Eigenwert fiir das jeweilige o beim Quadrat fir cx ~ 0.744
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Abbildung 4.6: Betragskleinster Eigenwert fiir das jeweilige a beim L-Shape fiir cx ~ 0.805
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0,05

-0,05

Eigenwert

-0,15 — + kleinster Eigenwert —
X betragskleinster Eigenwert
B — c(alpha, cK) b
_0’2 1 1 1 1 1 1

L L L L
0,08 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 0,2

alpha

Abbildung 4.7: Vergleich zwischen den kleinsten und den betragskleinsten Eigenwerten

beim Kreis, Level 1

0,05 —

-0,05

Eigenwert

0,15 + kleinster Eigenwert —
X betragskleinster Eigenwert
r — c(apha, cK) b
02 L . . . . .

X X X X X X x X X X X

I
0,02 0,04

I
0,06

I I I I
01 0,12 0,14 0,16 0,18

apha

I
0,08

Abbildung 4.8: Vergleich zwischen den kleinsten und den betragskleinsten Eigenwerten

beim Kreis, Level 5



5 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde die Stabilitdt der nicht symmetrischen gekoppelten Formulierung eines Trans-
missionsproblems fiir ein zweidimensionales Lipschitz-Gebiet in der Theorie und anhand
von numerischen Beispielen untersucht. In den Beispielen wurden zugehorige Eigenwert-
probleme fiir verschiedene einfache Gebiete betrachtet. Wie sich herausstellt, ist fiir eine
stabile Diskretisierung die Energie des Problems im Gebiet wesentlich.

Die theoretischen Ergebnisse existieren auch fiir den 3D-Fall [11], es spricht damit nichts
dagegen, entsprechende numerische Experimente durchzufiihren. Der hier diskutierte Zu-
gang kann aulerdem auf die lineare Elastizitdatstheorie ausgedehnt werden.

o1
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