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Kurzfassung

Kiirzlich wurden von F. von LAMOEN Rhomben untersucht, die einem gegebenen Dreieck ABC
umschrieben sind. Den Ecken des Dreiecks werden Rhomben R4(2¢), Rp(2¢) und Rc(2¢) mit
Ecken A, B und C zugeordnet, die in diesen den vorgegebenen Winkel 2¢ besitzen. Thre Dia-
gonalen, welche nicht durch den festbleibenden Eckpunkt des Ausgangsdreiecks gehen, bilden
iiberraschend die Seiten sogenannter Kiepert- Dreiecke zum Dreieck ABC.

Weiters bilden die den Punkten A, B und C' der Rhomben gegeniiberliegenden Punkte A’, B’
und C’ ein Dreieck, welches perspektiv zum Ausgangsdreieck liegt. Das Zentrum dieser Perspek-
tivitédt liegt iiberraschenderweise ebenfalls auf der Kiepert- Hyperbel. Hier wird in Ergédnzung
nachgewiesen, dass die Perspektivitdtsachsen eine Kurve umhiillen, welche im Allgemeinen ra-
tional und von 4. Ordnung ist.

Bei der von F. von LAMOEN angegebenen Erzeugung der umschriebenen Rhomben des Drei-
ecks ABC wurde eine weitere Schar solcher umschriebener Rhomben tibersehen. Sofort stellt sich
die Frage, ob fiir diese zweite Rhombenschar analoge Resultate existieren. Daraufhin habe ich in
dieser Arbeit die von F. von LAMOEN gefundenen Resultate fiir ebene Dreiecke beziiglich der
zweiten Rhombenschar auf ihre Giiltigkeit hin getestet. Es stellte sich heraus, dass auch diese
zweite Rhombenschar dieselben Eigenschaften aufweist wie die erste.

Da iiberdies unlidngst iiberraschende Resultate zu dualen Kiepert- Konstruktionen fir sphérische
Dreiecke publiziert wurden, kénnten Analoga zum obigen Resultat fiir Rhomben auch fiir die
sphérischen Gegenstiicke gelten. Aufgrund dessen habe ich entsprechende Konstruktionen fiir
sphérische Dreiecke und Rhomben entwickelt. Dann habe ich fiir die sphérische Geometrie den
im ebenen Fall giiltigen Zusammenhang mit Kiepert- Dreiecken untersucht. Es stellte sich jedoch
heraus, dass die Diagonalen der sphérischen Rhomben nicht die Seiten eines Kiepert- Dreiecks
bilden, und diese beiden Dreiecke auch nicht perspektiv zueinander liegen.

Als weiters Resultat kann man festhalten, dass ebenfalls keine Perspektivitét zwischen den sphéa-
rischen Dreiecken ABC und den analog konstruierten Punkten A’, B’ and C’ der sphérischen

Rhomben vorliegt.
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Abstract

Lately, F. von LAMOEN was studying certain rhombi circumscribed to a triangle ABC. Let
the rhombus R 4(2¢) have one corner in A where its angle is 2¢. Let the two opposite edges run
through B and C| respectively. This way a one-parameter set of rhombi is defined. In the same
way a set of rhombi Rp(2¢) (or Rc(2¢)) can be defined starting with the vertex B (or C) of
the triangle.

Surprisingly, in each of the three sets the rhombus diagonals that do not contain the corner of
the triangle form the sides of Kiepert- triangles to ABC. Moreover, the points of these rhombi
that are opposite to the triangle vertex form triangles perspective to the initial triangle ABC'
Surprisingly, the center of perspectivity lies on the Kiepert- hyperbola of ABC. The respective
axes of perspectivity envelope a rational curve of order 4.

The generation of such ‘circumrhombi’ of a triangle has been described by F. von LAMOEN.
He obviously overlooked a second family of circumrhombi. This thesis tries to close this gap.
The question whether that additional family shares the same intriguing properties as the initial
one is also posed. Fortunately, the answer is positive.

Recently, spherical triangles and their Kiepert- triangles have been investigated with encouraging
results. In the view of these results circumrhombi to a triangle in spherical geometry have
also been examined in this thesis. The respective constructions for the spherical complement,
however, unveiled a significant difference to the planar situation. It turned out that the diagonals
of the spherical rhombi do not lead to Kiepert- triangles of the triangle ABC. They are not
perspective to ABC. This is why some of the questions that had been asked in the planar case

are idle for spherical triangles and their circumrhombi.
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1 Einleitung

Der holléndische Mathematiker Floor van Lamoen verdffentlichte im Jahr 2003 auf dem 6f-
fentlichen Forum Geometricorum einen Artikel zu Rhomben, die einem allgemeinen Dreieck
ABC' umschrieben werden (Siehe [3]). Da ich mich in der ganzen Arbeit mit den euklidischen
Eigenschaften von Dreiecken beschéftige, habe ich in Kapitel 1 Begriffe wie baryzentrische Ko-

ordinaten, perspektive Dreiecke und Kiepert- Dreieck, -Hyperbel, - Parabel erklart.

In Kapitel 3.1 gehe ich dann néher auf die Ergebnisse aus der Arbeit von F. v. Lamoen ein.
Dieser erklért zu Beginn seiner Arbeit genau, wie solche umschriebenen Rhomben entstehen
und weshalb diese eindeutig sein sollten. Jedoch kann man durch genauere Betrachtung der
Konstruktionsbeschreibung erkennen, dass es eine zweite Schar solcher Rauten gibt, welche vom
Autor nicht erwdhnt wurde. Hierbei stellte sich nun natiirlich sofort die Frage ob diese, ebenfalls
die von F. v. Lamoen angefiihrten Eigenschaften besitzen. In Kapitel 3 meiner Arbeit habe ich
deshalb diese Frage verfolgt. Es stellt sich heraus, dass die Diagonalen dieser zweiten Rhom-
benschar, welche die Eckpunkte ABC nicht enthalten, die Seiten eines Kiepert- Dreiecks zum
Ausgangsdreieck bilden. Natiirlich liegt somit auch das zugehorige Perspektivititszentrum auf
der Kiepert- Hyperbel.

Als nichstes habe ich festgestellt, dass die Eckpunkte A’, B’ und C’ der Rhomben, welche den
Eckpunkten A, B und C' gegeniiberliegen, ebenfalls ein zum Ausgangsdreieck perspektives Drei-
eck bilden. Auch bei dieser Perspektivitat gibt es natiirlich ein Perspektivitatszentrum, welches
ebenfalls auf der Kiepert- Hyperbel liegt.

Da man weif3, dass zu jeder Perspektivitdt auch eine Perspektivitidtsachse existiert, welche eine
bestimmt Kurve umbhiillt, habe ich daraufhin untersucht, wie diese Kurve fir diese Perspektivi-
tat aussieht. Ich kam zu dem Ergebnis, dass es sich im Allgemeinen um eine rationale Kurve 3.

Klasse bzw. 4. Ordnung handelt.

Im letzten Kapitel meiner Arbeit habe ich dann versucht, die Ergebnisse aus Kapitel 3 auch



1 FEinleitung

auf sphérischer Dreiecke bzw. Rhomben umzulegen und Analoga zu den Ergebnissen aus der
Ebene fiir die Sphére zu finden. Jedoch stellte sich relativ schnell heraus, das zumindest die
Erkenntnisse beziiglich des Kiepert- Dreiecks auf der Kugel nicht gelten. Genauso kénnen die
Resultate beziiglich der Perspektivitat der Dreiecke ABC und A’B’C’ fiir die Sphére nicht be-

wiesen werden.



2 Vorbereitung

Alle Abbildungen in dieser Arbeit wurden von mir mit der dynamischen Software Cinderella

(Version 2.8) erzeugt und ebenfalls beschriftet.

2.1 Baryzentrische Koordinaten

Im Folgenden betrachten wir euklidische Eigenschaften von Dreiecken. Daher werden wir unse-
ren Untersuchungen die projektiv abgeschlossene Anschauungsebene zugrunde legen.

Die in der Dreiecksgeometrie unter anderen sehr hiufig verwendeten Koordinaten sind die ho-
mogenen baryzentrischen Koordinaten. Die gebrauchliche Schreibweise ist (u,v,w) oder man

schreibt einfach nur v : v : w.

2.1.1 Berechnung und Eigenschaften

e Man wahle drei Basispunkte A, B, C die nicht auf einer Geraden liegen, die beziiglich ei-
nes kartesischen Koordinatensystems Ortsvektoren &, b und ¢ besitzen. Punkte der Ebene
die durch diese drei Punkte aufgespannt werden, kénnen durch die Parameterdarstellung
Z(u,v) = ¢+ u(@— & + v(b — @) mit u,v € R dargestellt werden. Umformen ergibt die
Parameterdarstellung: Z(u,v) = u-d@+v-b+ (1 — u — v)é Aus Symmetriegriinden kann
man w := 1 — u — v als dritte Koordinate ansetzen und erhilt Z(u, v, w) = ud@ + vb + wé.
Die Koordinaten u,v,w sind hier die baryzentrischen Koordinaten des Punktes beziiglich
der Basispunkte A, B, C', wobei u +v +w = 1 gilt.

Die homogenen baryzentrischen Koorinaten haben die Form (u : v : w) wobei die Summe
bei ihnen aber nicht festgelegt ist. Das heifit, dass (zu : zv : zw) den gleichen Punkt

darstellen wie (u: v : w) fur z € R\{0}.

e Ohne Beweis seien die folgenden einfachen Bedeutungen der baryzentrischen Koordinaten

angegeben die auch in [1] zu finden sind:



2 Vorbereitung

- Flicheninhalt A (2(u, v, w), b, ?)
Flicheninhalt A (@, b, ©)

Y Flacheninhalt A (a, #(u,

v, w), €)
Flicheninhalt I\ (@, b,

&)

Flicheninhalt I\ (@, b, &(u, v, w))
Flicheninhalt A (@, b, ©)

w =

Hierbei ist zu erwdhnen, dass der Fldcheninhalt eines Dreiecks immer positiv ist. Bary-
zentrische Koordinaten konnen aber durchaus ein negatives Vorzeichen besitzen. Daraus
folgt folgende Vereinbarung: Die Gerade BC' teile die Ebene in zwei Halbebenen. Die
u-Koordinate von P sei positiv, wenn P in der gleichen Halbebene wie A liegt, sonst ne-

gativ. Analoges gelte auch fiir die v- und w- Koordinaten von P.

Drei Punkte mit baryzentrischen Koordinaten (uy,v1,w;),(ug, va, w2) und (us, vs, ws) lie-

gen genau dann auf einer Geraden wenn
up v W
uy vy wp| =0
uz vz w3
gilt.
Durch diese Beziehung kann man auch Geradengleichungen in baryzentrischen Koordina-

ten aufstellen. Diese Gleichungen haben dann die Form

au + fv +yw = 0, (1)

wobei zumindest einer der reellen Koeffizienten «, 5 oder v ungleich 0 sein muss. (a : 3 : 7)

werden als homogene Geradenkoordinaten der Geraden mit der Gleichung (1) bezeichnet.



2 Vorbereitung

e Sind drei Geraden mit den Gleichungen aju 4 S1v + y1w = 0, asu + Bov + yow = 0 und
asu + P3v + y3w = 0 gegeben, so schneiden sich diese genau dann in einem Punkt P oder

sind zueinander parallel, wenn die folgende Bedingung

ar f1om
az fPa 2| =0
as B3 73
gilt.
Zwei Geraden der Form aju + S1v +viw = 0 und agu + Bov + yow = 0 sind parallel, wenn

sie sich auf der Ferngeraden u + v + w = 0 schneiden. Parallele Geraden sind daher durch

a1 B1om
as P2 72| =0
1 1 1

charakterisiert.

2.1.2 Umrechnungsformeln zwischen baryzentrischen und kartesischen

Koordinaten

e Sind (u: v :w) # (0:0:0) die homogenen baryzentrischen Koordinaten eines Punktes
P(xz,y) und (xa,y4), (xB,ys) und (zc,yc) die Eckpunkte des gegebenen Dreiecks in

kartesischen Koordinaten, so gilt:
U-rA+v-rp+w- 20
U+ v+w

:U‘Z/A+U'yB+w'yc
y u+v+w

2.2 Perspektive Kollineation und Perspektive Dreiecke

Als perspektive Kollineation wird in der ebenen Geometrie eine Kollineation bezeichnet, die eine
Fixpunktsgerade und ein Zentrum besitzt. Das Zentrum ist jener Punkt, durch den jede Gerade
eine Fixgerade ist.

Zwei Dreiecke heiflen zueinander perspektiv beziiglich eines Punktes Z, wenn sich die Verbin-
dungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte (also zum Beispiel [AA']) alle in diesem Punkt
schneiden. Siehe Abbildung 2.1.



2 Vorbereitung

Abbildung 2.1: Perspektive Dreiecke bzgl eines Punktes

Dreieckspaare der projektiv abgeschlossenen euklidischen Ebene die beziiglich eines Zentrums
perspektiv liegen, sind dies auch beziiglich einer Achse. Diesen als Satz von Desargues bekannten
Satz beweisen wir hier als Satz 1 im néchsten Abschnitt.

Zwei Dreiecke heiflen zueinander perspektiv beziiglich einer Geraden a, wenn die Schnittpunkte
entsprechender Seiten der Dreiecke (also [AB] N [A'B’]) alle auf dieser Geraden liegen. Siehe
auch Abbildung (2.2).

Abbildung 2.2: Perspektive Dreiecke bzgl einer Achse
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2.3 Der Satz von Desargues

Satz 1 (Desargues). Seien A, B,C und A’, B',C" paarweise verschiedene Punkte in einer pro-
jektiven Ebene, sodass sich die Verbindungsgeraden [AA'], [BB'] und [CC'] in einem Punkt Z
schneiden. Dann folgt, dass
P :=[AB|n[A'B], Q = [BC|n[B'C], R:=[CAIN[C'A"]

kollinear, also auf einer Geraden liegen.
Beweis: Zur Vorbereitung setzt man folgende Hilfspunkte, die auch in der Abbildung (2.3) zu
sehen sind:

S :=[AB]|n[CC"

T :=[A'Bn[CC

U :=[PR|N[CC"

V .= [PR]N[BC]

T := [PR|N[B'C’]

Abbildung 2.3: Satz von Desargues



2 Vorbereitung

Nun wendet man mehrmals eine Zentralprojektion an und es folgt

Proj.a—sa1 mit Zentrum C Proj.ai—a) mit Zentrum Z
DV (P,R,U,V) = DV(P,A,S,B) =
Proj.a}—z mit Zentrum C’
DV (P,A'.T, B _— DV (P,R,U,W)

Daraus folgt @ =V = W und aus dieser Beziehung auch die Behauptung. B

Interessant ist auch die Umkehrung des Satzes von Desargues, denn dieser entspricht genau

der Dualisierung des urspriinglichen Satzes.

Satz 2 (Umkehrung des Satzes von Desargues). Seien a1, ag, as, al, ah, as paarweise verschiedene

Geraden in einer projektiven Ebene deren Schnittpunkte
alﬂall, agﬂa'z, agﬂag
auf einer Geraden liegen, dann schneiden sich die Geraden
(a1 Naz) V (a} Nadb), (a2 Nas) V (ayNay), (a3 Nay) V (a5Nal)
in etnem Punkt.

Beweis: Durch Identifikation der Geraden ay, ..., a5 mit den Dreiecksseiten aus Satz 1 ergibt

sich die identische Ausgangslage und der Beweis funktioniert deshalb analog.

ap = AV B, aj=A VB
as = AV C, CL/QZA,\/C/

a3 =BVC, ay=B'v '

2.4 Kiepert Dreieck und Kiepert Hyperbel

2.4.1 Vorbereitung

Sei ein Dreieck ABC, welches nicht gleichschenklig ist, mit Seitenldngen a,b und ¢ und Winkeln
a, f und v gegeben. Sei S der zweifache Fliacheninhalt des Dreiecks ABC, und fiir jeden Winkel
@ sei S, 1= § - cot ¢. Dann folgt aus dem Cosinussatz:

Sa:bz—l—c;—az’ Sﬁ:62+a22_b2’ 57:a2+b22_62



2 Vorbereitung

Diese Bezeichnungen folgen den in [2]verwendeten.

Satz 3. Sei ABC ein Dreieck und P ein Punkt auflerhalb von ABC'. Seien ¢ und v die Winkel
4 (PBC) und X (PCB). Dann sind die homogenen baryzentrischen Koordinaten von P gegeben
durch:

(—a®: Sy + Sy Sg+S,)

Nachdem der Cotangens die Periode m hat, seien —5 < ¢ und ) < 3.

Abbildung 2.4

Beweis: Die baryzentrischen Koordinaten des Punktes P sind gegeben durch « : v : w wobei

- _ F(Apep) . F(Aacp) w F(AaBp)
F(Aape)’ F(Aape)’ F(Aagc)
Das ,, — “ in der u -Koordinate kommt daher, weil der Punkt P beziiglich [BC| in der anderen

Halbebene als der Punkt A liegt.
Der Flacheninhalt des Dreiecks BC' P lautet mit den Bezeichnungen von Abbildung 2.4

1
F(ABCP):g'a'ya



2 Vorbereitung
wobei man y mithilfe der Winkel ¢ und v wie folgt ausdriicken kann:
_Y _
tanp ===z -tanp =1y
x

und

tane) = = (a—x)-tany =y

(@ — )

Daraus folgt

X-tan ¢ =y |-tany
(a-x) -tanty =y |-tang

= a-tangptanty =y - (tan ¢ + tan))
tan ¢ tan

:> o P L —
v=a tan ¢ + tan vy
Wenn man jetzt den Ausdruck fiir y in die Formel fiir den Flacheninhalt einsetzt, erhélt man,

1 tan ¢ tan ¢
F(A =—.q? =TT
(Bpor) 9 @ tan ¢ + tan ¢

Und daraus folgt fiir die u- Komponente der baryzentrischen Koordinaten des Punktes P

1. .2 tanptany 2  tangptan
U — F(ABCP) o 3@ tan p+tany a tan p+tan
- - - )
F(Aape) 39 S

wobei S wieder den doppelten Fldcheninhalt des Ausgangsdreiecks ABC' bezeichnet.

Fiir die v -Koordinate der baryzentrischen Koordinaten des Punktes P benotigt man nun den

Flacheninhalt des Dreiecks ACP.

F(Aacp) = 'sin('y+¢)‘b-@

NN~

- (sin~y cos ) + cosysinv) - b- CP

Aus der Abbildung (2.4) kann man auch folgenden Zusammenhang erkennen:

. Y — Y tan ¢ tan Y 1
siny CcP sin ¢ ¢ Yan Y +tany siny
Daraus folgt nun fiir den Flacheninhalt F(Aacp):
1 . . 1 tan ¢ tan ¥
(Aacp) 5 (sin~ycos® 4 cosysin ) S0 a fan g 1 tan g
1 . tan ¢ tan 1
—_. t bheq — 7

5 (sin~y cot ¥ 4 cos7y) a — pyE—

10



2 Vorbereitung

Und daraus folgt nun die v -Koordinate des Punktes P in baryzentrischen Koordinaten:

F(Aacp) %-(sin'ycotw+cos7).b.a, %

F(Aape) I 0 b-siny
sin vy (cotw + M) . tangtany

sin vy tan p+tan ¢

sin
(cot i) + coty) - —"D—tﬁn - j?;n% - S

S

=0 =

Bei der Berechnung der w -Koordinate des Punktes P geht man analog vor wie bei der v

-Koordinate. Der Flacheninhalt des Dreiecks ABP lautet:

F(Aapp) = = -sin(8+¢)-c- BP

- (sin Bcos p + cos Bsing) - ¢ - BP.

N =N =

Wieder ersichtlich in der Abbildung 2.4 ist:

. Y — Y tan ¢ tan ¢ 1
sing = == < BP = —; =aq- - — .
BP sin tanp 4+ tant sine

Nun folgt wieder fiir den Flacheninhalt F(Aapp):

L ' 1 tan ¢ tan
= F(A — . e o
(Aapp) 5 (sin Bcosp + cos Bsinp) - ¢ sin ¢ @ tan ¢ + tan ¢
1 i !

Wiederum folgt nun sofort die w -Koordinate des Punktes P in baryzentrischen Koordianten:

" F(Aapp) _% . (sinﬁcotg@+cosﬁ)-c-a'7;1“;??;;@
F(Aapeo) %-a-c-sinﬁ
_sin (ot + S25) - Ly
N sin 8
tan o tan
:>w:(cotcp+cotﬂ)-%-5
3 )

Noch einmal zusammengefasst lauten die baryzentrischen Koordinaten des Punktes P also:

2, tan ¢ tan ¢

tan ¢-+tan
U=—-——-"]""—"—
S
t tan ¢

(ot +coty) - gRERG - S
S

" (cotgp—I—cotﬁ)'%'S
- S

11



2 Vorbereitung
Die zugehorigen homogenen baryzentrischen Koordinaten sind daher:
(u:v:w)=(—a: (coty) +coty) S : (coty + cot B) - S)
Aus S, = S - cot ¢ folgt nun:
(u:v:w)=(—a®: Sy +Sy:S5+5S,)

2.4.2 Kiepert Dreieck

Satz 4 (siehe: [3]). Man errichte tiber den Seiten eines allgemeinen Dreiecks ABC' drei dhnliche
gleichschenklige Dreiecke ABCY, AB¥YC und A¥BC, wobei die Punkte A¥, B¥ und C¥ jeweils
den Basen der gleichschenkligen Dreiecke gegeniiberliegen und nicht in derselben Halbebene liegen
wie der nicht verwendete Punkt des Ausgangsdreiecks ABC'.(p bezeichnet den Winkel den die
Geraden AC¥, BC¥, BA?, BC?, CA¥Y und CBY¥ mit den jeweiligen Basen einschliefSen.) Dann
schneiden sich die Verbindungen von A¥ und A, B¥Y und B und C¥ und C in einem Punkt Z.
(siehe auch Abbildung 2.5).

Definition 1. Die Punkte A?, B¥ und C¥ bilden das sogenannte Kiepert Dreieck K (o).

Abbildung 2.5: Kiepert Dreieck

12



2 Vorbereitung

1 0 0
Beweis: Seien die Punkte A= | |,B=]1| und C= | 0| gegeben. Aus Satz 3 kann man

0 0 1
die baryzentrischen Koordinaten des Punktes A® angeben. Diese lauten:

AP = (—a®: 8, + S, : S5+ S,).

Die Berechnung der homogenen baryzentrischen Koordinaten der Punkte B¥ und C¥ erfolgt
analog und ergibt mit den zyklischen Vertauschungen (A - B - C — A) = (a > b — ¢ —
a) = (o, B,7) = (B,7,0) = (v,0,8) = (. 8,7)) = ((u:v:w) = (wiuzv) = (viw:u) —

(u:v:w)):

B? = (S, +8,:—b*: Sq + S,)
C? = (Sg+ Sy : Sa+ S, : —c2).
Nun verbinden wir wie in Abbildung (2.5) die Punkte A und A%, B und B¥ und C und C¥

durch Geraden die dann miteinander zu schneiden sind. Die homogenen Geradenkoordinaten

errechnen sich so:

1 —a? 0

[AA?] ... [o| x Sy + S, | =1-(S5+S,) (2.4.1)
0 SB + SSQ S'y + S(p
0 Sy + S, Sa + Sy

[BB?]...[1]| x —b? = 0 (2.4.2)
0 Sg+ S, —(Sa + Sy)

[CC?l... [0 x| Sa+S, =] Ss+5S, (2.4.3)
1 —c? 0

Um zu tberprifen ob sich diese Geraden tatsdchlich in einem Punkt schneiden, bildet man

die Determinante der Matrix der Spaltenvektoren (2.4.1), (2.4.2) und (2.4.3). Es ist
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2 Vorbereitung

0 Sa + S, —(Sa + Sy
det —(Sﬂ + S@) 0 Sg + S@
Sy + S, —(57 + Sgo) 0

= (Sﬂ + Sw)(Sv + Ss@)(soc + Sso) - (SB + S@)(Sv + S@)(Sa + S<p) =0

Die drei Geraden sind daher kopunktal. H

Zur Berechnung der Koordinaten des Zentrums Z schneidet man einfach zwei Verbindungs-

geraden von vorhin, zum Beispiel [AA?] und [BB¥]. Wir berechnen

0 Sa + S, (Sg +Sg) - (Sy + Sp) SaJlrS¢
Z=1—=(Sg+5,) | 0 = | (Sy+80) - (Sa+5,) | = | 55352
S, + S, —(Sy +Sy) (S +5p) - (Sa+Sp) e

Korollar 1. FEs ldsst sich leicht nachweisen, dass die homogenen baryzentrischen Koordinaten

oo . . . -sin(8—7) b-sin(y—a) csin(a—B) _ - s s
(u:v:w) dieser Zentren die Gleichung asmi + o + o = 0 erfiillen. Dies ist

die Gleichung der sogenannten Kiepert- Hyperbel.

Weiters umbhiillen die Achsen eine Parabel, namlich die Kiepert- Parabel. Siehe auch [4] und [5].

2.4.3 Kiepert Hyperbel

Definition 2. Die Kiepert Hyperbel ist der Ort der Punkte der Zentren Z fiir variables ¢ €

(-3, (3]

14



2 Vorbereitung

Abbildung 2.6: Kiepert Hyperbel

Korollar 2. Nach [6] ist die Kiepert Hyperbel eine gleichseitige Hyperbel welche durch folgende
Punkte verlduft:

e die Ecken des gegebenen Dreiecks ABC),

e den Hohenschnittpunkt,

e den Schwerpunkt

e den Spieker- Punkt

e beide Napolen- Punkte,

o beide Fermat- Punkte und

o beide Vecten- Punkte.
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2 Vorbereitung

Abbildung 2.8: Kiepert Hyperbel und Parabel

16




3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

3.1 Ein Ergebnis von F. van LAMOEN

Die folgenden Ergebnisse finden sich bei F. van LAMOEN in [3].

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Wir bestimmen Rhomben R4(2¢) mit Ecken in A, A;, A’, A¢,
deren A gegeniiberliegende Seiten [AAp] bzw. [AA¢] die Dreiecksecken B und C enthalten (even-
tuell auch in der Verldngerung), wobei der Winkel J Ay AA,. mit 2¢ bezeichnet werde. So ein
Rhombus ldsst sich dann wie folgt konstruieren (siehe auch Abbildung 3.1):

Abbildung 3.1: Rhombus bei Drehung um A

Sei R4(2¢) der Rhombus AA, A’ A, mit J AyAA. = 2¢, B, das Bild des Punktes B bei der
Rotation um 7 — 2 um A und C, das Bild des Punktes C nach der Rotation um 2¢ — 7.
A’ sei der Schnittpunkt der Geraden [B,C| und [C,B] also A" = [B,C] N [Cy,B].

Die Punkte A, € [C,A"] und A € [B,A’] kénnen nun durch Parallelverschieben so konstruiert
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

werden, dass AA.ApA’ ein Parallelogramm ist.

Da die Dreiecke AC,B und AC B, kongruent sind, sind die Absténde von A zu [B,A'] und [CyA’]
gleich lang. Damit ist das Parallelogramm AA.A,A’ ein Rhombus.

Weiters gilt, dass die Gerade [B,C] = [A’A.] das Bild der Geraden [C,B] = [A’A] nach der
Rotation um A mit Winkel J m — 2¢ ist, sodass fiir den Winkel J A A’ Ay gilt: X A A’ Ap = 2.
Damit ist der Rhombus AA,A’A. := Ra(2¢) einer der gesuchten Rhomben.

Es ist ebenfalls leicht erkennbar, dass dieser Rhombus R 4(2¢) der einzige Rhombus mit diesen
Voraussetzungen ist.

Analog gehen wir fiir Rhomben mit Ecken in B bzw. C' vor und erhalten Rhomben Rp(2¢) bzw.
Re(2¢).

Abbildung 3.2: Die Rhomben R (2¢),Rp(2¢) und Rc(2¢)

Die obige Konstruktion liefert fiir Drehung um den Winkel — (7w — 2¢) ebenfalls einen Rhom-
bus mit den angegebenen Eigenschaften. Dieser zweite Rhombus R4(—2¢p) besitzt im Punkt
A ebenfalls den Offnungswinkel |2¢| und wurde in der Arbeit [3] nicht erwiihnt. (Siehe auch
Abbildung 3.3)
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

Abbildung 3.3: Beide Rhomben bei Drehung um A

Aus dieser Tatsache folgt, dass es insgesamt also 6 Rhomben zu einem Dreieck ABC' gibt.

Diese sind in Abbildung 3.4 dargestellt.

Abbildung 3.4: Alle 6 Rhomben des Dreiecks ABC
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben
Nun gilt mit [3] der folgende Satz:

Satz 5. Die Diagonalen [AyAc], [BaBc| und [CoCyp] der Rhomben RA(2¢), Rp(2¢) und Rc(2¢)
baw. AyA., BuBe und Co,Cy der Rhomben Ra(—2¢), Rp(—2¢) und Ro(—2¢) bilden genau das
Kiepert Dreieck K(p) bzw. K(—p) des Dreiecks ABC, wie auch in Kapitel 2.4.2, Definition 1

beschrieben.

Abbildung 3.5
Beweis: Wir betrachten die beiden Rhomben R4(2¢) und Rp(2¢) mit X AA’B = ¢ mod m,

sowie Y AB'B = ¢ mod 7. Nach dem Peripheriewinkelsatz (siehe [7]) liegen die Punkte A, B, A’
und B’ auf einem Kreis. (Siche Abbildung 3.6)
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

Abbildung 3.6

Der Mittelpunkt dieses Kreises, ist der Scheitel C'¥ des gleichschenkligen Dreiecks, welches
tiber der Gerade [AB] mit dem Winkel ZAC¥B = 2¢ konstruiert werden kann.
Dies zeigt, laut dem Peripheriewinkelsatz, dass C¥ auf den Streckensymmetralen der Strecken
AA’ und BB’ liegt und auch, dass C¥ = [ApA.] N [ByBe).
Analoges gilt, nach zyklischen Vertauschungen, auch fiir BY und C¥. B

Satz 6 (Siehe auch [3]). Seien das Dreieck ABC und der Winkel ¢ € [—(%),(5)] \ {0} gegeben.
Seien wiederum die Punkte A’', B' und C' diejenigen Punkte der Rhomben Ra(2¢), Rp(2¢) und
Rc(2¢), die den Punkten A, B und C' gegeniiberliegen. Das Dreieck, das diese drei Punkte bilden,

ist perspektiv zum Ausgangsdreieck ABC'.

Beweis: Fiir den Beweis berechnen wir die baryzentrischen Koordinaten der Punkte A’, B’
und C’. Dann werden ihre Verbindungsgeraden mit den Punkten A, B und C ermittelt und
deren Kopunktalitét festgestellt.

Der Beweis wird hier nur fiir die erste Schar von Rhomben gezeigt, also fiir die Rauten R4(2¢), Rp(2¢)
und Rc(2¢p). Fiir die zweite Schar kann analog geschlossen werden.

Zuerst werden wir nun die homogenen baryzentrischen Koordinaten fiir den Punkt A’ berech-

21



3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

nen. Dafiir muss man zu Beginn einmal die Koordinaten der um A gedrehten Punkte B und C

ermitteln. Betrachte hierzu auch die Abbildung (3.7).

Abbildung 3.7: Der um A gedrehte Punkt B

Die homogenen baryzentrischen Koordinaten des Punktes B, lassen sich beziiglich ABC' fol-

gendermaflen eruieren:

By=(u:v:w) = (F(Ap,c): F(Aacs,) : F(AaBB,))-

(BBa)? = 2¢* — 2¢% cos(m — )

= 2¢%(1 — cos(m — )

= 4¢? sin? <M>
2

= BB, = 2csin <7T;S0)

=u: F(App,c) = ‘a-BBa-sin<ﬁ—920)

ofesn(75)on (53
ol (5)on (-]

N = N~ N

Analog berechnen wir

v:F(Aacp,) == -b-csin(r — ¢ — )

N |
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

-c[b - sin(a + ¢)],

DO | =

2

w: F(Aapp,) = = - csin(m — ¢)

N —= DN -

- c[e - sin ¢

= B,= (; - C [2acos (S;) sin< — g)] : —% ~c[b-sin(a + )] : % 'C[C'Sin@])

= <2acos (g) sin( - g) :—b-sin(a+¢) : c-singp).

Weiters bestimmt man analog die baryzentrischen Koordinaten des Punktes Cj:

Abbildung 3.8: Der um A gedrehte Punkt C

Ca=(u:v:w) = (F(Apcc,) : F(Aacc,) : F(Aapc,))
(CCL)?* = 2b% — 2b% cos(m — )
= 2b*(1 — cos(m — )
— 4b? sin? <”;90)

= CC, = 2bsin (71'_2('0>
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

1 .
:u:F(ABCCa):2-a-CCa-sin(7—§>
zl-a{%sin(M)sin(’y—@)}
2 2 2
_1 LA _¥
=3 b[2acos<2)sm<7 2)]
sowie
]. 2 .
v:F(Aacco,) = i-b sin(m — ¢)
:%'b-[b-sincp]
1 .
w:F(AABCa):§-b-csm(7r—cp—a)
:%-b-[c-sin(a—i—ap)]

= o= (50 [2acos () sin (7= £) |+ 5 blo-singl s =5 e sinfa + )

= (2(1COS (g) sin (7 - (§> :b-sing : —c-sin(a + cp)>

Nun kann man die homogenen Koordinaten der Verbindungsgeraden [C'B,] sowie [BC,] er-

mitteln.

0 2a.cos () sin (8 — %) b-sin(a + )
[CBJ= 0| x —b-sin(a + @) = | 2a-cos (£) -sin (6 - £)

1 ¢ - sin(yp) 0

0 2a.cos (£)sin (y — %) —c-sin(a + @)
[BCa]= | 1] x b-sing = 0

0 —c-sin(a + @) —2a - cos (%) -sin (y — %)

Den Punkt A’ erhélt man, indem man die Geraden [CB,] und [BC,] miteinander schneidet,

also A" = [CB,] N [BC,):
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

b-sin(a+ ¢) —c-sin(a + @)
A= 2a - cos (§) -sin(B— %) | X 0
0 —2a - cos (%) - sin (y —

—4a? - cos? (£) -sin (B — £) -sin (y — £)

1B

= 2absin(a + @) - cos (%) -sin (y — 5)

2ac - cos (£) -sin (8 — £) - sin(a + )

—2acos (%) -sin (B — %) - si

=
—~
2
|
NS
~—

= bsin(a + ¢) - sin (y — %) =
csin(a+ @) -sin (8 — %)
_ 2a
sin(a+¢)

b
cos(5)em(3 5

>

c
cos(%)-sin('yf%)

Als nichstes werden wir nun den Punkt B’ berechnen. Dazu miissen wir wieder als erstes die

homogenen baryzentrischen Koordinaten der nun um B gedrehten Punkte A und C bestimmen,

betrachte hierzu Abbildung 3.9

Abbildung 3.9: Der um B gedrehte Punkt A

A=(u:v:w) = (F(Apay,c) : F(Aaa,c) s F(Aaa,B))

Wir berechnen wie vorhin:

(AAY)? = 2¢% — 2¢2 cos(m — )
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

= 2¢%(1 — cos(m — )

= 4¢? sin? <7T _ 80)
2

= AA, = 2csin (W;(’D>

1
:u:F(ABAbc)ZE'G'CSiH(ﬁ‘f“P_W)
1
zi-c[a-sin(ﬂ—i-go)]
1 _ ¥
U:F(AAAbC):Q'b'AAb'Sln(O‘_2)
1 —
= §-b~ [2csin (7T2('0> sin (a— g)]
1
:~c[2bcos (go) sin (a_goﬂ
2 2 2
1 5.
QU5F(AAA,,B):§'C Sln(ﬂ_(:p)
! cle - sin @]

= A= (; -cla-sin(f + )] : —% e |:2[)COS ((g) sin (a — g)] : % - c[c - sin w])
= (a -sin(B + ) : —2bcos (g) sin (a = g) c-sin <P)

Der um B gedrehte Punkt C' besitzt das Bild C}, welcher die folgenden baryzentischen Koor-

dinaten besitzt:

Cr=(u:v:w)=(F(Apc,c): F(Aac,c): F(Aape,))
(CCy)? = 24 — 24 cos(m — )

= 2a2(1 — cos(m — )

— 42 si 2(”‘@)
a” sin 5

= CCy = 2asin (772('0>
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

NS

N 3 g W-(p-B

P
Co-.

Abbildung 3.10: Der um B gedrehte Punkt C

1
:u:F(ABCbC)ZE'aQSin(W—@)
L
—2~aa-s1n<p]
1 el ¥
v F(AACCb)zz'b‘C'Cb-&n(’y—2)
zl-b[Qasin(w>sin<7—@>}
2 2 2
_ 1 LA _‘P)]
=3 a{2b008(2>sm<fy 5
1 .
w F(AABCZ,):i‘a'C-SIH(,B—I-QD—?T)
1
= & ale-sin(3 + )]

= Op= (; -ala - sin ) : —% ‘a [2bcos (;0) sin (’y — g)} : % ~afc-sin(B + 90)]>

= <a -sin : —2bcos (i) sin (7 — i) tc-sin(8 + 90))

Nun ermittelt man wiederum die homogenen Geradenkoordinaten der Geraden [AC}y| sowie

[CAy].
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

1 a - sin 0
[ACp]= 10| x | —2bcos (%) sin (y — %) = —c-sin(B + ¢)
0 c-sin(B + ¢) —2b-cos (%) -sin (y — %)
0 a-sin(B + ¢) 2b - cos (£) - sin (a — %)
[CA=10] x| —2bcos (£)sin(a—£) | = a-sin(f + ¢)
1 c-singp 0

Den Punkt B’ erhélt man nun, indem man die Geraden [AC}] und [C'Ap] miteinander schnei-

det, also B’ = [AC},] N [C' Ap):

B = —c-sin(8 + @) X a-sin(B + ») -
0

0 ) 2b - cos (£) - sin (a — %)
)

2ab - cos (£) -sin (y — %) - sin(B + ¢)
= | —4b? - cos? (£) -sin(y— %) -sin(a — ) | =
2bc - cos (§) - sin (a — %) -sin(B + )

asin(f + ¢) -sin (y — %)
—2bcos (%) -sin(y— %) -sin(a— %) | = (3.1.2)
( )

>

csin

a

cos(%)-sin(af%)
)
sin(B+)

>

C
cos(%)sin('y—%)

Als letzter Punkt muss nun auch noch C’ bestimmt werden. Dieser ist der Schnittpunkt der
Geraden [AB.] und [A.B], also miissen zuerst die baryzentrischen Koordinaten der Punkte A,

und B, eruiert werden.

Ac=(u:v:w) = (F(Apea,) : F(Aaa.c) : F(Aaa.B))
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

Abbildung 3.11: Der um C gedrehte Punkt A

(AA,)? = 2b* — 212 cos(m — )

= 2b%(1 — cos(m — )

— A2 s 2<7T—<P>
b” sin 5

= AA. = 2bsin (7?0)

1
iu:F(ABCAC)zi-a-bsin(y—l—gp—w)
1
= 5 -bla-sin(y +¢)]
1 2 .
U:F(AAACC):i'b sin(m — @)
1
zi-b[b-singo]
1 —_— . %
w F(AAACB):2-C-AAC-SH1(O¢—2>
U Topin (= sin (0 @
=3 C|:2bSlIl( 5 )sm(a 2)}
=3 b{2ccos(2>sm(a 5
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

5 -bla - sin(y + )] : % -bb - sin ] : —% b |:2€COS (i) sin (a — (gﬂ)

-sin(y 4 ¢) : b-sinp : —2ccos <§) sin (a - g))

B, = (u:v:w)=(F(Apen.) : F(Aap.c) : F(AaBB.))

Abbildung 3.12: Der um C gedrehte Punkt B

(BB.)? = 2a® — 2a® cos(m — ¢)

= 2a%(1 — cos(m — )

= 4a? sin® (W _ 90)
2

= BB, = 2asin <7T;<’0)

2

= u: F(Apep.) = = -a”sin(m — )

- ala - sin @]

R R

1
v:F(AABCC):§'a-bsin(’y+4p—7r)

30



3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

~alb - sin(y + ¢)]

N | =

w: F(Aapc,) = -c-BBc-sin<B—(§>

(75 (5-3)
ofern(Z)en (o)

N = N = N =

3= (3 lavsingl g lbsinGyo+ ) o [pecos (£) i (5- £)] )
~ (a -sing : b-sin(y + ) : —2ccos (g) sin (5 - g))

Wiederum berechnet man die homogenen Koordinaten der Verbindungsgeraden [AB.| sowie

[BA.] und ermittelt die homogenen baryzentrischen Koordinaten des Punktes C”:

1 a - sin(p) 0
[ABc]= [0 | x b-sin(y + ¢) = | 2ccos (%) sin (B — %)

0 —2ccos (%) sin (8 — %) b-sin(y + ¢)

0 a-sin(y + @) —2ccos (§) sin (o — Z)
[BAJ= | 1] % b - sin(yp) = 0

0 —2ccos (%) sin (o — £) —a - sin(y + @)

0 —2ccos (%) sin (o — %)
= | 2ccos (§)sin (B — %) [ X 0 =
b-sin(y + ¢) —a - sin(y + @)

1B

'
¥
5
%)
bsin( ) -sin (a — %) = (3.1.3)
—2ccos (%) -sin (o — £) -sin (8 — F)
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

a
cos(% ) -sin(af %)
Sy b
(2 (-3
o 2c
TOTD)

Nachdem wir nun A’, B’ und C’ bestimmt haben, kénnen wir iiberpriifen, ob die beiden Drei-
ecke ABC und A’B’C’ zueinander perspektiv sind.
Wir berechnen die Schnittpunkte der entsprechenden Geraden und kontrollieren, ob diese zu-
sammenfallen. Ist dies der Fall so wollen wir den Schnittpunkt mit Z, bezeichnen. Betrachte

dazu auch Abbildung 3.13.

Abbildung 3.13

Zu Beginn werden wir den Schnittpunkt der Geraden [AA’] und [BB’] bestimmen, welchen
wir mit Z; bezeichnen werden.

Die homogenen baryzentrischen Koordinaten der Punkte A’, B und €’ findet man in (3.1.1),
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

(3.1.2) und (3.1.3). Wir berechnen:

1 —2acos (£) -sin (8 — £) -sin (v — £)
[Ad]=]0] x bsin(a + ) - sin (y — £) -
0 csin(a + ¢) - sin (8 — £)

0
= | —c-sin(a+ ¢) -sin (8 — %)
b-sin(a +¢) - sin (y - §)
0 asin(f + ¢) - sin (y — §)
[BB'] = | 1| x | —2bcos (£) -sin (y — £) -sin (a — £) | =
0 esin(B + ) - sin (o — £)

= 0

—a -sin(B + ) -sin (y — £)

0 asin(y +¢) - sin (8 — %
[cCT= 0] x bsin(y + ¢) - sin (o — £
1 —2ccos (£) - sin (a— %) -sin (8 — £)
—b-sin(y + ) - sin (o — §)
= | asin(y+¢) sin (8- %)

0
Dann ist
Zy =[AA] x [BB'| =
0 c-sin(f + ) - sin (o — £)
= | —c-sin(a+¢)-sin(B—- %) | X 0
b-sin(a+ ¢) - sin (y — £) —a-sin(B + @) -sin (y — £

¢ -sin(a + @) - sin (8 — %) -sin(B + ¢) - sin (o — %)

a.sin(ﬁ—%).sin(,y_%)
=|b-sin(a—£)-sin(y—£) | =
c-sin (o — £) -sin (8 — £)
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- eSO (5 ) (- )
= b.%.sm(a_%)smh_%) =
C.Wsin(a—%ysin(ﬁ—%)
sina-%sin(ﬂ—%)'Sin(V_g)
= |sinf- MO gin (0 — £)sin(y - £) [ =
siny - 222802 0 (o ) -sin (3
Sina-sin(,@—%) SID(W—%)
sin 3 - sin (y — %) - sin (a — %)
sinvy - sin (a« — %) - sin (8 — %)

Nun folgt die B

wird.

erechnung des Schnittpunkts der Geraden [AA’] [CC'], der mit Z; bezeichnet

0
[AA'] = | —¢-sin(a + ) -sin (8 — £)
b-sin(a + ) -sin (5 — %)
—b-sin(y + ) - sin (o — £)
[CC'] = | a-sin(y+¢)-sin (8- %)
0
[AA] x [CC'] =
0 —b-sin(y + ¢) - sin (a —
—c-sin(oH—cp)-sin(ﬁ—%) X | a-sin(y + ¢) -sin(ﬁ—%
b-sin(a%—go)-sin(vg)) 0
—a-b-sin(a+ @) -sin (y = §) -sin (§ — ) -sin(y + )
=| —b?-sin(a+¢) sin(y— %) -sin(y+ ) -sin (a — £
—b-c-sin(a+ ) -sin (8 — %) -sin(y + ¢) - sin (

-sin (7 2) -sin (3 - 2)
bosin(a—%)-sin(y—%) [ =
c-sin(f— %) sin(a— %)
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

a.%&nw £) -sin (v — %)

= b-% Sm( %)Sln(v—g) =
o O Gy (o £) - sin (5 - )
sina-msin(ﬁ—g)-sm('y—g)

= |sinf3- w sin (@ — %) -sin(y— %) | =
sin 7y - bmo‘?nﬁsm(a £)-sin (8 — %)
sina - sin (8 — ) -sin (y — £)

= |sinf-sin(a— %) -sin(y — %)

sin~y - sin (o —

voP6
2
=
=
|
8916

Daraus folgt, dass unabhéngig von ¢ Z; = Z5 gilt.
Damit folgt die Behauptung, dass die beiden Dreiecke ABC und A’ B’C’ perspektiv zueinander
mit Zentrum Z, = Z; = Zs sind.

Satz 7. Das Zentrum Z, aus dem vorigen Satz liegt auf der Kiepert- Hyperbel. (Siehe auch
Abbildung 3.14).

Abbildung 3.14: Perspektive Dreiecke mit Kiepert- Hyperbel

Beweis: Die Gleichung der Kiepert- Hyperbel lautet, wie auch schon in Kapitel 2.4.2, Korollar
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

1 erwahnt:
a-sin(f — ) n b-sin(y — «) n c¢-sin(a — f) —0
U v w

Sa-v-w-sin(f—7y)+b-u-w-sin(y—a)+c-u-v-sinfa—F)=0

Die Behauptung ist nun leicht nachzuweisen, indem man die homogenen baryzentrischen Ko-

ordinaten (u : v : w) des Zentrums Z, in die Gleichung der Kiepert- Hyperbel einsetzt. Zu zeigen

ist:

a-sinf - sin (a ‘5) sin (7 - ‘5) sin(y) - sin (a - g) sin (5 - g) -sin(8 — )+
+b-sina - sin ( g) sin (’y - g) -sin() - sin (a - ‘;) sin (5 - ) sin(y — o)+
+c-sina - sin ( g) - sin (7 - g) -sin(B) - sin (a - g) - sin (v - ) sin(a — f) =
wel G

Wir formen um zu

{sin (a — i) - sin (ﬁ — i) - sin (7 — i)} . {a -sin(3) - sin(7y) - sin <a — 820) sin(B — ) +

+b - sina - sinvy - sin (ﬁ— (;)) -sin(y —a) + c-sina-sin 5 - sin (’y— g) -sin(a—ﬁ)} =0

sowie zu

Finm—g)-sm(ﬁ—5)-sin(v—?§>] { a .sin<a—§>-sin(ﬁ—7)+

sin « - sin 3 - sin~y sin «

-sin(,@—(g)-sin(’y—a)—i—si;y-sin(fy—i)-sin(a—ﬁ)] =0.

n b
sin 8

a_ — b _ gilt, ist folgender Ausdruck dquivalent zum obigen:

Da nach dem Sinussatz 5 — = - 3 sm
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[ a sin (o — £) -sin (8 — £) -sin (y — £)
| sin sina -sin B - sin~y

. :sin (a — g) -sin(B — y) + sin (B - g) -sin(y — &) +sin (’y - i) -sin(a — 5)} =0

[« sin (a — £) -sin (8 — %) -sin (y — 5)
sin(a) sina - sin f - sin -y

<sma cos( — cosa - sin ((;)) - (sin 3 - cosy — cos B - siny) +

<smﬂ cos (i) — cos f3 - sin (g)) - (siny - cosa — cosy - sina) +
¢ [y . . 3
<s1n'y cos (2> — €osy - sin (2)> - (sina - cos f —cosa-sin )| =0

4
a sin(a—%)-sin(f— %) sin(y— %)
sin o sina -sin B - sin~y
. @ . . ¥ .
sino - cos { o -sin 3 - cosy — sin « - cos 5 -cos 3 -siny +
. ® . . '4 .
—cos o - sin 9 -sin B - cosy + cos « - sin ) -cos B -siny +
. 2 . . ‘4 .
+sin g - cos 5 -sin-y - cosa — sin 3 - cos 5 -cosy - sina +
. ) . . 2 .
—cos 3 - sin 3 -siny - cos a + cos 3 - sin 9 -cosy - sina +
. ) . . 14 .
+siny - cos 5 -sina - cos § — siny - cos 5 -cosa - sin ff +
. ® . . ' . _
—cosy - sin{ -sina - cos  + cosy - sin 5 ~cosa-sinff| =
4
0=0

Das ist eine wahre Aussage, also stimmt die Behauptung, dass das Zentrum Z, auf der Kiepert-
Hyperbel liegt.
|

3.2 Die Perspektivitatsachse der Dreiecke ABC und A'B'C’

Nun kann man natiirlich auch die Koordinaten der Perspektivitatsachse der als perspektiv er-
kannten Dreiecke ABC und A’B’'C’ bestimmen. Dafiir verbinden wir die Punkte A und B und

schneiden sie mit der Verbindungsgeraden [A’B’]. Analog gehen wir fir B und C vor. Dann
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

erhélt man die Perspektivitidtsachse p als Verbindungsgerade dieser Schnittpunkte. (Siehe auch

Abbildung 3.15)

N C
N -
~ -
-
\ -
-
-
-
-
-
-
-
-

a-sin(B+ @) -sin (y — %)

[A'B'] = —b-sin(a+ ¢) - sin (y — %) X [ =2b-cos (%) -sin (a— %) -sin (y — %)
£) c-sin(f + ¢) - sin (o — £)

—bc - sin(a + ¢) - sin (’y — %) - sin (a — %) sin(B + ¢) — 2bc - sin(a + ¢) - sin (ﬁ — %) cos (%) - sin (’y — %) - sin (a — %)
= | —2ac - cos (%) - sin (,8 — %) - sin (fy — %) - sin (a — %) -sin(B + @) + ac - sin(a + ) - sin (ﬂ %) - sin (’y — g) -sin(B + )
—4ab - cos® (%) sin (B — %) -sin® (’y — %) - sin (a — %) + absin(a + ) - sin? (’y — %) sin(8 + ¢)
-sin (o = £)] - [sin(B + @) + 2sin (8 — %) - cos (£)]

w0
—
=
—
)
|
S
~—
w0

[—be - sin(a + ) - si
£)-sin(y— %) -sin(f+¢)] - [2cos () - sin (o — F) + sin(a + )]
£)] - [4cos? (£) -sin (B — £) -sin (o — £) —sin(a + ¢) - sin(B + ¢)]

=| [~ac-sin(8—
(

2(y—

[—ab - sin

[be - sin(a + ¢) -sin (@ — §)] - [sin(8 + ) + 2sin <”B B (’2D> 108 <(’20>

acesin (8~ §) -sin(B + )] - |20 (£ ) -sin (a = £) 4 sinfa + ¢)

£)] - {4 cos? (g) - sin <ﬁ — g) - sin <a — g*j — sin(a + ¢) - sin(3 + 80)]

kokk

lab - sin (y —
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

Nun gilt

* =sin(8 + ¢) + 2sin (ﬁ - i) 108 <§)

—sin - cos g + cos § - sin g + 2 cos (‘;’) - {sinﬁ-cos (‘5) — cosf-sin (‘5)} _
i om0 (G -1 () 3] -
—sin 8- [cos? (g) — sin? (‘g) + 2cos? (‘;)} +
+cos - {zsm <‘§) - cos <‘g) ~2cos (‘;) sin (‘gﬂ _
—sin - [1—2sin2 (‘5) + 2 cos? (‘gﬂ -
=sinf3 - [1 42 ((3082 (i) _ sin? (“;))] _

=sin 3 - [1 4 2cos ¢]

sowie
sk =sin(a + @) + 2sin <a — (;)) - COS (i)
=sina - cos ¢ + cosa - sin ¢ + 2 cos (g) . [Sina-cos (g) — cos « - sin (g)] =
=sina - [cosgo+2cos2 (g)} +cosa - [Singp—Qcos <§> - sin (i)} =
=sina - [cos2 (g) — sin? (;D) + 2 cos? (i)} +
" ¥ ¥ (PN
+ cos o [2511(1(2) cos<2> 2005(2> sm<2)] =
=sina - [1 — 2sin? (SO> + 2 cos? (go)} =
2 2
=sina - [1 +2 <(3082 (;0) — sin? (g))} =
=sina - [1 4 2cos ¢
und

* x * =4 cos? <§> - sin (ﬁ — g) - sin (a — g) —sin(a + ¢) - sin(f + ¢) =

=4 cos? (g) . [sinﬂ - CoS <§> —cos B -sin (g)] . [sinoz - COS (;0) — cos « - sin (i)] +

— [sina - cos + cosa - sin @] - [sin 3 - cos ¢ + cos 5 - sin | =

=4 cos (i) . [Sina -sin 3 - cos? (i) —sin 3 - cos (g) - cos « - sin (g) +
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

—cos 3 - sin (;0) -sin v - cos (;0) + sin? (i) - COS v - COS ﬂ} +

— {sina-sinﬁ-cos,2g0+sina~sin<p-cosﬁ-cosg0+
+sin,6’-sing0-cosa~cosg0+sin2g0-cosa-cosﬁ] =

=sinqa -sinf - |:4COSQ (;0) — cos? go] +sina-cosf - [—Zlcos3 (g) - sin (;0) — sincp'coscp} +
+sin - cosa - {—4cos3 (;0) - sin (920) —siny - cos go] +

+ cosa - cosf3 - [4 cos? <<p) - sin? <§) — sin? gp] =

ot (£ (5) o (5) (3]
<

=sina-sin g - |:4COS4 (;0) — cos® () + 25sin?
. QP)—singo-cosgo}—i-

(w0(5) 20 (2)

INIEECIES
|

7 N\
[\
o
]
]
[N

7N

[\

N~~~
+
@]
o
N
[N

7N

N6

¥‘/\/v

RS

N—
N———

[ E— ‘
+ @
=}

=sina-sing - {3 cos? (g) — sin®

)
+ sin(a + 3) - [—2 sin (g) - cOS ()} ‘[1+2cosy| =

O
=sinq-sin g - {3 cos? (;0) — sin? (g : (sin2 (g) — 2cos? (g))} —

+sin(a+ ) -sing - [1 +2cos ] .

/N
w0
o
=

N
7N
IR
N~~~
|
[\
)
o
n
[N
S

Zusatzlich ist

[0 =3 cos? (

=2 cos? (

NS N6 N6
N——
o
o)
wn
[N}
7 N
ICTRS ‘v S
+ .
@)
o)
wn
S
/T\
N———
|
@,
=]
N
VRS
(TR

=2 cos? (
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

=2 cos? (g) + cos? (g) — sin? (g) =
2
(5 et () (- () -
=2 cos? (g) + cos? (g) — (1 — 2 cos? (g) + cos? (g)) =
(5 et () 20 (5] - ()
=4 cos? (;0) —1=
=— <—4C082 Z) + 1) =
= — <1 — 2 cos? (g) -2 (1 — sin? (i))) =
- (es(or (5) - (2) -
=—(—=1—2cosp) =
=1+ 2cos ¢,

Woraus sich schliellich

be - sin(a+ @) - sin (o — £) -sin 8- (14 2cos p)

= [A'B'] = ac-sin(f+¢) -sin (8 — %) -sina - (1 +2cos p)

ab-sin (y — %) - [sina - sin f — sin(a + ) - sinp] - (14 2cos(p))

be - sin(a+ ¢) - sin (a — £) -sin 8

>

ac-sin(B + ¢) -sin (6 — %) - sina

ab-sin (y — %) - [sina - sin 8 — sin(a + ) - sin ¢
ergibt.
Nun kann man die homogenen baryzentrischen Koordinaten des Schnittpunktes S; der Geraden

[AB] und [A’B’] ermitteln:

0 be - sin(a + ¢) - sin (o — £) -sin 8
Si=1]0|x ac-sin(f+¢) -sin (8 — %) - sinw =
1

ab-sin (y — %) - [sina - sin § — sin(a + ) - sin ¢
—ac-sin(B + ) -sin (8 — %) - sina
= | bc-sin(a+¢)-sin(a—%)-sing | =

0
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—a-sin(B + ) -sin (8 — %) -sina
=| b-sin(a+¢)-sin(a— %) -sing
0
Die Berechnungen der weiteren Schnittpunkte So = [AC] N [A'C'] und S = [BC] N [B'C’]

erfolgen analog. Man kann ihre homogenen baryzentrischen Koordinaten aber auch dadurch

angeben, indem man mehrere zyklische Vertauschungen anwendet. Namlich ((a — b — ¢ —
a) = (0, 8,7) = (B,7,0) = (v,a,8) = (., 8,7)) = ((u:v:w) = (w:u:v) = (v:iw:u) =
(u:v:w))).
Daraus folgt:
0
Sz = | —b-sin(y+¢)-sin(y — %) -sin
c-sin(f + @) -sin (8 — %) -sinvy

sowie
a-sin(y+)-sin(y— %) -sina
S3 = 0
—c-sin(a+ ¢) -sin (o — £) - sin~y
Die homogenen Geradenkoordinaten von p := [S1, 53] errechnen wir zu:

—a-sin(f + ) -sin (6 — %) - sina 0
p=| b-sin(a+¢)- -sin(a—%)-sing | X | =b-sin(y+¢)- -sin(y—%)-sinf| =

be - sin(a + @) - sin
-sin? (B — %) -sina - siny

@
2
-sin 3 - sin(B + ) -sin (8 — Z) - sinvy
ab - sin(f + ¢) - sin

-sina -sin(y + @) -sin (y — ) -sin 8
be - sin(a+ ) - si

-sin « - sin 7y

)
)
)
) - sin 3 - sin~y
)
)

=]

—_~ o~ o~ o~ T~
Q
|

P

2

=|ac-sin(B+¢)-sin (8- %
ab-sin(y + @) -sin (y — %) - sina - sin 3

Nach Satz 1 liegt auch S3 auf der Geraden p.
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3.3 Die Hiillkurve der Perspektivitatsachse

Da wir nun die homogenen Geradenkoordinaten des Perspektivitdtsachse p ermittelt haben,

konnen wir auch die Hiillkurve dieser Achsen bei variablen ¢ € [—7, 7] berechnen.

Wir definieren:
[ :=bc-sin Bsin~y
m = ac - sinasiny

n :=ab-sinasin 8

Daraus ergibt sich dann
l-sin(a + ) -sin (o — £)

p=|m-sin(f+¢) - sin(f— %)

n-sin(y + @) - sin (y — %)

Mit den Additionstheoremen fiir Winkelfunktionen errechnet man:

sin(a + ) - sin <a - (‘g)) =(sin a cos ¢ + cos avsin ) - (sinacos (‘g) + cosasin ( ))
s e ((2) s (2))) - 2eemasin () con ()]
[omacon(£) - comasn(2)] -
o () ons (1 v (2)) 2ot (2)]
. {sina — cosatan (‘5)} ,

sin(8 + ) - sin (ﬁ _ (‘;)) =(sin B cos ¢ + cos Bsin ) - (smﬁcos ( ) + cos Bsin (920)
= s (s ((5) - (3))

s () romson3)] -

()

= cos® (g) . {smﬁ (1 — tan

. [sinﬁ — cos S tan (i)}

) +2cos S tan (‘gﬂ .

und

sin(y + ) - sin <7 — ((g)) =(siny cos ¢ + cosysin p) - (sinwcos (g) + cosysin <§)> =
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3 Einem Dreieck umschriebene Rhomben

= ;sinfy (COS2 ((g) — sin? (;0))) + 2 cosysin <§) cos (g)] .
. _sin'ycos <§) + cos~y sin (920)] =
= cos® (g) : {sinv (1 — tan? (g)) + 2 cosytan (;Pﬂ .

: ()
- [siny — cosy tan 91

Daraus ergibt sich:

l-cos? (%) - [sina (1 —tan? (%)) + 2cosartan (§)] - [sina — cosatan (£)]

( ( (£)) +2cos Btan (§)] - [sin 8 — cos Btan (£)] | =
n-cos® (£) - [siny (1 — tan? (%)) + 2cosvtan (£)] - [siny — cos~y tan (%)]

(1 —tan? (%)) +2cosatan (£)] - [sina — cosatan (£)]

[ [sinc

= |[m-[sinB (1 —tan? (%)) + 2cos Btan (%)] - [sin 8 — cos B tan (£)]
%)
2

Nun setzt man tan (£) := u und erhélt:

- [sina- (1 —u?) +2u-cosa] - [sina —ucosal
p(u) = [m- [sin B (1 —u?) +2u-cosB] - [sin B — ucos f3]

n- [siny - (1 —u?)+2u-cosy| - [siny — ucos~]

Dies ist eine rationale, kubische Parametrisierung der Geradenmenge p. p(u) ist daher im All-
gemeinen eine rationale Kurve 3. Klasse.
p(u) kann man auch folgender Maflen darstellen:

:=ko =k1 =ko :=ks

Isin? o [-sinacosa —I(1 + cos? ) [ -sin o cos a
p(u) = | msin2 B | +u | m-sin Bcos B | +u —m(1 + cos? B) +u® | m-sin Beos B | =

nsin? n - siny cos -y —n(1 + cos? ) n - siny cosy

Zho+u-ky 4+ u? ko +ud - ks

Zur Hillkurve kommt man nun, indem man p(u) mit der durch p(u) := j—ﬁ|uerhaltenen

»INachbarsgeraden® schneidet:

h(u) ::p(u)xp(u):[l{0+u-k1+u2~k2+u3-k3} X {k1+2u-k‘2—|—3u2-k3] =

=ko X k1 —l—u(kl X k1 + 2kg X ]{32) —|—u2(k:2 X k1 + 2k1 X ko 4+ 3kg X ]{33)—|-
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+ud(3ky X k3 4 2ka X ko 4 k3 x k1) + ut(3ka x k3 + 2k3 x ko) + u® (k3 x k3) =
=ko x k1 + U(Qk(] X k:g) + uz(kg X k1 + 2k1 X ko + 3k X kg)-l—

+ u3(3ky X k3 + k3 x k1) + ut(ky ¥ k3)

Diese Hiillkurve h(u) ist daher im Allgemeinen eine rationale Kurve 4. Ordnung.

Abbildung 3.16: Hiillkurve (griin)
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4 Die spharische Darstellung des Problems

In der letzten Zeit wurden immer wieder iiberraschende Resultate zu Kiepert- Konstruktionen
fir spharische Dreiecke veroffentlicht (siehe [4] und [9]). Deshalb stellt sich die Frage, ob die
schon in Kapitel 3 angefithrten Resultate auch fiir das sphérische Gegenstiick gelten. Um diese
Sachverhalte zuerst einmal rein zeichnerisch zu iiberpriifen, wurde die fiir die Ebene angegebene
Konstruktion auf die Sphire umgelegt.

Seien 1,2,3,4 vier nicht paarweise, beziiglich der Kugelmitte symmetrische Kugelpunkte. Die

verbindenden Grofikreisbégen bilden die Kanten eines sphérischen Vierecks.

Definition 3. Man nennt ein sphdrisches Viereck mit gleichlangen Seiten sphdrischen Rhombus,
wenn es bei den Spiegelungen an den Grofkreisen durch die Punkte 1 und 3 beziehungsweise 2

und 4 in sich ubergeht und die jeweils gegeniiberliegenden Winkel in diesem Viereck sind gleich

grojs.

In einem sphérischer Rhombus stehen im Allgemeinen die Diagonalen orthogonal zueinander.

Gegeben sind also drei beliebige Punkte A, B und C auf einer Kugel welche ein sphérisches
Dreieck bilden (siehe Abbildung 4.1) und der Winkel 2, um den dann in spéterer Folge gedreht
wird.

Gesucht sind sphérische Rhomben R4(2¢) mit Ecke in A, Rp(2¢) mit Ecke in B und Rc(2¢)
mit Ecke in C' deren A (B bzw. C) gegentiberliegende Seiten die Dreiecksecken B und C' (C und
A bzw. A und B) enthalten.
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4 Die sphdarische Darstellung des Problems

Abbildung 4.1: Sphérisches Dreieck

Fir die erste Raute wurde wieder ein Punkt (hier A) als fix ausgezeichnet und B bzw. C
wurden um den Winkel m — 2¢ bzw. 2¢p — 7 gedreht.
Die neu gewonnen Punkte wurden, wie im ebenen Fall, nun wieder mit den Ausgangspunkten
(hier B und C) mit Hilfe von GroBkreisen verbunden. AnschlieBend werden diese Grofikreise
miteinander geschnitten, wodurch der erste Eckpunkt A’ der Raute entsteht. Daraufhin werden
die beiden GroBkreise an der Symmetrieebene der Verbindungsstrecke AA’ gespiegelt, wodurch

die restlichen beiden Eckpunkte der Raute entstehen. Betrachte dazu auch Abbildung 4.2.
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4 Die sphdarische Darstellung des Problems

Abbildung 4.2: Der Rhombus R4 (2¢)

Nun kann man die restlichen beiden Rauten Rp(2¢) und Rc(2¢) analog erzeugen - siehe

Abbildung 4.3.
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4 Die sphdarische Darstellung des Problems

Abbildung 4.3: Die Rhomben R4 (2¢), Rp(2¢) und Rc(2¢)

Weiters kann man jetzt wieder die Eigenschaften dieser Rauten, die in der Ebene schon an-
gegeben wurden, iiberpriifen. So zum Beispiel als erstes ob die Diagonalen der Rauten, welche
nicht durch die Eckpunkte ABC' des Dreiecks gehen ein Kiepert Dreieck K () bilden. Abbildung

4.4 zeigt dies so ermittelte Dreieck.
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Abbildung 4.4

Es liegt ersichtlich nicht perspektiv zum Dreieck ABC' (siehe Pfeil). Dabei heifien zwei Drei-
ecke perspektiv beziiglich eines Zentrums, wenn die Ebenen der drei Grofikreisverbindungen
entsprechender Punkte koaxial liegen. Diese Grofikreise miissten sich daher auf der Kugel in
zwei beziiglich der Kugelmitte gegeniiberliegenden Punkte schneiden. Da sphérische Kiepert-

Dreiecke beziiglich des Ausgangsdreiecks perspektiv liegen, gilt somit folgender Satz.

Satz 8. Die die Dreiecksecken A, B und C nicht enthaltenden Diagonalen der oben konstruierten
spharischen Rhomben Ra(2¢), Rc(2¢) und Rc(2¢) fallen im sphdrischen Fall im Allgemeinen
nicht mehr mit den Seiten eines sphdrischen Kiepert-Dreiecks zu ABC zusammen. Das von
den Rhombendiagonalen gebildete sphdarische Dreieck liegt im Allgemeinen nicht perspektiv zum

spharischen Dreieck ABC.

Bemerkung 8.1. Der in der Ebene, mit Hilfe des Peripheriewinkelsatz gefiihrte Nachweis dieses
Sachverhalts gelingt auf der Kugel deshalb nicht mehr, weil der Peripheriewinkelsatz sphérisch

im Allgemeinen nicht gilt.

Zusétzlich kann man noch die Aussagen beziiglich der Perspektivitit der Dreiecke ABC und
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4 Die sphdarische Darstellung des Problems

A’B’C" iiberpriifen. Auch hier sieht man anhand eines Beispiels, dass auch diese Eigenschaft auf

der Sphére im Allgemeinen nicht gegeben ist - sieche Abbildung 4.5.

Abbildung 4.5

Auch hier folgt folgender Satz als Resultat.

Satz 9. Im Allgemeinen liegen die Ecken ABC' des sphdrischen Dreiecks und die Ecken A’B'C’
der eben konstruierten spharischen Rhomben nicht perspektiv beziiglich eines Zentrums und daher

auch nicht perspektiv beziiglich einer Achse.
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