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Kurzfassung

Diese Diplomarbeit behandelt die Modellierung und Berechnung elektrisch-thermisch zusammenhéngen-
der Probleme mittels des FEM-Programmpaketes EleFAnT3D. Ein elektrisches Stromungsfeld wird mit-
tels eines elliptischen Randwertproblems beschrieben. Die gesuchte Funktion eines solchen Randwertpro-
blems ist vom Ort, jedoch nicht von der Zeit abhéingig. Das Stromungsfeldproblem wird hier mithilfe der
Finiten-Elemente-Methode gelst. Dabei wird das betrachtete Gebiet rdumlich diskretisiert. Die Wérme-
leitgleichung hingegen ist eine parabolische Differentialgleichung. Die gesuchte Funktion des thermischen
Problems ist sowohl vom Ort, als auch von der Zeit abhéngig. Zusétzlich zu Randbedingungen ist hier
eine Anfangsbedingung notwendig. Daher ist neben der rdumlichen Diskretisierung des Gebietes auch eine
Diskretisierung des betrachteten Zeitintervalls erforderlich.

Die Losung eines elektrisch-thermischen Problems in EleFAnT3D erfolgt mittels 'schwacher’ Kopplung
der beiden Problemberechnungen. Zunéchst wird das Stromungsfeldproblem fiir vorgegebene Eingangsda-
ten mittels Finiter-Elemente-Methode gelost. Aus den elektrischen Verlusten des Stromungsfeldes werden
hernach die Quellen fiir das thermische Problem berechnet. Danach wird das thermische Problem, ebenfalls
mittels Finiter-Elemente-Methode gelost. Das Ergebnis, die aktuelle Temperatur, wird dem Stromungs-
feldproblem fiir den néchsten Zeitschritt {ibergeben. Dieser Berechnungszyklus wird fiir jeden Zeitschritt
durchlaufen, bis das Ende des Zeitintervalls erreicht ist.

Die Berechnung des Stromungsfeldes und des thermischen Feldes, sowie die elektrisch-thermische Kopp-
lung werden in dieser Arbeit anhand kanonischer Beispiele beschrieben. Im letzten Kapitel wird die

elektrisch-thermische Kopplung auf das Beispiel der Zelle einer Li-Ionen Batterie angewandt.

Abstract

This diploma thesis deals with the modeling and computation of electro-thermal problems using the FEM-
software package EleFAnT3D. An electrical flow field is described by an elliptical boundary value problem.
The function that solves the boundary value problem is location-dependent, but not time-dependent. The
current flow problem is solved by the Finite Element Method. Within this method we discretize the do-
main. The heat conduction equation is a differential equation of parabolic type. The function that solves
the thermal problem is location- and time-dependent. Beside boundary conditions we need to prescribe
an initial condition. For this reason, in addition to the spatial discretization, a discretization of the time
interval is necessary.

The computation of en electro-thermal problem with EleFAnT3D is realized by a 'weak’ coupling of the
two problems. For this purpose we first solve the current flow problem for prescribed initial data by the
Finite Element Method. The power losses of the current flow problem represent the heat sources of the
thermal problem. Applying these sources we solve the thermal problem by the Finite Element Method as
well. The result, the actual temperature, is delivered to the current flow problem for the next time step.
This computation cycle is done for each time step, until the end of the time interval is reached.

In this work the computation of the current flow problem, of the thermal problem as well as of the
electro-thermal coupling are described by means of canonical examples. In the last chapter we apply the

electro-thermal coupling to the example of a Li-Ion battery cell.
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Einleitung

Heutzutage sind in jedem Haushalt unzéhlige elektronische Geréte vorhanden. Einige die-
ser Geréte, wie z.B. Herdplatten oder Biigeleisen haben die Funktion Warme zu erzeugen.
Andere, wie Glithbirnen, Computer oder Fernseher erwiarmen sich ungewollt. Somit finden
in all diesen Geréten elektrisch-thermische Prozesse statt. In der vorliegenden Diplomarbeit
werden diese elektrisch-thermischen Vorgénge mithilfe des Programm-Paketes EleFAnT3D
simuliert. Um eine Simulation durchzufithren muss zuerst das zu berechnenden Problem
physikalisch beschrieben und daraus ein mathematisches Modell erstellt werden.

Diese Arbeit befasst sich mit der Modellierung und Simulation von gekoppelten elektrisch-
thermischen Problemen in Hinblick auf die Modellierung einer Batterie bzw. eines Akku-
mulators. Es soll ein Vergleich des Simulationsansatzes mit EleFAnT3D mit dem am Kom-
petenzzentrum - "Das Virtuelle Fahrzeug (ViF)” verwendeten Simulationsansatz aufgestellt
werden.

Aufgrund der Umweltbelastung durch die Schadstoffemissionen der Fahrzeuge mit Ver-
brennungsmotoren und der scheinbar begrenzten Erdolreserven wird schon seit einigen
Jahren viel in die Entwicklung von Elektrofahrzeugen investiert. Obwohl es diese eigentlich
schon genauso lange wie Fahrzeuge mit Verbrennungsmotoren gibt, konnten sich Elektroau-
tos nicht durchsetzen. Griinde dafiir waren u.a., dass sie eine zu lange Ladezeit der Batterie
und eine zu kurze Reichweite hatten.

Auf diese Gebiet besteht in der modernen Forschung und Entwicklung aktuell besonderes
Interesse. Die Leistung der sogenannten Autobatterie soll erhoht werden und gleichzeitig
soll die Autobatterie weder zu grofl noch zu schwer sein. Auflerdem ist es wichtig die
Ladezeit des Akkusystems zu verkiirzen, aber seine Lebensdauer zu erhéhen. Um diese
unterschiedlichen Aspekte zu optimieren, ist ein guter Ansatz zur Modellierung und Simu-
lation wichtig.

Bei der Entwicklung und Verbesserung von Technologien werden Modellbildung und
Simulation eingesetzt, um von vornherein Fehler vorzubeugen. Am Kompetenzzentrum -
"Das Virtuelle Fahrzeug (ViF)” wurde zur Berechnung von elektrisch-thermischen Vor-
géngen einer Autobatterie ein Co-Simulations-Ansatz mit der Finiten-Elemente-Software
ANSYS entwickelt (sieche Koplenig u. Heubrandtner (2011)). Ziel dieser Diplomarbeit ist
es, zu untersuchen, wie man solch ein elektrisch-thermisches Modell auch mit dem FEM-
Programmpaket EleFAnT3D realisieren kann und ob man fiir eine stark vereinfachtes Mo-
dell zu ANSYS &hnliche Ergebnisse erhélt.



Zu diesem Zweck wird in dieser Arbeit keine vollstandige Batterie, sondern nur eine Zelle
einer Batterie modelliert. Eine Batterie wiirde sich dann aus vielen dieser Zellen, aufeinan-
dergestapelt, zusammensetzen. Das Programm-Paket EleFAnT3D wurde am Institut fiir
Grundlagen und Theorie der Elektrotechnik der technischen Universitit Graz entwickelt.
Die Berechnung erfolgt mittels der, auf diesem Forschungsgebiet gebrauchlichen, Methode
der finiten Elemente.

Bei der Berechnung mit EleFAnT3D wird ein Ansatz verwendet, der das elektrische
und das thermische System mittels Kopplung 16st. Der Ablauf dieser elektrisch-thermisch
gekoppelten Berechnung ist in Abbildung 0.1 dargestellt.

Anfangsbedingungen:
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Abbildung 0.1: Ablauf der elektrisch-thermischen Simulation.



Nachdem die Eingangsdaten vorgegeben wurden, wird das Stromungsfeldproblem mit-
tels Finiter-Elemente-Methode berechnet. Die Verlustleistung des Stromungsfeldproblems
erzeugt Warme. Daher werden die Warmequellen des thermischen Problems aus den elek-
trischen Verlusten des Stromungsfeldproblems mittels EleFAnT3D berechnet. In weiterer
Folge wird die Temperatur zum Zeitpunkt ¢;, ebenfalls mittels Finiter-Elemente-Methode,
berechnet. Danach wird das Stromungsfeldproblem fiir den néchsten Zeitschritt mithilfe
des neuen Temperaturwertes berechnet.

In dieser Arbeit wird das betrachtete Stromungsfeld als temperaturunabhéngig ange-
nommen. Daher bleibt sowohl das Ergebnis des Stromungsfeldproblems, als auch die be-
rechneten Quellen fiir das Wéarmeleitproblem fiir jeden Zeitschritt gleich. Das Strémungs-
feldproblem muss nicht jedes Mal neu gelost werden. Das Wirmeleitproblem selbst wird
natiirlich in jedem Zeitschritt, unter Verwendung des vorangehenden Temperaturwertes,
berechnet. Das Ergebnis der Berechnung ist eine Folge von Temperaturwerten zu den
einzelnen Zeitpunkten der Berechnung. Die Idee der Vorgehensweise dieser gekoppelten
elektrisch-thermischen Problemberechnung stiitzt sich auf zwei Paper von Renhart (siehe
Renhart u.a. (2011) und Renhart u. a. (2010)).

Die ersten zwei Kapitel dieser Diplomarbeit beschéftigen sich mit der mathematischen
Theorie hinter der Beschreibung von Stromungsfeldproblemen und thermischen Problemen
mittels Finiter-Elemente-Methode. Kapitel 3 behandelt die Modellierung und Berechnung
von Stromungsfeldproblemen mittels EleFAnT3D. In Kapitel 4 wird entsprechend die Mo-
dellierung und Simulation von thermischen Problemen in EleFAnT3D betrachtet. Beide
Kapitel beschreiben die Berechnung der betreffenden Problemtypen mittels EleFAnT3D
anhand kanonischer Beispiele.

Kapitel 5 erklart den physikalischen Zusammenhang zwischen dem elektrischen Stro-
mungsfeld und der Temperaturberechnung. Es wird die gekoppelte Berechnung des elektri-
schen und thermischen Feldes beschrieben und anhand des Beispiels eines Biigeleisens die
Korrektheit der Berechnung gezeigt.

Abschlieflend wird in Kapitel 6 ein vereinfachtes Modell einer Zelle einer Li-lonen Bat-
terie berechnet. Dasselbe Modell der Batteriezelle wurde am Kompetenzzentrum - "Das
virtuelle Fahrzeug (ViF)” mittels dem FEM-Programm ANSYS berechnet. In dieser Ar-
beit werden die Ergebnisse aus EleFAnT3D mit jenen aus ANSYS verglichen, um zu sehen
ob der Einsatz von EleFAnT3D fiir das betrachtete Beispiel, trotz stark vereinfachter Mo-
dellierung, dhnliche Ergebnisse bringt.






1 Stromungsfeldproblem

Im ersten Teil dieses Kapitels wird ein allgemeines Randwertproblem fiir ein stationéres
Stromungsfeld mithilfe der Maxwell-Gleichungen formuliert. Der zweite Teil des Kapitels
beschreibt das Stromungsfeldproblem aus mathematischer Sicht und anschlieBend wird er-
klart, wie man das Problem 16sen kann. Fiir den elektrotechnischen Teil wurde das zweite
Kapitel von Hoffmann (1974) verwendet. Die mathematischen Vorgehensweisen stiitzen
sich auf Steinbach (2003). In Steinbachs Werk ist die Finite Elemente Methode detailliert
beschrieben und es werden, sofern notwendig, die in dieser Arbeit verwendeten mathema-
tischen Begriffe erklért.

1.1 Das stationare, elektrische Stromungsfeld

Man betrachte ein Gebiet Q C R?® mit hinreichend glattem Rand. Ein stationires elektri-
sches Stromungsfeld wird durch die elektrische Feldstirke E : Q — R? und die elektrische
Stromdichte J :  — R? beschrieben. Die hier mafigebende Maxwellgleichung, das Induk-

tionsgesetz, besagt, dass das elektrische Stromungsfeld im stationédren Fall wirbelfrei ist,
d.h.
rot E=0 in Q. (1.1)

Aus dem Ampereschen Gesetz folgt die Kontinuitéatsgleichung, die im stationéren Fall die
Quellenfreiheit des elektrischen Stromungsfeldes représentiert. Es gilt

divJ =0 in Q. (1.2)
Weiters gilt mit dem Ohmschen Gesetz die Materialgleichung
J=1E, (1.3)

wobei v ein Tensor ist, der die spezifische elektrische Leitfahigkeit beschreibt. Diese kann
ortsabhéngig sein, ndmlich dann, wenn das Gebiet aus verschiedenen Materialen besteht.

Wenn man nun die Gleichung (1.1) betrachtet, folgt aus
rotE=0 = E=—gradV in Q, (1.4)

wobei V' : 2 — R ein elektrisches Skalarpotential ist.

Einsetzen der Darstellung (1.4) in die Materialgleichung (1.3) ergibt
J=—ygradV in 2



und fiithrt mit der Gleichung (1.2) auf eine Differentialgleichung der Form
—div [ygrad V] =0 in Q. (1.5)

Um dieses Stromungsfeldproblem eindeutig 16sen zu kénnen, werden Randbedingungen
benotigt. Der Rand des Gebietes hat die Form

8Q:F:FDUFN, I__‘DHFN:O,

wobel I'p den Dirichlet-Rand und I'y den Neumann-Rand bezeichnen. Bei Dirichlet-Rand-
bedingungen werden die Werte der gesuchten Funktion auf dem Randstiick I'p vorgegeben
und miissen von der gesuchten Funktion V' erfiillt werden. Neumann-Randbedingungen
geben die Normalenableitungen der Losung am Rand 'y vor.

V=W auf I'p | (1.6)
ov.  _
J-n:[—vgradV]-nzy%:q auf Ty , (1.7)

wobei Vj : 2 — R und ¢ : 2 — R gegebene Funktionen sind. Vj gibt die Spannung am
Rand I'p vor und ¢ den Strom am Rand I'y. n bezeichnet den dufleren Normalenvektor
am Rand des Gebietes.

I'p n

Abbildung 1.1: Gebiet € aus zwei Materialen 7, und 7, mit Dirichlet-Rand I'p und
Neumann-Rand I'y

Um die Problemstellung zu veranschaulichen, ist in Abbildung 1.1 ein Gebiet Q € R?
dargestellt, das aus zwei verschiedenen Materialien 7; und 7, besteht und dessen Rand
sich aus einem Dirichlet- und einem Neumann-Rand zusammensetzt. Im Dreidimensiona-
len werden Dirichlet- und Neumann Randbedingungen auf den Randflichen des Gebietes
vorgegeben.



1.2 Mathematische Formulierung und LGsung

Aus mathematischer Sicht wird ein gemischtes Randwertproblem im Gebiet 2 C R”,
n € {2,3} mit einem linearen partiellen Differentialoperator zweiter Ordnung betrach-
tet. Dariiber hinaus ist die partielle Differentialgleichung eine elliptische Differentialglei-
chung. Das Randwertproblem heifit gemischt, weil sowohl Dirichlet- als auch Neumann-
Randbedingungen vorgegeben sind. Jedoch ist es auch moglich, dass nur eine der beiden
Randbedingungsarten vorkommt. In diesem Abschnitt wird die, fiir mathematische Proble-
me dieser Art iibliche Notation verwendet, d.h. die gesucht skalare Funktion heifit ab jetzt
u(z) und die Randbedingungen werden g(z) und f(z) genannt. Der Tensor v wird als ei-
ne Matrix A(z) angenommen. Anstelle der Differentialoperatoren Divergenz und Gradient
steht nun der Nabla-Operator V. Aulerdem wird zur Verallgemeinerung eine inhomogene
partielle Differentialgleichung betrachtet.

Klassische Formulierung
Gesucht ist u € C*(Q2) N CH(Q):

-V - [A(z) Vu(x)] = f(x) Vo e Q, (1.8a)
u(z) = g(x) Ve elp, (1.8b)
—[A(z) Vu(x)] - n(x) = h(x) Veely. (1.8¢)

Q C R", n € {2,3} ist ein beschranktes, zusammenhéngendes Gebiet mit hinreichend glat-
tem Rand I', auf dem der d&uBere Normalenvektor n(x), = € T, fast iiberall definiert ist.
Es gilt @ = QUIp ULy und 2 € Q. Weiters ist A(z) = [a;;(x)]},—, eine symmetrische
Matrix und es wird vorausgesetzt, dass die Koeffizienten a;;(x) und die Eingangsdaten
f:Q— R g:Tp — Rund h: 'y — R hinreichend glatte Funktionen sind.

1.2.1 Sobolevraume

Um solche Randwertprobleme zu 16sen, ist es ausreichend eine schwache Losung zu finden.
Dazu ist es notwendig, eine schwache Formulierung (Variationsformulierung) des Rand-
wertproblems aufzustellen. In einer solchen Formulierung werden an die gesuchte Funktion
abgeschwichte Glattheitsanforderungen gestellt. Die Losung wird in einem Funktionen-
raum gesucht, in dem nicht nur im klassischen Sinne differenzierbare Funktionen liegen,
sondern auch Funktionen, die schwach differenzierbar sind. Diese Funktionenrdume heiflen
Sobolevraume.

Eine wesentliche Rolle bei der Definition von Sobolevraumen spielen die Lebesgue-
Réume L, mit 1 < p < co. Der L,(2) ist der Raum von Aquivalenzklassen aller meflbarer
Funktionen aus dem beschriankten Gebiet €2, deren p-te Potenz iiber {2 integrierbar ist, d.h.

L,(Q) = {v :  — R| v messbar, /|v(:c)|p dr < oo} :
Q



L,-Réume sind Banchréume, also vollstdndig normierte Vektorrdume. Die Norm ist defi-

niert durch
ol = | [ 1@ do
Q

(U, V) 1) = /u(m)v(aj) dx

Q

1/p
Im Falle p = 2 ist durch

ein Skalarprodukt definiert und somit ist der L, ein Hilbertraum.

Der Sobolevraum W} (Q) ist der Raum aller Funktionen aus dem L, (), deren schwachen
Ableitungen bis zur Ordnung & auch im L,(2) liegen. Formal bedeutet das

Wh©) = {ueql i/ Dou(a)]? dz < oo} (1.9)

wobei D die schwache Ableitung der Ordnung « darstellt. Er ist ein vollstéindig normierter
Vektorraum mit der Norm |[+[|y;x o) und somit ein Banachraum.
P

Fiir p = 2 und in einem Lipschitz-Gebiet €2, so wie es auch hier betrachtet wird, ist
der Sobolevraum WF(€2) sogar ein Hilbertraum und wird meist mit H*({2) bezeichnet. In
dieser Arbeit werden nur Sobolevriume H*(€) verwendet.

In einem solchen Raum H*(2) sind, fiir ein k € Ny, die Norm
1/2

o, |12
lall gy = 3 D IP*ullZy 0 (1.10)

laf<k

und das Skalarprodukt

(V) ey = Y /DO‘ D(x)da (1.11)

|a| <k Q
definiert, wobei mit D die Ableitung im schwachen Sinn gemeint ist.
Der in dieser Arbeit relevanteste Sobolevraum ist H'(2), jener Raum aller Funktionen

aus dem Ly(€2), deren schwache Ableitungen erster Ordnung auch im Ly(€2) liegen. Nach
Definition (1.10) ist die H'(Q)-Norm erklért durch

9 9 1/2
el oy = { Il sy + IVl (1.12)

10



Fiir eine in einem beschrinkten Gebiet Q gegebene Funktion v € H'(Q), gilt gemif dem
Spursatz (siche Steinbach (2003, 44)) auf dem Rand I' des Gebietes

ulp € HY3(T) . (1.13)

Weiters ist auch einen Sobolevraum H;(2) definiert, in dem jene Funktionen aus dem
H'(Q) liegen, die auf dem Rand T' des Gebietes verschwinden, also

HY(Q) :={ve H(Q): v[r=0}.

Wichtig bei der Betrachtung von Sobolevraumen sind auch deren Dualrdume. Denn fiir
einen linearen Differentialoperator 2. Ordnung L und eine Funktion v € X liegt Lu = f
im Dualraum von X. Speziell fiir die hier betrachteten Hilbertraume bedeutet das

[H'Q)) = H () —ueH'(Q) = fe H'(Q),
[HY(Q)]) = H(Q) —ueH(Q) = feH (D).

Der Dualraum vom Spurraum ist definiert durch

[H2(D)]) = HVA(T) .

1.2.2 Variationsformulierung

Nun wird die Gleichung (1.8a) mit einer Testfunktion v € C°°(Q) multipliziert und das
Produkt iiber das Gebiet () integriert

—/V - [A(z) Vu(x)] v(z) do = /f(a:) v(z)de. (1.14)
Q Q
Partielle Integration

- / V. [A(z) Vu(z) v(z)] dz = — / V- [A(z) Vu(z)] v(z) dz — / A(2) Va(z)] - Vo(z) da
und der GauB'sche Integralsatz

/ V- [A(2) Vu(z) o(z)] dr = / A(z) Vu(z) o(z)] - n(z) ds,
ergeben

/[A(:c) Vu(z)] - Vou(z) de = — / V- [A(x) Vu(z)] v(z) dx + /%mu(x) v(x)ds, . (1.15)

Q Q T

11



Dabei definiert

Wur) = lim A(%)Vu(Z)-n(z) firzel

Qs3z—axel

die innere Konormalenableitung fiir den betrachteten Operator.

Somit bekommt man die erste Greensche Formel
a(u,v) = /f(q:)v(a:) dx + /’ﬁ”tu(x) v(x) ds, , (1.16a)
Q T
mit der (symmetrischen) Bilinearform
a(u,v) = /[A(:L') Vu(x)] - Vo(z) dx . (1.16b)
Q

Man definiere nun den Raum
Hy(Q,Tp):={ve H(Q): wvlp, =0} (1.17)

und wihle die Testfunktionen aus diesem. Die gesuchte Funktion u muss aus dem H'(Q)
sein. Mit (1.13) und der Randbedingung (1.8b) folgt

u(x) = g(z) auf I'p — ge HV*(T'p) .

Weiters bildet der Operator 7{™ den Spurraum in seinen Dualraum ab und mit (1.13) und
der Randbedingung (1.8¢c) gilt

yirty(z) = h(z) auf Iy — he H VX (Iy).

Wie schon bekannt, setzt sich der Rand I' des Gebietes €2 aus I'p und I'y zusammen,
also

Ir=TpuUly,

womit man das Randintegral aus (1.16a) aufspalten kann in
/yintu(x) v(x)ds, = /’y{”tu(x) v(z) ds, + /%mu(a:) v(x) ds, .
r I'p I'n

Mit der Wahl der Testfunktionen v € H} (€, 'p) fillt das Randintegral iiber den Dirichlet-
Rand weg. Wenn man die Randbedingung (1.8¢c) in das Randintegral {iber den Neumann-
Rand einsetzt, bekommt man

/ yinty(z) v(z) dsy = — / h(z) v(z) ds, . (1.18)

'y 'y
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Die Variationsformulierung des Randwertproblems (1.8) lautet wie folgt.
Gesucht ist v € H'(Q)) mit v = g auf T'p:

/A ) Vu(z)-Vo(z dm—/f dx—/h(x)v(x)dsx Yo € Hy(Q,Tp). (1.19)

I'n

Schlielich kann noch die Nebenbedingung v = g auf I'p in die Variationsformulierung
cingebunden werden. Es existiert eine beschriinkte Fortsetzung § € Hz (I') der Randdaten
geH %(F p) auf den gesamten Rand I'. Mit diesem g gibt es, nach dem inversen Spursatz
(siehe Steinbach (2003)), eine beschriinkte Fortsetzung uz € H'(Q) auf das gesamte Gebiet.
Es gilt

gl sy < ol ey < ellalyg o
Unter Verwendung der Fortsetzung uz kann man die gesuchte Funktion u ausdriicken als
u = ug + ug, wobei ug € Hy(Q,T'p) die homogenen Randbedingungen am Dirichlet-Rand
erfiillt.

Die modifizierte und zu (1.19) dquivalente Variationsformulierung wird nachfolgend an-
gegeben.
Gesucht ist ug € Hy (2, Tp):

/A ) Vug(z) - Vo(x)de = /f /h(x)v(m) dsz—/[A(x) Vug(z)] - Vo(x) dzx
- ) (1.20)
fiir alle v € Hy(Q,T'p).

Die eindeutige Losbarkeit der Variationsformulierung (1.19) liefert folgender Satz:

Satz 1. (Steinbach, 2003, S.74)
Fir f € HY(Q), g € HY/*(Tp) und h € H~Y?(Ty) besitzt das Variationsproblem (1.19)
eine eindeutig bestimmte Losung u € H'(Q) und es gilt

[ull gy < ¢ [||f||1§71(9) 9l iz + 1Bl 172y
Der Beweis dieses Satzes ist in Steinbach (2003, S.74) nachzulesen.

1.2.3 Diskretisierung des Gebietes
Das Gebiet € wird nun in N finite Elemente 7, unterteilt:

2=UT.. (1.21)
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Die Finiten Elemente konnen im Zweidimensionalen Dreiecke oder Vierecke sein, bzw. im
Dreidimensionalen Tetraeder oder Hexaeder, wobei die Unterteilung zuléssig und formre-
gulér sein muss.

Nun werden die kontinuierliche Funktion u durch eine diskrete Naherungslosung wu;, und
die Testfunktion v durch v, ersetzt. Es ist notwendig einen passenden Ansatzraum zu
wéhlen, in dem die diskreten Funktionen definiert sind. Ein (konformer) Ansatzraum hat
die Form

X5 (9) = span{y;} X X,(Q) c HY(Q),

=1

wobei {; } eine Basis des Ansatzraumes X}, beschreibt. M ist die Anzahl der Freiheitsgrade
der Unterteilung.

Eine globale Basis des Ansatzraumes ist in den Freiheitsgraden x; gegeben und hat die

Form
1 falls i = &k
i = 1.22
pilzr) {o falls i # k (1.22)

firi=1,...,M, k=1,.., M.

Auf den finiten Elementen 7, werden die Ansatzfunktionen lokal durch Formfunktionen
dargestellt. Wie diese Formfunktionen aussehen, héngt von der Wahl des Ansatzraumes ab.
Mogliche Ansatzraume sind, unter anderem, der Raum der stiickweise konstanten Funktio-
nen Sp(€2), der Raum der stiickweise linearen und global stetigen Funktionen S}(€2), der
Raum der stiickweise quadratischen und global stetigen Funktionen S?(), usw.

Eine diskrete Funktion u;, € X3 () hat die Darstellung:

up(x) = Zuz%(x) ; (1.23)

wobei die Koeffizienten u; die Freiheitsgrade von wu; bezeichnen.

1.2.4 Diskrete Variationsformulierung

Fiir die Testfunktionen vy, ist der Raum
Xon(Q) :={vp € Xp(2): wp(x) =0 firz € I'p}

definiert als konformer Ansatzraum der Basisfunktionen, die am Dirichlet-Rand verschwin-
den. Es gilt

Xon =span{pi};Z; C Hy(2,Tp),

14



wobei M , bei geeigneter Sortierung der Freiheitsgrade, die Anzahl der inneren Freiheits-
grade und der Freiheitsgrade am Neumann-Rand beschreibt. Die Freiheitsgrade mit der
Nummerierung M + 1,..., M sind jene, die auf dem Dirichlet-Rand liegen. Somit hat die
Funktion ug; € Xy die Darstellung

uop(x Z wipi(T) . (1.24)

Ersetzen der kontinuierlichen Funktionen in der Variationsformulierung (1.19) durch dis-
krete Funktionen ergibt die diskrete Variationsformulierung.
Gesucht ist ugp € Xop:

/ A () Viug n(2)] - Von () d = / F(@) vn(x) da — / h(z) va(x) ds,

Q Q 'y

_ / A () Vg ()] - Vo) de (1.25)

fiir alle vy, € Xop.

Cea’s Lemma (siehe Steinbach (2003, S.176)) liefert die eindeutige Losbarkeit der Varia-
tionsformulierung (1.25) und die Fehlerabschétzung

o = ol 1oy < thlel}(f [uo = vnll g1 - (1.26)

Ohne die allgemeine Giiltigkeit einzuschrdnken wird nun v, = ¢; gewdhlt und u; wird
durch den Ansatz (1.24) ersetzt. Dadurch wird aus (1.25)

[A@ | Y uw@) Veiords = [ @t - [ wa)aas,
Q =1 Q

'y
/A Vug(z) - Vi(x)dz j=1,...M
Weiteres Umformen
M
Z ;i / x) Vi(z)] - Voj(x) de = /f(x) () do — /h(m) wi(x) ds,
Q I'n
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fithrt auf das Lineare Gleichungssystem
Awu=f, (1.27)

mit

Somit ist A; eine Matrix der Dimension € RM*M ynd die Vektoren J und u sind beide

aus dem RM . Das lineare Gleichungssystem (1.27) ist zur diskreten Variationsformulierung
(1.25) dquivalent.

Ay, ist eine symmetrische und positiv definite Matrix und daher kann

AhQ:f

mittels CG-Verfahren gelost werden. Um bessere Konvergenz zu erzielen, ist es ratsam, ein
vorkonditioniertes CG-Verfahren zu verwenden.
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2 Warmeleitproblem

Zu Beginn behandelt dieses Kapitel die Formulierung eines Wérmeleitproblems aus phy-
sikalischer Sicht. Danach wird dieses Warmeleitproblem als ein mathematisches Problem
formuliert und es wird gezeigt, wie man es losen kann. Als Referenzliteratur wird hier
auf die Werke von Jung u. Langer (2001), Grofimann u. Roos (1992) sowie Knabner u.
Angermann (2000) verwiesen.

2.1 Die Warmeleitgleichung

Sei QO C R? ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand und (ty,7) mit (0 < ¢ty < T) ein
Zeitintervall. Durch die Koppelung von Raum und Zeit wird der Raum-Zeit-Zylinder Qp:=
QX (tg, T') definiert. In einem Wérmeleitproblem wird die Temperatur u(x,¢) mit z € Q und
t € (to,T) als Losung der Warmeleitgleichung gesucht. Diese ist eine Differentialgleichung
der Form

0
cp(x)p(x)au(x,t) — div ()\(x) grad u(z, t)) = f(x,1) in Qr . (2.1)
Hierbei sind ¢,(x) : & — R die spezifische Warmekapazitét, p(z) : 2 — R die Dichte,
A(z) : Q — R3*3 die Wirmeleitzahl und f(z,t) : Qr — R die Intensitéit der Wirmequel-
len. Es wird vereinfachend angenommen, dass c,, p und A zeit- und temperaturunabhéngig
sind. A kann im einfachsten Fall ein Skalar sein.

Man kann die Warmeleitgleichung (2.1) auch schreiben als

%u(z,t) — div (a(x) grad u(x,t)) = f(z,t) in Qr, (2.2)

wobei a(x) : Q — R3*3 die Temperaturleitzahl ist. Sie ist definiert durch

Wie man sechen kann, héngt die Gestalt von a(z) von jener der Warmeleitzahl A(x) ab.
Wenn A ein Skalar ist, ist auch a ein Skalar. Die rechte Seite f(x,t) hat die Form
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Um eine Warmeleitgleichung eindeutig 16sen zu konnen, miissen Randbedingungen und
eine Anfangsbedingung vorgegeben werden. Der Rand des Gebietes 2 hat die Form

0N=T=TpulyUTg, r,Nr; =0 firi # 5, 4,j=D,N,C,

wobei I'p den Dirichlet-Rand, I'y den Neumann-Rand und I'c den Cauchy-Rand bezeich-
nen. Die Randbedingungen beschreiben den Einfluss der Umgebung auf die Temperatur-
verteilung in €2 auf unterschiedliche Weise.

1.) Dirichlet-Randbedingungen geben die Temperatur auf dem Rand I'p mittels einer Funk-
tion g, : I'p X (to,T) — R vor, also

u(z,t) = g1(x,t) fir 2 € T'p,t € (to,T) .

2.) Neumann-Randbedingungen geben den Warmestrom am Neumann-Rand 'y durch eine
Funktion g : 'y X (t9,T) — R vor, d.h.

la(x) grad u(z,t)] - n(z) = go(z,t) fir x € Ty, t € (t0,T) .

3.) Cauchy-Randbedingungen beschreiben den Wiarmeaustausch mit der Umgebung mit-
hilfe einer Funktion u4(x,t) : e x (t9, 7)) — R, die fiir die Umgebungstemperatur steht.
Es gilt:

la(x) grad u(z,t)] - n(x) + a(z, t) u(x,t) = a(x,t) ua(z,t) fir z € o, t € (1o, T) .

a(z,t) : Te x (to, T) — R ist dabei der Warmeaustauschkoeffizienten und n beschreibt
den dufleren Normalenvektor am Rand I' des Gebietes. Diese Art der Randbedingung wird
in der Mathematik meistens Robin-Randbedingung genannt.

Zusétzlich zu den Randbedingungen, ist die Vorgabe der Temperatur zum Zeitpunkt %,
durch eine Funktion uy : @ — R erforderlich. Eine derartige Anfangsbedingung hat die
Form

u(z, ty) = up(x) VreQ.

2.2 Mathematische Formulierung und Lésung

Mathematisch gesehen wird ein Anfangs-Randwertproblem in einem Gebiet 2 C R”,
n € {2,3} mit hinreichend glattem Rand I" im Zeitintervall (¢y,7) mit einem linearen par-
tiellen Differentialoperator zweiter Ordnung und gemischten Randbedingungen betrachtet.
Die Warmeleitgleichung ist eine parabolische Differentialgleichung. Wie schon in Kapitel 1
werden ab jetzt Divergenz und Gradient durch den Nabla-Operator V ausgedriickt. Wei-
ters wird, ohne die allgemeine Giiltigkeit einzuschrianken, t, = 0 gesetzt.
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Klassische Formulierung _
Gesucht ist u € C*(Qr) N CH0(Qr):

2u(:zc t) — V- [A(z) Vu(z,t)

T | = f(z,1) in Qr, (2.3a)
u(z,t) = g1(x,t) auf I'p x (0,7),  (2.3b)

[A(x) Vu(z,t)] - n(z) = g, t) auf 'y x (0,7),  (2.3c)

[A(x) Vu(z,t)] - n(z) + a(z, ) u(z, t) = oz, t) ua(z, ) auf 'e x (0,7),  (2.3d)
u(z,0) = up(x) in Q. (2.3e)

Q C R", n € {2,3} ist ein beschrianktes, zusammenhéngendes Gebiet mit hinreichend glat-
tem Rand I', auf dem der duflere Normalenvektor n fast iiberall definiert ist. Der Raum
C?1(Q7) beinhaltet alle Funktionen, die im Gebiet Q zweimal stetig differenzierbar nach
der Ortsvariablen x und einmal stetig differenzierbar nach der Zeit ¢t € (0,7") sind. Es gilt
Qr = Q% [0,7] und = € Qp. Weiters ist a(z) = [a;;(x,t)]};_, eine symmetrische Matrix
und es wird vorausgesetzt, dass sowohl die Koeflizienten a;;(z) als auch die gegebenen
Funktionen f : Qp — R, gy : I'p — R, g0 : 'y — R, uy : T'e x (0,7) — R und
a: e x (0,7) — R hinreichend glatt sind.

2.2.1 Schwache Formulierung

Die Differentialgleichung (2.3a) wird mit einer Testfunktion v(z) € C°°(Q) multipliziert
und danach das Produkt {iber das Gebiet (2 integriert

/%u(m,t dg;—/v ) Vu(z, t)] v(z )da::/f(x,t)v(:v) dz . (2.4)
Q

Q

Partielle Integration nach z und der Gauf’sche Integralsatz ergeben:

/%u(x,t)v(a:) dr + /[A(x) Vu(z,t)] - Vo(z) do —

Q Q

/[A(iL’) Vu(x,t)v(x)] - n(x) ds, = /f(x,t)v(z) dx .

r Q

Daraus folgt die erste Greensche Formel

:/f(x,t ) dx— /a (, ) dm+/ 2) Vau(z, t) ()] nlz)ds, (2.5)
Q I

mit der Bilinearform

/ x) Vu(z,t)] - Vo(z) dz . (2.6)
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Zunichst werden wieder die Sobolevraume H”* aus Abschnitt 1.2.1 verwendet. Der Raum
der Testfunktionen wird wie bei der Variationsformulierung des Stromungsfeldproblems
definiert (siehe (1.17)), entsprechend

HY(Q,Tp) :={ve H(Q):v|p, =0}.

Beim Aufspalten des Randintegrals aus der ersten Greenschen Formel (2.5) féllt nun das
Integral iiber I' p weg und Einsetzen der Randbedingungen (2.3c) und (2.3d) in die Integrale
iiber I'y und I'c ergibt

/[A(x) Vu(x,t)v(z)] -n(x)ds, = /gg(:v,t)v(x) dsx—i—/a(x,t)[uA(x,t)—u(x,t)]v(x)dsx.

T I'n ING

Fiir ein fixes t € (0,7") kann die Funktion z — u(z,t) als ein Element u(t) des Raumes
H'(Q) aufgefasst werden. Dafiir kann die folgende schwache Formulierung aufgestellt wer-
den.

Gesucht ist u(t) € H'(Q) mit u(t) = g; auf I'p und u(0) = ug:

/%u(x,t)v(x) dr + /[A(m) Vu(z,t)] - Vo(z) de + /a(x,t)u(x,t)v(x) ds, =

/f(w,t)v(x) dx +/gg($,t)v(x) ds, +/a($,t)uA(x,t)v(x) ds, , (2.7)

fiir alle v € HJ (2, Tp).

Bei variablem ¢ erhilt man eine Funktion ¢ — u(¢) mit Werten in H'({2), wobei noch
ein geeigneter Funktionenraum fiir die gesuchte Funktion wu(t) konstruiert werden muss.

Fiir einen beliebigen Banachraum X ist

1

T 2
Ly(0,7;X) = {v 20,T) — Xt vl y07.x) = [/0 |u(t, )Hidt} < oo}

auch ein Banachraum und wenn X reflexiv und separabel ist und X’ den Dualraum von X
bezeichnet, dann ist der Dualraum von Ly(0,7; X') definiert als

[L2(07T;X)]/ = L2<07 T; X/) :

Zusammen mit dem Raum Lo(f2), in dem der Anfangswert ug liegen muss, kann nach
GroBmann u. Roos (1992, 315f) der Sobolev-Raum

HY0,T; X, Ly(Q)) = {u € Ly(0,T; X) mit @ € LQ(O,T;X’)} (2.8)
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definiert werden, wobei @ die schwache Zeitableitung von wu ist. Die Norm dieses Sobo-
levraumes ist definiert durch

||u||H1(O,T;X,L2(Q)) = ||UHL2(O,T;X) + HuHLg(O,T;X’) (2.9)
Die Funktion f € Ly(0,7; X') ist gegeben.
Fiir die betrachtete schwache Formulierung (2.7) nimmt der Sobolevraum H'(2) die

Rolle des Banachraumes X ein und definiert so den Raum H'(0, T; H*(Q), Ly(2)). Mithilfe
des abgeschlossenen Teilraumes

V= {o(t) € H(Q): v(z,t) = gi(z,t) aufIp, t € (0,T)} (2.10)

des H'(Q) lautet die sogenannte Linienvariationsformulierung schlielich wie folgt.
Gesucht ist u € H'(0,T;V,,, L2(2)):

/%u(x,t)v(m) dr + /[A(m) Vu(z,t)] - Vo(z) de + /a(m,t)u(x,t)v(x) ds, =

Q Q I'c
/ Fa () do + / ool )o(x) ds, + / oz, ua(z, () ds, (2.11a)
Q 'y o]
fiir alle v € H} (€, Tp) und ¢ € (0,T), mit der Anfangsbedingung
/u(x,())v(:v)d:v = /uo(:n)v(a:)dw Yo € HY(Q,Tp). (2.11b)
Q Q

2.2.2 Diskretisierung

Es gibt mehrere Moglichkeiten ein parabolisches Randwertproblem zu diskretisieren. Da-
bei ist zwischen Volldiskretisierung und Semidiskretisierung zu unterscheiden. Bei einer
Volldiskretisierung diskretisiert man beziiglich der rdumlichen und der zeitlichen Variablen
mittels finiter Raum-Zeit Elemente. Bei der Semidiskretisierung wird zuerst nur beziiglich
der rdumlichen oder der zeitlichen Variable diskretisiert. Danach erfolgt ein zweiter Diskre-
tisierungsschritt um eine vollstandige Diskretisierung zu erhalten. Eine Semidiskretisierung
bringt den Vorteil, einer méglichen Analyse der Teilschritte. Wenn man zuerst im Raum
diskretisiert, heiit die Methode vertikale Linienmethode. Entscheidet man sich zuerst fiir
die Diskretisierung nach der Zeit, wird die Methode horizontale Linienmethode oder Rothe-
Methode genannt. In dieser Arbeit wird die vertikale Linienmethode angewandt und die
Diskretisierung wird mittels der Finite-Elemente-Methode realisiert.
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Raumliche Diskretisierung

Das Gebietes €2 wird analog zu Abschnitt 1.2.3 in finite Elemente unterteilt (siche (1.21))
und alles in jenem Abschnitt Beschriebene ist auch hier giiltig.

Durch die spezielle Definition des Sobolevraumes (2.8) fiir die gesucht Losung v wird der
endlichdimensionale Finite-Elemente-Raum X, (§2) durch

Xn(Q) := H' (0,75 Vyy i, La(2)) it Vg, C V,
definiert. Wie schon bekannt, wird durch
Xp = Span{zﬁi}f‘io

eine Basis des Ansatzraumes beschrieben, wobei M die Anzahl der Freiheitsgrade der Un-
terteilung ist und der Ansatz fiir eine Funktion u € X, (Q2) lautet

up (@, t) = Z wi () () - (2.12)

Durch eine passende Sortierung der Freiheitsgrade kann man erreichen, dass die inneren
Freiheitsgrade und die Freiheitsgrade auf den Teilréndern I'y und I'p die Nummerierung
1,..., M haben und die Freiheitsgrade am Dirichlet-Rand die Nummerierung M + 1, ..., M.
So bekommt man den Raum

Xon(Q) 1= HY(0,T; Vo, Lo(Q)) mit Vo C Vp = HY(Q,Tp)

wobei Vp j, der Ansatzraum der am Rand verschwindenden Basisfunktionen ist. Eine Funk-
tion u € X,(Q2) hat die Darstellung

up(z,t) = Zuz(t)@/)l(x) + Z g1 (i, t)i(x) - (2.13)

Die kontinuierliche Funktion v € H'(0,T;V,, n, L2(S2)) sowie die Testfunktion v €
H}(Q,Tp) werden nun in der Variationsformulierung (2.7) durch die diskrete Funktion
up, € X, und eine diskrete Testfunktion vy, € V{, ersetzt. Somit ergibt sich die semidiskre-
te Variationsformulierung.

Gesucht ist uy, € Xj:

/%uh(x,t)vh(:v) dx + /[A($) Vup(z,t)] - Vup(z) de + /a(az,t)uh(a:,t)vh(:x) ds, =

Q NG}

/f(a:,t)vh(a:) dr + /gg(:p,t)vh(:c) dsw+/a(x,t)uA(x,t)vh(x) ds,, (2.14a)

Q I'n N6}
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fiir alle vy, € Vp, und es gilt die Anfangsbedingung

/uh(a:, 0)op(x)dx = /ug(x)vh(x)d:c Y, € Vo - (2.14b)

Q Q

Nun wird wieder v, = ¢; gewéhlt und der Ansatze (2.13) in die semidiskrete Variations-
formulierung (2.14) eingesetzt. Es gilt

% (Z ui(t)%(x)) = Z %ui(t)@/)i(x) = Z w;(t)Yi(z)
und somit folgt

/%(i“z‘“)%() dfc—Zm / o)y () d R

Q

Dies und weitere Umformungen der Gestalt

Q

/ [A(x) v(iw: ui(t)wi(a:)ﬂ V() do = ﬁ:u / ) Vibi(2)] - Vb, (@) dz

-.7 - ]'7 e M7
M —_
/oz(x,t) (Z w; ()1 () > x)ds, = Zul / a(x, )(z)j(x)ds,, j=1,... M
e =l Y]
und
M —_—
/Z i(0)Y;(x dx—ZuZ / i(z) Y,(x)de j=1,..,M.
o =1 Q
fithren auf das lineare Gleichungssystem
My, (£) + (A + Kn(®) ) (8) = £,(0). (2.150)
Ghﬂh(o) = Uy p (2.15b)

wobei der Vektor w,(¢) = [u1(t), ..., uz7(t)] T gesucht wird.
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Es gilt

—~

Myli, j] = /wl(x)wj(x)dx i =1, 0, (2.16a)
Mfi.j) = [1A@) Vi) Vi (a) da i,j =1, M, (216D)
Q
K (t)[i, 7] :/a(x,t)wi(x)@/}j(x) ds, i,j=1,..,M, (2.16¢)
fu(®)]i] = /f(x,t)@bz(m) dx +/gg(:p,t)¢i(x) dsx+/a(:1c,t)u,4(x,t)1/)i(x) dsy
Q I'n FC
= 3 glwst) [1AG) V(@) - Ver(a) do - 3 gl / bi(@)i(a
j=M+1 Q j= M+1
1= ,...,M,
(2.16d)
Ghli, j] :/wi(x)z/;j(x) dz i,j=1,..,M, (2.16e)
Q
uo,h[]:/uo( ) dz — Z g(x;,0 / (@) (x)de i=1,.., M. (2.16f)

My, Gy, € RMXM gind Massematrizen, Ay, Kpy(t) € RMXM Steifigkeitsmatrizen und fi,(t),

Ug,p € RM Lastvektoren der rechten Seiten. Zur Bestimmung von w,,(t) € RM muss nun ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung (2.15a) mit einer Anfangsbe-
dingung (2.15b) gelost werden. Die Losung des linearen Gleichungssystems (2.15) ist auch
die Losung der semidiskreten Variationsformulierung (2.14), denn die beiden Formulierun-
gen sind dquivalent.

Zeitdiskretisierung

Auf das Anfangswertproblem(2.15) kann eine Reihe von unterschiedlichen Losungsverfah-
ren angewandt werden. In dieser Arbeit wird gezeigt, wie das Anfangswertproblem mit
sogenannten Einschrittschrittverfahren ndherungsweise gelost werden kann.

Dazu wird zuerst das Zeitintervall [0, 7] in m Teilintervalle

m

0.7 = JMte—rts] . 0=to <ty <o <ty <ty =T
k=1
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zerlegt. Die Zeitschrittweite
Tk:tk—tk_l, kZl,...,tm,

kann hierbei fest (7 = %) oder auch variabel sein. Vereinfachend wird hier von einer gleich-
méafligen Zeitschrittweite 7 ausgegangen.

Die Zeitableitung 1y, (t) wird durch den Differenzenquotienten approximiert

wp (tes1) — un(ty)

uh(t) ~ n

und der elliptische Teil der Formulierung (2.14a) wird durch eine konvexe Linearkom-
bination mit © € [0, 1] der Zeitschritte ¢ und t;_; ersetzt. Diese Methode nennt man
©-Verfahren.

Damit erhélt man aus der semidiskreten Variationsformulierung (2.14a) eine volldiskrete
Ersatzaufgabe.
Gesucht ist up(txs1), sodass

/ uh(tkH)T— uh(tk)vh(z) dr + /A(:v) <@Vuh(tk+1) +(1- e)vuh(tk)> - Vuu(x) de

Q Q

+ /(Oé<l',tk+1)('9Uh(tk+1) + afz, ) (1 — @)uh(tk))vh(x) ds, —

/ (@ F(a,tesn) + (1—O) f(x, tk)>vh(x) dr + / <@g2(:ﬂ, tri) +(1—O)gs(a, tk))vh(:z) ds o+
/ (@a(x,tk+1)uA(:v,tk+1) + (1 - O)alz, ty)ualz, tk)>vh(:v) ds, (2.17a)

fiir alle Testfunktionen v, € Vp, gilt. Die Anfangsbedingung gilt nach wie vor
/uh(O)vh(x)dm = /uo(x)vh(x)dx Yoy, € Vo - (2.17b)
Q Q

Durch die Aquivalenz der semidiskreten Variationsformulierung (2.14) und des linearen
Gleichungssystems (2.15) bekommt man das zu (2.17) dquivalente lineare Gleichungssystem

Wy (thy1) — uy, (te)

My,

+ @<Ah + Kh(tk—&-l))Qh(tk-i-l) +(1-6) <Ah + Kh(%))ﬂh@k) =
Of, (ti1) + (1= 0O)f, (tx), (2.18a)

u,(0) = Gy g, - (2.18b)
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Dabei sind die Matrizen My, Gp,, Ap, Kp(t) und die Vektoren f,(tx), uo in (2.16) gegeben
und der Vektor w,(t) hat die Form [u(tx), ..., ugz(te)] -

Umformen bringt das Gleichungssystem (2.18a) mit der Anfangsbedingung (2.18b) auf
die Form

Mo+ 70 (An + Knlti)) [ (tsn) = 7 (OF, (ba) + (1 = ©)1,, (1)
+ [Mh -7(1-9) (Ah + Kh(tk)ﬂﬂh(tk) , (2.19a)

u,(0) = Gy lug, - (2.19b)

Indem man das Lineare Gleichungssystem (2.19) 16st, lasst sich der Losungsvektor wy, (tx41)
zum Zeitpunkt 5.1 aus dem Losungsvektor w,,(t;) zum Zeitpunkt ¢, berechnen.

Somit wurde das parabolische Anfangs-Randwert-Problem auf ein Anfangswertproblem
fiir ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung reduziert. Abhéngig
davon, wie Theta (0) gewdhlt wird, gibt es verschiedene numerische Losungsverfahren fiir
Anfangswertprobleme und somit auch fiir das Gleichungssystem (2.19). Die bekanntesten
sind:

fiir © = 0 das Euler-Vorwirts-Verfahren (auch explizites Euler-Verfahren

oder eulersches Polygonzug-Verfahren,
fir © = % das Crank-Nicolson-Verfahren,
fir © = 1 das Euler-Riickwérts-Verfahren (oder implizites Eulerverfahren).

Diese Verfahren sind alles Einschrittverfahren, da man fiir die Berechnung der Nahe-
rungslosung zum Zeitpunkt k£ + 1 nur die Ndherungslosung zum Zeitpunkt £ braucht.

Wichtige Kriterien fiir die Bewertung dieser Verfahren sind die Konsistenz- und Konver-
genzordnung sowie die Stabilitéit. Diese Grofien geben Auskunft iiber den Fehler, der durch
die Verwendung des numerischen Losungsverfahrens entsteht.

Das explizite und das implizite Eulerverfahren sind Verfahren der Ordnung 1 und das

Crank-Nicolson-Verfahren hat die Ordnung 2. Eine ausfiihrliche Beschreibung der einzelnen
Begriffe zur Fehleranalyse ist z.B. in Grigorieff (1972) zu finden.
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3 Modellierung des Stromungsfeldes
mit dem Tool EleFAnT3D

Am Beginn dieses Kapitels wird die generelle Funktionsweise von EleFAnT3D beschrie-
ben. Es ist dies ein FEM-Programmpaket und wurde am Institut fiir Grundlagen und
Theorie der Elektrotechnik, insbesondere zur Berechnung elektrotechnischer Feldrobleme
entwickelt. Im Weiteren wird hier die Modellierung eines Strémungsfeldes mit EleFAnT3D
anhand einfacher Beispiele erklart. Als Gebiet 2 wird ein 20cm langer, 12, 5em breiter und
1, 5¢m hoher Quader aus Stahl betrachtet.

3.1 Funktionsweise von EleFAnT3D

Um ein Problem in EleFAnT3D berechnen zu kénnen, muss man zuerst den Problemtyp
festlegen. Dabei kann zwischen 1.) einem elektrischen Feld, 2.) einem Stromungsfeld, 3.)
einem magnetischen Feld und 4.) einem Temperaturfeld ausgewihlt werden.

Es folgt die Eingabe der Geometrie des Gebietes. Zu diesem Zweck wird das Gebiet in
ein Koordinatensystem gelegt. Dabei ist es wichtig den Nullpunkt festzulegen. Die Eingabe
der Lange erfolgt in EleFAnT3D in Meter.

Danach ist die Eingabe der Materialien, der Randbedingungen und der Quellen an der
Reihe. Speziell fiir die Eingabe der Randbedingungen ist die Reihenfolge der Flichennum-
merierung in EleFAnT3D wichtig. In Abbildung 3.1 ist das betrachtete Gebiet in einem drei-
dimensionalen Koordinatensystem dargestellt. Die Flachennummerierung ist darin durch
die Fliachennormalenvektoren I',—I'; dargestellt. Der angenommene Nullpunkt fiir das hier
betrachtete Gebiet ist ebenfalls eingezeichnet.

Das Gebiet wird zuerst durch den Anwender in sogenannte Makroelemente zerlegt. Fiir
jedes Makroelement werden 26 Koordinaten-Trippel benétigt, die Eckknoten, die Kan-
tenmittelpunkte und die Flachenmittelpunkte. Die Kantenmittelpunkte konnen auch ge-
wichtet werden und miissen daher nicht unbedingt mit den geometrischen Mittelpunkten
iibereinstimmen. Weiters werden die Makroelemente in finite Elemente unterteilt. Dafiir
werden in Elefant finite Quaderelemente verwendet. Innerhalb eines Makroelementes wird
in jede Koordinatenrichtung gleichméflig unterteilt. Der Anwender bestimmt fiir jedes Ma-
kroelement die Anzahl der finiten Elemente in Richtung der einzelnen Koordinatenachsen.
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Abbildung 3.1: Gebiet im xyz-Koordinatensystem mit der Flichennummerierung aus
EleFAnT3D.

Die Unterteilung in Makroelemente hat verschiedene Griinde. Ein Material kann nur auf
jeweils einem ganzen Makroelement festgelegt werden. Auflerdem ist es nur moglich, Rand-
bedingungen auf ganzen Flachen oder Kanten vorzugeben und auch Quellen sind nicht auf
Teilflichen bzw. Teilelementen definierbar.

Ein weiterer Grund warum man ein Gebiet in mehrere Makroelemente unterteilt, ist die
unterschiedliche Feinheit der Unterteilung in finite Elemente. Wo die Struktur des Gebietes
komplizierter ist, konnte die Unterteilung in Makroelemente die Berechnung vereinfachen.
Es ist moglich, dass in diesen Teilen eine feinere Unterteilung in finite Elemente genauere
Ergebnisse erzielt. In anderen Teilen wiederum wiirde eine zu feine Unterteilung nur un-
notigen Rechenaufwand bedeuten, denn je mehr finite Elemente eine Unterteilung ergibt,
desto grofer wird das Gleichungssystem (1.27). Im Laufe dieses Kapitels werden einige
Fille, in denen eine Unterteilung in Makroelemente erforderlich ist, anhand von Beispielen
demonstriert.

Zu erwahnen ware noch, dass das Programmpaket EleFAnT3D quadratische Formfunk-
tionen verwendet. Das bedeutet, als Ansatzraum X, (§2) wird der Raum der stiickweise
quadratischen und global stetigen Funktionen S7({2) verwendet.

Nach Eingabe von Geometrie, Materialien, Randbedingungen und Quellen, stellt Ele-
FAnT3D das entsprechende Gleichungssystem (1.27), wie in Abschnitt 1.2.4 beschrieben,
auf und 16st es mittels vorkonditioniertem CG-Verfahren. Als Vorkonditionierung wird eine
unvollstandige Cholesky-Zerlegung verwendet. Dabei kann man natiirlich die notwendigen
Parameter (Anfangswerte, Abbruchkriterien, Genauigkeit) fiir die Vorkonditionierung so-
wie fiir die CG-Iteration bestimmen.

Das Programm kann verschiedene Informationen ausgeben, wie z.B. die Anzahl der fi-
niten Elemente, die Anzahl der Knoten oder die Rechenzeit. Wahrend der Berechnung
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konnen ebenfalls die Anzahl der bendtigten Iterationsschritte, Teilrechenzeiten, und ande-
re Informationen ausgegeben werden. Nachdem die Berechnung beendet ist, kann man die
Resultate mit EleFAnT3D graphisch ausgeben. Welche Moglichkeiten es dabei gibt und
wie diese grafischen Darstellungen aussehen, wird nachfolgend gezeigt.

3.2 Modellierung von Stromungsfeldproblemen

Die zu l6sende Differentialgleichung fiir das Stromungsfeldproblem aus Kapitel 1 lautet
—div [ygrad V] =0 in Q,
mit den Randbedingungen

V=W auf I'p |
[—ygradV] - n=gq auf I'y .

Beziiglich der elektrischen Leitfahigkeit ist Stahl ein homogenes, isotropes, lineares Materi-
al. Der Tensor v, der die elektrische Leitfahigkeit ausdriickt, ist in einem isotropen Material
ein Skalar. Die elektrische Leitfahigkeit von Stahl wird mit v = 6 - 10 S/m (Siemens pro
Meter) angenommen.

In der Folge wird anhand einiger kanonischer Beispiele gezeigt, welche Auswirkung ver-
schiedene Randbedingungen auf das Stromungsfeldproblem haben und wie die Modellie-
rung von Randwertproblemen fiir Stromungsfelder in EleFAnT3D aussieht.

3.2.1 Dirichlet-Randbedingungen

In diesem Abschnitt wird die Funktion von Dirichlet-Randbedingungen erortert. Diese
geben in einem stationdren Stromungsfeld das elektrische Potential auf der betreffenden
Randflache (siehe Abbildung 3.1) vor. Es ist nun eine homogene Dirichlet-Randbedingung
auf der Flache I's und eine inhomogene Dirichlet-Randbedingung mit V5 = 1V auf [';
vorgegeben, d.h.

Vo=0 auf 'y,
Vo=1V auf I's .

Auf den Flachen, an denen keine expliziten Randbedingungen vorgegeben sind, gelten ho-
mogene Neumann-Randbedingungen. Diese miissen in EIeFAnT3D nicht explizit angegeben
werden.

Nach Eingabe dieser Randdaten kann EleFAnT3D das Skalarfeld V' berechnen und ver-
schiedenste Komponenten grafisch darstellen. In Abbildung 3.2 ist die Potentialverteilung
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Abbildung 3.2: Potentialverteilung, resultierend aus den betrachteten Dirichlet-
Randbedingungen.

auf der betrachteten Stahlplatte zu sehen. Man kann diese Grafik aus allen moglichen Win-
keln betrachten oder auch nur einzelne Komponenten darstellen lassen, wie z.B. Flédchen
mit bestimmten Randbedingungen. Auflerdem kénnen die Farbeinstellungen verédndert wer-
den. So kann man verschiedenen Komponenten, die angezeigt werden sollten, auswéhlen
und die Farben fiir diese Komponenten bestimmen. Es gibt auch eine Zoomfunktion mit
der man gewiinschte Bereiche genauer betrachten kann. Weiters kann man festlegen, ob die
Makroelemente oder die finiten Elemente eingezeichnet werden sollen oder nicht.

E [V/m]

S.OOOI
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2.500I

1.250

0.000

Abbildung 3.3: Vektorfeld der elektrischen Feldstirke E fiir das betrachtete
Randwertproblem.

Eine weitere Moglichkeit der grafischen Darstellung von EleFAnT3D sind Vektorfelder.
Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 3.3 das Vektorfeld der elektrischen Feldstéirke E
fiir das betrachtete Dirichlet-Randwertproblem dargestellt. Die elektrische Feldstéirke wird
in V/m (Volt pro Meter) gemessen. Dabei bietet EleFAnT3D die Moglichkeit, die Dichte
der anzuzeigenden Pfeile vorzugeben.
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3.2.2 Neumann-Randbedingungen

Nun wird die inhomogene Dirichlet-Randbedingung durch eine inhomogene Neumann-
Randbedingung ersetzt. Diese Art der Randbedingungen stellen in einem stationédren Stro-
mungsfeld die Stromquellen dar. In der Folge wird auf der Fléiche I's eine Stromquelle von
1 A/m? (Ampere pro Quadratmeter) angenommen. Auf T's gilt weiterhin die homogene
Dirichlet-Randbedingung.

‘/0:0 aufP5,
—ygradV -n=q=1A/m? auf I's .

Ohne eine Dirichlet-Randbedingung wére das Problem nicht eindeutig losbar, denn reine
Neumann-Randbedingungen lassen mehrere Losungen zu. Der Grund dafiir ist, dass der
Gradient einer Konstante k& Null ist. Daraus folgt

grad V = grad (V + k) .

Um die Eindeutigkeit zu erzwingen, muss der Wert der gesuchten Funktion in zumindest
einem Punkt vorgegeben werden.

V107 V]
33.33

25.00

16.67

8.333

o 0.000
Abbildung 3.4: Durch Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen erzeugte
Potentialverteilung.

In Abbildung 3.4 ist das Skalarpotential fiir das betrachtete gemischte Randwertpro-
blem dargestellt. Weiters ist in Abbildung 3.5 das Vektorfeld der elektrischen Stromdichte
J zu sehen. Die elektrische Stromdichte wird in A/m? gemessen. Mithilfe dieser Grafik
kann man gut erkennen, dass die elektrische Stromdichte J und der durch die Neumann-
Randbedingung vorgegebene Stromfluss ¢ eng zusammenhéngen. J steckt in der Neumann-
Randbedingung drinnen, denn diese hat die Form —v gradV - n = J - n = ¢. Offensichtlich
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stimmt die Grafik mit dem durch die Randbedingung vorgegebenen Stromfluss von 1 A/m?
iiberein.

0.250

0.000

Abbildung 3.5: Vektorfeld der elektrischen Stromdichte J fiir das betrachtete
Randwertproblem.

In diesem Beispiel hat die betrachtete Stahlplatte die Funktion eines elektrischen Leiters.
Die Stromquelle ist auf der Fléache I'3 gegeben und rund um den Leiter auf I'y, I'y, I'y und
['g ist durch die homogenen Neumann-Randbedingungen eine Isolation modelliert.

Bei einem reinen Neumann-Randwertproblem muss zusétzliche die Losbarkeitsbedingung
/f(m) dx + /q(m) ds; =0 (3.1)
Q r

erfiillt werden um die Existenz einer Losung iiberhaupt zu gewéhrleisten. Allerdings sagt
diese Bedingung nichts iiber die Eindeutigkeit der Losung aus. Das hat zur Folge, dass die
Berechnung eines reinen Neumann-Randwertproblems mit EleFAnT3D eine Losung ergibt,
diese jedoch nicht sinnvoll ist.

3.2.3 Unterteilung in mehrere Makroelemente

In Folge wird nun gezeigt, welche Vorteile die Zerlegung eines Gebietes in Makroelemente
haben kann. Dabei wird konkret auf zwei Fille eingegangen. Im ersten Fall werden die
Randbedingung und die Quelle nur auf Teilen der Randflichen des Gebietes betrachtet,
was die Modellierung hier zumindest grafisch etwas interessanter macht. Im zweiten Fall
wird ein Gebiet betrachtet, das aus zwei verschiedenen Materialien besteht.
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Randbedingungen

Wenn man die Randbedingungen nicht einfach nur auf ganzen Fléchen des Gebietes ange-
ben will, muss man dieses passend unterteilen. Die hier betrachtete Stahlplatte wird in 6
Makroelemente (ME1-MEG6) unterteilt. Diese Unterteilung ist in Abbildung 3.6 dargestellt.
Die Flichennummerierung aus Abbildung 3.1 gilt dabei fiir jedes Makroelement.

4

Y\Lx

Abbildung 3.6: Unterteilung des betrachteten Gebietes in 6 Makroelemente.

Die homogene Dirichlet-Randbedingung wird auf der Fliche 2 des Makroelementes 1
angenommen und eine inhomogene Neumann-Randbedingung von 10 A/m? wird auf der
Flache 4 des Makroelementes 6 vorgegeben, d.h.

V=0 auf I'y von MEL ,
—vygradV -n =g =10 A/m? auf I'y von MEG .

In Abbildung 3.6 sind die betreffenden Fliachen I'y (gelb) und I'y (griin) eingefirbt.

0.000

Abbildung 3.7: Vorder- und Hinteransicht des Stromungsfeldproblems.

Das grafische Ergebnis, mit EleFAnT3D berechnet, ist in Abbildung 3.7 zu sehen. Dabei
ist das Skalarpotential einmal von vorne und einmal um 180 Grad um die y-Achse gedreht
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abgebildet. Die Nummerierung der Makroelemente ist hier nicht relevant. Es sollte aus
Abbildung 3.7 ersichtlich sein, welche Makroelemente gemeint sind.

In Abbildung 3.8 ist das Vektorfeld von E fiir das betrachtete Beispiel dargestellt. Man
kann in der Grafik gut erkennen, wo die Stromquelle ist und in welche Richtung der Strom
fliet. An den Flichen ohne explizite Randbedingungen sieht man, dass der Strom parallel
zu den Fliachen fliefit. Das bedeutet, dass die Normalkomponente Null ist und somit ist
wieder die Giiltigkeit der homogenen Neumann-Randbedingung bestétigt.

E [10° V/m]

3.947I

2.961

1.974+

0.987

0.000

Abbildung 3.8: Vektorfeld der elektrischen Feldstéarke E.

Mehrere Materialien

Im néchsten Schritt wird die betrachtete Stahlplatte in Luft eingebettet. Genauer aus-
gedriickt, wird um die Stahlplatte herum in Richtung der y-Achse und der z-Achse je-
weils 50cm Luft modelliert. Zu diesem Zweck wird das Gebiet modifiziert. Es ist nach
wie vor 0,2m lang, jedoch 1,125m breit und 1,015m hoch. Das neue Gebiet wird in 9
Makroelement-Quader unterteilt, wobei die bisher betrachtete Stahlplatte genau in der
Mitte des Gebietes liegt. Die Stahlplatte selbst hat nach wie vor die gleichen Mafle, jedoch
entspricht sie nun dem Makroelement 5. In Abbildung 3.9 ist das neue Gebiet dargestellt,
wobei die Stahlplatte gelb markiert ist.

Mithilfe so einer Einbettung kann man die Isolation eines Leiters durch verschiedene Ma-
terialien modellieren. In Kapitel 5 wird die Berechnung des Stromungsfeldes mit der des
thermischen Feldes gekoppelt. Dafiir wird fiir beide Felder dasselbe Gebiet mit demselben
Gitter betrachtet. Im Zusammenhang mit der Temperaturberechnung wird die Einbettung
des Gebietes eine wichtige Rolle spielen. Vorbereitend fiir diese Koppelung wird hier das
Stromungsfeldproblem dieser Einbettung betrachtet.
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Abbildung 3.9: Stahlplatte, eingebettet in Luft.

Bei der Eingabe der Materialwerte hat man mit Stahl und Luft zwei, beziiglich der elek-
trischen Leitfahigkeit, homogene, isotrope, lineare Materialen. Im Makroelement 5 wird fiir
Stahl wieder eine elektrische Leitfihigkeit von 6 - 10® S/m angenommen. In den iibrigen
Makroelementen ist Luft. Da Luft keinen Strom leitet, wird eine sehr kleine elektrische
Leitfihigkeit von 1072 .S/m angegeben.

Die Randbedingungen werden nur am Makroelement 5 vorgegeben. Wie beim Randwert-
problem aus Abschnitt 3.2.2 gilt

%:O aufF5,
[~ygrad V] -n=g=1A/m? auf I's .

In Abbildung 3.10 ist das von EleFAnT3D grafisch dargestellte Skalarpotential zu sehen.
Dabei ist das Gebiet von vorn und, um ca. 90 Grad um die y-Achse gedreht abgebildet.
Der Teil des Gebietes, der aus Stahl besteht, ist als ein Farbfeld dargestellt und der Teil,
der aus Luft besteht, ist farblos.

Wiirde man in EleFAnT3D nur Makroelement 5 abbilden lassen, wiirde man das gleiche
Bild wie in Abbildung 3.4 bekommen. Jedoch ist dies hier nicht notwendig, da man aus
Abbildung 3.10 schon erkennen kann, dass sich fiir die Stahlplatte gegeniiber Abbildung 3.4
nichts verdndert hat. Vergleicht man die Skalen der beiden Abbildungen sicht man, dass
die Ergebnisse iibereinstimmen.

Um diese Ubereinstimmung zu iiberpriifen wurden die Potentialverteilungen iiber die
Lange der Stahlplatte betrachtet und miteinander verglichen. Fiir diesen Vergleich wurden
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Abbildung 3.10: Vorderseite und Hinterseite der in Luft eingebetteten Stahlplatte.
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die Potentialwerte in 51 Punkten entlang einer Linie durch die Mitte der Platte betrachtet.
Es ist hinreichend die Potentialwerte entlang einer Linie zu vergleichen, da sich das Poten-
tial {iber die Hohe und die Breite der Platte hier nicht verdndert. In Abbildung 3.11 ist
die Potentialverteilung entlang der Mittellinie der Stahlplatte in einem Diagramm darge-
stellt. Diese Potentialverteilung ergibt sich sowohl aus der Berechnung der Stahlplatte aus
Abbildung 3.4 als auch aus der Berechnung der in Luft eingebetteten Stahlplatte (Abbil-
dung 3.10). Der maximale Potentialwert von beiden Beispielen ist 3.333-107% V. Es spielt
demnach fiir das Stromungsfeld keine Rolle, ob man es in Luft eingebettet modelliert oder
nicht.

40
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Abbildung 3.11: Potentialverteilung iiber die Stahlplatte.
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Grund dafiir sind die homogenen Neumann-Randbedingungen. Sie miissen auf den Grenz-
flichen zu nichtleitfahigen Gebieten erfiillt sein. Da die Luft elektrisch gesehen als Isolator
dient, miissen die homogenen Neumann-Randbedingungen auf jenen Fliachen der Stahlplat-
te erfiillt werden, welche an Luft grenzen. Wenn, wie in Abschnitt 3.2.2, keine Vorgaben
gemacht werden, werden ebenfalls homogenen Neumann-Randbedingungen und somit eine
Isolation angenommen.

Da bei der Einbettung die elektrische Leitfahigkeit der Luft nicht mit Null modelliert
werden konnte, werden die homogenen Neumann-Randbedingungen nur nidherungsweise
erfiillt. AuBlerdem konnen diese bei der Diskretisierung des Gebietes durch die Ansatzfunk-
tionen ebenfalls nur ndherungsweise erfiillt werden. Wie man aus dem Beispiel erkennen
kann, ist die ndherungsweise Erfiillung der Neumann-Randbedingungen jedoch hinreichend.

Die Einbettung in Luft hat fiir das stationdre Stromungsfeld keine Auswirkung und

erscheint hier iiberfliissig. Jedoch ist genau diese Tatsache fiir die weitere Vorgangsweise
wichtig.
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4 Modellierung des thermischen Feldes
mit dem Tool EleFAnT3D

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man ein thermisches Problem mit dem FEM-Programm-
paket EleFAnT3D modellieren kann. Dazu wird dasselbe Gebiet wie in Kapitel 3 betrachtet,
ergo eine 20cm lange, 12, 5em breite und 1, 5em hohe Stahlplatte. Zuerst wird das thermi-
sche Problem als stationédres Problem betrachtet, was der rein rdaumlichen Diskretisierung
aus Kapitel 2 entspricht. Im zweiten Teil des Kapitels wird die Berechnung des instatio-
ndren thermischen Problems beschrieben. Dabei werden die rdumliche und die zeitliche
Diskretisierung verbunden und dadurch eine Volldiskretisierung erzielt. Die in diesem Ka-
pitel verwendeten Daten wurden aus Ozisik (1985) iibernommen.

Die Geometrie fiir das thermische Problem wird vom bereits betrachteten Stromungsfeld
kopiert und als Problemtyp wird das Temperaturfeld ausgewéhlt. Zur Erinnerung wird die
Wirmeleitgleichung (2.1) aus Kapitel 2 hier nochmals angegeben:

cp(x)p(x)%u(x,t) — div ()\(x) grad u(z, t)) = f(z,t) in Qp .

Die moglichen Randbedingungen lauten

u(z,t) = g1(x,t) fir x € Tp,t € (to,T),
A(z) grad u(z,t)] - n(x) = go(x, t) fir x € Iy, t € (20,7,
A(z) grad u(z,t)] - n(z) + a(z, t) u(z, t) = a(z, t) ua(z,t) fir z € e, t € (t,7T) .

Das hier verwendete Material ist Stahl, wobei dieses beziiglich der Warmeleitfahigkeit ein
homogenes, isotropes und lineares Material ist. In diesem Fall ist die Warmeleitzahl ein
Skalar und wird hier mit A = 70 W/Km (Watt pro Kelvin pro Meter) angenommen. Auf
die Bedeutung der weiteren Groflen wird im Laufe dieses Kapitels genauer eingegangen.

4.1 Modellierung von stationdren thermischen Problemen

Im Falle der stationdren Warmeleitgleichung fillt die Ableitung nach der Zeit weg und es
wird eine Gleichung der Form

—div ()\(x) grad u(:zc)) = f(z) in
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betrachtet. Diese Gleichung und jene, die beim Strémungsfeldproblem in Abschnitt 3.2
betrachtet wird, haben dieselbe Gestalt. Der Unterschied ist nur, dass in der einen die
elektrische und in der anderen die thermische Leitfahigkeit als Materialgréffen stehen und
dass die gesuchte Grofle bei dem einen das elektrische Skalarpotential V' ist und beim ande-
ren die Temperatur 7. Zusammenfassend bedeutet das, dass die Art der Probleme dieselbe
ist und somit beide Probleme auf die gleiche Weise gelost werden kénnen, ndmlich auf die
in Kapitel 1 beschriebene.

Die moglichen Randbedingungen bei beiden Probleme sind ebenfalls die gleichen. Eine
Ausnahme bildet die Cauchy-Randbedingung (auch Robin-Randbedingung genannt), denn
diese existiert nur beim thermischen Problem. Nachfolgend werden einige einfache Rand-
wertprobleme fiir stationére thermische Felder mit EleFAnT3D modelliert. Mithilfe dieser
Beispiele soll die Auswirkung der verschiedenen Arten von Randbedingungen auf das Tem-
peraturfeld verdeutlicht werden.

4.1.1 Dirichlet-Randwertproblem

Als erstes Beispiel wird ein Randwertproblem betrachtet, bei dem nur Dirichlet-Randbe-
dingungen explizit vorgegeben werden. Wie schon in Abschnitt 3.2.1 erklart, gelten auf
den nicht explizit erwédhnten Randflichen immer homogene Neumann-Randbedingungen.
Im stationédren Fall haben die Dirichlet-Randbedingungen die Form

u(z) = g1(z) auf I'p .
Die homogenen Neumann-Randbedingungen werden durch
Az) grad u(z) -n(x) =0 auf I'y

beschrieben. Die Dirichlet-Randbedingungen geben die Temperatur auf dem entsprechen-
den Randstiick vor. Zunéchst werden jeweils eine Dirichlet-Randbedingung auf den zwei
gegeniiberliegenden Flichen I's und I's der betrachteten Stahlplatte angenommen. Auf
I's wird eine homogene Dirichlet-Randbedingung, d.h. 0°C, und auf I's eine inhomogene
Dirichlet-Randbedingung mit 20°C vorgegeben.

g1(z) =0 auf I's |
g1(x) =20°C auf I's .
In Abbildung 4.1 ist die mit EleFAnT3D erstellte, grafische Darstellung dieses Rand-

wertproblems zu sehen. Wie zu erwarten, sieht man ein Temperaturfeld das zwischen den
Fliachen I's und I's gleichméfig von 0°C bis 20°C verléuft.

Das Vektorfeld, das den negativen Gradient der Temperatur beschreibt, ist in Abbil-

dung 4.2 dargestellt. Geméfl der Vorgabe der Randbedingungen zeigt das Vektorfeld gleich-
méafBig von I'3 nach I's. Hierbei kann man wieder sehen, dass auf den Flachen, auf denen
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Abbildung 4.1: Temperaturfeld, erzeugt durch Dirichlet-Randbedingungen auf gegeniiber-
liegenden Flachen.
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Abbildung 4.2: Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten fiir das betrachtete
Randwertproblem.

keine expliziten Randbedingungen vorgegeben sind, in EleFAnT3D homogene Neumann-
Randbedingungen angenommen werden. Die Normalenkomponenten des Temperaturgra-
dienten auf den Flachen I'y, I's, I'y und I's sind Null. Das entspricht einer Isolation.

Nun wird die Stahlplatte erneut in 6 sogenannte Makroelemente unterteilt. Dabei wird
dieselbe Unterteilung wie beim Stromungsfeldproblem verwendet (siche Abbildung 3.6). Die
Dirichlet-Randbedingungen werden nun mit 20°C auf der Fldche I'y von Makroelement 4
und 50°C auf der Flache I'y von Makroelement 3 vorgegeben.

g1(x) =20°C auf I'; von ME4 ,
g1(z) =50°C auf I's von ME3 .

In Abbildung 4.3 sind die beiden Fliachen, auf denen die Randbedingungen angenommen

werden eingezeichnet. Dabei ist ['; von Makroelement 4 gelb und I's von Makroelement 3
griin dargestellt.
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Abbildung 4.3: Randbedingungen auf zwei Flachen des Gebietes.
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Abbildung 4.4: Temperaturfeld des betrachteten Dirichlet-Randwertproblems.
Abbildung 4.4 zeigt die mit EleFAnT3D grafisch dargestellte Losung des betrachteten

Dirichlet-Randwertproblems. Dabei ist deutlich zu erkennen, dass die Dirichlet-Randbe-
dingungen die Temperatur auf der entsprechenden Randflédche vorgeben.

4.1.2 Dirichlet-Neumann-Randwertproblem

Nun wird die Dirichlet-Randbedingungen auf I'; von Makroelement 4 durch eine inhomo-
gene Neumann-Randbedingung der Gestalt

Az) grad u(z) - n(x) = ga(x) auf T'y
ersetzt. Neumann-Randbedingungen beschreiben die Warmestromdichte auf der entspre-

chenden Randfliche. Dieser wird in W/m?(Watt pro Quadratmeter) gemessen. An dieser
Stelle wird eine Wirmestromdichte von 250 W/m? auf der Fliche I's von Makroelement 3

42



vorgegeben. Somit lauten die Randbedingungen

g1(x) =20°C auf I'; von ME4 ,
ga(z) = 250 W/m? auf I's von ME3 .

In Abbildung 4.5 ist das Temperaturfeld fiir dieses Dirichlet-Neumann-Randwertproblem
dargestellt. Man kann sehen, dass sich die Temperaturverteilung auf dem Makroelement 3
im Vergleich zum Randwertproblem aus Abschnitt 4.1.1 geéindert hat.

T [°C]

21.09I

20.82

20.55
|

20.27

20.00

1 x

Abbildung 4.5: Temperaturfeld des betrachteten Dirichlet-Neumann-Randwertproblems.
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Abbildung 4.6: Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten des Dirichlet-Neumann-
Randwertproblems.

In der Neumann-Randbedingung ist erneut die Warmeleitfahigkeit A zu finden, welche
mit 70 W/Km angenommen wurde. Wenn man die Warmestromdichte der rechten Seite
durch die Warmeleitfahigkeit dividiert, bleibt fiir den Temperaturgradienten die Einheit
K/m (Kelvin pro Meter) stehen. In Abbildung 4.6 ist das Vektorfeld des negativen Tempe-
raturgradienten zu sehen. Dieser wird in K/m gemessen. Man kann gut sehen, woher der
Wirmestrom kommt und wie er iiber das Gebiet verlduft.
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4.1.3 Neumann-Cauchy-Randwertproblem

Im né&chsten Schritt wird die Dirichlet-Randbedingung durch eine Cauchy-Randbedingung
der Form

Az) grad u(z) - n(z) + a(z) u(r) = a(r) ua(z) auf I'c

ersetzt. Die Cauchy-Randbedingung beschreibt den Warmeaustausch mit der Umgebungs-
temperatur. Zu diesem Zweck miissen bei der Vorgabe dieser Art der Randbedingung zwei
Werte angegeben werden, die Umgebungstemperatur u4(z) und der Warmeaustauschko-
effizienten a(x). Als Umgebungstemperatur wird von einer Raumtemperatur von 20°C
ausgegangen und der Wirmeiibergangskoeffizient wird mit 50 W/m?K (Watt pro Qua-
dratmeter pro Kelvin) angenommen. Die Randbedingungen haben nun die Form

a(z) - uy(z) = 50 W/m?K - 20°C auf I'; von ME4 ,
g2(x) = 250 W/m? auf I's von ME3 .

TIC]
25.65

25.29
24.92

24.56

z

lox

24.20

Abbildung 4.7: Temperaturfeld des betrachteten Neumann-Cauchy-Randwertproblems.

In Abbildung 4.7 ist das Temperaturfeld, das aus diesem Neumann-Cauchy-Randwert-
problem entsteht, dargestellt. Gegeniiber dem Dirichlet-Neumann-Randwertproblem in Ab-
bildung 4.5 ist zu sehen, dass die Temperatur hoher ist. Aulerdem ist eine Verédnderung
der Temperaturverteilung auf Makroelement 4 zu beobachten.

Abbildung 4.8 zeigt das Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten fiir das betrach-
tete Neumann-Cauchy-Randwertproblem. Wiederum kann man den Verlauf des Warme-
stroms {iber das Gebiet gut erkennen.

Man sieht, dass bei Cauchy-Randbedingungen, im Vergleich zu Dirichlet-Randbedin-
gungen eine stiarkere Erwiarmung stattfindet. Grund dafiir ist, dass die Dirichlet-Randbe-
dingung die Temperatur am Rand unverédnderlich vorgibt, die Cauchy-Randbedingung je-
doch nur die Temperatur der Umgebung beschreibt und somit der Stahlplatte selbst eine
Erwérmung am Cauchy-Rand erlaubt.
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Abbildung 4.8: Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten des Neumann-Cauchy-
Randwertproblems.

Ein durch eine Neumann-Randbedingung vorgegebener Wérmefluss bedeutet eine Wér-
mequelle auf der betreffenden Randflache. Fiir thermische Probleme gibt es jedoch noch
eine weitere Art von Warmequellen, sogenannte Volumsquellen. Diese werden durch die
rechte Seite f(x) der Warmeleitgleichung beschrieben.

4.1.4 Volumsquellen

Im nichsten Beispiel werden Volumsquellen mit einer Leistung von 250 W/m? in den Ma-
kroelementen 3 und 6 vorgegeben. In der Folge werden zuerst eine Dirichlet-Randbedingung
und danach eine Cauchy-Randbedingung auf der Fliache I's von Makroelement 1 angenom-
men. Dabei soll die Auswirkung dieser beiden Randbedingungen auf das Temperaturfeld
untersucht werden. In Abbildung 4.9 sind die zwei Makroelemente, auf denen die Volums-
quellen angenommen werden tiirkis eingezeichnet. Weiters ist die Randfliche auf der die
Dirichlet- bzw. Cauchy-Randbedingung angenommen wird gelb markiert.

Y _x

Abbildung 4.9: Geometrie des Gebietes mit zwei Volumsquellen und einer
Flachenrandbedingung.
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Die Dirichlet-Randbedingung gibt eine Temperatur von 20°C auf der entsprechenden
Randfldche vor, d.h.
g1(x) =20°C auf I's von ME1 .

In Abbildung 4.10 ist das Temperaturfeld des Dirichlet-Randwertproblems mit zwei Vo-
lumsquellen grafisch dargestellt. Die Differenz zwischen dem warmsten und dem kéltesten
Punkt des Gebietes ist etwas weniger als 0.05°C, was durch Runden auf der Skala nicht
zu erkennen ist. Diese Differenz éndert sich nicht, wenn man die Temperaturvorgabe der
Dirichlet-Randbedingung auf 0°C verringert oder auf 100°C erhoht.

T[°C]
20.05

20.04

20.02

20.01

’\ZL/X 20.00
Abbildung 4.10: Temperaturfeld, erzeugt durch 2 Volumsquellen und eine Dirichlet-
Randbedingung.

Die Cauchy-Randbedingung gibt die Umgebungstemperatur von 20°C und den Wér-
meiibergangskoeffizient 50 W/m?K an der betrachteten Randfliiche vor. Damit hat die
Randbedingung die Form

a(z) - uy(z) = 50W/m?K - 20°C auf IT's von MEL .

In Abbildung 4.11 ist das durch die beiden vorgegebenen Volumsquellen und eine Cauchy-
Randbedingungen erzeugte Temperaturfeld dargestellt. Hier ist die Differenz zwischen dem
warmsten und dem kéltesten Punkt des Gebietes etwas mehr als 0.05°C, was wiederum
durch Runden auf der Skala nicht erkennbar ist. Ebenso wie zuvor bleibt diese Differenz
fiir hohere oder niedrigere Vorgaben der Umgebungstemperatur konstant. Auflerdem ist
der kilteste Punkt, unabhéingig von der vorgegebenen Umgebungstemperatur, immer um
0.7°C warmer als diese.

Das Ausmaf} der Erwérmung des Gebietes ist demnach bei jedem Randwertproblem fiir
sich konstant, unabhéngig von der Temperaturvorgabe der Randbedingungen. Um das Ge-
biet starker zu erhitzen, werden nun die Quellen veréindert. Im néchsten Schritt werden die
Volumsquellen mit einer Leistung von 250 W/m? nicht nur auf einzelnen Makroelementen,
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Abbildung 4.11: Temperaturfeld, erzeugt durch 2 Volumsquellen und eine Cauchy-
Randbedingung.

sondern auf dem gesamten Gebiet vorgegeben. Die Cauchy-Randbedingung wird dabei wie
im Beipiel zuvor angenommen.

T[°C]
22.10

22.07
22.04

22.02

21.99

Abbildung 4.12: Temperaturfeld, erzeugt durch Volumsquellen im ganzen Gebiet und einer
Cauchy-Randbedingung.

In Abbildung 4.12 sieht man das Temperaturfeld, das von Volumsquellen in allen Ma-
kroelementen erzeugt wird. Man kann eine Erhohung der Temperatur gegeniiber Abbil-
dung 4.11 erkennen. Um eine noch stirkere Erwérmung zu erzielen muss man die Leistung
der Warmequellen erhohen.

Zum Abschluss der Modellierung des stationdren Temperaturfeldes in EleFAnT3D wird
das Gebiet noch einmal ohne die Unterteilung in Makroelemente betrachtet. Ziel dieses Bei-
spiels ist es zu sehen, wie stark sich die Erh6hung der Leistung der Volumsquelle auswirkt.
Zu diesem Zweck werden Cauchy-Randbedingungen mit einer Umgebungstemperatur von
20°C und einem Wirmeiibergangskoeffiezienten von 50 W/m?K auf den 1,5¢m hohen,
vertikalen Flachen rund um die Stahlplatte angenommen, das sind I's, I's, Iy und T's.
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Abbildung 4.13: Cauchy-Randbedingungen.

Es wird hier darauf verzichtet, die Randbedingungen formal anzufiihren. Stattdessen
sind in Abbildung 4.13 all jene Randflichen des Gebietes dargestellt, auf denen die Cauchy-
Randbedingung angenommen wird.

Die Leistung der Volumsquelle wird mit 25000 W/m? angenommen. In Abbildung 4.14
ist das durch diese Volumsquelle erzeugte Temperaturfeld fiir das betrachtete Cauchy-
Randwertproblem dargestellt. Man sieht, dass sich das Gebiet auf fast 40°C erwéarmt.

Im Unterschied dazu erwéarmt sich das Gebiet durch eine Volumsquelle der Leistung

250 W/m? nur auf 20.19°C-20,2°C und bei einer Volumsquelle mit einer Leistung von
2500 W/m? reicht die Temperaturskala von 21,88°C bis 21,99°C.

T [°C]
39.95

39.67

39.40

39.12

z

/Q/ X

38.85

Abbildung 4.14: Temperaturfeld, erzeugt durch ein Volumsquelle mit der Leistung
25000 W/m3 und eine Cauchy-Randbedingung auf I'y, I's, T'y und T's.

Abbildung 4.15 zeigt das Vektorfeld des negativen Gradienten der Temperatur fiir das
betrachtete Beispiel. Dabei ist die Richtung des Warmestroms wieder deutlich zu erkennen.
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Abbildung 4.15: Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten erzeugt durch eine Vo-
lumsquelle und eine Cauchy-Randbedingung auf I'y, I'3, 'y und I's.

4.2 Modellierung von transienten thermischen Problemen

Letztendlich werden Anfangs-Randwertprobleme fiir die instationdre Wéarmeleitgleichung

0

cp(a:)p(x)au(ac, t) — div ()\(x) grad u(x,t)) = f(x,t) in Qp .

betrachtet. Fiir diese Art von Gleichung dndert sich die Eingabe der Materialwerte in
EleFAnT3D etwas. Die Warmeleitfahigkeit A von Stahl ist bereits bei der stationdren Be-
rechnung aufgetreten und wurde mit 70 W/Km angenommen. Hinzu kommen die Eingabe
der Dichte p und der spezifischen Warmekapazitét c,. Die Dichte p von Stahl ist hier
7840 kg/m? und die spezifische Wirmekapazitit ¢, = 450 J/kgK. Bei der Eingabe der
Randbedingungen und der Quellen dndert sich nichts.

Da fiir die Berechnung des instationdren Wirmeleitproblems eine Zeitdiskretisierung
erfolgt, ist es notwendig diesbeziiglich einige Parameter festzulegen. Zu Beginn ist muss
der Wert von Theta gewéhlt werden. Dadurch wird festgelegt, welches Einschrittverfahren
verwendet werden soll. Hier wird © = 0.5 gewahlt, womit nach Kapitel 2 das Crank-
Nicolson-Verfahren zur Losung des Anfangswertproblems im Zeitpunkt k£ 4+ 1 angewandt
wird.

Weiters miissen der Anfangszeitpunkt, der Endzeitpunkt und die Zeitschrittweite be-
stimmt werden. Die Angaben erfolgen dabei in Sekunden. In dieser Arbeit wird der An-
fangszeitpunkt mit ¢, = 0 gewéhlt und fiirs erste wird das Problem iiber einen Zeitraum
von 15 Minuten, d.h. 900 Sekunden betrachtet. Die Zeitschrittweite kann in EleFAnT3D
gleichméBig oder unterschiedlich gewéhlt werden. Will man jedoch eine variable Zeitschritt-
weite verwenden, muss man dies genau definieren, d.h. man muss fiir jeden Zeitschritt
angeben wie lange er dauern soll. Im Unterschied zu einigen anderen Programmen, wéahlt
EleFAnT3D die Zeitschrittweite nicht selbst. Hier wird eine konstante Schrittweite von 10
Sekunden festgelegt. Diese Wahl der Zeitschrittweite ist fiir die hier betrachteten Beispiele
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aussagekriftig genug.

Anschlieflend ist die Anfangslosung bzw. Anfangstemperatur anzugeben. Hier sollte die
Anfangstemperatur des Gebietes 20°C sein. Zuletzt wird noch die Form der Zeitfunktion
bestimmt. Die Losungen werden nur in den diskretisierten Zeitpunkten ausgewertet. Um
eine Temperaturkurve zu erhalten, muss eine Funktion durch diese punktuellen Lésungen
gelegt werden. Daher kann man festlegen ob man die Losung durch eine lineare oder eine
polygone Funktion darstellen lassen mochte.

Danach berechnet EleFAnT3D fiir jeden Zeitschritt die entsprechende Losung, d.h. bei
einem Zeitraum von 900 Sekunden und einer Zeitschrittweite von 10 Sekunden werden
90 Berechnungen durchgefiihrt. In jedem Zeitschritt wird ein Gleichungssystem der Form
(2.19) aufgestellt, das mittels CG-Verfahren gelost wird.

Nachdem das Problem mit EleFAnT3D gel6st wurde, kann man den Temperaturverlauf
in einem Punkt des Gebietes iiber den gesamten Zeitraum mithilfe von Matlab darstellen.
Um dies zu veranschaulichen werden einige der bereits betrachtete Randwertprobleme fiir
die zeitabhingige Warmeleitgleichung berechnet.

4.2.1 Flachenquellen

Als erstes Beispiel wird noch einmal das Dirichlet-Neumann-Randwertproblem aus Ab-
schnitt 4.1.2 betrachtet. Die Randbedingungen lauten

g1(x) =20°C auf I'y von ME4 |
ga(z) = 250 W/m? auf I'gs von ME3 .

Nach der Berechnung dieses Anfangs-Randwertproblems wird der Temperaturverlauf in
drei Punkten des Gebietes genauer betrachtet. Der Punkt P; = (0,03/0,09/0.0075) liegt
in der Nihe der angenommenen Dirichlet-Randbedingung, P, = (0,1/0,0625/0.0075) ist
der Mittelpunkt des Gebietes und der Punkt Py = (0,17/0,03/0.0075) befindet sich in der
Néahe der Randflache auf der die Warmequelle angenommen wird. In Abbildung 4.16 sind
die Positionen dieser drei betrachteten Punkte ndherungsweise markiert. Die eingeférbten
Randfldchen sind jene, auf denen die Randbedingungen vorgegeben werden.

Abbildung 4.17 zeigt die Temperaturkurven des Dirichlet-Neumann-Randwertproblems
in den Punkten P;, P, und Ps. Dabei ist zu beachten, dass die Skalierungen der Temperatur-
Achsen nicht iibereinstimmen.

Es ist klar, dass die Temperaturkurven in den drei betrachteten Punkten unterschiedlich
verlaufen. Je ndher der Punkt an der Warmequelle ist, desto schneller steigt die Tempe-
ratur in diesem. Je ndher der Punkt an der Dirichlet-Randbedingung ist, desto weniger
erwarmt er sich.
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Abbildung 4.17: Temperaturkurven des Dirichlet-Neumann-Randwertproblems in den
Punkten P;, P, und Ps.

Im Vergleich dazu wird das Neumann-Cauchy-Randwertproblem aus Abschnitt 4.1.3 mit
den Randbedingungen

a(x) - ua(z) = 50 W/m?K - 20°C auf I'y von ME4 |
ga(x) = 250 W/m? auf I'g von ME3

fiir die instationdre Warmeleitgleichung berechnet. Fiir dieses Anfangs-Randwertproblem
wird der Temperaturverlauf in denselben drei Punkten des Gebiets betrachtet wie zuvor.

In Abbildung 4.18 sind die Temperaturkurven in den drei Punkten P;, P, und P; fiir das
Neumann-Cauchy-Randwertproblem zu sehen. Hier wurden fiir die Temperatur-Achsen der
drei Kurven die gleichen Wertebereiche festgelegt.

Diese drei Temperaturkurven unterscheiden sich nicht so stark wie jene des Dirichlet-
Randwertproblems. Wie zuvor gilt, je néher sich ein Punkt an der Wéarmequelle befindet,
desto schneller steigt die Temperatur zu Beginn. Beim Cauchy-Randwertproblem fallt auf,
dass nach etwa 300 Sekunden die Erwérmung iiber das gesamte Gebiet relativ gleichméfig
verlauft.
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Abbildung 4.18: Temperaturkurven des Neumann-Cauchy-Randwertproblems in den
Punkten P;, P, und Ps.

Mit dieser Art der Darstellung kann man nur einzelne Punkte betrachten. Wenn man
wissen will, wie die Temperaturverteilung iiber das gesamte Gebiet zu einem gewissen Zeit-
punkt aussieht, kann man dies wieder mit EleFAnT3D grafisch darstellen.

In Abbildung 4.19 ist die Temperaturverteilung iiber das gesamte Gebiet, zuerst nach
300 Sekunden und danach zum Endzeitpunkt, d.h. nach 900 Sekunden, zu sehen.

T[°C] Trecy
TN 20.69 2123

20.53 21.03

20.37 20.83

20.21 20.63

L 20.06 20.42

Abbildung 4.19: Temperaturverteilung des Neumann-Cauchy-Randwertproblems nach 300
und nach 900 Sekunden

4.2.2 Volumsquellen

Es bleibt noch zu untersuchen, wie der Temperaturverlauf bei Volumsquellen aussieht. Dazu
wird das Cauchy-Randwertproblem mit zwei Volumsquellen in den Markoelementen 3 und 6
aus Abschnitt 4.1.4 betrachtet. Die beiden Volumsquellen werden jeweils mit einer Leistung
von 250 W/m? vorgegeben. Die Cauchy-Randbedingung lautet

alx) - ua(z) = 250W/m*K - 20°C auf I's von ME1 .

Betrachtet werden wiederum Temperaturkurven in drei Punkten des Gebietes. Der erste
Punkt P; = (0,02/0,03/0,0075) liegt nahe der der Cauchy-Randbedingung, der zweite
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ist der Mittelpunkt P;; = (0,1/0,0625/0,0075) und der dritte Punkt wird mit P;;; =
(0,17/0,0625/0,0075) innerhalb der Volumsquellen gewihlt. In Abbildung 4.20 sind die
Punkte P;, Pr; und Pj;; ndherungsweise eingezeichnet. Die Makroelemente in denen die
Volumsquellen vorgegeben sind, sowie die Flache auf der die Cauchy-Randbedingung an-
genommen wird, sind ebenfalls gekennzeichnet.

Abbildung 4.20: Punkte P;, P;; und Pj;; im betrachteten Gebiet.
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Abbildung 4.21: Temperaturkurven des Cauchy-Randwertproblems mit Volumsquellen in
den Punkten P[, P[[ und P[[[.

In Abbildung 4.21 sind die Temperaturkurven in den Punkten P;, P;; und Py zu sehen.
Man kann sehen, dass die Temperaturkurve im Punkt Pj;; zu Beginn schneller ansteigt.
Je weiter weg ein Punkt von den Quellen ist, desto langsamer verlduft die Erwdrmung
anfangs. Nach ungefihr 300 Sekunden pendelt sich dies aber ein und alle Temperaturkur-
ven steigen gleichméfig. In Abbildung 4.22 ist noch einmal das Temperaturfeld iiber das
gesamte Gebiet zum Endzeitpunkt der Berechnung zu sehen.

Die Erwirmung des Gebietes ist bei Volumsquellen mit einer Leistung von 250 W/m?

viel geringer als bei Flichenquellen mit einer Leistung von 250 W/m?. Der Grund dafiir
ist, dass 250 W/m3 viel weniger Leistung auf das Volumen verteilt ist als 250 W/m? auf
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Abbildung 4.22: Temperaturverteilung {iber das Gebiet zum Endzeitpunkt, nach 900
Sekunden.

die Fliche verteilt. Auf den Zusammenhang der beiden Gréflen wird in Kapitel 5 noch
eingegangen.

Der Anstieg der Temperaturkurven innerhalb oder nahe den Quellen weist in allen Bei-
spielen ein dhnliches Verhalten auf. Wenn man nun die Quellen auf dem gesamten Gebiet
vorgibt, sollten sich die Temperaturkurven in den verschiedenen Punkten des Gebietes
nicht mehr so stark unterscheiden. Dazu wird das letzte Beispiel aus Abschnitt 4.1.4 ein
weiteres Mal betrachtet. Es wird dabei keine Unterteilung des Gebietes in Makroelemente
vorgenommen. Weiters wird eine Cauchy-Randbedingung mit 20°C Umgebungstemperatur
und einem Wirmeiibergangskoeffiezient von 50 W/m?2K auf jenen 4 Flichen des Gebietes,
die in Abbildung 4.13 dargestellt sind, vorgegeben. Die Leistung der Volumsquelle wird
mit 25000 W/m? angenommen.

z
v x

Abbildung 4.23: Punkte P); und Pg im betrachteten Gebiet.

Es werden die Temperaturkurven in zwei Punkten des Gebietes betrachtet. Der ers-
te Punkt ist der Mittelpunkt Py, = (0,1/0,0625/0,0075) und der zweite Punkt Pr =
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(0,01/0,01/0,0075) liegt nahe einer Ecke des Gebietes. In Abbildung 4.23 sind die bei-
den Punkte Pj; und Pg ndherungsweise eingezeichnet. Weiters wird der Rand, auf dem
die Cauchy-Randbedingung angenommen wird durch die blaue Markierung in Erinnerung
gerufen.

25 // 251 : /
/ e
7 /

24 L 24| -
— — 5 —
g e g _
223 AT gzs o
K > 7 8 /

| i | | i i i i
100 200 300 400 500 600 700 800 200 0 100 200 300 400 500 600 700 800 800
time [sec] time [sec]

Abbildung 4.24: Temperaturverlauf in zwei Punkten des Gebietes fiir das betrachtete
Cauchy-Randwertproblem.

In Abbildung 4.24 sind die Temperaturkurven in den zwei Punkten P,; und Pg des Ge-
bietes fiir das betrachtete Randwertproblem zu sehen. Man kann erkennen, dass sich die
beiden Kurven nur noch minimal unterscheiden.

Zum Abschluss zeigt Abbildung 4.25 die Temperaturverteilung auf dem gesamten Gebiet
nach 300 Sekunden und zum Endzeitpunkt der Berechnung, nach 900 Sekunden.
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T[°C] T[C]
22.05 2554
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21.97 2532

z
21.94 rx 2524

Abbildung 4.25: Temperaturverteilung des betrachteten Cauchy-Randwertproblems nach
300 und nach 900 Sekunden.
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5 Kopplung des Stromungsfeldes und
des thermischen Feldes

Das vorliegende Kapitel behandelt die Kopplung des Strémungsfeldproblems mit dem ther-
mischen Feldproblem unter Verwendung des Tools EleFAnT3D. Zu diesem Zweck wird
zuerst der physikalische Zusammenhang zwischen dem elektrischen und dem thermischen
Feld erldutert und erklart, wie man die elektrisch-thermische Kopplung in EleFAnT3D
realisieren kann. Weiters wird am Beispiels eines Biigeleisens gezeigt, was man sich unter
dieser Kopplung vorstellen kann.

5.1 Elektrisch-thermische Kopplung

Um das elektrische Stromungsfeld mit dem thermischen Feld koppeln zu koénnen, muss
geometrisch dasselbe Gebiet betrachtet werden. Zu diesem Zweck wurde in Kapitel 3 und
4 dieselbe Stahlplatte betrachtet. Fiir das Stromungsfeldproblem hatte diese Stahlplatte
die Funktion eines elektrischen Leiters.

Der elektrische Widerstand R eines gegebenen elektrischen Leiters kann mithilfe der
elektrischen Leitfahigkeit 7, der Lange ¢ und der Querschnittsfliche A, des Leiters mit
folgender Formel berechnen werden:

14
R=———. 5.1
7Aq ( )

Die elektrische Leitfihigkeit von Stahl wurde mit 6-10%S/m angenommen. Die Ausrichtung
der Stahlplatte wird beziiglich des Stromungsfeldproblems so verstanden, dass '3 und I';
die Querschnittsflichen sind. Auf diesen Flédchen werden die Randbedingungen des Stro-
mungsfeldproblems vorgegeben. Die Léange der betrachteten Stahlplatte ist ¢ = 0,2m und
der Flacheninhalt von I's, bzw. I'y ist

A, =0,125m - 0,015m = 1,875 - 107 m?. (5.2)

Setzt man diese Werte in die Formel (5.1) ein, ergibt sich fiir die Stahlplatte ein elektrischer
Widerstand von '

R=1,777-107°Q. (5.3)
Der elektrische Widerstand ist der Kehrwert des elektrischen Leitwertes und wird in Ohm

gemessen. Fiir die Einheit Ohm gilt der Zusammenhang
1V

O=—=-
S A
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Die Beziehung zwischen der Spannung U, dem Strom I und dem elektrischen Widerstand
R in einem elektrischen Leiter ist durch das Ohmsche Gesetz gegeben. Dieses lautet

R=—. (5.4)

Die Verlustleistung P in einem elektrischen Leiter kann ebenfalls aus der Spannung U und
dem Strom [ berechnet werden:
P=U-T1. (5.5)

Die Verlustleistung wird in Watt gemessen. Aus (5.5) ist der Zusammenhang der Einheiten
W=VA

erkennbar. Aus der Relation (5.5) und dem Ohmschen Gesetz (5.4) ergibt sich eine direkte
Abhéngigkeit der Verlustleistung P vom Widerstand R. Diese kann entweder durch den
Strom oder die Spannung wie folgt ausgedriickt werden:

U2

P=R-I? oder P 7 (5.6)

Damit kann man berechnen wie viel Verlustleistung bei einer bestimmten Spannung oder
einem bestimmten Strom entsteht. Andererseits kann man daraus auch eruieren, wie viel
Strom oder Spannung notwendig ist, um eine gewiinschte Verlustleistung zu erzielen.

Fiir die betrachtete Stahlplatte werden hier, mit dem berechneten Widerstand (5.3), der
Strom und die Spannung fiir eine gewiinschte Verlustleistung von 250 W berechnet. Weiters
wird gezeigt, wie man die Randbedingungen passend vorgibt, sodass das Stromungsfeld-
problem die gewiinschte Leistung von 250 W erzeugt. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten die
Randbedingungen zu definieren, entweder mithilfe der Spannung oder mithilfe des Stromes.
Beide Arten werden in der Folge gezeigt.

1.) Berechnung der Spannung:

P-R =250W-1,777-107°Q
= 4,444 -1073V? = U?

— U = 6,666-1072V.

Um eine Verlustleistung von 250 W zu bekommen, muss die Stahlplatte eine Spannung von
0.06666 V' haben. Eine Dirichlet-Randbedingung gibt das Potential auf einer Fliche vor.
Die Differenz der Potentiale zweier gegeniiberliegender Fliachen entspricht der Spannung.
Gibt man daher Dirichlet-Randbedingungen der Form

Vo =6,666-1072V auf I's .
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auf der betrachteten Stahlplatte vor, entsteht die gewiinschte Verlustleistung.

2.) Berechnung des Stromes:

250 W
1,777-1075Q
= 1,40625 - 10" A? = I?

P
R

— [ =3,75-10°A.

Um eine Verlustleistung von 250 W zu erhalten, muss ein Strom von 3750 A durch die
betrachtete Stahlplatte flieBen. Neumann-Randbedingungen (vgl. Abschnitt 3.2.2) geben
die Stromdichte auf einer Randfliche vor. Um diese zu erhalten, muss man den berechneten
Strom durch den Flédcheninhalt der betreffenden Randfléche dividieren. Der Fléacheninhalt
A, der Querschnittsfliche wurde schon in (5.2) berechnet. Folglich ist die vorzugebende
Stromdichte

I 3,75-103 A

_d dV]l=g=— = =2.10° A/m?*.
v [vgrad V] =g A, 1,875 1073 m?2 /m

Durch die Vorgabe folgender Randbedingungen erhélt man ebenso eine Leistung von 250W.

Vo =0 auf I's |
g=2-10° A/m? auf T'y .

Fiir die betrachtete Stahlplatte sind die beiden angefithrten Randbedingungsvorgaben
gleich. In der Folge werden die grafischen Ergebnisse aus EleFAnT3D dargestellt. Diese
resultieren sowohl aus den reinen Dirichlet-Randbedingungen als auch aus den gemischten
Dirichlet-Neumann-Randbedingungen. In Abbildung 5.1 ist die Potentialverteilung auf der
betrachteten Stahlplatte zu sehen.

V103 V]

66.67
50.00
33.33
16.67
z
rox 0.000

Abbildung 5.1: Potentialverteilung fiir eine Verlustleistung von 250 W.
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In Abbildung 5.2 sind das Vektorfeld der elektrischen Feldstédrke E und das Vektorfeld der
Stromdichte J fiir die betrachteten Randwertprobleme dargestellt. In allen drei Grafiken
ist zu erkennen, dass die zuvor berechneten Werte fiir U und I mit der Berechnung aus
EleFAnT3D iibereinstimmen.

T [V/m] 11106 A/m?]
0333 : 2.000

0.250 1.500
0.167 1.000

0.083 0.500

z
0.000 o 0.000

Abbildung 5.2: Vektorfelder der Elektische Feldstérke E und der Stromdichte J.

Nun weil man, wie viel Strom oder Spannung bzw. Potentialdifferenz man fiir das Stro-
mungsfeld vorgeben muss, um die gewiinschte Verlustleistung zu erzielen. Das ist insofern
wichtig, da diese Verlustleistung in Wéarme umgewandelt wird und somit bei der Kopplung
des Stromungsfeldes mit dem thermischen Problems die Wirmequellen @ des thermischen
Feldes darstellen.

Diese Quellen fiir die thermische Berechnung werden in W/m? gemessen. Daher muss
man hier die Leistung von 250 W durch das Volumen des Leiters dividieren um die Wér-
mequellen zu erhalten. Der betrachtete Stahlquader hat ein Volumen von

Vol = 0,2m - 0,125m - 0,015m = 3,75 - 10~ m? . (5.7)

Somit erhélt man aus

P 250 W

_ _ a 5 3
Vol = 375 10T~ 6:660 10 W/m (5.8)

Q=

die Quellen fiir das thermische Feld der Stahlplatte.

EleFAnT3D kann die Volumsquellen fiir das thermische Problem aus dem Strémungs-
feldproblem berechnen. Anschliefend liest ein Programmteil des thermischen Programm-
Paketes diese ein. Bei einer Unterteilung in mehrere Makroelemente, wird eine Volumsquelle
fiir jedes Makroelement berechnet. In Ubereinstimmung mit der hier zur Veranschaulichung
berechneten Quelle ergibt die Berechnung mit EleFAnT3D fiir die betrachteten Randwert-
problme eine Volumsquelle von 6,666 - 10 W/m3.

Fiir das thermische Problem werden Dirichlet- oder Cauchy-Randbedingungen angege-
ben. Diese sind unabhéngig von den Randbedingungen des Stréomungsfeldproblems. In der
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Folge wird fiir jede dieser Randbedingungsarten ein einfaches Beispiel betrachtet. Dabei
wird zuerst jeweils das stationére thermische Problem berechnet. Danach erfolgt die insta-
tiondre Berechnung, wobei fiir diese wieder das Crank-Nicolson-Verfahren, d.h. ® = 0.5
verwendet wird. Es wird eine Zeitspanne von 900 Sekunden (15 Minuten) betrachtet. Die
Zeitschrittweite wird gleichméBig mit 10 Sekunden festgelegt. Die Anfangstemperatur des
Gebietes soll 20°C betragen.

5.1.1 Dirichlet-Randbedingungen fiir das thermische Problem

Betrachtet wird das thermische Problem mit einer Dirichlet-Randbedingung der Form
g1(z) =20°C auf I'y .

Die Volumsquelle (5.8) wird aus der Verlustleistung des Stromungsfeldes erzeugt. Zu Be-
ginn wird dieses Randwertproblem fiir den stationédren Fall betrachtet. In Abbildung 5.3
ist einerseits das Temperaturfeld des stationdren thermischen Dirichlet-Randwertproblems
und andererseits das Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten abgebildet.

T[°C] -grad ' [103 K/m|
94.40 1.190

75.80 0893
57.20 i/ﬂ 0.595

38.60 0.298

’j/x 0.000
Abbildung 5.3: Temperaturfeld und Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten im
stationdren Fall.

Aus dem stationdren Temperaturfeld kann man erkennen, dass die Temperaturverteilung
entlang der x- und der z-Achsen konstant verlauft. Somit ist es sinnvoll, fiir das insta-
tiondre Problem Temperaturkurven in Punkten mit verschiedenen y-Werten zu betrach-
ten. Dafiir werden der Punkt (0,1/0,1/0.0075) nahe des Flache I'y, auf der die Dirichlet-
Randbedingung angenommen wurde, und der Punkt (0,1/0,025/0,0075), weiter entfernt
von der Fldche I'y, gewahlt.

In Abbildung 5.4 sind die mithilfe von Matlab dargestellten Temperaturkurven in den
Punkten (0,1/0,025/0,0075) und (0,1/0,1/0.0075) zu sehen. Dabei wurden die Skalierun-
gen der Temperatur-Achsen wieder einander angepasst. Man erkennt, dass die Temperatur
in beiden Punkten zu Beginn schneller steigt und die Kurven dann etwas flacher werden.
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Abbildung 5.4: Temperaturkurven in zwei Punkten des Gebietes.

Die Tatsache, dass die Temperatur hoher wird je weiter der Punkt von den Dirichlet-
Randbedingungen entfernt ist, zeigt schon die stationédre Berechnung.

Diese Temperaturkurven in einzelnen Punkten geben zwar wichtige Informationen iiber
die Art des Temperaturanstiegs, aufschlussreicher werden sie jedoch im Zusammenhang
mit der Temperaturverteilung iiber das gesamte Gebiet zu einem gewissen Zeitpunkt. Ab-
bildung 5.5 zeigt zwei solcher Temperaturverteilungen iiber die betrachtete Stahlplatte,
eine nach 300 Sekunden und die zweite zum Endzeitpunkt, nach 900 Sekunden.

T[°C] T[°C]
64.41 89.83

5331 7237
4221

54.91

31.10 37.46

z
20.00 ] x 20.00

Abbildung 5.5: Temperaturverteilung iiber das Gebiet nach 300 und nach 900 Sekunden.

5.1.2 Cauchy-Randbedingungen fiir das thermische Problem

Cauchy-Randbedingungen sind die héufigste Art der Randbedingungen fiir thermische
Randwertprobleme. Die Bedeutung eines Cauchy-Randwertproblems im Zusammenhang
mit der elektrisch-thermischen Kopplung wird hier noch einmal anhand des Beispiels aus
Kapitel 4 betrachtet. Dabei wurde eine Cauchy-Randbedingung mit 20°C Umgebungstem-
peratur und einem Wirmeiibergangskoeffizienten von 50 W/m?K auf den vertikalen Fli-

62



chen der Platte vorgegeben (siche Abbildung 4.13), d.h.
a(z) - ua(z) = 50 W/m?K - 20°C auf ['y, ', Ty und T'5 .

Die Volumsquelle (5.8) wird von EleFAnT3D aus dem Stromungsfeldproblem berechnet.
Wie zuvor wird zuerst das stationédre thermische Problem betrachtet. In Abbildung 5.6
sind das Temperaturfeld und das Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten des sta-
tiondren Cauchy-Randwertproblems dargestellte.

T [°C] -gradT [K/m]
552.0 ? 4 507.7
il
e
5447 %"& SSSOO Pt ls : 3808
A b b T e T
SN e

537.3 R =
= NN
5300 Plagle -y a8 :
% f s
52268 1| x ; " 0.000
Abbildung 5.6: Temperaturfeld und Vektorfeld des negativen Temperaturgradienten im
stationdren Fall.

Im néchsten Schritt wird das instationdre Cauchy-Randwertproblem mit EleFAnT3D be-
rechnet. Wiederum werden die Temperaturkurven in zwei Punkten des Gebietes betrachtet.
Dazu werden dieselben zwei Punkte wie in der Abbildung 4.24 aus Abschnitt 4.2.2 gewahlt,
der Mittelpunkt (0,1/0,0625/0,0075) des Gebietes und der Punkt (0,01/0,01/0,0075) in
der Néhe einer Ecke.

180 180
160 160
140 140
120 120
o 9

3-100 g—100
e 2

80 80
60 60
40 40
20 20

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
time [sec] time [sec]

Abbildung 5.7: Temperaturkurven in Mittelpunkt des Gebietes und nahe einer Ecke.

In Abbildung 5.7 sind die Temperaturkurven in den Punkten (0,01/0,0625/0,0075) und
(0,01/0,01/0,0075) dargestellt. Wie schon in Kapitel 4 festgestellt wurde, ist der Verlauf
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der Temperaturkurven der beiden Punkte fast gleich. Bei dieser Vorgabe der Randbedin-
gungen erwirmt sich das Gebiet relativ gleichméfig. Daher ist eine Betrachtung der Tem-
peraturverteilung iiber das gesamte Gebiet zu einem bestimmten Zeitpunkt interessant.

Abbildung 5.8 zeigt die Temperaturverteilung iiber das Gebiet nach 300 Sekunden und
am Ende der Berechnung, nach 900 Sekunden.
TrC) TrC)
74.58 167.8
73.90 165.8
73.22

163.8

72.54 161.8

71.86 159.8

Abbildung 5.8: Temperaturverteilung iiber das Gebiet nach 300 und nach 900 Sekunden.

Erwahnenswert ist hierbei, dass beim Dirichlet-Randwertproblem die Temperatur des in-
stationédren Problems nach 900 Sekunden der Temperatur des stationdren Problems schon
relativ nahe ist. Diese spiegelt die Temperatur, die sich fiir ein Problem nach unendlich
langer Zeit einpendelt wider. Die Temperatur des instationédren Cauchy-Randwertproblems
hingegen, ist nach 900 Sekunden noch sehr weit von der Temperatur des stationdren Pro-
blems entfernt.

5.2 Biigeleisen

Das Biigeleisen ist ein Beispiel fiir eine elektrisch-thermischen Kopplung. In Kapitel 4
des Buches "Heat Transfer” von Ozisik (1985) werden instationdre Wirmeleitprobleme be-
trachtet. Im Zuge dessen wird in einem Beispiel (S. 107) die Temperatur eines Biigeleisens
berechnet. In diesem Teil der Arbeit wird ein gleichartiges Biigeleisen mit EleFAnT3D mo-
delliert und berechnet. Ziel dieser Berechnung ist, das Ergebnis aus EleFAnT3D mit jenem
aus dem Buch zu vergleichen und so zu zeigen, dass die Berechnung in EleFAnT3D korrekt
ist.

In dem Beispiel von Ozisik (1985) wird eine Biigeleisenplatte aus Stahl mit einem Gewicht
von einem Kilogramm betrachtet. Die Dichte p = 7840 kg/m?, die spezifische Wirmeka-
pazitit ¢, = 450 J/kgK und die Warmeleitzahl A = 70 W/Km von Stahl sind gegeben.
In der vorliegenden Arbeit wurden von vornherein die Materialwerte aus Ozisik (1985),
insbesondere aus diesem Beispiel, iibernommen.
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Die Grundfliche der Biigeleisenplatte ist im Beispiel mit A4, = 0,025m? vorgegeben. Die
in dieser Arbeit betrachtete Stahlplatte hat eine Grundfliche von

A, =0,125m - 0,2m = 0,025m>

und entspricht somit der vorgegebenen Grofle. Damit dies Stahlplatte nun genau 1kg wiegt

muss die Hohe
m 1 kg

A, p  0,025m2- 7840 kg/m?
betragen. Das bedeutet fiir das bisher betrachtete Gebiet, dass nur die Héhe von 1,5cm
auf 5, lmm verringert werden muss. Die iibrige Geometrie wird nicht verdndert.

h= ~ 0,0051m

Weiters ist in dem Beispiel eine Anfangstemperatur der Stahlplatte von 20°C vorgege-
ben, was ebenfalls mit der bisher vorgegebenen Anfangstemperatur iibereinstimmt.

Die Biigeleisenplatte soll durch ein Heizelement mit der Leistung 250 W erwérmt werden.
Dabei gibt das Biigeleisen iiber die Grundfliche I'y Warme an die Umgebung ab, wobei
die Umgebungstemperatur von 20°C und der Wirmeiibergangskoeffizient o = 50 W/m?*K
vorgegeben sind. Es soll berechnet werden, welche Temperatur das Biigeleisen nach 5 Mi-
nuten Erwarmung erreicht. Weiters ist gefragt, auf welche Temperatur sich das Biigeleisen
nach unendlich langer Zeit einpendelt.

Um dieses Beispiel mittels elektrisch-thermischer Koppelung in EleFAnT3D berechnen
zu kénnen, muss man zuerst wissen, wie viel Strom fiir das elektrische Problem vorgegeben
werden muss, um eine Leistung von 250 W zu erzielen. Dazu wird der Widerstand der
Biigeleisenplatte mit der Formel (5.1) berechnet. Entsprechend ergibt sich:

R = 5.22876 - 107°Q) .

Die Randflichen, auf denen die Randbedingungen fiir das Strémungsfeldproblem vorgege-
ben werden, sind, gleich wie in Abschnitt 5.1, die Fldchen I's und I's.

Fiir eine gewiinschte Leistung von 2501 kénnen die Spannung und der Strom nach (5.6)
berechnet werden. Es gilt

U=1,143239-10"' v/,

I=2,1866-10% A.
Da fiir die Vorgabe der Randbedingungen nur einer dieser beiden Werte notwendig ist, wird
hier ein gemischtes Dirichlet-Neumann-Randwertproblem unter Verwendung des Strom [
zur weiteren Vorgehensweise verwendet. Fiir die Vorgabe der Neumann-Randbedingung

muss die Stromdichte auf der entsprechenden Randfliche berechnet werden. Der Fliachen-
inhalt der Querschnittsfliche I's der Biigeleisenplatte betrigt

A, =0,125m - 0.0051m = 6,375 - 10~ m?*.
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Wie schon in Abschnitt 5.1 erklédrt, muss der berechnete Strom I durch den Flacheninhalt
A, dividiert werden, um die Stromdichte auf der betreffenden Randfliche zu erhalten. Die
vorzugebende Stromdichte auf der Fliche I's ergibt sich zu

g = 3,429971-10° A/m?* .
Das Randwertproblem lautet nun
q = 3,429971 - 10° A/m? auf I's .

Mit dieser Vorgabe kann schliefSlich das Stromungsfeldproblem mit EleFAnT3D berechnet
werden. In Abbildung 5.9 ist die Potentialverteilung auf der Biigeleisenplatte und das
Vektorfeld der Stromdichte J zu sehen.

VIV] T[10% A/m?]
0.114 3.430

0.086 | 2572
0.057 1715

0.029 0.857

2
0.000 LLox 0.000

Abbildung 5.9: Potentialverteilung und Stromdichtefeld J der Biigeleisenplatte.

Anschliefend wird die Wérmequelle fiir das thermische Problem mit EleFAnT3D be-
rechnet. Diese hat den Wert

P 250 W
Vol 1,275-10~4m3

Q= =1,960784 - 105 W/m?® .

Die Warmeabgabe durch die Grundfliche wird durch eine Cauchy-Randbedingung
a(x) - ua(z) = 50 W/m?K - 20°C auf I'y

modelliert. Diese Randbedingung beschreibt den Warmeaustausch zwischen der Biigelei-
senfliche und dem umgebenden Raum.

Um herauszufinden, welche Temperatur das Biigeleisen nach 5 Minuten erreicht, wird
das instationdre Wirmeleitproblem iiber eine Zeitspanne von 300 Sekunden berechnet.
Zuvor werden noch die Anfangstemperatur von 20°C und eine gleichméflige Zeitschritt-
weite von 10 Sekunden angegeben. Danach wird die Temperaturkurve im Mittelpunkt
(0,1/0,0625/0,000255) betrachtet.
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Abbildung 5.10: Temperaturkurve im Mittelpunkt der Biigeleisenplatte.

In Abbildung 5.10 ist die Temperaturkurve im Mittelpunkt der Biigeleisenplatte fiir
eine Zeitspanne von 5 Minuten zu sehen. Daneben ist die Temperaturkurve der letzten
18 Sekunden der Berechnung vergréflert abgebildet, um die Temperatur genauer ablesen

zu konnen. Die Temperatur nach 300 Sekunden betrigt in dem betrachteten Punkt genau
133,193°C.
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Abbildung 5.11: Temperaturverteilung iiber die Biigeleisenplatte nach 300 Sekunden.
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Weiters zeigt Abbildung 5.11 die Temperaturverteilung iiber die gesamte Biigeleisenplat-
te nach 300 Sekunden. Sowohl aus der Temperaturkurve im Mittelpunkt der Biigeleisen-
platte, als auch aus der Temperaturverteilung iiber die gesamte Platte zum Endzeitpunkt
kann man erkennen, dass nach der Berechnung von EleFAnT3D iiber 5 Minuten die Tem-
peratur des Biigeleisens ca. 133°C betrigt. Dieses Ergebnis stimmt mit dem analytischen
Ergebnis von 133°C aus Ozisik (1985) iiberein, wobei bei der Berechnung von diesem ge-
rundet wurde.

Um die zweite Frage zu beantworten, ndmlich welche Temperatur das Biigeleisen nach
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unendlich langer Zeit erreicht, muss das betrachtete Warmeleitproblem fiir den stationéren
Fall berechnet werden. In Abbildung 5.12 ist das Temperaturfeld des Biigeleisens im statio-
nédren Fall dargestellt. Man kann sehen, dass sich das Biigeleisen auf eine Temperatur von
ca. 220°C einstellt. Im Beispiel von Ozisik (1985) ist das Ergebnis ebenfalls 220°C. Somit
gibt es auch hier eine Ubereinstimmung.

220.2
|

Abbildung 5.12: Biigeleisen stationér.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass die Berechnungen mit EleFAnT3D jenen aus Ozisik
(1985) entsprechen und somit die Richtigkeit gezeigt ist.

In einem weiteren Schritt wird die betrachtete Biigeleisenplatte in Luft eingebettet mo-
delliert. Solch eine Einbettung einer Stahlplatte wurde schon in Kapitel 3 beschrieben (siehe
Abbildung 3.9). Das Gebiet wird in 9 Makroelemente unterteilt, wobei die Biigeleisenplatte
dem Makroelement 5 entspricht. Fiir die Biigeleisenplatte wird dasselbe Randwertproblem
wie bisher betrachtet. Dieses hat hier die Form

Vo=0 auf I's von ME5 |
g = 3,429971 - 10° A/m? auf I's von ME5 .

Abbildung 5.13 zeigt die Skalarpotentialverteilung der in Luft eingebetteten Biigelei-
senplatte. Betrachtet man dabei nur Makroelement 5 ist die Grafik dieselbe wie jene aus
Abbildung 5.9. Wie schon in Kapitel 3 erklart, hat diese Einbettung fiir die Berechnung
des Stromungsfeldes keine Auswirkung.

Danach werden die Volumsquellen fiir jedes Makroelement berechnet. Dabei hat jene in
Makroelement 5 wie zuvor den Wert 1,960784-10%TV/m3. Fiir alle anderen Makroelemente
haben die Volumsquellen sehr kleine Werte, um 107% W /m?3.

Fiir die transiente Berechnung muss man noch einige Materialwerte der Luft angeben.
Bei einer Temperatur von ca. 20°C betriagt nach Ozisik (1985) die thermische Leitfahigkeit
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Abbildung 5.13: Potentialverteilung der in Luft eingebetteten Biigeleisenplatte.

von Luft A = 0,02624 W/Km, die Dichte p = 1,1774 kg/m? und die spezifische Wirmeka-
pazitit ¢, = 1,0057 J/kgK. Die Anderung dieser Materialwerte bei der Erwdrmung wird
hier vernachléssigt.

Fiir das thermische Problem miissen, zusétzlich zur bisher angenommenen Cauchy-
Randbedingung auf I'y von Makroelement 5, Dirichlet-Randbedingungen von 20°C am
auferen Rand des Gebietes angegeben werden. In Abbildung 5.14 ist der betreffende Rand
dargestellt. Die angenommenen Dirichlet-Randbedingungen sorgen dafiir, dass die Luft ih-
re Raumtemperatur von 20°C beibehélt.

vl x

Abbildung 5.14: Rand auf dem Dirichlet-Randbedingungen von 20°C vorgegeben werden.

Danach wird das thermische instationére Problem fiir die eingebettete Biigeleisenplatte
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fiir eine Zeitspanne von 5 Minuten berechnet. In Abbildung 5.15 ist die Temperaturkurve im
Mittelpunkt der Stahlplatte, der hier gleichzeitig der Mittelpunkt (0,1/0,5625/0,50255)
des Gebietes ist, dargestellt. Weiters ist die Temperaturkurve der letzten 18 Sekunden
vergrofert abgebildet, um die Temperatur genauer ablesen zu kénnen. Der genaue Wert
nach 5 Minuten ist in dem betrachteten Punkt 132, 838°C.
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Abbildung 5.15: Temperaturkurve im  Mittelpunkt der in Luft eingebetteten
Biigeleisenplatte.

Abbildung 5.16 zeigt die Temperaturverteilung iiber das gesamte Gebiet nach 300 Se-
kunden. Die Temperatur ist um 0, 355°C geringer als jene aus Abbildung 5.10.

T[°C]
132.9

104.7
76.44

48.22

20.00

Y [ x

Abbildung 5.16: Temperaturverteilung iiber das Gebiet nach 300 Sekunden.

Zum Abschluss wird das stationédre thermische Problem fiir die in Luft eingebettet Bii-
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geleisenplatte betrachtet. In Abbildung 5.17 ist das grafische Ergebnis dieser stationéren
Berechnung dargestellt. Man kann erkennen, dass die Biigeleisenplatte maximal eine Tem-
peratur von 218, 5°C erreicht.

T[°C]

218.5I

1689

119.3

69.63 =

20 OOI
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Abbildung 5.17: Temperaturverteilung fiir stationédres Problem.

Die Temperatur der in Luft eingebetteten Biigeleisenplatte ist ebenfalls etwas geringer
als jene der stationéren Biigeleisenplatte ohne Einbettung. Die Differenz betrdgt hier bis
zu 1,9°C. Das sind fiir die stationidre Temperatur weniger als 1% der Endtemperatur und
fiir die instationéire Temperaturberechnung zuvor weniger als 0, 3%.

Der Grund dafiir, dass sowohl die instationére als auch die stationéire Temperatur der
in Luft eingebetteten Biigeleisenplatte geringer sind als jene der Biigeleisenplatte ohne
Einbettung liegt im Unterschied der beiden Modelle. Bei der Modellierung der Biigelei-
senplatte gelten homogene Neumann-Randbedingungen auf der oberen Fliche und den
vertikalen Fléchen des Gebietes. Das bedeutet es wird eine Isolation modelliert und iiber
die isolierten Flachen kann keine Wérme abgegeben werden. Bei Modellierung der einge-
betteten Biigeleisenplatte schlieen die betreffenden Flachen an ein anderes Material an
und es findet ein Warmeaustausch statt. Zusammengefasst bedeutet das, die Einbettung
hat zwar keine Auswirkung auf das Stromungsfeld, auf das thermische Feld jedoch schon.
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6 Zelle einer Li-lonen Batterie

In diesem Kapitel wird die Modellierung einer Zelle einer Li-lonen Batterie mit EleFAnT3D
beschrieben. Das hier betrachtete Modell der Batteriezelle wurde vom Kompetenzzen-
trum "Das Virtuelle Fahrzeug (ViF)” zur Verfiigung gestellt. Es wurde an diesem mittels
der Finiten-Elemente-Software ANSYS berechnet und in einem Konferenzbeitrag verof-
fentlicht (siche Koplenig u. Heubrandtner (2011)). Hierbei handelt es sich um einen Co-
Simulations-Ansatz. Die 3D-Geometrie der Batterie wird in ANSY'S modelliert (gestapelte
oder gewickelte Zellen sind moglich). Uber Netzwerkgleichungen kénnen verschiedene 1D-
Batteriemodelle eingekoppelt werden. Ziel dieses Kapitels ist es, die Ergebnisse aus Ele-
FAnT3D mit jenen aus ANSYS zu vergleichen. Die verwendeten Materialwerte wurden von
der Berechnung mit ANYSY iibernommen. Das ViF hat dankenswerter Weise die Ergeb-
nisse zur Verfiigung gestellt.

Der Aufbau der betrachteten Batteriezelle besteht aus einer Kupferfolie, einer Zwischen-
schicht und einer Aluminiumfolie. Die beiden Folien setzen sich jeweils aus einer 5¢m breiten
und 5cm tiefen Grundfliche mit einem 2c¢m breiten und 2cm tiefen, sogenannten Termi-
nal zusammen. Die Kupferfolie hat eine Dicke von 1,4 - 107°m und die Aluminiumfolie ist
2,3 -107°m dick. Die Zwischenschicht befindet sich zwischen den Grundflichen der Elek-
troden und ist 1,28 - 10~*m dick. Eigentlich besteht diese Zwischenschicht aus mehreren
Aktivmaterialien, jedoch wird fiir die hier betrachtete Zelle ein vereinfachter Aufbau mo-
delliert und fiir die Zwischenschicht werden gemittelte Materialwerte verwendet.

In Abbildung 6.1 ist die Geometrie der Batteriezelle dargestellt. Dabei ist zu beach-
ten, dass die Hohe der Zelle zu Darstellungszwecken fiir diese Abbildung auf das 10-fache
vergrofert wurde. Die Kupferfolie ist rot eingefirbt, die Aluminiumfolie griin und die Zwi-
schenschicht tiirkis. Die Abmessungen, sowie der in der Modellierung mit EleFAnT3D an-
genommene Nullpunkt des Gebietes sind ebenfalls aus der Abbildung zu entnehmen. Eine
Batterie besteht aus vielen solchen aufeinandergestapelten Zellen.

Zur Berechnung mit EleFAnT3D wird dieses Gebietes in 11 sogenannte Makroelemen-
te unterteilt. Diese Unterteilung ist auch in Abbildung 6.1 erkennbar. Weiters werden die
Makroelemente in finite Elemente zerlegt, wobei die verwendeten finiten Elemente Gitter
von ANSYS und EleFAnT3D aufeinander abgestimmt wurden.

73



Abbildung 6.1: Aufbau der betrachteten Batteriezelle.

6.1 Berechnung des Stromungsfeldproblems

Fiir das elektrische Modell miissen die elektrischen Leitfahigkeiten der drei verschiedenen
Materialen angegeben werden. Dabei werden, in Ubereinstimmung mit der Modellierung
aus ANSYS, fiir Kupfer v = 64,52 - 10° S/m und fiir Aluminium ~ = 35,71 - 105 S/m an-
genommen. Die Zwischenschicht ist elektrisch nicht leitfihig. In Hinblick auf die Kopplung
muss fiir diese in EleFAnT3D dennoch eine elektrische Leitfahigkeit angegeben werden.
Diese wird mit 107® S/m so klein angenommen, dass sie die Berechnung des elektrischen
Problems nicht beeinflusst.

Als Randbedingungen fiir das Stromungsfeldproblem werden homogenen Dirichlet-Rand-
bedingungen an den Stirnseiten der beiden Terminals angenommen. Weiters werden auf
den Innenseiten der Grundflichen der beiden Elektroden Flachenquellen vorgegeben. In
dem Ansatz mit ANSYS wurde ein Strom von 0,3 A zugefiithrt. Da in EleFAnT3D die
Stromdichte als Neumann-Randbedingung vorgegeben wird, muss diese noch berechnet
werden, um dieselbe Stromstérke wie in ANSYS zu erreichen. Geméafl Abschnitt 5.1 gilt

I 0,3 A

f= =02 190 A/m?
1= 4 T o0z me - 0A/m

Folglich wird auf der Unterseite der Grundfléiche der Aluminiumelektrode eine Stromdichte
von 120 A/m? und an der Oberseite der Grundfliche der Kupferelektrode eine Stromdichte
von —120 A/m? vorgegeben.

In Abbildung 6.2 ist die mittels EleFAnT3D berechnete Potentialverteilung, links auf
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der Kupferfolie und rechts auf der Aluminiumfolie, dargestellt. Zum Vergleich ist in Ab-
bildung 6.3 die Potentialverteilung aus ANSYS ebenfalls zuerst auf der Kupferfolie und
daneben auf der Aluminiumfolie zu sehen. Die in dieser Abbildung dargestellten Grafiken
aus ANSYS wurden vom ViF zu Verfiigung gestellt.

V(106 V] V[10°V]
0.000 6983

-158.7 5237
-317.5 3491

-476.2 174.6

-634.9 0.000

Abbildung 6.2: Potentialverteilung iiber die Kupfer- und {iber die Aluminiumfolie in
EleFAnT3D.
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Abbildung 6.3: Potentialverteilung iiber die Kupfer- und iiber die Aluminiumplatte in
ANSYS.

Auf den ersten Blick kann man feststellen, dass die Potentialverteilungen aus EleFAnT3D
und ANSYS relativ dhnlich aussehen. Um zu iiberpriifen inwieweit die beiden Berechnungen
wirklich iibereinstimmen, miissen die Potentialwerte auf den Elektroden genauer verglichen
werden. Zu diesem Zweck wird der Potentialverlauf entlang bestimmter Linien auf der
Kupfer- bzw. Aluminiumfolie betrachtet.

In Abbildung 6.4 sind die Linien, entlang derer der Potentialverlauf verglichen wird,

eingezeichnet. Die Linien entlang der Kupferfolie werden mit C'1 — C'6 und jene entlang
der Aluminiumfolie mit A1 — A6 bezeichnet. Der Abstand zwischen jeweils zwei Linien
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Abbildung 6.4: Linien C'1 — C'6 und Al — A6, entlang derer die Modelle verglichen werden.

auf der z-Achse betriagt 1ecm. Es werden die Potentiale auf der Unterseiten der Kupferfolie
und auf der Oberseite der Aluminiumfolie betrachtet. Da sich die Potentialwerte iiber die
Dicke der Folien nicht #ndern, ist diese Betrachtung ausreichend. Die Auswertungen des
Potentialvergleichs von EleFAnT3D und ANSYS werden zuerst auf der Kupferfolie und im
Anschluss auf der Aluminiumfolie durchgefiihrt.

In Tabelle 6.1 werden die Minimal- und Maximalwerte der Potentialverteilungen auf der
Kupferfolie aus EleFAnT3D jenen aus ANSYS gegeniibergestellt. Hierbei bezeichnet V;,,;,
den kleinsten Potentialwert auf der Folie und V,,,, den gréfiten Potentialwert. AV ist die
Differenz dieser beiden Werte. Die Berechnungen aus EleFAnT3D und ANSYS stimmen
iiberein.

|| | EleFAnT3D | ANSYS ||
Kupferfolie V. | —0,6349 - 1072 | —0, 6345 - 1073
Kupferfolie V42 0 0
Kupferfolie AV | —0,6349 - 102 | —0,6345 - 1073

Tabelle 6.1: Vergleich der minimalen und maximalen Potentialwerte auf der Kupferfolie.

Weiters ist in Abbildung 6.5 die Auswertung der Potentialverteilung entlang der in Ab-
bildung 6.4 dargestellten Linien C'1 — C6 zu sehen. Wie aus der Legende zu entnehmen ist,
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sind die Ergebnisse aus EleFAnT3D mittels Sternchen und jene aus ANSYS mittels Linien
gekennzeichnet. Auf der Kupferfolie ist die Ubereinstimmung der Potentialverldufe entlang
der Linien C'1 — C'6 gegeben.

4 . e
x 10 Potential Distribution on Cu-Foil
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Abbildung 6.5: Vergleich der Potentialverteilungen aus EleFAnT3D und ANSYS entlang
der Linien C'1 — C6 auf der Kupferfolie.

Die Abweichungen zwischen den beiden Ergebnissen kann man mithilfe einer Fehler-
norm berechnen. Betrachtet werden hierbei die Potentialwerte in allen Knoten des Finite-
Elemente Gitters auf der jeweiligen Folienfliche. Diese Knotenwerte werden in einer festge-
legten Reihenfolge in einen Vektor zusammengefasst. Der Vektor mit den Potentialwerten
aus EleFAnT3D wird mit Vg bezeichnet und jener aus der Berechnung mit ANSYS lautet
Van. Es wird der Lo-Fehler

1/2

Ver = Vanll 0, = Viu(x) = Van (2)[* do (6.1)

Q

der Differenz der beiden Vektoren betrachtet, wobei mit €2;, 7« = al, cu die jeweilige Unter-
seite der Aluminiumfolie oder Oberseite der Kupferfolie gemeint ist. Die Norm wurde mit
Matlab mittels numerischer Integration berechnet.
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Der Lo-Fehler der Potentialverteilung auf der Kupferfolie ist mit
Vit = Vanll 1y, = 1,8553 - 107°. (6.2)
sehr klein, was auch nach Abbildung 6.5 zu erwarten war.

Die minimalen und maximalen Potentialwerte auf der Aluminiumfolie sind in Tabelle 6.2
angegeben. Man sieht, dass hier die Berechnungen aus EleFAnT3D und ANSYS nicht mehr
dieselben Potentialwerte liefern. Grund dafiir ist, dass in EleFAnT3D an der Stirnseite des
Terminals der Aluminiumfolie eine homogenen Dirichlet-Randbedingung vorgegeben wird,
in der Modellierung mit ANSY'S jedoch an der Stelle, die dieser Fliache entspricht, der Strom
zufithrt wird. Durch die unterschiedliche Art der Modellierung der beiden Tools, werden
nicht immer die gleichen Randbedingungen vorgegeben. Das fiithrt hier auf verschiedenhohe
Potentialwerte auf der Aluminiumfolie.

[ | EleFAnT3D | ANSYS |
Aluminiumfolie  V,;, 0 3,5501743
Aluminiumfolie Ve | 0,6983 - 103 3, 5508928
Aluminiumfolie AV | 0,6983-107% | 0,7185- 107

Tabelle 6.2: Vergleich der minimalen wund maximalen Potentialwerte auf der
Aluminiumfolie.

Die Ubereinstimmung der Potentialwerte selbst ist jedoch nicht wesentlich. Von grofe-
rem Interesse ist die Differenz AV zwischen dem minimalen und dem maximalen Potential
der beiden Berechnungen, denn die Spannung wird durch die Potentialdifferenz beschrie-
ben. Vergleicht man AV aus EleFAnT3D und ANSYS aus Tabelle 6.2, sieht man, dass die
beiden Differenzen dhnlich grofle Werte sind.

Nun werden die Potentialverldufe entlang der Linien A1 — A6 (siche Abbildung 6.4) auf
der Aluminiumfolie verglichen. Zu diesem Zweck werden die Werte aus EleFAnT3D um
einen Faktor von 3,5501743 angehoben. In Abbildung 6.6 ist die Auswertung des Verglei-
ches der Potentialverteilungen entlang der Linien A1 — A6 dargestellt. Man sieht, dass die
Verldufe auf den Linien A1 — A3 iibereinstimmen. Bei den Potentialverteilungen auf den
Linien A4 — A6 von EleFAnT3D und ANSYS kann man leichte Unterschiede erkennen. Die
Verlaufe sind jedoch dhnlich.

Bei der Berechnung des Lo-Fehlers zwischen den Ergebnissen aus EleFAnT3D und jenen
aus ANSYS wurde der Faktor 3,5501743, um den das Potential in der Berechnung mit
ANSYS hoher ist, beriicksichtig. Damit ergibt sich

IVer — (Vay — 3.5501743) |, .,y = 1,0973 - 107 (6.3)
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Potential Distribution on Al-Foil
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Abbildung 6.6: Vergleich der Potentialverteilungen aus EleFAnT3D und ANSYS entlang
der Linien A1 — A6 auf der Aluminiumfolie.

Der Lo-Fehler der Potentialverteilung auf der Aluminiumfolie ist ebenfalls sehr klein.

6.2 Berechnung des thermischen Problems

Fiir die Berechnung des thermischen Problems ist die Angabe weiter Materialwerte not-
wendig. In Tabelle 6.3 sind die verwendeten Warmeleitfahigkeiten A, spezifischen Warme-
kapazitdten ¢, und Dichten p, sowohl fiir die Kupfer- und Aluminiumfolie als auch fiir die
Zwischenschicht angegeben. Diese Materialwerte wurden fiir die Modellierung in ANSYS
verwendet und fiir jene in EleFAnt3D iibernommen. Kupfer und Aluminium sind beziig-
lich der Wéarmeleitfahigkeit isotrope Materialen. Die Zwischenschicht ist nahezu isotrop
und wird in der Modellierung mit EleFAnT3D als isotrop angenommen.

Die Quellen fiir die thermische Berechnung werden aus der Verlustleistung des Stro-
mungsfeldproblems mit EleFAnT3D berechnet und iibergeben. Auf den grofien Auflenfla-
chen der Zelle kénnen Cauchy-Randbedingungen angenommen werden, um einen Warme-
austausch mit der Umgebung zu modellieren. Hier wird der Warmeiibergangskoeffizient
mit 0 W/m?K gewihlt. Diese Vorgabe hat zur Folge, dass die Cauchy-Randbedingung
die Form einer homogenen Neumann-Randbedingung annimmt. Es findet kein Wérmeaus-
tausch statt, d.h. es wird eine Warmeisolation modelliert.
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H Material \ Wiérmeleitfahigkeit A \ Wirmekapazitét c, \ Dichte p H

Kupferfolie 398 W/Km 385 J/kgK | 8900 kg/m?
Aluminiumfolie 238 W/Km 903 J/kgK | 2700 kg/m?
Zwischenschicht 1,2W/Km 1353 J/kgK | 1757 kg/m?

Tabelle 6.3: Materialwerte fiir die thermische Problemberechnung.

Berechnet wird hier die Erwérmung der Batteriezelle iiber eine Zeitspanne von 720 Se-
kunden. Die Zeitschrittweite wird mit 10 Sekunden festgelegt und wie bisher wird © = 0,5
gewahlt. Die Anfangstemperatur der Zelle wird mit 20°C angenommen.
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Abbildung 6.7: Temperaturverteilung iiber die Kupfer- und iiber die Aluminiumfolie in
EleFAnT3D.
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In Abbildung 6.7 sind die Temperaturverteilungen iiber die beiden Elektroden nach
720 Sekunden als grafisches Ergebnis von EleFAnT3D zu sehen. Abbildung 6.8 zeigt die
Temperaturverteilungen iiber die Kupfer- bzw. Aluminiumfolie nach 720 Sekunden aus
der Berechnung mit ANSYS. Die beiden vorliegenden Grafiken aus ANSYS wurden zum
Vergleich mit EleFAnT3D vom ViF zur Verfiigung gestellt.

Fiir einen konkreteren Vergleich der Ergebnisse der thermischen Berechnungen aus Ele-
FAnT3D und ANSYS werden wieder spezielle Temperaturwerte gegeniibergestellt. Zuerst
werden hier die Temperaturverteilungen auf der Kupferfolie und danach auf der Alumini-
umfolie betrachtet.

In Tabelle 6.4 sind die minimalen Temperaturwerte 7,,;, und die maximalen Tempera-
turwerte T}, aus EleFAnT3D sowie aus ANSYS auf der Kupferfolie zum Endzeitpunkt

der Berechnung angefiihrt.

Man kann sehen, dass die Berechnungen mit ANSYS ein kleineres Minimum und ein
grofferen Maximum haben als jene mit EleFAnT3D. Folglich ist auch die maximale Tem-
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Abbildung 6.8: Temperaturverteilung iiber die Kupfer- und iiber die Aluminiumfolie in

ANSYS.

[ | EleFAnT3D | ANSYS |
Kupferfolie T}, 20, 238°C | 20,236°C
Kupferfolie T2 20, 256°C | 20, 258°C
Kupferfolie AT 0,018°C | 0,022°C

Tabelle 6.4: Vergleich der minimalen und maximalen Temperaturwerte auf der Kupferfolie.

peraturdifferenz AT auf der Kupferfolie in ANSYS grofler als in EleFAnT3D.

Weiters werden die Temperaturverteilungen entlang der Linien C'1 — C'6 auf der Kup-
ferfolie (siche Abbildung 6.4) verglichen. Dieser Vergleich ist in Abbildung 6.9 in Form
eines Diagrammes zu betrachten. Wie zuvor sind die Ergebnisse aus EleFAnT3D mittels
Sternchen und jene von ANSYS durch Linien dargestellt.

Fiir die Temperaturverteilung wird ebenfalls der Ls-Fehler der Differenz der Ergebnisse
aus EleFAnT3D und jenen aus ANSYS berechnet. Die Vektoren mit den Temperaturwerten
in den Knoten der Unterteilung heiflen hier T und T4x. Der mittels Matlab berechnete
Fehler ist

11 — Tanll pyq..) = 7> 7308 - 107°. (6.4)

Der Ls-Fehler der Temperaturverteilung auf der Kupferfolie ist zufriedenstellend klein.

In Tabelle 6.5 sind die minimalen und maximalen Temperaturwerte auf der Aluminium-
folie angefiihrt. Die Minima haben auf der Aluminiumfolie dieselben Temperaturwerte wie
auf der Kupferfolie. Der maximale Wert ist in der Berechnung mit EleFAnT3D auf beiden
Folien gleich. In jener mit ANSYS ist die Maximaltemperatur auf der Aluminiumfolie etwas
hoher als auf der Kupferfolie. Dieser hohere Wert liegt genau dort, wo in der Modellierung
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Abbildung 6.9: Temperaturvergleich entlang der Linien C'1 — C'6 auf der Kupferfolie.

mit ANSYS der Strom zugefiihrt wird.

[ | EleFAnT3D | ANSYS |
Aluminiumfolie T, 20, 238°C | 20,236°C
Aluminiumfolie 7},44 20,256°C | 20,26°C
Aluminiumfolie AT 0,018°C | 0,024°C

Tabelle 6.5: Vergleich des kleinsten und gréfften Temperaturwertes auf der Aluminiumfolie.

In Abbildung 6.10 werden die Temperaturverteilungen entlang der Linien A1 — A6 (siehe
Abbildung 6.4) auf der Aluminiumfolie aus den Berechnungen mit EleFAnT3D mit jenen
aus ANSYS verglichen.

Die Berechnung des Lo-Fehlers ergibt
1T — Tanl 1, q,,) = 7-8279-107°. (6.5)

Die berechneten Lo-Fehler der Temperaturverteilungen auf der Kupfer- und auf der Alu-
miniumfolie sind vergleichbar klein.

Die Temperaturverldufe haben dieselbe Form wie jene auf der Kupferfolie aus Abbil-
dung 6.9. In EleFAnT3D ist die Temperatur iiber die Hohe der modellierten Batteriezelle
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Abbildung 6.10: Temperaturvergleich entlang der Linien A1 — A auf der Aluminiumfolie.

konstant und somit ist klar, dass die Temperaturkurven auf den beiden Folien gleich sind.
Die Form der Temperaturkurven aus EleFAnT3D und ANSYS sind grundsétzlich dhnlich.
Der Unterschied besteht darin, dass die Temperaturverlaufskurven aus EleFAnT3D etwas
flacher sind als jene aus ANSYS.

Die Unterschiede der Temperaturwerte zwischen EleFAnT3D und ANSYS kénnten daher
kommen, dass die Berechnung der thermischen Quellen in den beiden Ansétzen unterschied-
lich realisiert werden. Auflerdem betrachtet ANSYS die beiden Folien als 2-dimensionale
Gebiete und EleFAnT3D modelliert diese als 3-dimensionale Elemente. Moglicherweise ist
dadurch die Berechnung mit EleFAnT3D genauer als jene mit ANSYS.
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Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wurde der Zusammenhang von elektrischen und thermischen Pro-
blemen erortert. Wahrend einem elektrischen Stromungsfeld eine elliptische Differential-
gleichung zugrunde liegt, wird ein thermisches Problem durch eine parabolische Differenti-
algleichung beschrieben. Diese beiden Typen von Differentialgleichungen an einem Problem
zu losen, erfordert eine gut durchdachte Vorgehensweise. Mit dem FEM-Programmpaket
EleFAnT3D ist die Losung solcher elektrisch-thermischer Probleme durch eine gekoppelte
Problemberechnung moglich.

Nachdem eingangs die mathematische Theorie hinter der Losung von elliptischen Rand-
wertproblemen und parabolischen Anfangs-Randwertproblemen behandelt wurde, wurde in
Kapitel 5 der physikalische Hintergrund der elektrisch-thermischen Kopplung erklart. An-
hand einiger kanonischer Beispiele wurde gezeigt wie man EleFAnT3D zur Losung von Stro-
mungsfeldproblemen, thermischen Problemen und elektrisch-thermisch gekoppelten Proble-
men einsetzt. Weiters wurde durch das Beispiel eines Biigeleisens die Ubereinstimmung des
Ergebnisses aus EleFAnT3D mit einem analytisch berechneten Ergebnis gezeigt.

In Kapitel 6 wurde eine physikalische Zelle mittels der elektrisch-thermischen Kopplung
mit EleFAnT3D berechnet. Der Vergleich mit Ergebnissen aus ANSYS zeigt eine sehr zu-
friedenstellende Ubereinstimmung.

Fiir die in dieser Arbeit berechneten Beispiele wurden einige vereinfachende Annah-
men getroffen. Es wurde eine Basis gelegt um elektrisch-thermisch gekoppelte Probleme
mit EleFAnT3D berechnen zu kénnen. Dabei wurde angenommen, dass die elektrische
Leitfahigkeit temperaturunabhingig ist. Geringe Temperaturunterschiede beeinflussen die
elektrische Leitfahigkeit nicht. Wie grof§ diese Temperaturtoleranz ist, hangt jedoch vom
Material ab. Die vorausgesetzte Temperaturunabhéngigkeit der elektrischen Leitfdhigkeit
hat zur Folge, dass das Ergebnis des Stromungsfeldproblems in der Berechnungssequenz
aus Abbildung 0.1 fiir jeden Zeitschritt das gleiche ist. Der néchste Schritt wére, die Tempe-
raturabhingigkeit der elektrischen Leitfdhigkeit in dem Modell in EleFAnT3D zu beriick-
sichtigen und somit in jedem Zeitschritt fiir die Berechnung des Stromungsfeldproblems
einen neuen elektrischen Leitfahigkeitswert zu verwenden.

Die in dieser Arbeit verwendeten Gebiete haben sehr einfache Strukturen. Fiir weite-
re Betrachtungen ist es natiirlich interessant auch komplexere geometrische Modelle zu
berechnen. Speziell fiir die Berechnungen von Batterien wére hierbei eine handelsiibliche
zylinderformige Batterie ein passendes Beispiel. Diese besteht aus zwei Metallfolien und
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einer Zwischenschicht, wie in Kapitel 5 beschrieben. Jedoch wird diese Anordnung zu der
zylindrischen Form aufgerollt. Diese gewickelte Geometrie fiithrt zu einem unterschiedlichen
Verhalten der Temperaturverteilung. In dem betrachteten Modell der Li-Ionen Zelle &ndert
sich der Temperaturgradient iiber die Hohe der Zelle nicht. Das Verhalten des Gradienten
wiirde sich bei einer gewickelten Geometrie vermutlich verdndern.
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