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Mapping

sensor type
active depth sensor

passive monocular camera
 passive stereo camera

mobile sensor

requirements map
completeness 

accuracy 
resolution
complexity

requirements 
data acquisition

cost efficiency
expert

non-expert
difficult accessible

scene size
micro - microscope

small - table top
large - buildings

ultralarge - landscape

data modality 
still images

video stream

prior knowledge 
of scene
detailed 

rough 
unknown

requirments 
reconstruction process

offline
online

interactive
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+���$� ������� ���� ����� �������� �� ������ ���� ��� ���,������ ���� �� �������� ����$�� �

����� ���� �� ����� ��$��������	 -� ��������% �����$� ������� ���� ������� � �. ���*������

�� ��� ��$�������� ��� ��������� �� ����� ��� ������ ��,����� ���� ��/����� ��������� ���

��,����� �� �(����� ����� �����������	 �����% �������� �� ���� �� ������������ �� ���

��������� ��� ���� ��� ������ �� ��� $��� ����� �� � ������ ����� �����% ��� �� �� � ������

�� ��� �$����� ������ �������	 ���������% ������ �������� ��� �����$� ������� �� ����

���� ��������� ��� ���� ���� ��0����	

������ �� ���� ���������� �������� ������������ ��� ������������ �� ��� ��� �� �����

�� ���� ��������% �� ������ �������������� ��� �$�� ���� �� ����������� ��������������%

�������� �� � ��*�� ����� ��� ��������� �� ��������� �� ���� ������	 -� ������ ����������

�����% ������ �� ��� ��������� ��� ��,����� �� � �����1���� �������� ����� ��� ���� ���

�������������� � �	2. ������� �����	 &���� ��� ��������� ��� 1���� �� � �������� �������� ��

������ 3444 �% ����� �� ����� ���� ������ ���� ��� ��������� �� $���������% �� �� �������

���� ��� �����$�� ��������� ��� �� �����(������ �� � �. �����	 &���� ��� ������� ���

����� ������� �������� �����% ��� ������ �� � ������ ������� ���� ���������� ������� ����

���������� ������ ��� �$����� �� ������$��� ����	 ��� ����� �� ����� ������� � �������

�$����� ������� 546 ��� 746 ��� � �������� �� 246 �� 546	 ��� ���� � ������ �� ��

���������� ���� ���� ����� �� ��� ������ �� $������ �� 34 �� 32 ������	 ���� �� ����$����
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f 0 px

0 f py

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
K

[I3×3|03×1]

︸ ︷︷ ︸
P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
X

Y

Z

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = P X.  ���!

��� "��� 3× 3 �����# K ��������� ��� ��������� ���������� 
� ��� ������ ��� �� ������
��

������ ���	�� ��
�������� �����#� K ���������� ���� ��� 3 × 4 �����# ������� �� ��� �
$

�
����
�� ���	����� ������ P ����� ��������� ��� ������� 
� � �
�
����
�� �� �
���

X �
 � �
�
����
�� �� �
��� x 
� ��� ����� ������ ��� ��������� �����# K ��"��� ��

%&����
� ��� ���������� ������� ���� ��� ����� 
� � ��#�� 
� ��� ����� ����� �� � �&����

����� �� ��� ������� ���� �� �
���� ������� �������� '� ��� ���� ���� ���� ��� ��#�� ���

������� �� ������
��� ��������� s �� ����
����� ��� K ���
���

Ks =

⎛
⎜⎜⎝
f s px

0 f py

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .  ��(!



�� ������	 �
 ���������� �� ����� �������	������

�� ��	� �� ������� ���� ��� ���	������� �� ����� X �	� ������ �� ��� ���� �����! ���	������

�"���� ���� �� ������� �" ��� ����	�
 #�� ��	� ���	� ���� �� ���� ��� �� ����� ��

������ ���� 	������ �� � ����� �������	
� ��	�
 #� ����	��� ��� �	�����	������ �������

��� ����	� ���	������ �	��� ��� ��� �$��	�� ��	 � ���	������ �	���� �� ����	��� ��

��� ����� �	�����	������ ���� ��� �	�%������ ���	�$ P

P = K

⎛
⎝R3×3 t

01×3 1

⎞
⎠ = K[R|t]. ��
&!

#�� ���	�$ [R|t] 	������ ��� �	��� ���� ��� �� ��	 � ����� ���� ��� ���	������ �"���� ��

��� ����	� ����	� ��� ����� �� �	�%����� �� ��� ���� � ���
 ����� [R|t] ����	���� ���

�	��������� �� ��� ����	� �� ��� ��	 � ���	������ �	��� ��� ���	�$ �� ������� �� ��
���	�

��	�����	�
 #�� �	�%������ �����	 Cw �� ��	 � ���	������� ��� �� �� �� ���� �" ��� ��'�	��

�	�����	������ �� ��� ����	�� �	��� C =
(
0 0 0 1

)T

Cw =

⎛
⎝R3×3 t

01×3 1

⎞
⎠−1

C = −RTt �����

��� 	
���	
��
� 	���� �� ��� ������� 
	��
 ����
���� ���� �� 
 ����
� 	
�����

������� 
 ��	�������� �� ����� 
�� 
 ��	�������� �� ����� �� ��� �	
�� ��
��� �� ��
�


	��
 �����	� ���� ����
� 	���� ���� ��� 
��
�� ���� ��� �� ��� ��� �� �	������ ������

���� 
���� ���!����
� ����������� �
	��� ���������� 
�� ��	��� ����������� ��� �
������
�

���������� �� ������� �� 
� �	������ 
����	��� �� ��� ���� 
�� ��� �	
�� ��
��� ���

�
��
� ���������� ������ ������ ���"���� �� ��� ����
� 	���� ���
��� �� ����
��� ����

��
�� �� ��� �#�� ��
� ���
���� ����� 
�� ������� �� ��
��� ��� �
��
� ���������� �� 	���

�	����
�� 
�� ��� �#�� ����
��� 
� ��� ��
� ������ ����
���� $
���	
��
��� ��� �
��
�

���������� �� ��%��� �� 
 ������� L(r) ��
� ������� �� ��� ������
� ����
�� r �� ���

��������� ����� xd = (ud, vd) �� ��� ����� �� ���������� ���� �� ����
��� 
���	�� �� ��

��� ������
� ����� (px, py)� ��� ����������� ����� xl = (ul, vl) ��
� ���������� �� ���

����� ��
� ����� �
&� ���� ���
���� ���� 
 ������ ����
� 
	��
 �� ���
���� ��

⎛
⎝ul

vl

⎞
⎠ =

⎛
⎝px + L(r)ud

py + L(r) vd

⎞
⎠ . ���'�



���� �����	
� �
��
�� ��

��
 �	���	�� ����	�� L(r) 	� ��
� ������	��
� �� � ������ ����	���

L(r) = r + κ1r + κ2r
2 + κ3r

3 + . . . , �����

��
�
 κn ��
 ����
� ���������� ��	
��	����

 ��� �����
� !	�	�� ��"��	��� �	#
 �
 
�	��	�� �� �
 ���
��� ���
 �����
 �

�	�
�� ���$
�	�� ���
�� ��
�
���
% �
 ����
���	�� �� �
 �����	�
�� ���	�� �	���	��

	� !
�� ��
� � ��
�����
��	�" �
� ��� �
�
���
 �
 
�	��	�� �� �
 �����

�� κn ��

L(r) 	� ��� �� � ���	���	�� �
�� & 	� ��
� �������
� �� � �	�	�	'�	�� �����
� �� ��

��$
�	!
 ����	�� �� �
���	'
� �
 �
!	�	�� ���� �
 �	�
�� ���$
�	��� (�� ���
 �
�	��

�� ���
�� ���	���	�� �
 �
�
� �
 �
��
� � )*+% ,-*.�

��� �����	
� �
��
��

&� �	� �
�	��% �
 �
�	!
 �
 "
��
�	� �
��	�� �� �� ���$
�	�� ���	�
� P ��� P ′ ��

���$
� �
 ���
 ��	� X � �
 ��	�� x ��� x′% �
��
�	!
��� ��
 �
��	�� �
�

� x ���

x′ 	� �
�� #���� �� �
 	������ �	��	����

����� �����	
� ������

�	!
� � �/ ��	� X ���$
�
� �� � ���
�� P � ��	� x% �
 
�	����� "
��
�� �
��	��

�
 ��	� x′ � �
 ����
� �� � �	�
 l′ 	� �
 	��"
 �� � �
���� ���
�� P ′� (	"��
 ��� �����

�� �
 ��
�
 ��	� X ��� �
 ���
�� �
�
�� C ��� C ′ ���� � ����
 Hπ ��	�� 	� ����
�

	������ ���	� ��
 ��	�� e ��� e′% �
 	�����	�% ��
 �
 ���$
�
� ���
�� �
�
�� C ′ 	� P

��� C 	� P ′� ��
 �	����
 �
�

� �
 C ��� C ′ 	� ����
� ��	���	� ��
 	�
��
�	�� �� �


����
 Hπ �	� �
 	��"
 ����
� �
0�
� �
� �
 	������ ���	� l ��� l′� 1	��
 l′ ����
��

e′ ��� x′ 	 ��� �
 ��	
� �� e′ × x′ = [e′]×x′ ��
�
 [e′]× 	� �
 �#
� ����
�	� ���	� ��

e′� 2
����
 x′ ��� ���� �
 
���
��
� �� x′ = Hπx% �
 ��� ��	


l′ = [e′]×x′ = [e′]×Hπx = Fx, ���*�



�� ������	 �
 ���������� �� ����� �������	������

���	� F = [e′]×Hπ �� ��� ����������	 ���
��
 �� x′ ��� x ��		������� ����� ����� ����

���� �	� ��� �	��������� �� ��� ���� ����� X� ���� x′ �� ������� �� l′ ���

x′T l′ = 0  �
!"#

�����
 $	�� ���� ��� �

��������� ��������

x′Fx = 0  �
!!#

�� ��	�%��
 &��� ��������� �� �������	� �� x ��� x′ �	� ��		�������� ������ ��� �� �� ���

��'������ ������� ��� ������ �� l′ ������� ()������ �
!!


&�� 3× 3 ����������� ���	�* �� � ���������� ���	�* F ��� �� ���)���� ��+��� ��

�� � ������ �����	 ��� ���	���	� ��� , ����������� 	�����
 $�	���	��	�� ��� ����	������

�� F �� -�	� ��� ���	���	� F ��� . ��	��������	�����


�� ��� 	�����%� �	��������� ��� �	��������� ������� ���� ����	�� �	� /����� ��� ������

������ ���	�* ��� �� ������ ���������� �� ��� ��������� ���	�* E ���� ������� ��� 	�����%�

�	���������0

E = R[RT t]×,  �
!1#

���	� R �� ��� 3× 3 	�����%� 	������� ���	�* ��� t ��� 	�����%� �	���������
 F ���� ��� ��

C

e

x

l

X

e’

x’

l’

C’

baseline

$��	� �
10 (������	 �����	�
 &�� ����� ����� X �� �	������� �� ��� ����	�� �� ���

������ x ��� x′
 &�� ������ ���	� ��� ��������� ��� ���� ���� �������� C ��� C ′� ����	�����
��� ���� ����� �	� ��� �������� e ��� e′
 C� C ′ ��� X ���� ��� ����� Hπ




���� �����	
� �
��
�� ��

�����
� ��

F = K ′−1EK−1. ������

�� �
 ��� ����
�� 	� !
�  �
 !	"
� �	��� #���$
�!
 �� �
	� 
% � ���		��� ��
�
�

���
& ��
 �� �
 � 	�  �#� 	� � �
��"
� �
 �
$ 	"
 ��	
� 	��� �
�

� 	� !
 � 	���

�� �
 �
% �
�	��& �
 �
���	�
 �
���� � � $��$ 
 �
 ���� �
� $ � �	% F  �� �



��
�	 $ � �	% E �� ��	�! ��	� ����
�����
��
��

����� �����	��
� 
� ��
�	� ��
�����

�� 
�	� 
 �
 ���� �
� $ � �	% F ����  �
 �� ��'�	
� � �� ����
�����	�! ��	��&

�
 � � ��
 �
 ����
�����
��
 ����		�� �� ()� 	�� ���� � �
��  $	�
 � ���
� ��


)� 	��� ��
�
 
 �� ����
�����
��
 � 	� xi ↔ x′i !
�
� 
� ��
 $	�
 � 
)� 	��� �	"
�

�
 ��	�� xi = (x, y, 1)  �� x′i = (x′, y′, 1) 	� ����!
�
��� �����	� 
�& �
 �
��$	�!

$	�
 � 
)� 	�� 	�

x′xf11 + x′yf12 + x′f13 + y′xf21 + y′yf22 + y′f23 + xf31 + yf32 + f33 = 0, ����*�

��
�
 fij  �
 �
 
��	
� �� �
 ���� �
� $ � �	% F � +
���		�! ()� 	�� ���*  �  

"
��� 	��
� ������ $
 �� �

(x′x, x′y, x′, y′x, y′y, y′, x, y, 1)f = 0, ������

��
�
 f 	� �
 ,�"
��� ��� 	�	�! �
 ��
'�	
�� �� F � -� � �#	�!  $$ 
)� 	��� �� 	�
�

�� n �  $
 � 
	!�& �
�
���
 �
  $!��	�� 	� � $$
� ����� ����� 	
�������� ����
�����	�!

��	�� �!
�
� �  n× 9 � �	% A& �
 �� 	�

Af = 0. ����.�

�� ���
 � � 
	!� ����
�����
��
�  �
 !	"
�& f � � �
 ����� �� ��$"	�! ()� 	�� ���. 	�  

$
 ���)� �
 �
��
 ��	$
  #	�! � �
 �  F � � � �# �� /�� ���
 �
 	$� �� �
 
	!����	�

 $!��	��& �
 �
�
� �
 �
 �
� � 0��1�

�� � �� �� �	� $ ����$
�� �
 	��	��	� � �
� � � �

�� K  �� K ′  �
 #���� 	�

 �" ��
  �� �
�
���
 �
 
�	� 	�� �� �
 ���� �
� $ � �	% �
���
� � �
 � $��$ 	��

�� �
 
��
�	 $ � �	% E� 2$���!� E 	�  $��  3× 3 � �	%& 	 �
���	�
� � � � �

�� ���



�� ������	 �
 ���������� �� ����� �������	������

��� 	������� ��� � ��	 �	���������
 ����� E �� � ���������� ���	��� �� �� ���� ������ ��

�� ����� ��� ���	���	� E ��� ����  ��	��������	����� !���� ����� �� ���������� �����	�����

�� E
 ����� E �� � ������� "�	���� �� ��� ����������� ���	��� ��� �����	����

��� (E) = 0 #�
$%&

���� �� ��������
 '�	���	��	�� (��� ��� '���	�� )�*+ ��� �	�"�� ���� �!� ������	

"����� �� E �	� �,��� ��� ��� ���	� ��� �� -�	�� !���� ����� �� �� ����������� ����� ����	���

�����	����

EETE − 1

2
trace(EET )E = 0. #�
$*&

.���� �����	����� ���� �� ��� ���������	 
����	�� �	������ �� /����	 )%0+ ���� ������

����� ��� ��������� ���	�� �	��  ��		�����������
 ������	 �� 1,������ �
$�� � ������ ��

�����	 �,������� �� ��� ��

AẼ = 0, #�
$2&

!��	� A �� ��� 5 × 9 ���	�� ����� �� ��� ���� !�� �� ����	���� �� 1,������ �
$ 
 .���

���	 "����	� X̃, Ỹ , Z̃, W̃ ���� ���� ��� 	��� ��������� �	� �������� �� � 3�������	�-�����


4� 	��!	���� ��� "����	� X̃, Ỹ , Z̃, W̃ �� 3× 3 ���	���� X,Y, Z,W ��� ��������� ���	�� ���

�� !	����� �� � �����	 �����������

E = s1X + s2Y + s3Z + s4W, #�
56&

!��	� s1 . . . s4 �	� �����	
 ����� E �� ������ ���� �� �� ������ s4 �� ������� �� �� ���


.�� �����	�-�� ��������� ���	�� �� ���� ��� ���� ��� ��� ����� �����	����� �������� �� ���

�����	���� �� ��� �	��� ��� ��� ����	������
 7���	 ��	��	��� 8�����9�	��� �����������

!��� ��	���� ��"���� � ������ �� �����	 �,������� �� ��������
 .��� ������ �� ���� 	��

!	����� �� � ��! ���	�� B ���� ��� ��� �����	���� ���� ��� (B) = 0
 .�� ����	������ ��

B �� � ����� ��	�� ����������
 .� ��� ��� 	���� �� ��� ���������� !���� �	� ���� ���

��������� /����	 �	������ �� ��� ���	����,������ )50+ ��� �� ����	 ������������� �:������


.�� ���� ���	���� ��� ��	� ������� �� ��� ����	��� ��� ��� ��������� �	� �"������� �� )%0+




���� ������	
����� �

��� ������	
�����

�� ������� ��� �� ��������� ��� ��
����� ������� � �� ����� X ��� ��� ���������� �� x 	����

��� ���������� ������ P � x = PX� ���������	�
� ������� ��� ������� ����
�� ����� ��

��������� X ����� ��� �� ���� ������������� �� ������ xi ��� ����� ���������� ��������

Pi�

��� ���������� � X �� x = (u, v, w) ��� �� ��!������� ���� ����� �������	�
 �"	������

wu = P T
1 X

wv = P T
2 X

w = P T
3 X,

#����$

����� P T
n ������� ��� nth ��� � ��� ���������� ������ P � �� �
������� ��� ���
���  ����� w

��� ���������� ��� �� ������� �� � ����� ����	�� %�&' ����� ���� ���	
�� �� ��� �����������


����� �"	������

0 = P T
1 X− P T

3 Xu

0 = P T
2 X− P T

3 Xv.
#����$

����� �� ��� ���
��� ���� ���������	� �����������( �	� ����� ����� X ��� ) 	�*������

����� ���( �� ��"	��� �� 
���� ��� ����� ��������������� x ↔ x̂ ��� ����� ����������

�������� P ��� P̂ �� ��
�� ���  �

����� �"	����� �+����

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
P T
1 − P T

3 u

P T
2 − P T

3 v

P̂ T
1 − P̂ T

3 û

P̂ T
2 − P̂ T

3 v̂

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠X = AX = 0. #����$

���� �"	����� �+���� ��� �� ����
+ ��
��� �� � 
����!�"	��� ����� �+ ��� ������ � ����	
��

��
	� ������������� #�,�$ �� A� ��� -���������� ������������� �� ��� ���

��� -����!

��
	� �� ���� ��� �� ������	
���� ������ � ���� ���� n > 2 ��������������� ��� ����
��
�(

���� ���������
 �������������� ���� ��� ���� �"	������ �� A ���	
���� �� � 2n×3 �������

��� ��
	���� ��� �
�� �� �������� �+ ��� �,� �� �� ����

�� ��������( ��� �������� � ��� ����� ��������������� ��� ����	���� �+ ����� ���



�� ������	 �
 ���������� �� ����� �������	������

���	���	� ��� ��		���������� ��������� �� �������� �
�� �� ���� ��� ���	� ������� xF x̂ �
0
 !�����	������" ���� ��� ��� �#��� ���� ��� 	��� ������� �� ��� ��		�������� ������

�� ��� ����	���� �� � ����� ����� X" ��� ���� ��	� � ������ ����	�������
 ��� �� ���

����	������ �� ��� ������$����� �� ��� ��		�������� ������" ��� �	���������� 	����� ���� ���

�� ����	������
 %�� 	������� ���&��� ��� '� ����	������ �	������� �� ��� ��		��������

����� ���������� ��� ��� 	������� �� ����	������ �� ���&� �� ()*
 %��� �������	��� ����

��� ��+�	����� ���	� �� X ��� �� ���������� �� ��� ��+�	����� ���	���� �� ��� ����+�����

��		�������� ������


��� �����	 
������

�� ��� �	�+���� ������� &� ��������� ��& ��� 	�����+� �	��������� ���&��� �&� ����	�� ���

�� ������������� 	���+�	�� �� ��		�������� ������ xi ↔ x′i �	� �+�������
 ,����" ��� -��

��������� ��	 ��������� ���������� ����� 	������	������ �� ��� ������� �� .�� ��		������

������ ���&��� ���� ���	� 	�������
 /������ ���� �� ��� �� ��� ����������� �	������ ��

�������	 +�����" �� ���	���� �����	 �� ���	������ �� ��������� ��		����������� �����

��������� ��� ���� ��+������
 0 �������� ��	+�� �� ��������������	� ������� �� �+�������

�� ()1*


%�� ����� ������� �� ���� ������� �� �� � �	��� ������" ������ ��������	" ���� �	� ����

�	�������+� ����	��� �� ����	 ��		������ ��� ���� �� .�� � ����	������ �� ��� ������	�

���� 2������ 
�����3 ���� �� ����	�������+� ��� ������ ����	 �	�����	������� ��-� ������"

+��&�����" ����� ��� 	�������
 4��� ����	����	� �	� 	��	������� �� �� n������������ +����	

&���� ���	��� ���� ���	�� �������� �+�� ����	 ��� ���	���������� �����	�����
 %� ������

���� ��		����������� ���&��� �&� �����" ��	 ���� �����	� �� ��� ���� ��� ������	��	� ��

����	����� �� .���� ��� �����	� �� ��� ������ ���� ���� �� ���� ������	
 ,����" ���

������� �	����� ��� �� ������ �� � ���	��� ������	 �	�����


%�� ��������� �� � ��	���� -�������5����	����	 ����������� ��&��� ������� �� ��� 	��

���	������ �� ��� ����	���� ����������� �����	��� ������������� ������ ��� ��� +�	��

���� �� ��� ����� �����
 6�	 � �����" &��� �	��-�� '� ������ �	����&��� �� � +����

��	���" ��� ����	����	 ���� ��� ��+� �� �� � �	����� 	����� ������ ������ ��� +��&�����

������
 %��	���	�" ����&���� ����	����	� &���� �	� ������������� �7����� ��� �� ����


8� ��� ����	 ����" ��� 	������	������ �� &������������ ����� �� ��4 	����	�� �����	��



���� �����	 
������ ��

���� �� ����	� ����� ������� � 	��� ����� �� ����������� ��������� �������� 	��������

���	� ��� �������� ��� ��������� �� ��� ���� ������ �� �����	� �	���� �� ��� ������ ��

������ ���� ��� �� ����������� �� ��� �� �������


� �� ����� ����!����	��� ������ ��� ���	� "������� 
����� ������� #�"
�$ %&'(

������� �� )��� �� �� ������� *�������+�������� ������������ �"
� �������� �

*������� ������� ���� ������,�� �	��!	�*� �������� �� � ���	�!����� ������ ����� ���

��-�����!��!.������� #/�.$ �������� ��� � �������� ���� �������� ��� ����������� ��

������� ����������� ����� ��� *������� �� � �������� ���� 0'1 ������� ��� ����������

�� ����� ���	� ��� ��2���� ������� �� ��� /�. �������� ����� �� ���� �� ��,�� ���

����� ��3� ���� �� ��*�� ���� ������� �� ���	���� ��� �������� ��� ������� ��*�� ���

�������� �������� ������� ���	� �������� ��� �������� ����	� �� ������� �� ��� ���	�����	

���������� ���� ������� ���������� �� ���� ��� ����	� ���� �/ ��������� ���������

���� ��� ���!���	� ����������� )���� ��� ����� �� %&'( ���� ��� �������� 4��	��� ��

����	� �� �� � ��������� ������ �� ����� �5 �������

����� �"
� �������� ��� ���� ���	�� �� ����!����	��� ��������� �����	 ����,��!

����� ���� ���� ������� �� ����� ����� ��� ������������	 �-�� 	�*� ��� ������� 6�

7����� 
������ #�67
$ %1( � �� ����� ��� ����� ������� �8�� ��������� �������

	�*� ��� 98��!�"
� #9�"
�$ %&1(� :������	���� ��� ������	 �"
� ������ �� � ����!�-

������� 4��	��� ��� ������������	 ����	�2��� ��� ����*� �� ��� ����	���	��� �� �8�����

���	����������� �� ��� .;6 %05<(� ��� ����������� �� ������	� ���� �� ���� ���	�����

�������

9 ��� �	��� �� ��������� ���� ���� ���� ����	���� �� ��� 	��� ���� �� ����� ������!

��� ���� �����	� ������ �� ��� ���!���	� ��2�	 ��	��� ������� �� ��� ������ ,��!���!

����������� ����� ��������� ���� �� ������ ���� ���� �� ���	� ��� � ������� ���������

����������� ��� ���	� �� ���� ��������� �� ������	��� ��� ���� ����� �� � ����	� ���

�� ��� ������� =����� � ������ �������� �� � �������� ������� �� � >������!��	��� ������

9� � ����	���� ������ ������		� ��� =������ �������� �� ���� ������� ���� ��� �� ���

�8�����	� ��	��	���� �� �����?� ������������	 ������� ������		�� ��� �������� ��	��	�!

���� �� � ������ ��� �4���� 	��� ���� 5�� ����!������ ����� �� ��� ���� �� ���������

����� ���� ��� �������� ��	��	����� ������� ��� �"
� ������� #�� ����!�������$ %�0(�

=������ ���� �� ����� ����� ������� �� ��� �� ����� ������� ���� ���������� �� ��

�2���	� �"
�� ��� ������� ���� �� ��	� ���� �� ����!����	��� ������ ��������� ����



�� ������	 
� ���������� 
� ����� �������	������

�	� ����� ������� ��	 �����	� ������� �� ����� ���������� �� � �������� ����	���� ��

����	! �����	�� ��� �� ����� �� "
#$

����� ����	
� �������

%����	� ������� �� ��� ���& �� �������! ��		��������� �����	�� ����� �'� ���� �� �����	��

F ��� F ′� (� '��� � ����� ��� �	�����	� ����� ��� � ���� �� ��%) ��� ��� �	������� ���

�� ������� �� ��� 	���������� �����	���

*���� �� n����������� �����	� f ∈ F '� '��� �� +�� ��� ��		��������� �����	�

f ′ ∈ F ′ ���� ���'� ��� ��� ����� ������ )� �&� ������ '�	��, �� �� ��� &��'� �� F ′ ����

�������� ��� �����	� ���� ���'� ��� ��� ����� ������ )�� ������� �	�����	� �	������

�! -�'� ".#$ �� ����� �� ��� �����	�� f ′
n ��� f ′

m ∈ F ′ ���� �	� ��� ���	��� ��� ������

���	��� �������	 �� f ����	 ��� ��	�� ‖· ‖

f ′
n = min

f ′
i∈F ′

‖f ′
i − f‖. /
�#�0

)!������!, ��� 1�������� �������� �� ���� �� ��	��� )�� ������ ���	��� �������	 f ′
m ��

���� �� ������ �� f ��� f ′
n �	� ��		������������ ��

‖f − f ′
n‖

‖f − f ′
m‖ < τ /
�#20

��� ���� �� ����������� ����	'��� �� �� �����	���� ��������� �� ��� ����������� τ �� ������

���'��� 0.5 ��� 0.8� )�� ��������� ������ ���� ��+������ �� �� ����	� ��� ����	���������!

�� ��� ����� )�� �����	 ��� 	���� �� 1������� 
�#2 ��, ��� �	� 	������� ��� ���� ���

-�'� ��� ���'� ���� ���� ����	� ����������� �	� ��		��� ������ ���� 3��� ����� �

��	������ �� ‖f − f ′
n‖�

����� ����	�� �������� �����	�� ��� �� � �	����� �	� ���� 	��������� �����, ��� �	����

��	�� ���	��� �������	 ���	�� �� �������������! � �������� )��	���	�, ��	���� ���	������

���� ���� �	������� �� ����� �� ��� ���	�� "44$� 5�'���	, ��� ��		��� ��������� ��	 � �

��� ���	��� �������	 ���	�� �	� � ��������� �� ��� �����	�6� �������� �� �����	 ��� �	

����� ����� ��! "
$� %�	�������!, ��� �	������	�� ����� �� ��������� ��� �������� ���	�

'��� �����	� ��������� �� ���� �� ��	���7�� �����	� �����	� ��� �� �8������! ��	������7��

��� ���	���	� ������� �� ��� *9:� *���� �'� ��	���7�� �����	� �����	� q ��� d, ����	



���� �����	
��� ������������� ��

��������� �������� ��� �� ��������� ��

‖q − d‖ = 2− 2
∑
i

qidi ������

�� � 
�����  ������������� !"�#� $����% �&� �������� '������ ��������� ��� �� ���������� ��

� �����  �����  �������������� (���� '������� ��� ����)�� ���	���� �� �  ����� Q �' ��*�

n× k% �&��� n �� �&� �� ��� �' '������� k �&� '������ �� ������� +� �&� �� � ���%  �����

D �' ��*� m × k �� ����� ����, �&� ��&�� ��� �' '�������� -&� ��������  ����� G �� �&��

�������� �� �&�  �����  �������������

G = QDT , ����"�

�&��� G �� �' ��*� n×m� .���� �&�  �����  ������������� ��� �� �/������� ���������*��% �&�

�� �������� �� �&� 012 �� 
��� '���� 3��� �&� ����������� �' �&� ���	���� �� ���� �	����

 ��� � �� 4�� �&� ������� ���,&��� ��� �� ������ ���������*���

��� �����	
��� �������������

+�  ����	
��� �������������� �� ��� ���������� �� ����
����, � ���
������ ��)���� �5 �����

��������� '�� � ��� �' ��������� �5 � �,�� �� 6��� ����, � �,� ��'�� ������ -&�� ��

��� �' �&� '���� ����� �� ����� 
����� ������ � ��� �&���'��� �� ����
� �������& �
��

�&� ���� �&��� �������� 3� ��������� �� .������ ���% �&� .����	�'	�&�	��� '�� .'� '�� 

��������� � �,�� ��� ����� ����� �������������� ��������� �&�� �������
��� ���'�� ,�����

���� �*����� �� ������ �� �������� ������� +� �&� '�������,% �� �������� �&� ��7����� �����

�' ���& � ���������

-&� �������������� �������� ��������� �������� �' ��
���� ����� �&�� ��� ��������� ���	

��8������9

• :����� '������ ����������

• 1������� '������  ���&��,

• 0�� ����� 
���4������

• 0�� ���� ���� �����

• 0�� ���� ���� �*�����
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�� ��� �	�� ��� ������ ������  ����	�� �	� �!�	����� ��� ��		��������� ������ �	� ������

������ �" �������  ����	�� ���	����� �� ��� ���	� ����� ��� 	������� ���	� �	�����������

�	�  �	���" ��� ��������� ��	�! E ������� ��� ���� ���	� �	� �������� #��� 	������

�� ��� �������� ����	 ���� ������� ����� ���	� ���	� ���	� ���� ����� ��	��� �� ���

�����$���� ����� ��� 	������� �	���������� �	� �����	���� ���� � ���� ���	������ �"���

��� ����� ������ �	� �	����������� #� �	����� �		�	 �	��������� ��	��� ��� �����	������

��� ��	����	� �� ���� �� ���	� ��������� �	� �������" �����%�� �" 
���� ����������

������ ���	�
� ��	
��	��

#�� �	�� ���� � ��� �������� �� �� �!�	��� �������� ������  ����	�� ��� ����	 ��		���������

����	����	�� ����� � & �� � ��� ��	 �	�� �� ����� ����� ���� �	� ��'��  	� $���� ��(�	���

���������� � ����	����	 �� 	�$��	�� ���� �� 	����� ������� � ��	�� ����	 � �����	������

)������ ��*# +,�- ��� � ���� �	�����( ������� ����� ��� 	���������� �� �� ���� �� ��"

������	� � & ���������� .�����	� ���  ����	� ����� �� ���" ���	����  �	 ��� �����$����

 ����	� ������� �� ��������� ��		��������� ������� *�	 ��� ����	 	������	������ ����� ���

 ����	� ����� �� �		������� ����� ���" ��		��������� ������ �	� � ����	����

���
���� ���	�
� ��	�����

*����	� ������� ������� ���� ���	� �� ��	 �	�� �� ��� ��		��������� ���� ������

���� �	� ����	 ����  �	 ����������� ��� �������	 �����	" �� ����	���� �� ������� 
�����

)������ ����� �	� ���	��	�� ��� �� �� ��� '���� ����� ����� ���� � ���� �����

��	�� �� �� 	�$��	�� �� ���� ��� �������� ���� ���	�� #�� ������������ �(�	� ���	� �	� ��
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������ ��!� �� �� -���� �� ������� ��� ���� � ��� ��� ����
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������� ���� ���� ��� � ����� �������� �� ���� �� � ����� ��#��� �+ ��������������� �� ���

� ����	���������� ������� ��������������� ,��������- �� ��� .�/0 �� �������� ������� �� %���

%�� ��� �#��� �� ��� �������� ����� EG ���� ��� ��� ������� ������1 ���� ��� ��� #���


���%�� �������� ���#������ ��� �����+��� �� � ������� ���#��� �+ ��� ��������������� ���

������ �#��� �� ���� ������ �#��� ��� ��������� ���� � ����� �������� ��� � ����� ��#���

����������������



�� ������	 
� ���������� 
� ����� �������	������

����� ��� 	������	������ �� ��� 	����� �� �� ���	������ ���	���� ��� �	���� �� �		�	

�	��������� ����	�� ���� ���� �		�	� �� ��� ���	� ���� ��������� �� ��������� ��

��	��	 �		�	� �� �	� ��� �	� ����� �	� ������� �����	����� ��	���������� ��� ��������

�����	� �� �������� ����� �� �� �!��� �		�	 ������������

�������� �	�
�
���
�

"�� ������ ����� ����� �� ��� �������� �����	�� ���#��	����� �� ��� �	�!���� ����

�� $��%� �� ������ ����	
���
 &
'� �(� )
* %���� �� ��#��� �� �����%�+ ��!�� � ��� ��
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2���	 ��� ��������� ���� ��� ����	!������ xij �	� ��	��	��� �� 3������� ����� ���

�4�� ��$������� ������� �� �������� �� ������� ρ(·) = 1
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������ �� ���� � �� ��� (����� �� ��� 	��1��� �� '�	 ���	���� ��	 ��� ������������ ��	�

��	����� 6� ���	���� ��� 	��	��'�� (����� # �� �� �	����	� �� ��� !�"& �	������ � ��� 	��1���

����� *�	����������� ���	���+ ��� ���	������ ��������� 	��
� ���� ������� ����������

���	� ����� ������ ��� 	������	�������

������	 �� ��� !�
& ��'� ����� ���� �� �� ����� �	������	�� -�0
� ������� �������

��� (��	 ��� ��� ����� ����� ����� ���	����� ��� ����	 �� ����������� ��������� �	����

6� 	����� ��� ������� �7�	�# �����	�� �� ��� ����� ����� �	� ���	�� ������ � '�������	 

�	��� 8�	 ������� � (��	 �����	�# ��� 
� ������ �	� �������	�� ���� �	� �������� �� ���

��� ���� ���� �� ��� (��	 �����	�� 8�	 ���� �����# ��� 	���	� ������ ������� ,5" �

��� %�" � ��	 ����� 6�� �����'������ �� ��	��� ������� �� ���� ��� �����	�� ��'� �� ��

���	�� �� ��	 ����� �� �	������ ��	 '�	 ��	�� 	������	�������� �� !��&# ��� ��� �����	�

������ ��� �����	��	��'�� ���	���� ���� ��	��� �������� ) 	��1��� �� ��� ����� �����

����� �� � ������ ������� �� ���� �� ��	�'� ��� ���� 	��	��'�� (����� � 6� 	����� ���

��	 ������# ��� ���	����� (�������� ��86 �����	�� ���� ��� �� �9������ ������

� ����������� ����	 :���� ���������
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��� ������ �� � �	������� ���	��� �� 
� �n = 3 � ��� ������ �� ������ ���	����	�� ���

��� ��	����!��	����	� �� ��� ��	�������	�� "�� �# ��� ��� ���	���� �	���	���� ��

���� ���� �	����������� ����$�� ��� ���� ����� �# ��� �������� �� ��� �	�����������

��� ���	�#�	� �%���� ��� ����	����� �# �&���! ��������� '���	� 
�( ����� ��� ��������

�	������������ �# ) ������ �� ��� *�� �	����������� ����� �� '���	� 
�(�� ���� ��� ��� ���

���! ��	��� �	���	��� �� ����	��� �� ��� �	����������� ������	���� �� '���	� 
�(�� � *�� �*

��� ��%�	�� �	���	����� *�� ���	����	�� ��	����	� �� 	�����	� ���� ���� ���	����	�� �������

���	����	� �� ��� ���%�� ���� �� ��������� �� #��	 �������	��� ���	����	� �! ���	��� ���

#��� ����� �� 
� �� � �	������� �� �� ��� ����	 �# �������� �� ��� �	����������� �� O(n)

���	��� �� 
� ��� ����	 ��� %�	! ������� O(n) ��� O(n2)� +����� �� ��� ,-. ��%� �����

���� ��� ��������! �# ��� �����	������ �� ������� �! O(n log n) ����	 � ��� ���#�	

������� ��������� ����� �#��� ����� �� ��� ���� �# ��	#��� 	������	�������� '���	� 
�/

����� � 	������	�� ������ �# � �	���������� ���	�� ����� ������

'�	 ��� ����	����� �# � %���� �*� ���	��� ������ ����� ��&� ��%�����������0��	

���	������� ����� ��	�%���� �	 ���	������ ����	���� ������ ,-�.� '�	 ��	 ����	��

��	������ ��� ���	������ ����	���� ���	���� �� ��� ��� �������� ���� *�� ����� �������

�# ��� ���	������ �* ����	���� �� �� ���	� ���� ��� ���� ��� �# ������ ���� ��1��

��� ������ ��� �� ��� ������ �� �� ���	���%� ����	� 2��� ��� � ��� ����� �� ������ ���

������ ���� �������� ��� ��� ����� �� ��	��������� *��� ��� ��	����!��	����	� �	���	���

�� ������ #�	 ��� �������� ��3����� �� ��� ��� ����� �# ��� �	���	��� ���� ��� ����� �

����� �����	��
����� �� ��	#�	�� ����� �� ��� 4�� �# � #��� ������� ��3����� ���	����	��

5���� �	���#�	������ �	� ��	#�	�� 	���	��%��! ����� ��� ���!�����	� �	���	��� �� �����

�	�� #�	 ��� �������� �� ��� �	������������ 6�	� ������� �� ��� ���	������ �* ��� �����

�	���#�	������ ��� �� #���� �� ,)).� �� ��� ��	�� ����� ��� �������� ���	����	� �	� ����	�!��

��� 	������� �! ��������! ��� ��� �# %���� �������� �� �	������� ��� ���	����	� ����

�	� ����	�!�� �	� ������� ������! ���� ���� ���! � ������ ����	 �# ��� ���	����	� �	�

�	������
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��� ��� ����� �	�	

�������#������	� ������ #�	 ��	#��� ���	������ #	� ����� ����� ���� ��� �� ������1�� ����

��� �	����7
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� ������ ��� ���� ����	������ � ��	���� ���� �����

������� !�	 ��� ����� ������ �	����� � ��	�� ����	 �� ���	������ ������ "#$ %&$ ''(� ����

��)�	 �� ����	 ������������ �)�	� ��� �� ����	 *������ �� ��� 	�������� ����� ������ ���

+,-� ���	���� �� "''( ��	 ������ 	�*��	�� ��.�	�� ���	� �� ����	��� � ����� ����� �	�

� �������/�� �������� 0�1�.�	$ ��� 	����� �� .�	� ����	��� ��� �� ���	�� �	�� �� ������	

�� ���1� �� !���	� 
�%&2�3� �� ����	���$ ������1��� ������ ��4� "#( ��� �� �5�������

��������� �� ��� 6+7 ��� �	� ���� �	��� �� ������	� ��� �	������ �� ������	 �� 1���

�� ��� ������� ����	������� �� ��� ������ �� �	����� ��	 ��� �����*���� ��	���� ���	������

����	����

!�	 	�����	�� ������ ����� ������ ���� ������� ���� � ��1 ������	 ��4� ���� ��������

�	� "''($ ��� +������ ��	���� 	������	������ "�8( �� 1��� ������� ���� ����	��� ���	����

��� ��	���� �	� � ����� ����� �� �������� �� ��������	 �������� ��� ���� ���	���� ��

���	��	���� ������	����� ����� ���� ����� ���� 	��� �� ��� ����� ������ ��� ����	 ��	���$

���� ���	���� �� ��� ������ �� ��� 	������	������ �� ����� ������ �������� �� �����

����� ������ ��� ��� �� ���� ��	 ��� 4��� �� ����� ������� 0�1�.�	$ ����� ��� ��������	

�������� �� 	��	������� �� �� ���	�� ��� ��	� ���������� ��� �� .�	� ����$ �� � ��������
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���	� α < 1 �� � ��������� ��	�����	� '��� ��	�����	 ����	���� �� ��� ��� ��"����

�������� ���� Q �� ����� �� #� ������ #����� Di ���� 	������ �� ��� ����� ��	����	�� (�

 "�� α = 0.5 ��	 � �������� ���� �� ��� �"��	������ ���������� '� ����	� � �����	��

���� �	� ����	 ���� m(Q,Di) �� ��� ���	��� �	������ ��� ���� Q ��� Di �� )*������� 
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 �	� 	������ #� ��� ���� Q̄ ��� D̄i ���� ������� � �����	�� �	��	 m(Q,Di) �� ���
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Q̄ =
⋃
i

fQ
i ���	� s̄(fQ

i ) > m(Q,Di) ��� $
�+�&

D̄i =
⋃
j

fDi
j ���	� s̄(fDi

j ) > m(Q,Di) . $
�++&

�� α �� ��� �� ,�	�� Q̄ ��� D̄i �	� �������� �� Q ��� Di ��� ��� ������ ��	�� ���� ��� �	�����
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 �
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-�	 ����������� ���� ���	��� ���	����� �� �� ��� ���� �� #��� Q̄ ��� D̄i �"�������

)*������ 
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�/ 	�*��	� ��� |Q̄| ����� �� �������� #� ����� �������� � �����	�� ����
�	� �	��	 ���� m(Q,Di)� '��� ��� #� �0������ �������� ����� ��	��� ����� )*������ 
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j ) �� � ��	���� ��� ���� �� �	��	 ����m(Q,Di)� '���
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s(fi
Q)= 0.23

m(Q, Di) = 0.20    Ai

s(fj
Di)Doc ID  

12 0.03 
12 0.10 
16 0.12 
3 0.32 

23 0.34 
25 0.55 
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�� ��� ����	 �����	 �� �����	���  � ��!� ��" �����	�� ���� ������� ����� ��	���#��

���� s̄(f) �� �	��	 ���� m(Q,Si)�  � �������	��� �� ��� �$��	����� ���� ���� 	������

��� �������� �%�	� �����&����" ���� ���	������ ��� �����	 �� ����#�� ���	��������
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'� �������� ��� ���� ����� ��� �()*( ��		����������� �"����" ��� ������� ���� �	����

�� ����� ������ � 	����� �"�������#��������	��" ���	���� �!� �+,�+�� + ����� �������

���� �� ������ ���� ���" 	�����" ����� ��� ������� �����	 �� ��		�����������

���� �� 	�-��	�� �� �������� ��� . ���	��������	����� ���� ��� ���� ��	��" ���� ���� �����

� ����	 ��		������������ '� 	����� ��� �%�	� ��	 �"�������� ��	�&������� �� �	������
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����	������� ,��� ���� ��	 �	����	�&������ ���� ��� �� �����	���� ���� ��" �"�������#��

������	��" ���	�����

����� ���� *( ����� P �� ��� ����� ���� �� ��������� �� �� ���� ��� �����	�� f ���

��� �������� ������� ��� ����	� �� f ��� P �� !����� �� ��� 	������	��� ��� ��#� L ��

��� �����	! ����	���� �� 2-������ 
�3� 4" ����������� � ����� �� -��	" �����	� fq

���� � ����� P � �� �������� ��� �������� de �� ��� -��	" ����	� �� P ����� ��� �����	�

���� s(fq)� ,�$�� �� ����� ��	�� ��		����������� ����	���� �� ��� ������� ������ ��

��� ������ �+,�+� ��	���� ��� ������� � �"�������� H� �� H �� � ���� �"���������

�� �$���� ���� ��	 ��������� �������� de ��� ��� �������� �� H �� P � ������� dH � �	�

�����	� 2���	���" �� ����� ���� ��� �$������ �������� de ��� ��� �������� H �� P

�"����" ��%�	� �" ��� ���� 356 �� H �� � ���� �"��������� 7����� �� �� ���� ��� ��

��� ��	�� ��		����������� ���� ��	� ���� �� ����	��� H ��%�	 �" ��	� ���� 356� ��

	�8��� ���� �"�������� ������� ��	��"��� � ��		������������ '�� ��%�	���� ������� de
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����� ����	
 ������� ��� ������ ���������

��	 ������ ��	 ���	������ � ��	���� �	�� � ���	�� ��� ����� ���� �� ��������� � ���

�	������� ������ �������� �������� !"�#$%& '���� �� (��'� �	�� ���������� ��	���� 	��

�����	������� �(� )*�& +,�-� "�� "�#$ ����� ��	 � ����� ���� ��� 	� ���������� ���

����	� ��� � .# ����� X ����	 �	������� �� ����� �	�� ����� �	 ��������� " ���� & ����

����	������ �� ���	������ ��	 � �	�� �����	 �� .# ������ �������� � ����	� ����� �����

����& '��	� ��� 	������� ��	���� �� ���� ���	����� �� ��� /�	� �	������ '����� ��� �����

��������� ����	��� 	�������� �

0 ����	���& '��� ����� ���	�� ������ �� �� ��	 �������� ���������� 1��& 	�������� 

�� ������ ��� �� ���	������ �� ��� ��	���� � 1����� ��� /�	� �	������ �� ��� ��������

"��	���	�& ��	 ���� ���� �� ���� ����� ��� ���	����	��/�� ����� ����& '� ��	����� ��	����

���	������ �� � ����	 ������ �	����& '��� ��� ��� �� ��������� ���� ���	����	�� �����	

� ����� �	 �������	 ���� $�	 ���� 	�����& '� ���� ��� �	���������� ���� � ���	����	��

�� �	��� �	 �������� ����� ��� /��� ��� ����	� ������� �������� ����	������ R& '����

�������� �� ��� ��� �� 	� � ���� ������� � .# ������ �� ����� �����	��� $��'��� ��� ����

�� ��� "�#$& � ���	����	�� �� �	��� �� � ����� X ��� � ���� �	������� �� �� �	�� �����&

'��	��� ��� ���	����	�� ������ X �� �	������ �������� ������ 2� ��	���	 ������ ����

�� �� ��	 ���(� ���� �������	��� ���	����	� ������ ��3�	��� ����& ������ ��	 ���	����	�

���� �� � ����� X� ���� � ������ �	���� ��� �� ������ ��	������ �� � ���	'���

	����� 1���

$�	�� & ����� � ��� �� ���	����	� V �������� � ��� #����� "	���������� !#"% ��

��� ����� ����& '� ��1�� � 	����� 1�� '��	� ��� 	����� ��	����� �	� ��� ���	����	� ��

V � ��	 ��� �� �� ������� ��� ����	 ���� L ���� ���� ��� ������� � �����	��	� !�45%

������� ��	 ��	 	����� 1��& ��� /��� ��� �	������ �������� ����	������ R� "�� ����	 

���� ������ �� � ��	���� ���	����	�� Vi ∈ V �� �	��� �	 �������� ������ "� ������� ���

������ ���� L& '� ��1�� � ������	� ���	'��� ���	� ��������

E(L) = ∑
i(Eu(Vi,Ri) +

∑
j∈Ni

Eb(Vi, Vj ,Ri)) , !
�+*%

'��	� Ni �� ��� ��� �� ��� ���	 �������	��� ���	����	� �� ��� ���	����	�� Vi ��� Ri �� �

������ �� R& ���������� �� � 	� � ��������� �� ��� ��	����� ���� ���� Vi�

$�	 ��1���� ��� ���	 ����� Eu(Vi,Ri)& '� ���' ��� ���� �� ��� "�#$ ���� ���
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� ��� ��$����� Vi �� �������� ����� 
� nfαfree' !���� nf
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��
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������ Vi� �� ���
���
 �� Vi �� ����
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�� ���$�$���
 �� ���� 
��
 Vi �� �������� ������ ��� 
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� ��� � �	��� �(�	���� )���' nf �� 1 �����
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 ����� �� ������ Vi ��� no �� 3 $������ Vi �� �� �(
������ �� 
�� 
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 �����$����� 
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��� ��+����
 ��$���' �(���
 ��� ����� (Vi, Vj) 
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 ��#� � �� 
������ 
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������� ���,
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��� $�
�� -�
 Rk $� � �� �� Ri 
��
 ������ Vi� �� Rk ��
�����
� 
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������� (Vi, Vj)'
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��������� ��� �	������ ���� �� ��� ���	�� �������� ��	 � ��� �������

����� V1 �� ������  � ��	�� 	���! ��� ����� ��	 � ���� V1 ���� �� ��� �� 3αfree� ��

����	���! V2 �� �� ��������� �� ��	�� 	��� ��� ���	���	� V2 �� ��������� �� ��� �������	

���� "��� ��� "����� 3αocc� #�� ���� "������  ��"��� � ����� �	��� ���	����	� �	� ���

�� βinit ������ ��� ����� $V1, V4% ��� $V1, V3) "���� �	� ��� �� βvis�

&����� ��'��� � ��	�� ��	 ��	 	����� '�� ��	�������! "� �	� ���� � � �� ��	��� �

�� �� ������ � ���� ������� ��	 ��	 ��	���� ���	������ �	� �� ����� ������	� �	���

���� ����� ��	 ���	�� �������� �� �� �����	�

(� � '	�� �����! ��	 ���	�� ����� ��  � �����	 �� ��� ���� ���� ��	� �� ��� ���	��

��'���  � )� ���� �� �� *+,-� #�� ��.�	 ��/�	���� �� ��� ��'������ �� ��� ���	"��� �����

"���� ��� � �	�� ������ �� ��� ������������ ��������� "��� �������� ��� ���	�� �� �

��" 0# ��	����	�� )� ���� �� �� ��������� ��� ���	"��� ����� "��� � �" ���� ��� ���	����

��� ����� �� �� �	 ��	�	� 	�� Rn ∈ R ����	����� Vi �� "� �� Vj ! �� �� �� Rn ����	�����

��� �	�����  ��"��� Vi ��� Vj � #��	���	�! ��� ���	"��� ����� �	� ��� 	���	����� �� ���

���� ���� �	���� Vi  �� ��� ������ �� ��� �� � ����	� ����� �� ��� 	���� #��� �����

�	������� ���	���� ��� ������������ ��������� ��	 �������� ��� ���	�� �� � ��" 0#

��	����	�! ������� ��� � ��� ��	� �� ��� 0# ��� ������� �� "� �������	��� �� ���

����	������ �� ������� 
�,�1�

����� ����	
	��� ������	 ����������

#� ��� � �� �2����� ���	������ ��	���� 	������	������! ��	 ������ ��� �� ������������

�����	��� ��" ����� ����	������ $30 ������ �� "� �� ���� ���� ����	������% �� ��� ���	��

�������� ��� �� 	�������� '�� ��� ������ � ����� �� ���� �������! "� '	�� ���" ��"

��� ���	�� ��	�� �	� ������� ��� ������! ��" ��� ����'�� ������������ �	� �� ���  �

�2������ ����� �� �� ���	������ �����	 ����� ��� ������� �	��� ����

������� ���	
� �����

#�� ���	�� �������� E(L) ������� �� ��� ��	����	� �� ��� 0# ��� ��� ���� ���� ����	������

R ��� ���	���	� ��� ��  � ������� �� �����	 ��� 0# ��	����	� ������� �	 ��" ���� ����

����	������  ������ ����� �� 4�	��! "� ����	� � ��� ���	�� ������ �	�� En(L) �� ����
n �� ��� ��" ���	�� En+1(L) �� ��" ���� ���� ����	������ �� ����� � ���"��  � ���

����	������ ��" ��� ���	�� �� ������� �� � ����'�� 0# ��	����	��
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�� �� �������� � ��� �# ����
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� � ���������� 
�� 	� �)��
��� ��

� ������ ����
 *�������+ ���� �!��
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� �� 
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��
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� �# ����
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� �� A� /���	��� N �# ����
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�� A �� ���� �� ������
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����	� 
��� ����	���� �� � �� ����� �� ��� ����	 �	����� ������� ��� !"� "	������  �����
��� ������ #�����	$ A %�	��� ����& �	� ����	�$�� ��� ��� #�� �	������ �	� �	������

��� �	��� ��	 ���� ���	�$ En(L) ��� 	�������$ ���� ��� ������'����� �	�#�� �	��

��	����(  ��	� ��� 	������ ��	 )����� �� ������ ������� �	� � �� �	������ ����	$  ���

��� ���#�	 �� ��	�� ��  � ��� �� ��� �*��	������ �� ������� 
�+�,� -������ ��� ���	�

�	�#�� ��'� �	� � ���	 ����( ��� ���	���� En(L) ��� En+m(L) �$����$ ��.�	 ��$ #$
� �� ��	��� /��� �� �� 01,2 �	������ � �$����� �	��� ��� ��	 ���� �	�#���  ��	� �

��3����� �� ���	�$ ������'����� �	�#��� ��� �� #� ����� ��� ��� ��		��������� ���	�$

��������� ��$ ��.�	 #$ � �� ��	��� "�� �����*��$ ��	 �������� ���  ������ �� ��� �	���

�� ����	 �� ��� ���#�	 �� �������  ������� �� ��	 ����( ��� ��� ���� ��	 ������'�����

������� �� ��� ���#�	 �� ������� ��	�� ��� ���	���	� �� ���	��� �� ����������� �� ���

���	� ����� ��'�� "��� �	���	�$ ���#����  ��� ��	 ���� �������� �� ��� ���	�$ �������� ��

�� 4! ������ ��� ����#���$ ����	������ �� ����	�#�� �� ������� 
�4�,�5 �� � �� � ��	����

�*�	������ �� 	������� ����������� �� ��� ���	� ����� ��'��

6� ���	�  ��� ��� ��� �� ������ ���	����	� Vinit �#������ �	�� ��� !" �� ��� ����� ����

Pinit� 6� ����� ��� ���	�$ E0(L) ����	���� �� ������� 
�4�,�5 ��� ������'� E0(L)  ���
��� �	��� ��� ���	���� �� 0552� 6� ���� �*�	��� ��� �	������	 ��	���� ���� #$ )����� �

���	� �� ���	����	� (Vi, Vj)  ��	� Vi ��� Vj �	� �#��� ��.�	���$� ����$(  � ������ ���

	������� ���� ����� � 7������� 8�	�� 0,92� ��	 ���� �� 4! �����(  � )	�� ������ ���

!" ��� ��� ���	�$ �������� ��� ���� �����	��� ��� �� ����#���$ ����	������� ����$(  �

���� ��� �#���� �	�#�� ��	 ��� �� �������� En+m(L) #$ ��� �$����� �	��� ��� 01,2�
"$����$(  � �����	��� ����	� �� ������  ��� ����	 ����#���$ ����	������ ���� ��� ���	�$

#���	� ������ ��� ������'�����( �� �� m �� #�� ��� 1�� ��� ,���( ��������� �� ��� ���	

	�3��	������� "�� �������� �� � ���� ���	 ���� �� ��� � �� ����	� 
���



���� ������	 
����������� ��

��� ��� ���

������ ���� ������� � ��� ���� ��� ����� ��� ���� � ���� ��������� ���  !!! �"����

#$ "���� ����� ��������� �%�� ��� %���� ���"� � ��� %�������� &� ��� ��� �' ���

���� (�����	 ��������� ��� ���� �� �%� ���!!! � ��� #��!!! ����� "���� ��� �����������

��� ������	 
�����������

)�� ��%������ � ��� ����*���� +�, '��� ��� ����������� ������� ������������ ���%���

�� � %���� ������ "���- ��� �"���� "��� ���� ��� ��� ������� ���� �� ����*����� )���

��������� ��� %� ��������	 "������ � ��� ���� ������	 ������ ��� ����� ��(�������� .�

���� � ��""�� ��� ���� � /���� � ��� ������������ (�����	- '� ��������� ���������

(�����	 �������� � ��� ������������� .� "���������- ��� 0���� +��"���� $�������

�0+$� ��� ��� ������ � ���������	 ��� ������� � ��� ������� ������� ����� ) ��������

��� 0+$- '� ��������� ��� ������� �������� � ���� �������� �� ��""�� � �� �����

�"���� &� ��*"�/��� ���� �������� Ti � ��� ���� S � ���� ������� ������ It� &� ����

��������� ��� ������� �������� '���� �����"��� � ��� ������� ����� � ��� 0+$

R(Ti) = min
It

√
A(Ti)

P (Ti, It)
����#�

'���� P (·, ·) �� ��� ���%�� � "����� ���� �������� Ti ����� �� ������ It ��� A(·) �� ���

���� � ��� �������� �� #$ �"���� ) ������ ����*�������� � ��� ���� �������	 ���

�� �1����� ���������� '� ��"�	 ��� 023 ���� �� "������� �� ����%����	 ��������� �

������� �� ����������� R(Ti)- '� ������ � ���(�� ��� � ���� ��������� &� ���� ������

S ����� 4"��05 ��� ���'"��� It ��� ���� �� ��� ����� %�6��� &� ��������� P (Ti, It)

%	 ������� ��� "����� ���� ���� ��� ��� �������� � Ti�

)�� ������ � ���������	 ��� %� ��"���� �� ��� ���� ���� %	 ������� ��� ���%��



Ti Ti It Ti

A(·)
α

R(Ti) α = 10%



���� �����	
���� ���� �
������ �����
�� ������
���� ��

��
��	�� ��
� 
	� ���� ��	 ���
���
���� 
�� ����� �	�
����
���� 
	� � �	
���� �! ��� "#$

���������
���� �� %� &'(�)� *��
��� ��� �
��	
 ��������� 
�� ��� �	�
����
���� �� �+

������ �� ��	��	��� ���	�����
��!, ��� �	����� �� �		�	 
������
���� �
! ����	� %� 	�����

���� �-��� �! ��	��	���� ������ 
�.������� �� 
 �
	
���� ��	�
�� /���� ������ 
�.�������

��	 
 �
	�� ��� �� �
��	
� �� ������
����
��! ������ 
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�� ������, 0� �����0 ��� ���
 �� 2���� �� 
�� &�3) 
�� ��	��	� ������ 
�.�������

�� 
 ������� 0����0, �� �� 0� ����� ��� �����	 �� �
��	
� ��
� 
	� ��������� �� ��� �
��
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�� �1�	 �����
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	 ���	����� � �� 	��	�	���� �����	���	��� ���������� ��  �� �������� ���� �����


���  ����� ������
 �� �����	
��� ���� ��!� 	��� ������� ��� ��
�	���	�� �� ��� 
������

"� ����	�� ����#� �� �����$� ��� �������	� �� ��� ��� 	
�%�&���� �����	$��	�� 
������

"� ��� ������	�% ����	�� ����'� �� ��
������� ���� � ���%� ������ 
�� ���� 	 ���������

���
 ���� ��	�� 	 ����� ��� ���	�� ����	���	��� (������
���� �� ����	�� ��	����� ����

��� ������� 
����� 	 �	��� �� ������ � ������ 
�� 	� ����&�	
� ��	�� ��� ��
�����	����

��
����	�� 	 ���%��� 	���������� ���
 ��� ������� ���� 	$�� (	����� 	� ����	�� ����)� ��

������
 �����	
��� ���� ��
������� ���� ��� 	�������	�� �������! 
����� 	 � �����

���� �� ���	���� %������� 	
�%� �� ���� ��� �	��� ��� ����

����� ����	�
�� �� �����
 ����������� ��������
��

"� ��	 ���	��� �� �������� ��� �*�	���� �� ��� ���	
	$�� 	
�%�&���� �����	$��	�� 
������

"� �� 	�	�	�� �����	
���� �� 	����	%��� ��	�� �� ��� ����&��&���&��� 
����� +�����&�����


����	�% �� 	
�%�&����	���� ���� ��������, ��� ������ �	��� ��� � �����&��& �� �����&

	$��	�� ��������� ��� ����� ���� 	
�%�&����	���� 
����� ��� 
��� ������� 	� ��� ��


��� 	
�%� ��� �� ��� ��� �����	$��	�� ��������� "� ��� ����� �����	
��� �� ����	��

��	����� ���� ���� �� ��� 	
�����
��� 	������ ��� �����	$��	�� ���� �� 
��� 	
�%�

��	�� �����	�% ��� ��
�����	���� ��
����	�� �� ��� �
� �	
�� "� ���  ��� �����	
����

�� ��� ���� 	� � �����&��& �� ���	�% ��� 
����� ��� ������ ��� ��
�����	�� �	
� ��

����&��&���&��� 
����� �� � ������ �� ������

��	
������� ��� ��������
������

-�  �� 	����	%��� ��	�� �� ��� ����&��&���&��� ���������� �����&����� +.(, �� 	
�%�&

����	���� ���� �����	$��	�� +"/,� 	 ������ �	��� 	� � �����	� ����� ��� ������	�� �	0������

������� ����������	�� ��� �����	$��	�� 	 ���%�� ���������� �� ���� ��� ������	�% �����	&


���� -� ��1�	��� )�� �	�� 	
�%� �� �� ������� ���� �	�� � ������	�� �� 1280×720 ���

������������ ��� ���� �� � ��� �	���	��� "� � ����� ���� �� ��1�	��� � � 
	���� �	���

�� ��� �
� ���� ��� �	�� ��� �
� ������	��� -� ������� ��� ���
� ��� ����� +')�

���
� 	� �����, ���
 ��	 �	��� ��� ��	�� �� ��	
��� ��� ��
��� ��� �	�� ������ �� ���



�� ������	 
� �������� ��� ����	������ ��	����	���	���������

����� ���� ����� ����� ��� � ��� ��� �� ���	�����  �	 ��� 	������	������ �� !� �� ��	

��� ����"����� !� ��� ��� �� # ������������� �� $� �� �� %&'()�  �	 ���� ��*������

��� ���	����� ����	� ��	�����	� �	� +��!��

 �	 ��� � ���	����� !� ���! ��� ����� ��,��� �� %�-)� $� ����� ��	 ���� 	�����

��	����� -. ����� � ����� �� # 	��	���������� ���� ��� ��� ������� �������� �� � ����	�

�������� �� ��� ���� -. ������ #� �������� /.�-. ��		������������ !� ���0 �� ���	�1�

������ ���	��� �������	 ���	�� �� �������� �����	� �������� 2 ��		���������� ���!��� �

/. �����	� ��� � -. ����� �� ���������� �� ��� �� # �������� 	���� ���� �� ����	 ���� '�3�

 �	 ��� �� ����� ���	����� !� ���! ��� ���� ������� �	������ �� %
/)� !���� �4�

�����0 ���	���� �����0 �����	 ������ ����� � �������	0 �	�� %3�)� 5���� � *��	0 �����

Q ��� ���+ �� �� ,�� � ���	���� S �� k = 10 ������ ���� �������� ��� ���� �����	 ������

!����� ��� �������� D� ���� !�� ���� �� 	������	��� ��� -. ����� ����� #� ����	����

S !� ��� � ��� �1�	����� �����	�� !����� ��� �������� ������ Di� #�� ���	���� S ��

���� ���� �� �������� /.�-. ��		����������� ���!��� Q ��� ��� ����� ����� 2� 	��+���

������ !� ���� ��� �	���������� ���	��� �	������ �� %
/)� #�� �������	0 �	�� !�� �	�����

�� �	���	�	0 ������ ��!������ �	�� ��� ����	���� $� ������ � �	���� �����	 �� (' ��� �

����� �� - !���� 	����� �� &/( ''' ��� ������ �� � �1��	������� !� ��� ��� ��	�����	 p1

�� ��� �	���������� ���	��� �� '�/� $� ���� �������� /.�-. ��		����������� ���!��� ����

���	 (Q,Si) ���������0 ����� ��� �� # 	���� ���� !��	� ��0 �����	�� �� Si �	� �������	��

���� �	� ��������� �� � -. ������

�� ���� ����� !� ���� ��� ������� ���� �	���� !��� � �26�2� ��	���� %&-) !��	�

��		����������� �	� �	��	�� ����	���� �� ��� �� # �������� *����0�  ��!��� %
/� �-)�

� ���� �� �����,�� �� ���� �� &/ �	 ��	� /.�-. ����	 ��		����������� �	� ������

 ���	� 
�&/7�8 ���!� ��� �����	 �� ����"�� �	���� ��	 ��� � ��� ��� �� ���	����

!��� 	������� ��� ��"� �� ��� *��	0 ����� ����!��� �	�� 1280 × 720 �� 160 × 90 ��1��

2� �1������� ��� �����	 �� �1�	����� �����	�� ��	��� ���!��� � ''' �����	�� �� ��� ��

	�������� ��� &'' �� ��� ������ �����  �	 �� 	�������� ������� ���� ������� �	�

���	0 �������� ��� ��� ��	��	����� �� � �	��� �	������0 �� ��� ����� 	�������� 7���

�� � �����*����� ��� �����	 �� �����	��8 ���� ����	� �� ����	���� ��� ��	��	����� �� ��

���0� �������� ���� �� ��� 	�������� �� Q �� ��� ��� ��"�� $��� ����� ��0 � *��	��	 �� ���

	�������� ��� ��������� �� ���� ��	� �1������ $��	� � ����"�� ��0 -/ �	����� �� ��

��� �� ����"� ��	� ���� &'- �	���� ��		���0� 2�� �� ���� �� ��0 &9� �� ��� 	��������
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 	� �� 	���� ��� ��	��%���	� ���
 ��	��� ����

������&��� ����	���� '���� ������ ������ �� ������� �� 	��
 �(����� 	�� ����������	
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� ��	������� ���� ������� ���� ������	�� �	��	�

��� ���

���	� 
��� ���	��	� ����	������ ��	 ���� ��������  �!"��� �� � ����� #�	�� �����	������
�$�����# �	�� � �	������ %����  $! &'" �� � � (� × � (� ���� ��� 	������	����# $)
��#�	 ����� ��*��	�# $) � ���	����� ������

�����+����) ���� �� �$���� ��� �$,���-� �����	). ���	� �	� ���) ������������ ���	� ���

�$,���� �����	) ��  	����)! (���� �� �#������ ��	 �/�����. ���� ��*��	�� �����

�� � �����	������ ���� ��� �����	��� �� ����� ������$�� �� �	��	 (�����#�� 0	 �� ���� ��

	������	����� �� ���� ��� ��	 ����	������� ��	��). ��		��� ��#���. ��(� ��� 1�'� '23"

#��� 4�56 �	 #����� ��������� ��#���  &7"! �� �������� ������ �������. �	� ������$���

8� �� ���	��	� (�����#� �� ������$��. ��� ��� ���	��� ��� 	��� �����	) �	�� ��#�	

����� ��*��	�� $) � ��� %)�� "�� ���� ��� ���	�� ���	������� ������ �	�����# ��

'������ 9�:�

7��� �� ��� �����	) �� (����. ��*��	�� � ��� �� ����� ���� ����� �� ��;������)

	������	��� ��� �$,��� �� ����	��� 	������ � ������/ ���( #�� �� ��� ��	� ���$�	 ��#

��	�����) �������� 	�*��	������ �� ��� �	�$���� ��	��. ���� ������� �����# #�����	 �

����� ���$�	 �� ����� ���� ����	 ��� ����	� �$,��� �� ��	����� ���	� %���� ��# �	�������

������ '����#. 	�#��#���) �� �������	) �� ������� �� ����	��� 	������	������� 3��	#. ���

���	���� ��� �� ������) �����	����� ��(� ���	��� ��# ������ ���� $������ ����� ��

���������� ������<$���# ������	��) ������������ 45=6� ������). ��� �������	 	��� �����# $�

��������#. ����	���� #��,���� 	������	������� �	� �$�����#�

8� ��	 ���� ������� ���	����. �� ��$�# ��� ���� ����	���� 	�*��	������ ��	 � ����

������� 	������	������ ���� � ��������	
��
 �
� �	�$���� ����� ���	��	� ����	������ �$���

��� �$,��� �� ����	��� �� � �	������	 ����. �� +	�� �	���� � ��	� ��� �� �)���������� ����	�

��������� ����� �	� ���� 	�#���# ���� ���� ���� ��	� �� ��� ��	���� �� �� ����� ����	�# $)
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�� �� �� ������� 
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 �� A = {S1, · · ·SL} �!��� �
�! Sl ����� �� �	����� u ∈ U 6
Sl = {ul1 · · ·ulk}� $!� ����� �� 
		 �	����� �� A � 
�
�� U � �	�
� ���� �!
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Sl ∈ A �
� ����	
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s1

s2

K2

K1

K3

s3

���	� 
��� ��������� � ��� !�"�	��� ����  �	 ��� ��� ��#�	��� $�� 	��� !��� U �	�
��� �%����& ������! ������ �� ��� �	��	 '�����!� ��	 ��� ����� (��� ��������� ����	�
�������� Ki �	����� � ��� Si ⊆ U �

��	��)�� (*���������

U +��  ���� , ������ � ��� ����
K -�� � ��� �����)�� ����	� ���������
Si +�� ������ ���� �	� #���)�� �� � ������� ����	� Ki

A {S1, · · ·SL}

$�)�� 
��� ��������� � #��� ������� �� ������#�	�� ��������

���� u ∈ U �� #���)�� �� �� ����� ��� ����	�� �� �	!�	 �� �	�������� � ��	���� ������ $���

	�%��	����� �� �%��#����� �� ��� �	���	�& ���� ���� u �� #���)�� �� �� ����� ��� ��)���� Si�

.��  �	 )��� 	�)��� ��! ����	���/ �� �� !���	�! ���� ��� ����� ��� � ����	 	�!��!���&/ ����

�� #���)�� �� k ≥ 2 ����	��� +!!�� ��� �����	���� ���� � ����� �� ��������! �� ��	� ����

� ����� ��� Si ���!� �� �� �������� � � ��������#�	 �	�)��� ����� �� ���� ��)��!���	 0��1�

.�� ��� ����	��& !��� ��� ���& !����! �� ��� 	�!��!���& )�� ���� �� ��� �������

!���	�)����� � ��� ����	�� ���!  �	 �	����������� ��� ��	�	 ��� �	���������� �����/ ���

����	 �� ��� �*�����! ����	��& 021� .�� �#�� ��!�� �� ������� ��)��� � k ����	�� ����

��*���3�� ��� �	���������� ����  �	 ��	���� 4� ������ �� ��������������& �*�����#� �� �

���	� ����	���� �*����� ������	����� +������ � ����� u �� #���)�� �� R ����	�� �� ���

�	����
(
R
k

)
���� ��������� k ��������� 5 �� ������ ���� R = 150 ��! k = 4 ���� 	������

�� �6 7 �����)�� ����	� ����� ���!�� ��� ��� ���� ��*���3�� ��� �	���������� ���� ��

���	� �	� ��������������& ���  ����)��  �	 � ��	� ���)�	 � �������

��	���	��	�/ ��*���3�� ��� �	���������� ���� ���	����� ��� �	���������� ����	��&
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����� K� �� ������ ���� ��	 ���� �� �������� !����� ��� ������ ���� ����� �� ������
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��	���# �� &���! �� ��� ���������� ���� ��� ��	���� �� ��� �&)��� �� ����	��� ��� �� &�

	������	����! ���� � ���	�!�"��! �	���! $������ *������� +�$*,� (�� 	���! �������
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�&)��� �� �������/
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�������� ���� ��	�������� ��� �� ����� �� � ����� ���	 ��!�	�� �	����� �� ���	���	�

��� �� �"������� ������#� �� �� ���� �� ��� ��$� ��������

%�� ������	�� ��� �� ������� ��	 �$����� �� �� �&���  ���	���#����� �� ��� !�����

���� ���� � �����	�� �� k ����� '���	����!���� � ���� �	 ������	 ���	���� ���� �	�!� ��

� �������� �����	 �� ������	� ��(� (������ )*+, ��� �� ������ �

����� ������	 
����� ����������

��� �� ��� �������� ��� A∗ ⊆ A ���� ���� ���� ����� u �� ��!�	� �	�� k ����	�� ��

-����	 �� ���	���	� ���� ���	�$������� ���!����� .�������������� ���� ��� �� �	�����

�� �������/

A∗ = argmin
As∈P (A)

|As| ���� F (A∗) =
∑
u∈U

Cu(A∗) = |U|k, 0
�+1

���	� P (·) ���	���� ��� ����	 ��� �� A �� ���	���	� �������� ��� �������� �������� �� A�
%�� �������� Cu(A∗) 	���	�� ��� �����	 �� ��� ��!�	� ������	� �� ����� u �!�� A∗� 2�����

��� ��$���� !���� ��	 ���� ����� �� k �� ��� ��� �!�	 ��� u ∈ U �� |U |k� ���	� 
�3 �!��
�� �$����� ��	 Cu(A) ��	 � ����� ����� u�

'������ ��� �	����� �� � ����� ���	 ��$���#����� �	����� �� ���	���	� -����	 �

�� �� ���	�$������� ���!���� �� � 	�� � ������#����� ���	����� 4������ ��� �����������

��� 	�� � ������#����� ��	������ �� ����	 ���� �� ��� ��������� &������� 2����� ��

	����	������ 5&������ 
�+ �� �� ������#����� �	������ ���	� ��� ��6����!� �������� F (A∗)

��� �� �� ��$���#� ���� ��� �����	���� ���� |A∗| �� �����/

F (A∗) =
∑
u∈U

Cu(A∗) ≥ δ(|U|k). 0
�31

7��	��� ���� �� ����� ��� A∗ = {∅}� ��� 	�� � ������#����� �  � ��� ������� s ∈ A ��

A∗ ���� �� ���� ���	����� ��$���#�� F (A∗)� %�� ���	���� ���	���� ����� F (A∗) ≥ δ(|U|∗k)
���	� δ �� ��������� ��� �� 0.95 ����� ����� ���� 8
9 �� ��� ������ ��!� �� �� ��!�	� �

��	 :� �� ��� ��$� ���� ������� s� ��� ���!� �������������� ��� �� �!������ F (A∗∪{s})
��	 ���� s ∈ A ����� ��� �� ������������� �$�����!� �� A �� !�	� ��	�� %���(� �� ���

����� ���	 ����	� �� F (A∗)� ��� �!�������� ��� �� ��� �� ���� ��#� �!��������� );8,�

.�$���#�� 5&������ 
�3 ��	������ ���� ���� ����� u �� !������ �� �� ����� k ����	��

�	��  �<�	��� !��� ������ ��� ��  ��� ��� ����	� ���� ��� 	������� �������	 	��� �� A∗
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K ′
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�	 Si ��� S′

i ������ 
	��	����	��& ��	� n �� �	� �� n = α min(|Si|, |S′
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������� F (B)− F (B ∪ {s′}) > 0� .	��	( �� #�����

���� �
�#�	�( �	 ��!� � 67������ ��� ��  �������
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�	�! ��� �����$��� ����� ����

��	�!���	�!  ��	�� �	�� ��� �
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	(�	��� "� ������� ���� �!��	��
� ���� ������	�! ��, �
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∑
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