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Modeling of Multiphase Systems  
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1  
Multiphase Systems 

in the Pharmaceutical Industry 
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1.1 A Definition of Multiphase Systems 
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1.2 Bulk Manufacturing 
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1.2.2 Semisynthetic Route 
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1.2.3 Biopharmaceutics Production 
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1.2.4 Chromatographic Systems 
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1.2.5 Crystallizers 
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1.3 Dosage Form Manufacturing 
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1.3.1 Wet Granulation 
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1.3.2 Coating 
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2.1 Goals 
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2.2 Thesis Content 
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2.2.1 Bubbly Flows 
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2.2.2 Granular Flows 
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Modeling Approaches 
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3.1 Bubbly Flows 

*�����	���#	���	���������	���#	����	����������	��	����������	��	������	���	�	��&���	

���������	����"	���	��������	��	������	������	���#	�	������ ���	����	���	���	��	�����	�"�"�	

��	 ����$���	 ��	 ���%�����������	 �����	 ��������"	 +��	 ���	 ��������	 ��	 ����	 ������	 ���#�	

��#� ���	 ����������	 ���	 ����$��	 ���	 �������	��������	 ����	 ���������	 ���	 ������	 ���	

������������	���	������	���	���#	���� ���"	

,�����	���	���	�������	���������	��������	��������	�� �	�����������	���	���	���������	

��	�����	 �"�"	+��	 ����	�����	 ���	���������	 ��������	 ���	 �� ���	 ���	 �� ������	 �&������	 �	

���������"	 +�����������	 ���	 �������������	 ������	 ���	 ���	 #����	 ���	��������	 ��������	 �	

����������	 �	 ���������	 ��	 ���	 ���	 ������"	-���	 ���������	 �����	 ���	 ���	 �� ��	 ��	��������	

������	��	�����	������	�����������	����	���%���� ��	���������	�������"		

� �������	� 
����	��� ��������	��� �����

�	 '��������	.��� ��	 
�������	��	����	 
�������	 *�����	���	������	
#���	��	%	�/	���	

(	 0����%0�������	 1���������	 
�������		 *�����	#���		
�/"/�	%	�	��	

�	 �#�%+����	)����	 
�������	 
�������	 
&�������	����		
��	%	�/	��	

2	 '�������	)����	 )�!����	�
��������		 
&�������	����	
��	%	�/	��	

����������������������������� ��������	�����������!��������

���	��������	 ���������	 ���	 ����������	 ��	 +�����	 �"�"	 '�	 ���	 ������	 �������	 �����	 ���	 ���	

��������	���������	�	%	�	���	��#��	�	#���	�	�	�������	�����	��������	���	�	�����	��������	

�����	 ��	 �	 ������	 ������	 ��"�"�	 ��������	 2�"	 ��������	 �	 �������	 ���������	 ����	 ���	 ��	

��������	��������	 ���	����������	�����	��	 ���	���������	 ���#	����"	����	 ���	��������	

�������	 ���������	 ��	 ���	 ����	 ���	�������	 ��������	  ��	 �	 ���	 ��������	 ��	 ���	 ��%��&���	

���������"	�����	 ���	����� �����	�&������	���	��	���	��������	���	��	�� ��	#������	

���	���������	������	�����"	����������	���������	���������	��������	���	��	�����#���	#����	

���	 ��������	 ��	 �������	 �"�"�"	-�����	 ��������	 (	 �������	 ����������	 �����	 ��������	 ���	

�����	 �"�"�	 ���	 ���	 ������	 ����	 ���	 ���	 ��������	 �����	 ��	 ���	 ������"	 3�#� ���	 ���	



�"�	*�����	+��#	 (��

��������	 �	 ����	 ����	 ��	 �	 �������	 �������������	 ��	 ������	 �	 ���� �����	 ��������"	)���	

������	��	���	��������	���	��� ����	��	�������	�"�"("	��������	�	���	���	��������	������	

�	���� �����	�� ���	���������	���	�	�	���������	4������	����5	�������������	��	�	�����	��	

����%��"	���	��	� ���	 �����������	 ���	 ���	��������	��	 ���	��������	���	���	��������	��	

������	 #���	 #���	 �	 #���	 ���	 �����������"	 ���	 ���������	 �	 #���	 �	 ���	 ��	 ����	

������������	���	��������	��	�������	�"�"�"	��������	2	�	����	��	�	������ ���	�����	����	��	

������������	�"�"�	��	�	������	������	�������	���	���	���	����	��	�	��������	�������������	

��	 ���	 ������	 ���#	 �������"	 ����������	 ����	 �����������	 ���	 �������	 �	 ��������	

����������	#����	������	���	�� ������	�&������	���	��	���	��������	����� �����	

����	�	����	��	��������	������������	���	��	���	���	��	���	�����%����	���������	���������	

�&������"	6���	�!�����	��	����	�����������%����	�����	���	��������	��	�������	�"�"2"	

	

"� ����������	��#��������#�#�������#	�������#������� ��������	�����������!������������������
������

3.1.1 Interface Resolved Approach 
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3.1.2 The Point-Particle Approach 
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3.1.3 Two-Fluid Models 
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3.1.4 Integral Models 
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3.1.5 Conclusions for Bubbly Flows 
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3.2 Granular Flows 
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3.2.1 Discrete Particle Models 
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3.2.2 Continuum Models 
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3.2.3 Interface Resolved Models for Highly Saturated Granular Matter 
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3.2.4 Conclusions for Granular Flows 
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3.3 Abbreviations 

�0'	 ���� �	0�������������	'���������	

<+,	 <������������	+����	,������	

<0:	 <������	0�������	:���	

,
)	 ,������	
������	)�����	

,+9	 ,������	+������������������	�9�����	.������	'����������	

90:	 9������	0�������	:���	

),)	 )����%,����������	)����	

)0%0'<	 )��������	0�������%'�%<���	)����������		

1*	 1������	*��������	

0*
	 0���������	*������	
&������		

;7+	 ;�����	7�	+����	

3.4 Nomenclature 

0������	 ���������	����	���	��	������	���	K-L	

0����	 ���������	����	���	��	�����	�����������	K-L	

0�����	 ��#��	�����	���	��	�����	K-L	
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4  
Direct Numerical Simulation of Reactive Mass 

Transfer - Catalytic Hydrogenations* 
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��������	�� !�������	��	�������!��	��������	&!&&���	��	&!&&��	��!�����	���	������	���!�����	
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%���	�!��������	���!�����	#�	����	%��*	%�	%���	�� ���	���!���	���	&���	�����	���	���%�	��%	

�����	���!���	���	&�	!���	��	�������	���	���������	���	����	�� ��$	��������	���%��*�	���	����	

��	 ���&��	 ���������	 ��	 ������	 ���	 � ���	 ��	 ���	 ���%	 ��������� ���	 ��	 ���	 ���!��	

������&!����	��	���	��������	���	����������	����	��������	���%��*��	

4.3 Background 

���� ��	 ��	 �$��� �������	 �����������	 ���	 ����������	 ���%�	 ���!��	 �������!��	 &!&&���	 ���	

!�!����	 &����	 ��	 
�������	 # ���	 C����� ����	 �
#C�	 ��	 D����	 )����	 ��� � ����	 �D)��	

������.!�����"�>	 1��������	 ?��*	 ���	 ��%��*����=��7	 �!������!���	 �����	 � ���	 ��������	 ���	

��!���������	  ������	 ��	 ��!��	 ���	 ���%	 ���� ���	 ���	  ���	 ��������	 ��� 	 ������	 &!&&����	

)�����	 �����	 ������	 �!��������	 ���	  ���	 �� �������	 ��	 ������	  ������	 �����	 �����	 "	 ����	

������	&�	�����	��	��.!�	 ����	�!��	��	���������	��!������	�������������	��	����	���	����"!	

����� ��	 ���	���� ���	��	 ���	 !�������	 ���%	 ���������	�! ���!�	&!&&���	 ������	 ��	��!�����	

���	�%�� �	������	��� ��������	��� 	�����	�&������	��	������"&!&&��	������	#�	�!��	����� ��	

���	������	 ������������	 ��� 	���	 �����	�! &��	��	&!&&���	 �������	������	 ������.!��	 �������	

�������&���	

4.3.1 Numerical Approach 

,! ������	 �� !�������	 �� ���	 ��	 ���	����	 ���&��	 �����������	 ���	 ���	 ��!��	��	 ���	 !�������	

��������� ���	��	&!&&��	���%��	%���	�������	���������	������.!��	&����	������	%���	�������	

�������	 ��	 �!������	 ���	  ���	 ���������	 ��	 �� !������	 ��������	 &!&&��	 ���%�	 ��	 ���	 ����	

�����!����	���	����*���	��	���	���"��.!��	���������	���	���	 ���	��������	����!��	���	����������	

E4��*��	 ���	 ����F	 �4���	 ���	 EC��! �	A�	 +�!��F	 �CA+�	  ������	 ����� 	 ����	 ���*	 &�	

�����������	���	�%�	�����	��������	��	�	!����� 	�� !��������	����	&�	!����	 ��*��	�����&����	

)�����	 ���	������!�����	 ����������	%���	 ���	 ���!����	����������	��	 ���	 ���������	 "	 �� �%���	

����������	 &�	 ���	 !��	 ��	 �����"���	 ��������	 "	 �����	 ������	 ���	%�����	 !�����9"8<	 D���������	

 ������	��	%����	���	����	�����%�	���	��!���	����	�������	!���!�	�������	����	���	 ������� �	

��	 ���	����� �����	��	&!&&����	 &!�	 ���	!�!����	 �� ����	 ��	 ������	&!&&����8�	 #�	 �����	 ����*���	

 �������	�	��������	����� �&��	����	��	!���	��	����*	���	����������88�8>	#�	����	%��*�	�	��&���	

�����"����*���@�����"���!����	 �����	��������	&�	����������	��	���8=	 ��	!���	 ��	��!��	 ���	

��������� ���	��	&!&&��	���%��					

���	����!����	��	���	��������� ���	��	���	���"��.!��	 ���	��������	���	����	&���	���	�!&G���	

��	���������&��	����������	���������	����87	��!����	���	���"��.!��	 ���	��������	�!����	���	������	
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���������	 �����	��	� ���	��������	&!&&����	D�������	���	4����!���8�	������������	���	 ���	

���	����	��������	��� 	�	��������	&!&&��	��	�����������	���%��	�����	��!����	%���	�$������	&�	

���	���!	��	2������89�8:	 ��	&!&&��	��!�����	 ����!����	��� ����	 ����������	1��������	?����	��	

���>�	����� ��	�����"�� ��������	CA+"&����	�! ������	�� !�������	��	���	 ���	��������	��� 	

����� �&��	 &!&&���	 ���	 &!&&��	 �������	 2�����	 ��	 ���><	 �!������!���	 !���	 �	 �����"����*���	

������	 ��	�$� ���	 ���	 ���	 ��������	 ��� 	 !�����	�� !������!���	 ������	&!&&����	1���	��	

���>�	 �$������	 ����	 ������	 ��	���",�%������	 ��!����	��	�$�������	 ��	 �!���	8)	�� !�������	

���	 ����	&���	����	&�	)�� ����>8	5�%�����	 �!�	 ��	 ���	 �!�����	 �� ��������	 ��	 ����	 ��(�	 ���	

�� !������	�� ��	�����	8)	�� !�������	����	&���	����!����	��	�	����	��%	-�� ���	�! &��	

�-�	H	<��	%����	��	���	����!������	��	��.!����	

+!����� ����	 �$�������	 �������!��	 ��	 ������&��	&����	��	 ��� 	 ���	����������@�!�����	 ����%��	

������	 ����!����	 ��� ����	 ����������<>"<9�>>">�	 ���	  ���	 �� �������	 ��	 �����	 ��!����	 ���	 ���	

���! ����	 ��	 �	 ��������	  �$��	 &!�*	 ����	 ���	 �	 �� �����!�	 &�!�����	 ������	

#��� ����������	�!�����	���	&�!�����	�����	���	����������	�����	���	 �$���	���������������	��	���	

&!&&��B�	 %�*�	 ���	 &!&&��"&!&&��	 ������������	 ��	 &!&&��	 ��!�����	 ������	 &�	 ����!����	 ����	

����	  �$���	 ��	 ���	 %�*�	 ��	 �����	 ����������	 �����	 !���������	 ����	 ��	 �	 �����.!�����	 ������	

����������	 ��	 ���	 ������	 ���	 ��������	 ��	 ���!������	 ���������	 #�	 ����	 %��*�	 �! ������	

�� !�������	����	&���	����� ��	��	 ���	 ��.!��"����	���������	�������������	��	�	����������	

%���	������	 ������	����� �&��	&!&&���	��	���	��!���	��	���������	�����	�� !�������	����	

&���	�� ����	��	��� "������	����������	��	���	�����������	���	���	��������	�����		

4.3.2 Characterization of the Reaction Network 

���	��������	�����	��	���	���������	���	���! ��	��	&�	

)()(2)( 2 lRlHlA =+ 									
211 Hckr ⋅= 	 �	>�<	�	

)()()( 2 lSlHlR =+ 									 RH cckr ⋅⋅=
222 �		 �	>��	�	

%����	 �	 �������	 ���	 �����������	 1	 ���	 �����$��� ����	5����	 ���	 ���������	 ���������	 -	 ���	

�������	���!��	�������	���	*<	���	*�	���	���	����	�������������	-����	���	�������	����� ������	��	

���	 ��� ����	�������������	���%��	 ��	 ����!����	 !��������&��	 ��	 ���	 ������	%�	����	���	

����������	 ����	 ���	 ���	 �������	  ����	 ���	 �������������	 ��	 ���	 ����������	 ��	 ���	

������������	 �����$��� ���	 ��	 �	 ������	 ��������	 %���	 ��	 ���������	 ��������	 �����	 ���	 ����	

��������	 �����	 ��	 �����	 ���������	 ���	 ���	 �� ��$���	 ��	 ���	 ��������	 ����������	 %���	

�����������!�	���������	 �*�	���	����� �������	��	���	��������	*�������	����	������!���	+��	���	
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�����$��� ���	��� ���	����	&���	�����	���	(���"�����	������	*�������	����	&���	�&�������	

�����	 ���	 ����� ����	 &�	 ���	 ��� �����	 ��	 ���	 ��������	 �!�����	 ������	 ����	 ���	 ��������	

��������	���	%����	���������	���	&�	����!�����	&�	���	������!�!�	����	���������	%����	��	���	

���!�	��	�!�	��!���	#�	�!�	 �����	���	��������	���	&���	�������	��	(���"�����	%���	������	��	

���	 ��������	 �������	 �����	 ��	 �	 �������&��	 ���$� ������	 ���������	 ��	 ����� ��	 ��	%����	 ���	

� �!��	 ��	 ��.!��"����	 ��������	 ��	 �������	 ���	 ������	 ��������	 ����	 ��	 %����	 ���	

�����$��� ���	 ��	�!�����	������������	��	��������	 ��	 �������	��	�����"�����	%���	������	 ��	���	

����� �������	���	��������	����	��	���	�%�	���������	��	

Rc
k

k

r

r

1

2

1

2
= �	 �	>�8	�	

��!��	 ���	 �������	 ������!����	 ��������	 ��	 �������	 ��	 �������	 ��	 ����	 �������������	 ��	 ���	

����� �������		

���	��������	�����	����	&���	������	�!��	 ����	 ���	 �����	��	 )/(/ 0,2121 AckkDaDa ⋅= 	 ��	>��	

�����	 ���	 ������	 ��������	 ��	 ���%	 �� ����	 ��	 ���	 �����	 �������������	 ����	 5���	 ����	 ��	 ���	

�������	�������������	��	��.!��	����	���������	)�<	���	)��	���	���	)� *I����	�! &���	��	���	

�����	���	������	��������	����	%���	&�	������!���	��	���	��$�	�������		

��	 ����������(�	 ���	 �!��� �	��	 ���	 ��������	 ���%��*�	%�	 ������	 �	 ������������	 �����������	σB	

��%����	���	�����	���!��	�������		

1

2'
r

r
=σ �� �	>�>	��

���	 �� ���"��������	 ������������	 �����������	 av'σ %��	 ����!�����	 ��������	 &�	 ����!�����	 ���	

��������	������	��	������	1	���	-	��	���	�� ����	

?�����	 ���	 ��� ����	 ��������	 ��� ������	 ��������	 &�!�����	 ����������	 ���	 ���	  ���	

��������	����!������	����	��	&�	���! ���	+��	����	!����	���	�����	&��%���	���	�������������	

��	 ����������	 ���	 ���	 ���!������	 �������������	 ��	 ��������	 %��	 ������	 ��	 >0<�	 ����	 ��	

�������������	���	��	���!������	����������	��������	��	��	&��	���	<7�	 ��@ J	��	����������	

��	 �������	����	���!&�����	��	��������	��	 �������	��	���$� �����	�	 ��@ J�&��	�����%���	

1����*�������	��	���>9��	+!����� ����	 ���	 ��������	��	 ��.!��"����	�� ������	 ����	 ���	���	

&!&&���	 ���	 &���	 ���	 ��	 (����	 ��!��	 �	 (���	 ��������	 &�!�����	 ���������	 ��	 ���	 ���"��.!��	

���������	���	&���	� ����	���	�����	�� �������			
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4.3.3 Dimensionless Numbers 

#�	 ���	 ������	 %��*	 %�	 ��������	 ��	 ������	 ���	 ���!���	 ��	 ���	 ��� �%��*	 ��	 �� ����������	

.!���������	����	���	���	&������	����	���	���!���	���	���	����	�����&��	��	���	�������������	��	

������������	 &!�	 ����	 ��	 �� ����	 ��������	 ���%��*��	 ����������	 �� ����������	 ��� �����	

��������	 ���	 ���	��������� ����	 ��	%���	 ��	��� �����	 �������	 ��	 ���	 ��� ����	 ��������	����	

&���	��������		

���	 %���	 ����&������	 4�����	 �! &��	 )/( 34
σρμ ⋅⋅= llgMo 	 ���	 ���	 6I��I�	 �! &��	

σρ /2
bl dgEo ⋅⋅= 	����������(�	���	����	��	���	&!&&���	��	%���	��	���%	���������>:	����	���	

���	 ����	 ��������� ��	 ��!�	 ��� ����	 ���	 ���	 �� !�������	 ���	 1�������	 �! &��	

ltbl Ud μρ /Re ⋅⋅= 	��	�	���!��	��	�!�	�� !�������	5���	K�	��	���	��� ����	����	��������	��	���	

&!&&��	���	�&	��	���	��� ����	��	���	&!&&���	

+��	���	��� ����	������	%�	����	!���	���	�������	�������������	��	��.!��	����	��������	����	��	

���	���������	��������������	���	��� 	

0,A
b

t
ref c

d

U
r ⋅= 	 �	>�=	�	

���	&���	!���	��	 �*�	���	��������	�����	�� �����������	�����	��	���	��������	���%��*	%�	

�&����	���	�����%���	�$��������	���	���	�� ����������	��������	�����		

211 HcDar ⋅= 		 �	>�7	�	

RH ccDar ⋅⋅=
222 �		 �	>��	�	

%����	

t

b

U

kd
Da 1

1 = 	���	
t

Ab

U

ckd
Da 0,2

2 = 		 �	>�9	�	

���	 ���	 )� *I����	 �! &����	 ���	 ����&���	 ��	 �&���	 �.!������	 ������	 �� ����������	

.!���������	�������	�� ����������	.!������	!���	��	����	%��*	��	���	5����	�! &��	

LkDkHa /1 ⋅= �		 �	>�:	�	

%����	)	��	 ���	����!����	�����������	���	*D	 ��	 ���	 ���	��������	�����������	%����!�	��� ����	

���������	 ���	 5����	 �! &��	 ��	 �	  ���!��	 ���	 ���	 ��������	  �����!��	 ��	 ��������	 ���	  ���	

���������	5���	5����	�! &���	�������	 ���"��������	�� ����	����������	+������	%�	����	!���	���	
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-�� ���	�! &��	 )/( DSc ll ⋅= ρμ 	��	����������(�	���	��������	�����	��	 ���	���	 � ���! 	

��������	 ��	 ���	 ��.!��	 �����	 ?�	  !��������	 ���	 1�������	 ���	 -�� ���	 �! &��	 ���	 
L����	

�! &��	
�	���	&�	�&�������	

4.4 Film Theory for a Parallel Consecutive Reaction Network 

���	 ��� "������	 ������	 ������������	 �.!������	 ���	 �	 ���	 ��	 ��������	 ������������	 �.!������	

�A)6���	 +��	 ��	 ��&������	 �������	 ������!����	 ��������	 ���%��*	 %���	 �������	 �������� �����	

���	*������	�����	�����	A)6�	���	&�	%������	��	

j
j

ij
i

i r
x

c
D �+

∂

∂
⋅= ν

2

2

0 �	 �	>�<�	�	

����	�.!�����	���	&�	 ���	�� ����������	&�	!����	δ	 ����	��� 	����*�����	��	���������	������	

���	6.��	>�=	��	�	���������	���	���	��� ����	���������	����	������	
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0 �	 �	>�<�	�	

5���	 �	 ��	 ���	 ����$	 ���	 ���	 ��� ����	 ������	 ��	 5��	 1	 ���	 -�	 ���	 G	 ��	 ���	 ��������	 ����$	
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4.5 Deformable Bubble Model and Numerical Method 

�	��&���	�����"����*���@�����"���!����	 �����8=	��!���	%���	��� ����	������	������������	
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���	���!��	���������	��	����*��	!����	�	��������	���"�� ��������	 �����	����� �&��	�����	���	

 ����	�.!�������	������&���	���	����� �	���	&�	%������	��0	

( ) ( )	 −+∇+∇⋅∇++−∇=⋅∇+

∂

∂
'''' 2 dsP

t
T xxnuufuu

u
δσκμρρ

ρ 	 �	>���	�	



>�=	)���� �&��	?!&&��	4����	 78�

���	

j
j

ijiii
i rcDc
t

c �+Δ+∇⋅−=

∂

∂
νu �	 �	>��<	�	
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��	  �������	 ���������	 #�	 6.��	 >����	 �	 ��	 �	 &���	 ������	σ	 ��	 ���	 �!�����	 ��������	 κB	 ��	 ���	

�!����!��	��	���	����������	���	δ�	��	�	�%�"�� ��������	�����"�!�������	�.!��	��	���	���!��	��	

δ�$"$B�	 ���	 δ��"�B��	 #�	 ���	 ������"&������	 �.!�����	 �6.��	 >��<�	 ��	 ��	 ���	 �������������	 ��	

������	�	���������	��	���	��.!��	�����	)�	��	���	����!����	������������	�G	 ��	���	��������	����	��	

��������	G	���	M�G	���	�������� �����	�������������	+��	���������	��������	���	H	�5���		

( ) ( ) ( )[ ]tyxHctyxHctyxc HgHlH ,,1,,,,
222 ,, −+= �	 �	>���	�	

%����	 �����	 ��	 ���	 �������������	 ��	 ���	 ��.!��	 �����	 ���	 �����	 ��	 ���	 �������������	 ��	 ���	 ���	

�����	#�	6.��	>����	�	��	�	5��������	���	�!�������	������&���	���	���������!�����	��	�����&��	

���!���	%����	���!�	��	���	&!&&��	�!������	#�����	���	&!&&��	5H��	���	5	�.!���	<	�����%����	

�����	���	�������������	��	��������	��	���	&!&&���	������������	��	!����� ��	��������	���	��	�.!��	

��	���	��������	���!������	�������������	���	���	��.!��	�����	����	��	�	�������&��	���! ����	

���	���	������	%����	���	��������������	���������	�� �	��	���	&!&&��	��	�����	�� ����	��	���	
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&����	 ���	 �������	 &!&&��	 ��� �����	���	 ��������� ��	 �� !�������	%���	 �������	 �!�	 ��	 �	
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1�������	�! &���	&!&&��	�%�� 	�� !�������	���	����	�� !������	�����	

C����!�	��� �	����	&���	����������	� ��������	%������	&!�������	�!�����	�������	���	�������	

����	&���	�����	�$�������	��	���	 � ���! 	�.!������>�	���	��!��	����������	%���	�����������	

����	 ���	 ����	 ����	 !����	 �	 ����"������	 ������!���"���������	 ���� ��=<	 �	 �� �"D���������	

���������	 ���� �	 ��������	 %���	 ��	 �)#	 �������� 	 %��	 !���	 ��	 �����	 ���	 ��������	 ������	

������������	 �.!������>�	��	 ���	 ���"��.!��	 ���������	 �	)��������	&�!�����	���������	 ���	 ���	
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���"����	 ��������	 %��	 � �����	 %������	 ���	 ���	 ��.!��"����	 ��������	 ���	 ���	 ���!���	 �	

,�! ���	&�!�����	���������	%��	!����	��!��	��	 ���	��������	��	��.!��"����	���������	����	

���	&!&&��	%��	�����������	
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�����	 %���	 ���	 �� �	 ���������	 ���	 ��	 ���	 &���� 	 �������	 &�!�����	 ����������	 �����	 ��	

���$� ���	 �	 &����	 ����� �	 ��	%����	 &!&&���	 ���	 ������!�!���	 ������	 ����!��	 ���	 ��.!��	

�����	�������������	�����	&�!�����	����������	����	��	�	���!������	��	%����	&!&&���	 ���	��	
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4.6 Results and Discussion 

4.6.1 Film Theory Predictions 

���	����!����"��������	��&�� 	�������	&�	6.��	>�<�	��	>�<9	���	&�	������	�! ��������	%���	

4��D�?P=�	��	�&����	���	�������������	�������	��	���	�����������	��.!��	��� �	�	������������	

��	���	�! ������	�������� 	!���	��	�������	��	�����$	��		
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��� �����	�!��	����	���	�����	��	���	)� *I����	�! &���	��	!����	��	+��!��	>�<�	���	��� 	�����	
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2HN� �������	���	 ����	��!$	��	��������	����	���	��������	(����	#�	���	&�	����	

��� 	+��!��	>��	����	���	�����������	��%����	���	�����	���!��	�������	���������	%���	���	5����	

�! &���	#�	����	����	���	�����	��������	��	����	���	 ���	����� ������	��	���! !�����	��	���	��� �	

����	 �����	��	��	��������	������	��������	���	��	 ����������	������������	���	�� �	��	 ��!��	 ��	

���	&!�*	�������������	��	���	����� ������	��	����������	��	���	&�	����	��� 	���	���!����		

#�	 ��������	 ��	 ���	 ������������	 ���	 ������� ���	 ������	 ����	 ������	 ��	 ���	 5����	 �! &���	

�����	 ���	 ���	 ��������	 ���%��*	 �������	 ���	 ������	 ���������	 ���	 �����	 0,Rc �	 ���	 ����	 �	

�������&��	������	��	���	 ���	���������		

#�	 �����	 ��	 �� ���	 ����������	 &����	 ��	 ��� 	 ������	 %���	 �!���	 ��������	 �! ������	

�� !�������	 ��	 ���	 ��������	 ���%	 ���!��	 &!&&����	 �������	 ���������	 �����	%���	 �����������		

+����	 ������	 &!&&���	 %���	 �����������	 �����%��	 &�	 ���!���	 ���	 &!&&��	 ��!�����	 ��	 !	 ��	 =�	

&!&&����		

4.6.2 Single Bubbles  

+��	������	&!&&��	��!����	��� �����	%���	�������	%����	���!��	��	���%�	�������������	��	���	

�������	 ���������	 ����	 ��	%�*�	 &�������	 �&������	 ��	 &!&&��	 ���������	 ���	 ���	 ��  ����	

�&������	%�*��	���	���!���	��	+��!��	>�8�	%����	���%�	���	�����$��� ���	�������������	��	

���	 ��������	 ��	 ������	 &!&&����	 ���	 �� �	 ���	 &���	  ���	 �� ����������	 %���	 ���	 ���������	

&!&&��	����	�� �	����!�����	��� 	���	��� ����	����	��������	���	���	&!&&��	��� �����	#�	���	����	
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��%	 ��.!��"����	 ����������	 �  ��������	 &�����	 ���	 &!&&���	 ���	 ��������	 ��	 ���������	

��������	��	����������	���%�	�������	��	���	���! !������	��	���	%�*��	����	��������	%���	.!��*��	

�����	%���	���	����������	��	��� 	�����$��� ����	����	����	��	���%�	��	+��!��	>�8��	���	������	
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������	

��	������	1�������	�! &���	������	������	&!&&�����	��	���	��������	��������	��	���	��.!��	���%���	
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4.6.3 Bubble Swarms 
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4.6.4 Comparison between a Well-Mixed Two-Phase CSTR and Exact 

Simulations 

#�	+��!��	>�<>	%�	�� ���	���	�� �	��!���	��	���	�����������	���	���������	���	����"!��	���	

���%	 %��	 ����������(��	 &�	 �	 ������	 1�������	 �! &��	 ��	 89�	 ���	 �����	 ��	 ���	 )� *I����	

�! &���	%��	���������	��	���	�����!�	�� !��������	���	��	���!��	���������	���	����	��	�	����	

5����	�! &���	�����	�	����	��������	�5�	H	��>:��	%������	��	���	&���� 	���!��	���	5����	�! &��	

��	 ��%��	 ���	 �.!��	 ��	5�	H	 ��<=�	 ��������	 ���	 ���������	 ���	 ����"!��	 ���	 �����������	 ��	 ���	

��������	����������	���	������	��������	��	�����������	��	�!�	��	���	���! !������	��	����� ������	

���!��	��	���	&!�*	�����	����	�����	��	�� ����	���	&���	5����	�! &����	

��	 �������	 ���	 �������	 ��	  �$���	 ���	 ���! !������	 ��	 ���	 ����� ������	 ���!��	

�����$��� ����	 %�	 �� ����	 �!�	 ���!���	 %���	 ��	 ������(��	 ����	 ��	 �	 ��������	  �$��	 &!�*	

�����	 ���	 ���!���	 ��	 ����	 ��������	 ���	 �%�	 ���������	 ���	 ����	 !�	 ����8	R	 ���	 9��8	R�	 ���	

���%�	 ��	 +��!��	 >�<=�	 5���	 ���	 �.!����	 ��������	 ���	 �� !�����	 �����������	 ���	 ���	 ���������	

��������	���	������(��	����	��	�	��������	 �$��	&!�*	�����	���! ���	�	%���" �$��	&!�*	�����	

���	������������	�����������	��	�.!��	��	���	���!��	��	���	�������	�������������	��	����� ������	

���!��	���	���	�����	��	���	)� *I����	�! &���	��� &�����	6.��	>�>�	>�7	���	>����		



>�7	1��!���	���	)���!�����	 ���

	

!�������	
����������,�������������������������2� ��"���%�-1#����%�&)0��� �������$���������#���������
����$���������*	�

��	���	&�	�����	�����	��	�	�����	���������	&��%���	���!���	�&������	&�	��������	����!�������	���	

&�	���! ���	�	%���" �$��	����� 	���	������	5����	�! &����	#�	���	����	��	�	��%	���	����	!�	

 �$���	���!��	 ���	&!&&���	 ��	���	���	 ���	������������	 �����������	 ��	 �������������	������	 ����	

���	 ���	 �$�����	 ��� 	 ���	 �������	 �������������	 ��	 ����� ������	 ���!���	 #�	 ���	 ����	 ��	 �	

����	 ���	 ����"!	 ���	 �����.!�����	 ����	  �$���	 ���	 ����������	 ��	 � ������	 5�%�����	 ���	

����������	��	�����	����!����	��	���	����	��	�	����	5����	�! &��	�+��!��	>�<=�	����	#�	���	����	

��	��%	5����	�! &���	�5�	H	��<=��	���	�����������	����!�����	��� 	���	��������	�����	���	��� 	

���	%���" �$��	 ����	���	��	&�����	����� ���	�+��!��	>�<=�	&���� ��	#�	����	����	���	���������	

���	���	����� ������	���!���	���	 ���	�� �����!���	������&!���	���!��	���	&!&&����	



�9	 >�	),-	��	1�������	4���	���������

	

	

!�������	
&��7�� �������������������������������������,���������������������������2� ��"���%�-1#����%�
&)0��� �������$���������#�������������$���������*	�

�����	 �� �������	 ���!������	 ���	 �����������	 ����������	 &��%���	 ���!���	 �&������	 ���! ���	 �	

%���" �$��	�%�"����	�-�1	���	��������	�� !�������	%���	����������	��	��%	�!�����	������	

&����	����&���	��!��	�	��������	��������	��	���	���������	��	����������	#�	���	��$�	�������	���	

�� ������	&��%���	�$���	���!���	���	��� 	������	��	��������		
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��	 ��������	 ��	 ���	 ���! !������	 ��	 �����$��� ����	 +!����� ����	 ���	 ���&�����	 ��	 ���	 ���%	

�������	 �����	������ ���	��	�	�����$	��������	���� �	����	�	�����������	����	��	����� �����	

�������������	��	�� ��$	��������	���%��*��	'�	����	�� ����	�!�	�� !������	���!���	%���	��� 	

������	���	����	����	����� ����	5�%�����	�	 ���	�������	 ����	&����	��	��� 	��	����������	

������	 ����	 ��!��	 ����!��	 ���	 ���! !������	 �������	 ���	 ��	 &�	 ��������	 ���	 ���	 ����	

���������	��	��������������		

#�	���	�����	��	 !�����	&!&&���	������	�� !������!���	���	�����������	��	%�*�	��!��	���%	%���	

�����	 �!��������	 ��	 ��!��	 �����������	 ��	 �����	  �$���	 ���	 ��	 �	 �����.!����	 ��	 ���	 �����	 ��	

�����$��� ���	 ���! !�������	 +!����� ����	 �!�	 �� !�������	 ���%	 ����	 ����	 ��	 �����	 &!&&��	
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4.8 Abbreviations 

�)#	 �����������	)��������	# �����	��������� �	

�
K	 �������	
���������	K���	

�-�1	 ������!�!���	-������	���*	1������	

D)�	 D����	)����	��� � ����	

4��	 4��*��	���	����	� ������	


#C	 
�������	# ���	C����� ����	
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CA+	 C��! �	A�	+�!��	� ������	

4.9 Nomenclature 

��	 �������	�����������	����	��	���	&!&&���	U V@ J��.!��W	

����	 ����	��	���	�� !��������	�� ���	U VW	

����	 �������	�������������	��	��������	�	��	���	��.!��	&!�*	U	* ��@ JW	

��	 �������������	��	������	�	U* ��@ JW	

����	 �������������	��	������	�	��	���	��.!��	&!�*	U* ��@ JW	

�G��	 �������������	��	������	G	��	���	���"��.!��	���������	U* ��@ JW	

����	 �������������	��	������	�	��	���	��.!��	����	U* ��@ JW	

����	 �������������	��	������	�	��	���	���	����	U* ��@ JW	

)	 ����!����	�����������	U �@�W	

)�	 ����!����	�����������	���	������	�	U �@�W	

)�G	 )� *I����	�! &��	��	���	G"��	���������	 tInAjbj UckdDa /,⋅⋅= 	

��X	 ������������	��� ���	��	���	&!&&��	�����!�	U W	

�&	 &!&&��	��� ����	U W	

6�	  ���	��������	������� ���	������	

6�	 6I��I�	�! &���	 σρ= /2
bl dgEo 	

�� &���	������	U @�VW�

�	 �������������	������������	U @�VW	

5	 5��������	�!������	

5�	 5����	�! &���	 LkDkHa /1 ⋅= 	

*G	 ��������	����	��������	��	���	G"��	��������	UGH<0	<@�Y	GH�0	 8@* ��@�W	

*D	 ��.!��"����	 ���	��������	�����������	U @�W	

 �	��	�	.	 �$������	��	���	����	�$�������	
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4�	 4�����	�! &���	 )/( 34
σ⋅ρμ= llgMo 	

�*	 �����	��	���	��������	%���	������	��	������	*	

,	 �! &��	��	&!&&���	

iN� 	  ����	��!$	��	������	�	������	���	���������	U* ��@� V���W	

�Z	 ������	��� ��	��	���	&!&&��	���������	


	 ����!��	U
�W	

�G	 ��������	����	��	���	G"��	��������	U* ��@ J[�W	

1�	 &!&&��	1�������	�! &���	 lltbUd μρ /Re = 	

-�	 -�� ���	�! &���	 ( )DSc ⋅= ρμ / 	

�	 �� �	U�W	

�/	 �� ����������	�� �	�	H	�@����	

����	 ���������	&!&&��	����	�� ��	����	H	�&@K�	U�W	

�	 ��������	������	U @�W	

K�	 ��� ����	����	��������	U @�W	

.	 �������	������	U W	

$	 $"����������	U W	

�	 �"����������	U W	

8�������������

δ ��� 	����*����	U W 

ε	 ���	����	!	U J���@ J���W	

κZ �!����!��	

\	 ���� ��	���������	U
���W	

\�	 ���� ��	��.!��"����	���������	U
���W	

M�G	 �������� �����	�����������	��	������	�	��	��������	G	

]	 �������	U*�@ JW	
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]�	 ��.!��"����	�������	U*�@ JW	

^	 �!�����	�������	U,@ W	

^B	 ������������	�����������	
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5  
Analysis of Micro Mixing  

in the Wake of a Single Bubble* 
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5.1 Introduction 
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5.2 Mathematical Model 
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5.3 Results 

5.3.1 Setup 
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�����	���� ��	%���	!���	���	����	���	�� �	��������(������	���	-�� ���	�! &��	%��	������	

&��%���	!����	���	<��	&�	��������	���	����!����	�����������	��	���	����������	�� ������	
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���	 ���!���	 ����	 &���	 ���������	 &�	 �� �����	 ���	 ����!�����	 -���%���	 �! &���	 %���	

������������	��!��	��	���	�������!��	����	+��!��	=����	��������	��	������	-�� ���	�! &���	���	��	

���	 %�*�"��������	 �������	 ���	 ����!�����	 -���%���	 �! &��	 ��	 �� �%���	 ������	 ����	

����!�����	��� 	���	������������	����	���������	�����	���%���	��%�����	����	�	� ���	������	

%���	���	�����!����	��	���	�! ������	����	%��	����������			
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5.3.2 Scalar Variance Generation due to Mass Transfer  

��	�����(�	���	����������	��	��������	&�����	���	&!&&���	%�	��������	��������	���	���!���	 ���	

���	�������������	������	+��������	%��	����	!����	�	&�$	������	�?�$	��	����	������	�������!���	
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!������&	-��<���������������������������������"�� *����,������������"������*�����������������������
�������"���%�&))#�ΔΔΔΔ�%�-	� *	��

����	 ���������	%��	 ��������	&�	4������!	���	2��(�<=	���	 ������	 ������	Δ %��	������	 ��	&�	

�.!��	��	�����	�� ��	���	&!&&��	��� ����	��	���	���!���	��	����	��������	���	���%�	��	+��!��	

=�8	���	���������	���������	(	��� 	���	������	��	���	�����	��	(	H	��	��������	���	��������	���"

����������	Y �	��	%���	��	���	��������	_C	���������	%���	����������	��������	��� 	���	���������	
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!	��	���$�	=���	5�%�����	�����	����	���������	Y 	���	_C	�����	��	��!��!����	%����	��	�!�	��	

���	���%	�����&�����	��	���	��!����	1�������	�! &��	����	�����	��	����	%�*�	�����&�����	���!��	

�������	&��%���	1�	H	<8�	���	>����		

	

!������&	�������2,������,������������������������������������������������������������������������
"ΔΔΔΔ�%�-	� *	��

A!�	���!���	���	 Y �!�����	����	�����	�$����	�	����"�������������	����	����	���	����	����������	

����	��	 ���	&!&&���	%����	���	 �	 ������	��	 ���$� �����	����	����	 ������	 ��	 ����	����&��	 ��	

+��!��	 =�<�	���	�&������	 �������������	��	���������	 ���	�������	 ��%�����	 ��������	��	 ���	

Re = 50 

Re = 300 

Re = 500 
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-�� ���	�! &��	!����	�����	��	����	������	���	��������	��	��������	%���	�	���&��	 �$� ! 	���	

_C	��������	��	���	�!�����	��	���	������	�����	��	���	���"��.!��	����������	5�%�����	���	��������	

���������	������	�&�	���$� �����	�%�	������	��	 �����!��e�	!����	��	������	��	��!��!���	��	��	

�������	 �����	������	��	���	������	(@�	S	=��		

���	 ������	 %���	 ���	 -�� ���	 �! &��	 ��	 +��!��	 =�8	 ���������	 ����	 %���	 ����������	 ����!����	

�����������	 ������	 ����������	 -�� ���	 �! &����	 ���	 ��������	 �������������	 ��	 ���	 %�*�	 ��	 ���	

&!&&��	 ������	 ���	 �����	 � �!��	 ��	 �����������	  ����	 ���������	 ��	 �$������	 �����	 ���	 ������	

��������	����	� �����	%���	����������	-��	�!��������	����	���	����������	��	������	��������	������	

���	��� 	�	��	6.��	=�<�	��	��������	����������	��	���	�����������	 ����	

���	 �� �"��������	 ���������	 ���	 ���%�	 ��	 +��!��	 =�>�	 �����	 ��	 �����	 �����	 ���	 ����	 %�*�	

������	����������(��	&�	�	����	��������	��	������	���������	��	%���	��	�	�����!	������	�!�����	

�%��	��� 	���	���������	��	����&���	����	�����!	��	 ����	����!����	��	���	��%"1�������	�����	

������	1�	H	=�	���	1�	H	8����	#�	��	���!�����	����	����	��	�!�	��	�	������	� �!��	��	����!����	

���	���	�����	%���	�	��%��	1�������	�! &���	�����	�	��%��	
�����	�! &���	

5.3.3 Scaling of Scalar Variance Generation 

#�	�����	��	������	�	 ����	���	������	��������	����������	�!�	��	 ���	���������	���	�������	��	

���	����!�����	���������	���	�%��	��� 	���	���"��.!��	���������	������	��	�	�� ����������	��������	

��� 	���	������	��	���	�����	��	=�	���	&���	�������������	��	����	��������	���	������	��������	��	

����	%��*��	����!�����	&�	���	��������	��	���	�����B�	�������	#�	+��!��	=�=�	���	�������� 	��	

����	 ��������	 ����!�	 ���	 �������� 	��	 ���	 -�� ���	 �! &��	 ��	 �������	���	 ������	 �����������	

&��%���	�����	�%�	.!��������	�!������	�	�������	��	���	��� 	��	

n
V ScKY −

⋅= �	 						�	=��	�	

,����	����	_C	��	�!�	�� !�������	%��	�� ����������	���	������	%���	���	���������	�������������	

�.!�����	��������	���	�� !������	���!���	��������	�	���!�	���	�	����	��	���$� �����	��=	���	���	

��%"1�������"�! &��	 ����	 ������	 1�	H	 =��	 ���	 &��%���	 ��:	 ���	 <��	 ���	 ���	 %�*�	 ��������	

���� �	������	1�	H	8��	���	1�	H	=����	�����	���	���!�	���	2	���������	���	����������	1�������	

�! &��	 ������	 ��	 ���������	 ��� 	 8���<�"8	 ��	 <�>�<�"8	 ��	 ���	 �����	 ��	 ���	 ��!����	 1�������	

�! &�����	��!��	 ��	���	&�	���! ��	����	2	 ��	 �� �	�!������	��	 ���	1�������	�! &��	 ��	 ���	

�%��	��	�	��������	�$������	����	�������	�����	��	�	�!�������	�������	��	���	��������	��	���	

��� 	��0	
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nm
V ScReAY −−

⋅⋅= 	 						�	=�9	�	

A!�	�� !�������	���%	����	���	���!�	���	 	���!��	&�	��	���	�����	��	!����	�����	���!�	���	&�	

������	�&������	��� 	�	������	����������	��	���2�	���	���1���	���	�	��	�	�������	���������		

	

!������&	&���������������������,��������;'� �%�&��������������������������������,�	�������������
�������"ΔΔΔΔ�%�-	� *	��

���	������	�������	���	���	��������	 ��	�� ����	 ��	���	�������	��	���	-���%���	�! &��	���	

���	 ���	�� �����������	�������������	��	���	%�*�	��	���	&!&&���	E4���F	����&�	������	��	�	

��������	��������	���!�	��	���	�������������	!����	���	������	������	Δ�	���	 ���	�� ����������	

�������������	��	���	%�*�	��	���	&!&&��	���	&�	����!�����	��� 	
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���	������	��	���	������	%�����&	5����	β,	K�	���	-�	�����	��	���	 ���	��������	������������	���	

��� ����	&!&&��	����	��������	���	���	-���%���	�! &���	������������	���	-���%���	�! &��	

��	��������	�$������	��	�	�!������	��	���	��� 0<>	

3121 ScReCBSh ⋅⋅+= �	 						�	=�<�	�	

																																																	

&	����	�����%�	��� 	�	�� ��	 ���	&�������	�����	Y 	 !��	&�	�.!��	��	���	�����	 ���	��������	����	��	���	��.!��	����	
�������	&�	���	�����	���! �����	���%	��	%����	���	 ���	��	�����������	���	���	������	���	&���	��*��	��	&�	�.!��	��	
���	�����	�������	��	���	&�$	�������	�����	ΔV	���	���	&!&&��	����	��������	K��	
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��	����	1�������	�! &����	���	������	���	��	���	�����	����	����	��	6.��	=�<�	��	�������������	

������	 ����	 ���	��������	?	 ���������	 ���! ��	 ��	&�	�.!��	 ��	 �%���	 ���	 ���	 �����%���	�������	

�������	��	���	 ���	�������������	��	���	%�*�	��	�&������0	
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������	 ���	 �������	 ��	 ���	 ��������	 ��	 ���	%�*��	 �$���	 ���	 ���	 �$������	 ���	1�	 ���	 -��	 #�	 ��	
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����	�.!�����	��	&����	��	���	!��	��	�	&�$	������	���	��	���������	������	������	���	���	���������	

��	���	�������������	�����	���!��	���	������	&!&&��	���	���	������"�������	�� !������	������	�	

D����	6���	 -� !������	 ����	 !���	6.��	 =�<��	 ��	�&����	6.��	 =�<8�	 ���	 ���	 ��������	 ��	 ���	

%�*�	���	&���	 !�������	%���	���	���! �����	���%	����	������	���	&!&&��	���	�������	&�	���	

���! �	��	���	��������	��� ���	������	�	&�$	��	��(�	Δ��	��	����!����	���	�� ��������	��!���	��� 	

���	���	���������	6.��	=�<8	���	��	&�	 !�������	%���	���	�.!����	�����������	��������������				

5.4 Conclusions 

#�	 ����	 %��*	 �!�	 ���!�	 %��	 ���	 ���������	 ��	 ���	 ������	 ��������	 ����������	 �!�	 ��	  ���	

��������	��	���"��.!��	����� ��	D������!��	����	���	����	.!������	%���	������	��	&!&&��	���%�	��	

�������	5�����	 ������	�! ������	 �� !�������	��	 ���	 ���%	 ���	 ������	 ��������	 ���!��	 ������	

&!&&���	%���	����� ��	 ��	.!������	 ����	 ��� �	���	 �� !�������	 ���%��	 ����	 ���	 ��������	 ��	
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�������	��������	��	���	�!�����	��	���	���	&!&&���	���	����	��������	��	���	������	��������	��	

���	%�*�	��	���	&!&&��	 ��	����	��	���	�����!����	����	���	������	��������	��	� ���	��	���	&!�*	

��	&!&&��	�%�� ��	5�%�����	 ����	 ��	����	�����	���	 ���	����������	�� ������	#�	 ��.!��"����	

���������	����	 ��	&�	 �$��	 ����	 ���	 ����� �	 �����	 ������	��������	 ��	&�	 �����������	 ���	 ���	

 ����" �$���	 ����	  ��	 &��� �	 ����"�� ������	 +!�����	 ��!����	 ���	 ���������	 ��	 .!������	 ����	

����!�����		

���	&�������	��	���	��������	��	���	%�*�	��	��%	1�������	�! &���	��	����	��	 �����	�����	���	

��������	 ����������	 ���������	 ��%������ 	 ��	 ���	 &!&&���	 ����	 ��	 &���!��	 ����!����	 ���	 ���	

���!���	��!��	 �����	��	���	%�*�	�����	��	�	�����������	����������	��	������	���������	��	������	

1�������	�! &����	��%�����	�	�����!	�$����	 ����������	����	������	��������	��	���������	��$�	

��	���	&!&&���	%����	��	�����������	!��������	%���	���	���%	���	�$����	���	%�*�	�������	���	

�����������	��������������	���	���	�������	��	������	��������	���	�%��	��� 	���	���������	���%	

����	 ���	 ��� �����������	 ��������	 ���������	 %���	 ����������	 1�������	 ���	 -�� ���	 �! &���	

����	 ��	 �� ����	 ��	 ���	 �%���	 ����&�������	 �������	��	 ���	 ���	 �������������	 ��	 ���	%�*��	���	

�$������	��	���	������	�������	��	���	������	��������	���	���$� �����	�%���	����	���	���	

 ���	 ��������������	 ��!��	 ��	 ��	 �$������	 ����	 �����	 ��	 �� �	 �����������	 &��%���	 ���	 ���	

�������������	 ���	 ���	 ������	 ��������	 ��	 ���	 %�*��	 5�%�����	 ���	 ������	 %����	 � ����	 ���	

�&���!��	 ���!�	��	 ���	 ���	 ���	 ���	 ��������	��	 ���	�������������	 �����	 ��	 ���	%�*��	+!�!��	

%��*	 ��	 ��.!����	 ��	 .!������	 ����	 ����!����	 ��	 �����	 ��	 �����&��	 ����!����	 ���	 ������	 ��������	

���������	&�	 ���	��������	���!��	������	&!&&����	�����	���	��������	!����� 	��	���	&!&&��	

%��	��%���	(���	��	���	�� !��������	���	����!����	��	�������	�$������	�������������	���������	

��	���	���%	���������	�	&!&&��	�����	�!�����	����� ����	��������������			

5.5 Abbreviations 

),-	 )�����	,! ������	-� !������	

D6-	 D����	6���	-� !������	


)+	 
��&�&�����	)������	+!������	

5.6 Nomenclature 

��	?�	��	)�	6	 ���������	��	������������	

�	 �������	������	&!&&���	��� ����	U W	

)	  ����!���	����!����	�����������	U V@�W	
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)���	 ���������	����!����	�����������	U V@�W	

�Φ	 ��������	

VYg 	 ��!���	��	��������	�!�	��	 ���	��������	U<@�W	

�?�$	 &�$	������	�!������	��	�%�	�� �������	U<@ VW	

2	 ��������	

 �	��		 �$������	��	������������	

B	 *��� ����	����!��	U V@�VW	 	

1�	 &!&&��	1�������	�! &���	 ν/Re tpUd= 	

-�	 -�� ���	�! &���	 DSc /ν= 	

-�	 -���%���	�! &��	

�	 �� �	U�W	

�	 ��������	������		U @�W	

u 	 ��������	��������	������		U @�W	

K�	 ��� ����	����	��������	U @�W	

_	  ����	��������	��	�	�� �����	��	���	��.!��	����	

Y 	 ��������	 ����	��������	��	�	�� �����	��	���	��.!��	����	

_C	 ��������	��	�	�� �����	��	���	��.!��	����	

(	 ��%������ 	��������	��� 	���	������	��	���	&!&&��	U W	

8�������������

β  ���	��������	�����������	U @�W 

Δ ������	������	U W 

εD	 ��.!��"����	����	!	U JD@ J���W	

ν	 *��� ����	���������	U V@�W	

τΦ	 �!�&!�����	�� �	�����	U�W		
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6  
Euler-Lagrange Simulations of 

Multiphase Flow and Reactive Mixing 

in Dilute Bubble Swarms* 
�
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6.1.1 Computational Analysis of Bubbly Flows 
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6.1.2 Mixing and Chemical Reactions 
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6.3 Problem Formulation 

6.3.1 Multiphase Flow 
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6.3.3 Basic Reaction Model 
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6.3.4 The Effect of Fast Reactions 
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6.4.3 Bubble Tracking 
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6.4.4 Species Transport  
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6.4.5 Fast Reactions 
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6.5 Results 

6.5.1 Multiphase Flow 
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6.5.3 Analysis of Fast Reactions 
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6.6 Summary and Conclusion 

6.6.1 Multiphase Flow and Mixing 
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6.6.2 Reactions 
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7.1 Introduction 
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7.2 Computational Method 

7.2.1 Background on the Discrete Element Method 

�< ����%!� ��%�	�%	���	
�� ����	�������	����%!	

!�� ������������+�������-��
�� ��� ��	<���
���
�� �	���	������� ����
��&���� �
����&�	��� ���

��	��
��
������
�����	�&�	��	���������,����������������������
�����	������
���	���	�������

	��� &��	���$� 	��� 4���
���� �D&	��
�� 
�� �
��
�� ��� �
����� �
� 
��	��� ��� ���� �
����
��� 	���

���
�������
������	�������������
�����	������
������	�������� ����&�������
����
���� ibF ,

�
$� ���

�
��	����
��������������	�������� ��	���<$�	�������	��	�����
�	���
���
���
����� ijcohF ,

�
��	��	��
�

	�������������
��	���������&��	����
��������	������
������������	������	���
��	�������	����
��

��� �	���� �������	��� 
���+-� ���&�	��
��� �	�� ��� �
&��� ��� ��� ������� ������� 
��H&� ��� 	��'(�

�+-� ���&�	��
��� 	��� ������������ &���� ��� 	�	������ 	��� ���&����	�� ����	��� ���	���� �
� ���

�	��	��&���	�� ���&����$�����$���������
&��
��-&���
�') 'B�#����	����D&��������	��	�������

���&�	����&���������+-�����&����

  ��	������?����F���$�����$�2����	������	��$';�#�������	��$)P$'AG$���

  K �	������ ���������F���$�����$�9����&?����	��'CG$�

  2
����
������������F���$�����$�,��	��	����	��'QG$�

  �	��
&��������
����	�&�	�
���F���$�����$��
������������	��'PG$�	�������	��

  �	���
	�����F���$�����$�*	��������	��O(G��

��< �%!����(	�%������	6%� ��	3�	����(	���	
��	

,���
�����	��	�	������
������������
���
�������
������
���	���������?����	���������	��
��	��

����� �
��&����� ��� 9�� 	��� -�/	���O)�� ���� &���� ��� ��	�&�	�� 2
��� �&����� 2
� �
�



C�'�/
��&�	��
�	��-��
�� )QP	

�	�	�������� ��� �
������ �
����� 	��� ��
�
���� 	� �	��� ��	��	�� �
� �������� ��?���� 	���

������	��
���0
�����$�������	����
����	�&�	����
��	����
��������	�������
�	��
&����
������

��
�����	��	�	�������"��&�	��
����	����
�� ����+-����	��� ����
����
����&�� �

�� �
��
��

����������
���
�������
�����
����	�&�	����
��	�����?�����

,���?���������������
���&��������&���� �����	���
���
���������������+-�	����������������

H&$'(�	�������	�����#���
�	������-	�
�O'�7
�������
������9�����	��OO�	�����
�
����	�����

���
�� �
� ��&��� �&���� �	�&�	�������� ��	�&�	���	�����������������
�� �
������� ����+-�

	��� ��

���� �	������� ���
���	������ #�������
��� 	�� 	��
� ����� �
��� ��� ��� 	�	������ 
��

�
�������
��������������
&��
��-&���
�''�����&����	����	��������������	���
	���������

����
�������
�����	��	��&�����
������
�
���
�	���
�����	��������������-�/	���OB�&�������

�
���� 
�� 9�	�� ��� 	��O;� �
� �	��&�	��� ��D&�� ������� �
������ 0���	�� ��� ������ �
� �
�� 	� �����

��?�����	�������	���
��	�����������	����������
���
���
��&���������+-���

,��
$� ���&�	��
��� 	��� ����� �
��&����� ���#
��
�� ��� 	��OA� �
�� ��
 �������
�	�� ��	�� ��
���

&����� 	� ������� �
���
�� �
�����
����� "
&���� ��� 	��OC� ��������	���� ������	���	�� �������� 
��

�
�������������	�&�	���	����	����
���?��������	����	����������&�	��
���������
�&����
�����

�	��
��
�������	���	�� ��	��
�� 
�� ����	����	�� 	��� �
&��� 
���� �

�� 	��������� ��������

���&�	��
���	����?��������	���	�	��������������������
��	����
�������D&����������&��
���
��

������	���	����	��
��
��������	�&�	���	������+�����	����	��	��
���	�����
�����������	&����

���	�� ����	��
��� �������� ���&�	��
��� 	��� �?����������� ���� ��� �?��	����� ��� ��� ������� 
��

�&��	����
&�������������?�����������	���
&����
��������&�	�������������������������
��
��

��D&����������&��
����$�
�����$��?�����������	������	���
�����������������
&��������	�&�������

��	���� 	���������� 
������ �	�������� F���� 7��&��� C�)G��6���� ��
&��� �	�� ��������	���� ��� ��D&���

�������&��
�� ��� ���� ��	�&�	�� �	����� ����&��� .

���� ��� 	��$OQ� 7
&������ ��� 	��$OP� 	�� ����� 	��

0������	&��B(����� ��������	��
��
��"
&�������	��OC�	��
��
�����	�� ����
��	��
��
�� ��D&���

�������� �	�� ��� �
���������� ���	����� ����������$� ����$����� ��� �	������� �&��	��� �
���� ���
�

�
��	��$�	���D&�����������
�����,���������
��&�	��
�	����&����	������
��������"�&������	��B)�

��������
�&��
�����	���������	�����������F����$����
�����������	��&������������G��	��������
�

	��
&����������������D&�����������
�����&�����	����
�
����
&���
����������������
&��$��	��

��������
���� ���	�
���	�����	�������
��$�������	�&�	���	������?��������&�� �������	��
���

�����	�� �����	�������	��&����� �����	��� ��������	�&�	������&��
���
�����������0������	&�B(�

	�	���������������	�������	������������
��
��������&���	����������	��&�����@����
��	����

�����������	������
��&������������	��������	������������������&������	��
������
����	��



)P(� � C��-�?����/	�	�����������������	�&�	��-	�����

��� ��D&��� ��������� ��� ������������ ��� ����� ��
� ������� �&������ �
�����
��� �
� ��� ��������

�������
������	����	�$�������������������
�
���
�	���
�����D&	���
���������&��
���
�����������

�

6�(���	&"�;	
�����3���%�	%*	��:��!	3��!(��	��	�	3�!	%*	���	(����	3��!�	=�� �	�%���	����������	�	���(��	
 ��������	3��!(�	 ���� ����G�!	3�	���	���*� �	�	��!	�%����	C>	�����	��!� ���	���	����%	�HC	��!��	���	

��������%�	%*	��	�!����G�!	��:��!	!�����3���%�F	0B8"8'.	=�3%��	4@	��������%�>	� ����	��	��")#<	

K	��
&��	&�
��� F����$�-��	������	��BO$�U	���	���0��	&$BB�	�������	��U	������ 	��B;G����	�����
��


���
����
��
�	����	����	����
��������
�����+-������	����	����
�����
����&�������U	������

	��B;� ��� �	����
��	�� 	�	�����	�� �
�&��
�� �
�� ��� �	���
�� ��� ��D&��������������� ��� �
�
��	��

������&��	���
?��	��
�����&�����-
����
���
������
�������������&��D&	���������	�������

�&������� ���������� ��� 	��$BA� 	������� 	�� "
&���� ��� 	��BC� #�������$� 9&����BQ� ���������� 	� �������

�
��	����
���$� �	�� ���	��
�	�����
��������
�������
������0���	������ ��	��
 ��	������
��	���

�
���� ��� �	���� 
�� 	� ����	�� ���������� ��������
����� !�� �	�$� 
�����$� �
�� �?	������
���� ���

�
�����	��
��	����������D&�����������

!���&��	��$��
�������
���
������ �
����� ����+-����&�	��
��� ��� ���	����������	���� �
��	��$�

	�������	<
���	�����������
�	��
&����
�������D&����������&��
������	���
����D&�� ��������
��������

���< 
��	*%�	���	�%!����(	%*	0��	$��������%�	

�����	�������������	��	���������
��
����������	�&�	��
����
�������&������+-������	���

�
	���	���
����&�	�������
	���������	������	�	���
��	���
���	�����7
��������������	��
��
��

3
2,1

*

r

V
V L

=



C�'�/
��&�	��
�	��-��
�� )P)	

	���
���	���� ����+-� ���&�	��
��� ��
� ���	������� �?���@� F�G� ��� ��������� ��������� �	�� ���������

������������	����	�������$�	�������	��F��G�	���
���	����	����������������������������������������

�	�����	���
	��	��
����
��������&�	��
��
���	�������������������	��	��	�����$�
�����$��	��

	��&����
���	����
�����	��$�����$��
���
�
�����
���	���
������
�������	�&�����7&�����
��$�

��� �
���������� 
�� 	���
���	��� ���	�	��� ��� �
�� ��������� ��� ��� ���&�	��
��� 0
�����$� �	��
&��

����	������ &���� ���� 	���
	�� �
� ��������	��� ��	�&�	��
�� ��
���������	��+-��7
�� �?	����$�

�	����	����	����BP�������������&�	���������	�&�	��
����
�������������������������
�	���������


�� 	�����	��
�� 	��� ���	�	��� ��	� 	� 	�� ������ ��������� �	������� �
����� ���� &���� ���

�
	����������
����
��9�&����	��;(�*���
�����
&��	����
�����
��$�	�������	������������������	��

��	�&����	��������	��&�������������&�	��
��
���	����	����	�����BP�!��	��
�����������	���$�

����&�����+-����&�	��
����
������������
	����������������$�	�������	���
��	���
���	�������

�� ��	�� ��	�&�	�
���;)� !�� ����� ���&�	��
��� ����&��������
�����
&��	��� �
�����
��� 	��� 	�

&��D&�� �
?���� ������ �
� �
���� �	������� ��
�� ��� 	� �� ��	�� ��?���� ��� �
?���� ������

��������	����� ���&���� ��� �
��&�	��
�	�� �?������� �&�� �
� 	� ����������� �
�����
�� �������
��

������������������&	�����������F����
�	��;$(((���	�&�������	������ �	����πWO' �����
��	���

����� ��&����G��,� �
�� �������+-��
����	�� &���� ��� ���� ��&����0
�����$� �
	����������	��

�?��&���������������&�	��
��$�	���
������������	������
��	��
��
������
�����
���	�����
�����

�
� ������� 	� �
	��������� �������� ,��
$� �	���� 	��� �	����;'� ��������	���� ��� �&��	������� 
�� ���

�������� ��
��� 
�� ��	�&�	�� ��
�� F.��7G� �
�� ����
������� �� ��	����?���� &����� 	� �����	��

���&�	��
��	���
	����

���� 	�	������ ��� ������ 	���
	�$� ����$� ��� ���������	��
�� 
�� ����	��� �	�������� ��� ���

���&�	��
�$������	�&�	��
����
������	�������&����������������&�$��
����
�
&���
������
�����

���	���	�� ��
�������� 
�� ��� ��	�&���� 	��� �������� 7
�� �?	����$� �
��������� ��� 	��'P�

����
����� �&�� ���	������+-� ���&�	��
��� 
�� ��&������� ���� ��	�&�	��
�� ��
������� �	���� 
��

��� 	�� ������ �
����� ���� 	��
� ���
��
�	���� �
����� �
�� ������� �
�������	��
��� �����

���&�	��
���	���������	����
��	���
 �������
�	����
�������,���������	������
�����&�����
��

�	�������� 	�� ��� ��� ��	�� 	�����	��
��	�������&�����6�����?	������ �
�� ��� ���&�	��
��
������

	���
���	����	��������&�����
���	�&����	��$;O�	�������	��
��.	��	����	��
��;B�#������	��	�����

��� ���� 	��	������ 	������� ��� #�����&� ��� 	��;;� ���� 	�	������ ��� ��	�� ��
�������� 
������

��	�&�	���	����	��� ����&���� ��D&����������� ��� �������&�	�� ��	����6���� �	�&�	��
�� ��	����	���

�
�� ����� �
������ ��� ����� ��
&�� �&�� ����� ��� 
�� �����	�� ���
��	���� ��� ��	�&�	��
���

"&���D&������&�����
��#�����&����	��;A�	��
��
�&����
���������&�	����	���
�����



)P'� � C��-�?����/	�	�����������������	�&�	��-	�����

!���&��	��$������	���������������	����������������+- �	�������&�	��
���
��������	�&�	��
��

��
������$��	������
�&�����
��	���
���	����
��	��
��	������	�	��������	<
���	�������������

��	� ��	��$� ����	�� �	������ �	���� ���&�	��
�� 
�� ����� ��
��������,��
$� ������� ��	�&�	�� ��
��

	��������?����
�������	������������������	�&�	�
���	����
��������&����&������

�������
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7.3 Results 

7.3.1 Granular Flow in a Bladed Mixer 
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7.3.2 Details of the Granular Flow and Velocity Fluctuations 
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7.3.4 Influence of the Particle Size 
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7.3.5 Influence of the Coefficient of Restitution 
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7.3.6 Quantification of Mixing Mechanisms from Particle Distribution 
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Norm. Mean Vel. Fluct. 
Norm. Circ. Vel. Fluct. 
Norm. Radial Vel. Fluct. 
Norm. z-Vel. Fluct. 

Norm. Mean Vel. Fluct. 
Norm. Circ. Vel. Fluct. 
Norm. Radial Vel. Fluct. 
Norm. z-Vel. Fluct. 
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8  
Investigation of Granular Flow  

and Mixing due to a Blade* 
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�����������	 �����	 �	 ���#	 ��	 ����	 �����	 ���	 �� ���	 �����������	 ��	 ������	 ���	 �������	

������!	���	����	���	 �	�������	���������	���	 ���	�������	 ����	����������	�����	 ���������	

�����	 �����	 ��	 �������	 ��'��!	 (����	 ��	 ���������	 ��	 �������	 ���������	 ��!�!�	 ���	 ������	

�������	������	�����	������	��	��	��������	��	��	�������	���	���	����������!	

%�	�����	��	��	���	�����	���	��	���	����������	�����	��	��	������#	�������	��	��	

��	��	�������	���!	%���	��	�������	��'�	���	���������	��	��	������	�� ���	����$���	�������	

��	����	��	 �����	����	������	 ����������	���������	 ����	�	�	������	��	��	 �����������	����	

�����!	���	�������	��	�������	 �	 ��	��������	 ���	 �	����������	 ��������	���	 ����������	

�������	 ��	 ��	 ������#	 ����������!	 ����	 ����������	 ��������	 ��	 ����	 ��	 ��������	

���������	���	��	�� ���	��	��	��������	���!	)����������#�	��	��������	��	���������	�� ���	

���	����	�������	��	�����	�	�	�������	���!			

																																																	

*	 ����	 ������	 ��	 �����	 ��+	 )!	 �����	 ,!	 -������	 "!	 "��������	 .!/!	 0�����!	 1����������	 ��	 /�������	 2���		
���	3� ���	���	�	�	-����!	��	��	�������	�	4�����	���������#!	
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8.1 Introduction 

/�������	 ����	 ���	 �� ���	 ��	 ��	 �������	 �������	 ��	 ���#	 ���������	 ���������	 ��	

�������������	������#�	����	��������#�	�����������#�	��!	,��	�	��	���8���	����������	

��	��&������	���������	�� ���	���	������	��������	��!�!�	������	�� ����	�����������	�� ����	

��!��	 ��	�����	�������	 ����	����	 $�����	��	������	 ��	 ��	 ����	 ���������	 ������!	9����	 ��	

���$	�����	��	���������	�!�!�	����������	�������&�������	���������	������	� ���	�����������	��	

����	��������!	

���	���	��	�� ���	��	��&�� ����	 �!�!�	 �����������	��������	 �	 ���	 ����	 ��	��������	 ���	 ��	

������	 ��	 �	 �� ���	 �������	 ���������	 ���	 #��	 ��	 �� ���!	 �����	 ���	 ��������	 ��	 ������	

����#	���	����	���������	�����	�����	��������	�����	��	�������	�����	��	��������	�#	������	

����������	������!	����	��	���	�	��	������ 	�����������	��������	��	���$	������	��	���	

����	� �������#	����#'��	�����	�����������&7	��	����	��	� ����������&��	����	 ��	��	���!	���	

�����	 ������	��	2������	 ���	4����8����:	 �������	���	 ��	 ��	 ���������	���$	 ������$��	

�����	��	���	:;	#����!	%����	�����	����������	��	���	��	����#	��������	�����	���	�����������<	

�	������	�����	���	��	�������#	��	�����	��������	����	��	��������#	��	���������!	1	��	����	

����	 ���������	 �	 ������	�� ���	 ���	 ����������	 ���������!	
�����#�	 �������#	 ����	 ��	 ��	

8��������	����������	�����	 ���������	 �	 ������	�� ���	 ���������	 �����	 ��	 �	 �������	

�����	�� ���	8����#	���	��	���������	��	��	��������	�	��	�� ��!	

���	�����	� ���������	����������6	��	���	�����	��	�����	��������	�����	������	��	����&�����	

�������	��	 ��	�������	���	 �	 ��	 ����	 �������	��	����	 ���������	�����	 ��	 ������	�������!	

����	 ���$	 ���	 �����	 ��	 �����	 ����������	 ���&���������	 ��������	 ���	 ���#	 �	 ���	 $�#	

���������	����	����	������!	)���	 �	 ��	��������	�	�������	��	����	�����	��	�������	����	

�!�!�	 �����	 ��	 ����	 �������	 ��	 ���	 ���#	 ����	 ��	 �����	 ���	 �	 ������	 ������	 ������!	


����8����#�	 �����������	 �����	 �����	 �������	 ��������	 �������	 ���$���	 �4=4��	 �	

���������	��������	�����	�����	�!�!�	4��$��	�	��!�>	��	4��$��	���	2���7�!	"�������	���	��	�	���#	

����#	 ���	 ���&��������	 ������	 ���	 ��	 ����������	 ������	 ��	 ����	 ������	 ��!�!�	 �	 ��	

����������	�	������	��	�����������	����	�����	��	�	�������	�����	������	��	�	��������	���	

�����	���	������!	

?�$���	�	��!�6	 ����������	��	��������	����	��	�	�#���������	������	������	�#	�	������	�� ��!	

���#	 ����	 ���&���������	 ����	 ��������	 ���	 �	 ��������#	 ������	 ��'�	 ����������!	 ���	 ����	
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�����	���	��������	�	��	����	�������	���	��	���������	����	����	��	��	������	�����	�	41@	

�#���!	"�������	��	���$	��	?�$���	�	��!	������	����	����	8�������	����������	

& ��	�����	��	��	�������	��'�	���	������	

& ��	� ��	������	����������	��	��	��������	���������	��	��������������	���������	

& ��	�����	��	��	������	������	

& ��	 � ��	 ����������	 ������������	 ��	 ��	 �#���	 ��!�!�	 ������	 ��������	 �����	 ������	

��!��	

& ��	8�����������	��	�� ����	��	����	��	

& ��	����&�����������	���������'����	��	��	����	�����	

��	��	��������	����!	

	

�������	
�����������������������������������������������������������������������
�������������������������
���������������������������������������������������� ����������� �����������!"
�

2��	 ��	 ���#	 ��	 ��������	 �����	 ����	 ���������	 -�����	 ���	 -����������	 ���������	 �	

��������'��	� ���������	����!	���#	����	��	����	������	�� 	���������	�����	��	�������	

�������	���	�������	����!	���	����������	��	��	�� 	����	<;;	 	6;;	 	�;;	A��B	���	������	

����	�$��	�	����#'�	��	����!	(	�����	���	������	��	�	����	���	���	������	������	��	�� !	

���	����	���	��	����	����	����	����	��	�����!	2��	�� 	��������	��#	������	�	��������	

�����	�������	����!	/����	�����	���	�	����	�������	��	5!�6	CD&	;!;�	A��B	����	�$��	��	

�������	 ���	 ����	� ��������!	���	�����	��	�����	 ����������	�����	�����	α	 ���	α	E	�;	 ��	

�����	����������	��	������	F�����G�	���	����	α	H	�;	��	�����	����������	��	F����G��	�� 	

																																																	

�	�����	���$	��	���#	�	��!6�:	��������	����	�����������	������	��	��	�����	��	�����	������#!	

recirculation 
region 

up flow 
region 

down flow  
region  

base 
stagnant 
region inflow region 

surface of the 
particle bed 

U� 

U� 

U� 

U� 

outflow region 

blade 

α 
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������#	 ���	 �����	 �������	 ����	 ������	 ��	 ���	 ����#	 ���$!	 ����	 ���$	 ����	 ��������	

������������	��	��	�����	��	���	��	��	������	�	����	��	���	������#	����������	��	����	

��������	 ����������!5;�5�	 (������	 ��	 ���$	 ��	 -�����	 ���	 -���������	 ����	 8��������	

����������	��	��	����	�����	��!�!�	���	2�����	7!�	���	����	#�����	�������	��	��	����	����	�	

������	������	���	����	�������	���������	 ��!�!�	 ��	�����	�����	��	��	�����	��	�	 �������	

�����	�	�����	��	8�����#	���	������	��	��	��������	����!	����	��	���������#	���	���	��	����	

����	 ������	 ��	 ��	 ������	 �!�!�	 ��	 ������	�����	�� ���	 ��	 �����	 �	 �����	 ��������#!	(����	

����	���	��	�����	�#	-�����	���	-���������	�	8�����#	�� ���	��	����������	����	��	���	

����!	

8.2 Goals 

���	��������#	����	��	���	���#	��	�	�����#	�������	� ���������	���	��	��������	�� ���	��	�	

������	 �� ��!	 �����	 ���	 ������	 ��	 �������	 ��	 ���������	 ���	 ���	 ���������	 ������	 ��	

��������	�����	��	������	�� ���!	
����8����#�	�	��	��	����	���������	�	���	���������	��	

�����	 ��	 �������	 ��'��	 ��	 ����	 ��	 �	 ����	 ���	 ���������	 ��������	 ���	 �	 ������	 �������	 ��'�	

����������!	 �����	 ��	 � ���������	 ����	 ���	 ����	 ������	 �#	 ����	 ���������	 ������!	

)����������#�	��	����������	��	�����	��	

• ��	�������	��'��	

• ��	�������	������	

• ��	�������	������	

• ��	������	������	��	����	��	

• ��	������	�������!	

��	 �	 �#����������	 ����&������	�� ��	�����	 �	����&�������	 ���������!	(	��������	41@	 �#���	

���	����	�	�������	��	������#	����������	��	��	�������	���!	1�	�����	�	������	��	������	

��	��������	�� ���	���������	��	���	������	�� ���	��	���������	� ���������	����	���	�����!	

����	����	��������	��	�	��&�����������	��������	����	�#���	���	�����������	��	��������	

����	���	�� ���	����	�	������	�����!	1�	���	�#���	��	�����	��	

• ��	�������	��'��	

• ��	�������	������	

• ��	�����	������	



7!�	1���������	 5���

• ��	�����	��������	��	����	��	��	

• �����	������#	��!�!�	��	�����	������	

��	��	��������	����	���	��������	�����	�	��������	41@	�#���!	2�����#�	��	����	���	�	���#	

��	�����	��	�������	��'�	���	�������	�����	��	��	�� ���	�����������	��	�	������	�����	

���������	��	�	�������	���!	

8.3 Experimental Method 

8.3.1 Particle Characterization 

2��	 ���	 � ��������	 ��	 ����	 ���������	 �����	 �����!	 �����	 �����	 ����	 ����	 ���	 �	 ����	

�������	 ��'�	 ���	 ������	 ����	 ���8���	���	 ��	��������	 ����	� ���������55�56	 ����	 �������#	 �	

������	��8�����	��	����	��	��	���������#	�	�������	����	�����	����	�������	����������!	/����	

�����	��	�������	��'��	����	���������'��	���	�	�����	��	����	����������	���������!	(�	��	

����	 ����	�������#&�������	 �����	 �����	 ��	 ���	�� ���	 � ��������	 ����	 
�����	 7!�!6��	 ��	

����	����	����������	��	�����	��	��	�������	������	��!�!�	�	���	���#���	�����!			

	

�������	
#��$%��&��&'���(��������������������������������������������������������������������������������
�������������
�

�" %��&��&'��������������������

(	������	�������	�����	�������	�	��	��������'��	4��&��&,���	���������5�	���	����	��	��!	

���	���������	��	���	����	��	�	�������	��	��8��	��	�	������	����	��	��	��	�����	���	�	

FN 
T 

rotating disc  
of the friction tester 

sample 
(i.e., particle) 

lower part of the 
friction tester 

elastic support 

rn 

test material
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������	�����	�	����������	������	�����	2I!	2���	��	��8��	�	��	�������	�����	���	��	�����#	

���������	��!�!�	�#	��������	���	��	������	�������	���	���	�����	��	�������	����������	���	

��	������#	���������	����+	

N

n

F

rT
=μ !	 �	7!�	�	

(�	(���	 4���	 F3
�	 6;;G	 ��������	 ���	 ����	��������	 ����	 2�����	 7!5�	 �	 �������	 ��	

�������	� ��������!	���	�����	����	��	��	:;��	��������	����	�������#	��	���	��������	���	

����	��	��	������	����	��	��	�������	����!	���	�������	�	��	����	���	����	������	��	

��	������	����!	(�	������	������	���	��	������	��!�!�	�	�����	��������	���	����	���������	

���	 ����	 �	 ��	 �����	 ���	 ��	 ��	 ��������!	 ���	 ������	 ���	 ����	 ������	 ��	 ��	 ������	

������	���	 ��	 ������	����	��	 ��	 ��������	���	����	������	��	 ��	�������!	���	������	

�����	 2I	 ���	 ����	 ���������	 �#	 ��	 ��������	 �#	 ��J�����	 ��	 �������	 �������	 ��	 ��	

������	����!	���	 ������	����	���	 ���	 ��	 ���	�����!	���	 ��8���	 ��	����	 ��	 ��	������	

�����	 ���	 ��������	 ���	 �	 ��������	 ���8����#	 ��	 �;	 "'	 ���	 �;;	 A�B	 ��!�!�	 �	 ���	 ��	 �;;;	

�����������	 ����	 ���������!	 ���	 �������	 ����������	 ���	 ���	 ����	 ���������	 ����	 ��	

��������	 ��8��	 ���	 ������	 ������	 ��	 ����	 ��	 ��	 ������	 �������	 ��	 �	 ��	 �����	 ����!	

�#�����	������	��	��	��������	�������	����������	���	�����	��	2�����	7!6	���	��	��������	

������	������	������	2I!		

	

�������	
)�����������������������������������������������������������������������������������������*����
�������������
������������+����������������
�,�-./������������+�����������������#
	#�-./������������"
���

(�	 ���	 ��	 �����	 ��	 �������	 ����������	 ��	 ���������	 ���	 �	 ��	 ���$&����	 ��������	 �	 ��	

�����	����!	(����	�	�$��	����� �����#	6;;	�����������	��!�!�	6;	��	����	���	���������	
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�������	�����!	1	��	���������	��	���	��	���	�	��	��������	��	��	��	��������	��	�����	

���	����	����	���	������	�����	��	��	�� ��	��������#	�����	��	��	������	������	�������	

�	�	�����	�����������	��	 ��	������	����	 ��	����	�����	 �	 �����!	�����	���������	���	

����	 ����	 ��	 ���	 :;;	�����������	 ����	 2�����	 7!6�!	@������	�������	 �����������	 ����	

����	����	��	��	4��&��&,���	�������	����	���	��	������	���	�����	��	2�����	7!�!	F/����G	

�����#	 ������	 �	 �����	 �����	 �������	 �	 ��	 <	��	 ��	��������	 ����	����	 ���#	 ������������	

�����������	���������	��	��	�������	��'��	���	�	�����������	�����	����!	F433(G	������	�	
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�����	������	��	��	2��!	����	���	���	�	��	����������	��	��	�������	����������	������	��	

��������	 ��!�!�	 ������	 ��	 �����	 ���������	 ���	 ��	 ��������	 ���	 ��	 ����	 ��!�!�	 ������	 �	
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8.3.2 Granular Particle Image Velocimetry 

�"  ��8�������

/�������	 �������	 �����	 ���������#	 ��41@�	 ��	 ��	 ������	 ����������	 �����8��	 ���	 ��	

����#���	��	��	������#	��	�	�������	���!	%��	��	�������	��	��������#	�����	������	��������	�	

���	 ������	 ��	 �������	 ���	 ���	 � ��������	 ��	 ��	 ����	 ��	 �����	 ���	 �����	 ���������!	

"�������	�����������	41@	��	�����	��	��	����#���	��	���&������������	�������	���	������	

���	�������	���#	 ��	 ����	�����	 ��	�	������	�����	 ������	��	 ��	 ����!	2��	��������	41@�	 ��	

�����������	 ��	 ��	 �������	 ���	 ��	 �	 �����	 ������	 ��	 ����������!	 ����	 �����	 ��	 ���#	 ��	

���J�����	 ��	 ��	 ��������	 ���	 ���	 ��	 ���������	 ���	 ������	 ���#	 ��	 ������#	 �����	 ��	 ���	

���J�����	���	��	���������!	

1�	��	���������	���	��	41@	��	��	����	��	�����	����������	��	��������	��	��	��������	��!�!�	

���	�	�������������	��	����	�#	���������	��������	��	����!	�����	�����	��������	���	����	��	

����	 �����������	 �	 �������'�	 ��	 ����!	 1�	 ��	 ����	 ��	 ��������	 �����	 ���#	 ��	 ����������	

�����	 ��	 ��	 �������	 ���	 ���	 �	 ��	 ������!	�����	 ��	 �������	��$���	 ��	 ��	 �������	 ���	

�����	���	��	��	�	�����!	2��	��������	������	��	�����	��	�����	��������	������	��	����	5:	

@��!N	 �	 �����	 ��������#	 �������	 �!�!�	�������	 �����	 ����������	 ���$�	 ��	 ��	 �����������	

����!6�		

=���#	41@	�����������	 ���	 ��������	 �����	����	����	���������	�#	?�����	�	 ��!65	���#	

����	�	�)1	�#���	�����	�	<�;	O	�7;	�� ��	

,	������!	(	P(/&�����	�#�������'��	���	��	

���������	 ��	 ����	 ������	 ���	���	 ����	 �	 ���������	 ��	 ��������	 ���!	��	 �����	 ������	 ��	

����	��������#�	��	������#	��	��	����	���	���������!	���	��������	���	����	�������	�	

��	 ��������	 �����	 �#	 .���	 �	 ��!66	���#	 ����	 ����	 �	�)1	 �#���	���	 �	

,	������	���	 �	

���������	 ��	 �;�<	 O	 �;;;	 �� ���!	 (	 ����&P(/	 �����	 �#���	 ���	 ����	 �	 ���������	 ��	

��������!	/����	�����	����	�������	��	����	� ���������	�������	�����	���	�	�������	���������	
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���	����!	(	�������	�#���	���	����	�#	,������6�	���	�	�������	�����	��8�������	���	���	

�	<5:	"'	�	����	����������!	��#�����	�	��!6:	����	��	����	����	��	4��������	�	��!6<	-��	

������	 ����	 �	 4�����	 ,@�	 ����&�����	 ������	 ���	 ��	 ��8�������	 ���	 ��	 ��5:	 "'	 �	 �	

���������	��	�;5�	O	:�5	�� ���	���	�	���	�����#	���	�;;;	 ������!	����	���	���������	 �	

�������	��	��������	���������	��	�	���������	���	�	����	�����	��	6;;	���	���	��������	

��!�!�	 ���������	���	 �	 ��'�	 ������	 ;!>�	 ���	 5	��!	(����	 4����8���6>	 ����	������	���	 ��	

��8�������	���8����#	��	:;;	�	��;;;	"'	���	��	�����������	��	�������	����!	���	��������	

�����	������	/������	�	������	K�������#	����	�	3����)����	4
1	������	�	�������	�41@	

�	:;;	"'!	

1�	 ������#�	 �	 ����������	 �#���	 �	 ����#'�	 ��������	 �����	 �������	 ��	 ��	 ���������	

���������+	

• ��	 �����	 ��8�������	 �#���	 ��!�!�	 �	 ����&�����	 ������	 ���	 �	 #�����	 ��8�������	

���8����#	��	�;	�	5�;;;	"'�	��	����	��	����������	�������������	

• �	 ���������	 ���	 �����	 ���������	 �#���	 ��!�!�	 ����&	 ���	 �������	 �	 �#�������'�	 ��	

�������	��	����	��	�	����	��	��������	��������	���	

• �������	���	���&����������	��	��	�����	���	��!�!�	���	����������	��	������#	�������!	

%����	 �����	 ��8�������	 ���	 ���������	 ���	 �������	 ������#��	 ��	 �������	 ����	 ���	

����������	��	������#	������	��	����	������ !		

��" ������������%���&%����������

,�����	 ���&�����������	 ����	 �����	 ��	 ����&��	 ���	 �	 ����	 ��	 ���&�������	 �!�!�	 ��&������	

F�����������	 �����G	 �1(��!	 2��	 ����	 ��	 ����	 1(��	 �	 ������#	 ��	 ���������	�����	 ��	 ������	

����	��	���	��������	��	��	����	1(!	2��	����������	��	������#	��	����	1(�	#������#	��	

�����&����������	 �����	 ��	 ����!	 ���	 �����&����������	 ��������	 ��������#	 ��������	 ��	

��������	��	��	����	1(	��!�!�	1(�	���	(1�C��	�#	������������	��	1(�	���	�	������	�������	��	

(1�C��	 ��	 ����	 ��	 �	 �����8���	 ��������	 ��������	 ��	 ��	 �����������	 1(�!	 ���	

�����������	���	�����	���	���	��	�	�	�� ����	�����������	�	��	������	�����������	��	

��	 1(!	 3���	 ���$������	 ��	 ��	 ���������	 ���������	 ��	 ����	 ��	 �	 ����������	 � �����	 ��	

��������	��	(������ 	2!	
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��������������	 ��������	 �#	 '���	 �������	 �	 �����	 ����	 ��	 �����	 ������������!	 (	
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�������#	��	���������	��	�����������	���������#	�	��	���$	��	,�J$���'��	�	��!67�!	%�����	

��������	 �!�!�	 �	 ��&���	�����	 ���	 ���������	 ��	 ������#	 ������	���	 ����	 �#	 ���!	 4��&

����������	 ��������	 �	������	 ��	 �	 � �����	�������	 ����	 ��	 ����#���	 ��	 ��	 � ���������	

���!	 ���	 �����������	 ����	 ���	 �	 ��'�	 ��	 <�	 O	 <�	 �� ���	 ���	 ��	 �������	 ��	 >:	N	 ��	 ��	

�����������	 �����	 ���	 �������!	 ��#�����	 �	 ��!6:	 ����	 ��	 ����	 �������	341@6�	 ���	 ���&

����������	��	����&�����	������	��	�	3(�?(-	����������!	1����������	�����	��	7	O	7	�	

<�	O	<�	�� ���	����	����	����!	9���	������	�������	���	���&����������	��	41@&������	��	���	

3�41@�;	���	����	9���41@!��		

2��	��	����������	��	��	�����	������	��	���	���$	��	����������	��	� ������	��	3�41@!�;	

����	���	����	�#	������	���	���	3(�?(-	�������	��	���	�����	��	��	��������	�������	��	

3�41@!	 1�	 3�41@�	 ��	 �����&����������	 �����	 ��	 ����	 �	 ��������	 ��	 �����������	

������	��	���	��������	��	��	1(!	���	� ������	��	3�41@	��	�������	��	-�����!�5��6	(���	

�������	��	�����������	Δ 	���	����	1(�	��	������#	���	���	1(	��	���������	�����+	
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1(�	���	�����	��	�����&����������	��������	���	��	���$	�������#!	�#������#�	��	���������	

������	���	����	��	���	���$!	

• $��������������������(���������.0�������"�

���	 ����������	 ���� 	 ��	 ����	 �	 ��������	 �	 F8����#G	 ������!	 �����	 ��	 ����	 ��	 ��	

�������	����������	���$	���	��	�����������	F�����G	��!�!�	��	�����	��	�����	�� ���	��	

��	����������	���� �	 ��	���������!	1�	 ���	����	��	�����	�	������	��������	���	������	

�����	��	�!6��	��	���������	������#	��	���������!	

• 9%��8�������$��������

���	�����	��	��	�������	����������	���$	��	����	���	���	�����!	1�	��	�����	��	�����	�	

������	��������	���	������	�����	��	;!7��	��	���������	������#	��	���������!	
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����	 �����	 ����	 ������	 ������	 ����	 1(�	 ��	 ����	 �	 ��������	 �����������#	 ������	 ��	

�������	 ���	 ��	��J���#	 ��	 ��	��������	 ��	 ��	 ������	 ��	 ���	 ����	 1(�!	 ���	 ������	
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• ;������������

@�����	���	�������	��	������	����	��	������	����	��	��	������	������	��	��	����	

��	��	������	��	��	�����������	1(�!	�����	�	����	��	��	�����	��	��	1(	�	��	�������	

���	��	�����������	������	��	���������	���	��������	�	�	��������	���	������	�����	��	
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1(�	 ���	�����	 ��	 ������	 ����	 ���������	 ��	 ���������	 ������#	 ���	 ������	���	 ����������	

���������	����	��	�����������	1(�!	���	�����������	�	����	������	���	��	��J��	���������	

�	 �������	 ������	 ������!	 ���	 �����	 ������	 ����	 ��J����	 ���	 ����	 ����������	 ���	 �	

��������	�����&����������	������	���	��	������#	������!	

8.3.3 Experimental Setup 
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���	 ������	 �#���	 ����	 ��	 �����	 ��	 �	 F3����)����	 36G	 ����&�����	 ������	 �1������	

)�������	 /��"�	 =�������	 /�����#�!	 ����	 � �����#	 �������	 ����������	 ��!�!�	 7&��	

���#������	 ������	 ���	 �	 �����	 ���������	 ��	 �57;	O	 �;5�	 ��!6	34� ���	 ���	 �	 ����	 �����	 ��	

6;;;	()(!	���	�������	��8�������	���	��	:5;	"'	�	����	����������	���	����	��	�	�<��;;	"'	

�	�	�������	���������	���	����	��	��	�� ����	��8�������	���	�	���������	��	�57;	O	65�!	

���	 ������	 ��	 ��������	 �	 �	 �����&�������	 �����	 ����	 ��	 ��	 �����	 ���	 ��	 ������#	

����������	 �	 ��	����	�����#	 ��!�!�	 ��	 ������	 ������	�����#�	 �(3�	 ��	 ��	 �������!	


������#�	���	�������	��	�	������	��	�	7	/-	��8���	�	����� �����#	7�;;;	������	�	����	

����������	 ������	 ���	 ���!	 (	 �������	 �������	 ��	 ����	 ��	 ������	 �������	 ��!�!�	 �������#	

�������	��	�������	�#	�	����	�������	���	��	����	 �	������	 ��	 ���������	��	 ������!	(	

����&������	����	����	������	�1������	)�������	/��"�	=�������	/�����#�	�8������	���	�	

��8���&�����	����	�����	��������	� �����#	�����	����!		

��"  ������<�=���

(	�������	� ���������	����	��	��	���	����	��	?�$���	�	��!�6	���	����	����	����	2�����	7!>�!	

1	�������	��	�	����#	���������&	���	��������&���������	�#���������	�� ���	�������	�������	R	
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��������	�	�	������ 	�	�����'�	����	 ���	������	������	��!�!�	����	�	�	����!	���	������	

���	 ����$�����	 �!�!�	 �	 ��&������	 F����G	 �����	 ����������	���	 ����	 ��	 ���	 � ��������!	 ���	

������	 �����	 ��������	 ��	 �	 �������	 ��������&�����	 �������	 �����	 ���!	 K����	 ���	 �����	 ��	

��������	���	���	��	��������	�	��	����	��������	��	����	��	�	��	����	����	�	�������	���	
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������!	 ����	 ���������	 ���	 ����	 ����	 ���������	 ���	 ����	 ������#&���	 ��������!	 ����	 ���	

����	����	�#	����������	��	����	���	��	�������	��������	��	��	������	���	���������	��	

����	 ��	 ��	��������	 ��	 ��	 �������	 ������#	 �	 �	 ������	 �������	 ��	 6;	��!	 ���	 �������	

(a) 40 mm (b) 50 mm 

(c) 60 mm (d) 70 mm 

(e) 80 mm (f) 90 mm 

|U| [m/s] |U| [m/s] 

|U| [m/s] |U| [m/s] 

|U| [m/s] |U| [m/s] 

impeller 
rotation 



7!�	������	 5<��

��������	��	��	���������	���	����	���������	��	��	������	������#	���������	���	��	�����	

������	 ���	 ��	 ����	 ������	 ��	 2�����	 7!�>!	 ���	 �����	 ��������	 ��	 ���	 ��	 ����	 ���	

���������	 ���������	 ���	 ��	 �������	 �����	 ��	 �������	 ����	 ����	 ������!	 (�	 � ������	 ��	

��������	 ��	 �����������#	����	����������	 ���	 ��	 ��������	������#	��������	 �	 ��	 ������	

������#!	

	

�������	
�4��������������������������������������������������?�5
5)�����5����+�����������������������
�������+��0E���������������+�����E�������������������+��5E���������"
��

	

�������	
�,��6������������������������?�5
5)�����5����+������������������������+���"��������������������������
��������������������������������+���"�������������������������
�������������������"
�

��" ����B��������������������%��������

���	������	��������	����	����	����������	�2�����	7!�7�!	���	������	������	�������	���	�;	

��	����	��	����	��	��	�#���������	������	���	��	����	�����	���	���	�������	��	�����	��	

10 rpm 10 rpm (a) (b) 

hbed = 40 mm 

w
 / 

u
0 

w
 / 

u
0 

hbed = 100 mm 
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2�����	 7!�7�!	(	 �	 ������	 ����	 �����	 ��	 �;	���	 ��	 ������	���	 ���	����	 ������	�#	�;	���	

��������	 ��	 ��	 ����	 �����	 �����	 ��	2�����	 7!�7�!	����	 �������	 ��	 ���	 �	 ������	 ���$	 �������	

������#�	��	����	�	����	�����	����	�����	���	������	@&������	��������	������	����&	���	���&

������#	 ��������	 ��	 ����	 ��	 �����	 ��	 ���	 ��	 ��	 ����&������#	 ������	 ���	 � ����	 �	 ��	

�#���������	����	 ��	 ��	�� ��!	 �����	 ��	 �����	 �����	 ��	 ��������	 ����	 ��	 �����	 ��������#	

�����	�	�	������	�������	������#	��	��	��������	���!		

	

�������	
�	��6�������������������*5�-��/������������������+��������������������������������������"��5�������
��"�#5�����45����"
�

(	����	 �����	�� ���	 ��	 ���	 ����	 ���	 ��	 � ������	 �������	 ����	 ��	 ��������	 ����	 ��	����	

����	 �����	 ���	 �����	 ���	 � �����	 �	�� 	 �����!	 ���	 �����	 ���������	 ������	 ���&	 ���	

����&������#	 ������	 ��	 ������	�#	 ��	 ����	 ��	 ��	 ��	 ����	��	�������	R	5;	��	 ��	�����	 ���	

����	����������	���	��������	����	���	��	F�����#�G	��	��	�������	���!	(	���	�������	��	

��������	 ������#	 ����	 �������	 ��	 �����	 ��������!	 ���	 @&������	 ��������	 ��	 ���	 �	 ��	

�����	��	 ��	�����	 ��	 ��	�������	���!	�����	 ��	 ��	 ������	����	��	����	��	 ��	�� ��	 �	�	

������	�������	��	����� �����#	�;	���	��������	���	�������	����	��	����	����	��	��	�����	

���	 ����	 �	 ����!	����	 ����	 �����	 ��	 � ������	��	 ����&������#	 ������	 ��	 ��	 ���	 ��	 ��	

�� ��!	I���	��	����	��	��	�#�������	��������	����	����	�	�������	����	�������	��	� ������	

��	��	����&������#	������	�	���	�������!	����	�������	����	��	������	�#	��������	��	����	

�������#	������	�	��	����	�#	��	�����!		

(a) hstirrer = 10 mm hstirrer = 20 mm (b) 

|U| [m/s] 

impeller 
rotation |U| [m/s] 

V-shaped interfaces 
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8.4.2 The Flow over a Single Bladec 

���	����	����	�	������	�����	���	������	�����	��	��&�����������	�����	�#���	���������	��	


�����	7!6!6����!	-������	 ���	 �#���	 ��	�����	��	�	������	�� 	���	�	 �����	 ������	�	 ����	

�����������	���	�����������	�����	���	�	��	�$��	���	������!	�����	�	���&��������	����	

�����	������	�	������#�	������	�����������	�����	��	��	�� 	���	����	���	���&����������	

���	������!	2��	� ������	���	��	� �������	�����	��	2�����	7!��	��	����	5;;	������	������	

�	 ���	����	������	�!>	���	5!�	 A�B	����	 ������	��	� �������!	2�����	7!���	�����	�	 ���	

�����	��	 ���	 �����	 ��8�����	���	2�����	7!���	 ��	�������������	�� 	������#	�������!	���	

�� 	������#	������	���	�����	��8�����	���	����	;!��:	�D�!	�����	����	�	����	�����������	

�������	������ �����#	;!�:	���	��	������#	��	�����#	������!	(	�����	 ��������	��	��������	

����	5!�	�	����	2�����	7!�����	�����	��	�������#	���	�	��	������	���������	��	��	�����������	

�������	�#���	����	��	�� 	�����	������	��	�����	��	��	� ���������	����	����	2�����	

7!��!	����	 ���������	 �����	 ��	 ��	 ��������	 ���	 ����	 �������	 ��	 �������	 ������	 �	 ��	,
	

�����	���	��	����	����!	"�������	 ��	����	 �����	��8�����	��	5;;	 ������	���	������	 �	

��������	�	������������	���&��������	����	�����!	

 

�������	
�!����"�0���������������"������������=��������������������������������=���������
�

�" �����0������'�������������

= ��������	���	��������	�����	������	����	����	���������!	���	�������������	�����	���	

��	$����	�	��	���	��	��	���	�������	���������	��	��������	��	������	��	�	��������	

����+�<	

																																																	

�	���	� ��������	����	���������	���	���&���������	������	��	,������	�����	��	,�����	-�����!�6	

(a) 

y 

x 

vbox  

1.7 2.1 

Δt       = 0.4 s     

(= 200 

images) 

(b) 

blade (stagnant) 

particle bed 

moving box 
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ρ

γ

P

d
I p⋅

=

�
!	 �	7!�	�	

"����	 γ� 	 ��	 ��	 �����	 ����	 ��	 ��	 ��	 �������	 ��������	 4	 ��	 �	 ������������	 ������	 �����	 ���	

���������	 ���	 ρ	 ��	 ��	 ���$	 �����#!	 ���	 �������������	 ��������	 1	 ���������	 ��	 �������	

���������	��	������	�	��	������	�����	��	��	�������	���!	2��	�������	����	�������	������	

��	������������	������	�����	���	��	����� �����	�#+�<	

hgP ⋅⋅= ρ �	 �	7!:	�	

���	��	�����	���	���	��	����� �����	���+�<				

hV=γ� !	 �	7!<	�	

"����	 �	 ���	@	 ���	 �	 ������������	���	�����	 ���	���	������#�	 ����������#!	 1�������	 ����	

����� �������	���	��	���������	��	��	�������������	�����	���	#�����+	

3hg

dV
I p

⋅

⋅

= !	 �	7!>	�	

	

�������	
#5��0����������������������������������������
**"
�

1�	��	��������	1	��	�����	�;&5�	��	8����&����	������	������	��	��������	�������	����������	

��	�������	��	��	������	������	���	��	�����	�������	������	���	����	�������!�<	1�	��	�����	

�������	 �������	 ��	 ��������	 �������	 ����������	 ��	 ��	 ���$	 �����	 �������	 ��	 ��	

�������������	�����	 ���!	(	������	���	���	��������	 �����	���	����	���������	�#	������	�	
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��!��	 1�	 ���	 ������	����	 �	 �������	 �������������	���������	 �!�!�	 gd p⋅=
∗

γγ ��0 �	 ��	 ����	 �	

�������	 ��	 8����&����	 ������	 ����	 ��	 F����������G	 ����	 ������	 ����	 2�����	 7!5;�!	 ���	

����	������	�����������	�	��	�����	 �������	 ������	��������	�#	��	/,�	3���	�����!�<	

���	����������	������	 ��	 ����	 �������	 �����	 ��	2�����	7!5;	���	 ��	��������	�#	 ��	

/,�	 3���	 ������<	 ���	 �������	 ��������	 ���	 �	 ������#	 ��������	 ����������!	 (����	 ��	

�������	 �������	 �#	 ������	 �	 ��!��	 ����	 ����	 ���������	 ���	 ��������	 �����	 ��	 ��	 
����	

������#!	 ���	 �������������	 �����	 ���	 ���������	 ���	 =8�!	 7!>	 ��	 ��	 �������	 �����	 ���	 ��	

�������	 ���	 ���	 ������#	 �������	 ��	 ��	 ���	 �����!	 2��	 ��	 ����	 ����	 �	 ������	 ��	

������������	���	�����	���	����	�$��	��	��	����������	���	�����	����	���	���#	����	��	

�����!	���	������������	������#	��	������	��	��	�� 	�����	��� !	

��" ����B������������� ����������

���	�����	��	��������	�� 	����������	�������	��������	 ���	���	�������	 �!�!�	�������������	

�����	�����	���	����	����������!	2�����	7!5�	�����	��	���&��������	������#	������	���	����	

� ��������!	 1�	 ����	 ����	 ��	 ������#	 �����	 ��	 �������	 �	 ��	 ������	 �!�!�	 ��	 ���������	 ���	

�����	��	�	�����&�� ��	���������	�#���!	1�	���	��	����	� ��������	�	������������	������	�	

��	 ��	 ��	 ��	 ��������	 ���	 ���	 ����	 ��������!	����	 ������	 ��	 ������	���	 ������	 �	 ��	

�����	���	��������	��������	������	��	�������	���	�������	���	����	���������	�	��	�������	

��	��	�������	���!		

(�	 ���	 ��	 ����	 ����	 2�����	 7!5��	 ���	 ��	 ��	 �� 	 ������#	 ���	 ���#	 �	 �����	 �����	 ��	 ��	

8��������	�������	��	��	��������	����	��	��	�����	�������	������	��!�!�	1	H	�;&5�!	1�	����	��	

��������	�!�!�		2�����	7!5��	���	��	��	��������	����	�	��������#	���	������	������	������	��!�!�	

��	������	��	��	�����	����	������	��	��	������	���	2�����	7!��	���	��	�����	������	��	

����	 ������	 ��	 ������#	 �������!	 4�������	 ������#	 ���������	 ��	 ��	 ����	 ����	 ������	 ����	 ��	

�����	��!	%���	��	��������	��	��	��������	��	��	������	������	��	��	��������	�����	��#	

��#	����	����	������	��	�� 	���������	 �!�!�	��#	����	�	�������	 &������#	��	�	�����&�� ��	

���������	�#���	��	�����	��	2�����	7!5�!	

)������	 ����	 �������	 ���	 ��������	 ��	 ��	 8����&����	 ����	 ������	 ����	 2�����	 7!5��	 ���	 ��!	

I���	 ���	 ����	 � ��������	 ��	 ����	 ����	 �	 �������	 ������	 ��	 ����	 ��	 �	 ������#	 ������	 ���	

�����	�	� �����	�	�����	�����	��	��	�������������	�����	���	1!	���	������	���	��	��	����	

������	 ���	 ��	 ������#	 ��������!	 "�������	 ��	 ����	 ����	 ������	 ���������'��	 �#	 �	 ����	

������#	��	������#	�������!	���	������������	������	��	�������	��������	���#	���$�#	���������	
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���	����	��������	 ��	�����������#	�������	��	 ��	��������	 ��	2�����	7!5��	���	�!	(����	 ��	

�� ����	 ������#	 ��	 �����������#	 �����	 ��	 ��	 2�����	 7!5��	 ���	 ��	 ������	 ��	 ����	 �� 	

���������	����	����	����	����	��	�����������	��	��	�����	�����!		

	

�������	
#���6�������������������������������
���"�������"��������������������������*�-��/������������+�
�������������'F5*G*2H���������������������*5���
���"�������"���������������������������
4,2����������

�����+��������������'F5*G*2H���������������������25���
�

���" ����B������������� ���D������

-#	��������	��	���	�����	�	�	������	�����	������#�	��	�������	�	����������	������	��	

��	����	����	������	����	��	���	�����	� �����	7;	��	�2�����	7!55�!	(	���	����	����	��	

������#	�	��	��	��	��	�������	���	����	����!	���	������#	�	��	��	��	��	�������	���	��	

����	�������	���	 ��	 ������'��	����&������#	 ������	����	 ��	�����	�����	 ��	��������!	���	

������	������	��	�����	��������#	����	��	��������	��������	��	��	���	�����	����	�����	���	

�������	���	�����!	2����������	��	������������	������	��	��	������	������	����	����	H	<;	

��!		

|U
| [

m
/s

] 

vbox = 0.14 m/s 
I = 0.022 

vbox = 0.22 m/s 
I = 0.035 

 

vbox = 0.14 m/s 
I = 0.0072 

vbox = 0.22 m/s 
I = 0.011 

|U
| [

m
/s

] 
|U

| [
m

/s
] 

|U
| [

m
/s

] 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

recirculation 
region 
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2�������	��	��	�������������	�����	����	�	��	�����	��	��	��������	��	��	����	����	������	

��������	��	2�����	7!55��	������	�	1	E	;!;;<5!	"�������	���	��������	��	��������#	��	������	

�	�������	��	��������	�����!	(����	��	����	��	��	�����	�����	���	��	���	�����	���	��	

���������	��������	2�����	7!5��	���	2�����	7!55�	���	��������	������	���	1	��	��������	����	

��������!	

	

�������	
##��1�������������������������������������������������������������������"�*5���+���"�45���+���"�
	5���+���"��#5�����*���������������"
�

��" ����B������������� �����%��������

%����	 ��	���	�����	 ��	$��	�������	 ��	�����	�������	���	������	 ��	 ��	#&��������!	9��	

������	������#	������	��	��	�������	���	�����	��	�����	�����	��	��	���������#	����������	

����	2�����	7!56�	���	��!	"�����	��	��������	���	������	H	;	����������	�	��������	���	�	

���	�����	�8���	�	����	&	������!	����	��	��������	�#	�	����������	��	2�����	7!56�	���	2�����	

7!55�	�����	����	�������	�������������	�����	����	���	����	�������	��!�!�	�	������������	'���	

hbed = 40 mm 
vbox = 0.14 m/s 

I = 0.022 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

hbed = 60 mm 
vbox = 0.14 m/s 

I = 0.012 

hbed = 80 mm 
vbox = 0.11 m/s 

I = 0.0062 

hbed = 120 mm 
vbox = 0.065 m/s 

I = 0.0020 
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] 
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��	����	��	��	������	�	����	����������	����	����	�������	��	����	��	�	������	��������#	����	

��	��������	�����	 ��	�����	�����	 ���!	�����	 ��	�����	�������	 ���������#	 ����	��	���#	 �	

�����	��	���#	��	���	�����	�������	�	��	�����!	

	

�������	
#)��1�����������������������������������������������������������������������"����"�5���+���"�#5�
��+���"�*5�����*���������������+������?��#5���"
�

�" ����B������������� �����F�����

������	���	��������	�����	������	���	������#��	 ��	2�����	7!5�!	I�	����������	�������	��	��	

����	�������	����	��������!	3��	��������	��	������������	������	��	����	��	��	�����	��	

��	��������	���	�	�����	�����	��	�:S	����	��	���	��#��	��	��	��	��	�������	���		��	���	�	

������	 ������#�!	 ����	 ������������	 ������	 ��	 ����	 ���������	 ��	 ��	 ����	 ��	α	 R	 �;S�	 �	 ����	

�����	����	��	������	������#	��	��	����	����	������	���	����	��������!	�����	�	���	�����	

����	�������	�����	��	�������	��	��	���$	�����	��������	�	��	����	�����	������!	

���	'���	��	��	������#	��	��	�����	���	� �����#	���	�������	���������	����	�������	��	��	

�����	�����!	%����	���	'���	��	��	����	��	��	�����	���	α	R	�:S	���	α	R	�;S�	�	��	������	�	

��	����&�����	������	���	��	����	��	α	R	�6:S!		

(a) 

hblade = 0 mm 
vbox = 0.065 m/s 

I = 0.002 

(b) 

hblade = 20 mm 
vbox = 0.07 m/s 

I = 0.0028 

(c) 

hblade = 40 mm 
vbox = 0.09 m/s 

I = 0.0051 
|U
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] 

|U
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m
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] 
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| [
m

/s
] 
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�������	
#*��1�������������������������������������������������������������������αααα����"��)2H+���"�!5H+���"�
*2H�����=�?�5
���@�+��
4,2���������������+������?�25���"
�

��" ����B�������������%���������A��

	

�������	
#2��6����������������������������������������A���������"�*���+�������"��
4,2��������=�?�5
�2��@�+�
�����?�25���"
�

dp = 4 mm 
I = 0.017 

(a) 

(b) 

|U
| [

m
/s

] 
|U

| [
m

/s
] 

dp = 1.675 mm 
I = 0.0072 

(a) αααα = 135° 
I = 0.0048 

|U
| [

m
/s

] 

(b) αααα = 90° 
I = 0.0048 

(c) αααα = 45° 
I = 0.0048 

|U
| [

m
/s

] 
|U

| [
m

/s
] 

recirculation 
region 

recirculation 
region 



5>;	 	 7!	1����������	��	/�������	2���	���	3� ���	

= ��������	 ���	 ��������	 ��������	 ��'��	 ���	 ��	 ����	 ����������	 �����������	 ��	 ��	 ���&

��������	����	�����	 ����	2�����	7!5:�!	���	������������	'���	 ��	��	���������	 ��	���	������	

���	 ����	 ��	 ����	 ����	 �������	 ��	����	 ��	 ��	 ������	 ����	 ��	 ������	 ����	 �������	 �������!	

�����	������	 ��	�������	��'�	 �������#	 ������	 ��	�������������	�����	����	��	�����	��	��	

����	�����	�����	��	��������!	= ��������	�����	;!:	��	��������	���	��	����	���������#	

������#	 ������!	 ����	 ���	 �������	 ��������	 ����	 ���$���	 �	 ��	 ����	 ����	 ������	 ��	

� ��������	����	�	����������	���������!		

8.4.3 Single-Blade Mixingd 

1�	 ��	 � ��������	 ��������	 ��	
�����	 7!�!5	 ��	 �����	���	 ��	 ��	 ����	 �����	 ������	 �	

������	�����!	9�	������	 ���������	 ������������	 ��	 ��	�� ���	 �������	�#	 ���	�������	�����!	

3��	��������	��	�����	��	��	�������	��'��	��	����	��	��	�����	�������	��	��	�� ���	���	

��	��	������!	
����8����#�	��	������	��	���������#	��	��	�� ���	�������	������	�������	

�����	 ��������!	 ����������	 ��	 ��&�����������	 � ���������	 ����	 ���������	 ��	 
�����	

7!6!6����	���	����!	,��	�	��	���	��	�	�����	�����	U	��	�;S	���	�����	��	�����	���	�����	

���	�	������	������#	��	;!�:	�D�	����������#	����	���	 �	����	��	����	�����	�	�� 	��	

�������	 ���!	 ���	 ���	 �����	 ���	 �8���	 �	 ��	 �����	 �����	 ���	���	 �8���	 �	 65	��!	 ���	

�������	����	����	��	�����	���	�������	���	�	������	�	��	��8�������	���	��	5�;	"'!	���	

����	 ������	 ���	 ����	 �	 ������	 ��	 �������	 ����������	 ��	 ��	 �������	 ���	 ���	 ��������	

����	�������	���	���	�����	��	���	���	������	��	�����	��	2�����	7!5<��!			

�" F��������

1�	����	����	� ��������	����	����	��������	�����	��	���������#&��'��	��������	���	���	

�����	 �����	�������!	2��	 ��	 �����������	��	 ��	 ���������	��	 ��������	 ������	 ��	 �����	

���	 �	 ��8���	 ��������	 �	 @��N	 ��������	 ����	 ���	 �����	 �	 ;!>:&�	 ��	 ��������	 ��	 ���	

� �������!			

%���	��	�� 	���	������	��	��������	����	����	��	�����	���	�����	�����	���	�;S�	��	���	

����	 �������#!	(���	 ����	 ���	 ��	�������	���	���	 ��������	�����	�	������	 ������	���	 ��	

�����	������#	����������	���	���������!	
���	���	�$��	�	�����	��	�������	��	��	������	�#	

�����	�	�����	�	��	����	��	��	�� !	���	����������	��	��	��������	���	��������	����	��	

���	 �����	 ������ �����#	>;;	���	 �	�����	 ��	����	�������	����������	
	����	 ��	���	

																																																	

�	= ��������	����	���������	���	���&���������	�#	"����	"�������	������	���	-�������	�����!�:	
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�����!	 2��	 ����#'���	 ��	 ����	 �	 3����V	 �������	 ���	 ����	 ��	 ������	 ��	 ������	

����������	��	��	���������#&�������	��������!		

(���	��	�������	����������	���	����������	��	����������	���	����	�	��	�	������	�����	

���	 ��������	�� ���!	 ����������	 �	 �����	 ������	 ��	�� ���	 ��	 �	 ��������	 ����	 ��	 �	 �����#	

���������	�������	���	����	������	��������	����������	����	�$��	�#	?�	���	"������<	Q�$	���	

)�������>	��	����	��	�����	�	��!�7�!	(�	���������#	�������	�����	��	��	���	��������	�#	?�	

���	"������<	�����	��������#	������	��	��	����������	��	� ���������	���	���	��	����#����	

�������	 ���	 �	 ���������	 �������!	 ����	 ����	 ��	 ����	 �$��	 ��	 ���	 ���$�	 ���	 ��	 �����	 ��	

���������	�������	�#+	
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�
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∂
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′∂
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y

C
D
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C !	 �	7!7	�	

%����	 W	 ��	 ��	 ������	 ��	 �����	 ��������	 ��	 �������	 ������	 ��	 ���	 ��	 ���������	 ��	 �	

�������������	����	�!�!�	��	���	�������	�#	�	������������	���	���	��	�����	���������	#W	��	�	

�������������	���������	��!�!�	��	#&�������	����	�������������	���	��	���	������	���	,	

��	 �	 �������������	 ���������	 ����������!	 1�	 ���	 � ��������	 ��	 ���	 �����	 ����	 ���	 �����	

�����	���	��	����	��������	��	�� ���	��	�������	�������	���!	"�����	��	�����	������	

�� ��	 ������	 ���	
	 �	 ��	 ����	 ���	 ��	 ��	 ��	 ���!	 1������	��	 �������	 �	 '���&�������	

�������#	���������	�������������	�	��	���	��	��������	�����	� �	��	���	�	��	����	

���	��	��	��	���+	

0
10

=

′∂

∂
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′∂

∂

=′=′ yy
y

C

y

C
.	 �	7!�	�	

(	���������	��������	���	�	��	����	�	��������	��	�������&�������	��������	
�#W��!	����	���	

����	����	�#	�����	 ��	 �������	pdepe	 ��	3����V!��	 1�	����	���	 �� ��	 ��	�������������	

���	 W�	 ��	���������	����������	,	���	��	��J����	 �	����	 ��	� ���������	 ������	 ���	
	

���	��	�����	����������!		

��" 1������&%��������%��������

���	���������	�������&�������	��������	���	����	�	������'�	��	�8�����	�����������	������	

���	���	��	� ���������	������	���	���	�����	��	2�����	7!5<!	
�����#�	��	������ 	�����	��	

��	 � ����������#	 ��������	 �������&�������	 ��������	 ����	 2�����	 7!5<�	 ���	 ��	 �����	 ��	

�������#	 ����	 ���	 �	 ������	������	��	�����	��������!	����	 ��	 ���������#	 ���	 ���	 ��	 �������	



5>5	 	 7!	1����������	��	/�������	2���	���	3� ���	

����	��	�����	����	���	��	��	��	��	�������	���	���	�����	���	����&����	�������	�!�!�	��������	

����	��	����	��	��	�� 	����	������	�	��	��	����	��	�����	���	����	��	�������	����	

�����	 �	 ��	 ���	 ���	 ����	 ��	 ��	 �� �!	 ����	 ���������	 �����	 ����	 ��	 ����&�����	 ��	 ���	

����������	���	��	�����	��!�!�	�	���	�����	�����!	2��	���	� ��������	��	�������������	�����	

���	 ��	 1	R	 ;!;6�	 ��������	 ��������	 ����	 ��	 ��	 �����	 �������	 ������!	 ���	 ���������	�����	

���������#	����	�������	 ��	�������&�������	�������	����	 ��	�����	��	 ��	���	 ��!�!�	������	

����� �����#	#W	R	;!5	�	#W	R	;!7�!	

	

�������	
#4����������������&����������������������=���������#�����+�*���������������"������������������"+�
������	��"+��*���"�����#5���"�����������������>�?�5
5)*"
��

���	�������&�������	��������	 ��	2�����	7!5>	���	2�����	7!57	 ����	�����������#	 ����	 ����&����	

������!	 1�	 ����	 � ��������	 ��	 �������������	 �����	 ���	 �������	 ����	 ��	 ��	 8����&����	

������!	=��������#	��	2�����	7!5>	��	��	��	��	�����	�	��	� ���������	������	��	� �������	

����	����	5:	�����	��������!	1�	����	��	��	��	��������	��!�!�	��	2�����	7!57��	�	�����	��	��	

���������	�����	����	��	���#	����	������	��	�� ���	��	��	�������	���	���	���	��������	���	

8���$�#	 ���������	 ���������!	 )����	 ��	 ������	 ��	 ���	 ���	����	 ��������	 ��	 ��	 ���	 ��	

�������	����	��	����	������	��	������	���	��	#&� ��	 ��	2�����	7!57	������	��	������!	

"�������	���	����	��	����	�	��	��	����	���	��	��	���������	�����	�	�����	�������	��	���	

��������	��	��������!	����	���	��#	��	� �������	�#	�	�����������	�������	��	���	��!�!�	���	

��������	 �	 ��	 ����	 ����!	 ���	 �����	 ���	 ���	 �����	 ��	 ��������	 �	 ��	 ���������	 ��	 ���	

y’
 

y’
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�����	 ��	 ���	 �	 ��������	 ������	 ������	 ��	 ����	 ����	 ���	 ��	 ��������	 ��	 ������	 �	

��������#	�����	��	��	�������	���	��!�!�	�	����������	����	����	��	��	�	��	�����!		

	

�������	
#,����������������&����������������������=���������)�����+�5
,2&����������������"����������������
��"+�������	���"+��*���"�����#2���"�����������������>�?�5
55,)"
��

	

�������	
#	����������������&����������������������=���������*����6��7������+�5
,2&����������������"��
����������������"+�������2���"+��5���"������2���"�����������������>�?�5
55,)"
�
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"�������	 ��	 ��������#	 �����	 �� ���	 ��������	 2�����	 7!5>�	 ���	 2�����	 7!57�	 ��	 ����	

�������	 ���	 ��#	 ���	��	 ��������	 ����	 �	 �������	������	 ��	 �����	 ���������	 ��	 ����	 ��	��	

��������	��	������#	�������!	����	��#	��	� �������	�#	���	�	��������#	�����	��	��	�������	���	

��	 ��	 ��	 ������	 ��	 ��	 ��#	 ����	 ���	 ����	 ��	 ��������	 ��	 �����������	 ��	 ���	 ����	

���������#	���������	����	��	�����	��	��	�������	���!	

���" '���������1���������������<�������� �����%��������

1�	2�����	7!5�	��	������	���	��	��������	���������	����������	�	��	� �������	5	���	6	���	

�����	������	��	������	��	����!	���	��������	���	��	����	� �������	��	����� �����	�#	

�	����	����	�����	��	��	� ��������	�8�����!	1	��	�������	��	��	���������	����������	�	��	

������	 ���	 ������	 ���������	 ��	 ��	 �����	 ��	 ��	 ����	 ����	 ��	 �������	 ���	 ��	 �����	 ��	 ��	

�������	�������W�	����	����!	���	���������	����������	���	��	�����	��!�!�	�	���	��������	���	��	

���������	����	���	��	� ��������	�������	���������	��	�	�X	�����	������	���	;!76��	�������	

��	 ������	 ���	 ��	 ������	 ��������	 ����	 �	 ������	 ��������	 ������	 ��	 ����	 ����	 ��!�!�	

����� �����#	;!66�!	���	�����	��	��	�����	���	��	���������	����������	���	�	��	��������	��	

����	�6!�;&�	�	��!�;&��	�������	�	������	������	�!5:!�;&�	���	:�!�;&�	���	��	�����	�����	�����!	

���	�����	��������	�����	���	��	���������	����������	��	��	�����	��������	��	��������	����	

���	�����	��	��������	������	���	��	�������	�����	��	��	�������	��������!		

y = 1,74E-04e1,58E-01x

R2 = 8,31E-01

y = 5,33E-03e3,98E-02x

R2 = 3,29E-01
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1�	2�����	7!6;	��	���������	����������	��	��#	��������	 ��!�!�	� �������	6�	 ��	��������	���	

��	 ���������	 ����������	 ��	 ��	 ��������	 ���	 ��	 ����	 �������	 ��!�!�	 � �������	 ��!	 ���	
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�������	�����	��	��	���������	����������	,	��	� �������	�	��	:!�!�;&��	��	�� ����	�����	

��	6<>!�;&�!	���	�����	��	��	����	����	��	��	��	� �������	��	����	������	�����	�����	��	

����	 ���������	 ��	 ��	 ��������	 ������#	 ���������	 ������	 ��	 �� ���	 �������!	 �����	 �� ���	

�����	�	��	������#	����������	���	��	��������!	1�	�������	��	���������	����������	��	��#	

��������	���������	���#	��������#!	����	��	�������	��	��	�������	�����	��	�������	����	��	��	

��������	�#	��	�����	��	����������	�������	��	�#	��	�����	��	�����	������	��	����	��	

�	 �����	��	 ��	��������	 ������!	����	 �����	���	����	��������	�#	�������	 �������������6	���	

������	��	��������	 ����!	�����	��	��������	 ��	��	�����������	������	�������	��	 ������	

��������	��	�������	����	�����#�	�	���	��	���	��	����	����	��	2�����	7!5�!	

y = 1,74E-04e1,58E-01x

R2 = 8,31E-01

y = 3,24E-04e2,88E-01x

R2 = 7,68E-01
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8.5 Summary and Conclusions 

%�	 ����	 ���������	����	 �������	 � ��������	 ��	 ��������	 ����	 ���	�� ���	 �����	 ���������	

�����	�����!	���	����	���	�	�������	���������	���	���	����������	��	��������	�����	��	����	

���	 #������#	 �����	 ��	����&��������	 ���������	 ��������	���	 �������	����������	 ���������	

��!�!�	 ��	 �������	 ����������	 ���	 ��	 ����������	 ��	 ���������!	 "�����	 ��	 ��������	 ����	

���������'��	 ���	 ������	 �	 ����	 ����������	 ���������!	 ����	 ���������'����	 ���	 ����	

���������	 ���	 ��	 �����	 �����	 ��!�!�	 �	 ��������	 ��������	 ���	 ��	 ���������	 �����	 �	 ������	

��������!	���	��	�����	�����	����	������	�!�!�	��	�������#	���	��	������	����	���!	���	

������	��������	����	������	�����������	��	��	�������	��'�!	����	���	��������#	���	�	��	

����$���	��	��������	������	��	��������	��	��	������	��������	���	��	������	�������	��	
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� �������	 �����#	 ���$�	 �#	 ��	 �������	 ���!	 
�����	 ��	 ��������	 ����	 ���	 �	 �	 ��������	

������	 ��	 ��	 �������#	 ��	 ��	 �������	 ���!	 2��	 ��	 �����	 ���������	 ��	 ����������	 �����#	

���$�	���	����������	��	�����	��	��	��������	���	���	��������!		

/�������	�������	�����	���������#	��41@�	���	����	�	�������	��	�����������	����	�����	

��	�	������	�� ���	��	����	��	 ��	�	��&�����������	������	�����	�#���!	���	���������	������	

����	��������+	

• ���	�������	��'�	������	�	����������	�����	��	��	��������	�����������	����	�����	

��	 ��	������	�� ��!	 1	 ��	 ���������	 ��	 ���	 ��	���	 �	 ���	 ��	 ��������#	 �����	����	 ��	

����	��	�����	��������	�������	�	������	�����	��	����������	��������	�	��	�������	��	

��	�������	����	���	����	�	����$���	�����!	���	����	�����	�����	�	�	������#	��������	

������	 ��	 ��	 ��������������	 ������#	 ����������	 ��	 ��	 ����	 �����������	 ���	

������	��������!		

• %���	 �������	 ��	 �����	 �	 ��	 �����	 ������	 �����������	 ����!	 ����	 �����	 �	 �	

����������	������	��	��	����	�����	�	��	��	��	��	�������	���!	�����	��	������#	�	

��	��	�������	���������	���	��	������#	����������	��	��������������	��������	���	

����	�����������!		

• 
�������	��	����	 �����	���	�	��������	��	����	�������	�����!	(	�;;N	�����������	��	

��	 �� ��	 ��!�!�	 �	 �������	 ���	 ������	 �����	 �	 �	 ����	 ���	 <;N	 �������	 ����	

��������	 ������#	 ���	 �	 ����	 ���	 7;N	 �������	 ������#	 ���������	 ��	 ��������	

��������!	 ����	 ��	 � �����	 �	 �����	 �	 �������	 ��������	 ��	 ��	�� ���	 ���	 ��	 ��	

�� ��	�����	����	��������	��	����	������#	��������	��	���	���$!		

• 1�	�������	 ������	��	������	��!�!�	�	���������	��������	��	��	��������	������	�#	��	

�������	 ����	 �����	 �	 ������	 �������	 ����������	 ���	 �	 ������������	 @&�������	 ����	

�������	��������	������	����&	���	���&������#	�������!	1	���	��	� ������	��	���	

�������	�����	�	��	��������	�� ���	�����������!	

���	 ������	 �����	 � ��������	 ����	 ���������	 ��	 ��	 8����&����	 ���	 ��	 ��	 �����	 �������	

������	 ��	 ��������	 ����!	 ����&��������	 ���	 ��	 ��	 ������#	 ������	 ����	 ����#'��	 ���	

�����������	������	����	����	������	����	8���������#	���������!	%�	��������	��+	

• -�����	 ��	�������������	 �����	 ���	 1�	 ����	 ��	 �������	�����	�����	���	 �	 ����������	

�����	��	��	����	�����!		
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• 1���������	��	���	�����	��!�!�	�����������	��	�� ���	�#	����	���	��	����	��	�����	

������	�����	�	�	����������	������	��	��	����	�������	���	��	�������	��������	��	

��	���������	��	��	��	��	�������	���!	���	������������	'���	���	���������	���	��	

������#	����������	��	����	������'��	��������	�	��	����	���	�	�����	�������	�����!		

• ���	�������	������	��	�����	���	��	����	��	��	��������	���	��	�����������#	

���������	 ��������	 ����!	����	 ��	 �������	 ��	�������	���	�����	 ��	�����	���	�����#	

���������	�#	��	�����	�����!		

• (	������	 ��	 ��	�����	 �����	���	��	 �����������#	 �����	 ��	 ����!	"�������	 �	 �	 �;S	

�����	�����	��	�������	���������	��	��	��	��	�������	���	����	������#	������	���	�	

������������	'���	��	����	��	��	�����	���	������#	�������!	����	����	�������	�� ����	

�!�!�	�	�����	�����	��	�;S	�����	�	��	������	���	��������	�� ���!	

• ���	�������	��'�	����	���	��	����	�	����������	�����	��	��	���&��������	����	�����	

�	 ��	 ��������	���	������	�����	�����	 ���	�����	������#!	,�����	 ��	�������������	

�����	���	1	�������#	�������	��	��	�������	��'��	��	� ��������	���	��������	�������	

��'��	��!�!�	��������	������	���	1�	����	�����#	��������	������!	"�����	��	��������	��	

������	 1	 ���	 ��	 �������	 �����	 ������	 ����	 �	 �������������	 ��������	 ���������	 ��	

�������	��'�	���������	��	����	��	��������	����	�	������	�����!	

2�����#�	��	���������	�� ���	� ��������	��	��	������	�����	�#���	�	����	��	�����	��	��	

�������	 ��'�	 ���	 ��������	 ��	 ��	 ���	 ��	 �� ���!	 ����	 ���	 ���	 8��������	 �����	 �	 ������	

���������	������	�!�!�	�	����	���������	����������	���	����	� �����	����	��	� ���������	���!	

%�	�����	��+	

• ���	���������	�����	 ���	 ���	 � ���������	 ���	 ���	 ��	�������	����������	����	 ��	

�����	 ��	 ��	 �������	 ���	 ���������#	����!	"�������	 ��	 ���������	 ����������	 ��	 ��	

������	 ����	 ���	 ��!�!�	 ��	 ������	 ��	 �����	 ���������	 ���	 �����	 ��	 � ��������	

��������!	����	��#	�������	��	��	���������	����������	��	��	������	����	��	���	

�����	 ���	 ���	 �������	 ��	 ���	 ���$�	 ���	 �����	��#	 ���������	 ��	�� ���	 �������	

����	��������	����	���	����	�������!		

• ���	�������	����������	�������	���	����	���	����� �����#	��	�����	��������	�����	

����������	�����������	��	���	��	��������	�#	��	���������	�����!	����	���	���	

���	���	� ��������	���	��#	������	��	�� ���	����	�	��	�������	�����	�����	��	

��	��������	���	���	� ��������!	
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• )�����	 ��#	 �����	 �����	 ����	 ���	 ��������	 �	 �� !	 ����	 ��#	 ��	 � �������	 �#	 ��	

��������	����	�������	��	����	������	���	�	��	��������	�������	��'��	��!�!�	�����	

�������	���	8����&����	���	��	�����	���	�����	�����	������!	

• 	(	��	�������	���	�� ��	�����	���	��	��������	��	�����	������!	����	������	������	

�� 	������	��	��	����	��	��#	������	��$�	������	��������!	�����	��	��	�������	����	��	

��	��������	�#	 ��	�����	��	 ������	��������	 ��	�#	 ��	�����	��	 �����������	

���	��	�� ���	��������	�������	�����������#	����	��	��������	��	��#	��������!		

%����	��	����	������	 �	 �������	���	� ���������	���	���	�������������	����������	

����	��	����	�	����������	���$	��	������������	��	�����	���������	���������	��	�������	����	

��	������	�� ���!	����	����	�����	�����������#	����	������ 	���	����	��������	�����	��!�!�	

��	�������	�#	��	/,�	3���	������<�	���	�����	�	�����	���������	������������	���	����	

������#	 ��������!	
�����#�	 �����������#	����	 � ��������	���	��	����������	 ���������#	 ��	 �	

������	 �����	 �#���	 �	 ����#	 ���������'�	 ��	 ����������������	 ������	 ��	 �������������	

�����	 ����	 ��	 �������	�����	�����	���	 ��	�������	�������!	��	���������	 ���������&�����	

�� ����	 �	 ����	 ��	 ��������#	 �	 �������	�������	 ������	 ��	 ��	 ��&�����������	 � ��������!	

����	 ��	 �������	 ��	 �����&�&�����	 �������	 ��	 ���������	 �����������	 ��	 ����	 ��	 �����	 �	

������	��	����	��	��	���������	������	��	����������	������!	

)����������	 ������	 ��	 � ��������	 ��	 ��	 ������	 �� ��	 ���	 ��	 ��&�����������	 �#���	

�����	��	�����!	�����	 ��	���	� ��������	��	���	�����	���	��	���	����������	�����	

���	 ���	 �	 �	 �������	 ��������	 ��	 ��	 ������#	 �	 ��	 ��	 ��	 ��	 �������	 ���!	"�������	 ��	

����$���	�����	��	�����	��������	��	��	������	��	��	��&�����������	�#����	���	������	��	

�����	 ��	 ����	 ����������	 �����������	 ���	 �����	 ���	 �����	 ��������	 ����!	 "�������	 ����	

�����������	����	������#	�������	��	��	�����������	����	������	��������	��	��	������	�� ��!	

(����	��	���	��	�������	��&�����������	��������	����	� ��������	���������	��	����	��	

��������	��	��	��	������	�� ��!	����	���	�������	����	��������	����	��	���$#	���	������	

�	��	����	����	��	��	������	�����	�#���!	2����	������������	���	��������#	�	�������	���	

�������	���	�	�������	����������	��������	�������	�#	������	���	�������	������!			

8.6 Abbreviations 

-2=	 -����	2��������#	=����#		



,	 
�����	
������	,�����	
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9�	 
���������	��	��������		

,
	 ,����	
�����		

22�	 2��	2������	�������������	

�41@	 /�������	4������	1����	@��������#	

1(	 1����������	(���	

4=�4	 4������	=�������	4������	����$���	

41@	 4������	1����	@��������#	

433(	 4��#����#�&������#����	

�(3	 ������	(�����	3����#	

)=	 )�������	=����#	

)1	 )�����#	1��� 	

)I�	 )�����	�	I����	����	

P(/	 P����	(��������	/����			

8.7 Nomenclature 


	 �������	��	�������	��������	

,	 �������������	���������	����������	

������	 �����	�������	��	��	�#���������	������	A�B		

��	 �������	�������	A�B	

2I	 ������	�����	AIB	

�	 �����������	�����������	A�D�XB	

"�����	 �����	�����	��	��	�#���������	������	A�B	

�	 ������������	�����	A�B	

����	 ���	�����	A�B	

������	 �����	�����	A�B	

�������	 ������	�������	A�B	
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1	 �������������	�����	���	

4	 ������	�����	A4�B	

��������		 �������	�������	��������	A����B		

��	 ������	�������	A�B	

Δ	 ���	����������	A�B	

W	 �������������	���			

�	 ��8��	AI�B	

��� 	 �� ����	���������	AS
B	

����	 �������	���������	AS
B	

 �	#�	'	 �������	A�B	 	

Δ 	 �����������	A�B	

#W	 �������������	���	�����	���������	
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9.1 Conclusions 
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�����	 >	 ��	 ���	 �����!	 2����������	 ��	

����������	 ����	 ��������	 ����	������	 ���	 ��	 ��������	 �	 ��	 �����	��������	 F�������G	
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���������!	����	 ��	������#	���	 �	 ��	 �����	������	��	���������	 ��������	 ��!�!�	 ��	������	��	

��������	������	��	����������	��'��	������	��!�	������#	����	��	�����	�	F�����G	����������	��	

���$	�������	���	��	�������#	�	�������	��	����	�#���	������#	��	������	�������	��'�	���	�	��	

����	 ��	 ��	 ����������!	 
�����#�	 ������	 �������&�����	 ���������	 ����	 ���	 �����	 ��������	

�����	����	������	���������	��	��	���	�������	��	��������	�	��	��������!	= ���������	

��������	��	��������#	�	J����#	����������	�����	�	�����������#	�����	�����	��	��������	��!�!�	

�������	������	��	���������	��	��	�����#!	



�!�	
����������	 57>�

���	� ���������	�����8��	����	���	��������	������	 �!�!�	��������	�������	 �����	���������#�	

�����	������	����	��	����	�������&��'�	������!	(����	�	���	����������	��	�41@	��	����	�	

�������	������#	������	��	���������	���	�������	�����	�����	�����	��#	���	��	���������!	

"�������	 ����	 ���	 �����	 ���������	 �	 ��	 �����&�����	� ���������	 �����8��	����	 ��	 ���	

���$!	2��	� ������	�41@	�����	����������	������	��	�����������	���	��������	�����	

��	 ��������!	 ����	 ��	 ���	 �	 ��	 ����	 ��	 ��	 ��	 �41@	 �����	 ��	 ����������	 ��������	 ���	

���$���	��	�	������	�����	��	��	�������	��	��	��������	���	��	��������!	2��	�����	��������	

���	�	���&�������	�����	��	����	��������	��	��������	F�������G	������#	��#	��	��	� ���#	

��	 �����������	�����	��	 ��	��������	��	��#	����	 ������	 ����	 ����������	��	�������	

������!	 (����	 ����	 ��	 ��	 ���������#	 �	 �������	 ���������	 ������	 ��	 ��	 �������	 ���!	

2����������	�	������	����&�����������	������#	������	�����	��8����	�	������	��	��	�����	

����	��	����	��	����	�����������	�������	&	���	���	��	���������!	


������	 �	 �	 <	��	 ���	 �����	����	��������	 �	�������	 ��	�����	 ���	 �	 ��������	���������	

�����	 ���	 ��������	 ��������	 ��	�����#	 �����!	)���	�	�����	 ������	��	�����	��	�	�������&

�����	��!�!�	?����������	����������	��	��	�������	��	�����	�	�������	�������	����������	��	

��	�����	����	�������!	���	���	�����#	�	������	��	�����	���	�����	�	��	�	����	������	

������	 ��!�!�	 ��	 ����	������	 ���	 ��������	 ���	���	����	�������	 ����������	 ��!�!�	 ����	

,����	I��������	)����������!	)���	�	���������	�����	�����	���	��	������#	���#	������	���	

��������	 ������	 ��	 ������ 	 �������	 �#����!	 ���	 ��������	 ��	 ����	 ���$���	 ������	 �	

�������&�����	����������	#�����	��	� �����#	��������	 ���	 �	���#	��������	 ��	���������	

�������!	1	���	�����������	��	���&	�	����&�����	�8������	��!�!�	�	������	������	���	<;	

?	 �������	 ���	 ��	 ������	 ���	 ���	 ��������!	 "�������	 �������	 ����������	 ��	 ��	 ���	

������	��	��������	���������	�	����	���	��������	������	����#	�	�����#	�����!	���	���#	

��	 ���������&�����	 ��������	 ��	 �������#	 ��	 ���������	 ���	 ������&�����	 ����������	 ���	

��������	���������	������	����	�	��	����	��	�����!	

9.2 Outlook 

9.2.1 Simulation Tools 

1	���	��	� �����	��	�������&�����	���������	������	����	����	����������	����	������	

��������	�	�	��������	����������	��	��	���������	�����	��	���������	�#����!	4������&

�����	������	�������	�	����	����������	������	�������#	���	��	���������#	�	��	�������	

�	 ���������&�����	 ��������!	 ���	 ��J��	 ���������	 ����	 ��	 �	 � ���	 ��	 ������	 ������	 �	
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���������&�����	����������	��	�����	��������	���	����	��������	����	�	��	���������!	����	����	

��8����	 ��	��������	 ��	 �	 �������	 ���	 �	 �������	 �����	 ��	 �	 ������	 ?���������	 ��J��	 �	 ��	

��������!	����	��������	��	������#	��	���	����	�!�!�	����#	��������!	"�������	��	� ������	�	

�����	 ����������	 �#����	 �����	 �	 ��	 �����������!	 -������	 ����������	 ����	 ��������	 ��	 �	

�#����	 �	 ����	 ��	 ��������#	 �	 �������	 ��	 ����������	 ��	 �������&�������	 ����������	 ��!�!�	

��������#	��	���������	���8����#	���	��	���������	�����	�������!	)�������	����������	����	

����	 �	 ��	 �������	 � �����	 �	 �#����	 ���	 �����������	 ���	 ����$���	 ���	 ������#	

�����������	���	��	����������	�������	����!	

���	 ��������	 ��	 �	 �����������	 �������&�����	 ���������	 ���	 ���	 �	������	 ���	 ��������	

��������	����	 ��8����	��	���	��	�	��� ����	�������	�������!	���	 ������#	F9���29(3G	���	

������#	����	����	���	���	�����	���	K����������	��!�!�	��	�K	3\������	/�����#��	��	����	��	

��J��	���������	 �-()2	(/�	/�����#�	�����	 ��	 ��������	 ���	 ���	����&������	�������!	

3��&	 ���	 ����&���	 �����������	 ���	 ����	 �������	 ������	 ��������	 �	 ����������	

����������	 ��	 ���������	 ����	 ��	 ���	 ������	 ���	 ��	 ���������	 ��	 ���������	 ��	 ������ 	

���������	�#����!	

,����	 ���������	 ����������	 �,I)�	 ��	 ����	 ���	 ����	 �������	 ����	 ������	 �	 ���	 ���	

K����������	���	��������	 ���������!	���	�����	���������	����	��	 �	 �����	��	 �������	���	

����	 ��	 ��������	 ���	 ������	 ��������	 �#	 ����	 ����������!	 3���	 �����	 ������	 ��	

������	�	��������	�������	�������	�!�!�	���	?=)�	�����	��	,I)	������	���	�������	�#����!	

9��������	��	������������	������	����	����	����#	����������	�����	��	������#	�������	

�	�����������	��������!	

9.2.2 Experimental Methods for Granular Flows 

= ���������	������	�	���������	��	����	��	���$	������	������	��	������	���������	���	

��	 ��J��	 ���������!	 2����	 � ��������	 ������	 ��	 ��������	 ���	 ��	 ����	 �	 �������	

���������	 ������!	 =��������#	 ��	 ��	 ����	 ��	 ��	 ��������	 ������	 �!�!�	 �	 ��	 ����	 ��������#	 �	

������	 ��	����������	��	 ��	 ��8���	 ��	 �	������	��������	���!	= ���������	 �!�!�	�����	��	

���	 &��#	��������#�	���	��������#	�	�����	����	����������	����	��	��8���	����������	

��	������	��������	����!	(���	��	������	���������	���	��������	������	��	��������#	�������	

����������#	��	��	���������	���	�����	��8���	�������	������	����	���	��	��������	� ����	��	

����	��	 ����	�����	��	 ��	 �������#	��	 ��	�������	���	����	����	 �����������!	)����������#�	

����	������������	�����	��	����	�����	��	��������	��������#	�����	����������	������	��	

���	 ������	 ������	 ���������	 ��	 ����	 ��	 �������	 ����������	 ��	 �	 �������	������������!	 (����	
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������	���������	���	�����	�����	��#	��	������	 �	�������	���������	���	���	����������!	

?��	 ��	 ��	 �����	 ����&�����	 �������	 ���	 ����������	 ���&����������	 ��	 �	 ��������#	 �����	

�����	�	�����	�����	������	��	���	���	��������	�����!	��	�������	��	8����#	��	���	���	

���	�	����$	����	�������������#	���	����	��������#	�����	�����!	

)������	�����	���$	������	�����	��	����	�	���������'�	��	���	��	�	��������	����	�������!	

���	$��������	������	������	 ���	 �����	�����	��	������	 �	����	��	 �����&�����	�#���	�	

�������	 �!�!�	 ����������	 ���������!	 ����	 ����	 ��8����	 �����	 �����	 ��8�������	 ���	

�����������	���������	��	����	��	����	�������	�	�������	��	���	�����	����	��	���������	

������#	����������	��	����	 ��	���������	��	 ������	��������	 ��!�!�	 ��	�����	����������	��	

��	�������	��	�	�����!	(����	�	�����	��	���������	�	�������	��	������	���	��	��������	��	

���������	 �8������!	 3��������	 ��	 ���	 ��	 ������	 ��	 ��������	 ��	 �������	 �8������	 ��	

� �����	�	��	������	����	�!�!�	����	�������	�����	��	���������#	��	��	����	��	�	������	

����	��	����	������	��	��	������!	
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A Mass Transfer Enhancement and Selectivity using 

Film Theory 

A.1 Governing Equations 

1�	 ���	 ������� 	 ��	 ����������	 ��������$	 ���	 �	 ����������	 ����#���	 ��	 ��	 ������������	

����������	�������	�����$	����	�	���	��8���	��������	��	��������!	2��	���	�������	��	����	

����#	��	����	�	�����	��	����	�������	��	��	��8���&�����	�������#	��#��!	

�����	 � ���	 �	 �����	 �����	 ��	 ��������	 ��	 ��	 �����	 ��	 ����	 �������	 ���������	 ��������	

���������	�!�!�	��	���$	��	%�������	�	��!�	2��	� ������	-��	�	��!5	����#'��	����	�������	

���	������ 	��������	�������	�����	����	���	���������	����#!	�����	������	����	��	����	

����#	���	�������	�	 ����������	���������	��	 ��	����	 �������	 ����������	 ������!	?���	

-��	�	��!6	�������	����	�����	�	���8���	������������	���	��������	����	������	�	��������	

���	���	��	�����������	��	
&������!	���	�����	���������	��	����	�������	��	��	��������#	��	

��	�������	���	 ���������	�#	���!	"�������	 ����	������	���	��	�������	��	����#����	 ���	

����&����#�����	�������	���	����������	��	��������#	��	��	�������!	9���	�	��!�	���������	

��	 ����#���	 ��	 �������#	 ������������	 ����������	 ��������	 ��������	 ���	 ����	 �������!	 ���	

����	 �������	 ����������	 �����	 ���	 ���������	 �����	 �	 ����&����#��	 �������	 ���������	

��8������	��	�����������	�������	��	����	���������	�8������!	�����	�����8��	��	����	��	�	
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B Verification of the Particle Tracking Algorithm 
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B.2 Gravitational Settling 
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B.3 Particle Injection into a Uniform Cross Flow 

���	��J�����	��	�	����	������	���	���	�	�����	��#�����	�������	���	����#'��	���	����	��	

���������	 ��	2�����	-!��!	���	����#����	�������	���	��	���������	���	��������	 ��	 &	���	#&

��������	���	�����	"���+	
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B.4 Particle Motion in an Oscillating Flow 
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B.5 Bubble Motion in a Swirling Flow 
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C Validation of the Reactive Micro Mixing Model 

C.1 Setup 
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D Liquid Bridge Model Testing 

D.1 Implementation Strategy 
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D.2 Force Calculation Implementation 
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D.3 Setup 
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D.4 Results 

D.4.1 Impact Normal to Wall 
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D.4.2 Impact at 45° to Wall 
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D.4.3 Particle-Particle Collision 
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E Calculation of Blade-relative Velocities 

1�	 �����	 �	 ��������	 �	 ����������	 ���&��������	 �����&�������	 ������#	 ��	 ���������	 ��	

���������	��	�������	������#	��	�	���������	�#���	��	�����	���	��	��������!	�����	��	

���������	�	���������	�������������	�!�!�	�	�������	�#	�����	��	����#	���� 	0+	

( ) ( )

( ) ( )
��
�

�
��
�

�
−

=

BladeBlade

BladeBlade

αα

αα

cossin

sincos
R 	 �	=!�	�	

3�����������	 ��	 ���	 ���� 	 ���	 ��	 �������	 ����������	 ��	 ��	 �������W�	 �����&�������	

������#	�����	��	8�������	��	��	������	���������	�#���	0W+	

lPlP vv

rr

Re,Re,

��

��

⋅=
′

⋅=′

R

R
	 �	=!5	�	

-#	����������	���	�������������	��	�����	��	�����&�������	������#	�����	��	�	�����&�� ��	

���������	 �#���	0W!	%�	 ���	 ���	 ����	 �	 ��������	 �	 ���&��������	 �����&�������	 ������#	

�����	��	��	�����	���������	�!�!�	����	�������	��	��	��������������	���������!	)���	�	�����&

��������	���&��������	������#	�����	��	��	�������	����	�$���	��	�����&�������	������#	

��	 ��	 �������	 ���������	 �#���	0!	����	 ��	 �������	 ��	���������#	��	 ��	 ��������������	

���������	�����	��	���	���	�	��	��������	�����	��	��	��������!	



=!5	 (������ 	=	

	



(������ 	2	 2!�	 	

	 	

F Basics of the Cross-Correlation Method for PIV 

F.1 Introduction 
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F.2 Application to Image Processing 

���	�������	���	����	�	��������	��	������#	����������	��	��	�����������	����	�1(��	�!�!�	

�	 ���&�����	��	��	 �����!	��	 ����	 ��	������	��	������������	=8�!	2!�	 ��	��������	�����	�	

���	2������	 ������������	 �22��!	���	����������	���� 	����J�	 ��	�������	���	 ��	�������	

��!�!�	��	������	���	�	���	J�	�����	�	���	�	������	�� ����	��	������!	����	�������	��	�8���	�	

��	�����������	��	 ��	 ��	 1(�!	����	 ����������	 ���	��	����	 �	 ��������	 ��	 ������#	�#	

��������	���	��	���	����������	������	��	��	������!	

1�	��	����������	 ����	���	����	��	����	��	 �����	����������	��������	���	���������	�����	

��	 ������	 ��#������	 ������	 �����	 ��	2�����	2!5!	�����	 ��	 ������	 ��������	 1(�	 �	 ��	

��������	���	��������!	

	

��������
#��0�������������������&�������������������������������+���������#"
�

F.2.1 Reading the Image 
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F.2.2 Weighting the Image Data 

=���	 1(	 ���	 ���	 � �����	 ��	 �����	 F������G	 ���	 F�����5G�	 ��	 �������	 ���	 �	 ��&

�����������	�������	�!	����	���	�	��	����	�������	��	��	�����8���	22�	����������	�	��	

�������	��	��	����	��	��	�	��������	�����!	���	�������	����������	�����	�����	��	������	

���	�����	������������	��	��	��������	��	���������!		

%�������	����	������	��	'����	������	��	��������	�����������	�����	�#	������������	���	�	

��&�����������	�������!	���	�������	���	���	�������	���+	

• /�������	
• "������	
• "���	
• "������	
• -���$���	
• 
���	

	

�#������#�	��	�������	Cosn	 ��	����	���	�	�����	���	�	��	5;	����	2�����	2!��!	���	�������	

Cosn	��	�������	��+	

( ) ��
�

�
��
�

�
�
�
�

�
�
�

⋅−⋅��
�

�
��
�

�
�
�
�

�
�
�

⋅−=

N

n

M

m
nmw dd

ππ cos1cos1, !		 �	2!5	�	

"���	3	���	I	���	��	��'�	��	��	1(	�	��	���������	��	 	���	#&���������	����������#!	

	

(a) (b) 

x 

y y 

x 



2!�	 (������ 	2	

	

��������
*�����������Cosn��������������������������������������������?�#5"
�

���	�������	F������G	��	�����	��	2�����	2!:!	

	

	

��������
2��R������T������������������������Cosn���?#5"
�

F.2.3 Performing the Cross-Correlation 
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F.2.4 Locating the Global Maximum 
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