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Kurzfassung

Steuerbarkeit bzw. Beobachtbarkeit stellen fundamentale Konzepte bei der Untersuchung von
linearen, zeitinvarianten Systemen dar. Es existiert eine Reihe von Kriterien zur Uberpriifung
dieser Systemeigenschaften. Die Anwendung dieser Kriterien liefert allerdings nur eine Ja-Nein
Aussage. Dadurch wird lediglich eine qualitative Charakterisierung des betrachteten Systems
wiedergegeben.

In den vergangenen 50 Jahren wurde eine Vielzahl unterschiedlicher Mafizahlen zur Quantifi-
zierung der Begriffe Steuer- und Beobachtbarkeit eingefiihrt. Bei der Formulierung eines Ma-
3es, welches die Steuerbarkeit geeignet quantifiziert, stellt sich die zentrale Frage, wie die Be-
griffe ,gut” bzw. ,schlecht” steuerbar zu verstehen und wie diese qualitativen Begriffe in die
Sprache der Mathematik zu tibersetzen sind. Hierfiir gibt es mehrere Moglichkeiten. Die dar-
aus entstehenden Definitionen der Mafsizahlen werden zusammengefasst, deren Eigenschaften
einer mathematischen Untersuchung und einer kritischen Bewertung unterzogen. Die Analy-
se der Vor- und Nachteile der einzelnen Definitionen und deren Vergleich bringen niitzliche
und lehrreiche Einblicke in das ,Wesen der Steuerbarkeit”. Ein anderer, etwas pragmatische-
rer Blickwinkel fiir eine solche Analyse ist jener aus der Sicht der Anwendung. Es werden
unterschiedlichste Anwendungsgebiete der Mafie vorgestellt und anhand von ausgewé&hlten
Beispielen wird tiberpriift, welche MafSe sich in der Anwendung als effizient und zuverléssig
erweisen.

Abstract

Controllability and observability are important properties of linear time-invariant systems. The-
se properties play a crucial role in many control problems. Usually criteria for controllability
and observability only provide binary results. This means that such an algebraic criterion for
controllability tells us whether a system is controllable or not. It is of particular interest to know
how close a controllable system is to an uncontrollable one. To this end, several measures to
quantify these properties were introduced in the past 50 years. To define a measure of control-
lability it is important to clarify in advance what “well-controllable” or “badly-controllable”
means. For this various possibilities exist. The resulting definitions of the measures are summa-
rised and are subjected to a mathematical examination and a critical evaluation. This analysis
provides an interesting insight into the quality of controll- and observability. Moreover sever-
al areas of application are introduced and the efficiency and reliability of these measures are
verified based on selected examples.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind von fundamentaler Bedeutung bei der
Analyse und Synthese zeitkontinuierlicher, linearer, zeitinvarianter Systeme (LZI-Systeme)

d—x = =
(A,B,C) : 0; _ ‘é}’i + Bu - x(0) =xo 1.1)

mit A € R™", B € R™” und C € RP*". Fiir die Probleme Polvorgabe, Minimalrealisierung,
Entwurf optimaler Systeme und flachheitsbasierte Steuerung ist die Steuer- bzw. Beobachtbar-
keit Voraussetzung fiir die Existenz der Losung. Ist ein System steuerbar, dann existiert eine
Eingangsfunktion u derart, dass ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand x( ein belie-
biger Endzustand in endlicher Zeit erreicht werden kann. Ist ein System beobachtbar, so kann
der unbekannte Anfangszustand xy auf Grund des Verlaufs der Aus- und Eingangsgrofien y
und u in einem endlichen Zeitintervall ermittelt werden.

Auf Grund der Dualitdt zweier LZI-Systeme existiert zwischen der Steuer- und der Beobacht-
barkeit folgender Zusammenhang: Das System (A, B, C) ist genau dann steuerbar (beobacht-
bar), wenn das duale System (—AT, CT, BT) beobachtbar (steuerbar) ist. Deshalb wird in dieser
Arbeit meist nur die Steuerbarkeit behandelt.

Fiir das Verstdandnis des Steuerbarkeitsbegriffs ist folgende Tatsache von Bedeutung:

Theorem 1 (LEE und MARKUS [28]): Betrachtet man ein steuerbares System (A, B), so exi-
stiert eine positive Konstante ¢, derart, dass jedes System (A, B) mit der Eigenschaft

|JA—A||<e und ||B—B|| <e

ebenfalls steuerbar ist. Umgekehrt, falls ein System (A, B) nicht steuerbar ist, so existiert zu
jeder positiven Konstante ¢ ein steuerbares System (A, B) mit der Eigenschaft

|JA—A||<e und ||B-B| <e.

Dieses Theorem sagt somit aus, dass die Menge der steuerbaren LZI-Systeme offen und dicht
ist bzw. dass es in der Menge der LZI-Systeme nur an singuldren Punkten nicht steuerbare Sys-
teme gibt. Mit anderen Worten: Die Steuerbarkeit ist eine generische Eigenschaft, man kann
sagen, dass ein LZI-System im ,,Normalfall” steuerbar ist.

Es existiert eine Reihe von einfach anzuwendenden Kriterien zur Untersuchung der Steuer- und
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2 Kapitel 1. Einleitung

Beobachtbarkeit von LZI-Systemen. Diese Kriterien liefern im Allgemeinen nur eine Ja-Nein
Aussage. Das heifst, man erhélt die Information, ob ein System steuerbar bzw. beobachtbar ist
oder nicht. Neben dem Vorhanden- oder nicht Vorhandensein dieser Systemeigenschaften stel-
len sich aber weitere interessante Fragen: Wie , leicht” ist die Strecke {iberhaupt zu steuern? Wo
sollen Aktoren und Sensoren angebracht werden, damit die Strecke ,,gut” steuerbar ist? Welche
Zustandsvariablen sollen gemessen werden um ein ,gute” Beobachtbarkeit zu erzielen? Wie
grof3 ist die benotigte Stellgrofie bzw. wieviel Energie ist notwendig, um den gewiinschten Zu-
stand zu erreichen? Wie kann das System verdndert werden, um die benétigte Steuerenergie zu
minimieren?

Die vorhandenen, einfach strukturierten Kriterien liefern bei der numerischen Auswertung in
manchen Fillen falsche Aussagen. Im Folgenden wird dies fiir das Kriterium nach KALMAN
bzw. fiir jenes nach HAUTUS gezeigt.

Das KALMAN-Kriterium besagt, dass ein System (A, B) genau dann steuerbar ist, wenn die
rechteckige (n, nm)-Steuerbarkeitsmatrix

S.=[B,AB,A’B,..., A" 'B]

den Rang n besitzt.
Nach HAUTUS ist das System (A, B) genau dann steuerbar, wenn die rechteckige (n,n + m)-
Matrix

H, = [\E — A, B|

fir alle Eigenwerte A = \; (¢ = 1,...,n) der Matrix A den Rang n hat.

Sowohl fiir das KALMAN:- als auch fiir das HAUTUS-Kriterium ist die Rangbestimmung ei-
ner Matrix notwendig. Der Rang kann durch eine Singuldrwertzerlegung der Matrix bestimmt
werden. Hierfiir gilt folgender Satz:

Lemma 2: Es seien
0120222 0p

die geordneten Singuldrwerte einer (n,[)-Matrix M. Genau dann, wenn
op>09>-->0,>0undo,y1=---=0,=0
gilt, hat die Matrix M den Rang r.

Die Rangbestimmung mittels Singularwertzerlegung ist zuverlassig, da die Singuldarwerte nicht
sehr empfindlich auf Anderungen der Matrixeintrige reagieren [38]. Trotzdem kann die Rang-
bestimmung im Rahmen der numerischen Ermittlung fehlerhaft ausfallen.

Wir betrachten das aus [48] entnommene Beispiel mit der Systemmatrix in Dreieckstruktur

1 o ... ... 0
20 2

A=]p
: 20 19 0
|0 ... 0 20 20]



und den beiden moglichen Eingangsvektoren

20 0

0

B, =1 bzw. By =

0 20
Es kann analytisch bestimmt werden, dass das System (A, B;) steuerbar ist, da B; Komponen-
ten in alle Eigenrichtungen von A besitzt. Das System (A, By) ist nicht steuerbar, da B ein
Eigenvektor von A ist.
Durch Singuldrwertzerlegung der Steuerbarkeitsmatrix S,, des Systems (A, B;) erhélt man nu-
merisch Singuldrwerte gleich Null. Daraus wird die falsche Schlussfolgerung gezogen, dass S,
nicht den vollen Rang hat und somit das System (A, B;) nicht steuerbar ist. Der Grund fiir die-
se numerischen Probleme liegt darin, dass die Matrix S, sowohl sehr kleine als auch Elemente
der Grofenordnung 20'? enthilt.
Obige Matrix A besitzt die Eigenwerte \; = i (: = 1,...,20), die schlecht konditioniert sind.

D.h., modifiziert man die Matrix A, indem man das Element a1 0 = 10~'? statt Null wahlt,
erhélt man eine Matrix A mit den Eigenwerten

N = 1 213 = 12,6260 + 50,9150
Ay = 2,0008 AMais = 14,6438 + 50,4678
Ay = 2,9927 Mg = 16,1443
M= 4,0449 M7 = 16,9551

As = 4,8557 Mg = 18,0073
X7 = 6,3562 % j0,4678 Mo = 18,9992

Ao = 8,3740 % j0,9150 g = 20,0000.
Moa1 = 10,5000 £ j1,0686

Fast alle der obigen Eigenwerte unterscheiden sich nicht nur betragsmifig von den urspriing-
lichen, sondern man erhilt durch die ,Storung” konjugiert komplexe Eigenwerte, wiahrend die
Originalmatrix nur reelle Eigenwerte besitzt.

Das Vorhandensein schlecht konditionierter Eigenwerte erklirt, warum die numerische Uber-
priifung der Steuerbarkeit mit Hilfe des HAUTUS-Kriteriums in manchen Fillen zu falschen
Ergebnissen fithren kann. Numerisch stabile Algorithmen zur Bestimmung der Eigenwerte \;
einer gegebenen Matrix A liefern die Eigenwerte einer in der Nihe liegenden Matrix A [38], die
sich gerade im Falle schlecht konditionierter Eigenwerte stark von den urspriinglichen unter-
scheiden konnen. Angenommen, der verwendete Algorithmus liefert wegen numerischer Feh-
ler die ,falschen” Eigenwerte 5\1-. Wird nun zur Uberprﬁfung der Steuerbarkeit der Rang von
[S\Z-E — A, By] berechnet, so ist dieser gleich n fiir alle Eigenwerte \;. Daraus wird die falsche
Schlussfolgerung gezogen, dass das System (A, By) steuerbar ist.

Auf die bei der Auswertung von Steuerbarkeitskriterien auftretenden numerischen Schwierig-
keiten (Rang- sowie Eigenwertbestimmung) wird z. B. in [38] ndher eingegangen.

Die Tatsachen, dass ein LZI-System im Normalfall steuerbar ist, die bekannten Kriterien zur
Uberpriifung der Steuerbarkeit nur eine Ja-Nein Aussage und in manchen Fillen falsche Er-
gebnisse liefern sind nur einige der Griinde, die die Einfithrung von Mafizahlen zur Quantifi-
zierung der Steuerbarkeit motivieren. Zur Bewertung der Steuer- und Beobachtbarkeit linearer



4 Kapitel 1. Einleitung

Systeme wurden in der Vergangenheit eine Vielzahl unterschiedlicher Mafszahlen eingefiihrt.
Diese konnen auf Grund der Art der Quantifizierung und damit wegen ihrer prinzipiellen
Aussage tiber die Steuerbarkeit in drei Klassen eingeteilt werden: Modalmaf, Energiemaf$ und
Distanzmays.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden in den Abschnitten 2.1 - 2.3 die wichtigsten Definition der
Modal- und Energiemafe vorgestellt. Auf Grund der Ahnlichkeit der beiden Klassen werden
diese gemeinsam in Kapitel 2 behandelt und in Abschnitt 2.4 direkt miteinader verglichen.
Die Mafie dieser beiden Klassen ermoglichen, eine Information dartiber zu erhalten, wie ,gut”
oder ,,schlecht” eine Zustandsvariable steuerbar bzw. beobachtbar ist. D.h. diese Mafszahlen be-
werten die Steuer- und/oder Beobachtbarkeit einzelner Zustandsvariablen. Damit konnen dann
Aussagen dartiber getroffen werden, welche Zustandsvariablen gemessen werden miissen, um
eine hinreichend gute Beobachtbarkeit zu erreichen. Hat man bei der Wahl der Platzierung der
Aktoren und Sensoren gewisse Freiheiten, kann mit Hilfe der Mafse versucht werden, diese
moglichst effektiv anzuordnen. Des Weiteren kann man mit Hilfe der Mafle eine Aussage iiber
die Empfindlichkeit des Systems beziiglich Parameterungenauigkeiten treffen. D.h., wenn das
nicht exakt modellierte System beispielsweise ,schlecht” steuerbar ist, ist unter Umstanden das
reale System auf Grund von Parametertoleranzen oder Parameterschwankungen nicht steuer-
bar. Mit Hilfe der Mafizahlen kann die Dominanz einzelner Systemteile beurteilt werden. Sie
ermoglicht, die Ordnung eines komplexen Systems durch Vernachldssigung der Systemteile
mit geringem Einfluss auf das Gesamtsystem zu reduzieren.

Auf Grund der erwdhnten numerischen Schwierigkeiten wurde von PAIGE in [38] fiir eine zu-
verldssige Beurteilung der Steuerbarkeit die Mafizahl 1 eingefiihrt. Diese Mafszahl liefert eine
Aussage tiber die ,Grofie” der Storung, die notwendig ist, damit ein steuerbares System nicht
steuerbar wird. Ist 1 grofier als ein bestimmter Wert 119, dann ist das System mit Sicherheit steu-
erbar. Der Wert 1o wird aus den Unsicherheiten der Systemmatrizen und einer vorgegebenen
Toleranzschranke fiir die numerischen Fehler berechnet. Das Theorem nach LEE und MARKUS
lasst folgende Interpretation zu: Der Wert 1 kann als der kleinste Abstand zu einem nicht steu-
erbaren System interpretiert werden und wird aus diesem Grund als Distanzmaf3 bezeichnet.
Kapitel 3 beschiftigt sich mit dem Distanzmaf3 ;» und dessen Berechnungsmoglichkeiten. Die-
ses Mafs liefert eine Aussage tiber die Giite der Steuerbarkeit des gesamten Systems.

Anhand einfacher Beispiele werden die Schwierigkeiten, die bei der Anwendung der verschie-
den Mafle auftreten konnen, aufgezeigt.

Im zweiten Teil werden die vorgestellten Mafle miteinander verglichen und anhand von Bei-
spielen auf deren Anwendbarkeit tiberpriift. Mogliche Anwendungsgebiete fiir die Mafizahlen
werden in Abschnitt 4.3 genauer erldutert. Kapitel 5 beinhaltet die Anwendung der Mafie auf
zeitdiskrete, lineare, zeitinvariante Systeme.

An dieser Stelle sei erwdhnt, dass die Steuerbarkeit eine notwendige und hinreichende Bedin-
gung fiir die Flachheit von LZI-Systemen ist. Diese beiden Systemeigenschaften sind fiir LZI-
Systeme somit dquivalent. Fiir diesen Fall konnen die Steuerbarkeitsmafle damit auch als Maf3
fiir die Flachheit eines Systems verstanden und die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse
auch auf diese Systemeigenschaft tibertragen werden.



Kapitel 2

Modal- und Energiemafle

Will man die Steuerbarkeit eines Systems quantifizieren, muss zunéchst geklart werden, wie die
Begriffe ,,gut” und ,schlecht” steuerbar zu verstehen sind. Um einen besseren Einblick zu erhal-
ten, betrachten wir zunéchst ein zeitkontinuierliches LZI-System mit einer besonderen Struktur,
der sogenannten Modalform. Die auf der Modalform basierenden Mafle werden der Klasse der
Modalmafse zugeordnet.

2.1 Modalform
Die Modalform kann aus Gleichung (1.1) durch die Zustandstransformation
X = [XR1,XR2, - -, XRn]Z = XR2Z

erhalten werden. Die Spalten der Matrix X entsprechen Rechts-Eigenvektoren xr; der Matrix
A. Unter der Voraussetzung, dass die (n, n)-Matrix A verschiedene Eigenwerte \; (i = 1,...,n)
besitzt, sind die zugehorigen Eigenvektoren linear unabhéngig und die Transformationsmatrix
X ist reguldr. Mit der Beziehung

X' =Xy,

wobei die Zeilen von X, Links-Eigenvektoren xr; der Matrix A entsprechen, erhdlt man das in
Modalform transformierte System

d
d% — X;AXpz+ X;Bu
y = CXpgz (2.1)

mit der nun in Diagonalform vorliegenden Systemmatrix

A0 0

A = X AXp = diag(\;) = 0 Az
o
0 0 An
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Die Ein- und Ausgangsmatrizen des modaltransformierten Systems erhilt man durch die Be-
ziehungen

by

, b7 R

B::XLB: . und CZ:CXR:[él 62 én]
Ny

Relevante Eigenschaften des Systems, wie z.B. Stabilitdt, Steuer- und Beobachtbarkeit, bleiben
bei einer reguldren Zustandstransformation erhalten.
Die Transformation auf Modalform fiihrt zu einem entkoppelten System mit n Differentialglei-
chungen der Form

dz; ~
d—; = \iz + b u.
Der Einfluss der Zeilen b der transformierten Eingangsmatrix B auf die Steuerbarkeit bzw. auf
die Beeinflussbarkeit der entsprechenden Teilsysteme ist nun direkt sichtbar, wie Abbildung 2.1
zeigt.

Zeilen von B Spalten von C
o R
~ bl C1 R
b1y C11
. _ R _ .
s—A
blm 6pl
o .
~ b2 C2 N
bo1 C12
: = 1 =
5—A2
b2m ép?
- .
[ b'VL Cn -
bn1 Cin
: - 1 - :
$=Am
bnm é}’"

Abbildung 2.1: Modalform [39]

Dies fiihrt direkt zum

Theorem 3 (Kriterium nach GILBERT): Ein System der Ordnung n in Modalform ist bei ein-
fachen Eigenwerten \; (i = 1,...,n) genau dann steuerbar, wenn die Eingangsmatrix B des
transformierten Systems keine Nullzeile besitzt.
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2.1.1 Definitionen von Steuerbarkeitsmafien

Die Steuerbarkeitsmafle beruhen auf der Idee, dass kleine Eintrdge in den entsprechenden Zei-
len BZ der Eingangsmatrix B auf eine ,schlecht” steuerbare Zustandsvariable hinweisen. Es
werden Aussagen im sogenannten Modalraum getroffen, weshalb in der Literatur oft von der
Steuerbarkeit eines Eigenwertes gesprochen wird, da sich die Zustandsvariablen z; direkt ei-
nem Eigenwert )\; zuordnen lassen. In der Vergangenheit wurden unter Benutzung der Zeilen
von B Mafizahlen definiert, die im Folgenden kurz zusammengefasst werden.

KONNO [25]: Das modale Steuerbarkeitsmafs ergibt sich durch Normieren der Zeilen der trans-
formierten Eingangsmatrix B zu

a; = \/bb,. (22)
LUCKEL und MULLER [27]: Das Maf
o — XfiBBTXLie—mo{,\i} _ Bﬁf’i o—2Re{\} 2.3)
ST T H —_— H .
XpiXLi XriXLi

beinhaltet einerseits die Zeilen der Eingangsmatrix B und andererseits den Term ¢~ 2Re{Ai}, Die-
ser bewirkt eine unterschiedliche Bewertung von stabilen und instabilen Eigenwerten. Die zu
Grunde liegende Idee fiir die Einfiithrung dieses Terms ist, dass ein stabiler Eigenwert den Re-
gelvorgang in den Ursprung unterstiitzt, wiahrend ein instabiler Eigenwert diesem entgegen-
wirkt.

LITZ [32]: Da die von LUCKEL und MULLER eingefiihrte Verkoppelung zwischen Steuerbar-
keit und Stabilitdt zu unerwiinschten Verzerrungen der Mafizahlen fithren kann, wie spéter
gezeigt wird, wurde das von der Stabilitidtsverkopplung bereinigte Maf3
H BBT ;
)y = ~Li_— L 2.4)

H
X7 XLi

eingefiihrt.

2.2 Ubertragungsmatrix des modaltransformierten Systems

Die Ubertragungsmatrix des Systems (2.1) errechnet sich unmittelbar aus

G(s) = C(E—-A)'B

1 .

Py 0 S 0 b{

1 : bl

= [&1 & &) 0 =N ‘ N
: . 0 :

1 Ny

0 ... 0 =] Lby




8 Kapitel 2. Modal- und Energiemafse

Die Ubertragungsmatrix G;(s) eines entkoppelten Teilsystems mit dem Eigenwert ); lautet

Y1 ) Clibir ... Clibim | | w1
5=\ " "
Yp Cpibin - .. Cpibim] [um
Gi(s)

Es wird ersichtlich, dass das Produkt aus ¢;; und Bij fiir die Steuer- und Beobachtbarkeit von
Bedeutung ist. Wird ndamlich die Matrix G; zur Nullmatrix, dann ist dieses Teilsystem nicht
steuerbar oder nicht beobachtbar bzw. weder steuerbar noch beobachtbar. Wenn eine Spalte
éilA)ij dieser Matrix dem Nullvektor entspricht, hat die zugehorige Eingangsgrofie u; keinen
Einfluss auf die Ausgangsgrofen. Enthalt die Matrix G, eine Nullzeile b} ¢;;, dann enthalt die
zugehorige Ausgangsgrofse y; keinerlei Information.

2.2.1 Mafidefinitionen

Auch hier kann wieder die Uberlegung angestellt werden, dass , kleine” Werte von ékii)ij auf
»schlechte” Steuerbarkeit und/oder Beobachtbarkeit hinweisen. Die im Folgenden vorgestell-
ten MafSe fiir Regelbarkeit, Polverschiebbarkeit und Dominanz wurden auf Grund unterschied-
licher Uberlegungen eingefiihrt, wodurch verschiedene Interpretationen zustandekommen. Die-
se Mafle bemessen, unter Benutzung des Produkts é;;b;;, die gleiche Systemeigenschaft und lie-
fern somit, wie auch anhand der Mafidefinitionen leicht erkennbar, dhnliche Ergebnisse.

Regelbarkeitsmafl nach HIPPE [21]: Das Regelbarkeitsmaf$ gibt Auskunft tiber die Beeinfluss-
barkeit eines Eigenwerts durch einen Regler. Beim Entwurf eines optimalen Zustandsreglers
zeigt sich, dass u.U. einige Eigenwerte der Strecke relativ stark verdndert werden, wiahrend
sich andere nur sehr wenig von der urspriinglichen Lage entfernen. Letztere werden in [21]
als schlecht regelbar bezeichnet. Das die Regelbarkeit bewertende Maf3 fiir den Eigenwert )\;,
bezogen auf das Eingangs-Ausgangspaar (u;, yi), ist definiert zu

07| = |exibi]. (2.5)

Polempfindlichkeitsmaf} nach LITZ [30]: Bei konstanter Riickfiihrung des Systemausgangs auf
den Systemeingang

™1 -+ Tmp
ist das absolute Polempfindlichkeitsmaf$ durch

o\ A
i oAb,
S,,jk = a?‘jk = C]mbl] (2.6)

und das relative Polempfindlichkeitsmafd durch

~

N ON 1 by

= = 2.7
Srjk 3T’jk )\’L )\7, ( )
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mit \; als Eigenwert des riickgekoppelten Systems definiert. Beide Polempfindlichkeitsmafse
konnen im Allgemeinen komplexe Werte annehmen. Hierbei entspricht Re{Sﬁjik} bzw. Re{sﬁ;k

der Empfindlichkeit des Realteils und Im{S;\J?k} bzw. Im{s;\;k} der Empfindlichkeit des Imagi-
nérteils des Eigenwerts \;.

Dominanzmaf$ nach LITZ [32, 29]: Das Maximalmafi }/; und das Summenmaf$ ¥;, bezogen
auf den Eigenwert \;, beruhen auf der Untersuchung der Antwort der k-ten Zustandsvariable
bei Erregung des j-ten Eingangs durch eine Sprungfunktion. Die Antwort hingt in einfacher

Weise von Faktoren der Form C’“j\ﬂ ab. Aus den fiir jeden Eigenwert )\, vorliegenden m - p

Faktoren werden zwei Gesamtmaée wie folgt definiert

i
M; = max;_, <maxj1 Ck;\'j ) (2.8)
P m ék[;
_ i0ij
D= > ) | (2.9)
k=1 j—1

Das Maximalmaf trifft eine generelle Aussage iiber die Dominanz des Eigenwertes. Durch die
Bestimmung des Summenmafles wird der Fall erfasst, dass ein Eigenwert mit einem hohen Bei-
trag in einem einzigen Ubertragungskanal trotz eines hohen Maximalmafes nur einen geringen
Beitrag zum Systemverhalten leistet [39].

2.3 Minimale Energie

Eine weitere Moglichkeit zur Quantifizierung der Steuerbarkeit ergibt sich, wenn ein Zustand
x1 besser steuerbar als ein Zustand x; genannt wird, falls fiir die Uberfithrung nach 0 weniger

Steuerenergie notwendig ist. Hierbei wird die Steuerenergie im vorgegebenen Intervall [0 ]
durch

Wt u) = /0 "o (rYu(r)dr

definiert. Mit der Wahl
T
u(t) = *BTG_A thl(tl)Xo

unter Verwendung der GRAMschen Steuerbarkeitsmatrix
t1
Qs(ty) == / e A"BBT (e AT dr (2.10)
0

wird der beliebige Anfangszustand x eines steuerbaren Systems mit der minimal notwendigen
Energie
W := min{W(t;,u)} = nggl(tl)xo (2.11)
u

in den Zustand x(¢;) = 0 tiberfiihrt. Die minimale Energie bzw. die GRAMsche Steuerbarkeits-
matrix ist die Grundlage fiir die in den nachfolgenden Abschnitten angefiithrten Mafie, weshalb
diese der Klasse der Energiemafie zugeordnet werden.
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2.3.1 Steuerbarkeitsmafie nach KALMAN

KALMAN schldgt als Mag fiir die ,,Glite” der Steuerbarkeit die Spur bzw. die Determinante der
Inversen GRAM-Matrix le Vor.
Die Determinante ist proportional zum Volumen eines Hyperellipsoids [37]

Volumen {x{ Q' (t1)x0 = 1} ~ /det{Qs(t1)}

in dem Anfangszustinde liegen, die mit einer bestimmten minimalen Energie nach Null ge-
bracht werden konnen [23]. Eine mogliche Mafidefinition ist

dy = det{Q;'}. (2.12)

Die Spur gibt den Mittelwert der minimal notwendigen Steuerenergie an, um Anfangswerte,
die der Beziehung
[Ixoll =1

gentiigen, nach Null zu {iberfiihren. Als Mafs eignet sich der mit der Systemordnung n gewich-

tete Kehrwert der Spur

dy = — 2 (2.13)

spur{Q; 1}
da dadurch fiir die beiden Mafe d; und ds gilt, je kleiner das Maf3 desto ,,schlechter” steuerbar
ist das System [37].
Eine weitere Moglichkeit fiir ein Mafs ist der grofite Eigenwerte der Inversen GRAMschen Ma-
trix, da dieser die maximal notwendige minimale Energie angibt:

max {Wg} = Amax(Qs5")

l[xol[=1

Im Gegensatz zu den in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Mafsen, bewerten diese Ma-
e nicht die Steuerbarkeit der einzelnen Zustandsvariablen, sondern die Steuerbarkeit des Ge-
samtsystems und zdhlen somit nicht zu den Modalmafien.

2.3.2 Steuerbarkeitsmafie nach BENNINGER und RIVOIR

Die von BENNINGER und RIVOIR in [2] definierten Mafie resultieren aus der Beziehung (2.11).
Die Idee besteht darin, die Energie Wg vorzugeben und die zugehorigen Auslenkungen ei-
ner Zustandsvariablen zu untersuchen. Die Menge aller Zustdnde, die bei einem vorgegebenen
Wert Wy in den Ursprung tiberfiihrt werden kénnen, entspricht einem Hyperellipsoid, dessen
Form und Lage im Zustandsraum von Wy bestimmt wird. Fiir Wg = 1 wird als Maf3 fiir die
Steuerbarkeit der Zustandsvariablen z; der Abstand zwischen Koordinatenursprung und dem
Schnittpunkt des Ellipsoids mit der positiven z;-Achse vorgeschlagen. Er ist durch

= [(QgYiil 2 (2.14)

gegeben, wobei mit (Qg');; das i-te Diagonalelement der Matrix Qg' symbolisiert wird.
Ein weiteres, in [2] eingefiihrtes Maf3 bewertet die Beeinflussbarkeit einer Zustandsvariablen.
Eine Zustandsvariable z; heifit beeinflussbar, wenn es zu jedem x( eine Eingangsfunktion u(t)
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gibt, welche die i-te Komponente des Zustandvektors in endlicher Zeit 7" nach Null {iberfiihrt.
Zur Bestimmung des Beeinflussbarkeitsmafies dient die maximale Auslenkung der i-ten Kom-
ponente, die durch

(NI

v; = [(Qs)di]

(2.15)

berechnet wird (vgl. Abbildung 2.2).

Das Steuerbarkeitsmafs m; gibt demnach die grofit- o5
mogliche Auslenkung auf der x;-Achse an, wih-
rend das Beeinflussbarkeitsmafs v; angibt, wie weit
die i-te Komponente ausgelenkt werden kann, wenn
auf die tibrigen Komponenten keine Riicksichtge- = o
nommen wird. 270‘05
Wenn mindestens eine Zustandsvariable nicht steu-
erbar ist, ist die GRAMsche Matrix singuldr. Um
die SteuerbarkeitsmafSe der iibrigen Zustandsva- <
riablen zu berechnen, wird in diesem Fall bei der 02
Ermittlung der Inversen auf die Pseudoinverse zu- ’ . x
riickgegriffen (siehe [2]).

0.1

0.05

-0.1

Abbildung 2.2: Bestimmung der Mafizahlen
2.3.2.1 Wahl der Endzeit ¢, nach BENNINGER

In der Definitionsgleichung der GRAMschen Matrix (2.10) ist der Parameter ¢; frei wéahlbar,
weshalb sich die Frage stellt, wie dieser moglichst sinnvoll gewéhlt werden kann. Folgendes
Beispiel zeigt, wie sich die Wahl von ¢; auf das Steuerbarkeitsmafs auswirkt.

Beispiel 2.1: Gegeben sei das System

SRS

mit den Eigenwerten A\ = a und Ay = —2. In Abbildung 2.3 ist das Steuerbarkeitsmaf’ m der
Zustandsvariablen z fiir sechs verschiedene Werte des Parameters « in Abhédngigkeit der Zeit
t1 dargestellt.

Fiir negative Eigenwerte sieht man, dass die Wahl von ¢; einen grofien Einfluss auf das Steu-
erbarkeitsmafs hat. Je groier ¢; wird, desto grofier wird auch das Maf3, da bei asymptotisch
stabilen Eigenwerten mehr Zeit vorhanden ist, um den Anfangszustand ohne Einwirkung von
auflen in den Ursprung zu tiberfithren. Dadurch wird die notwendige minimale Energie nattir-
lich klein. Man sieht auch, dass je ,schneller” der Eigenwert ist (d.h. je groier |o| mit o < 0),
desto grofier wird das Steuerbarkeitsmaf3. Auf Grund dieses , schnelleren” Eigenwerts kann der
Anfangszustand auch schneller nach Null iiberfiihrt werden.

Genau das Gegenteil gilt fiir positive Eigenwerte. In diesem Fall fithren die ,schnellen” Ei-
genwerte zu einem kleineren Steuerbarkeitsmag, da die Eigenwerte der Uberfiihrung in den
Ursprung starker entgegen wirken. Fiir einen positiven Eigenwert strebt das Maf fiir ¢; — oo
einem konstanten Wert zu. In diesem Fall wirkt sich die Wahl von ¢; fiir hinreichend grofie t;
nur noch wenig auf das Steuerbarkeitsmaf3 aus.

Wird ¢; klein gewdhlt, werden die ,schnellen” Eigenwerte (betragsméfiig grofie Eigenwerte)
bzw. wird ¢; grofs gewihlt, werden die ,langsamen” Eigenwerte (betragsméfig kleine Eigen-
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Abbildung 2.3: Steuerbarkeitsmafs nach BENNINGER fiir unterschiedliche Wahl von t;

werte) starker gewichtet. Ist ¢; grofs, so haben auch die langsamen Eigenwerte ,,Zeit, ihren Bei-
trag zur Uberfithrung des Anfangszustandes” zu leisten. Daraus lasst sich folgendes erkennen:
Waihlt man ¢; zu klein, geht die Abhédngigkeit der Eigendynamik des Systems verloren. Wahlt
man die Zeit ¢; hingegen zu grof3, so fiihrt dies zu einer Uberbewertung der Dynamik und der
Einfluss der Eingangsmatrix verschwindet.

BENNINGER schldgt als mogliche Wahl fiir ¢; die dominante Zeitkonstante des betrachteten
Systems vor. Soll das Mafs fiir den Reglerentwurf verwendet werden, erachtet er es als zweck-
maflig, ¢ gleich der gewiinschten Einschwingzeit zu wiahlen.

Eine weitere Moglichkeit zur Wahl der Endzeit ¢; wird in [44] vorgestellt. Die Idee dieses An-
satzes ist, t; so zu wihlen, dass der Einfluss der Systemmatrix A und der Eingangsmatrix B
auf die Berechnung der GRAMschen Matrix Qg gleich grofs ist. Daraus folgt

_ !
le= A = |IBJ]. (2.16)

In [44] wurde die Norm ||[M|| = max; ; |m;;| auf Grund ihrer einfachen Berechenbarkeit vorge-
schlagen. Wahlt man diese Norm, kann Gleichung (2.16) nicht immer erfiillt werden. Wird die
Gleichung jedoch folgendermafien verdandert

_ !
le 2 =B+~ 720,

ist sie fiir geeignet gewdhlt Werte  in Abhédngigkeit der Eigenwerte von A 16sbar. Auf Basis
dieser Uberlegungen ergibt sich fiir die Wahl der Endzeit ¢; (vgl. [44]):

_ln(maxid- |bi,j]4+1) fir A <0
min

)\rnin
topt = max; j ‘bi,j‘ +1 fir Apin =20
s fir  Amin > 0.

Neben der , gleichmédfiigen” Bewertung der Dynamik der Systemmatrix A und des Einflusses
des Eingangs hat diese Wahl den Vorteil, dass sie i.A. zu einer hinreichend kleinen Endzeit ¢,
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fiihrt, sodass bei der numerischen Berechnung der GRAMschen Matrix keine Probleme auftre-
ten. Das aus [44] enthommene Beispiel mit den Daten

T

—64 31
30
> = |
t1 = [0,11,5]
topt = 0,202

zeigt die numerischen Probleme, die bei einer ,,schlechten” Wahl von ¢; auftreten konnen (siehe
Abbildung 2.4). Fiir t; > 1 liefert die numerische Berechnung der Mafizahlen keine brauchbaren
Ergebnisse mehr.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

Abbildung 2.4: Mafizahlen fiir unterschiedliche Werte der Endzeit ¢,

2.3.2.2 Berechnung des Steuerbarkeitsmafles

Fiir die Berechnung der GRAMschen Matrix nutzt BENNINGER die durch die Zustandstrans-
formation x = X gz erhaltene Modalform. Die GRAMsche Matrix Qg eines Systems in Modal-
form kann analytisch angegeben werden und wird mittels der Beziehung

Qs = XrQs X3!

riicktransformiert, um die GRAMsche Matrix Qg des urspriinglichen Systems zu ermitteln. Da
die Elemente der Matrix Qg i.A. komplex sein konnen, muss in diesem Fall eine zusétzliche
Transformation durchgefiihrt werden, um eine reelle Darstellung der GRAMschen Matrix zu
erhalten (siehe [1]). Der Nachteil bei der Berechnung von Qg iiber die Modalform besteht je-
doch darin, dass die Modalform nur existiert, wenn die Systemmatrix A n voneinander linear
unabhéngige Eigenvektoren besitzt und kann daher zur Berechnung nicht immer herangezo-
gen werden.

Deshalb wurde in [44] eine andere Methode zur Berechnung der GRAMschen Matrix Qg imple-
mentiert und getestet. Die zugrunde liegende Idee dieser Methode ist die Darstellung der fiir
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die Berechnung von Qg benétigten Transitionsmatrix ®(¢) = eA? als TAYLOR-Reihe. Dadurch
ergibt sich fiir die GRAMsche Matrix der Ausdruck

:OO - vt L AR AT #H
Qs(t1) ZZ (-1) JA'BBT (A7) ——— |,

Ty ——
par e ilg! t+7+1

der iterativ berechnet werden kann. Untersuchungen haben ergeben, dass 15 Iterationen i.A.
ausreichen, um die ersten drei Kommastellen exakt zu ermitteln. Ferner ergab sich, dass je gro-
3er die Endzeit gewdhlt wird, desto mehr Iterationsschritte benotigt werden, um eine gleich
bleibende Genauigkeit zu erzielen [44]. Der Vorteil dieser Methode ist, dass keinerlei Anforde-
rungen an die Systemmatrix A gestellt werden.

Die fiir die Berechnung des Steuerbarkeitsmafies notwendige Inversion der GRAMschen Ma-
trix bereitet vor allem bei Eigenwerten der Matrix A mit unterschiedlichen Vorzeichen und fiir
grofie Werte ¢; Schwierigkeiten, da die Grofienordnungen der Elemente in Qg in diesem Fall
sehr unterschiedlich sind. Uber eine RICCATI-Gleichung kann die Inverse jedoch direkt berech-
net werden: Die GRAMsche Matrix Q5(t) erfiillt ndmlich die LYAPUNOV-Differentialgleichung

% = —AQg — QsAT + BBT. (2.17)

Berechnet man nun die Ableitung von
Qs(t)Qs' (1) =E

und setzt Gleichung (2.17) ein, so erfiillt die Matrix le (t) die RICCATI-Differentialgleichung

dQg*
dt

—_ leA + ATle _ leBBTle

Nimmt man an, dass fiir hinreichend grof3e ¢; die Inverse GRAMsche Matrix konstant ist, dann
gilt
dQg*

=0
dt

und die Matrix Q' kann tiber die sogenannte algebraische RICCATI-Gleichung ermittelt wer-
den. Fiir negative Eigenwerte der Matrix A ergibt sich fiir das zugehorige Element in der Ma-
trix Q' der Wert Null. Das lasst sich leicht dadurch erkldren, dass ein asymptotisch stabiles Sy-
stem, das sehr lange Zeit hat (t; — o00), ohne Einwirkung von aufsen in den Ursprung gelangt. In
diesem Fall ist die benotigte Energie somit gleich Null, und das Steuerbarkeitsmafl ware damit
unendlich grof3. Somit liefert die Ermittlung des Mafes {iber die RICCATI-Gleichung im Fal-
le asymptotisch stabiler Eigenwerte keine brauchbaren Ergebnisse. Jedoch kann die RICCATI-
Gleichung zur Bewertung der zu positiven Eigenwerten gehorigen Zustandsvariablen heran-
gezogen werden, wenn die direkte Methode der Invertierung der Matrix Qg keine korrekten
Ergebnisse liefert. Wird das Maf§ mit Hilfe der algebraischen RICCATI-Gleichung bestimmt, so
entspricht dies der Wahl ¢; = oc.
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2.4 Vergleich der MafSe

Die Mafle sollen beziiglich folgender Forderungen miteinander verglichen werden (vgl. [39]):

Unabhingigkeit von Zustandstransformationen.
Eine Mafizahl soll fiir jedes dquivalent transformierte System das gleiche Ergebnis liefern.

- Unabhingigkeit von der Wahl der Eigenvektoren.
Da Links- bzw. Rechts-Eigenvektoren einer Matrix nicht eindeutig sind, ist auch die Mo-
dalform eines Systems nicht eindeutig. Die Mafszahlen sollen aber unabhingig von der
Transformation in die Modalform das gleiche Ergebnis liefern.

- Konsistenz mit der Definition nach KALMAN.
Das bedeutet, dass das Steuerbarkeitsmafs Null wird, wenn das System die Steuerbarkeit
verliert.

- Stetigkeit.
Bei nichtlinearen Systemen sollen linearisierte Modelle, deren Arbeitspunkte ,direkt ne-
ben einander” liegen, zu dhnlichen Werten der Mafie fithren. Nattirlich sollen bei linearen
zeitinvarianten Systemen, deren Matrizen A bzw. B stetig von einem Parameter abhan-
gen, auch die Maf3e stetige Ergebnisse liefern.

- Physikalische Interpretierbarkeit.
Es soll moglich sein anhand der Mafszahlen direkt auf die Steuerbarkeit der realen nicht
transformierten Zustandsvariablen zu schliefsen.

Es hat sich Folgendes gezeigt: Das Mafd a nach KONNO ist invariant gegentiber einer orthogo-
nalen Zustandstransformation, da sich durch die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix
die Norm des Eingangsvektors nicht dndert. Die Mafe x nach LUCKEL und MULLER und &
nach LITZ sind wegen der Normierung (Divison durch der Term x/x;;) ebenfalls invariant
gegeniiber solchen Transformationen. Alle iibrigen modalen Mafie weisen eine Unabhingig-
keit gegeniiber reguldren Zustandstransformationen auf. Diese Mafe enthalten das Produkt
aus transformierter Ein- und Ausgangsmatrix CB, welches eine Invariante des Systems dar-
stellt. Bei dem Steuerbarkeitsmafs m nach BENNINGER kann aus methodischen Griinden keine
Invarianz gegentiber Transformationen gefordert werden, da in diesem Fall eine Untersuchung
der Steuerbarkeit der Zustandsvariablen erfolgt.

Das Regelbarkeitsmafi, die Polempfindlichkeitsmafse und die Dominanzmafie sind auf Grund
der Produktbildung CB = CX;X B = CB, die Steuerbarkeitsmafle » und s, wegen der Nor-
mierung mit Xy, invariant gegeniiber der Mehrdeutigkeit der Eigenvektoren. Auch die Ener-
giemafle sind unabhingig von der Mehrdeutigkeit der Eigenvektoren.

Die Forderungen nach Konsistenz und Stetigkeit werden nun anhand von zwei einfachen Bei-
spielen untersucht.

Beispiel 2.2: Gegeben seien die Systemdaten

sl 2] o] b



16 Kapitel 2. Modal- und Energiemafse

Hierbei ist « eine reelle Konstante. Die Eigenwerte lauten A\ = o und A\ = —2. Durch Ermitt-
lung der Determinante der Steuerbarkeitsmatrix S,,

1 a+1

Sul = ‘1 )

— @+

kann festgestellt werden, dass das System (A, b) fiir « = —3 nicht steuerbar ist.
Der Parameter o wird nun von —5,5 bis 1,5 variiert. Abbildung 2.5 zeigt die Steuerbarkeitsmafie
r nach LITZ und r, nach LUCKEL und MULLER in Abhéngigkeit von a.
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Abbildung 2.5: Steuerbarkeitsmaf x nach LITZ (links) und x¢ nach LUCKEL und MULLER (rechts)

Beide Mafse fiir den Eigenwert \; sind fiir « = —3 gleich 0, d.h., sie zeigen den Steuerbar-
keitsverlust korrekt an und sind somit konsistent zu den KALMANSschen Begriffen. Dies gilt
in diesem Beispiel auch fiir alle anderen Mafe. Der Term e~2Re{Ai} in der MaRdefinition von
#s nach MULLER und LUCKEL bewirkt eine Verkopplung der Steuerbarkeit mit der Stabilitét
des betrachteten Eigenwertes. Dies fiihrt, wie in Abbildung 2.5 zu sehen, zu Verzerrungen des
SteuerbarkeitsmafSes. Fiir o < —3 steigt das Maf3 sehr rasch an und strebt fiir positive Werte von
a gegen 0. Instabile Eigenwerte werden dadurch prinzipiell als schlecht steuerbar beurteilt. Im
Allgemeinen ist eine Verkopplung zwischen Steuerbarkeit und Stabilitit nicht wiinschenswert,
da beide Systemeigenschaften unabhingig voneinander sind.

Das System hat an der Stelle « = —2 einen doppelten Eigenwert, der, wie in Abbildung 2.6
beispielhaft fiir das Maff « nach KONNO dargestellt, zu einer Unstetigkeitsstelle fiihrt. In der
Nahe dieser Stelle nehmen die Mafie sehr hohe Werte an, was félschlicherweise als ,, gute Steu-
erbarkeit” interpretiert werden kann. Die Unstetigkeit bei mehrfachen Eigenwerten zeigen all
die Mafse, die auf der Modalform bzw. dem Kriterium von GILBERT fufien, da dieses nur fiir
einfache Eigenwerte definiert ist. Auch die Mafle x und ks besitzen fiir mehrfache Eigenwer-
te eine Unstetigkeitsstelle bzw. sind fiir diesen Fall nicht definiert. Diese Unstetigkeitstelle ist
allerdings in Abbildung 2.5 nicht zu sehen, da die Inverse X, der singuldren Matrix X z nume-
risch berechnet wird. Das so erhaltene X, besitzt zwar sehr hohe Werte, die sich jedoch durch
die Normierung mit xz; nicht auf das Maf$ auswirken. Daher ist das Problem der zu hohen
Werte in der Umgebung der Unstetigkeitsstelle nicht gegeben.

Das in Abbildung 2.6 dargestellte relative Polempfindlichkeitsmaf nach LITZ ! zeigt an der
Stelle a = 0 eine weitere Unstetigkeitsstelle, die aus der Normierung mit dem Eigenwert resul-
tiert. Alle Mafie deren Definition eine solche Normierung ausweist, zeigen diese Unstetigkeit.



2.4. Vergleich der Mafle 17

Abbildung 2.6: Steuerbarkeitsmaf$ @ nach KONNO (links) und Polempfindlichkeitsmafe S und s nach
LITZ (rechts)

Beispiel 2.3: Gegeben sei das in Modalform vorliegende System

-1 0 1 10
o IR LS H R

mit den Eigenwerten A\; = —1, Ay = —1 + o und einer reellen Konstante a. Fiir @ = 0 besitzt
das System den doppelten Eigenwert A\; o = —1 und ist nicht steuerbar. Beide Zustandsvaria-
blen kdnnen iiber den Stelleingang u beeinflusst werden. Es kann jedoch trotzdem nicht jeder
beliebige Zustand erreicht werden, da die beiden entkoppelten Teilsysteme identisch sind und
somit das gleiche dynamische Verhalten aufweisen.

Diesen Sachverhalt geben nur die auf der Idee der minimalen Energie basierenden Mafse kor-
rekt wieder. Beispielhaft sind in Abbildung 2.7 die Steuer- und Beeinflussbarkeitsmafle m und v
nach BENNINGER und RIVOIR dargestellt. Das Steuerbarkeitsmafs m zeigt an der Stelle « = 0
den Steuerbarkeitsverlust an. Das Beeinflussbarkeitsmaf v zeigt, dass das System im betrachte-
ten Intervall « € [—0,5 0,5] beeinflussbar bleibt.

Da das System in Modalform vorliegt, erhidlt man konstante, von o unabhédngige Eigenvektoren.
Daraus resultiert, dass die Modalmafie den Steuerbarkeitsverlust bei o = 0 nicht wiedergeben
konnen (vgl. Abbildung 2.7). Dies lasst den Schluss zu, dass die Mafle fiir den Fall mehrfacher
Eigenwerte nicht konsistent zu den KALMANschen Begriffen sind. Da die Mafie gerade im
Falle des Steuerbarkeitsverlustes durch innere Verkopplungen falsch liegen, liegt der Verdacht
nahe, dass nicht die Steuerbarkeit bewertet wird, sondern Aussagen iiber die Beeinflussbarkeit
getroffen werden [2]. Fiir den Fall des Steuerbarkeitsverlustes bei einem doppelten Eigenwert
sind somit nur die auf der Idee der minimalen Energie basierenden Mafe konsistent. Dies liegt
daran, dass fiir die Berechnung der Mafie die GRAMsche Matrix benétigt wird, die fiir ein nicht
steuerbares System singuldr ist. Daraus folgt, dass die Determinante der Matrix gleich Null ist

und die Spur ihrer Inversen theoretisch unendlich grofs wird. Dadurch werden die beiden Mafse
d; und dy nach KALMAN fiir nicht steuerbare Systeme zu Null.

Die in diesem Abschnitt untersuchten Eigenschaften der modalen MafSe sind in Tabelle 2.1 zu-
sammengefasst.
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Abbildung 2.7: Das Summenmafi ¥ nach LITZ als Beispiel eines nicht konsistenten MafSes (links) und
das konsistente Mafs m nach BENNINGER und RIVOIR (rechts)

Tabelle 2.1: Vergleich der Modalmafle

Invariant gegeniiber

Mehrd. der EV Koord.trans. Konsistenz = Stetigkeit
KONNO « (Gl. 2.2) X orthogonal X X
LUCKEL, MULLER &; (GL. 2.3) v orthogonal X ’
LITZ k (GL. 2.4) v orthogonal X x "
HIPPE o (Gl. 2.5) v reguldr X
BENNINGER m (GL. 2.14) v - v Vel
BENNINGER v (GL. 2.15) v - - Ve
KALMAN:
Determinante d; (Gl. 2.12) v regular v v
Spur ds (Gl. 2.13) v reguldr v v
LITZ:
abs. Polempf. S (GL. 2.6) v regulér X X
rel. Polempf. s (Gl. 2.7) v regular X X
Maximalmafd M (Gl. 2.8) v regular X X
Summenmaf ¥ (Gl. 2.9) v reguldr X X

" Besitzt Unstetigkeitsstelle fiir mehrfache Eigenwerte; durch numerische Fehler bei der Inversion von
X g erhilt man jedoch meist einen stetigen Funktionsverlauf.

” In manchen Féllen Unstetigkeiten durch numerische Fehler bei der Berechnung.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wird untersucht, ob es sich bei den betrachteten Mafszahlen
auch um ein Mafs bzw. eine Norm im mathematischen Sinn handelt. Hierzu folgende Definition:

Definition 1 (Norm): Eine Abbildung | -|| : V — Ry in die nichtnegativen reellen Zahlen heif3t
Norm auf V, wenn fiir alle Vektoren x,y € V und alle Skalare X die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1. |x[|[=0&x=0 (Definitheit).
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2. [x[[ >0 x#0 (Positivitit).
3. |Ax|| = [AllIx]| (Homogenitét).
4. Ix+yll < |Ix|l + [yl (Dreiecksungleichung).

Handelt es sich um eine Matrixnorm, so gilt zusitzlich fiir zwei Matrizen X,Y passender Di-
mension

5. IXY | < IXIY ]| (Submultiplikativitat).

Fiir die modalen Steuerbarkeitsmafse wird tiberpriift, ob das Maf3 eine Norm des Zeilenvektors
b!" der transformierten Eingangsmatrix darstellt. Das Maf x nach LITZ erfiillt die Eigenschaft
der Definitheit und der Positivitdt. Die beiden iibrigen Eigenschaften werden von dieser Mafi-
zahl nicht erfiillt. Wahlt man jedoch stattdessen als Maf8 \/x, so konnen alle vier Eigenschaften
erfiillt werden. Die Erfiillung der Eigenschaft 4 ist unter der Voraussetzung gleicher Links-
Eigenvektoren moglich. D.h., wenn V' die Menge der Eingangsvektoren eines Systems beschreibt,
dann ist das Maf \/x eine Norm auf V. Analoges gilt auch fiir das Maf x5 nach MULLER und
LUCKEL. Fiir die Mafizahl /r, miissen zur Erfiillung der Dreiecksungleichung sowohl die
Links-Eigenvektoren als auch die Eigenwerte {ibereinstimmen. Das Mafi ¢ nach KONNO er-
fullt alle vier Eigenschaften.

Bei den Steuer- und Beobachtbarkeitsmafien ist zu priifen, ob es sich um eine Matrixnorm han-
delt, da sich in diesem Fall das Mafs auf die Matrix G; aus Gleichung (2.2) bezieht. Da fiir das
Regelbarkeitsmafs nach HIPPE und fiir die Polempfindlichkeitsmafse nach LITZ die einzelnen
Elemente der Matrix G; betrachtet werden, handelt es sich bei diesen MafSen um keine Nor-
men, da sie die Abbildung RP*™ — RP¥™ beschreiben. Das Maximal- und das Summenmaf3
M; und ¥; nach LITZ erfiillen die Eigenschaften 1-3. Fiir gleiche Eigenwerte \; wird auch die
4. Eigenschaft erfiillt. Die Eigenschaft der Submultiplikativitit erfiillen diese Mafse nicht. Unter
der Vorraussetzung, dass das System gleich viele Ein- wie Ausgédnge (m = p) besitzt, erfiillt
das Produkt aus der Anzahl der Eingédnge m und dem Maximalmaf3 M; auch diese Eigenschaft.
Somit stellt mM; eine Matrixnorm dar.

Die iiber die minimale Energie definierten Mafie nach BENNINGER und RIVOIR sind keine
Normen, da sie die GRAMsche Matrix Qg auf n Werte abbilden.

2.4.1 Mogliche Erweiterung

Die Untersuchung der Modalmafie hat gezeigt, dass die Verwendung einiger Mafie zu falschen
Ergebnissen fiihrt, wenn die Eigenwerte der Systemmatrix nahe beieinanderliegen. Besitzt die
Matrix A einen doppelten Eigenwert, dann haben diese Mafie eine Unstetigkeitsstelle und der
Steuerbarkeitsverlust auf Grund eines doppelten Eigenwertes wird vom Maf$ nicht angezeigt.
In der Umgebung dieser Unstetigkeitsstelle, d.h., wenn der Abstand zwischen den Eigenwerten
klein ist, liefern diese Mafle filschlicherweise sehr hohe Werte. Leider kann kein maximaler
Abstand angegeben werden, den die Eigenwerte besitzen miissen, damit dieser Effekt nicht
auftritt. Durch Multiplikation des MafSes mit dem kleinsten Abstand

Oy :=min{|A\; — A\j|} flri#j i,j=1,....n
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zwischen zwei Eigenwerten kann diesem Effekt entgegengewirkt werden. In diesem Abschnitt
wird die Auswirkung der Multiplikation mit §, am Beispiel des Mafies a nach KONNO unter-
sucht. Fiir die sich aus der Multiplikation ergebende Funktion wird die Bezeichnung

a:= ady
eingefiihrt.
Das in Beispiel 2.3 untersuchte System verliert fiir « = 0 wegen des doppelten Eigenwertes
A1,2 = —1 die Steuerbarkeit. Dies wird vom Maf$ a nicht angezeigt, da es fiir alle o konstant

gleich Eins ist. Der Abstand zwischen den Eigenwerten ist fiir o = 0 gleich Null, und somit ist
auch a gleich Null (vgl. Abbildung 2.8). Durch die Multiplikation von a mit J, wird fiir dieses
Beispiel der Steuerbarkeitsverlust nun korrekt angezeigt.

Das System aus Beispiel 2.2 verliert fiir o« = —3 die Steuerbarkeit und hat fiir « = —2 einen dop-
pelten Eigenwert. Da das Maf$ a den Steuerbarkeitsverlust fiir « = —3 korrekt wiedergibt (vgl.
Abbildung 2.6), wird auch a zu Null. Fiir den doppelten Eigenwert bei o = —2 ist das System

steuerbar. Da gilt §,(a« = —2) = 0, wird auch a(a = —2) zu Null, wodurch filschlicherweise
angezeigt wird, dass das System fiir o = —2 nicht steuerbar ist.
0.5
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Abbildung 2.8: Funktion ad) fiir System aus Beispiel 2.2 (rechts) und Beispiel 2.3 (links)

Die Multiplikation von a mit J, hat die zuvor gewiinschte Auswirkung: a besitzt immer noch
eine Unstetigkeitstelle fiir mehrfache Eigenwerte (siehe Abbildung 2.8 (rechts) fiir o« = —2).
Den félschlicherweise hohen Werten in der Umgebung der Unstetigkeitsstellen von a wird al-
lerdings entgegengewirkt. Der Nachteil von a ist, dass im Falle eines doppelten Eigenwertes
0) = 0 gilt. Dadurch zeigt a immer an, dass das System nicht steuerbar ist, unabhingig davon,
ob der doppelte Eigenwert zu einem Steuerbarkeitsverlust fiithrt oder nicht.

2.4.2 Diskussion der Ergebnisse

Die in diesem Kapitel vorgestellten Mafle lassen sich in zwei Klassen einteilen: Modalmafl und
Energiemafs. Die Klasse der ModalmafSe zeichnet sich durch einfache Berechenbarkeit aus, be-
sitzt aber auch Schwachen: Sie beschrankt sich auf diagonalisierbare Systemmatrizen A. Da-
durch ergeben sich Unstetigkeitsstellen in den Maflen. Bei einigen Mafidefinitionen ergeben
sich weitere Unstetigkeiten durch die Normierung mit dem Eigenwert. Es hat sich gezeigt, dass
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die Mafe in der Nidhe dieser Unstetigkeitstellen i.A. sehr hohe Werte annehmen, was félsch-
licherweise als ,gute Steuerbarkeit” interpretiert werden kann. Da diese Definitionen nur die
Eingangsmatrix B beriicksichtigen, zeigen die Mafe einen Steuerbarkeitsverlust auf Grund in-
nerer Verkopplungen, hervorgerufen durch mehrfache Eigenwerte, nicht an. Durch die Betrach-
tung im Modalraum isti.A. eine Zuordnung zu den urspriinglichen (physikalischen) Zustands-
variablen nicht moglich.

Betrachtet man die Klasse der Energiemafie, erkennt man, dass die Stabilitdt des Systems einen
Einfluss auf das Steuerbarkeitsmaf3 hat. Liegt z.B. ein asymptotisch stabiles System vor, so wird
bei konstantem Endzeitpunkt ¢; das Mafs grofler, je weiter die Eigenwerte des Systems von der
imagindren Achse entfernt sind. Der Grund hierfiir ist, dass je ,stabiler” ein Eigenwert, desto
schneller wird der Anfangzustand x( in den Ursprung {iberfiihrt. Somit ist die {iber den Ein-
gang u zugefiihrte Energie klein. Dieser Effekt verstarkt sich, je grofler ¢; gewahlt wird. Die
Verkopplung zwischen Steuerbarkeit und Stabilitdt kommt daher, dass man in dieser Defini-
tionsklasse die minimale Energie betrachtet, die bendtigt wird, um einen Anfangszustand in
den Ursprung zu iiberfiihren. Bei der Definition der Steuerbarkeit wird jedoch die Uberfiihr-
barkeit eines Anfangszustandes in jeden beliebigen Endzustand gefordert. Je nach Lage von
Anfangs- und Endzustand kann auch ein instabiler Eigenwert dazu beitragen, dass die beno-
tigte minimale Energie klein ist. Das wird von den Energiemafien nicht berticksichtigt. Diese
Mafle bewerten genau genommen nicht die Steuerbarkeit, sondern die ,Steuerbarkeit in den
Ursprung”. Die Berechnung der Maf3e ist im Vergleich zu den Modalmafien aufwendiger, da
die Inverse der GRAMschen Matrix berechnet werden muss. In [1] wird fiir die Berechnung die
Modalform benutzt, da fiir diese Systeme die GRAMsche Matrix analytisch angegeben werden
kann. Damit ergibt sich aber der Nachteil, dass die Berechnung nur fiir diagonalisierbare Sy-
stemmatrizen moglich ist. Im Unterschied zu den Modalmafien ist die Definition an sich nicht
auf diese Systemklasse beschréankt, sondern diese Einschrankung ergibt sich erst durch die Be-
rechnung. Dieses Problem kann durch die in Abschnitt 2.3.2.2 vorgestellte Berechnung {iber den
Reihenansatz umgangen werden.
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Kapitel 3

Distanzmai

Da das in der Einleitung angefiihrte Theorem 1 nach LEE und MARKUS fiir ein tieferes Ver-
standnis des Steuerbarkeitsbegriffes von grofser Bedeutung ist, wird dieses hier erneut ange-
fihrt und erldutert.

Theorem 4 (LEE und MARKUS [28]): Betrachtet man ein steuerbares System (A, B), so exi-
stiert eine positive Konstante ¢, derart, dass jedes System (A, B) mit der Eigenschaft

|JA—A||<e, und ||B—B|| <e (3.1a)

ebenfalls steuerbar ist. Umgekehrt, falls ein System (A, B) nicht steuerbar ist, so existiert zu
jeder positiven Konstante e ein steuerbares System (A, B) mit der Eigenschaft

|JA-A||<e und ||B-B| <e (3.1b)

Relation (3.1a) sagt aus, dass um jedes steuerbare System eine Umgebung existiert, in welcher
sich nur steuerbare Systeme befinden. In Relation (3.1b) kann der Parameter ¢ beliebig klein
gewdhlt werden. Somit besagt diese Ungleichung, dass sich beliebig nahe bei einem nicht steu-
erbaren System ein steuerbares befindet (vgl. Abbildung 3.1).

steuerbare Systeme mindestens ein steuerbares System
€s
(A,B)
(A,B)... steuerbares System (A, B)... nicht steuerbares System

Abbildung 3.1: Theorem nach LEE und MARKUS

Damit ist die Menge der steuerbaren Systeme offen und dicht im metrischen Raum aller LZI-
Systeme. In diesem Raum befinden sich nur an singuldren Punkten nicht steuerbare Systeme.
Es wird nun folgende Grofie eingefiihrt:

A, B) = i A 0Bl : (A A B B ich . 2
WAB)= min - {|[5A,0B]| : (A+6A.B+0B) nichtsteerbar}. (32

23
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Mit der Spektralnorm einer (rechteckigen) Matrix !

M| = \/ Amax(MHAM) = 010, (M),

die dem grofiten Singuldrwert der Matrix M entspricht. Aus dem Theorem nach LEE und MAR-
KUS ist erkennbar, dass die Grofse i« dem kleinsten Abstand zu einem nicht steuerbaren System
entspricht, weshalb sie als Distanzmaf§ bezeichnet wird. Ist dieser kleinste Abstand zu einem
nicht steuerbaren System klein, wird das System als ,,schlecht” steuerbar bezeichnet.

Diese Grofie kann jedoch auch anders interpretiert werden: In Relation (3.2) wird nach ei-
ner Storung [0A, dB| mit der kleinstmdglichen Norm gesucht, die das System (A, B) nicht
steuerbar macht. Ist das Mafs klein, heifit das, dass eine kleine Storung ausreicht, um das Sy-
stem (A + JA, B + 0B) nicht steuerbar zu machen. In diesem Fall wird das System (A, B) als
,,schlecht” steuerbar bezeichnet.

PAIGE fiihrt in [38] die Grole y fiir eine numerisch zuverldssige Uberpriifung der Steuerbar-
keit ein, da, wie in der Einleitung gezeigt wurde, die numerische Uberpriifung der Steuerbar-
keit mit Hilfe der Kriterien nach KALMAN oder HAUTUS in manchen Fillen zu fehlerhaften
Ergebnissen fiihrt. Ist u(A, B) grofier als ein bestimmter Wert 119, der sich aus Unsicherheiten
der Systemmatrizen und aus einer Schranke fiir die zu erwartenden numerischen Fehler bei
der Berechung von p zusammensetzt, dann ist das System (A, B) mit Sicherheit steuerbar. An-
dernfalls kann keine zuverldssige Aussage tiber die Steuerbarkeit des Systems gemacht werden.

EISING hat in [9, 10] gezeigt, dass Relation (3.2) zu der Beziehung

#(A,B) = inf {Fin((sE — A, B])} = inf {o(s)) (3.3)

dquivalent ist. Hierbei ist s eine beliebige komplexe Zahl und oy,in (M) der kleinste Singular-
wert der Matrix M. Diese Gleichung beschreibt ein Optimierungsproblem mit dem freien Pa-
rameter s. Somit erhilt man unabhéngig von der Systemordnung ein Problem mit zwei reellen
Optimierungsparametern: dem Real- und dem Imaginarteil der komplexen Variablen s. Im Ver-
gleich dazu kann im Optimierungsproblem nach (3.2) an den Matrizen A und ¢éB ,gedreht”
werden, woraus sich n(n 4+ m) Optimierungsparameter ergeben.

Die Zusammenhénge zwischen (3.2) und (3.3) konnen leicht gezeigt werden: Angenommen das
System (A + JA, B + §B) ist nicht steuerbar. Dann gilt fiir mindestens ein s € C

Rang([sE — (A + 0A),B + 0B]) < n.

Da die kleinste Storung, die einen Rangverlust der Matrix [sE — A, B] hervorrufen kann, gleich
omin([SE — A, B]) ist, gilt
Umin([SE - A7 B]) < H [5A7 5B] H

Das Gleichheitszeichen gilt fiir
[0A,0B] = —Uminunvf

mit den zum Singuldrwert o.,;, gehdrigen normierten Links- und Rechtssinguldrvektoren u,
und v,,.

"Hierbei symbolisiert Amax(M) den groBten Eigenwert der Matrix M.
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Gleichung (3.3) besagt, dass ;1 das Minimum des durch o,y ([sE — A, B]) tiber der komplexen
Ebene aufgespannten , Gebirges” ist. Die Visualisierung dieses ,Gebirges” kann mit Hilfe des
sogenannten Pseudospektrums erfolgen (siehe hierfiir Anhang A.1).

Eine einfache obere Schranke fiir das Distanzmaf ist durch die Norm der Matrix A

n(A,B) <A

gegeben [16].
Der Bereich, in dem sich das Minimum befindet, kann wie folgt eingeschréankt werden: Es sei

=it | (3.49)

mit u,(s) und v, (s) den normalisierten n-ten Spalten der Matrizen U und V aus der Singular-
wertzerlegung
[sE— A,B] =UXVH,

Die kritischen Punkte von o(s) gentigen der Beziehung
s =u,(s)TAu,(s). (3.5)
Diese folgt aus
o(5)f(s) = ua(s)" (SE = A)un(s),
da
[SE — A, B]"u,(s) = o (s)va(s)

gilt. Da alle kritischen Punkte s = z + jy Gleichung (3.5) erfiillen, liegen alle Minima im Werte-
bereich? von A
F(A) = {xTAx: x| =1,x € C}.

Damit und durch Aufspalten der Matrix A in einen symmetrischen und einen schiefsymmetri-
schen Anteil kann der Bereich, in dem das Minimum liegen, auf das Rechteck?

T T
Auin <A+A> < 2 < Anax <A+A>
2 2
A — AT A— AT
Amin <2]> < ¥ < Amax <2j> (3-6)

beschrankt werden [7]. Da oyin ([SE— A, B]) = omin([SE— A, B]) gilt, gibt es nur reelle oder kon-
jugiert komplexe Minima. Deshalb muss nur in einer der beiden Hilften des oben angegeben
Rechtecks nach dem globalen Minimum gesucht werden. Die Schwierigkeit der Minimumsu-
che ergibt sich dadurch, dass Gleichung (3.3) ein nichtlineares, nicht glattes, nicht konvexes
Optimierungsproblem beschreibt.

Zur Bestimmung von p nach Gleichung (3.2) wird nach der kleinsten Norm einer Stérung
[0A, 6B] gesucht, die das System nicht steuerbar macht. Hierbei werden zwei Falle unterschie-
den:

2Zur Definition und zu den Eigenschaften des Wertebereichs einer Matrix siehe [46].
*Da hier nur Systeme mit reellen Daten betrachtet werden, wird die transponierte Matrix benutzt. Andernfalls
muss diese durch die konjugiert transponierte Matrix ersetzt werden.
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- Die Matrizen d A und 6B konnen komplexe Elemente besitzen. Das sich dadurch ergeben-
de p wird im Weiteren als u¢ bezeichnet.

- Die Matrizen §A und 6B beinhalten nur reelle Elemente, da im Allgemeinen reelle Sto-
rungen von praktischem Interesse sind. Das Optimierungsproblem zur Bestimmung des
als pr bezeichneten Mafles entspricht einer Minimumsuche entlang der reellen Achse des
Pseudospektrums.

Wird in weiterer Folge vom Distanzmaf3 ;1 (ohne Indizierung) gesprochen, dann ist sowohl p¢c
als auch pr gemeint.

In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, wie das Maf3 i bzw. g ermittelt werden kann.
Fiir bestimmte Systeme 1. und 2. Ordnung kann das Distanzmafs analytisch angegeben wer-
den (siehe Abschnitt 3.1). Die analytische Berechnung wird jedoch mit zunehmender Ordnung
schwieriger bzw. unmoglich. Das MafS i wird dann numerisch ermittelt. In Abschnitt 3.2.1 wer-
den Algorithmen vorgestellt, die eine obere und untere Schranke fiir das zu ermittelnde Mini-
mum g liefern. In Abschnitt 3.2.2 werden Verfahren zur Bestimmung von Schranken fiir pp
vorgestellt.

3.1 Analytische Losung

Die analytische Losung liefert einen tieferen Einblick und ein besseres Verstidndnis fiir das Di-
stanzmafs. Zuerst werden Systeme 1. Ordnung und in Modalform vorliegende Systeme 2. Ord-
nung betrachtet, da fiir diese Systeme das Distanzmafs in einigen Féllen durch Losen des Op-
timierungsproblems (3.3) nach EISING analytisch ermittelt werden kann. Mit Hilfe dieser ana-
lytischen Losungen und weiterer Abschitzungen konnen dann auch fiir allgemeine Systeme
hoherer Ordnung Aussagen tiber das Verhalten des Distanzmafies gemacht werden.

3.1.1 Systeme 1. Ordnung
Fiir das System 1. Ordnung

Aty
i ax + bu
wird nun das Distanzmaf3
p= slg(g{amin([s —a,b])} = slg(g{a(S)} =o(s") (3.7)

mit s = x + jy analytisch berechnet.
Mit der Abkiirzung M := [s — a, b] ergibt sich fiir den Singuldrwert o

o(2,9) = \ dmax(MMH) = /(& — a2 + 2 1 1.

Das Rechteck (3.6) beschreibt den Bereich in der komplexen Ebene in dem sich das Minimum
befindet. Fiir Systeme 1. Ordnung entartet dieses Rechteck zu einer Geraden entlang der reellen
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Achse. Somit gilt fiir die Lage des Minimums s* = z*. Um dies zu berechnen, wird o fiir y = 0
nach z abgeleitet und die Ableitung Null gesetzt. Dadurch ergibt sich

d
£ 20 A f=a
Da die 2. Ableitung von o an der Stelle © = a positiv ist, handelt es sich bei der gefundenen
Losung tatsdchlich um ein Minimum. Setzt man dieses Ergebnis in Gleichung (3.7) ein, so erhilt
man fiir das Distanzmaf3

i=o(la—a,b]) = |ol.

Aus diesem Ergebnis ist ersichtlich, dass der Eigenwert a des Systems die Lage des Minimums
s* bestimmt, wahrend die Grofie des Distanzmafies p nur vom Betrag von b abhingig ist. Da
y = 0 gilt, ist s* reell und somit pc = pg.

Fiir das System 1. Ordnung wird zum Vergleich das Steuerbarkeitsmaf « nach LITZ berechnet.
Da fiir die Eigenvektoren xp = x;, = 1 gilt, vereinfacht sich die Berechnung von « zu

bewaL
_ <L _b2
H—iH = .
.’IZ‘LQL‘L

Daher gilt zwischen x und p der einfache Zusammenhang y? = k.

Zusammenfassung (Systeme 1. Ordnung):
1. pe = pr.
2. a bestimmt die Lage des Minimums s*.
3. bbestimmt das Steuerbarkeitsmafs .

4. 1? = k.

3.1.2 Systeme 2. Ordnung

In diesem Abschnitt wird die analytische Ermittlung des DistanzmafSes p fiir Systeme 2. Ord-
nung angegeben. Der Einfachheit halber wird das Distanzmaf p fiir das in Modalform vorlie-

gende System
dx . )\1 0 b1

ermittelt. Mit der Abkiirzung M := [sE — A, b] berechnen sich die Singuldrwerte der Matrix M

mit s = x + jy gemaf
o(z,y) =/ A(MMH).
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3.1.2.1 Reelle Eigenwerte

Besitzt die Matrix A reelle Eigenwerte, entartet das Rechteck (3.6) in dem sich das Minimum
befindet zu einer Geraden auf der reellen Achse. Damit gilt fiir die Lage des Minimums s* =
z* € R und somit uc = pp. Uber die analytische Losung kann folgendes festgehalten werden:
Es gilt A1, A2, b1, b2 € R und man erhalt
MM — [al ble]

biby o (3.9

mit
ar = (. — )2+ 92 + b3 und ag = (z — X)) +y* + 3.

Fiir die Ableitung von o(z,y = 0) nach z ergibt sich ein Polynom 4. Grades, dessen Nullstel-
len nicht analytisch angegeben werden konnen. Fiir den Spezialfall, dass die Systemmatrix A
zwei gleiche Eigenwerte A\; = Ay =: A besitzt, vereinfacht sich die Berechnung. Fiir das globale
Minimum gilt in diesem Fall s* = X mit p(s*) = 0. Daraus folgt, dass das Distanzmaf fiir Sy-
steme 2. Ordnung in Diagonalform den Steuerbarkeitsverlust auf Grund doppelter Eigenwerte
korrekt wiedergibt.

Leider kann schon fiir einfache Systeme 2. Ordnung keine analytische Losung fiir das Distanz-
mafd y ermittelt werden. Um das Distanzmaf’ trotzdem analysieren zu konnen, wird nun eine
asymptotische Losung fiir das Maf3 ermittelt. Hierfiir wird wieder das System in Modalform
(3.8) betrachtet. Der Einfachheit halber soll vorerst by = by =: b gelten. Durch diese vereinfa-
chende Annahme kann eine Losung fiir

do
i 0
und somit ein lokales Extremum angegeben werden mit
. 1
Ty = 5()\1 + )\2)
Berechnet man fiir dieses Extremum den Wert fiir das Distanzmaf 1, so ergibt sich
. 1
w(x}) = 55 (3.10)
mit § = |A\; — A\2|, dem Abstand zwischen den beiden Eigenwerten. Diese Gleichung beschreibt

eine Asymptote in Abhédngigkeit von ¢. Eine weitere Asymptote erhdlt man fiir die Losung
x5 = A1,2. Strebt 6 gegen Unendlich, dann gilt

D.h., wird der Abstand zwischen den Eigenwerten der Systemmatrix A grofer, strebt die Lo-
sung x5 einem Extremum entgegen. Fiir den Wert des Distanzmafles gilt in diesem Fall

lim p(z3) = b, (3.17)

d—00
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Abbildung 3.2: Numerische und asymptotische Losung fiir das Minimum «* (links) und das Distanz-
mafs p (rechts)

welcher die zweite Asymptote beschreibt. Der Schnittpunkt der beiden Asymptoten (3.10) und
(3.11) ergibt sich zu 6 = 2b.

Abbildung 3.2 zeigt die numerisch bestimmten Werte fiir die Lage des Minimums z*, das Di-
stanzmafs ;1 sowie die ermittelten Asymptoten, aufgetragen tiber dem Abstand § zwischen den
Eigenwerten der Systemmatrix A. Esist ersichtlich, dass die asymptotische Darstellung mit gro-
er werdenden Werten fiir b schlechter wird. Trotzdem liefert diese Darstellung wichtige Ein-
blicke in das Verhalten des DistanzmafSes p bzw. in das Steuerbarkeitsverhalten des Systems.
Ist der Abstand 4 hinreichend grofs, dann ist der Einfluss der Systemmatrix vernachldssigbar
klein, und nur noch der Eingangsvektor b ist ausschlaggebend fiir das Distanzmafs p. Fiir hin-
reichend kleine Werte von b liegt das Minimum in der Mitte der beiden Eigenwerte von A, und
fiir den Wert des Distanzmafes i ist nur der Abstand ¢ entscheidend.
Fiir den Fall b; # by ist die Losung p(z7) = %5 kein Extremum des Distanzmafies p. Jedoch
liefert die zuvor ermittelte Asymptote aus Gleichung (3.10) auch in diesem Fall eine brauchbare
Abschitzung. Fiir 5 = A1 2 gilt analog zum Fall b; = by, dass diese Losung fiir § — oo einem
Extremum mit dem Wert

Jim p(z3) = bi2
zustrebt. Als Asymptote kann somit der Wert min{b;, b2} betrachtet werden. Abbildung 3.3
zeigt die Ergebnisse der Untersuchung des Distanzmafies p fiir by # by. Hierbei wurde der
Wert b; konstant gleich Eins gewéhlt, und der Wert b, variiert.

Aus dieser Abbildung ist ersichtlich, dass mit grofler werdenden Werten fiir b, die asympto-
tische Darstellung schlechter wird. Es kdnnen jedoch folgende Schliisse gezogen werden. Fiir
hinreichend grofle Werte § strebt das Distanzmaf} gegen den Wert min{b;, b }. Fiir kleine Werte
der Elemente von b und kleine § wird das Maf fast ausschlieSlich durch den Abstand der Ei-
genwerte ¢ bestimmt.

Zusammenfassend kann aus der erarbeiteten asymptotischen Darstellung geschlossen werden,
dass, wenn die Eigenwerte nahe beieinander liegen, das Distanzmafs klein und somit die Steu-
erbarkeit schlecht ist. Liegen die Eigenwerte hinreichend weit von einander entfernt, sind die
Werte im Eingangsvektor b fiir die Giite der Steuerbarkeit verantwortlich. Ist das kleinste Ele-
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Abbildung 3.3: Numerische und asymptotische Losung fiir das Minimum «* (links) und das Distanz-
maf3 u (rechts)

ment in b klein, so fiihrt dies zu einer kleinen Maf$zahl und deutet somit auf schlechte Steuer-
barkeit hin.

3.1.2.2 Konjugiert komplexe Eigenwerte

Es sei B
)\1:X2::)\:a+jw und b = by =: b.

Damit erhélt man mit M = [sE — A, b] die Matrix

b2
b a9

mit
o=@ —0)+@y—w?+b? und ay:=(z—0)?+ (y+w)? + |b%
Fiir die Eigenwerte A o der Matrix MM gilt
Ao = (x— o) +y2 +w? + b £ V|b|* + dy2w?.
Durch Nullsetzen der Ableitung nach z ergibt sich

O\ 2
ox

Analog erhilt man durch die Ableitung nach y die drei Losungen y; = 0 und

=2 —-2020 ~ 2'=o0. (3.12)

1
Yo g = :I:% 4w — |4 (3.13)

Dadurch ergeben sich folgende mogliche Losungen fiir das Distanzmaf’ uc: Ist an der Stelle
s = 2" + jy; das globale Minimum von Gleichung (3.3), gilt fiir das Distanzmaf3

H1 = /"LC‘S:ST = w.

*Mit z wird die zu z konjugiert komlexe Zahl symbolisiert.
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Da opin ([SE — A, B]) = omin ([SE — A, B]) gilt, liefern die Werte s3 3 = 2™ + jy; 5 flir das Distanz-
maf’ ;1o das identische Ergebnis

L|b
H2 = MC’S:S;S = B} 'w' VAw? — ‘b‘Q (3.14)
Die Losung pi2 ist nur dann giiltig, wenn sie reell ist. D.h., es muss die Ungleichung
4w? > |b|?

erfiillt sein. Ist [b|> > 4w?, womit nur s} giiltig sein kann, dann gilt fiir das Distanzma8 p¢ die
Losung p1. Anderenfalls sind p; und po mogliche Losungen fiir ;1. Da jedoch fiir diesen Fall
immer o < ju1, gilt fiir |b]? < 4w? die Losung uo.

Auffillig ist, dass beide Losungen p; und po unabhingig von Realteil des Eigenwertes der
Matrix A sind. Fiir hinreichend grofle Werte fiir b wird die Lage des Minimums allein durch
den Realteil des Eigenwertes von A bestimmt, wéahrend das Distanzmaf ;i selbst nur vom
Imaginarteil des Eigenwertes abhdngig ist.

3.1.2.2.1 Distanzmaf$ iy fiir Systeme 2. Ordnung mit komplexen Eigenwerten Werden bei
der Bestimmung des DistanzmafSes nur reelle Storungen (JA € R™" und 6B € R™) bertick-
sichtigt, so entspricht das Maf dem Minimum von Gleichung (3.3) auf der reellen Achse. Von
den drei zuvor ermittelten lokalen Minima liegt nur eines auf der reellen Achse, und somit gilt
fiir das Minimum s* = o und pur = g1 = w. Das Distanzmafs ;g fiir Systeme 2. Ordnung in
Modalform ist folglich nur vom Imagindrteil der Eigenwerte der Matrix A abhédngig. Der Ein-
gangsvektor b hat keinen Einfluss auf das Distanzmafs yp.

Zusammenfassend konnen folgende Ergebnisse festgehalten werden:

Zusammenfassung (Systeme 2. Ordnung in Modalform):
- AMA) eR:
- HC = KR
- A(A) € C und komplexe Storungen (Distanzmaf ji¢):
b2 > 2w?

- Lage des Minimums s* = o = Uo = R

- Steuerbarkeitsmaf$ o = w
b2 < 2uw?
- Lage des Minimums s* = o & 53— /4w® — [b|*
- Steuerbarkeitsmaf pc = 3 | 2| /4w? — [b]2
- A(A) € C und reelle Stérungen (Distanzmaf3 ;.z):

- Lage des Minimums s* = o
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- Steuerbarkeitsmaf$ yp = w

= der Eingangsvektor b hat keinen Einfluss auf das Maf3

3.1.3 Systeme hoherer Ordnung

Fiir Systeme hoherer Ordnung stellt sich die Ermittlung einer analytischen Losung erheblich
schwieriger dar. Durch den hoheren Grad der durch das Ableiten von ¢ nach = bzw. y entste-
henden Polynome erschwert sich das Auffinden von Nullstellen. Ebenfalls werden die Unglei-
chungen, die bei mehreren Nullstellen zu betrachten sind, wesentlich komplizierter.

Trotzdem kann eine Reihe niitzlicher Aussagen getroffen werden: Besitzt die Systemmatrix A
bestimmte Eigenschaften, dann kann gezeigt werden, dass fiir das Distanzmafs o = pg gilt.
Dadurch vereinfacht sich die Berechnung von ; bzw. die Suche nach dem Minimum erheblich,
da nur noch entlang der reellen Achse gesucht wird. Damit konnen bei der numerischen Be-
stimmung des Mafles die in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten Algorithmen zur Ermittlung von ppr
eingesetzt werden. Diese sind i.A. einfacher und vor allem verringert sich der Aufwand der
numerischen Berechnung (siehe 3.2.6).

Ist die Systemmatrix A symmetrisch, dann gilt uc = pg. Dies folgt direkt aus dem in Unglei-
chung (3.6) definierten Rechteck, in welchem die Minima liegen. In diesem Fall entartet dieses
Rechteck zu einer Geraden auf der reellen Achse.

Da Singuldrwerte invariant gegentiber einer unitiren Zustandstransformation sind, folgt dar-
aus, dass auch das Distanzmaf’ gegentiber einer solchen Transformation invariant ist. Im Allge-
meinen ist die Transformation auf Modalform jedoch nicht unitdr. Dann gilt (vgl. [20]): Fiir

A = XpAX' mit Xz =1

erhdlt man wegen
Xr O

X' [sE — A, B] { 0 E

]:[SE—A,E]

den Zusammenhang

1 s
A B) > ———u(A,B).
Hierbei ist K (Xp) := | Xz|||Xj'|| die sogenannte Konditionszahl der Matrix der Rechtseigen-
vektoren der Systemmatrix A. Fiir die Konditionszahl gilt

Omax (XR)

K(XR) - Umin(XR) '

Durch diese Beziehung kann eine untere Schranke fiir das Distanzmaf} angegeben werden, in-
dem das Maf3 des Systems in Modalform mit dem Verhiltnis des grofiten zum kleinsten Singu-
larwerts der Matrix X i skaliert wird:

Omin (XR)

n(A,B) > e (X1)

u(A,B).



3.1. Analytische Losung 33

Im Folgenden wird eine obere Schranke fiir das Distanzmafs ;¢ in Abhdngigkeit der Eigenwer-
te der Matrix A und des Eingangsvektors b angegeben. Dadurch erhélt man auch fiir Systeme
hoherer Ordnung ein besseres Verstandnis fiir das Distanzmafl und somit fiir das Steuerbar-
keitsverhalten des Systems. Fiir das Distanzmaf gilt der Zusammenhang

pue < min{o(\;)} i=1,...,n.

Hierbei sind \; die Eigenwerte von A und o(;) der kleinste Singularwert der Matrix

In Abschnitt 3.2.3 wird gezeigt, dass diese Schranke eine gute Abschitzung fiir das Distanzmaf3
liefert.
Der kleinste Singuldarwert kann nun folgendermaflen abgeschétzt werden:

1

7 = I,

< [IM(A)]f2-

Hierbei wird mit M’ die Pseudoinverse der Matrix M bezeichnet.
Die Spektralnorm || - |2 kann wiederum durch die Wurzel aus dem Produkt der Spaltensum-
mennorm || - ||; und der Zeilensummennorm || - || abgeschdtzt werden

MOz < VIV 1M oo

Fiir ein in Modalform vorliegendes System

(A = diag()\;),b)
hat die Matrix M();) die Struktur®
Ai — A1 0 e 0 by

0 0 Xi—Xn by

Die Normen kénnen nun wie folgt berechnet werden: Wir definieren den Abstand zwischen
zwei Eigenwerten der Matrix A

5ij:’)\i_)\j| i,jzl,...n
und den maximalen Abstand des Eigenwerts \; zu den tibrigen Eigenwerten
0i,max = max{d;;}.
JJ#

Mit diesen Abkiirzungen gilt fiir die Spaltensummennorm der Matrix M(\;)

M)l = max{ 6 max, Y [bil}-
=1

*Die durchgefiihrten Uberlegungen lassen sich sehr einfach auf Mehrgrofiensysteme tibertragen. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit ist hier nur der Eingrofienfall angefiihrt.
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Die Zeilensummennorm dieser Matrix lasst sich berechen durch
IM(Xi)[|oo = max{dij, |bj]}.
JgFi

Diese obere Schranke fiir das Distanzmaf$ p verdeutlicht, dass sowohl die Elemente im Vektor
b als auch der Abstand zwischen den Eigenwerten der Systemmatrix den Wert  beeinflussen.
Da fiir die Schranke das Minimum

po < min M)

gebildet wird, gilt fiir hinreichend kleine Elemente im Vektor b, dass der kleinste Maximalab-
stand zwischen den Eigenwerten entscheidend ist. Sind die Abstdnde zwischen den Eigenwer-
ten klein, so wird die obere Schranke von den Elementen des Vektors b bestimmt. Sind diese
klein, dann ist die obere Schranke und somit auch das Distanzmaf$ . klein. Somit kommt man,
wie schon bei der Betrachtung der Systeme 1. und 2. Ordnung, zu dem Ergebnis, dass das Di-
stanzmaf p klein bzw. die Steuerbarkeit schlecht ist, wenn die Eigenwerte der Systemmatrix A
nahe beieinanderliegen oder die Elemente des Eingangsvektors b klein sind.

Fiir Systeme allgemeiner Form liefert die Betrachtung dieser Schranke kein so einfaches Ergeb-
nis.

3.2 Numerische Bestimmung

Um fiir Systeme hoherer Ordnung das Distanzmaf} zu ermitteln, muss auf eine numerische
Bestimmung zuriickgegriffen werden. Prinzipiell konnen die hier vorgestellten Verfahren zur
Bestimmung von pc bzw. von pg in folgende Gruppen unterteilt werden:

Ansatz: Optimierungsproblem

Einige der Verfahren gehen direkt von dem Optimierungsproblem (z.B. nach Gleichung (3.3))
aus, um durch geeignete Suchverfahren das Minimum ndherungsweise zu ermitteln. D.h., es
wird in dem {iber der komplexen Ebene aufgespannten 3D-Gebirge nach Minima gesucht. Hier-
bei gibt es zwei unterschiedliche Vorgehensweisen. Eine ist die direkte Suche nach dem globa-
len Minimum. Die zweite Moglichkeit ist die Suche nach lokalen Minima mit einer zuséatzlichen
Uberpriifung, ob es sich bei dem gefundenen Minimum um das Globale handelt. Bei der Be-
stimmung von g wird sich zeigen, dass durch die Beschrankung der Suche auf die reelle Achse
die Algorithmen im Wesentlichen einer Vereinfachung derer zur Bestimmung von pic entspre-
chen.

Ansatz: Storungstheorie

Eine andere Vorgangsweise ergibt sich, wenn das Problem aus Sicht der Stérungstheorie be-
trachtet wird. Hierbei werden die Matrizen 6 A und /B als Storung interpretiert und mit Hilfe
der aus der Storungstheorie bekannten Theoreme die Eigenwerte bzw. Singuldrwerte des ge-
storten Systems untersucht.

Abbildung 3.4 gibt einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren zur Ab-
schatzung von uc bzw. . Der Algorithmus nach WICKS und DeCARLO liefert einen Schétz-
wert, wohingegen alle iibrigen Ansdtze Schranken fiir das Distanzmaf3 y liefern. Die mit (*)
gekennzeichneten Ansitze liefern nur eine obere Schranke, wéahrend die tibrigen sowohl eine
unter als auch eine obere Schranke fiir das Distanzmaf bestimmen.
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3.2.1 Numerische Bestimmung der Grofie yi¢

Im Folgendem werden vier Methoden vorgestellt, die basierend auf dem Optimierungspro-
blem Schranken fiir das Distanzmaf3 yc ermitteln (Abschnitt 3.2.1.2 bis 3.2.1.5). Beim Trisection-
Algorithmus, sowie bei der Methode nach GOA und NEUMANN wird direkt nach dem glo-
balen Minimum gesucht. Bei der BEGS-Methode und dem Algorithmus nach WICKS und De-
CARLO werden nach lokalen Minima gesucht. Die notwendige Uberpriifung, ob es sich um
das globales Minimum handelt, erfolgt mit Hilfe von GUs Test (Abschnitt 3.2.1.1). In den Ab-
schnitten 3.2.1.6 und 3.2.1.7 werden zwei Methoden vorgestellt, bei denen die Stérungstheorie
zur Bestimmung von Schranken fiir ;1 genutzt wird.

3.2.1.1 GUs Test

Werden zwei positive Zahlen §; und d; vorgegeben, liefert der Test eine Aussage tiber den Wert
von uc in Relation zu §; bzw. ds:

pe < 01 oder uc > d.

Hierfiir wird von folgendem Theorem ausgegangen [18]:

Theorem 5: Es sei §; eine Zahl mit der Eigenschaft
o1 > Mc(A, B).

Fiir alle Werte von 1 mit
0<n<2(61 — pc(A,B))

existieren mindestens zwei Paare reeller Zahlen o und 3, so dass
Omin([A — (o + Bi)E,B]) = 6; und (3.15a)

omin([A — (a + 1+ Bi)E,B]) = 6 (3.15b)
gilt. Existiert kein Paar (o, ), so gilt

n>2(61 — pe (A, B)),

und daraus folgt
c(A,B) > 6, — g —. 5,

Zum leichteren Verstdndnis dieses Theorems dient folgende graphische Darstellung;:
Es sei §1 > puc(A,B). Fiir
Omin([A — (o + Bi)E, B]) = 6,

muss gelten
det([A — (a + Bi)E][AY — (o — Bi)E] + BB — §E) = 0. (3.16)

Die Losung dieser Gleichung entspricht einer endlichen Anzahl geschlossener Kurven in der
a3 - Ebene. Diese Kurven entsprechen den Hohenschichtlinien mit dem Wert §; des durch
Gleichung (3.3) aufgespannten Gebirges. Abbildung 3.5 zeigt eine mogliche Losung in der a3
- Ebene. Alle Punkte (o, 3) auf dem Rand 0G des Gebietes G erfiillen Gleichung (3.16). Die
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Losung (o, 5*), die Relation (3.3) zu einem Minimum macht, muss aufgrund der Annahme
01 > pc(A,B) im Inneren einer dieser Kurven liegen, d.h. (a*, 3*) € G. Die beiden Punkte
P = (a* —m, %) und P, = (o + 12, %) werden nun so gewdhlt, dass Py, P» € 0G gilt. Damit
gilt

o(a® —m + %) =o(a™ +n2 + %) = 1.

Unter Benutzung des Theorems nach MIRSKY (siehe Anhang A .4.2) gilt folgende Ungleichung
51— pe(AB) < [|[A — (0" — 1 + 5B, B] - [A — (" + 5%)E, B]|.

Daraus folgt
m > 61 — uc(A,B) und analog 72 > 61 — pc (A, B). (3.17)

Das Gebiet G wird nun um den Wert 7 nach links verschoben. Das so entstandene Gebiet G
ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Liegt die Verschiebung n im Intervall [0 2(d; — pc(A,B)],
dann ist wegen (3.17) sichergestellt, dass sich die beiden Kurven G und 9G schneiden. Fiir
die Schnittpunkte P = (di,@) gilt P, € 9G und (a; + n,ﬁi) € 0G. Damit existieren fiir
n € [02(5; — pc(A, B)] mindestens zwei Punkte P;, welche die Gleichungen (3.15) aus Theo-
rem 5 erfiillen.

P1=(Ot*—771,5*) (a ,#/8 )
m N2

|P2 = (a* + 772,/8*)

Abbildung 3.5: Mogliche Losung von Gleichung (3.16)

Verschiebung um 7

1P1
t

Pl)jM"‘ ﬂyﬁl)

Abbildung 3.6: Um 7 verschobene Losung
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Die Existenz eines in Theorem 5 beschriebenen Paares (o, 3) kann nach [18] folgendermafien
festgestellt werden: Da 6; ein Singuldrwert von [A — (a+ (1) E, B] ist, existieren Vektoren g, h, z
mit der Eigenschaft:

(A — (a+ Bi)E,B) (i) =01z und (AH B SH_ ﬁi)E) z =0, <1§> . (3.18)

Obige Gleichungen konnen folgendermafien umgeformt werden:

A-aoE  BQun-5Qp e\ (e
(—51Q1‘21 Qp, (AT — aE)Q12> (h1> = i <h1> - (3.19)
=:H(a,d1)

Die Matrizen Q1 bis Q22 ergeben sich aus der QR-Zerlegung

(R B0
—6E Qa1 Qxn/\0/°

Der Vektor h; ergibt sich aus

h; = Qih.
Analoges gilt auch fiir Gleichung (3.15b), und man erhalt
A —(a+n)E BQa2 —0Q12 ><g) <g>
_ _ = . 3.20
( ~-51Qp QR (A" —(a+1E)Qiz) \lu pr hy (3.20)
H(a+7.01)

Damit die Gleichungen (3.15a) und (3.15b) mindestens ein reelles Losungspaar («, 3) besitzen,
miissen die Gleichungen (3.19) und (3.20) einen gemeinsamen rein imagindren Eigenwert (i
haben. Um dies zu erfiillen, muss die SYLVESTER-Gleichung

H(a,6)X — XH (0 +1,61) =0

eine nicht triviale Losung besitzen. Diese Gleichung fiihrt nach einigen miihevollen Umfor-
mungen (siehe [18]) zu einem generalisierten Eigenwertproblem der Form

Av = 2aBv.

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse kann nun GUs Test gemaf3 folgendem Algorithmus durchgefiihrt
werden:

Algorithmus 3.1: GUs Test

1. Berechne die reellen Eigenwerte von Av = 2aBv.

2. Uberpriife fiir jeden reellen Eigenwert a, ob die Matrizen H(a, d1) und H(a + 1, 61)
einen gemeinsamen rein imagindren Eigenwert (3i besitzen.
Wird entweder kein reelles a oder kein reelles 5 gefunden, folgt daraus
M(A7 B) > 62-

Ansonsten gilt
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3.2.1.2 BFGS-Methode unter Verwendung von GUs Test

Bei dem in [6] vorgestellten Algorithmus wird mit Hilfe der Methode nach Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) ein lokales Minimum gesucht und mit GUs Test bestimmt, ob es sich
um das globale Minimum handelt. Die BEGS-Methode ist ein sogenanntes Quasi-NEWTON-
Verfahren. Beim NEWTON-Verfahren werden die Nullstellen einer Funktion f gesucht, wobei
[ durch eine quadratische Funktion approximiert wird.

Durch eine TAYLOR-Reihenentwicklung von f(x + Ax) um x ergibt sich

f(x+ Ax) = f(x) + AxIVf(x) + %AXTH(f)(x)AX + ...

mit dem Gradienten von f

f (%)
o1t
8f(X) T Oxo
Vix) = (8){ = :
af (%)
Oxn
und mit H(f) der sogenannten HESSE-Matrix
o _fr % f
8:}08128]02:1 8:%128fm2 8:178126;0”
H(f) — 0x20x1 0x20x2 e 0x20Tn
3éf 8éf 8éf
0Tn0T1 0xnO0xrs "  OxndTn

Wir betrachten nur eine , kleine” Umgebung von x, sodass Terme hoherer Ordnung vernachlas-
sigt werden konnen. Die Funktion f verhilt sich in dieser Umgebung anndhernd quadratisch.
Im k-ten Schritt des Verfahrens wird die Funktion f in der Umgebung von x;, durch eine qua-
dratische Funktion approximiert. Fiir die Berechnung des nachsten Schrittes x;,; wird das Ex-
tremum der quadratischen Funktion wie folgt ermittelt

Axg = —(H(f)(xx)) "V f (x)-
Damit ergibt sich fiir den (k + 1)-ten Schritt
Xpr1 = X + Axy.

Es existieren eine Vielzahl von Verfahren, die, um den Aufwand zu reduzieren, die Inverse
HESSE-Matrix approximieren. Diese werden in der Literatur oft als Quasi-NEWTON-Verfahren
bezeichnet (siehe z.B. [47]).

Unter der Voraussetzung, dass der kleinste Singuldrwert in Relation (3.3) einfach auftritt, kann
der Gradient der zu minimierenden Funktion o (s) mit Hilfe der in Gleichung (3.4) eingefiihrten
Grofle f(s) analytisch angegeben werden. ELSNER und HE haben gezeigt, dass fiir die Ablei-
tung von o(s) nach z und y gilt

0o (s)
ox

— —Re{f} bzw. 82(;) = —Im{f}.
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Auch die HESSE-Matrix kann fiir diesen Fall durch Bestimmung der 2. Ableitung analytisch
ermittelt werden (siehe [11]).

Fiir die hier durchgefiihrten Berechnungen wird ein Quasi-NEWTON-Verfahren, die so ge-
nannte BFGS-Methode, verwendet, um das Invertieren dieser Matrix zu umgehen. Diese Me-
thode bendtigt nur den Gradienten der zu minimierenden Funktion und konvergiert allerdings
ein wenig langsamer als das NEWTON-Verfahren.

Wenn ein Minimum ermittelt wurde, kann mit GUs Test festgestellt werden, ob es sich um das
globale Minimum handelt: Das ermittelte Minimum sei mit jic bezeichnet. Man wahlt

51=ﬂc (1—;&) und 52:/10(1—6)

mit einem kleinen, positiven Wert €. Liefert GUs Test das Ergebnis i < 61, handelt es sich
um ein lokales Minimum. Erhélt man als Ergebnis ;i > J2, dann handelt es sich bei dem
gefundenen Minimum fic um das globale Minimum (siehe Abbildung 3.7).

globales Minimum lokales Minimum
: —— —— >
0 02 61 pc 62 61 fic

Abbildung 3.7: Detektion des globalen Minimums mit Hilfe von GUs Test

3.2.1.3 Algorithmus nach WICKS und DeCARLO
EISING hat in [10] gezeigt, dass das Optimierungsproblem
2 — inf A 2 B 2
W' =it {dalSAI® + dy GBI}

= inf  {daqA(E — qq’)ATq+ dpq"BBTq} (3.21)
qeC,[lql|=1
fir ds = dp = 1 dem Optimierungsproblem (3.3) dquivalent ist. Die reellen und positiven
Parameter d4 und dp ermoglichen eine unterschiedliche Gewichtung der Storungen auf die
Matrizen A und B. Fiir die Herleitung obiger Beziehung geht EISING von folgendem Theorem
aus:

Theorem 6: Das System (A + §A, B + dB) ist genau dann nicht steuerbar, wenn ein von Null
verschiedener Vektor g/ existiert, so dass gilt

a’(A+0A) =sq’ g (B+0B)=0.

EISING nimmt nun an, dass die Matrizen A und B sowie der Vektor q gegeben seien und sucht
nach den beiden Matrizen JA und 0B, so dass obiges Theorem fiir irgendein s € C erfiillt ist.
Dadurch erhélt man fiir das A und éB mit der kleinsten Norm
H qa”Aq _H
q (—q A+ .9 ) HpB
9"/ und B = -

SA = .
qflq qflq
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Durch die Berechnung von ||0A||2 und ||6B|> mit g q = 1 erhdlt man das Optimierungspro-
blem (3.21).

WICKS und DeCARLO kamen mit dem Ansatz der KALMAN-Zerlegung (siehe Anhang A.2)
auf das gleiche Ergebnis. Wie aus der KALMAN-Zerlegung bekannt, gilt bei einer Partitionie-
rung der Matrizen

éll élQ

A =PAPT = [
Ay Ay

] und B=PB= [Ej , (3.22)

dass das System (A, B) genau dann nicht steuerbar ist, wenn A, und B,y Nullmatrizen sind.
Fiir die kleinst mogliche Storung, die das System nicht steuerbar macht, gentigt es, den Fall zu
betrachten, fiir den As; und B, skalare Nullen sind [49]. Mit Hilfe dieses Ansatzes kann u¢
durch die Minimierung der Norm ||[As;, Bs]|| berechnet werden. Dies fiihrt, wie von WICKS
und DeCARLO in [49] gezeigt, zu dem Optimierungsproblem

pe(A,B) = inf  {|[a"A(E - aqq”),q"B]|}, (3.23)
qeCn, qf|=1

welches dem Optimierungsproblem aus Gleichung (3.21) entspricht. Die Zusammenhénge zwi-
schen den Gleichungen (3.3) und (3.23) motivieren die in [49] vorgestellten Algorithmen. In Re-
lation (3.23) sucht man nach einem Eigenvektor und in Relation (3.3) nach einem Eigenwert des
ndchstliegenden nicht steuerbaren Systems.

Es sei s* der Wert der (3.3) minimiert und q* der Vektor, der zu einem Minimum von (3.23)
fiihrt. Dann gelten die Zusammenhinge

S* _ q*HAq*

und
q*HAV = omin([s"E — A, B]).

D.h. der Vektor q* ist linker Singuldrvektor des kleinsten Singuldrwertes von [s*E— A, B]. Die in
[49] vorgestellten Algorithmen basieren auf dem , parallelen” Losen der beiden Optimierungs-
aufgaben (3.3) und (3.23). Es wird davon ausgegangen, dass, wenn ein Schéatzwert § gefunden
wurde, der linke Singulédrvektor des kleinsten Singuldrwertes von [SE— A, B] berechnet werden
kann, welcher eine Approximation von q* darstellt. Das ermittelte § kann wiederum fiir eine
bessere Schiatzung von s* genutzt werden, indem 3§ = G Aq berechnet wird (vgl. Abbildung
3.8).

In [49] werden Algorithmen vorgestellt, die diese Idee nutzen, aber die aufwendige Singuldr-
wertzerlegung umgehen. Weiters wird gezeigt, dass die Algorithmen in ein lokales Minimum
konvergieren, wodurch das Ergebnis stark vom Startwert abhdngig ist. Auch hier kann auf die
gleiche Weise wie bei der BEGS-Methode mit Hilfe von GUs Test entschieden werden, ob es sich
bei dem gefunden Minimum um ein lokales oder um das globale Minimum handelt.
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neuer
Schétzwert
fiir s*

a7 Av = oin([sE - A, B])

Abbildung 3.8: Algorithmus nach WICKS und DeCARLO

3.2.1.4 Trisection-Algorithmus mit GUs Test

Mit Hilfe des in [6] vorgestellten Algorithmus wird durch wiederholte Anwendung von GUs
Test eine obere Schranke U und eine untere Schranke L von uc bestimmt. Die Arbeitsweise des
Algorithmus soll anhand von Abbildung 3.9 verdeutlicht werden.

Gu’s Test pc > 62 Gu'’s Test po < 61
neue untere Schranke L = §, neue untere Schranke U = 6;

Abbildung 3.9: Trisection-Algorithmus

Je nach Ausgang von GUs Test wird entweder die obere oder die untere Schranke verschoben,
so dass sich das Intervall [L, U] bei jedem Durchlauf um ein Drittel reduziert. Dies geschieht so
lange, bis der Abstand zwischen den beiden Schranken unterhalb eines vorgegebenen, positi-
ven Toleranzwertes tol ist.

Algorithmus 3.2: Trisection
1. Setze )y = L+ 2(U — L)/3und 0o = L + (U — L)/3.

2. Wenn pc(A,B) < 61, dann setze U = 4y;
andernfalls ist uc (A, B) > 2 und man setze L = ds.

3. Wiederhole Schritt 2 bis U — L < tol.
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Um die Genauigkeit bei der Bestimmung von jic zu erhohen, kann tol nicht beliebig klein vor-
gegeben werden. Sind die beiden Werte ¢; und d> zu dicht aneinander, kann dies zu nume-
rischen Schwierigkeiten fiihren, da der notwendige Vergleich der imagindren Eigenwerte von
H(a, 61) und H(a + 7, 61) auf Grund von Rundungsfehlern nicht mit beliebiger Zuverldssigkeit
durchgefiihrt werden kann [6].

3.2.1.5 Minimumsuche nach GAO und NEUMANN

Bei dem von GAO und NEUMANN in [16] vorgestellten Algorithmus wird von folgendem
Lemma ausgegangen:

Lemma 7: Es seien sg, p komplexe Zahlen und |p| = 1. Fiir die Gerade
s = so + kp, keR

gilt
o> at(so) = rl?gﬂg;{amin([(SO +kp)E — A, B])}

genau dann, wenn die Matrix

p(soE—A) p(BB — a2E)> (3.24)

H =J
(s0,0) = < —pE p(50E — AH)
einen rein imagindren Eigenwert besitzt.

Obiges Lemma geht von folgendem Ansatz aus: Der Wert « ist ein Singuldrwert der Matrix
[sE — A, B]. Deshalb existieren die Vektoren g, h, z, so dass

(sE—A,B) (ﬁ) =az und (SE];HAH) zZ=q <}g1> (3.25)

mit h = 1Bz gilt. Durch Variablensubstitution wird das Gleichungssystem in ein System
niedrigerer Ordnung umgeformt. Man erhélt dadurch

lZ
a

H(sg, )y = —iky mit y = < g )

und somit Lemma 7.

Auch GUs Test benutzt das Gleichungssystem (3.25), welches durch geeignete Umformung auf
ein System niedrigerer Ordnung reduziert wird. In beiden Féllen wird das urspriingliche Pro-
blem in ein Eigenwertproblem umgeformt. Der Nachteil der von GAO und NEUMANN durch-
gefiihrten Umformung ist, dass bei der Eigenwertbestimmung von H(sg, «) ein Punkt s in der
komplexen Ebene benottigt wird. Deshalb muss z.B. ein geeignetes Gitter tiber die komplexe
Ebene gespannt werden, an dessen Gitterpunkten das Eigenwertproblem ausgewertet wird,
um das globale Minimum und somit pc zu bestimmen. Die Genauigkeit bei der Bestimmung
des Distanzmafles i hangt daher von der Enge des Gitternetzes ab. Bei der Umformung nach
GU ist die Auswertung des Eigenwertes aufwendiger, hat jedoch den Vorteil, dass fiir das Ei-
genwertproblem kein Punkt in der komplexen Ebene gewahlt werden muss.Die von GAO und
NEUMANN verwendete Umformung kann jedoch auch fiir GUs Test eingesetzt werden, um
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die Berechnungsdauer des Tests zu reduzieren (siehe Abschnitt 3.2.6.1).

Eine Moglichkeit, wie der Ansatz von GAO und NEUMANN fiir die Bestimmung des Distanz-
mafles pc genutzt werden kann bzw. wie das bereits angesprochene Gitternetz aufgespannt
werden kann, wird in [16] vorgestellt und im Folgenden kurz zusammengefasst.

Fiir die in Lemma 7 angefiihrte Gerade s = so + kp wéahle man die Parameter p =i und sg € R.
Damit entspricht sy dem Realteil und £ dem Imaginarteil der komplexen Zahl s. Eine Vorgabe
von sy bedeutet die Auswahl einer zur imagindren Achse parallelen Gerade. Fiir ein vorgege-
benes a kann mittels des Lemmas entschieden werden, ob der Wert « grofser gleich oder kleiner
als das Minimum «a*(s() auf dieser Geraden ist. Um den gesamten Bereich (fiir eine mogliche
Wahl siehe Abschnitt 3) der komplexen Ebene in dem das Minimum gesucht wird abzudecken,
wird dieser in immer kleiner werdende Dreiecke unterteilt (siehe Abbildung 3.10).

A
a
ller—1) =1 1
O{t_]_ 1,t—1
l(e 0
_ o1 l(ers) =0 (e | 1 1
Gt = "5 |
0o o
NN N N So

>

Abbildung 3.10: Vorgangsweise des Algorithmus nach GAO und NEUMANN
Jedem Eckpunkt e; ; mit den Koordinaten (s ;, «j) kann ein eindeutiger Wert

0 H(sos, ;) aus Gleichung (3.24) hat keinen rein imagindren

Eigenwert, d.h. a < o*(sp)

leij) = (3.26)

1 H(s;) hat einen rein imaginéren Eigenwert,
d.h. a > a*(sp)

zugeordnet werden. Der Algorithmus bestimmt Schranken von x¢c, indem das durch die Drei-
ecke aufgespannte Gitter folgendermafien durchlaufen wird:

Ausgangspunkt ist die linke obere Ecke e; ; des Gitters mit den Koordinaten (s 1, o). Da gilt
a1 > pe wird dieser Ecke gemaf3 (3.26) der Wert I(e1,1) = 1 zugeordnet. Durch Halbieren des
Wertes «; (i = 1,2,...) wird das Gitter senkrecht nach unten durchlaufen und die dazugeho-
rigen Werte [(e; ;) bestimmt. Dies wird so lange wiederholt bis eine Ecke e;; mit l(e;;) = 0
gefunden wird. Es gilt oy < a*(sp). d.h. der Wert « ist kleiner als das Minimum der durch s
verlaufenden Parallele zur imagindren Achse. Als ndchstes muss somit der Wert von s veran-
dert werden, was einen Schritt in die waagrechte Richtung zur Ecke ey ; entspricht. Ist der Wert
von l(ez;) gleich 1, dann ist [e;,e2¢] eine sogenannte DV-Kante (different-valued), d.h. die
Eckpunkte haben nicht den gleichen Wert. Ist I(e2;) = 0, muss [e1 1, e2¢] eine DV-Kante sein.
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Ausgehend von der gefundenen DV-Kante gelangt man in das Dreieck < e, e1¢—1,€24-1 >,
dessen Eckpunkt es ;1 als einzigem noch kein Wert zugeordnet wurde. Durch die Bestimmung
von [(ez¢—1) erhdlt man eine weitere DV-Kante, die in das ndchste Dreieck fiihrt, bis entweder
der obere oder der rechte Rand des zu durchsuchenden Bereichs erreicht wird. Der Algorith-
mus bestimmt dann das Minimum der Koordinate «; aller Eckpunkte e; ; mit I(e; ;) = 1, die
durchlaufen wurden. Aus dem so erhaltenen Minimum werden schlussendlich die obere und
die untere Schranke von pc berechnet.

In Abbildung 3.10 ist ein Teil des Gitters mit der Vorgehensweise des Algorithmus fiir einige
Schritte dargestellt. Die roten Linen entsprechen den DV-Kanten, die in das ndchste Dreieck
fiithren.

Die Arbeitsweise des Algorithmus wird in Abschnitt 4.1.1 an einem Beispiel erldutert.

3.2.1.6 Berechnung mittels KRONECKER Form

Das von BOLEY in [4] vorgestellte Verfahren zur Bestimmung von pc nutzt Eigenschaften der
KRONECKER kanonischen Form (KCF), in die jede Matrix der Form F + sG (sogenannte Matri-
zenbiischel) tiberfiihrt werden kann. Die KRONECKER kanonische Form ist eine Blockdiagonal-
matrix, bestehend aus den Blécken N, L, L™ und/oder J + sE (siehe Anhang A.3). Die Theorie
der Matrizenbiischel bzw. der KRONECKER kanonischen Form kann fiir die Uberpriifung der
Steuerbarkeit des Systems (A, B) angewendet werden. Hierfiir wird das Biischel

T
F +s5G := [gT] +s [ OE]

eingefiihrt. Nach dem HAUTUS-Kriterium ist ein LZI-System genau dann steuerbar, wenn die-
ses Biischel fiir jeden beliebigen komplexen Wert s den vollen Rang besitzt. Auf Grund der spe-
ziellen Struktur des hier betrachteten Biischels kann die KCF nur L7 und/oder J + sE Blocke
besitzen. Dies entspricht dem sogenannten singuldren und reguldren Anteil des Biischels. Ist
das System (A, B) nicht steuerbar, verliert das Biischel F + sG fiir einen endlichen Wert s den
vollen Rang. Daraus folgt, dass ein reguldrer Anteil der Form J + sE existiert, denn es gibt kei-
nen Wert s, der einen Rangverlust in einem L7 Block verursachen kann.

Die Steuerbarkeit des Systems kann auch durch folgendes Eigenwertproblem beurteilt werden:
Betrachtet man beliebige Matrizen C und D passender Dimension, erhélt man das generalisier-
te Eigenwertproblem

[F,Clxr = s|-G, —D]xg bzw. [F + sG, C + sD]xr = 0. (3.27)

Der Vektor xr wird zerlegt in

xp = [x",y"]

mit x, einem Vektor der Lange n, und y, einem Vektor der Lange m. Fiir beliebige Matrizen C
und D mit vollem Rang sind die folgenden Aussagen dquivalent:

- F + sG ist nicht steuerbar.
- Es existiert ein von Null verschiedener Vektor x und eine skalare Grofe sg, so dass

Fx = —5yGx,
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d.h., fiir den Wert s verliert die Matrix F + sG den vollen Rang. Die KCF von F + sG be-
sitzt somit einen reguldren Anteil, und der Wert s ist der Eigenwert des nicht steuerbaren
Teilsystems.

- Der zu s gehorende Vektor y des generalisierten Eigenwertproblems (3.27) ist gleich dem
Nullvektor.

Bevor erldutert wird, wie diese Zusammenhédnge zur Ermittlung von Schranken fiir das Di-
stanzmafs pc geniitzt werden, werden diese Beziehungen anhand des bereits in Beispiel 2.2
verwendeten Systems verdeutlicht.

Beispiel 3.1: Fiir das System

a 0 -1 0
F=|(1 -2 und G=|0 -1
1 1 0 0
Daraus folgt
o—3s 0
F +sG = 1 —2-s
1 1

Es werden nun fiir zwei verschiedene Werte von a die KCF sowie die Eigenwerte und Eigen-
vektoren des generalisierten Eigenwertproblems (3.27) berechnet.

Steuerbares System: oo = —1.

Der Index k = 2 ist der kleinstmogliche Wert, der die Ungleichung aus Lemma 15 (siehe Anhang
A.3) erfiillt. Daraus folgt, dass fiir das hier untersuchte System die Gleichung (F? + sGT)x = 0
ein nichttriviales Losungspolynom x(s) zweiten Grades besitzt. Somit gilt 7; = 2 und die KCF
besteht aus einer Matrix L” der Dimension (3, 2). Da dies der Dimension des betrachteten Bii-
schels F + sG entspricht, folgt daraus, dass die KCF nur aus diesem einen Block besteht. Damit
erhdlt man

U Y(F+sG)V=S+sT=

S = W»

0
S
1
mit den Transformationsmatrizen

3 1 2 R
U'l=|-1 -1 -3 und V= { }
0 0 1

Da die KCF keinen reguldren Anteil besitzt, ist das System steuerbar.
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Bei der Losung des generalisierten Eigenwertproblems ergeben sich fiir die Eigenwerte bzw.
die Eigenvektoren folgende Werte:

s1 = 1,73
Xp, = [037 037 1]
S9 = —1,73

Xpo = [ -1 -1 037]
S§3 = -2

Xps = [ —05 —1 05 ]

Der Wert y (entspricht der dritten Komponente des Vektors xp) ist fiir alle Eigenvektoren un-
gleich Null, da das System steuerbar ist.

Nicht steuerbares System: oo = —3.

Die Ungleichung aus Lemma 15 ist fiir den kleinstmoglichen Wert k = 1 erfiillt, weshalb fiir
diesen Fall Gleichung (F” + sGT)x = 0 ein nichttriviales Losungspolynom x(s) ersten Grades
besitzt. Somit gilt 71 = 1, und die KCF besitzt einen LT Block der Dimension (2, 1) und einen
reguldren Anteil der Dimension (1, 1). Mit den Matrizen

1 1 2
1 |—

U'lt=|0 0 -1 und V:[2 1]

1 9 o 31-1 -1

erhilt man die KCF

s 0
S+ sT = 1 0

NEEES

Da die Matrix S + sT fiir s = —3 den vollen Rang verliert, gilt so = —3. Dieses sg entspricht
genau dem Eigenwert des nicht steuerbaren Teilsystems.

Betrachtet man nun die Eigenwerte und Eigenvektoren des generalisierten Eigenwertproblems,
ergeben sich folgende Werte:

s1 = 1,56
Xp, = [022 034 1]
s9 = —3
Xpo = [-1 1 0]
s3 = —2,56
Xps = [039 —1 017].
Man sieht, dass fiir den zum Eigenwert s = —3 gehorenden Eigenvektor y = 0 gilt, da das

System nicht steuerbar ist.

3.2.1.6.1 Ermittlung von oberen Schranken fiir uc  Fiir die Bestimmung einer oberen Schran-
ke von i wird eine Storung dF betrachtet, so dass F + 6F + sG einem nicht steuerbaren System
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entspricht. Besitzt G den vollen Rang und ist das System F + §F nicht steuerbar, dann muss
die KRONECKER Form der Matrix F + 0F + sG einen reguldren Teil haben oder es existiert in
Aquivalenz hierzu ein Eigenwert s;, fiir den y; = 0 gilt. Durch Umformen von Gleichung (3.27)
zZu

— (SlG + F)Xi = (C + siD)yi
————

=r;

sieht man, dass die Wahl der Storung

T T T

;X X;X; Vi X
0F;, = —— = —(5,G+F)—L = (C+s,D) :
|2 ' i[> S el il

fiir jedes ¢, fiir das gilt 1 < i < m + n, zu einem nicht steuerbaren System F + 0F; + s,G fiihrt.
Eine obere Schranke fiir jic ist somit gegeben durch

5&ZMHWHN}:mm{WC+&DWM}'

il

BOLEY schldgt basierend auf der Schranke 3; eine weitere obere Schranke vor: Es seien o,
u; und v; der Singuldrwert und zugehorige Singuldrvektoren von F + s;G fiir den in obiger
Gleichung gefundenen Wert i. Dann ist

OF, .= —oyu;vi
eine in Bezug zu 0F; kleinere Storung, die zu einem nicht steuerbaren System fiihrt. Dadurch
erhalten wir eine kleinere obere Schranke

ﬁg = min {Umin(F + SlG)} .
Fiir die Berechnung der oberen Schranken von pic wird durch die spezielle Wahl von
D =[0,—E]”

Gleichung (3.27) zu einem gewohnlichen Eigenwertproblem. Um das Eigenwertproblem so gut
wie moglich zu konditionieren, wird die Matrix C so gewdhlt, dass sie orthonormale Spalten
besitzt.

3.21.6.2 Ermittlung einer unteren Schranke fiir - In [4] bestimmt BOLEY mit Hilfe der
Matrix-Storungstheorie folgendermafen eine untere Schranke fiir 1. Wir betrachten Gleichung
(3.3)
p(A,B) = inf {guin((5E — A, B])} = inf (o (F + 5G)}.
se s€

Es sei s* der komplexe Wert, der obige Relation minimiert. Mit o(s) wird der kleinste Singu-
larwert der Matrix F + sG bezeichnet. Auf Grund des Theorems nach MIRSKY (siehe Anhang
A4.2)gilt

lo(X) = a(s7)] < [(F +XG) — (F +5"G)|.

Eine weitere Ungleichung kann mit Hilfe des BAUER-FIKE-Theorems (sieche Anhang A.4.1)
ermittelt werden. BOLEY nutzt folgende leicht modifizierte Variante dieses Theorems:
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Theorem 8 (BAUER-FIKE (modifiziert)): Gegeben sei eine (n,n)-Matrix A mit den einfachen
Eigenwerten A1, ..., \,. Es sei
XR = (XRJ, e axR,n)
die Matrix von zugehdrigen linear unabhéngigen Eigenvektoren x ;. Es seien A eine beliebige
(n,n)-Matrix und A ein Eigenwert der Matrix A + A. Dann gilt fiir mindestens ein \;, fiir das
gilt ~
A —X\i| < Ki||A 1<i<n
mit
. _ X7 illllxXp.
K; = min {K(XR> = IXallixz, nlXLillxad } .

q
X1iXR,i

Dieses Theorem wird nun auf das erweiterte Matrizenbiischel nach Gleichung (3.27)

([F,C]+ s[G,D]))xrp =0

T
F = [QT} und [G,D]=-E

angewendet. Obige Gleichung beschreibt somit ein gewo6hnliches Eigenwertproblem der qua-
dratischen Matrix [F, C]. Es sei 7 der kleinste Singuldrwert von [F, C]—s*E. Dann gilt 7 < o(s*),
da das Hinzufiigen von Spalten zu einer Matrix mit mehr Zeilen als Spalten den kleinsten Sin-
guldrwert nur verkleinern kann. Es kann eine Matrix A mit [|A| = 1 gefunden werden, so
dass der Wert s* ein Eigenwert von [F, C| + T7A ist. Fiir mindestens einen der Eigenwerte \;
(t=1,...,n) von [F, C] impliziert damit das modifizierte BAUER-FIKE-Theorem, dass

N — 5| < TK;
gilt. Somit erhédlt man die Ungleichungen
[0(Xi) = o ()] < [[(F +XG) — (F +s"G)|| < [\ = 7| < 7K; < o(s7) K.

Daraus folgt o(\;) < o(s*)(K; + 1), wodurch man die untere Schranke

* J()\l) BQ
= > >
Ho G(S)—Ki+1—Ki+1

erhalt.

3.2.1.7 Bestimmung von Schranken durch Eigenwertabschitzung
Die in [20] von HE vorgestellte Abschidtzung basiert auf folgendem Theorem:

Theorem 9 (Eigenwertabschitzung): Es sei M eine (n, n)-Diagonalmatrix
M = diag(d;) i=1,...,n
mitd; < dy < --- < dy,. Wird die Matrix M durch eine additive Storung zz" verandert

M := M + zz” mit z=[21, 22, ..., 2],
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dann gilt fiir den kleinsten Eigenwert der so entstandenen Matrix A\; = min{A(M)}

n

. 1 1 5 (do—di)?f : 2
)\12m1n{d1—|—2(d2—d1),d1—1—221,412+d1 mit l:]z;z

Obiges Theorem kann fiir die Ermittlung einer unteren Schranke fiir das Distanzmafs ;.c be-
nutzt werden. Fiir das in Modalform vorliegende System

% =X AXpgrz + X;Bu =: Az + Bu
mit
A0 0 bY
X AXp=A = 0 X : und X;B=B= b.2T
0 0 i b

ist 2, der kleinste Eigenwert der Matrix
(s*E — A)(s'E — A) + BB"

mit s* dem extremalen Wert von (3.3). Obige Matrix besitzt die gleiche Struktur wie M, wo-
durch Theorem 9 eine untere Schranke fiir das Distanzmaf3 uc (A, B) angibt. Mittels der Bezie-
hung

oA B) < ue(AB)

mit der Konditionszahl K (Xg) = | Xg| |X5'|| erhalt man folgendes Theorem zur Bestimmung
einer unteren Schranke fiir das Distanzmaf3 yc des Systems (A, B):

Theorem 10: Wir definieren folgende Grofien

|bi;

20/ 2 g oot Ok

Y = max

. Vi .
9 = min — min |\; — Agl |,
z‘m-<\/0,5<\@ M#z" ' k')
3 = maxmin|b;| und
J i
17]
Fur
Xl =1
gilt
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Als obere Schranke schldgt HE Folgendes vor: Fiir die Indizes i; und j; gelte
Aoy — Al = A
Es seien iy, j2 die Indizes, so dass die Gleichung
B = [bia.jol

erfiillt ist. Dann gilt
pe < min{g()‘il)a U()‘Ji )7 U()‘i2)}'

Hierbei entspricht o(s) dem kleinsten Singuldrwert der Matrix [sE — A, B]. Diese obere Schran-
ke fiir das Distanzmaf jic ist durch Theorem 10 motiviert. Aus diesem Theorem folgt, dass o(\)
fiir die Werte A;;, Aj, und )\;, nahe bei der unteren Schranke liegen konnte und somit eine gute
obere Schranke darstellt [20].

Weiters gilt

e < mlgn{a(/\k)} =: py <min{o(N;,),0(Xj,),0(Ni,)} mit k=1,...,n,

d.h., der kleinste Wert von o, ausgewertet fiir alle Eigenwerte der Matrix A, liefert eine klei-
nere obere Schranke fiir o als die von HE vorgeschlagene Abschidtzung. Fiir die Berechnung
der Schranke 1 sind bei verschiedenen Eigenwerten n Singuldrwertzerlegungen durchzufiih-
ren, wahrend fiir die Bestimmung der Schranke nach HE unabhingig von der Systemordnung
maximal drei Singuldrwertzerlegungen benotigt werden. Allerdings muss fiir die Bestimmung
dieser Schranke das System in Modalform transformiert werden. Auch fiir die Bestimmung der
unteren Schranke wird die Modalform benétigt. Die von HE vorgeschlagenen Schranken kon-
nen daher nur berechnet werden, wenn die Modalform existiert, wenn also die Matrix A linear
unabhéngige Eigenvektoren besitzt.

3.2.2 Numerische Bestimmung der Grofie ;i

In den folgenden Abschnitten werden Ansatze fiir die Berechnung von p g vorgestellt, die fiir
die Storungen dA und /B in (3.2) nur reelle Werte zulassen. Durch diese Voraussetzung ist s*
eine reelle Grofe. Somit kann die Suche nach dem Minimum auf die reelle Achse beschrankt
werden. Die Lage der lokalen Minimuma in der komplexen Ebene sowie deren Werte d&ndern
sind stetig, wenn A oder B sich stetig dndern. Da bei der Bestimmung von pr nur die reelle
Achse betrachtet wird, kann es zu Unstetigkeiten kommen, wenn das globale Minimum nicht
auf der reellen Achse liegt (d.h. pic # 1r).

Verfolgt man, wie schon in Abschnitt 3.2.1.3, die Idee, dass gemédfs der KALMAN-Zerlegung
fiir ein nicht steuerbares System die Matrizen A5 und Bs in Gleichung (3.22) Null sind, so
kann auch fiir die Berechnung von g das Minimum von ||[A;, Bo]|| herangezogen werden.
Wie in [49] gezeigt, muss im reellen Fall nicht nur eine Matrix Aoy mit Rang eins sondern auch
mit Rang zwei berticksichtigt werden. Diese Minimierung fithrt nach WICKS und DeCARLO
in [49] zu dem Optimierungsproblem

1r(A,B) = i {IQ"A(E-QQ").Q"BJ|}.

= min
QEe{R™IUR™2},(|1Ql=1
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Das Optimierungsproblem iiber Q € R™! ist jenem aus Gleichung (3.23) dhnlich mit dem ein-
zigen Unterschied, dass in diesem Fall nur reelle Werte fiir Q zuldssig sind. Die fiir die Be-
rechnung von pp notwendige Optimierung iiber Q € R™? stellt ein deutlich aufwendigeres
Optimierungsproblem dar.

Im Gegensatz dazu vereinfachen sich die anderen auf dem Optimierungsproblem basierenden
Algorithmen zur Bestimmung von pc durch die auf die reelle Achse beschrankte Suche. Daher
wird hier auf den Algorithmus nach WICKS und DeCARLO fiir reelle Stérungen nicht niaher
eingegangen.

In den Abschnitten 3.2.2.1 und 3.2.2.2 werden zwei Methoden zur Mimumsuche auf der reellen
Achse vorgestellt. Auch im reellen Fall werden in der Literatur Methoden zur Berechnung von
Schranken fiir ug vorgestellt, die nicht auf dem Optimierungsproblem basieren. Diese werden
in den Abschnitten 3.2.2.3 - 3.2.2.5 erldutert.

3.2.2.1 Berechnung von iz durch Nullstellensuche

Die Methoden zur Bestimmung von pc, welche nach lokalen Minima suchen, konnen fiir die
Suche auf der reellen Achse genutzt werden. Die Suche ist beendet, wenn z.B. durch die reelle
Variante von GUs Test oder durch die Methode nach GAO und NEUMANN festgestellt wird,
dass es sich bei dem gefundenen Minimum um das Globale handelt. Mit Hilfe der bereits in
Abschnitt 3 definierten Funktion

u,(s
o) =it | U |
ergibt sich folgende einfache Bestimmung von lokalen Minima. Fiir die Ableitung von
o(5) = Omin([sE — A, B))

gilt mit s = x + iy

70) — Re{f(s)} und 3‘;;@ — I {f()}

Daraus folgt, dass die Nullstellen von f(s) den Extremalen von o(s) entsprechen. Fiir die Be-
stimmung von pr miissen somit die reellen Nullstellen von f(s) bestimmt werden. Hierfiir
kann beispielsweise der in [7] angefiihrte Algorithmus verwendet werden.

Algorithmus 3.3: Nullstellensuche
1. Finde ein Intervall [a, b], sodass f(a)f(b) < 0.
2. Berechne ¢ = (a +b)/2.

3. Ist f(c)f(b) < 0, dann setze a = ¢ und gehe zu Schritt 2.
Ist f(c)f(a) < 0, dann setze b = ¢ und gehe zu Schritt 2.

4. Wiederhole Schritt 2 und 3 bis (b — a) < tol.

Durch Bestimmen aller Nullstellen von f(s) konnen alle lokalen Minima auf der reellen Achse
bestimmt werden.
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3.2.2.2 Minimumsuche nach GAO und NEUMANN

Fiir die direkte Suche nach dem globalen Minimum auf der reellen Achse konnen die bereits fiir
die Bestimmung von yc vorgestellten Algorithmen in vereinfachter Form benutzt werden. Zum
Beispiel: Basierend auf Lemma 7 wird in [16] ein Bisection Algorithmus vorgestellt, der einen
Wert fiir ;1r mit einer vorgebbaren Toleranzschranke tol bestimmt. Hierfiir wird in Gleichung
(3.24) sp = 0 und p = 1 gesetzt. Es sei eine positive Schranke tol vorgegeben. Man wéhle zwei
positive Werte a und b, so dass

a<pug<b

Algorithmus 3.4: Bisection
1. Setze ¢ = (a + b)/2 und berechne die Eigenwerte von H(c) aus Gleichung (3.24).
2. Hat H(c) einen rein imagindren Eigenwert, dann setze b = ¢, andernfalls setze a = c.

3. Falls (b — a) > tol gehe zu Schritt 1, ansonsten ist der Algorithmus beendet.

Der beim letzten Schritt ermittelte Wert c ist eine Schéatzung fiir .
Fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten Beispiele wurden gemé&fd Abschnitt 3 a = 0 und b =
|All2 gewahlt.

Natiirlich kann hier stattdessen der Trisection-Algorithmus (siehe Abschnitt 3.2.1.4) benutzt
werden. An Stelle der Uberpriifung nach GAO und NEUMANN kann auch eine reelle Variante
von GUs Test verwendet werden.

3.2.2.3 Abschitzung von .y, falls ;.o vorliegt

Eine einfach zu berechnende Schranke fiir 1z kann ermittelt werden, wenn pc bereits bekannt
ist. GAHINET hat gezeigt, dass zwischen ¢ und pr der Zusammenhang

2
pe < pr < 2max {\@Mc, A — ATHéMé} (3.28)
besteht [14].

3.2.24 Bestimmung einer oberen Schranke mittels Quasi-KALMAN-Zerlegung

Eine Moglichkeit zur Bestimmung einer oberen Schranke basiert auf der in Anhang A.2 be-
schriebenen KALMAN-Zerlegung.

Lemma 11 (Quasi-KALMAN-Zerlegung [5]): Fiir ein steuerbares System (A, B) existiert eine
orthogonale Matrix P, so dass

- Ay A - B
A = PAPT = [Jl JQ] B = PB = {J]
Ay Ay
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mit Ay € R™T, B, € R™™_ Fiir beliebige r gilt

~ Oprit1l -
[ Az < Zj A und [|Bz[| < ov 1.

r

Hierbei symbolisieren o; die Singuldrwerte der Steuerbarkeitsmatrix S,, und A p die Begleitma-
trix von A.

Ausgehend von diesem Theorem schlagen BOLEY und LU in [5] Folgendes vor: Zur Bestim-
mung einer oberen Schranke von ;1 werden nur diejenigen Storungen betrachtet die A und
B, zu skalaren Nullen und somit das System nicht steuerbar machen. Dadurch erhélt man mit

r = n — 1 die Schranke
wr(A,B) < (1 + ’AB”> oy

On—1

Theoretisch wire aber auch eine Stoérung denkbar, die A5, und Bs zu einer Nullmatrix bzw.
qinen Nullvektor macht und eine kleinere Norm besitzt als jene Storung, die dazu fiithrt, dass
A5 und Bs zu skalaren Nullen werden. Deshalb liefert

,uR(A,B)Smin{<1+HABH)JT} r=1,...,n—1

Or—1

eine engere obere Schranke.

Als einfache Abschitzung der Grofienordnung von pc schlagen BOLEY und LU den grofiten
Abstand zwischen zwei benachbarten Singuldrwerten vor. Diese Abschitzung fiihrt jedoch zu
keinen zufriedenstellenden Ergebnissen, da sie in vielen Fillen deutlich zu grof ist bzw. auch
falsche Schlussfolgerungen zulésst. Besitzt die Steuerbarkeitsmatrix eines Systems 2. Ordnung
einen doppelten Singuldrwert, so ist der grofite Abstand zwischen zwei benachbarten Singuléar-
werten gleich Null. Dadurch wiirde filschlicherweise angezeigt, dass das System nicht steuer-
bar ist.

Da in vielen Fallen gilt % > 1, ist fiir eine Abschédtzung neben der Norm von A g auch das
kleinste Verhiltnis von zwei benachbarten Singuldrwerten entscheidend.

3.2.2.5 Bestimmung einer oberen Schranke mittels Stufenform

Durch eine orthogonale Transformation kann ein beliebiges System (A, B) in die sogenannte
Stufenform

X Air Ap - Agp Ak
0 Xy Ao :
[UHB ‘ UHAU] =
Xp Ak Akt

0 . e 0 Xgt1 Ak+1,k+1_

mit
Am’ e CP*Pi ynd X, € CP*Pi-t fur 1<i<k
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tiberfiihrt werden. Die Matrizen A;; und X; haben vollen Zeilenrang p; und es gilt

k
Ajijopr € Cmowxn=on) it gy = sz‘-
=1

Fiir Informationen zur Bestimmung der Transformationsmatrix U siehe z.B. [7]. Da es sich hier-
bei um eine orthogonale Transformation handelt, gilt

Liegt das System in Stufenform vor, kann das Vorhanden- bzw. nicht Vorhandensein der Steu-
erbarkeit direkt abgelesen werden. Ist das System nicht steuerbar, dann ist X;4; = 0, und
die Matrix A1 41 beschreibt den nicht steuerbaren Systemanteil. Das System ist genau dann
steuerbar, wenn alle Matrizen X; den vollen Rang haben. Daraus ergibt sich eine einfache obere

Schranke [48]
pr < min [ X o

Fiir Eingrofiensysteme entspricht die Stufenform der HESSENBERG-Form und die Matrizen X;
sind Skalare z;. Fiir die obere Schranke gilt in diesem Fall [48]

pr < min [z;).
7

Ein von MIMINIS und PAIGE in [36] angefiihrtes Beispiel zeigt, dass sich die Stufenform vor al-
lem fiir grofSe n zur Bestimmung des Distanzmafies ;. nicht eignet. D.h., es kann vorkommen,
dass trotz hoher x; Werte das ,wahre” ;1r sehr klein ist. Dies liegt vermutlich an der besonderen
Struktur, die ein System in Stufenform aufweist. Grofie z; Werte scheinen zwar darauf hinzu-
weisen, dass eine grofie Storung notig ist, um eines dieser Elemente zu Null zu machen, jedoch
zerstort eine sehr kleine Storung an der Stelle, an der sich eine Null befinden muss, die Struktur
der Stufenform. Wird nun das gestorte System auf Stufenform gebracht, so kann man sich leicht
vorstellen, dass durch die Transformation die x; Werte grofs werden. Je grofier n, desto grofier
ist die Auswirkung dieses Effekts, da immer mehr Elemente unverdndert bleiben miissen, um
die Struktur der Matrizen zu erhalten. Aus diesem Grund liefert die durch die Stufenform er-
mittelt obere Schranke, wie spéter in den Beispielen gezeigt wird, oft Werte, die viel grofer als
(i sind.

3.2.3 Einfache Methoden zur Abschitzung von p

Da die Berechnung des Distanzmafles recht kompliziert ist, wird anhand von Beispielen die
Aussagekraft der einfach zu bestimmenden oberen Schranke

= ;requ:{omm([sE — A, B))} < min{onin([NE — A, B])} =: ua (3.29)

mit )\;, den Figenwerten der Matrix A, untersucht.
Im Allgemeinen konnen die Singuldrwerte der Steuerbarkeitsmatrix S,, nicht direkt zur Bestim-
mung des Distanzmafles herangezogen werden (siehe Abschnitt 3.2.2.4). Da die Singuldrwerte
jedoch numerisch gut bestimmt werden kénnen, werden der kleinste Singuldrwert der Steuer-
barkeitsmatrix omin (S, ) und auch das kleinste Verhiltnis von zwei benachbarten Singuldrwer-
ten bestimmt und deren Aussagekraft untersucht.
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3.2.4 Uberblick iiber die Methoden zur Ermittlung von

Abbildung 3.11 zeigt eine Zusammenfassung der vorgestellten Methoden zur Bestimmung des
Distanzmaf3es .

Die auf den Optimierungsproblemen basierenden Ansétze liefern obere und untere Schranken,
deren Differenz vorgebbar ist. Wird allerdings der gewiinschte maximale Abstand zwischen
oberer und unterer Schranke zu klein gewihlt, so kann es auf Grund von numerischen Fehlern
zu falschen Ergebnissen fiihren. Die Ansdtze gehen von der Beziehung

1< 6= omin([sE — A, B]) (3.30)

aus. Somit ist ¢ der kleinste Singuldarwert der Matrix [sE — A, B], weshalb die Singuldrwertglei-
chungen (3.18) erfiillt sein miissen. Die Gleichungen fiihren zu einem Gleichungssystem beste-
hend aus drei vektoriellen Gleichungen. Besitzt dieses Gleichungssystem eine Losung, dann ist
Gleichung (3.30) erfiillt. GAO und NEUMANN formen das Gleichungssystem durch Variablen-
substitution in ein Eigenwertproblem niedrigerer Ordnung um. Der Nachteil dieser Methode
ist, dass nicht nur ein Wert fiir J, sondern auch ein Wert fiir s vorgeben werden muss, um das
Gleichungssystem bzw. Eigenwertproblem auswerten zu konnen. Deshalb ist eine Rasterung
des zu durchsuchenden Gebietes notwendig. Auch GU formt das Gleichungssystem in Eigen-
wertprobleme um. Die von GU vorgeschlagene Umformung ist deutlich aufwendiger als jene
von GAO und NEUMANN. GU nutzt Theorem 5, welches ermdoglicht, den Wert s zu berech-
nen, um die Giiltigkeit von (3.30) zu iiberpriifen. Benutzt man fiir GUs Test die Umformung
nach GAO und NEUMANN, kann die Berechnungsdauer deutlich verkiirzt werden (siehe Ab-
schnitt 3.2.6). Sowohl fiir die Methode nach GAO und NEUMANN als auch fiir die Methode
nach GU existieren reelle Varianten, um das globale Minimum auf der reellen Achse und somit
das Distanzmaf g zu bestimmen.

Eine Ausnahme von den auf den Optimierungsproblemen basierenden Ansétzen ist der Algo-
rithmus nach WICKS und DeCARLO, welcher keine Schranken, sondern einen Schitzwert fiir
pc liefert. Im Gegensatz zu den tibrigen Methoden arbeitet dieser Algorithmus mit der Idee der
parallelen Losung von zwei Optimierungsproblemen. Diese Methode kann nicht so einfach fiir
reelle Storungen bzw. fiir die Berechnung von .z herangezogen werden.

Die tibrigen vorgestellten Methoden nutzen unterschiedlichste Ansédtze, um obere und unte-
re Schranken fiir das Distanzmaf} zu bestimmen. Der Abstand zwischen oberer und unterer
Schranke kann hier nicht gewéahlt werden.

3.2.5 Uberpriifung der Forderungen

Im Folgenden werden die Distanzmafle anhand der bereits bei den modalen Maflen in Ab-
schnitt 2.4 verwendeten einfachen Beispiele auf Invarianz gegeniiber Koordinatentransforma-
tionen, Konsistenz und Stetigkeit tiberpriift.

Beispiel 3.2 (Fortsetzung von Beispiel 2.2): Die Systemmatrizen seien gegeben durch

SEES

mit einem doppelten Eigenwert bei & = —2 und einem Verlust der Steuerbarkeit fiir den Wert
o= —3.
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Abbildung 3.11
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Die durch die vorgestellten Algorithmen bestimmten Schranken von ¢ haben i.A. dhnliche
Verldufe und geben den Steuerbarkeitsverlust korrekt wieder. Der Algorithmus nach GAO und
NEUMANN liefert eine weder stetige noch konsistente Schatzung fiir ., da ein Gitternetz be-
nutzt wird. Das Minimum kann somit nur dann exakt bestimmt werden, wenn es genau auf
einem Gitterpunkt liegt.

Sehr enge Schranken (mit tol = 1077) liefert der Trisection-Algorithmus, dessen Ergebnisse
in Abbildung 3.12 dargestellt sind. Ahnlich enge Schranken liefert auch die BFGS-Methode.
Abbildung 3.12 zeigt die mittels der KRONECKER-Form erhaltenen Schranken, die deutlich
weiter auseinander liegen. Das den Ergebnissen tiberlagerte ,Rauschen” kann durch die Ver-
kleinerung der Elemente in der Matrix C in Gleichung (3.27) verbessert, jedoch nicht génzlich
beseitigt werden.

T T T T T
e obere Schranke | | | . ‘ obere Schranke l | | | i
I I I I

0.9+ e untere Schranke

1.2+

] ] ] !
----- untere Schranke [~---77-7-""T-oomamm oo m o oo
T T T

0.8 Lo ]

I I I I I I I
B O i e e e e R iy 0.8

0.6

0.4

0.2

Abbildung 3.12: Mittels Trisection-Algorithmus (links) und aus KRONECKER-Form (rechts) erhaltene
Schranken fiir pc

Der auf Eigenwertabschidtzung basierende Ansatz nach HE aus Abschnitt 3.2.1.7 liefert bei dem
doppelten Eigenwert a = \; 2 = —2 kein eindeutiges Ergebnis. Obwohl das System an dieser
Stelle steuerbar ist, wird die untere Schranke zu Null, wodurch nicht mehr mit Sicherheit be-
stimmt werden kann, dass das System steuerbar ist.

Alle Ansitze zur Bestimmung des Distanzmafles ;1r geben den Verlust der Steuerbarkeit kor-
rekt wieder. Aus dem Pseudospektrum ist ersichtlich, dass das gesuchte Minimum auf der re-
ellen Achse liegt, daher gilt ;c = pr. Dieser Sachverhalt wird nur von dem Algorithmus nach
GAO und NEUMANN (beschrieben in Abschnitt 3.2.2.2) sowie durch die Nullstellensuche von
f(s) (siehe Abschnitt 3.2.2.1) wiedergegeben. Die anderen Schétzungen fiir iy liefern zwar dhn-
liche Verldufe, sind aber ca. um Faktor 3 hoher als pc.

In Abbildung 3.13 sind die Ergebnisse der in Abschnitt 3.2.3 vorgestellten einfachen Metho-
den zur Abschidtzung von p dargestellt. Zum Vergleich zeigt diese Abbildung zusatzlich das
mittels Trisection-Algorithmus ermittelte y.c. Der Wert 115 befindet sich in der gleichen Grofsen-
ordnung wie i und ist der einzige Wert, der eine obere Schranke darstellt. Auch die iibrigen
Werte befinden sich in der Groflenordnung von yc. Alle Abschiatzungen zeigen den Steuerbar-
keitsverlust fiir &« = —3 korrekt an.
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1.6

= 1 (Trisection-Algorithmus)

—

Abbildung 3.13: Einfache Methoden zur Bewertung der Steuerbarkeit

Beispiel 3.3 (Fortsetzung von Beispiel 2.3): Gegeben sei das in Modalform vorliegende System

-1 0 1

A_[O —1+a] b_[l]'
Im Gegensatz zu den Modalmafien liefern die Distanzmafie konsistente Ergebnisse wegen des
durch innere Verkopplung hervorgerufenen Steuerbarkeitsverlustes auf Grund des doppelten
Eigenwerts A; o = —1 an der Stelle a = 0. Auch fiir dieses Beispiel gilt uc = pr. Die Algorith-
men zur Bestimmung von pc und pr sind, mit Ausnahme der Berechnung von ;i nach GAO
und NEUMANN, konsistent und liefern dhnliche gute Ergebnisse wie im vorigen Beispiel. Im
Falle der Bestimmung von pp sind bei diesem Beispiel nur die durch die Quasi-KALMAN-
Zerlegung und die durch die Formel nach GAHINET erhaltenen Werte um Faktor 2 zu grofs.
Auch fiir dieses Beispiel erhdlt man fiir die einfachen Abschitzungen die gleichen Erkenntnisse
wie schon beim vorherigen Beispiel:
Es gilt:

- Alle Abschédtzungen liegen in der Grofienordnung von ¢ und zeigen den Steuerbarkeits-
verlust an.

- Es gﬂt e < -

Die Eigenschaften der Distanzmafie sind in den Tabellen 3.1 und 3.2 zusammengefasst. Da die
Distanz zu dem ndhesten nicht steuerbaren System selbst nur invariant gegeniiber unitdren
Transformationen ist, wird bei den Mafien natiirlich nur diese Eigenschaft tiberpriift. Im Falle
von reellwertigen Storungen ist die Distanz g, wie schon in Abschnitt 3.2.2 erldutert, nicht
stetig, weshalb auch die Mafle unstetig sein miissen.

3.2.6 Berechnungsdauer der Algorithmen

Da bei der Bestimmung von ¢ und pr auch die Berechnungsdauer der Algorithmen von In-
teresse ist, wurde diese mit dem Matlab Profiler gemessen und in Tabelle 3.3 zusammengestellt.
Es wird ein mit Zufallszahlen gefiilltes Eingroflensystem der Ordnung n = 10 herangezogen.
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Tabelle 3.1: Vergleich der Distanzmafie zur Bestimmung von ¢

Invariant gegeniiber
unitdaren
Koordinatentrans.  Konsistenz ~ Stetigkeit

Trisection mit GUs Test

BFGS mit GUs Test
KRONECKER-Form
Eigenwertabschitzung nach HE
WICKS und DeCARLO

GAO und NEUMANN

NI N
SN NENENEN
I IENENENEN

Tabelle 3.2: Vergleich der Distanzmafie zur Bestimmung von g

Invariant gegentiber
unitdren
Koordinatentrans.  Konsistenz

Formel nach GAHINET
Nullstellen von f(s)

Quasi-KALMAN-Zerlegung

Stufenform
GAO und NEUMANN

ANENENENEN
AENENENIN

Bei der Berechnungsdauer der Algorithmen ist nicht die absolute Zeit von Interesse, da diese
nattirlich stark vom verwendeten Rechner abhingig ist. Die ermittelte Berechnungsdauer dient
als Vergleich der Algorithmen untereinander.

Tabelle 3.3: Vergleich der Berechnungsdauer (ftir 50 Durchldufe)

absolute Zeit [s] Zeit [%]" Bemerkung
Trisection mit GUs Test 360,908 92,0 99% GUs Test
BFGS mit GUs Test 25,681 6,5 98,2% GUs Test,
1,6% BFGS
¢ | GAO und NEUMANN 5,475 1,4
WICKS und DeCARLO 0,219 <1
Eigenwertabschitzung nach HE 0,159 <1
KRONECKER-Form 0,020 <1
Nullstellensuche von f(s) 0,930 60,0 97% Bisection,
3% Uberpriifung nach
GAO und NEUMANN
HE 1 GAO und NEUMANN 0,254 16,4
Quasi-KALMAN-Zerlegung 0,225 14,5
Stufenform 0,141 9,1

" Bezogen auf die benétigte Berechnungsdauer aller Algorithmen fiir die Berechnung von juc bzw. jug.
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Tabelle 3.3 zeigt, dass der Trisection-Algorithmus deutlich mehr Zeit benotigt als die tibrigen
Methoden. Hierbei beansprucht GUs Test aus zwei Griinden einen Grofiteil der Zeit (99%). Ei-
nerseits benotigt der Test an sich viel Zeit, da bei jedem Aufruf ein Eigenwertproblem der Gro-
Be 2n*x2n? gelost sowie eine QR-Zerlegung durchgefiihrt werden. Andererseits wird der Test
bei jeder Reduktion der oberen oder unteren Schranke aufgerufen. In dem hier fiir 50 Systeme
durchgefiihrten Beispiel wurde GUs Test 458 Mal zur Berechnung des Distanzmafses benotigt.
Auch bei der BFGS-Methode benétigt GUs Test einen grofien Anteil der Gesamtzeit (98%). In
diesem Fall wird er jedoch nur fiir die Entscheidung benotigt, ob ein globales oder lokales Mini-
mum gefunden wurde. Somit wurde GUs Test nur 88 Mal ausgefiihrt, weshalb diese Methode
deutlich schneller ist als der Trisection-Algorithmus.

Bei der Methode nach GAO und NEUMANN muss fiir die Entscheidung wie das Gitternetz
durchlaufen wird, ein Eigenwertproblem gelost werden. Dieses wird zwar 3964 Mal durchge-
fuihrt, jedoch hat das Problem nur eine Grofle von 2nx2n.

Die Berechnungsdauer der iibrigen Ansitze ist sehr gering.

Die Berechnungsdauer der Algorithmen zur Bestimmung von ug ist deutlich kleiner als jene
bei der Bestimmung von pic.

Von diesen bendtigen die Nullstellensuchen von f(s) deutlich mehr Zeit als die tibrigen Ansét-
ze. Den Hauptteil der Zeit benotigt der Algorithmus zur Suche der Nullstellen (97%) bzw. zur
Auswertung der Funktion f(s) an den Stiitzstellen. Die Funktion f(s) wird 4158 Mal ausgewer-
tet, wofiir jeweils eine Singuldrwertzerlegung notwendig ist.

3.2.6.1 Verbesserungen

Bei der Bestimmung des Distanzmafles j.c mit Hilfe des Trisection-Algorithmus bzw. der BEGS-
Methode benotigt GUs Test einen Grofiteil der Zeit. Die Umformung in GUs Test kann durch
jene nach GAO und NEUMANN ersetzt werden (siehe [19]). Damit ist keine QR-Zerlegung
notwendig, und das generalisierte Eigenwertproblem wird zu einem einfachen Eigenwertpro-
blem. Dies fiihrt zu einer erheblichen Zeitersparnis bei der Berechnung des Distanzmafles, wie
nachfolgende Tabelle zeigt.®

Tabelle 3.4: Umformung nach GU vs. Umformung nach GAO und NEUMANN (fiir 50 Durchlédufe)
Umformung nach

Algorithmus | GU  GAO und NEUMANN

Trisection 74% 26%

BFGS 68% 32%

Fiir eine weitere Beschleunigung der Algorithmen wird ausgeniitzt, dass die reelle Variante von
GUs Test deutlich schneller ist als die komplexe. Ist fiir einen Wert § zu priifen, ob die Unglei-
chung 6 > pc erfiillt ist, wird zuerst mit der reellen Variante von GUs Test tiberpriift, ob 6 > up
gilt. Ist das der Fall, gilt wegen pg > pc auch § > pc. Andernfalls muss die Ungleichung mit
der komplexen Variante von GUs Test iiberpriift werden. Die Ergebnisse sind in nachfolgender
Tabelle dargestellt.°Fiir die Berechnungen wurde GUs Test mit der Umformung nach GAO und
NEUMANN benutzt.

Fiir den Trisection-Algorithmus ergibt sich durch diese Anderung eine erhebliche Verkiirzung
der Berechungsdauer. Die komplexe Variante von GUs Test wurde 453 Mal aufgerufen, wih-
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Tabelle 3.5: Benutzung der reellen Variante von GUs Test (fiir 50 Durchlédufe)

ohne mit
Algorithmus | Ausnutzung der reellen Variante
Trisection 61% 39%
BFGS 50,8% 49,2%

rend diese bei der urspriinglichen Version des Algorithmus 738 Mal benutzt wurde. Bei der
BFGS-Methode ist die Verbesserung sehr gering, da GUs Test im Vergleich zum Trisection-
Algorithmus weniger oft zum Einsatz kommt. Die komplexe Variante wurde 87 anstatt 88 Mal
verwendet.

Nachfolgend ein erneuter Vergleich der Berechnungsdauer der Algorithmen zur Ermittlung
von /i nun mit den beiden Verbesserungen.

Tabelle 3.6: Vergleich der Berechnungsdauer fiir pc(fiir 50 Durchldufe)

absolute Zeit [s] Zeit [%] Bemerkung
Trisection mit GUs Test 99,599 85,0 99% GUs Test
BFGS mit GUs Test 11,188 9,6 96,6% GUs Test, 2,8% BFGS
GAO und NEUMANN 5,475 4,7
WICKS und DeCARLO 0,219 <1
Eigenwertabschitzung nach HE 0,159 <1
KRONECKER Form 0,020 <1

Tabelle 3.6 zeigt, dass der Trisection-Algorithmus und die BFGS-Methode immer noch mehr
Zeit bendtigen als die tibrigen Methoden. Im Vergleich zu den urspriinglichen Versionen (siehe
Tabelle 3.3) benétigt die verbesserte Version des Trisection-Algorithmus weniger als ein Drittel
und die der BEFGS-Methode weniger als die Hélfte der Zeit.

Durch die Umformung nach GAO und NEUMANN in GUs Test kann dieser deutlich beschleu-
nigt werden. Jedoch wird immer noch relativ viel Zeit fiir das Losen des Eigenwertproblems
der Grofle 2n?x2n? benétigt. Motiviert durch die Tatsache, dass nur reelle Eigenwerte bestimmt
werden miissen, werden in [19] zwei Verfahren vorgestellt, die die reelle Achse absuchen, um
die gewiinschten Eigenwerte zu finden. Dadurch kann die Anzahl der benétigten Operationen
und damit die Berechnungsdauer von GUs Test weiter reduziert werden.

3.2.7 Diskussion der Ergebnisse

Auf Grund der beiden einfachen Beispiele konnen folgende Aussagen gemacht werden: Die auf
dem Optimierungsproblem basierenden Ansitze liefern i.A. stetige und konsistente Ergebnis-
se. Nur auf die Methode nach GAO und NEUMANN zur Bestimmung des DistanzmafSes pc
trifft das wegen der bendtigten Rasterung des zu durchsuchenden Gebietes nicht zu.

Fiir die Bestimmung des Distanzmafses ;i liefern der Trisection-Algorithmus und die BFGS-

®Die Prozentangabe bezieht sich auf die Summe der Berechnungsdauer der beiden Varianten fiir den jeweiligen
Algorithmus.
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Methode identische Ergebnisse. Allerdings ist die Wahl des Toleranzwertes bei der BEGS-Me-
thode kritischer. Wie erwdhnt, kann der Test von GU ein falsches Ergebnis liefern, wenn der
Abstand zwischen den Werten 6; und d, zu klein ist. Dieser Abstand ist beim Trisection-Algo-
rithmus sehr klein, wenn die obere und untere Schranke bereits eng beieinander liegen. Daher
wirkt sich ein falsches Ergebnis von GUs Test nicht sehr stark auf das Ergebnis fiir das Di-
stanzmaf pic aus. Wird jedoch bei der BFEGS-Methode der Abstand zwischen §; und 62 zu klein
gewdhlt, so kann u.U. ein lokales Minimum als das globale Minimum interpretiert werden, was
sich stark auf das Ergebnis fiir das Distanzmaf$ ;i auswirken kann.

Diese beiden Methoden lassen sich sehr einfach auf die Minimumsuche auf der reellen Achse
und somit zur Bestimmung des Distanzmafles ;1r adaptieren. Fiir die hier durchgefiihrten Bei-
spiele liefern die Nullstellensuchen von f(s) und die reelle Variante der Methoden nach GAO
und NEUMANN bzw. von GUs Test das identische konsistente und stetige Ergebnis.

Wie bereits in Abschnitt 3.2.2 erwdhnt, kann der Ansatz des parallelen Losens von zwei Opti-
mierungsproblemen von WICKS und DeCARLO nicht einfach zur Bestimmung von z1z heran-
gezogen werden. Die reelle Variante dieses Ansatzes fiihrt namlich zu einem deutlich schwieri-
geren Optimierungsproblem.

Der Ansatz der KRONECKER kanonischen Form und die Methode der Eigenwertabschédtzung
nach HE liefern im Vergleich zu den iibrigen Methoden eine gute obere Schranke fiir ;. Beim
Ansatz tiber die KCF ist die untere Schranke allerdings um einiges kleiner als das Distanzmaf3
pc. Hierbei ist das Ergebnis von der fiir die Berechnung benétigten mit Zufallszahlen gefiillten
Matrix abhédngig. Da der Ansatz der Eigenwertabschdatzung nach HE auf der Modalform ba-
siert, ist diese Abschdtzung nicht anwendbar, wenn die Matrix A mehrfache Eigenwerte besitzt.
Die untere Schranke wird in diesem Fall zu Null, weshalb keine Aussage iiber die Steuerbarkeit
des Systems moglich ist.

Der Ansatz iiber die Stufenform fiihrt in manchen Fillen zu einer oberen Schranke, die deut-
lich hoher ist als das Distanzmaf3 /.. Ein moglicher Grund dafiir ist die besondere Struktur der
Stufenform. Zur Bestimmung des MafSes werden nur ausgewéhlte Elemente dieser Struktur be-
trachtet. Die Norm der Stérung, die diese Elemente zu Null macht (d.h. das System ist nicht
mehr steuerbar), kann durchaus grofier sein als die Norm der Storung, die auf andere Elemente
der Matrix wirkt und dazu fiihrt, dass das System nicht steuerbar wird.

Der Nachteil der Formel von GAHINET zur Bestimmung von p:r besteht darin, dass vorab das
Distanzmaf ;¢ bestimmt werden muss.

Die Methoden fiir eine einfache Abschitzung liefern fiir die beiden Beispiele gute Ergebnisse,
wobei nur der Wert i), eine obere Schranke darstellt.
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Kapitel 4

Anwendungen und Beispiele

In diesem Kapitel werden die Steuerbarkeitsmafie und deren Eigenschaften fiir ausgewdhlte
Systeme weiteren mathematischen Untersuchungen unterzogen. In Abschnitt 4.1 werden die
Mafe fiir ein besonderes System in Steuerbarkeitsnormalform und fiir ein spezielles Mehr-
groflensystem betrachten. Weiters wird in Abschnitt 4.2 die Effizienz und Anwendbarkeit der
unterschiedlichen Mafizahlen an praxisnahen Beispielen untersucht. In Abschnitt 4.3 werden
mogliche Anwendungsgebiete der Mafszahlen erldutert. Hierbei wird auf die Wahl der Eigen-
werte beim Zustandsreglerentwurf, auf die Fehlerdiagnose mit Hilfe von Steuerbarkeitsmafien
sowie auf die Bestimmung des optimalen Eingangsvektors beztiglich des Distanzmafies naher
eingegangen.

4.1 Beispiele

In Abschnitt 4.1.1 wird ein System in Steuerbarkeitsnormalform (SNF) betracht, fiir welches
das Distanzmaf3 y fiir beliebige Systemordnungen n analytisch angegeben werden kann. Einer-
seits werden dadurch wichtige Erkenntnisse {iber das Steuerbarkeitsverhalten dieser Systeme
gewonnen. Andererseits konnen Aussagen tiber die Qualitdt der durch die verschiedenen Al-
gorithmen und Anséitze ermittelten Schatzungen bzw. Schranken durch direkten Vergleich mit
der analytischen Losung gemacht werden. In Abschnitt 4.1.2 wird gezeigt, dass die Mafie pro-
blemlos auch auf Mehrgrofiensysteme anwendbar sind.

41.1 Steuerbarkeitsnormalform

Das in Steuerbarkeitsnormalform vorliegende System n-ter Ordnung mit den Systemdaten

0 1 0 0

A= 0 b= | :
o1 0

0 0 1
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entspricht der Serienschaltung von n Integratoren. KENNEY und LAUB haben in [24] die ana-
lytische Losung des Distanzmafles fiir diese Systeme

po = sin <7T)
n+1

bestimmt. Auffallend ist, dass mit anwachsender Systemordnung n das Distanzmaf kleiner, al-
so die Steuerbarkeit des Systems schlechter wird. Die Singuldrwerte der Steuerbarkeitsmatrix
S, sind fiir beliebige n alle gleich Eins. Dadurch zeigt dieses Beispiel, dass die Singuldrwerte
von S,, als Maf$ nicht geeignet sind, da sie den Verlauf des Steuerbarkeitsverhaltens i.A. nicht
wiedergeben. Eine mogliche Erklarung fiir das Abnehmen der Steuerbarkeit mit zunehmender
Systemordnung liefert die besondere Struktur dieser Systeme. Man kann sich leicht vorstellen,
dass nur eine geringe Storung notwendig ist um die Struktur der Steuerbarkeitsnormalform
zu verdandern. Dadurch kann ein nicht steuerbares System entstehen. Dieser Effekt wird deut-
licher, je grofier die Systemordnung n ist, da mehr Elemente unverdndert bleiben miissen, um
die Struktur zu erhalten.

Aus Abbildung 4.1 ist ersichtlich, dass auch das Pseudospektrum eine aufiergewohnliche Struk-
tur aufweist. Die Funktion oy ([SE — A, B]) nimmt an unendlich viele Stellen s den Wert des
globalen Minimums an. Diese befinden sich auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt s = 0, dessen
Radius r von der Systemordnung n abhdngt. Mit steigender Systemordnung wird der Radius
grofier und ndhert sich dem Wert Eins an.

L1 0.95 f------ Rt e R EEEREEEE
1 0.9 o - = L
0.85 boommmaefo i e O

| I I I I I I I
I I I I I I I

0.8 oo i
| \ | I \ 1 I \
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0.65 - f---- T R Foomee T e [

Abbildung 4.1: Pseudospektrum des Systems in SNF fiir n = 10 (links) und Abstand vom globalen
Minimum zum Ursprung {iber Systemordnung n (rechts)

4.1.1.1 Distanzmaf uc

In Abbildung 4.2 wird die analytische Losung fiir das Distanzmaf pic mit den aus den verschie-
den Methoden erhaltenen Schranken fiir ;i verglichen.

Der Trisection-Algorithmus und die BEGS-Methode liefern sehr gute Schranken, die sich ma-
ximal durch den vorgegebenen Toleranzwert von der analytischen Losung unterscheiden. Die
Abweichung zwischen der analytischen Losung und den durch den Algorithmus nach WICKS
und DeCARLO ermittelten Schatzwertes ist kleiner als der vorgegebene Toleranzwert. Der An-
satz der KCF liefert eine gute obere Schranke. Die untere Schranke ist allerdings deutlich kleiner
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———— obere Schranke (KCF)
———— untere Schranke (KCF)
obere Schranke (GAO und NEUMANN)

...... untere Schranke (GAO und NEUMANN)
Schranken durch
Trisection-Algorithmus und
-===--p analytisch ~ { BFGS-Methode

Schitzwert nach
WICKS und DeCARLO

Abbildung 4.2: Distanzmaf 1 des Systems in SNF iiber Systemordnung n'

als die analytisch ermittelten Werte fiir ;¢

Der Ansatz der Eigenwertabschdtzung nach HE kann nicht angewendet werden, da mehrfache
Eigenwerte vorliegen und diese Methode auf der Modalform basiert.

Auch an diesem Beispiel fillt bei der Methode nach GAO und NEUMANN auf, dass die be-
rechneten Schranken stiickweise konstant sind und sich meist deutlich von der analytischen
Losung unterscheiden. Dies liegt an der zu durchlaufenden Gitterstruktur. Die linke Seite der
Abbildung 4.3 zeigt, den Ablauf des Algorithmus fiir n = 1,...,5 (vgl. Abschnitt 3.2.1.5). Fiir
diese Systemordnungen liegt der Wert des Distanzmafies ;i in dem mit A bezeichneten Recht-
eck. Das zu durchsuchende Gebiet kann gemifs Abschnitt 3 und auf Grund der Symmetrie
auf 0 < a < |[A|| = 1und 0 < s, < [|[A|| = 1 beschriankt werden. Ausgangspunkt ist

®  p (i) 0]

(i) o

1/2L

/)

B l(i;) ™ m W (vi) \ D5 B
DL D3 T py
} 4l [ ———"0 0 0

1/8: N : N

. . . . . . . . .
0 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 1 0 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 1
So So

Abbildung 4.3: Algorithmus nach GAO und NEUMANN fiir n = 1,...,5 (links) und fiirn = 6,...,11
(rechts)

die linke obere Ecke e; ; mit den Koordinaten (sy = 0, = 1). Dieser Ecke wird der Wert
l(e1,1) = 1 zugewiesen, da o > p¢ gilt. In Schritt (i) gelangt man durch Halbieren von o zur
Eckeejo = (so = 0,0 = %) Da a < pc gilt, erhdlt diese Ecke den Wert [(e; 2) = 0. In Schritt
(ii) wird nun der Wert sy verdndert. Dadurch gelangt man zur Ecke ez 2 = (%, %) mit dem Wert

Fiir eine anschaulichere Darstellung wurden die ermittelten Werte durch Geraden verbunden.
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l(e22) = 0. Das Dreieck D1 besitzt eine DV-Kante (different value) [e; 2 e22], d.h. eine Kante
deren Ecken verschiedene Werte zugeordnet sind. Diese Kante ist nun der Ausgangspunkt fiir
das nichste zu betrachtende Dreieck D2 (Schritt (iii)). Die Ecke dieses Dreiecks, der noch kein
Wert zugeordnet wurde ist der Punkt e 1. Da sich dieser Punkt am rechten Rand des zu durch-
suchenden Dreiecks befindet ist die Suche hier zu Ende. Die obere Schranke wird nun durch
das Minimum der o Werte jener Ecken, denen der Wert Eins zugeordnet wurde ermittelt. Fiir
die Ordnungen n = 1,...,5 gilt das nur fiir die Ecke e; ; mit dem Wert oo = 1.

Die rechte Seite der Abbildung 4.3 zeigt die Vorgangsweise des Algorithmus fiir die Ordnun-
gen n = 6,...,11. Hier liegt der Wert i in Rechteck B. Ausgehend von der linken oberen
Ecke e;1 = (0,1) lauft die Suche durch Halbieren von o senkrecht nach unten bis zur Ecke
e13 = (0, i) mit dem Wert [(e; 3) = 0. Durch Verdndern des Wertes sy gelangt man zur Ecke
€23 = (%, %) und erhalt die DV-Kante [e3 3 € 2] die in Schritt (iv) ins Dreieck D2 fiihrt. Wird
nun der noch fehlenden Ecke dieses Dreiecks ej 2 ein Wert zu gewiesen, erhélt man wieder ei-
ne DV-Kante, die in das Dreieck D3 fiihrt. Analog gelangt die Suche iibere weitere DV-Kanten
in den Schritten (vi)-(vii) ins Dreieck D5. Die Ecke dieses Dreiecks liegt am Rand des Gebiets
und die Suche wird beendet. Der kleinste o Wert der Ecken mit dem Wert Eins ist o = 3.
Dies entspricht der durch den Algorithmus ermittelten oberen Schranken. An diesem Beispiel
lassen sich einerseits die ermittelten konstanten Werte der Schranken als auch die grofse Ab-
weichung der Schranken vom wahren Wert ;i erkldren. Ist der Wert pic grofs, liegt dieser im
oberen Bereich des zu durchsuchenden Gebiets, wo das Gitter noch sehr grofsmaschig ist und
somit eine grofie Abweichung zustande kommt. Erst fiir kleine pc liefert der Algorithmus gute

Schranken. Die Schranken konnen beispielsweise durch erneutes Anwenden des Algorithmus

in einem kleineren Gebiet verbessert werden. Fiir die Ordnungen n = 1, ...,5 (linke Seite der
Abbildung) wiirde das bedeuten, dass der Algorithmus auf das Rechteck A erneut angewendet
werden muss. Analog kann der Algorithmus fiir die Ordnungen n = 6, ..., 11 (rechte Seite der

Abbildung) erneut auf das Rechteck B angewendet werden.

41.1.2 Distanzmaf§ up

Zur Bestimmung des Distanzmafies ;1r wird nur die reelle Achse betrachtet. Auf Grund der
Struktur des Pseudospektrums ist ersichtlich, dass zwei reelle Werte s existieren, die das Opti-
mierungsproblem minimieren. Somit gilt iz = p1c. Dadurch kann die analytische Losung auch
zur Verifizierung der Ansitze zur Ermittlung von Schranken fiir das Distanzmaf3 ;p genutzt
werden. Der Algorithmus nach GAO und NEUMANN und die Nullstellen von f(s) liefern
Werte, die sich nur um den vorgegebenen Toleranzwert von der analytischen Losung unter-
scheiden. Die iibrigen Ansitze liefern weniger zufrieden stellende Ergebnisse. Die durch die
Formel nach GAHINET ermittelte obere Schranke liefert zwar einen dhnlichen Verlauf wie die
analytische Losung, ist aber ca. um Faktor 2 grofier. Der Ansatz iiber die Stufenform liefert
den konstanten Wert Eins und die iiber die Quasi-KALMAN-Zerlegung ermittelte Schranke ist
konstant gleich Zwei. Somit liefern diese beiden Ansitze gerade fiir Systeme hoher Ordnung
Schranken, die deutlich grofler sind als der wahre Wert des DistanzmafSes.

4.1.1.3 Einfache Methoden

Die in Abschnitt 3.2.3 vorgestellten einfachen Methoden liefern alle fiir beliebige Systemord-
nungen den Wert Eins. Einige dieser Methoden benutzen die Singuldrwerte der Steuerbarkeits-
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matrix bzw. das Verhdltnis zwischen benachbarten Singuldrwerten. Die Singuldrwerte und so-
mit die Verhiltnisse sind fiir dieses Beispiel fiir beliebige Systemordnungen alle gleich Eins.
Das Pseudospektrum ist an der Stelle s = 0 fiir beliebige Systemordnungen gleich Eins, wes-
halb auch die Schranke ;(\) = min{o()\;)} = 1 konstant ist.

4.1.2 Mehrgrofiensystem

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Mafse ohne Schwierigkeiten auf Mehrgrofsensysteme an-
wendbar sind. Hierfiir dient das durch [35] motivierte akademische Beispiel

05 02 03 5 1
A= 04 032+a 03 B=|5 1 C—[
5 5

10 1}
0,2 0,5 0,26

010

mit n = 3 Zustandsvariablen, m = 2 Eingangsgrofien und p = 2 Ausgangsgrofien. Fiir o =
—0,02 ist das System nicht steuerbar. Die Mindestanforderung an ein Maf ist, dass dieses den
Steuerbarkeitsverlust anzeigt. Der Parameter a wird von —0,05 bis 0,02 variiert und die Mafie
werden in Abhingigkeit dieses Parameters o dargestellt.

4.1.2.1 Modal- und Energiemafie

Alle Mafie werden fiir mindestens einen Eigenwert bzw. fiir ein Eingangs-Ausgangspaar fiir
a = —0,02 gleich Null und geben somit den Steuerbarkeitsverlust korrekt wieder (vgl. Abbil-
dung 4.4). Die Polempfindlichkeitsmafle S und s nach LITZ und das Regelbarkeitsmafs p nach
HIPPE liefern nmp = 12 Werte, wodurch, wie in Abbildung 4.4 zu sehen, diese Mafe fiir Mehr-
groflensysteme sehr untibersichtlich werden.
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Abbildung 4.4: Modalmafe: Steuerbarkeitsmafs a nach KONNO (links), Summenmaf3 > (Mitte) und
absolutes Polempfindlichkeitsmaf3 S (rechts) nach LITZ

Um die Mafse bei Mehrgrofiensystem fiir die verschieden Ein- und Ausgangsgrofien verglei-
chen zu konnen, sollten diese normiert werden. LITZ schldgt hierfiir die Normierung mit dem
betragsmaflig grofiten stationdren Wert der Sprungantworten der Zustandsvariablen vor [29].
Da das hier untersuchte Beispiel positive Eigenwerte besitzt und damit instabil ist, ist diese
Normierung in diesem Fall nicht moglich.

Auch die EnergiemafSe zeigen den Steuerbarkeitsverlust fiir « = —0,02 an. Das Mafd nach BEN-
NINGER wird fiir die Zustandsvariablen z; und x» zu Null, was scheinbar im Widerspruch zu
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den Modalmafsen steht, die anzeigen, dass ein Eigenwert nicht steuerbar ist. Betrachtet man die
Transitionsmatrix des Systems fiir o = —0,02

0,39¢" + 1,03e™1%" — 0,42¢7093 0,33¢" — 1,03e*1% 4 0,71e7 %03 0,29¢! — 0,29¢ 0%
® = [0,39¢! 4 0,03e%19 — 0,42¢70:03¢  (,33¢! — 0,03e%1% 1 0,71e7903t  (,29¢! — 0,29¢~0:03¢
0,37¢! — 1,40e%1% 4-1,03¢= %93 0,31e 4 1,40¢%10F — 1,727 003t 0,28¢" 4 0,72¢ 003

erkennt man, dass sich die Losungen z(¢) und z(t) fiir 1(0) = 22(0) nicht voneinander un-
terscheiden. Da auch die Eingédnge in gleicher Weise auf diese beiden Zustdnde wirken, kon-
nen diese somit nicht beliebig beeinflusst werden und sind damit nicht steuerbar. Das Maf3
nach BENNINGER erlaubt somit einen besseren Einblick in das Steuerbarkeitsverhalten des
Systems, da auch innere Verkopplungen beriicksichtigt werden. Dies gilt nicht nur fiir mehrfa-
che Eigenwerte (vgl. Beispiel 2.3) sondern wie dieses Beispiel zeigt, auch im Falle verschiedener
Eigenwerte.

4.1.2.2 Distanzmaf p¢c

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen zur Bestimmung von pc bzw. von Schranken
fiir o zeigen den Steuerbarkeitsverlust fiir « = —0,02 korrekt an. Der Trisection-Algorithmus
und die BFGS-Methode liefern, wie in Abbildung 4.5 zu sehen, sehr enge Schranken. Alle tibri-
gen Methoden liefern etwas weitere Schranken. Der Algorithmus nach WICKS und DeCARLO,
der keine Schranken bestimmt, sondern puc direkt schitzt, liefert sehr gute Ergebnisse.
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700
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-0.05 -0.04 0.03 “0.02 ~0.01 0 0.01 0.02 -0.05 0.0 0.03 “0.02 ~0.01 ] 0.01 002 -0.05

001 0.03 ~0.02 ~0.01 0 0.01 0.02

Abbildung 4.5: Distanzmaf3 ¢ Trisection-Algorithmus und BFGS-Methode (links), Algorithmus nach
WICKS und DeCARLO (Mitte) und Algorithmus nach GAO und NEUMANN (rechts)

4.1.2.3 Distanzmafl ugr

Das Pseudospektrum sowie das mittels der BEGS-Methode ermittelte globale Minimum (vgl.
Abbildung 4.6) zeigen, dass der Wert s*, welcher Relation (3.3) minimiert, auf der reellen Achse
liegt, d.h. s* € R. Damit gilt o = pg.

Abbildung 4.7 zeigt, dass die mittels des Algorithmus nach GAO und NEUMANN und die
Nullstellensuche von f(s) fiir ur gleich den Werten von pc sind. Fiir dieses Beispiel gilt das
auch fiir die mittels Stufenform ermittelten Werte. Die durch die Eigenwertabschitzung nach
HE und durch die Quasi-KALMAN-Zerlegung ermittelten oberen Schranken liefern etwas ho-
here Werte.



4.2. Elektromechanische Beispiele 71

—— ‘ " -9
T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ SN (X 10
08y~ -

06}/ B - g
04l

0.2 1

Im

Im {s*

I
o

-0.4 b

0.6 - - ) 4

N
-1 NN N | | ; | | i
-1 0.

~ | | | | | | |

8 | . . . | | ]
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.085 0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12
Re Re{s*}

Abbildung 4.6: Pseudospektrum fiir o = —0,05 (links), durch BEGS-Methode ermittelte Lage des globa-
len Minimums (rechts)
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Abbildung 4.7: Distanzmaf} ;1 (links) und einfache Methoden zur Berechnung von Schranken fiir pc
(rechts)

4.1.2.4 Einfache Methoden

Wie aus Abbildung 4.7 ersichtlich, geben alle mittels der einfachen Methoden berechneten
Schétzungen fiir das Distanzmafi den Steuerbarkeitsverlust korrekt an. Die Ergebnisse sind de-
nen durch den Trisection-Algorithmus dhnlich, wobei der Wert 1), diesen Schranken am néch-
sten kommt.

4.2 Elektromechanische Beispiele

Nachfolgend werden fiir drei unterschiedliche Systeme Steuer- bzw. Beobachtbarkeitsmafse be-
stimmt. Durch die Anwendung der Mafie auf mathematische Modelle von elektromechani-
schen Aufbauten konnen die Aussagen der Mafse physikalisch interpretiert werden.

Als erstes Beispiel dient ein als , Wagen mit Stab” bezeichneter Aufbau. Anhand dieses Aufbaus
werden die notwendigen Schritte erldutert, die durchzufiihren sind, um mit Hilfe der vorge-
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stellten Mafie Aussagen {iiber die ,Glite” der Steuerbarkeit des betrachteten Systems zu treffen.
Die erforderlichen Schritte lassen sich wie folgt unterteilen:

1. Modellbildung: Durch physikalische Zusammenhénge (NEWTONsche Axiome, KIRCH-
HOFFsche Gesetze, Bauelementgleichungen, Reibung, ...) erhélt man i.A. nichtlineare Dif-
ferentialgleichungen als mathematische Beschreibung des realen Systems.

2. Linearisierung: Da mit den hier vorgestellten Methoden nur die Steuerbarkeit von LZI-
Systemen beurteilt werden kann, wird das nichtlineare System um den zu untersuchen-
den Arbeitspunkt linearisiert.

3. Berechnung der Mafizahlen.
4. Interpretation.

Als zweites Beispiel dient der sogenannte ,Hubmagnet”. Hierbei handelt es sich um ein La-
bormodell, das am Institut fiir Regelungs- und Automatisierungstechnik an der Technischen
Universitdt Graz aufgebaut ist.

Als drittes Beispiel wurde das , Doppelpendel” gewdhlt. Dieser Aufbau wird durch ein LZI-
System 6. Ordnung beschrieben. Es wird untersucht, ob die Effizienz und Interpretierbarkeit
der Mafse auch fiir Systeme hoherer Ordnung gegeben ist. Als eine andere Herangehenswei-
se bei der Modellbildung, wird anhand dieses Beispiels kurz erldutert, wie man mit Hilfe des
LAGRANGE-Formalismus ein Modell erhilt.

421 Wagen mit Stab

Im ersten Beispiel werden die Steuerbarkeitsmafie an
einem sehr einfachen Modell, dem in Abbildung 4.8
dargestellten Wagen mit Stab, untersucht. Aus dem 2.
NEWTONSschen Axiom erhélt man die Bewegungsglei-
chung des Wagens I,m

m\ d?z  F  m [dp 2 m d%p ¢
1+ )=+ 2 (22 sinp— 12
(1 37) a7 = 3 ! (dt) s =3l s

4.1)
und mit dem Drallsatz die Differentialgleichung fiir

die Bewegung des Stabes

Fg

dzi cos ¢ + lin = gsin . Abbildung 4.8: Wagen mit Stab

de? de?

Unter der Annahme, dass die Masse des Pendels im Vergleich zum Wagen vernachldssigbar
klein ist, d.h. |%‘ < 1, erhidlt man aus Gleichung (4.1)

d ¥
de2 - M
Durch die Wahl der Zustandsvariablen
de
T1 =, To 1= —

dt
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und mit der Abkiirzung

erhélt man fiir die Bewegung des Stabes das Zustandsraummodell der Form & = f(x, u)

d:Bl

drn - _

dt 2

dxo g . 1

e = —SINxr1T — -uUCosxy.
dt I 17 !

Aus Griinden der Einfachheit gilt fiir die weiteren Berechnungen [ = 1. Das System besitzt die
Ruhelagen xp, fiir deren Komponenten gilt

zo.r =0 und up = gtanwz; g.

Fiir das linearisierte System

d¢

werden die JACOBI Matrizen in der Ruhelage

of
A.—&

B 0 1] 0 1
~ |gcoszip+ursinz g 0| COSZLR 0

X=XR,U=UR

of
b.—%

NN — COST1,R

berechnet. Im Folgenden werden die Steuerbarkeitsmafie des linearisierten Modells im Intervall
x1,R € [—m, ] betrachtet. Die Matrix A besitzt die Eigenwerte

Moo=+, —L—.
COST1,R

Ist 11 r € [_7”, g}, nimmt der Kosinus positive Werte an, die Matrix A besitzt zwei reelle Ei-
genwerte. Im restlichen Intervall ist der Kosinus negativ, und die Matrix besitzt somit ein rein
imagindres Eigenwertpaar. Fiir die Determinante der Steuerbarkeitsmatrix gilt

det(S,) = det([b, Ab]) = — cos® 1 g.

Fiir die Ruhelage 21 p = +7, dies entspricht der waagrechten Lage des Stabes, wird die De-
terminante zu Null. Somit ist das System in diesen Punkten nicht steuerbar. Um den Stab in
dieser Lage zu halten, muss die Eingangsgrofie ur unendlich grofs sein. Obwohl diese Stablage
damit in der Praxis nicht realisierbar ist, wird diese hier genauer untersucht um ein besseres
Verstandnis fiir die Mafizahlen und die Algorithmen zu deren Berechnung zu erhalten. In der
Systemmatrix A tritt fiir die waagrechte Stablage im Element a; eine Division durch Null auf.
Deshalb gibt, wie anschliefSend gezeigt wird, nicht jedes Steuerbarkeitsmaf} den Steuerbarkeits-
verlust korrekt wieder.
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4211 Modal- und Energiemafie

Fiir das modaltransformierte System erhélt man

a¢ g 1 0 C—i-(COS:Cl’R)% -1 y
dt coszip |0 —1 2,\/g 1

Fiir die waagrechte Lage des Pendels wird der Eingangsvektor b zum Nullvektor. Daraus er-
kennt man, dass die Modalmafle den Steuerbarkeitsverlust korrekt wiedergeben. Fiir diese Lage
des Pendels wird ein Element der Systemmatrix A unendlich grofs. Auf Grund der Numerik ist
jedoch cos(£7%) nicht exakt gleich Null. Dadurch ergibt sich trotzdem eine numerisch ermittel-
te Modalform, aus welcher sich fiir diesen Punkt Steuerbarkeitsmafse (mit Ausnahme von k)
kleiner 1016 ergeben. In Abbildung 4.9 ist beispielhaft das Ergebnis fiir das Steuerbarkeitsmaf
x nach LITZ und a nach KONNO dargestellt. Die {ibrigen Mafle, mit Ausnahme des Steuerbar-
keitsmafes x; nach LUCKEL und MULLER, liefern einen dhnlichen Verlauf der Steuerbarkeit.
Da die Realteile der Eigenwerte der Matrix A fiir 21 p € [5F, 5| betragsmifig sehr hohe Werte
annehmen, wihrend sie im Rest des untersuchten Intervalls gleich Null sind, liefern die Steu-
erbarkeitsmafle x; auf Grund der Multiplikation mit e~2%¢{*} unbrauchbare Ergebnisse. Das
Steuerbarkeitsmafi nach BENNINGER gibt an, dass die Zustandsvariable x, (Winkelgeschwin-

digkeit) besser steuerbar ist als x; (Winkel), was rein intuitiv nicht unmittelbar erkennbar ist.

0.1 0.7
I I I I I I I !

LR LR

Abbildung 4.9: Steuerbarkeitsmafie x und « fiir verschiede Stabpositionen

4.2.1.2 Distanzmaf uc

Der Trisection-Algorithmus und die BFEGS-Methode liefern gute und sehr eng beieinanderlie-
genden Schranken (mit tol = 107?), dargestellt in Abbildung 4.10. Auch der nach WICKS und
DeCARLO ermittelte Schatzwert fiir puc liefert gute Ergebnisse. Alle auf dem Optimierungs-
problem basierenden Algorithmen haben Schwierigkeiten an den Stellen z; p = £7. Dies ent-
spricht der waagrechten Lage des Stabes fiir die das System nicht steuerbar ist. Die Mafe stre-
ben zwar in der Umgebung dieser Unstetigkeitsstellen gegen Null, liefern aber fiir 21z = &7
Werte ungleich Null und somit falsche Ergebnisse. Dies kann folgendermafsen erklart werden:
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Abbildung 4.10: Bestimmung von pc mittels Trisection-Algorithmus (links) und der KRONECKER ka-
nonischen Form (rechts) fiir verschieden Stabpositionen

Optimiert wird tiber den kleinsten Singuldrwert der Matrix M := [sE — A, b]. Da die Singular-
werte der Matrix M gleich den Quadratwurzeln der Eigenwerte von MM sind, wird fiir die
Berechnung die Beziehung

det(zE — MMH) =0

betracht. Ist das System nicht steuerbar, so ist der kleinste Singularwert von M gleich Null.
Daraus folgt das die Matrix MM einen Eigenwert bei Null besitzen muss, d.h. z = 0 bzw.

det(MMH) = 0.
Es muss also ein Wert s existieren, der obige Bedingung fiir z1 p = +7 erfiillt. Die Determinante

lautet
g 2
) (52 — 52) + <> + cos? T1,R
COST1 R

det(MMH) = |s|* 4 |s|? cos® x1.r — <
COST1 R

. g
5= |—F
COS T1,R

det(MMH)‘ _=cos’ TR <

=S8

Durch Einsetzen von

erhilt man

+1).

Strebt der Winkel 1, r gegen £7 wird diese Determinante zu Null

COS T1,R

lim _ det(MM™)| __=0.

1, R—TG s=5

Der gesuchte Wert s strebt in diesem Fall gegen Unendlich. Das erkldart warum die numeri-
sche Suche nach diesem Wert nicht funktioniert und die darauf basierenden Algorithmen keine
brauchbaren Ergebnisse liefern. Die durch die KRONECKER-Form und durch die Eigenwert-
abschédtzung nach HE bestimmten Werte liefern gute obere Schranken. Jedoch sind die unteren
Schranken deutlich kleiner als ;. (siehe Abbildung 4.10). Mit beiden Methoden erhélt man fiir
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die untere Schranke bei waagrechter Lage des Stabes den Wert Null. Der von GAO und NEU-
MANN vorgestellte Algorithmus gibt zwar den Verlauf der Steuerbarkeit i.A. richtig wieder,
weist aber im betrachteten Intervall Sprungstellen auf. Ein Grund dafiir ist das fest vorgegebe-
ne Gitter, welches tiber den zu durchsuchenden Teil des ,Gebirges” gelegt wird. Wie gut das
Ergebnis ist, hangt davon ab, wie nahe sich das Minimum an einem Gitterpunkt befindet (vgl.
Abschnitt 4.1.1.1).

4.2.1.3 Distanzmaf$ upr

Bei der Bestimmung von pp liefern der Algorithmus nach GAO und NEUMANN und die Null-
stellensuche von f(s) das gleiche Ergebnis (Abbildung 4.11).
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Abbildung 4.11: Bestimmung von pr mit dem Algorithmus nach GAO und NEUMANN sowie der
Nullstellensuche von f(s) (links) und durch die Formel nach GAHINET (rechts) fiir verschieden Stab-
positionen

Der etwas eigentiimliche Verlauf des durch die beiden Algorithmen bestimmten Mafies 11 kann
durch die Betrachtung des Pseudospektrums erkldart werden. Im Intervall z; r € [*7”, g] hat das
Pseudospektrum zwei Minima auf der reellen Achse. Dadurch gilt in diesem Intervall uc =
pr. Im Rest des Intervalls tritt ein konjugiert komplexes Minimum auf. In der Mitte davon
befindet sich das Minimum auf der reellen Achse, welches konstant bleibt (vgl. Abbildung 4.12).
Abbildung 4.11 zeigt auch die durch die Formel nach GAHINET bestimmten Werte 1, deren
Verlauf denen von ¢ dhnelt, jedoch nicht das durch das Pseudospektrum zu sehende Verhalten
wiedergibt.

Die Bestimmung von .z mittels der Quasi-KALMAN-Zerlegung liefert in der Umgebung von
r1,r = *5 sehr hohe Werte, wodurch filschlicherweise gute Steuerbarkeit anzeigt wird. Das

liegt daran, dass das Element ag; = ﬁ der Matrix A fiir diese Werte von z1 r sehr grofs

s

wird, wihrend das Element a;2 konstant 1 bleibt. Dies fiihrt dazu, dass die Norm der Begleit-
matrix A g einen grofsen Wert annimmt und dass die Singuldrwerte 01> = cosz; r der Steu-
erbarkeitsmatrix S,, in der Umgebung von 1 p = £7 sehr klein werden, wodurch die grofsen
Werte von g in dieser Umgebung zustande kommen. Die Singuldrwerte 012 = coszy g der
Steuerbarkeitsmatrix sind Null, doch die numerische Auswertung von cos =75 liefert einen sehr
kleinen Wert, weshalb der Steuerbarkeitsverlust nicht korrekt wiedergegeben wird.
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Abbildung 4.12: Pseudospektrum fiir z1 g = 0 (links) und fiir 2 p = 3T (rechts)

Das linearisierte System liegt in HESSENBERG Form vor, und das Element ay; ist immer grofier
gleich 1, weshalb die Bestimmung mittels Stufenform pp = 1 fiir alle x; g liefert.

4.2.1.4 Einfache Methoden

Fiir die obere Schranke 1) nach Gleichung (3.29) gilt, wie in Abbildung 4.13 zu sehen, pic ~ 1.
Der Verlauf des Singuldrwerts der Steuerbarkeitsmatrix dhnelt dem von pc, liefert aber deut-
lich hohere Werte. Da die Steuerbarkeitsmatrix S, einen doppelten Singuldarwert besitzt, gilt
% = 1 fiir alle Werte von x; r, womit diese Schranke in diesem Fall keine brauchbaren Er-
gebnisse liefert. Da die Norm || A g|| fiir dieses Beispiel sehr grofs ist, liefert auch die Abschét-
zung ||A g|| ;7 Werte, die sehr viel grofier sind als pc. Auch bei diesem Beispiel zeigen 11, und
Omin(Sy) den Steuerbarkeitsverlust richtig an.

Abbildung 4.13: Einfache Methoden zur Abschédtzung von
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4.2.1.5 Betrachtung des nichtlinearen Systems

Ein Einblick in das Steuerbarkeitsverhalten von nichtlinearen Systemen kann durch eine mit
Hilfe von LIE-Klammern erzeugte Steuerbarkeitsmatrix S,, erfolgen. Hierfiir kann fiir ein soge-
nanntes Al-System (affine input)
O = b0 + 80w
die Steuerbarkeitsmatrix 3
S. = [g,adsg, . .. ,ad?_lg]

herangezogen werden [42]. Hierbei bezeichnet ad¢g die sogenannte LIE-Klammer, die folgen-
dermafen definiert ist:

Definition 2 (LIE-Klammer): Es seien f und g zwei Vektorfelder im R"”. Die LIE-Klammer von
f und g ist ein drittes Vektorfeld, beschrieben durch
adsg = Vgt — Vig
mit 58
f(x) = —
VEG) = o
der JACOBI-Matrix von f.

Alternativ wird die LIE-Klammer auch als [f, g] geschrieben. Das wiederholte Ausfithren einer
LIE-Klammer kann rekursiv durch

adig = g
adzfg = [ﬂadi‘—lg}

definiert werden.
Berechnet man nun diese Steuerbarkeitsmatrix fiir das Beispiel ,, Wagen mit Stab” so erhilt man

= 0 — cos(x1)
Y lcos(zy) —sin(xq)za|

Man sieht, dass im Gegensatz zum linearisierten System in diesem Fall die Steuerbarkeit auch
von der Winkelgeschwindigkeit des Stabes x5 = w abhidngig ist. Als ein Hinweis auf gu-
te oder schlechte Steuerbarkeit ist in Abbildung 4.14 der kleinste Singulirwert der Matrix S,
tiber z1 € [—m, ] fuir unterschiedliche Werte von z, aufgetragen. Vergleicht man den Verlauf
VON Opin(S,) mit dem Verlauf der Steuerbarkeitsmafie des linearisierten Systems (vgl. Abbil-
dung 4.9), erkennt man, dass diese sich stark dhneln. Jedoch erhilt man aus dem Verlauf von
Omin(Sy) die zusdtzliche Information, dass fiir grofier werdende Winkelgeschwindigkeiten x5
die Steuerbarkeit des Systems schlechter wird. Diese Information geht durch die Linearisie-
rung des Systems verloren, da beim linearen System die Abhdngigkeit der Steuerbarkeit von
der Winkelgeschwindigkeit verschwindet. Diese zusitzliche im nichtlinearen System enthalte-
ne Information ldsst sich auch physikalisch interpretieren: Wenn sich der Stab mit einer gro-
eren Winkelgeschwindigkeit bewegt, ist das System schwerer zu steuern. An diesem Beispiel
lasst sich die Notwendigkeit fiir die Quantifizierung der Steuerbarkeit nichtlinearer Systeme er-
kennen. Jedoch lassen sich die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen nicht ohne Weiteres
auf nichtlineare Systeme {ibertragen.
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Abbildung 4.14: Wagen mit Stab: oy, (éu)

4.2.2 Hubmagnet

Als zweites Beispiel werden die Steuerbarkeitsmafie des I
in Abbildung 4.15 dargestellten Hubmagneten fiir ver- ] o
schiedene Kugelmassen untersucht. Fiir den elektrischen E I“
Kreis gilt —
o4
Fiir die Bewegung der Kugel in vertikaler Richtung
d%y B i? dL }ﬁ
M P Mg+ 2dy’ Abbildung 4.15: Hubmagnet

Die Induktivitat L setzt sich aus der Selbstinduktivitdt Ly und einem von der Position der Kugel
abhéngigen Teil zusammen. Ndherungsweise gilt die Gleichung:

L=Ly+ L Ryj.
Y
Die Induktivitdt L wird umso grofier, je ndher sich die Eisenkugel bei dem Elektromagneten

befindet. Die Induktivitat L steht fiir die zusatzliche Induktivitét, die durch die Eisenkugel in
der Position yr hervorgerufen wird.
X = d—y ) '
T y? dt )

Mit
als Zustandsvektor erhilt man das nichtlineare Modell

dxrq

a7

dres c 32

at - YT M2

dxs R 2croxy 1
o LB T, I
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mit
Lryr

Fiir die Ruhelage gilt

T
| M | M
XR = [mLR, O, g:L‘LR] und UR = R JI‘LR.
C Cc

Durch Linearisierung um den Arbeitspunkt erhélt man die Systemmatrizen

0 1 0 0

A= 1,2172 0 —ﬁ Fl und b= |0
2 1

0 % CMg -7 L

Im Folgenden wird die Anderung der Giite der Steuerbarkeit durch Variation der Kugelmasse
m von 0,01 bis 0,1 kg betrachtet. Fiir die tibrigen Parameter siehe Anhang B.

4.2.2.1 Modalmafie

Intuitiv kann man sich leicht vorstellen, dass bei grofser werdender Masse der Kugel die Steuer-
barkeit abnimmt, was auch von allen modalen Mafien angezeigt wird. Im untersuchten Intervall
andern sich die Eigenwerte der Matrix A nur wenig. Sie liegen ungefihr bei A\; » ~ £38 und
)\3 ~ —].7,5

Die Steuerbarkeitsmafle « nach KONNO und « nach LITZ zeigen, dass der Eigenwert A3 am be-
sten steuerbar ist. Auch die Dominanz-, Regelbarkeits- und Polempfindlichkeitsmafie liefern fiir
diesen Eigenwert die grofiten Werte. Betrachtet man das Maf xs nach MULLER und LUCKEL,
so ist der Eigenwert A\ am besten steuerbar. Dies liegt an der Verkopplung zwischen Steuer-
barkeit und Stabilitit. Es ist nicht moglich, die Eigenwerte und somit die Modalmafle einer
physikalischen Zustandsvariable zuzuordnen. Erst anhand des Steuerbarkeitsmafles m nach
BENNINGER kann festgestellt werden, dass die Zustandsvariable x3 = i am besten steuerbar
ist. Das kann dadurch erkliart werden, dass der Strom ¢ direkt iiber u beeinflusst werden kann,
wihrend die Anderung von y und ‘é—%{ indirekt tiber den Spulenstrom erfolgen muss. Als Bei-
spiel fiir die Ergebnisse sind in Abbildung 4.16 das Steuerbarkeitsmaf} « nach KONNO und das
Steuerbarkeitsmaf’ m nach BENNINGER dargestellt.

4.2.2.2 Distanzmaf yc

Fiir dieses Beispiel liefern fiinf der sechs Algorithmen das Ergebnis, dass korrekterweise bei
grofier werdender Kugelmasse das Distanzmafs i kleiner wird. Wie schon bei den Beispielen
zuvor liefern der Trisection-Algorithmus und die BFGS-Methode sehr enge Schranken, wih-
rend die Differenz zwischen oberer und unterer Schranke bei der Bestimmung mittels der
KRONECKER-Form und der Eigenwertabschiatzung nach HE deutlich grofier ist (vgl. Abbil-
dung 4.17).

Die mittels KALMAN-Zerlegung ermittelte Schranke ist bis zu 24 Mal grofier als die durch
die tibrigen Algorithmen ermittelten Schranken. Die Methode nach GAO und NEUMANN lie-
fert auch fiir dieses Beispiel stlickweise konstante Ergebnisse und weit auseinander liegende
Schranken.
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Abbildung 4.16: Steuerbarkeitsmafie « nach KONNO und m nach BENNINGER fiir unterschiedliche
Kugelmassen
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Kugelmasse Kugelmasse

Abbildung 4.17: Obere und untere Schranken fiir puc mittels Trisection-Algorithmus (links) und
KRONECKER-Form (rechts)

4.2.2.3 Distanzmaf$ ugr

Durch die Betrachtung des Pseudospektrums sieht man, dass das zu bestimmende Minimum
auf der reellen Achse liegt. Aus diesem Grund gilt uc = pg. Nur der Algorithmus nach GAO
und NEUMANN und die Nullstellensuche von f(s) liefern dieses Ergebnis. Der auf der Stufen-
form basierende Ansatz liefert fiir das gesamte Intervall M € [0,01 0,1] einen konstanten Wert.
Das liegt daran, dass, wenn die Matrix [b, A| auf HESSENBERG-Form transformiert wird, das
Element h3 3 der resultierenden Matrix H fiir jede Masse M im betrachteten Intervall gleich —1
und die {ibrigen Elemente betragsmaf3ig grofier 1 sind.

Die Bestimmung von Schranken mittels Quasi-KALMAN-Zerlegung liefert Werte, die um den
Faktor 10° grofer sind als y¢ und sind damit unbrauchbar. Der Grund dafiir ist auch hier, dass
die Norm der Begleitmatrix A g sehr grofie und die beiden kleinsten Singuldrwerte der Steuer-
barkeitsmatrix S,, sehr kleine Werte annehmen.

Die tibrigen Ansdtze zur Bestimmung von ;. haben den gleichen Verlauf wie jic, liefern aber
alle deutlich zu hohe Werte.



82 Kapitel 4. Anwendungen und Beispiele

4.2.2.4 Einfache Methoden

Auch fiir dieses Anwendungsbeispiel gilt o ~ py. Die Schitzwerte ||Ag||=— und owin(Su)

Or—1

sind deutlich grofer als das Distanzmafl p. Die Werte fiir ;7= sind im betrachteten Intervall

Or

kleiner als 1« und zeigen an, das die Steuerbarkeit mit steigender Kugelmasse zunimmt.

4.2.3 Doppelpendel

Zwei Stdbe sind gemédfd Abbildung 4.18 gelenkig und reibungsfrei auf der Masse m3 gelagert,
welche durch eine horizontale Kraft bewegt werden kann. Die Bewegung wird durch eine Fe-
der, deren Kraft proportional zur Langendnderung wirkt, und durch viskose Reibung beein-
flusst. Die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe der LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art
ermittelt.

li,m1
F T
—_— >
m3
B
Fr

Abbildung 4.18: Doppelpendel

Das in Abbildung 4.18 dargestellte System aus drei Massenpunkten (N = 3) unterliegt drei
Zwangsbedingungen (k = 3) und besitzt somit drei Freiheitsgrade (n = 2N — k = 3). Es sind
mindestens n Ortskoordinaten zur eindeutigen Beschreibung der Lage der Massenpunkte not-
wendig. Durch die LAGRANGE Gleichungen 2. Art erhdlt man die fiir die Beschreibung der
Bewegung der Massenpunkte notwendige minimale Anzahl von drei Gleichungen.

Generalisierte Koordinaten und Ortsvektoren: Die drei generalisierten Koordinaten (n = 3),
die die Lage der Massenpunkte eindeutig beschreiben und die Zwangsbedingungen fiir belie-
bige Werte erfiillen, werden wie folgt gewahlt:

q1 = «
@ =0
q3 = T.

Dadurch ergeben sich die Ortsvektoren

po— | Bthsing | | ggtlsing +lasing | | a3
1 1 cos q1 l1 cosqi + lo cos go 3 '
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Kinetische Energie: Fiir die kinetischen Energie der drei Massenpunkte gilt

3

-2
m;r;
Ty =) ——.
W=D
1=1
Da die beiden Stibe als homogen angenommen werden, wird zusétzlich der Term
S) ©
7o =22, 22
rot 2 qi + 9 a2

tiir die Energie der Drehbewegung der Stdbe addiert. Fiir das Tragheitsmoment © eines Stabes
beziiglich einer Drehachse um einen Endpunkt gilt

1
@ = §m2l2.

Fiir die gesamte kinetische Energie des Systems ergibt sich aus T' = T + T}, somit
T = §mz(q§ — 2G1Gsly cos q1 — 2413 cos g2[g3 — Gul1 cos q1] + 2G1Galila sin gy sin gy
. . 1 . . . 1 o 1 o 1
+ LG+ 12) + 57711(6]% — 2G143l1 cos 1 + 11 7G7) + 6m1l12(ﬁ + 6M2122qg + §m3qg~

Potential: Die Gewichtskraft

0
Fg= [ —myg ] ;
die auf beide Stdbe wirkt, sowie die Federkraft
_ | —¢qgs
ee= [ 5

sind konservative Kréfte und konnen mit Hilfe einer Potentialfunktion durch die Beziehung
F = —grad, V
beschrieben werden. Fiir das Potential des Systems gilt

2
c
V= qu + mqgly cos q1 + mag(ly cos g1 + l2 cos g2).

Generalisierte Kraft: Die Masse m3 kann durch eine dufSere Kraft /" horizontal bewegt werden,

dadurch erhilt man die generalisierten Krifte

0
%zF%ﬁzF Q1= Qs = 0.

Dissipationfunktion: Die viskose Reibkraft

Fp = —kr;
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kann mit Hilfe einer Dissipationfunktion iiber die Beziehung
F = —grad; P
beschrieben werden. Die Dissipationfunktion lautet

_kg
=%

P

Bewegungsgleichungen: Durch die LAGRANGE Gleichungen 2. Art

aony on_ op
dt \ 9¢; oq; O !

mit L =T — V erhilt man drei Differentialgleichungen 2. Ordnung.

1: (3 COoS (1 [MQZQ((jQ CoS g2 — q% sin QQ) — Q3(m1 + mg)]

1

-

b
+3 sin g1 [mal2 (43 cos g2 + Ga singa) — g(my + ma)] + LG (3ma + 4m1)) =0

2: gmzlg (3 cos q2[l1(G1 cos g1 — q% sing) — 3] + 3singo [ll(q% cosq1 + Gisingy) — g]
+4l2q'2) =0

3:  [lL(¢fsingr + G cosq1)](my + ma) + mala(d3 sings — da cos g2) + dz(ma + mo + mg)
4+cq3=F — ks

Zustandsraummodell: Zur Beschreibung der Bewegung der drei Massenpunkte mit Hilfe eines
Zustandsraummodells werden die drei Bewegungsgleichungen folgendermaflen angeschrie-
ben:

qQ = Vv

1
v. = M Yh-p) mit M:;jl und p =1- Mg.

Hierbei ist 1 ein (3, 1)-Vektor, bestehend aus den linken Seiten der Bewegungsgleichungen. Der
Vektor h besteht aus den rechten Seiten der Gleichungen. Der Vektor v ist somit nur von q und
v bzw. q abhéngig, aber nicht von q.

Linearisierung: Durch Einfiihrung des Vektors
|| _ da d8 dz 1T
xim | 3] =la s % % %)

ergibt sich ein nichtlineares System der Form 9 = f(x, F). Fir ' = 0 erhalt man fiir die

dt
Ruhelagen des Systems

f(xg) =0 ~ xp=1[0,0,0,lr kr, 07 mit k,l€cZ.
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Durch Linearisierung um die instabile Ruhelage xz = 0, d.h., beide Stdbe stehen senkrecht nach
oben, und durch Einfiihren der Konstanten

My = 3mams + mima + 4my? + 16mims,

My = bmimo + 4T7’L12 + m22,

M3 = 3mamsa + 4mimg + mimag + my
und

My = 3moms +mi1mg + 4m12 + 16 mq1 m3

konnen die Systemmatrizen wie folgt angeschrieben werden:

2

[ 0 0 0 1 0 0 T
0 0 0 01 0
0 0 0 0 0 1
A = | 3g(Ma+4maoms+4mims) __ 9mamag 3c(4mq+ma) 0 0 3k(4m1+ma)
1My l1 My l1 My 11 M,
__ 9mag(ma+ma) 3gM3 3mic 0 0 3mik
lo M1 lo M4 lo M4 lo M1
_ 3gMy _ 3mamag _ c(16mi1+3ma) 0 0 _ k(16m;14-3ma)
L My My My My .
_ 0 -
0
0
b= __3(ma+4ma)
1M,
_ 3mg
oM,
16m1+3mao
L My J

Die Zahlenwerte der Parameter sind im Anhang B angegeben.

Mit Hilfe dieses Beispiels wird gezeigt, dass die in dieser Arbeit erhaltenen Erkenntnisse be-
ziiglich der Steuerbarkeit einfach auf die Beobachtbarkeit iibertragbar sind. Aussagen {iiber
die Beobachtbarkeit liefern auf Grund der Dualitit die Steuerbarkeitsmafle von (A7, CT). Im
Folgenden werden die Beobachtbarkeitsmafie fiir verschiedene , Sensorpositionen” berechnet.
Hierfiir wird der vektorielle Ausgang gleich den Ortskoordinaten der Sensorposition gewdhlt
(vgl. Abbildung 4.18):

Py asingl — (a—l1)o(a—11)singl + (o — l1)o(a — 11) sinq2 + ¢3
A acosql — (a—1l1)o(a—11)cosql + (o — l1)o(a — 11) cos ¢2

Der Parameter o entspricht dem auf den Staben zuriickgelegten Weg. Wird o von Null bis Sie-
ben variiert, so wandert der Sensor den Stdben entlang bis zur Spitze des zweiten Stabes. Der
Ausgang wird um die Ruhelage xr linearisiert. Somit erhdlt man fiir die linearisierte Ausgangs-

matrix
c_|a- (a—lL)o(a—11) (a—l)o(a=1;) 1 0 0 0O
N 0 0 000 0]

4.2.3.1 Modalmafie

Fiir dieses Beispiel kann eine physikalische Interpretation folgendermafien aussehen (vgl. Ab-
bildung 4.19):

Die Mafle x; und k2 beschreiben die Beobachtbarkeit des Stabes 1 mit der Lange /; = 2. Das
Maf$ nimmt bis zur Spitze des Stabes bei @ = 2 zu und nimmt dann wieder ab, je weiter sich
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Sensor befindet sich § Sensor befindet sich
|

auf Stab 1 auf Stab 2

Abbildung 4.19: BeobachtbarkeitsmafSe « nach LITZ fiir unterschiedliche Sensorpositionen

der Sensor von Stab 1 entfernt. Die MafSe k3 und x4 messen die Beobachtbarkeit des 2. Stabes.
Auch hier nimmt das Maf$ zu, je weiter sich der Sensor der Spitze des Stabes ndhert. Die Mafie
geben somit an, dass je weiter sich der Sensor an der Stabspitze befindet, desto grofier ist die
Beobachtbarkeit. Dies ldsst sich dadurch erkldren, dass die Spitze mit grofierer Geschwindigkeit
langere Wege durchlduft als Punkte im Stabinneren, weshalb die Bewegung besser zu beobach-
ten ist.

Das Beobachtbarkeitsmafs m nach BENNINGER liefert fiir dieses Beispiel keine zufrieden stel-
lenden Ergebnisse. Der Grund dafiir sind numerische Probleme bei der Invertierung der GRAM-
schen Matrix Qg, da diese fast singulér ist. Dies ist durch den kleinsten Singuldrwert der Matrix
Qg erkennbar, der fiir verschiedene Sensorpositionen kleiner 10~1° ist.

4.2.3.2 Distanzmaf y¢

In Abbildung 4.20 und 4.21 sind beispielhaft die obere und untere Schranke von pc dargestellt,
die durch den auf der Eigenwertabschitzung nach HE basierenden Ansatz bzw. durch den
Trisection-Algorithmus ermittelt wurden. Die MafSe zeigen, dass die Beobachtbarkeit schlecht
ist, wenn sich der Sensor am Ankerpunkt des 2. Stabes befindet. Weiters wird angezeigt, dass
die bestmogliche Beobachtbarkeit erreicht wird, wenn sich der Sensor ungefahr bei einem Drit-
tel des 2. Stabes befindet. Fraglich ist wie dieser Sachverhalt physikalisch zu interpretieren ist,
da ein ,Knick” der Beobachtbarkeit, wahrend sich der Sensor auf Stab 2 befindet, unlogisch
erscheint.

Der Ansatz nach HE liefert fiir dieses Beispiel eine sehr kleine untere Schranke, wodurch der
Bereich zwischen oberer und unterer Schranke, in dem sich pc befinden kann, grofs ist.
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Abbildung 4.20: Schranken fiir ;1c mittels Eigen- Abbildung 4.21: Schranken fiir pc, ermittelt
wertabschédtzung nach HE durch den Trisection-Algorithmus

4.2.3.3 Distanzmaf§ up

Auch fiir dieses Beispiel gilt ur = pc. Abbildung 4.22 zeigt das durch den Algorithmus von
GAO und NEUMANN erhaltene Ergebnis, welches dem durch die Minimumsuche von f(s)
entspricht. Dies sind die einzigen der fiinf vorgestellten Methoden, deren Ergebnisse mit dem
fiir pc bestimmten Schranken iibereinstimmen. Die iibrigen Methoden liefern obere Schranken,
die den Verlauf, mit Ausnahme der Schranke nach GAHINET, nicht wiedergeben (vgl. Abbil-
dung 4.22).

0.25 1
0.9 HH-- - e
0.2 08|
0.7
0.6

"R

0.1 0.4
0.3

0.05 0.2

0.1

Abbildung 4.22: Ergebnisse der Bestimmung von pr mittels des Algorithmus nach GAO und NEU-
MANN und der Nullstellensuche von f(s) (links) und mittels Stufenform (rechts)

4.2.3.4 Einfache Methoden

Die obere Schranke ) liefert einen sehr dhnlichen Verlauf, wie das durch den Trisection-Al-
gorithmus ermittelte Distanzmaf yic. Der einfach zu berechnenden Schétzwert oyin (S,,) liefert
Werte in der Groflenordnung von pic, gibt aber den Verlauf von pic nicht korrekt wieder. Auch
in diesem Beispiel liefert die Abschitzung [|A p|| ;% Werte, die deutlich grofer sind als yic.

Or—1
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4.2.4 Zusammenfassung der Beispiele

Um einen Uberblick zu erhalten, sind die Ergebnisse der verschiedenen Mafizahlen fiir die
durchgefiihrten Beispiele in nachfolgender Tabelle stichwortartig zusammengefasst.

Die in diesem Kapitel angefiihrten Beispiele zeigen, dass die Modalmafle, die EnergiemafSe und
auch das Distanzmaf3 in einigen Fallen gute Ergebnisse liefern, die sich auch physikalisch inter-
pretieren lassen.

Die Beispiele haben folgende Tatsachen bestétigt: Das Maf g nach MULLER und LUCKEL lie-
fert wegen der Verkopplung von Stabilitdt und Steuerbarkeit oft unbrauchbare Ergebnisse. Die
Polempfindlichkeitsmafle nach LITZ werden auf Grund der grofsen Anzahl an Mafszahlen sehr
schnell untibersichtlich. Die tibrigen Modalmafie liefern sehr dhnliche Ergebnisse. Das Beispiel
,Doppelpendel“zeigt, dass obwohl diese Mafie Aussagen im Modalraum treffen, die Ergebnis-
se in manchen Fallen physikalisch interpretierbar sind.

Obwohl die Probleme bei der Berechnung der GRAMschen Matrix bei mehrfachen Eigenwer-
ten durch den Reihenansatz umgangen werden konnen, bleiben die numerischen Probleme bei
der Inversion dieser Matrix bestehen, was zu fehlerhaften Ergebnissen fiihren kann.

Uber die Berechnung des Distanzmafes wird Folgendes festgehalten: Fiir die Bestimmung von
pc liefern der Trisection-Algorithmus sowie die BEGS-Methode die besten und engsten Schran-
ken. Auch die Schiatzung von pic nach WICKS und DeCARLO liefert, bei geeignet gewéhltem
Startwert, gute Ergebnisse. Der Ansatz tiber die KRONECKER-Form liefert eine gute obere
Schranke, jedoch ist die untere Schranke in vielen Fillen viel kleiner als der wahre Wert von
pc. Analoges gilt bei Systemen mit einfachen Eigenwerten auch fiir den Ansatz tiber die Ei-
genwertabschdtzung nach HE. Die durch die tibrigen Methoden ermittelten Werte sind i.A. viel
grofSer als yuc. Fiir die Bestimmung von p g liefern der Algorithmus nach GAO und NEUMANN
sowie die Nullstellensuche von f(s) die besten und engsten Schranken. Auch hier liefern die
tibrigen Methoden meist Werte, die um ein Vielfaches grofier sind als der ,wahre” Wert von pp.
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4.3 Anwendungen

Zum Abschluss dieses Kapitels werden Anwendungen der Steuerbarkeitsmafse bei der Analyse
von Systemen bzw. bei der Synthese von Regelkreisen vorgestellt.

Die Wahl des Steuerbarkeitsmafles ergibt sich direkt aus der jeweiligen Anwendung. Fiir diese
ist entscheidend, ob die Steuerbarkeit des Gesamtsystems oder der einzelnen Zustandsvaria-
blen bewertet werden soll.

Betrachtet man z.B. das Problem der Platzierung von Aktoren und Sensoren, eignet sich das
Energiemafs m nach BENNINGER besonders gut, da einzelne Zustandsvariablen bewertet wer-
den. Ein Beispiel fiir die Stellgliedpositionierung einer flexiblen Raumfahrtstruktur mit Hilfe
eines Energiemafies ist in [1] aufgefiihrt.

Da Modalmafie die Figenwerte bewerten, sind diese fiir die Ordnungsreduktion gut geeignet.
Die Ordnung eines komplexen Systems kann durch Vernachldssigung der Systemteile mit ge-
ringem Einfluss auf das Gesamtsystem reduziert werden. Die Modellreduktion mit Hilfe von
Modalmafien wurde erfolgreich fiir unterschiedlichste Systeme angewendet, wie z.B. fiir einen
Dampferzeuger, in [1], eine Destillationskolonne, in [29], eine Durchlaufglithanlage, in [31] und
fiir einen Hinterachspriifstand, in [13].

Wie am Anwendungsbeispiel , Doppelpendel “gezeigt, konnen die Mafle bei der Wahl von
Aktor- und Sensorpositionen niitzlich sein. Weitere Beispiele dafiir konnen fiir die Sensorplat-
zierung an einem elastischen Roboter in [39] nachgelesen werden.

Das Distanzmaf3, welches die Steuerbarkeit des Gesamtsystems bewertet, kann folgenderma-
fen eingesetzt werden: Da die numerische Bestimmung der Steuerbarkeit mit Hilfe der Kri-
terien nach KALMAN oder HAUTUS in manchen Fillen zu fehlerhaften Ergebnissen fiihrt,
wird das Distanzmaf$ p fiir eine zuverldssige Bestimmung der Steuerbarkeit benutzt. PAIGE
fiihrt in [38] eine Schranke (i ein, welche sich aus Unsicherheiten der Systemmatrizen und aus
einer Schranke fiir die zu erwartenden numerischen Fehler bei der Berechnung von p zusam-
mensetzt. Ist das berechnete Distanzmafs p grofler als der Wert 19, dann ist das System mit
Sicherheit steuerbar. Anderenfalls kann keine zuverlédssige Aussage tiber die Steuerbarkeit des
Systems gemacht werden.

Weiters kann eine Aussage tiber die Empfindlichkeit des Systems auf Grund von Paramete-
rungenauigkeiten getroffen werden: Wenn das (nicht exakt) modellierte System beispielsweise
schlecht steuerbar ist, ist zu erwarten, dass das reale System auf Grund von Parametertoleran-
zen oder -schwankungen nicht steuerbar ist.

Auch fiir die Wahl bzw. die Bewertung eines Arbeitspunktes eines nichtlinearen Systems kon-
nen die Mafse hilfreich sein. Wird ein nichtlineares System

dx

— =f(x,u

g~ fxu

um einen Arbeitspunkt (xg, ur) linearisiert, um einen linearen Zustandsregler zu entwerfen,
so entsteht ein lineares System, dessen Steuerbarkeitsgiite mit Hilfe der Mafle bewertet werden
kann. Wird ein guter Arbeitspunkt dadurch definiert, dass das linearisierte System gut steuer-
bar ist, kann somit mittels der Mafle die Qualitdt des Arbeitspunktes bewertet werden.

Im Weiteren wird auf drei Anwendungsgebiete ndher eingegangen. In Abschnitt 4.3.1 wird un-
tersucht, ob die Mafizahlen bei der Wahl der Eigenwerte fiir den Zustandsreglerentwurf niitz-



92 Kapitel 4. Anwendungen und Beispiele

lich sind. In Abschnitt 4.3.2 wird die Aussagekraft der Mafizahlen bei der Wahl der Sensorposi-
tionierung zur Fehlerdiagnose behandelt. D.h., es wird untersucht, wie mit Hilfe der Mafizah-
len Sensoren zu platzieren sind, dass auftretende Fehler detektiert und isoliert werden kénnen.
In Abschnitt 4.3.3 wird die Optimierung der Systemdaten, insbesondere des Eingangsvektors,
beziiglich des Steuerbarkeitsmafies behandelt.

4.3.1 Zustandsreglerentwurf

Fiir ein steuerbares LZI-System

d
d—)t(:Ax—i—bu

wird ein Zustandsregler
u=—-hTx+Vr

entworfen. Fiir den geschlossenen Regelkreis ergibt sich die Zustandsbeschreibung

d - -
d—);:Ax—i-br
mit
A=A —-bh" und b=>bV.

Damit der Regler fiir konstante Eingangsgrofsen stationdr genau ist, wird der Verstarkungsfak-

tor V wie folgt gewahlt
1
V=-— . 42
cT(A —bhT)-1b “2)

Durch Vorgabe der gewiinschten n Eigenwerte ); (i = 1, ...,n) der Matrix A des geschlossenen
Regelkreises kann der Vektor h’ bestimmt werden.

In [34] wird die Konditionierung des Problems der Polvorgabe beim Zustandsregelerentwurf in
Abhéngigkeit von Ungenauigkeiten bzw. Storungen der Systemdaten analysiert. Hierbei zeigt
sich, dass ein Zusammenhang zwischen der Konditionierung und der Konditionszahl der Ei-
genvektormatrix des geschlossenen Kreises A, der Norm des Riickkopplungsvektors h und
des Distanzmafies i besteht. Arbeitet man mit gestorten Systemdaten, kann ein kleines Di-
stanzmaf3 pc zu einem grofien Fehler zwischen dem Riickfithrvektor des gestorten und des
nichtgestorten Systems fiithren. Ist ;¢ klein, kann somit nicht davon ausgegangen werden, dass
die Wunscheigenwerte mit den Eigenwerten des geschlossenen Kreises iibereinstimmen.

Im Gegensatz dazu wird hier die Frage beantwortet, wie die Wunscheigenwerte plaziert wer-
den miissen um einen moglichst grofsen Wert fiir das Distanzmaf ;1 zu erhalten. Die Wahl
der Wunscheigenwerte )\; ist i.A. unter Beriicksichtigung der Stabilitit frei. Durch die Vorgabe
eines gewiinschten Reglerverhaltens (maximales Uberschwingen, Mindest-Anstiegszeit, Stell-
groflenbeschrankung, ...), wird die Position der Eigenwerte X auf einen Bereich der s-Ebene
eingeschrankt. Es existieren i.A. keine Methoden zur Bestimmung der Wunscheigenwerte \;.
Mit Hilfe der Steuerbarkeitsmafie konnen die Eigenwerte so innerhalb dieses Bereiches plat-
ziert werden, dass die Steuerbarkeit des geregelten Systems maximal wird, was im Folgenden
fiir Systeme 1. und 2. Ordnung gezeigt wird. In Reglerkaskaden kann durch diese Eigenwert-
platzierung die Steuerbarkeit des inneren Kreis maximiert werden.
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4.3.1.1 Systeme 1. Ordnung

Fiir ein System 1. Ordnung

* b
—-— = ax u = Cx
dt y

erhélt man fiir den geschlossenen Regelkreis

d L
d—f:(a—bh)ﬁbwzmmn

Der Reglerparameter h ergibt sich durch Vorgabe des Wunscheigenwertes \ zu

A=a—bh ~ h:—/\;a.
Fiir den Verstarkungsfaktor gilt .
A
V=-—
cb
Damit erhdlt man das geregelte System
de < A
i AT — Er.
Man kommt zu der Schlussfolgerung, dass wenn |b| = ‘—%‘ grofier wird, die Steuerbarkeit zu-

nimmt. D.h., je weiter links der Wunscheigenwert ) in der s-Ebene liegt, desto besser steuerbar
ist das System.

Die Mafse, die durch den Eigenwert normiert werden (relatives Polempfindlichkeitsmafs s = —1
nach LITZ, Summen- und Maximalmaf$ M = 1 und ¥ = 1 nach LITZ) zeigen an, dass die Steu-
erbarkeit des geregelten Systems unabhingig von der Wahl von \ konstant bleibt. Die iibrigen

Mafe (Steuerbarkeitsmafl x = ’c\—j, absolutes Polempfindlichkeitsmaf S = —\ nach LITZ und

Distanzmafl @ = |%A], ...) zeigen, dass die Steuerbarkeit mit kleiner werdenden Werten fiir
(A < 0) zunimmt.

Betrachtet man fiir das nicht geregelte System das Steuerbarkeitsmafl x = b? und das Distanz-
maf ;= |b], so kommt man zu dem Ergebnis, dass fiir A < —|cb| die Steuerbarkeit des geregel-
ten Systems grofler ist als die des nicht geregelten Systems.

4.3.1.2 Systeme 2. Ordnung

Gegeben sei das System 2. Ordnung

d
o Axtbu= M1 M2y
dt a1  a22

y = cl'x=[c; cox.

b1
ol
Fiir eine tibersichtlichere Darstellung der nachfolgenden Ergebnisse werden die Abkiirzungen

= a12b2 — CLQle und ﬁ = a21b1 — a11b2 (43)
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eingefiihrt. Fiir die Wunscheigenwerte 5\1,2 erhélt man fiir den Zustandsregler den Vektor

ﬁ(a11*5\2*5\1)*a21a*b25\15\2
b1 8—bacx

h =

a(—aza+A1+XA2)+a128+b1 A A2
b1 8—bacx

und fiir den Verstarkungsfaktor gilt
i
cra+cf3’

Um die Modalmafie zu berechnen, miissen fiir das geregelte System

d _
dit‘ = (A—bh")x+bVr=Ax+br
Yy = c’'x

die Eigenvektoren bestimmt werden. Eine mogliche Wahl fiir die Rechts-Eigenvektoren ist

a+b1§\1 a+51§\2
Xp = | B+b2A1  Btbada |,
1 1

Damit kann nun das Steuerbarkeitsmafd < nach LITZ

xleb XL QXf-bbTxLi
. =V g
ki = 17} 7]

X1 XLi X1 XLi

berechnet werden. Mit dem Verstarkungsfaktor V' aus Gleichung (4.2), den Links-Eigenvektoren
x1,;, die den Zeilen der Matrix X, = X]_{1 entsprechen, und den Abkiirzungen o und 3 gemafs
(4.3) erhdlt man das Steuerbarkeitsmafs

(018 — baa)?(M12h21)?
(cra + c28)2(8% + a2 + 2Re{Ag 1 } (b2 + br) + (B3 + b3) | A2,1[?)

K12 =

Fiir A\; 2 — —oo streben die Mafle gegen Unendlich. Somit gilt, wie schon bei Systemen 1. Ord-
nung, dass je kleiner die Wunscheigenwerte \; » gewzhlt werden, desto steuerbarer wird das
geregelte System.

Berechnet man fiir das geregelte System das Polempfindlichkeitsmaf3, so erhélt man

A 2)\2 1l +cef+ c1biA 12 4 cabad 2)

S1o =
(A2 — A1) (cra + e2f3)

Fiir \; — —oo bzw. Ay — —oo streben die Mafe S; bzw. S5 gegen +oo. Dieses Resultat stimmt
mit den aus dem Steuerbarkeitsmaf « nach LITZ erhaltenen Ergebnis {iberein. Fiir \; = 5\2 be-
sitzt das Polempfindlichkeitsmaf$ eine Unstetigkeitsstelle, in deren Umgebung der Term )\1 2=
)\2 1 im Nenner zu hohen Werten fiihrt, wodurch fiir nahe beieinander liegende Eigenwerte A\ 2
eine gute Steuerbarkeit angezeigt wird.
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Das Distanzmaf3 p ist fiir diesen Fall nicht analytisch berechenbar. Deshalb wurde, um die Aus-
wirkungen der Wunscheigenwerte auf das Mafs zu untersuchen, die numerische Losung her-
angezogen. Hierfiir wurden die Systemdaten mit unterschiedlichen Zufallszahlen gefiillt. Die
Simulationen zeigen, dass das Distanzmaf3 ;. fiir weit links liegende Wunscheigenwerte 5\172 i.A.
recht hohe Werte liefert. Im Gegensatz zu den Modalmafien erhélt man nicht unabhéngig von
den Systemdaten die grofiten Mafiwerte, wenn die Wunscheigenwerte gegen Unendlich stre-
ben. Das Distanzmafs kann durchaus das Maximum fiir Wunscheigenwerte, die nahe bei der
imagindren Achse liegen, erreichen.

Die in diesem Abschnitt durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, dass das Steuerbarkeitsmaf3
des zustandsgeregelten Systems fiir kleine Wunscheigenwerte X i.A. grofS ist. Somit sollten die
Wunscheigenwerte innerhalb des oben erwdhnten Bereichs moglichst weit ,links “ liegen.

Fiir Systeme hoherer Ordnung ist eine analytische Berechnung nicht mehr sinnvoll bzw. nicht
moglich. In [40] wird anhand zweier ausgewihlter Systeme 3. Ordnung gezeigt, dass das Di-
stanzmaf i.A. grofier wird, je weiter links die Eigenwerte liegen.

4.3.2 Sensorplatzierung zur Fehlerdiagnose

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie das Steuerbarkeitsmafs nach BENNINGER bei der Feh-
lerdiagnose eingesetzt werden kann. Mit Hilfe des Mafses wird eine Aussage dariiber getrof-
fen, welcher Fehler auf welche Zustandsvariable wirkt. Daraus kann ermittelt werden, welche
Zustandsvariablen fiir die Fehlerdiagnose gemessen werden miissen. Vorab werden benétigte
Begriffe (vgl. z.B. [33]) erldutert und einige Annahmen getroffen:

Fehler Ein Fehler ist eine unzulidssige Abweichung eines oder mehrerer Merkmale einer tech-
nischen Anlage. Diese duflern sich in einer Verdnderung der gemessenen Signale. In der
hier durchgefiihrten Untersuchung werden die Fehler in Systemfehler und Sensorfehler un-
terteilt. Ein Systemfehler, z.B. ein blockierendes Ventil, beeinflusst direkt die Systemeigen-
schaften und wird hier als additiver Term modelliert. Ein Sensorfehler bedeutet, dass der
Sensor entweder keine oder fehlerhafte Messwerte liefert. Es wird angenommen, dass zur
gleichen Zeit immer nur ein Fehler auftritt, d.h. entweder ein System- oder ein Sensorfeh-
ler.

Fehlerdiagnose Aufgabe der Fehlerdiagnose ist, mit Hilfe der erhaltenen Messinformationen
auftretende Fehler zu erkennen. Hierbei wird zwischen der Fehlerdetektion und der Fehle-
risolation unterschieden. Bei der Detektion wird erfasst, ob ein Fehler aufgetreten ist. Bei
der Isolation wird bei Auftritt eines Fehlers bestimmt, um welchen Fehler es sich handelt
bzw. die fehlerhafte Komponente des Systems ermittelt.

Residuum und Residuengenerator Ein Residuum ist eine Grofie, die die Abweichung des Ver-
haltens der realen Strecke vom Modell anzeigt. Der sogenannte Residuengenerator errech-
net diese aus den gemessenen Ein- und Ausgangsgrofien. In der hier durchgefiihrten Un-
tersuchung wird als Residuengenerator eine sogenannte Beobachterbank benutzt (siehe
Abbildung 4.23). Die Residuen entsprechen den Differenzen zwischen den gemessenen
Groflen z; und den durch den Beobachter ermittelten Grofien ;. Diese werden in bindre
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@engenerator - Beobach% / Auswerteeinheit \
L

Beobachter

Sensor |
]——%—> — > binér

v Strecke

i

Detektion - Sensorfehler “
|-
»
Beobachter Isolation - Sensorfehler >
»
—p»| — > binar
[Detektion - S; 1 —l_»
@ Boobactter Jp| Isolation - Sensorfehler »
—pp- — > binir

L AN >

Abbildung 4.23: Strecke mit Diagnoseeinheit

Grofien umgewandelt, indem {tiberpriift wird, ob vorgegebene Schranken 7; {iberschritten

werden:
o= 0 flr ]a:,—a?z| <7y
1 fur |l’z—{i‘l‘ > T

Diagnoseeinheit Die Diagnoseeinheit besteht aus einem Residuengenerator und Auswerteein-
heiten, die anhand der Residuen bestimmen, ob und welcher Fehler aufgetreten ist (siehe
Abbildung 4.23).

Die Aufgabe besteht nun darin, festzustellen welche Zustandsvariablen gemessen werden miis-
sen, um eine Fehlerdetektion bzw. -isolation mit Hilfe einer Beobachterbank zu ermoglichen.
4.3.2.1 Fehlerdiagnose mit Hilfe eines Steuerbarkeitsmafs

An dem aus [53] entnommenen System soll gezeigt werden, wie die Mafizahlen bei der Wahl
der Sensorplatzierung zur Fehlerdiagnose genutzt werden konnen. Gegeben sei das System

-1 -1 0 -1 -3 1 f1
dx 3 -2 -4 -2 1 0 fo
Fn =]/-1 0 -3 2 —A4|x+|0lu+1]0
5 5 -3 —4 -2 0 f3
-4 2 3 4 =5 0 0

Es wirken drei Fehler f; (i = 1,2, 3) auf das System, die als zusatzlicher Summand f; in den
Gleichungen 1, 2 und 4 modelliert werden. Die Idee besteht nun darin, diese Fehler als Ein-
gangsgrofien des Systems zu interpretieren. Hierfiir betrachten wir obiges System (fiir u = 0)
und erhalten mit der Abkiirzung f := [f1, fa, f3]7 die Systemdarstellung

dx

— =A B/f
1 X+ DBy
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mit
1 00
010
Bf: 0 0 0| = [bl b2 bg]
0 01
0 00

Durch Betrachtung des SteuerbarkeitsmafSes m nach BENNINGER (siehe Abschnitt 2.3.2) fiir
jede Spalte von B (d.h. fiir dieses Beispiel fiir die Systeme (A, by), (A, by) und (A, bs)) wird
ersichtlich, welche Zustandsvariablen vom jeweiligen Fehler beeinflusst werden. Der Zusam-
menhang zwischen den moglichen Fehlern und deren Auswirkung auf die Zustandsvariablen
ist in nachfolgender Tabelle dargestellt.

Tabelle 4.1: Steuerbarkeitsmaf3e fiir die Fehler f;

T T2 T3 Ty 5
(A,by)=1f | 0,3359 0,0226 0,0371 0,6390 0,0291
(A,by) =f, | 0,1807 0,3359 0,8804 0,5867 0,5009
(A,bs) =f3 | 0,1513 0,0107 0,0169 0,3359 0,0139

Jede Zeile steht fiir einen Fehler f; und jede Spalte fiir eine Zustandsvariable x;. Die erste Spalte
der Tabelle gibt somit an, wie stark die drei Fehler auf die Zustandsvariable z; wirken. Da kein
Eintrag der Tabelle Null ist, wirkt jeder Fehler auf jede Zustandsvariable. Fiir eine kompaktere
Schreibweise werden die Eintrdge der Tabelle spaltenweise normiert und in der so genannten
Auswirkungsmatrix M zusammengefasst.

1 0,0673 0,0422 1 0,0581
M = |0,5379 1 1 0,9182 1
0,4505 10,0318 0,0192 0,5257 0,0277

Anschlieffend wird eine Schranke angegeben, ab welcher die Wirkung des Fehlers vernachlas-
sigt werden kann. Bei der Wahl der Schranke muss darauf geachtet werden, dass einerseits der
Unterschied zwischen den Werten die vernachlassigt und denen die beriicksichtig werden mog-
lichst grof3 ist. Andererseits muss versucht werden moglichst viele linear unabhingige Spalten
zu erzeugen, da diese fiir die Fehlerisolation benotigt werden. Fiir dieses Beispiel wurde die
Schranke gleich 0,5 gewéhlt. Damit erhélt man die bindre Auswirkungsmatrix

10010
My,=1|[1 111 1{. (4.4)
00010

Mit Hilfe dieser Matrix kann nun die Menge der zu messenden Zustandsvariablen fiir die Fehl-
erdetektion bzw. -isolation ermittelt werden. Fiir die Detektion eines Fehlers muss eine Zu-
standsvariable gemessen werden, auf welche jeder Fehler eine Auswirkung hat. Da die Matrix
M,, zeigt, dass Fehler 3 nur auf =4 wirkt, ist dies die einzig mogliche Wahl. Weiters kann noch
in Betracht gezogen werden, dass die Sensoren fehlerhafte Messwerte liefern, wodurch die Re-
siduen ebenfalls beeinflusst werden. Sensorfehler konnen durch redundante Messungen de-
tektiert werden. D.h., eine Zustandsvariable wird mit zwei verschiedenen Sensoren gemessen
(siehe Abbildung 4.23). Da fiir dieses Beispiel zur Systemfehlerdetektion x4 gemessen werden
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Abbildung 4.24: Ergebnisse der Fehlerdiagnose

muss, ist fiir die Detektion von System- und Sensorfehler die Menge {z4, x4} jene, welche am
wenigsten Sensoren benotigt.

Wenn bereits sichergestellt wurde, dass ein Systemfehler aufgetreten ist, miissen fiir die Fehler-
isolation aus der Menge der Zustandsvariablen Residuen ermittelbar sein, die sich bei jedem
Fehler eindeutig voneinander unterscheiden. D.h., die zu den Zustandsvariablen gehérenden
Spalten der Matrix M, miissen voneinander unterscheidbar sein. Fiir das hier betrachtete Bei-
spiel ergeben sich die Mengen {z1, x2}, {z1, 23} oder {z1, z5}. Die Auswirkungsmatrix M zeigt,
dass sich Fehler 2 an der Zustandsvariablen z3 ein wenig deutlicher von den beiden iibrigen
Fehlern abhebt als bei x5 und x5. Deshalb féllt die Wahl bei der nachfolgenden Simulation auf
die Menge {z1,x3}. Durch die zusétzlich anzubringenden Sensoren kénnen Sensorfehler de-
tektiert und isoliert werden. Fiir eine rechnerunterstiitzte Ermittlung moglicher Mengen von
Zustandsvariablen siehe [53].

Abbildung 4.24 zeigt die Simulationsergebnisse fiir die Fehlerdiagnose unter Berticksichtigung
von Sensorfehlern. Die Residuen werden aus der zuvor ermittelten Menge {1, 23,24, 24} er-
halten. Es werden zu unterschiedlichen Zeitpunkten unterschiedlich lang andauernde System-
als auch Sensorfehler simuliert. Zu Beginn der Simulation sind die Residuen auch im fehlerfrei-
en Fall ungleich Null, da der Beobachterfehler erst abklingen muss. Die Fehler werden durch
die ermittelte Menge von Zustandsvariablen zufrieden stellend isoliert. Auch hier muss eine
Einschwingphase abgewartet werden. Ebenfalls muss nach dem Wegfallen des Fehlers eine ge-
wisse Zeitspanne eingehalten werden. Erst danach ist wieder eine zuverladssige Fehlerdiagnose
moglich.
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In der Literatur werden andere Methoden zur Ermittlung geeigneter Mengen von zu messen-
den Zustandsvariablen vorgeschlagen (siehe z.B. [26]). Gegeniiber diesen Methoden bietet die
Fehlerdiagnose mittels Steuerbarkeitsmafien folgende Vorteile:

- Man kommt schnell und einfach zu einer Losung.

- Die Maf3e bieten einen tieferen Einblick in das Systemverhalten, d.h., es kann festgestellt
werden, welcher Fehler welches Teilsystem beeinflusst.

- In obigem Beispiel fiihren die drei Messungen {z1,z2}, {z1,23} oder {z1, x5} zu Fehler-
isolierbarkeit. Die durch die Steuerbarkeitsmafie zuséatzlich erhaltene Information, wie
stark die Fehler auf die einzelnen Variablen wirken, erméglicht die Auswahl der best-
moglichen Messung beziiglich der Fehlerempfindlichkeit.

4.3.3 Bestimmung des optimalen Eingangsvektors

In diesem Abschnitt wird als weitere Anwendung fiir Steuerbarkeitsmafse die Wahl des ,,op-
timalen” Eingangsvektors untersucht. Als optimaler Eingangsvektor b wird derjenige Vektor
bezeichnet, der dazu fiihrt, dass das System (A, b) bestmoglich steuerbar ist. Durch die Be-
stimmung dieses Vektors konnen beispielsweise Sensoren bzw. Aktoren bestmdoglich platziert
werden.

Fiir diese Anwendung eignet sich der Ansatz iiber die minimale Energie (siehe Abschnitt 2.3)
auf Grund der einfachen Definition. Im Folgenden wird beschrieben, wie der optimale Ein-
gangsvektor derart bestimmt werden kann, dass die minimale Energie, die notwendig ist, um
einen Anfangszustand in den Ursprung zu tiberfithren minimal wird. Um Beschrankungen im
Eingagnsvektor b zu beriicksichtigen wird das Optimierungsproblem unter der Nebenbedin-
gung

bRb <1

gelost. Hierbei ist R eine symmetrische, positiv definite (n, n)-Matrix. Damit ldsst sich das Op-
timierungsproblem folgendermafien zusammenfassen:

min {|det (Qg')|} unter bBRb<1 R>0 (4.5)

Hierbei entspricht Qs der GRAMschen Steuerbarkeitsmatrix nach Gleichung (2.10). Fiir das
etwas allgemeiner definierte Maf3

1 . 1/k
my = <spur(Q5) )
n
untersuchten MULLER und WEBER in [37] das Optimierungsproblem
mgx {my} unter bRb <1 R >0.

Fiir £ = 0 entspricht dieses Optimierungsproblem dem hier betrachten Problem (4.5). In [37]
und in [22] wurde das Problem mit Hilfe einer LAGRANGE Funktion gelost. Verwendet man
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fiir den hier betrachteten speziellen Fall (k = 0) den von MULLER und WEBER in [37] gewihl-
ten Losungsansatz und fiihrt zusétzlich eine geschickte Transformation des Systems durch (sie-
he [22]), so kann die Losung des Optimierungsproblems wesentlich vereinfacht werden. Hierfiir
wird die Matrix Qg durch die Beziehung

Qs = SuFSg (46)

ausgedriickt. Fiir die Elemente der Matrix F gilt
t1
fij = / a;(—T)oy(—T)drT.
0

Die Parameter «;(t) konnen aus der Relation

n—1 .

O(t) = =D ai(t)A’
=0

ermittelt werden. Durch die Beziehung (4.6) erhdlt man fiir die Determinate der Inversen GRAM-

schen Matrix .

~ det(S,)2det(F)’

det(Qg")

Da die Matrix F von b unabhingig ist, kann das Optimierungsproblem (4.5) beschrieben wer-
den durch

mgx{|det(su|)} unter bRb < 1.

Da gilt
|det (S, (ab))| > |det(S,(b))| fir o >1

befindet sich die optimale Lésung am Rand der Nebenbedingung b Rb und die Ungleichung
kann durch die Gleichung b”Rb = 1 ersetzt werden [22]. Um das Problem weiter zu verein-
fachen wird das System (A, b) durch die Zustandstransformation x = Tz in ein System (J, f)
in JORDAN-Normalform iiberfiihrt. Die Spalten der Transformationsmatrix T entsprechen den
Eigen- bzw. Hauptvektoren der Systemmatrix A. Die Steuerbarkeitsmatrix des urspriinglichen
Systems (A, b) lasst sich somit ausdriicken durch

S, =TS,

mit S,, der Steuerbarkeitsmatrix des transformierten Systems (J, f). Durch die Transformation
ergibt sich fiir die Nebenbedingung

fTRf =1 mit R =TTRT.

Da die Transformationsmatrix T unabhidngig vom Eingangsvektor b ist, ist es fiir das Optimie-
rungsproblem ausreichend, die Steuerbarkeitsmatrix S,, zu betrachten. Der Einfachheit halber
wird nun vorerst angenommen, dass die Matrix A n von einander verschiedene Eigenwerte
si (¢ = 1,...,n) besitzt. Damit entspricht die Transformation der Modaltransformation mit
T = Xp der Matrix der Rechts-Eigenvektoren, und die Matrix J wird zur Diagonalmatrix
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J = diag(s;). Fiir diesen Fall kann die Steuerbarkeitsmatrix des transformierten Systems an-
geschrieben werden als das Produkt

S
S, = diag(f;)V mit T 'b=f=|:
fn
mit der sogenannten VANDERMONDE-Matrix
1 s 82 spt
v 1 sy 83 spt
1 s, s2 snt

Da auch die Matrix V unabhéngig vom Eingangsvektor b ist, ergibt sich fiir das Optimierungs-
problem

mfax{\det(gu\)} = m?x{]det(diag(fi))\} = max {H |f1|} unter fTRf = 1.

i=1
Zur Losung des Optimierungsproblems wird nun die LAGRANGE Funktion

n

H METRE —1)

=1

mit dem LAGRANGEnN Multiplikator A eingefiihrt. Fiir den transformierten Eingangsvektor f,
der das Problem maximiert, gilt die notwendige Bedingung

OL 0 n .
55 =0= 5 (g \f,\) — A2Rf. (4.7)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit f T erhilt man einen Ausdruck fiir \:

O_fTa (Hm) —~X2fTRf  ~ )\_ffTa (ﬁ!ﬂ).

=1

Setzt man dieses Erbegnis in die notwendige Bedingung (4.7) ein, erhdlt man den Ausdruck

o (& 0 [& )\ -
g (IL0) =5 (11 e

Da es sich bei dem Term H?:l fi um eine homogene Funktion vom Grad n handelt, gilt nach
dem Satz von EULER tiber homogene Funktionen

n[[h=1"5 (Hfz>.
=1
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Weiters gilt
1
fr

a n n
o (f1) -1

Aus diesen Beziehungen erhélt man nach einigen Umformungen schlussendlich das nichtlinea-
re Gleichungssystem

1

n

1

1 2
Rb—-T 7 |:| =0 mit Tf=b.
n

1
fn
Daraus kann, i. A. numerisch zuverldssig, der optimale Eingangsvektor b ermittelt werden.

Im Folgenden wird das Optimierungsproblem fiir den Fall von mehrfachen Eigenwerten der
Matrix A betrachtet. Hierbei sei m; die Vielfachheit des Eigenwertes s;, wobei gelte i = 1,...,r
mit r der Anzahl der von einander verschieden Eigenwerte von A. Fiir eine im Weiteren einfa-
che Beschreibung des Problems wird der transformierte Eingangsvektor wie folgt zerlegt

T
= [fl,la‘ . '7f1,m17f2,17‘ . '7f2,m27"'f7‘,17" . 7f7’7mr]‘

Fiir diesen Fall ist eine dhnliche Faktorisierung der Steuerbarkeitsmatrix éu des transformierten
System moglich .

S, = diag(F;)V fur i=1,...,r.
Die Struktur der modifizierten Matrix V kann beispielsweise in [22] nachgelesen werden. Sie
ist fiir das Optimierungsproblem irrelevant, da V von f unabhingig ist. Fiir die Matrizen F; gilt

fir fiz oo fims

F, = | fi2 0
fi,mi O O
mit der Determinante
det(F;) = —fl’”m

Fiir das Optimierungsproblem gilt somit

mlgux{|det(§u)|} = mfax{\det(Fl) ...det(F,)|} = max {\(—1)Tgfznn’ll|} unter fRf = 1.

Analog zur oben beschriebenen Vorgangsweise erhilt man die notwendige Bedingung

0 r . m; B r : m;
5 ((—1) 1;[1fm> — nRf(—1) Ellfm =0.

Fiir den Losungsvektor dieses Problems gilt f; ; = Omiti =1,...,rund j = 1,...,m, — 1,da
die Ableitung nach diesem Element zu Null wird. Somit verbleiben r nichlineare Gleichungen
fiir die tibrigen Elemente des Vektors f, die numerisch bestimmt werden.
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Beispiel 4.1: Wir betrachten zwei Systeme, fiir die eine analytische Losung des Optimierungs-
problems existiert.
System in Diagonalform: Gegeben sei das System

%Zdiag(&')x—kbu mit i=1,....,n und b’ =[by,... by

Fur die Losung des Optimierungsproblem erhdlt man mit der Gewichtungsmatrix R = diag(r;)
die n notwendigen Bedingungen

-
T304 nb;’
woraus folgt
1
by = =1,...,n.
7 m ? ) 7n

Der optimale Eingangsvektor ist unabhidngig von der Systemmatrix A und die Elemente dieses
Vektors sind fiir den Fall, dass die einzelnen Zustandvarablen gleich gewichtet sind, alle gleich
grofs.

System in JORDAN-Form: Gegeben sei

A1 0 b
dx _ x+ | ! |u und R =diag(r Tn)
dt_ )\ 1 b: - g 1y---5Tn)-
0 A "

Aus den notwendigen Bedingungen

0 n n _
a—b(—bn) +nb,Rb =0
ergibt sich fiir den optimalen Eingangsvektor

1
b’ =0,...,0,—]| .
|:07 D \/E:|

Liegt das System in JORDAN-Form vor, so ist fiir den optimalen Eingangsvektor nur der n-te
Eintrag entscheidend.

4.3.3.1 Bemerkungen zum Distanzmafs

Aufgabenstellungen dieser Art konnen auch mit Hife des Distanzmafies gelost werden. Aller-
dings muss hier iiber das i.A. bereits aufwendige Optimierungsproblem zur Berechnung des
Distanzmafies ein weiteres Optimierungsproblem , gestiilpt” werden:

max { inf {omin([sE — A, B])}} .

Analog konnen auf diesen Weg auch Parameter der Systemmatrix A beziiglich des Steuerbar-
keitsmafses optimiert werden, wie nachfolgendes Beispiel aus [6] zeigt.
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Beispiel 4.2: Gegeben sei das System

1 1 2 3 1
1 1 4 5 1
A=1g 4, 1 of wdb=y,
2 0 -2 1 0

Hierbei sind x; und x5 frei wahlbare, reelle Konstanten. Fiir die Wahl z; = 2 = 1 ergibt sich
das Distanzmafs uc = 0,19. Durch Optimierung iiber z; und x2 kann ein lokales Minimum fiir
z1 = 1,98 und z2 = —1,87 mit dem Wert o = 0,49 ermittelt werden. In Abbildung 4.25 sind
die Pseudospektren fiir diese beiden Félle dargestellt.

Abbildung 4.25: Pseudospektrum fiir z; = 22 = 1 (links) und fiir z; = 1,98 und z2 = —1,87 (links)



Kapitel 5

Anwendung der MafSe auf zeitdiskrete
Systeme

In der Praxis kommt den zeitdiskreten, linearen und zeitinvarianten Systemen beim Entwurf
von Abtastregelkreisen eine grofse Bedeutung zu. Die Struktur der Kriterien fiir die Steuer- bzw.
Erreichbarkeit von zeitdiskreten Systemen stimmen weitgehend mit denen fiir zeitkontinuier-
liche Systeme tiberein, weshalb die eingefiihrten MafSe auch auf diese Systeme angewendet
werden konnen. Dadurch ergibt sich i.A. die gleiche Auswertung der Mafle fiir diskrete Syste-
me. In diesem Kapitel wird geklart, inwiefern die fiir zeitkontinuierliche Systeme entwickelten
Maf3e auch fiir zeitdiskrete Systeme geeignet sind.

Als mogliche Anwendung der Mafie in diesem Bereich wird die Wahl der Abtastzeit fiir zeit-
diskretisierte Systeme untersucht. Abgesehen von physikalischen Einschrankungen gibt es fiir
die Wahl der Abtastzeit eine von KALMAN formulierte Einschrankung (vgl. Abschnitt 5.2.2).
Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Frage, ob es nicht nur nicht erlaubte Werte fiir T, gibt,
sondern auch eine ,gute” bzw. ,schlechte” Wahl fiir die Abtastzeit, die die Steuerbarkeit des
zeitdiskreten Systems beeinflusst. Fiir die durchgefiihrten Untersuchungen werden nur ausge-
wihlte Mafle, angefiihrt in Abschnitt 5.1, betrachtet, welche sich durch die Analyse der voran-
gegangen Kapitel als zuverldssig und effizient berechenbar erwiesen haben.

Wie in den folgenden Abschnitten gezeigt wird, liefern die in dieser Arbeit betrachteten Ma-
3e sehr unterschiedliche Resultate. Daher werden die ermittelten Ergebnisse in Abschnitt 5.3.1
mit Hilfe eines diskreten Zustandsreglerentwurfs genauer untersucht. Da sowohl mit Hilfe der
Verstarkung des Zustandsreglers als auch mittels der benotigten Stellleistung Aussagen {iiber
die ,Giite” der Steuerbarkeit getroffen werden konnen, konnen diese mit den aus den Maf-
zahlen erhaltenen Erkenntnissen verglichen werden (siehe Abschnitt 5.3.1). Abschlieffend wird
die Anwendbarkeit der Mafszahlen auf diskrete Systeme an den Beispielen ,,Wagen mit Stab”,
,Hubmagnet “ und ,Doppelpendel” {iberpriift und die Ergebnisse zusammengefasst.

5.1 Diskretisierungsmethode und Mafizahlen
Diskreter Simulator: Werden fiir das zeitdiskrete System

€1 = Ay + Bay; n; = Cy§;

105
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die Matrizen

Ty
A;=e¢ATe und B, = / eA"Bdr (5.1)
0

gewdhlt, dann gilt
& =x(iTq)

fiir eine stiickweise konstante Eingangsfunktion
u(r) =u(iTy) fir Iy <7< (+1)7T; mit i>0.

Durch die weitere Wahl
C;,=C (5.2)

erreicht man, dass die Beziehung
n;, =y(Ty) fur ¢>0 (5.3)

gilt. Hierbei ist Ty die sogenannte Abtast- oder Diskretisierungszeit mit der natiirlichen Eigen-
schaft T; > 0. Ein System mit den Eigenschaften (5.1) und (5.3) nennt man diskreten Simulator.

Maf3zahlen: Fiir die durchzufiihrenden Untersuchungen wird als modales Steuerbarkeitsmaf3
das Maf3 x nach LITZ

H T
. x;BaByxri
= et

Xﬁx Li
herangezogen.
Fiir die Beurteilung der Steuerbarkeit des Gesamtsystems dient das Distanzmaf3

po(Ag,Bg) = ;gé omin([SE — Ag,By)). (5.4)

Fiir dessen Berechnung wird in den folgenden Abschnitten der Trisection-Algorithmus beniitzt,
da sich dieser als sehr zuverldssig erwiesen hat.

5.2 Mafle in Abhingigkeit der Abtastzeit

Im Folgenden werden die ausgewdhlten Mafse sofern moglich analytisch berechnet. Somit er-
hilt man fiir jede Mafszahl eine Funktion der unabhingigen Variablen 75, deren Eigenschaften
in den folgenden Abschnitten untersucht werden. Durch Betrachtung von Systemen niedriger
Ordnung soll Einsicht in das Steuerbarkeitsverhalten von Abtastsystemen gewonnen werden,
die es ermoglicht allgemeine Aussagen zu treffen.

Beginnend mit Systemen 1. Ordnung werden die Eigenschaften der Mafifunktionen fiir den dis-
kreten Simulator diskutiert. In Abschnitt 5.2.2 erfolgt eine analoge Untersuchung fiir Systeme
2. Ordnung. Die Ergebnisse werden in Abschnitt 5.2.3 soweit moglich auf Systeme hoherer Ord-
nung iibertragen.
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5.2.1 Systeme 1.Ordnung

Fiir Systeme 1. Ordnung kann die Abhdngigkeit der Mafie von der Abtastzeit T;; noch einfach
analytisch ermittelt werden. Dadurch ist es moglich, das Verhalten (Monotonie, Grenzwerte,
Unstetigkeitsstellen, ...) dieser Funktionen zu untersuchen. Interessant ist die analytische Lo-
kalisierung von Extrema der Funktion, wodurch die optimale Abtastzeit 7); ermittelt werden
kann, fiir die das zeitdiskrete System bestmoglich steuerbar ist.

Das Steuerbarkeitsmaf3 x nach LITZ und das Distanzmafs 1 sind immer positiv, somit ist die
optimale Abtastzeit 7] genau jene fiir die x(7y) bzw. ;1(T;) ein globales Maximum besitzt.

Aus dem zeitkontinuierlichen, steuerbaren System 1. Ordnung (mit b # 0)

dz b
—-— = ax U = CT
dt Y

ergibt sich fiir den diskreten Simulator nach Gleichung (5.1) und (5.2)

b
Eiv1 = eTag; + g(eaTd — Du; =: ag&i + bau; n; = c& =: cq&;. (5.5

Der diskrete Simulator ist genau dann nicht steuerbar, wenn gilt
b
bg = f(e“Td —1)=0.
a

D.h., das System ist fiir beliebige Abtastzeiten (7;; > 0) steuerbar.

5.2.1.1 Steuerbarkeitsmafl <

Die Berechnung des Steuerbarkeitsmafies «(T) nach LITZ fiir das diskrete System 1. Ordnung
(5.5) ergibt
2 b2 aTy 2

Fiir die erste Ableitung nach der Abtastzeit Ty gilt

dk 202 T
i, = @

— 1) etTa > ),

woraus folgt, dass x(Ty) eine monoton steigende Funktion ist.
Je nach Vorzeichen von a hat die Funktion x(7};) zwei unterschiedliche Verhalten, dargestellt in
Abbildung 5.1. Fiir a > 0 strebt die Funktion x(7}) fiir Ty — oo gegen Unendlich und fiir a < 0
ergibt sich der Grenzwert

b2

lim x(Ty) = —.
a

Ty—00
Fiir Ty — 0 strebt die Funktion unabhingig vom Vorzeichen von a gegen Null.
Aus diesen Ergebnissen schliefst man, dass je grofler T, wird, desto grofier wird auch «, und
desto besser steuerbar wird das diskrete System.
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5.2.1.2 Distanzmaf u

Fiir das zeitdiskrete System 1. Ordnung (5.5) kann das Distanzmaf3  nach Gleichung (5.4) ana-
lytisch berechnet werden. Fiir s* = a4 wird Gleichung (5.4) zu einem Minimum mit dem Wert

M(Td) = inf O'min([s* — ad,bd]) = |bd| =
seC

T
a<0
a=0 M
----- Grenzwert

,,,,,,,,,,,,,,,,

*************************************************************

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

———————————————————————————————————————————————————————————

777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

10

b
E(e@Td — 1)‘ .

Da u? = k gilt, weisen die beiden Mafie das gleiche qualitative Verhalten auf.

— ()

e 2. ()

===== Grenzwert

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 5.1: Steuerbarkeitsmaf3 x(Ty) (links) und Distanzmaf ;(T}) (rechts) fiir den diskreten Simu-
lator 1. Ordnung

5.2.1.3 Diskussion der Ergebnisse

Fiir kleiner werdende Abtastzeiten T; — 0 gleicht das zeitdiskrete System immer mehr dem
kontinuierlichen System. Somit wiirde man erwarten, dass auch die Mafszahl dem Steuerbar-
keitsmaf des kontinuierlichen Systems (1 = |b| und x = b?) zustrebt. Beide Mafle streben je-
doch fiir Ty — 0 gegen Null. Das bedeutet, dass die Mafle fiir kleine Abtastzeiten eine schlechte
Steuerbarkeit anzeigen. Der Grund dafiir liegt an dem Wert b, welcher mit abnehmender Ab-
tastzeit gegen Null strebt. Dementsprechend wird eine grofse Eingangsgrofie v bendtigt um den
gewlinschten Einfluss auf das System zu bewirken. Dies kann als schlechte Steuerbarkeit des
diskreten Systems gedeutet werden.

Zusammenfassung (Diskreter Simulator fiir Systeme 1. Ordnung):

1. Beide Mafie x und p streben nach Null fiir 7; — 0 und zeigen fiir kleine Werte der Abtast-
zeit T,; schlechte Steuerbarkeit an.

2. Fir steigende Werte der Abtastzeit 7;; nehmen beide MafSe betragsmaflig hohere Werte
an. D.h., die Giite der Steuerbarkeit nimmt mit grofser werdender Abtastzeit zu.

3. Fir a < 0 kann fiir die beiden Funktionen «(T};) und u(T}) eine endliche obere Schranke
angegeben werden. Fiir a > 0 existiert keine endliche Schranke.
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5.2.2 Systeme 2. Ordnung

Fiir Systeme der Ordnung n > 2 muss bei der Wahl der Abtastzeit der Satz von KALMAN
beachtet werden:

Theorem 12 (Satz von KALMAN): Ein aus einem steuerbaren und zeitkontinuierlichen System
(1.1) entstandes zeitdiskretes System

Ty
€1 = AT + </ 6ATBd7’> w1 =C¢;
0
ist steuerbar und beobachtbar, wenn gilt: fiir alle Eigenwerte
Ay =0+ jw, und A, =0+ jw,
der Matrix A mit gleichem Realteil erfiillt die Abtastzeit T,; die Ungleichung:
(wy —wy)Ty # k27 mitk =1,2,... (5.7)

Fiir einen skalaren Eingang u (m = 1) ist obige Bedingung notwendig und hinreichend. Handelt
es sich um eine vektorielle Eingangsgrofie u (m > 1), ist obiger Satz nur hinreichend [43].
Nach diesem Satz gibt es fiir den diskreten Simulator Abtastzeiten T}, fiir welche das System
die Steuer- und Beobachtbarkeit verliert. Diese Abtastzeit, im Weiteren mit 7; x bezeichnet,
lasst sich durch Umformen von Gleichung (5.7) berechnen:

™

Ty =~ (5.8)
w

Der diskrete Simulator ist fiir Vielfache dieser Abtastzeit T,; x nicht steuerbar.

Ein Steuerbarkeitsmafs ist fiir den diskreten Simulator nur dann sinnvoll, wenn es mit dem Satz
von KALMAN konsistent ist. Es muss fiir Vielfache der Abtastzeit T; x zu Null werden und
somit den Steuerbarkeitsverlust korrekt wiedergeben.

Im Folgenden wird der Einfluss der Abtastzeit 7,; auf die Steuerbarkeit des aus dem steuerbaren
und zeitkontinuierlichen, in Modalform vorliegenden Systems

A0 b
a<[y 0] bl -
entstandenen diskreten Simulator untersucht. Fiir den diskreten Simulator ergeben sich nach
den Gleichungen (5.1) und (5.2) die Systemmatrizen

eMTa 0 b1 eMTa 1
Ad::[ . ebﬂJ und by = |31 )| (5.10)

Berechnet man die Steuerbarkeitsmatrix
S, = [bd Adbd]
nach KALMAN, so ergibt sich

su:[

(e>\1Td _ 1) %(e/\le _ 1)e>\1Td
(6)\2Td _ 1) b—Q(eMTd _ l)e)\sz

y‘@y‘@
0N = =
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Fiir die Determinante dieser Matrix erhalt man

(X7~ 1) (T~ 1)

det(S,) = b1b
et(Sy) = biba N )\2

(6>\2Td _ e>\1Td) )

Sie ist offensichtlich Null fiir
eMTd — 1 bzw. eM2Te =1

oder
eMTa — Hr2Ta

Letztere Bedingung kann, da A; # A2 gilt, nur bei komplexen Eigenwerten auftreten. Fiir A\ o =
0 + jw erhidlt man

eMTa _ gAaTa — goTa (e_j‘”Td — e]“’Td) = —e”Tde sin(wTy).

Damit ist leicht erkennbar, dass fiir T; = kTy g mit £ = 1,2,... obige Determinante zu Null
wird.

Da sich die Abhédngigkeit der Mafle von Ty fiir A1, A2 € R und A1, A2 € C teilweise stark unter-
scheidet, werden diese Fille fiir das jeweilige Mafs separat betrachtet.

5.2.2.1 Steuerbarkeitsmafl <

Da auch das zeitdiskrete System (5.10) in Modalform vorliegt, sind die Einheitsvektoren eine
mogliche Wahl fiir die Eigenvektoren. Damit lasst sich das Modalmafs « nach LITZ leicht ermit-
teln und man erhalt

bTo(—1 + eTiti2)2

(5.11)
Ao

k12(Ty) =

Wie schon bei Systemen 1. Ordnung gilt auch hier

li Ty) = 0.
i) =0

1. Fall: Reelle Eigenwerte Besitzt die Matrix A zwei reelle Eigenwerte (A # \2), so erhdlt
man fiir £1(Ty) und k2(T};) zwei unterschiedliche, monoton steigende Mafifunktionen fiir die
beiden Eigenwerte. Die Mafie entsprechen der Losung fiir Systeme 1. Ordnung nach Gleichung
(5.6), auf die bereits in Abschnitt 5.2.1.1 eingegangen wurde.

Da beide Mafsfunktionen monoton steigend sind, kommt man, wie schon bei Systemen 1. Ord-
nung, zu dem Ergebnis, dass mit steigender Abtastzeit Ty auch die Steuerbarkeit des Systems
besser wird. Somit liegt die optimale Abtastzeit theoretisch im Unendlichen.

Fiir die Praxis konnten zwei Fragen von Interesse sein, die sich mit dem Steuerbarkeitsmaf «
folgendermafien beantworten lassen:

- Wie grofs ist bei einer vorgegebenen Abtastzeit 7,; die Mindest-Giite I" der Steuerbarkeit?
Fiir die vorgegebene Abtastzeit T,; errechnet sich die Mindest-Giite zu

I' = min{m (Td), RQ(Td)}.
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- Wie klein kann die Abtastzeit T, gewdhlt werden, wenn eine Mindest-Giite I' nicht unter-
schritten werden soll?
Fiir die vorgegebene Mindest-Giite I' erhdlt man

1 r\ 1 T
T, — S 1Ay ) I (1A | b 512
d max{mn<+ ! b%)’mn<+ 2 b%)} (5:12)

Diese Abtastzeit darf nicht unterschritten werden, wenn das System die Mindest-Gtite I'
besitzen soll.

2. Fall: Konjugiert komplexe Eigenwerte Fiir das System (5.9) gelte A\12 = o + jw und
by = by =: b. Daraus folgt: k1 = k2 =: k. Man erhilt eine einzige Funktion x(7,), die in Abhén-
gigkeit von o drei unterschiedliche Verhalten aufweist (siehe Abbildung 5.2).

o<0
o=0
o>0

-------- Grenzwert,

Abbildung 5.2: Steuerbarkeitsmafs « fiir konjugiert komplexe Eigenwerte der Matrix A

1.Fall 0 < 0: Fiir o < 0 strebt die Funktion x(7;) dem Grenzwert

lim w(Ty) = -
1m kK =
Tyg—o0 d 0'2 + w2

zu. Die Funktion (7}) besitzt ein Maximum, das jedoch bisher nicht analytisch ermittelt wer-
den konnte.

2.Fallo > 0: Ist o > 0, strebt die Funktion x(7,) firr grofler werdende Abtastzeiten 7, gegen
Unendlich.

In beiden Fillen (o > 0 oder o < 0) spiegelt die Funktion x(7,;) den Satz von KALMAN (siehe
Theorem 12) nicht wieder, da x(Ty = T, ) nicht Null ist und somit der Steuerbarkeitsverlust
nicht anzeigt wird.

3.Fall 0 = 0: Gilt 0 = 0, vereinfacht sich Gleichung (5.11) zu

2b?

R(Td) = 2

(1 —cos(wTy)) . (5.13)
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Diese Funktion besitzt Nullstellen fiir T; = 2"’7” = 2kTy x (k = 1,2,...) und Extrema an den
Stellen Ty = ’%r = kTyx (k=1,2,...). Dabei handelt es sich bei ungeradzahligen Werten fiir k
um Maxima der Funktion (5.13). Fiir geradzahlige k erhdlt man die Minima bzw. die Nullstel-
len der Funktion x(7};). Man beachte, dass fiir Ty = kTy x (k = 1,2,...) nach KALMAN das

diskrete System nicht steuerbar ist!

Der Grund fiir die Inkonsistenz mit dem Satz von KALMAN liegt darin, dass das Steuerbar-
keitsmafd x nach LITZ den Verlust der Steuerbarkeit nur durch das Nullwerden des Eingangs-
vektors b, detektieren kann. Fiir Vielfache der Abtastzeit T} x ist der Eingangsvektor mit

((~1ker= 1)

gegeben. Fiir o # 0 kann |b,| nicht gleich Null werden. Gilt o = 0, so wird der Betrag von by
nur fiir geradzahlige Werte von k zu Null. Fur Ty = kT, x (k = 1,2,...) liegen allerdings die
beiden identischen Eigenwerte der Matrix A4

b
by(kTy ) = [UEJW

o—jw

e(o’ijw)de’K — (_1)]66%

vor, die zu dem Steuerbarkeitsverlust fithren. Da das Steuerbarkeitsmaf3 x auf der Modalform
basiert, kann das Maf} den Steuerbarkeitsverlust nicht anzeigen.

5.2.2.2 Distanzmaf u

Abschnitt 3.1.2 beinhaltet die Ermittlung einer analytischen Losung des DistanzmafSes fiir kon-
tinuierliche Systeme. Die erhaltenen Ergebnisse werden nun auf die diskreten Systeme tibertra-
gen. Hierfiir werden die Systemdaten des kontinuierlichen Systems (A,b) durch die des diskre-
tisierten Systems (A4, by) ersetzt.

1. Fall: Reelle Eigenwerte Fiir ein System 2. Ordnung mit reellen Eigenwerten kann der Wert
s* nicht analytisch berechnet werden, da zur Bestimmung von z* das Losen einer Polynom-
gleichung 4. Ordnung notwendig ist. In Abschnitt 3.1.2.1 wurden fiir kontinuierliche Systeme
Asymptoten zur Abschédtzung des Distanzmafies ermittelt. Fithrt man fiir den Abstand zwi-
schen den Eigenwerten die Abkiirzung

5 = |6>\1Td _ e)\ZTd’
ein, ergeben sich fiir diskrete Systeme die beiden Asymptoten
1 .
fay = 5(5 und g, := min{bg,, bg, }-

Fiir eine vorgegebene Abtastzeit T, ergibt sich dadurch analog zu den kontinuierlichen Syste-
men eine einfache Abschitzung des Distanzmafies. Eine genaue Analyse der Abhidngigkeit der
Asymptoten von der Abtastzeit gestaltet sich allerdings schwierig. Durch die Untersuchung der
Grenzwerte kann jedoch ein Einblick in das generelle Verhalten dieser Abhédngigkeit gewonnen
werden: Strebt die Abtastzeit gegen Null, so wird der Abstand J zwischen den Eigenwerten
immer kleiner. Fiir kleine § muss die Asymptote 1., betrachtet werden. Fiir diese gilt:

li =0.
1m0
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Auf analoge Weise wird auch der Grenzwert der Asymptoten fiir 7; — oo untersucht, woraus
man auf die Grenzwerte des Distanzmafles 1(7};) schlieffen kann:

A1 >0, A2 >0 limy, oo u(Ty) =

A <0,A>0 limg, oo pu(Ty) = %

A1 >0,0 <0 limg, oo pu(Ty) = %
(Ta) =

A< 0, Ao <0 lide_,ooy,

Diese Ergebnisse konnten durch numerische Berechnung des Distanzmafles bestatigt werden.
Sind beide Eigenwerte positiv, existiert keine endliche optimale Abtastzeit T);. Fiir die iibrigen
Falle sind endliche Werte fiir die optimale Abtastzeit moglich.

2. Fall: Konjugiert komplexe Eigenwerte Man nimmt an, dass die Matrix A des kontinuierli-
chen Systems (5.9) konjugiert komplexe Eigenwerte A1 » = o = jw besitzt und fiir den Eingangs-
vektor by = by := b gilt. Damit besitzt das diskrete System konjugiert komplexe Eigenwerte:

A1 = T cos(wTy) % jeTa sin(wTy) =: 04 % jwy

)

sowie konjugiert komplexe Elemente fiir den Eingangsvektor

_ b .
= = = (U+]w)Td —_—
bay =bay =ba= (e 1) .

Fiir Systeme mit dieser Struktur wurden in Abschnitt 3.1.2.2 zwei mogliche Losungen des Di-
stanzmafSes analytisch ermittelt. Die Lage eines Minimums wird durch den Realteil der Eigen-
werte Aq o

st = 0q = eTd cos(wT})

bestimmt. Der Wert dieses Minimums ergibt sich aus dem Betrag des Imaginérteils zu
= gy = e [sin(wTa)]

Aus dem konjugiert komplexen Minimum
.5"2‘3:<7d:i:L 4w’ — |bglt
) 2wy d

ergibt sich nach Gleichung (3.14) eine weitere mogliche Losung fiir das Distanzmafs

V4w — |bg)2. (5.14)

Giltigkeitsbereiche der Losungen Im Folgenden werden einfache Bedingungen erarbeitet, de-
ren Erfiillung nur noch eine der beiden moglichen Losungen zulédsst. Die Losung 12 ist unzulés-
sig, wenn sie eine komplexe Zahl ist, wodurch ; die einzige giiltige Losung ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn die Ungleichung

bq
p2 = gy = 2wd

|bd|2 > 4&)62[
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erfiillt ist. Daraus ergibt sich

4 b|?

e?Ta _ 9e7Td cos Ty +1 > EeQ‘TTd sinffwly mit K := 02|+|w‘2 > 0. (5.15)
Obige Ungleichung wird nun mit dem Term e~2°7¢ multipliziert und die reelle und nicht nega-
tive Variable z := e~?1¢ eingefiihrt. Dadurch erhilt man die quadratische Ungleichung

4
f(z) :=a2? — 2z coswly+1— 7 sin? wTy > 0. (5.16)

Durch Losen der quadratischen Gleichung f(z) = 0 kann obige Ungleichung umgeschrieben
werden zu
(x —z1)(x —22) >0

4
x12 = coswly+ \/? — 1sinwTy (5.17)

Die Funktion f(x) beschreibt eine nach oben offene Parabel. Besitzt sie konjugiert komplexe
Nullstellen x; 5, so liegt der Scheitelpunkt tiber der x-Achse. Damit ist die Ungleichung fiir alle
x € R erfiillt. Die Funktion f(z) besitzt genau dann konjugiert komplexe Nullstellen, wenn gilt

mit

K > 4. (5.18)

D.h., fiir K > 4 bzw. |b]? > 4|)\|? ist us keine giiltige Losung, weshalb uc = p gilt.
Berticksichtigt man nun, dass x = e T4 ein reeller und positiver Wert sein muss, besitzt die
quadratische Gleichung nur dann eine giiltige Losung, wenn mindestens eine Losung z1 2 po-
sitiv ist. Sind beide Losungen x1 » negativ, dann ist die Ungleichung (5.16) nicht erfiillt und nur
11 kann einen giiltige Losung fiir das Distanzmaf? ;i sein. Durch die Substitution

4 s
ty =4/ ——1 0 —
cot ¥ <¢<2

kann die Beziehung (5.17) umgeschrieben werden zu

I
T2 = S sin(y £ wTy).

Damit beide Losungen negativ sind, muss

sin(y £ wTy) <0

gelten. Diese Ungleichung ist im offenen Intervall

wly € (m—¢ m+1) mit 1) = arcsin \/f (5.19)

erfiillt. D.h., fiir dieses Intervall gilt o = 1.
Um die erhalten Ergebnisse zu verdeutlichen, wurde Ungleichung (5.15) fiir die Abtastzeiten
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2.6

5-1-05 005 1 15 25 3 35 4 45 3.5 -3-25 -2 -1-05 0 05 1 1.5
[ [}

Abbildung 5.3: Graphische Darstellung der Ungleichung fiir T;; = 0,1 s (links) und Ty = 10s (rechts)

Ty = 0,1s und T; = 10s numerisch ausgewertet und iiber ¢ und w in Abbildung 5.3 aufge-
tragen. Die Abbildung zeigt wie unterschiedlich sich die Ungleichung fiir kleine und grofse
Abtastzeiten T, verhilt.

Die Wertepaare (o, w), fiir welche die Ungleichung erfiillt ist, werden durch die schwarzen
Flachen symbolisiert. Fiir diese Paare ist sowohl y; als auch pp eine mogliche Losung fiir das
Distanzmafs .

Die tibrigen Flachen zeigen an, dass fiir diese Wertepaare (o, w) die Ungleichung nicht gilt, und
somit nur y; eine giiltige Losung sein kann. Die roten Flachen entsprechen den durch Gleichung
(56.18) und die griinen Flachen den durch das Intervall (5.19) ermittelten Giiltigkeitsbereich von
p1. Da das exakte Losen der Ungleichung sehr aufwendig ist, konnen die weiflen Flachen nicht
durch eine analytische Losung beschrieben werden.

Um weitere Aussagen tiiber die Losung der Ungleichung machen zu kénnen, werden im Fol-
genden die Grenzwerte betrachtet. Untersucht man Ungleichung (5.15) fiir hinreichend grofie
Abtastzeiten T};, so kommt man zu dem Ergebnis, dass diese Ungleichung fiir o < 0 nicht erfiillt
ist. In diesem Fall gilt die Losung p1, und der Grenzwert von j; bzw. 11 geht fiir 7; — oo gegen
Null. Fiir hinreichend grofse T;; und o > 0 gilt, dass im Intervall

WwIiye (0 Y)AN(m—¢ m+Y)A2r—1 2m) mit w:arcsin\/f

Losung puq giiltig ist. Dieses Ergebnis stimmt mit der in Abbildung 5.3 dargestellten numeri-
schen Auswertung tiberein.

Distanzmafs . fiir die Abtastzeit T; = Ty x Fiir Vielfache der Abtastzeit Ty g ist die Unglei-
chung (5.15) nicht erfiillbar. Somit ist fiir diese Abtastzeiten immer Losung i giiltig. Fiir sie
gilt

N(de,K) = Ml(de,K) =0 mit £=0,1,2,...,

wodurch das Distanzmaf ;+ den Satz von KALMAN korrekt wiedergibt.
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Ermittlung der optimalen Abtastzeit 7; Die Maxima der Losung 1 beztiglich der Abtastzeit
T4 konnen einfach ermittelt werden. Man erhalt

1 k
Ty max = — arctan (75) + " mit k=0,1,2,... . (5.20)
w g w

Die Extrema der Losung p2 konnten nicht analytisch ermittelt werden.

Spezialfall 0 = 0 Fiir o = 0 vereinfacht sich Ungleichung (5.15) zu

K —2<2coswTy fiur wTy +# kn.

Die Losung ji1 ergibt sich zu
p1(o =0) = |sinwTy|
mit den Maxima
Timax = (26 +1)—— mit k=0,1,2,... .
’ 2w
Fiir diesen Fall konnen auch die Extrema der Losung (5.14)

K(2sin?wTy + K coswTy — K)
14 coswTy

ermittelt werden. Da T} ax nur positive, reelle Werte annehmen kann, erhdlt man fiir die mog-
lichen Extrema
coswlymax = —1+ VK mit 0 <K <1. (5.21)

Es kann gezeigt werden, dass es sich bei diesem Extremum um ein Maximum der Losung 1o
handelt und dass es fiir das Intervall
Ke(01)

dem Maximum des Distanzmafes i entspricht, da an der Stelle des Maximums gilt

H1 (Td,max> > IUQ(Td,maX)~

Beispiel 5.1: Es wird nun das zeitkontinuierliche System

SRS

herangezogen. Fiir die Félle o = 0, 0 < 0 und ¢ > 0 werden die Verldufe des DistanzmafSes p
untersucht und die optimale Abtastzeit 7] ermittelt. Die oben erarbeiten analytischen Losun-
gen gelten nur fiir Systeme in Modalform. Das betrachtete System liegt nicht in Modalform vor.
Die Ergebnisse konnen jedoch angewendet werden, da das System durch eine unitare Transfor-
mation auf Modalform transformiert werden kann und das Distanzmaf} invariant gegentiber
dieser Transformation ist.

Die numerische Berechnung des Distanzmafies erfolgt mittels Trisection-Algorithmus (siehe
Abschnitt 3.2.1.4).

1.Fall ¢ = 0: Gegeben sei das zeitkontinuierliche System

=8 =l
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mit den Eigenwerten A\ o = £j. Das Distanzmafs 1 sowie die optimale Abtastzeit konnen ana-

lytisch ermittelt werden. Da gilt K = 02@12 = 1, ist das mit Hilfe der Losung p; ermittelte

Maximum giiltig und man erhalt fiir die optimale Abtastzeit

. L
Td_(2k+1)2w mit £=0,1,2,...
und den grofitmoglichen Wert fiir das Distanzmaf3 ;(77;) = 1 (siehe Abbildung 5.4).

Wiahlt man hingegen als Eingangsvektor b = [ 3] ", dann gilt K = 1. Um ein optimales T}
zu berechnen, muss das fiir die Losung p2 geltende Maximum aus Gleichung (5.21) benutzt
werden. Man erhilt die Maxima

T = arccos(—1 + VK) =2,1s bzw. T} =21 — arccos(—1 + VK) = 4,25

mit dem Wert p(T;) = 3.

1 0.8
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03 F--f------ R .. R —— e [
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|
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Abbildung 5.4: Distanzmaf () fiir 0 = 0 und b = [1 1]7 (links) und b = [$ 1]7 (rechts)

2.Fall 0 < 0: Fiir das zeitkontinuierliche System

=l 2] vl

gilt A2 = =1+ j und K = 1. In obigem Abschnitt wurde gezeigt, dass fiir K < 4 der Giil-
tigkeitsbereich der Losungen p; und po nicht fiir alle Abtastzeiten 7 bestimmt werden kann.
Jedoch gilt in diesem Fall fiir hinreichend grofse Abtastzeiten Losung j¢1. Da fiir den Grenzwert
von 1 (Ty) gilt
li =
ngnoo ILLl 0

und somit die Keulen zwischen den Nullstellen immer kleiner werden, wird angenommen,
dass das Maximum 77} im Intervall T); € [0 Ty x| liegt, d.h. zwischen den ersten beiden Null-
stellen von p(7y). Sucht man in diesem Intervall mit der BEGS-Methode nach einem Maximum,
so erhdlt man die optimale Abtastzeit 7} = 0,786 s mit u(7);) = 0,322. Im Intervall [Ty x 274 k|
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befindet sich das Maximum an der Stelle 7;; = 3,927 s mit dem Wert ; = 0,014 (vgl. Abbil-
dung 5.5).
Fiir die analytisch ermittelbaren Maxima der Losung 111 nach Gleichung (5.20) ergeben sich

Tymas = 0,786's, 3,927s, ... .

In diesem Beispiel scheinen die Abtastzeiten 7} ., hinreichend grofs zu sein, so dass fiir diese
Werte die Losung ji1 gilt und die maximale Abtastzeiten somit analytisch berechenbar wéren.
Jedoch kann vorab ,hinreichend grofse Abtastzeit” nicht ndher spezifiziert werden.

3.Fall ¢ > 0: Fiir das kontinuierliche System

[ e

istoc = 0,5 > 0und K = 1. In diesem Fall kann auch fiir grofie Ty auflerhalb des Intervalls (5.19)
kein Giiltigkeitsbereich angegeben werden, weshalb die Maxima bzw. die optimale Abtastzeit
fir o > 0 und K < 4 algorithmisch bestimmt werden miissen. Die numerische Berechnung
zeigt, dass die Keulen zwischen den Nullstellen von x(7};) mit grofier werdenden Abtastzeiten
hoher werden. Man kann in einem Intervall zwischen zwei Nullstellen nach einer suboptimalen
Abtastzeit suchen. Abbildung 5.5 zeigt die ersten beiden mit der BEGS-Methode gefundenen
Maxima fiir die Abtastzeit T; = 2,17 s mit dem Wert = 2,43 und T,; = 5,46 s mit p = 10,66.

0.35 : 20 :

— | — L

\ | | | | Extrema 18 —o Extr
0.3 N [ .

e e R S

02l T N S R A IR

Abbildung 5.5: Distanzmaf$ p fiir o < 0 (links) und o > 0 (rechts)

5.2.2.3 Vergleich der Mafie

In dem nun folgenden Beispiel werden die hier untersuchten Mafle x nach LITZ sowie das
Distanzmafs ;1 und die mit deren Hilfe ermittelten optimalen Abtastzeiten fiir reelle als auch
komplexe Eigenwerte der Matrix A verglichen.

Beispiel 5.2:
Reelle Eigenwerte: Gegeben sei das kontinuierliche System

SO
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Abbildung 5.6 zeigt das Distanzmaf ;. {iber der Abtastzeit 7,;. Hier wurde die optimale Ab-
tastzeit 7); mit Hilfe der BFGS-Methode ermittelt. Man erhélt das Ergebnis 77 = 0,65s und
w(T;) = 0,12. Die Maflfunktionen &; besitzen keine Maxima und streben fiir 7; — oo einem
endlichen Grenzwert zu.

Fiir eine gewiinschte Mindest-Giite I' = 0,1 errechnet sich nach Gleichung (5.12) aus dem Steu-
erbarkeitsmafien x;, dass diese fiir Ty > 0,5s gegeben ist. Mittels des DistanzmafSes ;¢ kommt
man zu dem Ergebnis, dass die Mindest-Gtite im Intervall 7; € [0,33 1,13] erreicht wird. Dieses
Intervall kann nicht analytisch bestimmt werden und wurde aus Abbildung 5.6 abgelesen.
Man erhélt zwei widerspriichliche Ergebnisse: Wahrend « anzeigt, dass mit steigender Abtast-
zeit die Steuerbarkeit zunimmt, kann durch Betrachten der Mafsfunktion ; darauf geschlossen
werden, dass die Steuerbarkeit mit steigender Abtastzeit wieder abnimmt.

Konjugiert komplexe Eigenwerte: Fiir das kontinuierliche System

=l A el

mit dem konjugiert komplexen Eigenwertpaar A1 » = —1 %+ j wurde in Beispiel 5.1 das Distanz-
maf3 i berechnet. Mit Hilfe der BEGS-Methode wurde die optimale Abtastzeit 7] = 0,786 s bei
w(T;) = 0,322 ermittelt. In Abbildung 5.6 ist die Mafifunktion x dargestellt. Fiir dieses Maf3
erhdlt man mit der BFEGS-Methode die Werte T); = 2,29 s und (7)) = 0,52.

1 0.7

0.9 -

0.8 -

0.7 -

0.6

Abbildung 5.6: Mafee fiir reelle Eigenwert (rechts) und Steuerbarkeitsma@ « fiir konjugiert komplexe
Eigenwerte (links); vgl. Distanzmafs in Abbildung 5.5 (rechts)

Auch dieses Beispiel zeigt, dass die unterschiedlichen Mafsfunktionen zu sehr unterschiedli-
chen Ergebnissen fiithren, weshalb in Abschnitt 5.3 eine genauere Untersuchung anhand eines
Zustandsreglerentwurfs durchgefiihrt wird.

Zusammenfassung (Diskreter Simulator fiir Systeme 2. Ordnung):

1. Die Mafie streben fiir T; — 0 gegen Null.
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2. Sind die Eigenwerte der Matrix A reell (\; 2 € R), konnen die ermittelten Ergebnisse wie
folgt zusammengefasst werden:

Grenzwerte optimale Abtastzeit T7;
Kk Ap2<0 lim7, ook < c < oo liegtim Unendlichen
A >0V A >0 limp, ook =00 liegt im Unendlichen
o A2 <0 lim7, oot =0 algorithmisch ermittelbar
At >0V A2 >0 limp, oop <c<oo algorithmisch ermittelbar
A2>0 lim7, o0 4 = 00 suboptimale 7T, algorith-

misch ermittelbar

Hierbei entspricht der Parameter c einer reellen und positiven Konstante.

3. Fiir konjugiert komplexe Eigenwerte A\ » = 0 + jw gilt:
Grenzwerte optimale Abtastzeit T); Abtastzeit Ty x (KALMAN)
k 0<0 limp,_k<c<oo algorithmisch ermittelbar k(T4 k) #0
0 =0 Funktionbeschrankt analytisch  ermittelbar; (74 x) = 0 gilt nicht fir al-
System flir T; nmnicht le Vielfache von Ty x

steuerbar
>0 limp, 0ok =00 liegt im Unendlichen k(Tar) #0
p o<0 limp, eop=0 fur K > 2 analytisch, p(Tyx)=0
sonst algorithmisch er-
mittelbar
o0 =0 Funktion beschrankt analytisch berechenbar w(Tax)=0
>0 limp, oo pt =00 liegt im Unendlichen; pu(Tyx)=0

suboptimale Ty  fiir
K > 2 analytisch, sonst
algorithmisch ermittelbar

4. Die verschiedenen Mafszahlen liefern meist sehr unterschiedliche Ergebnisse. In Abschnitt
5.3 werden die beiden Mafle anhand von Simulationen genauer untersucht, um festzustel-
len, welches der Mafie ein gutes Ergebnis liefert.

5. Beim Steuerbarkeitsmafs « ist aufgrund der Inkonsistenz mit dem Satz von KALMAN
Vorsicht geboten.

5.2.3 Systeme hoherer Ordnung

Steuerbarkeitsmaf} x Die reelle Systemmatrix A besitzt entweder reelle Eigenwerte oder kon-
jugiert komplexe Eigenwertpaare. Ausgehend von der Modalform werden die einzelnen Dif-
ferentialgleichungen unabhéngig voneinander diskretisiert, wodurch die Diagonalstruktur er-
halten bleibt.

Fiir das Steuerbarkeitsmaf x erhélt man fiir reelle Eigenwerte die in Abschnitt 5.2.1.1 und fiir
konjugiert komplexe Eigenwerte die in Abschnitt 5.2.2.1 untersuchten Mafifunktionen in Ab-
hiangigkeit der Abtastzeit 7;;. Durch die Analyse des diskreten Simulators 1. und 2. Ordnung
konnen folgende Aussagen iiber Systeme hoherer Ordnung getroffen werden: Besitzt die Sy-
stemmatrix A nur reelle Eigenwerte \; (i = 1,...,n), so erhdlt man n monoton steigende Maf3-
funktionen «;. Somit gilt, dass mit steigender Abtastzeit die Steuerbarkeit jedes Eigenwertes
zunimmt. In diesem Fall kann die Frage nach der Mindest-Giite bei gegebener Abtastzeit bzw.
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nach der minimalen Abtastzeit bei einer gewiinschten Mindest-Giite einfach auf Systeme hohe-
rer Ordnung erweitert werden.

Fiir konjugiert komplexe Eigenwerte der Matrix A ist das Steuerbarkeitsmaf3 « fiir die Beurtei-
lung der Steuerbarkeit nicht anwendbar, da die durch die Mafifunktion erhaltenen Ergebnisse
nicht mit dem Satz von KALMAN (Theorem 12) konsistent sind. D.h. sie zeigen den Steuer-
barkeitsverlust fiir Vielfache der Abtastzeit T; = kT, x (k = 1,2,...) nicht korrekt an (siehe
Abschnitt 5.2.2.1).

Distanzmaf i Fiir die Berechnung des Distanzmafles 1 wird das Gesamtsystem betrachtet,
wodurch eine Verallgemeinerung der bei Systemen 1. und 2. Ordnung erhaltenen Ergebnisse
nicht moglich ist. Da schon bei Systemen 2. Ordnung fiir die meisten Félle keine analytische
Losung gefunden werden kann, ist zu erwarten, dass dies auch bei Systemen hoherer Ordnung
nicht moglich ist.

Es hat sich jedoch gezeigt, dass die numerische Berechnung mittels Trisection-Algorithmus in
Verbindung mit GUs Test und die Ermittlung der optimalen Abtastzeit 7); mit Hilfe der BFGS-
Methode i.A. zufrieden stellende Ergebnisse liefern. Schwierigkeiten bei der Bestimmung von
T konnen vor allem dann auftreten, wenn die Mafifunktion mehrere lokale Minima aufweist.
Da die BFGS-Methode ein lokales Minimum liefert, ist das Ergebnis stark von dem vorgegebe-
nen Startwert abhéangig.

5.3 Anwendung und Deutung der MafSe

Es hat sich gezeigt, dass die hier untersuchten Mafle unterschiedliche Verldufe und auch un-
terschiedliche Ergebnisse fiir die optimale Abtastzeit T} liefern. In diesem Abschnitt wird ver-
sucht, die erhaltenen Ergebnisse durch Einsatz eines diskreten Zustandsreglers zu {iberpriifen
bzw. zu deuten. Es wird untersucht, welchen Einfluss der durch die Abtastzeit festgelegte Wert
des Steuerbarkeitsmafles der Strecke auf den Regelkreis hat. Hierfiir werden der Verlauf der
Mafse in Abhédngigkeit der Abtastzeit T;; sowie die optimale Abtastzeit T; mit einfach berechen-
baren bzw. messbaren und physikalisch aussagekraftigen Groflen verglichen. Fiir die praktische
Realisierung sind bei der Wahl der Abtastzeit weitere physikalische Einschrankungen zu be-
riicksichtigen, welche hier aufler Acht gelassen werden. Jedoch liefert die durchgefiihrte theo-
retische Untersuchung eine Hilfestellung bei der Wahl einer ,,guten” Abtastzeit beziiglich eines
SteuerbarkeitsmafSes innerhalb dieser Beschrankungen. Fiir die Untersuchung werden folgende
Grofsen herangezogen:

Verstarkung: Die ,Verstirkung” des Zustandsreglers (siehe Abschnitt 5.3.1) wird als Anzei-
chen fiir ,gute” bzw. ,schlechte” Steuerbarkeit herangezogen. Intuitiv kann man sich
leicht vorstellen, dass fiir eine schlecht steuerbare Strecke die Zustandsvariablen x stir-
ker gewichtet (,,verstarkt”) werden miissen, um eine dementsprechend hohe Stellgrofse u
zu erzeugen. D.h,, es ist anzunehmen, dass in diesem Fall die Verstiarkung betragsmafig
hohe Werte annimmt.

Stellleistung: Ein weiteres Anzeichen fiir die ,Glite” der Steuerbarkeit ist die Leistung der
Stellgrofe u, da je schlechter ein System steuerbar ist, umso mehr Leistung wird benétigt,
um das System zu ,steuern”.
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5.3.1 Zustandsregler
Fiir das zeitdiskrete, steuerbare System der Form
€1 = Adki +baui 7 =i,
wird ein Zustandsregler mit dem Regelgesetz
Ui = _hTSi
entworfen. Fiir den geschlossenen Regelkreis ergibt sich die Beschreibung
i1 = (Aa— bsh")¢; = Adfz‘ = cg&;.

Durch Vorgabe der gewiinschten Eigenwerte Xi (i =1,...,n) der Matrix A4 des geschlossenen
Regelkreises kann der Vektor h’ bestimmt werden.
Fiir ein in Modalform vorliegendes System

MO .0 b
. : ) b
A= 0 Az ' b; = d.’2

. '.‘ O R .

0O ... 0 )\n bd,n

kann folgende explizite Relation fiir die gesuchten Werte h; in Abhéngikeit der Eigenwerte \;
und der Wunscheigenwerte \; angegeben werden:

1 H (X — >‘J)
hy=——1"1 i=1,2,...,n.
bii 1 (=)
i=1i#j

Hieraus ldsst sich der Zusammenhang zwischen den Modalmafien und den Werten h; erken-
nen. Wenn der Wert b, ; klein ist, erhalt man kleine Werte fiir die Modalmafie und der zugeho-
rige Wert h; ist grofs.

Die fiir die Untersuchung benoétigte Verstarkung ist durch Bilden der Quadratsumme der ein-
zelnen Elemente des n dimensionalen Vektors h

H:=h"h

definiert. Fiir die Bestimmung der Leistung wird der Regelkreis simuliert. Der aus der Simula-
tion erhaltenen Werte u; werden durch der Anzahl der Stiitzstellen N normiert, wodurch man

die Grofie
1
o 2
1=0
erhalt.
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Die beiden Grofien H und U werden fiir verschiede- .
ne Abtastzeiten T, ermittelt. Da sowohl die Funktion 0 Fu
H(T};) als auch U(T}y) von den vorgegebenen Eigen- :
werten \; der Matrix A, — bgh” abhéngig ist, werden 1
diese Funktionen fiir unterschiedliche Werte von \; er- N
mittelt. Die vorgegebenen Wunscheigenwerte A sind
gleichmafliig im Einheitskreis verteilt (vgl. Abbildung )
5.7). Realel

X X X X
X x x x i
X X X x:

Imaginérteil

x
Ix ox ox x
Pxox o ox X
X X X X
x

Abbildung 5.7: Wunscheigenwerte \;
5.3.1.1 Systeme 1. Ordnung

Fiir einen aus dem zeitkontinuierlichen System

d
d—f:am—l—du

entstandenen zeitdiskreten Simulator 1. Ordnung
Gi+1 = aqGi + bau;

konnen die Verstarkung h und die Stellgrofie u einfach berechnet werden. Man erhalt

h = fd — A und U; = MS\ZZ‘O
ba ba
bzw. . ~ .
_a(e*d—=)) a(A—e®d)
h = b (i 1) und wu; = b (i — 1) A'xo.

Die Grofle H = h? strebt fiir T; — 0 gegen Unendlich. Fiir T; — oo strebt sie dem Grenzwert

)2 g
i H(T) — <b> fur a <0

Ty—00

(%)2 fir a>0

zu. Die Funktion H(Ty) hat fiir die Abtastzeit

In A
Td,min =

ein Minimum, fiir das gilt H(Tymin) = 0. Ist T min nicht reell und positiv, dann nimmt die
Funktion H (T,;) mit zunehmender Abtastzeit ab und zeigt somit an, dass die Steuerbarkeit mit
steigendem 7, zunimmt. Das stimmt mit den aus den monoton steigenden MafSfunktionen «
und 4 erhaltenen Ergebnissen iiberein.

Die oben erwidhnte Nullstelle konnte als die Abtastzeit mit bestmoglicher Steuerbarkeit gedeu-
tet werden, da keine Stellgrofie benétigt wird, um den Systemzustand in den Ursprung zu tiber-
fiihren. Dies wird von den Maflen nicht wiedergegeben, was sich wie folgt erkldren ldsst: Die
Abtastzeit Ty i, entspricht genau der Abtastzeit, fiir die der gewiinschte Eigenwert A dem
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Eigenwert des ungeregelten Systems entspricht (A = e?T4min), Dadurch ist kein Eingriff des Zu-
standsreglers notwendig, und damit ist die Verstarkung gleich Null. Die Mafse zeigen dies nicht
an, da sie unabhéngig von der Wahl der Wunscheigenwerte sind und dieser Effekt unabhédngig
von der Giite der Steuerbarkeit des Systems ist.

Fiir die Funktion U (Ty) erhélt man

N L TONNT
U= 1 Z%Q _ z3a*(\ —e Tfi)Z((/\2~)N)\2 — 1).
N~ Nb2(evTa — 1)2(A2 — 1)

Die Funktion strebt fiir 7; — 0 gegen Unendlich und fiir T;; — oo gegen die Grenzwerte:

R2a2a2(R2)V32 — 1)

a<0: -
Nb2(A2 —1)
2 2(/32\N132
-1
R L)
Nb2(N\2 —1)

Aus der Funktion U(T,) koénnen die gleichen Schlussfolgerungen beziiglich der Monotonieei-
genschaften und der Nullstelle wie bei der Funktion H(Ty;) gezogen werden.

5.3.1.2 Systeme 2. Ordnung

Fiir Systeme 2. Ordnung wurden die Grolen H(7;) und U(Ty) nicht analytisch ermittelt, son-
dern fiir die verschiedenen Wunscheigenwerte mit Hilfe von Matlab/Simulink numerisch be-
rechnet. Im Folgenden werden die Ergebnisse anhand zweier Beispiele erldutert.

Reelle Eigenwerte: Gegeben sei das schon in Beispiel 5.2 untersuchte System

-2 0 -1

a=[o 4] =]
mit den reellen Eigenwerten \; = —2 und A\s = —1. Bei der in Abschnitt 5.2.2 durchgefiihrten
Untersuchung des diskreten Simulators 2. Ordnung wurde festgestellt, dass beide Mafse fiir
Ty — 0 gegen Null streben. Dies ldsst auch Abbildung 5.8 erkennen, da fiir 7; — 0 die Werte
von H(T;) und U(T}) ansteigen. Aus dieser Abbildung ist auch ersichtlich, dass beide Grofien
mit steigender Abtastzeit 7,; zunehmen. D.h., die Steuerbarkeit nimmt mit steigender Abtastzeit
ab. Diesen Sachverhalt gibt nur das Distanzmafs ;» korrekt wieder.
Aus Abbildung 5.8 sieht man, dass die optimale Abtastzeit 7); abhdngig von der Wahl der Ei-
genwerte \ ist. Fiir den Grofteil der vorgegebenen Eigenwerte liegt die optimale Abtastzeit im
Intervall T} € [0,2 2]. In Tabelle 5.1 sind die durch die Mafie erhaltenen optimalen Abtastzeiten
aufgelistet.
Wie aus der Tabelle ersichtlich ist, liefert nur das Distanzmafs « eine optimale Abtastzeit, fiir die
T: € 0,2 2] gilt.

Konjugiert komplexe Eigenwerte: Gegeben sei das bereits in den Beispielen 5.1 und 5.2 unter-

suchte System
-1 1 1
a0 el
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Abbildung 5.8: Diskreter Simulator: Leistung der StellgrofSe U (links) und Verstarkung H (rechts)

Tabelle 5.1: optimale Abtastzeiten (diskreter Simulator)

Maf3 T;[s] T;€[0,22]
[ 0,65 v
K 00 X

mit den konjugiert komplexen Eigenwerten A\; 5 = 1+5. In Abbildung 5.9 sind fiir den diskreten
Simulator die Grolen U und H in Abhéngigkeit der Abtastzeit 7}, fiir verschiedene Werte von
Ai dargestellt.

120

7 U N S 1

JC U0 S A S S SN B ¥ O I O 2

Abbildung 5.9: Diskreter Simulator: Leistung der StellgrofSe U (links) und Verstarkung H (rechts)

Laut Theorem 12 nach KALMAN ist das System fiir Vielfache der Abtastzeit

T
Tyx = —
w
nicht steuerbar. Die Grof8e H nimmt in der Umgebung dieser Abtastzeiten (T4 x = g = m) sehr

grofle Werte an, was auf schlechte Steuerbarkeit hinweist, wahrend in den Intervallen zwischen
diesen Abtastzeiten gute Steuerbarkeit angezeigt wird. Weiters ldsst die Funktion H(Ty) erken-
nen, dass fiir das hier betrachtete System mit steigender Abtastzeit die Steuerbarkeit in diesen
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Intervallen abnimmt und die optimale Abtastzeit im Intervall T; € [0 7] liegt. Hierbei ist die
genaue Position des Minimums abhéngig von den gewiinschten Eigenwerten ); des geschlos-
senen Kreises. Die Betrachtung der Leistung der Stellgrofie U ladsst die gleichen Schlussfolge-
rungen zu. Genau dieser Sachverhalt wird von der Funktion (7)) in Abbildung 5.5 wieder-
gegeben. Fiir dieses Beispiel liefert das Distanzmaf3 ;» die optimale Abtastzeite 7); = 0,786 im
Intervall [0 ].

Auf die Untersuchung des Steuerbarkeitsmafles x wird hier verzichtet. Bereits die vorangegan-
gen Untersuchungen haben gezeigt, dass es fiir zeitdiskrete Systeme mit konjugiert komplexen
Eigenwerten nicht geeignet erscheint, da das Maf} den Steuerbarkeitsverlust fiir Vielfache der
Abtastzeit Ty k nicht anzeigt und somit das Theorem nach KALMAN nicht wiedergibt. Dies
liegt daran, dass der Steuerbarkeitsverlust fiir Vielfache dieser Abtastzeit durch einen doppel-
ten Eigenwert hervorgerufen wird und die Modalmafse fiir diesen Fall genau genommen nicht
definiert sind.

5.3.2 Anwendbarkeit

In diesem Abschnitt werden analoge Untersuchungen mittels Zustandsregler fiir die schon in
Kapitel 4.2 benutzten Beispiele ,Wagen mit Stab”, ,,Hubmagnet” und ,, Doppelpendel” durch-
gefiihrt. Da auf die Modellbildung und die Linearisierung um einen Arbeitspunkt bereits aus-
fiihrlich eingegangen wurde, wird hier auf genaue Ausfithrungen verzichtet.

Wagen mit Stab:

Fiir den in Abbildung 5.10 dargestellten Wagen mit Stab wurde
in Abschnitt 4.2.1 ein nichtlineares Zustandsraummodell ermit- Fe
telt. Mit den Zustandsvariablen

dSD l,m
T =, T 1= E .
erhdlt man das um die Ruhelage xrp = 0 und ur = 0 linearisierte
System F z
M
f
A = 8— = [0 1] und
8X X=XR, U=UR g 0
of 0 Abbildung 5.10: Wagen mit
b = = - . Stab
au X=XR, U=UR _1

Die Matrix A besitzt die reellen Eigenwerte

A2 = +/9.

Da einer der beiden Eigenwerte positiv ist, kann man auf Grund der Ergebnisse der unter-
suchten Mafszahlen schliefSen, dass mit steigender Abtastzeit T die Steuerbarkeit des diskreten
Simulators zunimmt. Dieses Resultat kann durch die aus dem Zustandreglerentwurf ermittelte
Grofie H und der Stellleistung U bestétigt werden.
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Hubmagnet:

Als zweites Beispiel werden die Steuerbarkeitsmafse des ]

in Abbildung 5.11 dargestellten Hubmagneten fiir ver- I
schiedene Kugelmassen untersucht. Fiir dieses Labor- Ea—" l“
modell wurde in Abschnitt 4.2.2 das um die Ruhelage ]

T
M M
XR = [yR,(L \/ g?/R] ;  ur = Rygr\/ =4
c c |}4§

Abbildung 5.11: Hubmagnet
linearisierte Modell

1 0 0
A= yZ—Z 0 —21\/57| und b= |0
2 1

0 % CMg - L

ermittelt. Das System besitzt drei reelle Eigenwerte, von denen einer positiv ist. Wir wissen,
dass das zu diesem positiven Eigenwert gehorende Steuerbarkeitsmafs « fiir T; — oo gegen
Unendlich strebt. Fiir das Distanzmaf3 p ist fiir dieses System keine analytische Losung vor-
handen, jedoch zeigt die numerische Losung im Gegensatz zum Steuerbarkeitsmafs «, dass die
Steuerbarkeit mit steigender Abtastzeit abnimmt.

Um diese Ergebnisse genauer zu untersuchen, wurden folgende Experimente durchgefiihrt
(siehe [8]): Fiir das linearisierte System wurden fiir unterschiedliche Abtastzeiten und Wunsch-
eigenwerte Zustandsregler entworfen und mit dem linearisierten Modell simuliert. Durch die
aus dieser Simulation ermittelten Funktionen H (7;) und U(7,;) wurde der durch das Distanz-
maf3 berechnete Steuerbarkeitsverlauf bestitigt. Weiters wurde die Funktion U(Ty) an der rea-
len Strecke ermittelt. Dadurch konnte folgendes festgestellt werden: Die Leistung U wird durch
mehrere Faktoren beeinflusst, die durch das Distanzmaf$ nicht wiedergegeben werden. Diese
sind unter anderem die Nichtlinearitdt des Systems, die starke zeitliche Veranderung des Spu-
lenwiderstands durch Erwdarmung sowie Windup Effekte. Durch die Regelung mit einem in-
tegrierenden Zustandsregler mit Anti-Windup nach HIPPE wurden die Auswirkungen einiger
dieser Faktoren reduziert und ein der Simulation dhnliches Verhalten des Verlaufs der Leistung
erzielt.

Doppelpendel:

Fiir das Doppelpendel geméfs Abbildung 5.12
wurde in Abschnitt 4.2.3 durch Linearisierung
um die instabile Ruhelage xz = 0 und durch
Einfiihren der Konstanten

My = 3mamg + mima + 4mq? + 16mymg,

My = 5mymsa + 4mq? + mo?, F z
M3 = 3moms + 4mims + mimo + m12 und
My = 3mgms + mq1 mo +4m12 + 16 m1 m3
das System

by,my

Abbildung 5.12: Doppelpendel
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i 0 0 0 1 0 0 ]
0 0 0 01 0
0 0 0 0 0 1
A = | 3g(Ma4+4moms+4mims) __ 9mamag 3c(4mi+ma) 00 3k(4mi+ma) ,
11 My 11 M, 11 My 11 My
__ 9msg(ma+m1) 3gM3 3mic 00 3mik
lo M1y lo My lo My lo My
_ 3gMy _ 3mimag _ c¢(16m31+3m2) 00 — k(16m1+3ma)
L My My My My B
_ 0 -
0
0
b= | 3(matdam) und C =E.
1My
_ 3mg
1M,
16mq1+3mao
L My n

ermittelt. Fiir die in Anhang B angefiihrten Parameterwerte besitzt das System ein konjugiert
komplexes Eigenwertpaar

Ase = —0,42 4 50,79.
Laut dem Satz von KALMAN ist der diskrete Simulator fiir die Abtastzeiten

™ .
Tyxk = ]{10’79 mit £=1,2,3...

= {3,99;7,98;...}

nicht steuerbar. Keines der Steuerbarkeitsmafse x; wird fiir die oben angefiihrten Werte von
Ty k zu Null, weshalb der Steuerbarkeitsverlust nicht korrekt wiedergegeben wird. Fiir dieses
Beispiel ist auch das numerisch ermittelte Distanzmaf3 nicht konsistent zu den KALMANschen
Begriffen. Dies liegt daran, dass die Systemmatrix A positive Eigenwerte besitzt, wodurch die
Elemente der Matrix A, = eAT¢ mit grofler werdender Abtastzeit sehr groe Werte annehmen.
Dadurch sind die numerischen Fehler sehr grof3.

Fiir Abtastzeiten T;; > 1,6 liefert auch die numerische Auswertung des KALMAN-Kriteriums
das falsche Ergebnis, dass das diskretisierte System nicht steuerbar sei.

54 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde fiir den diskreten Simulator der Einfluss der Abtastzeit Ty auf die
Steuerbarkeit untersucht und sofern moglich die optimale Abtastzeit 7} analytisch ermittelt.

Fiir den diskreten Simulator konnen die optimalen Abtastzeiten fiir Systeme 1. und 2. Ordnung
in den meisten Féllen analytisch berechnet werden. Fiir ein konjugiert komplexes Eigenwert-
paar der Matrix A gibt nur das Distanzmafs ;» den durch den Satz von KALMAN beschriebenen
Steuerbarkeitsverlust fiir Vielfache der Abtastzeit Ty i korrekt wieder. Da diese Diskretisie-
rungsmethode das System ,strukturerhaltend” diskretisiert, konnen auch fiir Systeme hoherer
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Ordnung die Mafsfunktionen bzw. die optimalen Abtastzeiten fiir das Modalmaf « fiir die ein-
zelnen Eigenwerte direkt angegeben werden. Um die optimale Abtastzeit fiir das Gesamtsy-
stem zu ermittelt, miissen entweder die einzelnen Funktionen geeignet zusammengefasst oder
das Distanzmaf’ ;1 verwendet werden. In beiden Féllen kann eine analytische Losung nicht an-
gegeben werden.

Die Mafse liefern meist sehr unterschiedliche Ergebnisse, weshalb die ermittelten optimalen
Abtastzeiten mit den durch Simulation erhaltenen Gréfien H und U verglichen wurden. Be-
trachtet man die Beispiele aus Abschnitt 5.3.1.2 erkennt man, dass nur das Distanzmafs mit der
Simulation tibereinstimmende Ergebnisse liefert. Nur das Distanzmaf$ zeigt fiir den diskreten
Simulator im Falle konjugiert komplexer Eigenwerte den Steuerbarkeitsverlust laut Theorem
nach KALMAN korrekt an.

Mit Hilfe der hier erhalten Ergebnisse konnen meist nur fiir Systeme 1. und 2. Ordnung oder
fiir diskretisierte Systeme, dessen zugehoriges kontinuierliches System Eigenwerte mit posi-
tiven Realteil besitzt, Aussagen iiber die optimale Abtastzeit T; getroffen werden, ohne die
Mafifunktionen berechnen bzw. die optimale Abtastzeit algorithmisch ermitteln zu miissen. Bei
der algorithmischen Bestimmung der optimalen Abtastzeit 7); hat sich die BEGS-Methode als
ein gutes Werkzeug erwiesen. Die Simulationen zeigen, dass fiir einen Zustandsregler die opti-
male Abtastzeit auch von den Eigenwerten des geschlossenen Kreises abhédngig ist, die von den
Maf3en jedoch nicht berticksichtigt werden. Aus diesem Grund kann die durch die Mafie ermit-
telte optimale Abtastzeit nicht unmittelbar mittels den Funktionen U (7};) und H (7}) tiberpriift
werden.

Die Anwendungsbeispiele haben gezeigt, dass das Distanzmaf ; in den meisten Fillen Ergeb-
nisse liefert, die mit den aus der Simulation erhaltenen Werten H und U besser iibereinstimmen
als die der Steuerbarkeitsmafle x; nach LITZ.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass bei der Wahl der Abtastzeit einige Aspekte zu
berticksichtigen sind. Diverse physikalische und technische Einschrankungen (Hardware, Ali-
asing Effekt, Berechnungsdauer des Regelgesetzes, ...) miissen beachtet werden. In den hier
durchgefiihrten Experimenten wurde die Abtastzeit beziiglich dem maximalen Wert von Steu-
erbarkeitsmafien optimiert. Analog ist nattirlich auch eine Optimierung beziiglich des Beob-
achtbarkeitsmafies denkbar. Damit stellt sich die Frage, ob beziiglich der Steuerbarkeit, der Be-
obachtbarkeit oder einer Kombination der beiden Eigenschaften optimiert werden soll.

Fiir die Ermittlung der optimalen Abtastzeit des Gesamtsystems erweist sich das Distanzmaf’
als das Effizienteste der hier untersuchten MafSzahlen. Das Maf3 p ist konsistent mit dem Steuer-
barkeitsverlust nach KALMAN und kann z.B. mit dem Trisection-Algorithmus in Verbindung
mit GUs Test zuverlédssig ermittelt werden. Das Distanzmaf3 hat den Nachteil, dass in den mei-
sten Fillen keine analytische Losung fiir das Mafs und somit auch fiir die optimale Abtastzeit
vorhanden ist. Jedoch liefert die Maximumsuche der Funktion p(7y) mittels der BFGS meist
gute Ergebnisse.

Auf Grund der strukturerhaltenden Transformation konnen die Steuerbarkeitsmafse x; nach
LITZ fiir die einzelnen Systemteile auch fiir Systeme hoherer Ordnung analytisch ermittelt
werden. Dadurch kann das Steuerbarkeitsverhalten bzw. die optimale Abtastzeit fiir einen be-
stimmten Eigenwert sehr einfach ermittelt werden. Bei diesem Mafs muss jedoch beachtet wer-
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den, dass nicht fiir alle Vielfache der Abtastzeit T;; i der Steuerbarkeitsverlust korrekt angezeigt
wird.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im Allgemeinen ist festzuhalten, dass alle Mafie Vor- und Nachteile besitzen und dass bei be-
stimmten Systemen Schwierigkeiten auftreten oder falsche Ergebnisse erhalten werden kénnen.
Aus diesem Grund ist es ratsam, sich die Struktur des Systems genau anzusehen, bevor man
sich fiir ein bestimmtes Steuerbarkeitsmaf entscheidet. Meist gibt eine konkrete Anwendung
die am ehesten zu benutzende Maf3klasse bereits vor (siehe Abschnitt 4.3).

Die Modalmafie zeichnen sich durch ihre einfache Berechenbarkeit aus. Sie sollten jedoch nur
im Fall von einfachen Eigenwerten angewendet werden, da sie bei einem Steuerbarkeitsver-
lust auf Grund von inneren Verkopplungen hervorgerufen durch mehrfache Eigenwerte kei-
ne konsistenten Ergebnisse liefern. Die fehlende Konsistenz macht sich jedoch auch bei nahe
aneinander liegenden Eigenwerten bemerkbar, da in diesem Fall hohe Mafizahlen eine gute
Steuerbarkeit vortduschen. Es ldsst sich leider keine generelle Aussage tiber den notwendigen
Abstand der Eigenwerte treffen, ab dem die Inkonsistenz der Mafse keinen Einfluss mehr hat
(vgl. Abschnitt 2.4 Beispiel 2.2).

Weiters treffen die Mafle Aussagen im Modalraum, wodurch aus den Ergebnissen nicht immer
auf die Steuerbarkeit der physikalischen Grofien geschlossen werden kann. Jedoch konnen sie
wie am Beispiel ,Doppelpendel” zu sehen, einen guten Einblick in die einzelnen Systemteile
liefern.

Das Ma88 x5 nach LUCKEL und MULLER erweist sich wegen der Kopplung zwischen Steu-
erbarkeit und Stabilitét als nicht sinnvoll, da diese einerseits zu unerwiinschten Verzerrungen
fiihrt und anderseits die beiden Systemeigenschaften prinzipiell von einander unabhangig sind.
Die Polempfindlichkeitsmafie .S, s nach LITZ und das Regelbarkeitsmafs p nach HIPPE liefern
pro Eigenwert fiir jedes Eingangs-Ausgangspaar einen Wert. Dadurch erhélt man mn Mafszah-
len. Dies kann vor allem bei Mehrgrofiensystemen hoherer Ordnung schnell sehr uniibersicht-
lich werden.

Die hier vorgestellten Energiemafie sind konsistent zu den KALMANSschen Begriffen. Der Nach-
teil dieser Mafle ist die im Vergleich zu den Modalmafien aufwendigere Berechnung, da die
GRAMSsche Matrix bestimmt werden muss. Das Invertieren der GRAMschen Matrix Qg ist vor
allem fiir Systeme hoherer Ordnung aufwendig, und die Mafizahlen liefern keine zufrieden
stellenden Ergebnisse, wenn die Matrix ,nahezu singuldr” ist. Der Vorteil dieser Mafie besteht
darin, dass direkt die Steuerbarkeit der physikalischen Zustandsvariablen bewertet wird. Da
die Mafse die Steuerbarkeit der Zustandsvariablen in den Ursprung bewerten, besteht auch
hier eine Kopplung zwischen Steuerbarkeit und Stabilitat.
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Durch die Bestimmung von pc kann ein solcher Einblick ins Innere des Systems nicht erfolgen,
dafiir liefert dieses Mafs einen Gesamteindruck tiber das Steuerbarkeitsverhalten des Systems.
Die Anwendungsbeispiele zeigen, das der Trisection-Algorithmus ;. am zuverlédssigsten be-
stimmt und durch die Toleranzschranke tol einstellbare und sehr enge Schranken liefern kann.
Auch mittels der KRONECKER-Form kénnen die obere und untere Schranke von ¢ zuverlas-
sig bestimmt werden. Die Beispiele haben gezeigt, dass die KCF eine sehr gute obere Schranke
liefert, wahrend die untere Schranke in einigen Fillen deutlich kleiner ist als das Distanzmaf3
pc. Dieser Algorithmus hat jedoch gegeniiber dem Trisection-Algorithmus den Vorteil, dass er
um ein Vielfaches schneller ist (vgl. Tabelle 3.3). Die BEGS-Methode liefert dhnlich gute Schran-
ken wie der Trisection-Algorithmus und ist um einiges schneller, kann aber im Falle ungiin-
stiger Startwerte falsche Ergebnisse liefern. Die auf der Eigenwertabschitzung nach HE basie-
rende Bestimmung von pc liefert im Allgemeinen auch gute Ergebnisse, hat aber im Falle von
mehrfachen Eigenwerten Schwierigkeiten, da fiir diesen Fall die Modalform nicht definiert ist.
Der Algorithmus von GAO und NEUMANN erweist sich als nicht sinnvoll, da er auf Grund
der fix vorgegebenen Gitterpunkte ungenaue und nicht konsistente Ergebnisse liefert.

Wie bereits erwéhnt ist fiir die Bestimmung von ;g nur die reelle Achse des Pseudospektrums
relevant. Dadurch ergeben sich fiir die Suche nach dem globalen Minimum einfachere Algo-
rithmen, welche um ein Vielfaches schneller sind als die Algorithmen zur Bestimmung von sc.
Am zuverldssigsten kann das Mafs yr durch den von GAO und NEUMANN vorgestellten Al-
gorithmus und durch die Nullstellensuche von f(s) bestimmt werden.

Die in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten oberen Schranken fiir i spiegeln zwar in einigen Fallen
den Verlauf der Anderung der Steuerbarkeit richtig wieder, liefern aber meist viel zu hohe
Werte. Die Berechnung mittels Stufenform liefert in vielen Fillen konstante Ergebnisse und
erweist sich deshalb als nicht sinnvoll, da in diesen Féllen keine Aussagen iiber den Steuerbar-
keitsverlauf gemacht werden konnen. Auch die Bestimmung von yz mittels Quasi-KALMAN-
Zerlegung liefert in einigen Féllen unbrauchbare Ergebnisse. Der Nachteile der Ermittlung des
Distanzmafles ;1 mit Hilfe der Formel nach GAHINET besteht darin, dass dafiir der Wert u¢
benotigt wird. Auch wird fiir den Fall i # pr der Verlauf von pg nicht korrekt wiedergeben.

Fiir die einfachen Methoden zur Abschédtzung des Distanzmafle 1 konnen die erhaltenen Er-
gebnisse wie folgt zusammengefasst werden: Bei allen in den vorherigen Abschnitten durchge-
fiihrten Beispielen liefert der kleinste Singuldrwert oni, der Steuerbarkeitsmatrix S,, Werte in
der Groflenordnung von pic, es gilt aber nicht po < oyin. LA. gibt o1in(S,) den Steuerbarkeits-
verlust korrekt wieder. Wie im Beispiel aus der Einleitung gezeigt, kann es jedoch passieren
das omin auch fiir ein steuerbares System auf Grund von numerischen Ungenauigkeiten zu
Null wird. Ein sehr gutes Ergebnis fiir die einfache Abschédtzung des Distanzmafies liefert die
Schranke py. Diese Abschdtzung stellt als einzige der vorgestellten einfachen Methoden eine
obere Schranke dar und ist in vielen Fillen gleich dem Distanzmaf3 ;ic. AufSerdem zeigt sie in
den untersuchten Beispielen den Steuerbarkeitsverlust immer korrekt an.

Am Beispiel ,,Wagen mit Stab” in Abschnitt 4.2.1.5 wurde gezeigt, dass durch die Linearisie-
rung des Systems Informationen iiber die Steuerbarkeit des nichtlinearen Systems verloren ge-
hen. Daher erscheint eine Mafsdefinition die direkt die Steuerbarkeit eines nichtlinearen Sys-
tems quantifiziert sinnvoll und stellt ein interessantes Forschungsgebiet dar.
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In den folgenden Abschnitten werden Bereiche vorgestellt, auf welche die Idee der Quantifi-
zierung der Steuer- und Beobachtbarkeit angewendet werden kann. Wie die in dieser Arbeit
untersuchten MafSe fiir LZI-Systeme auf diese Bereiche adaptiert werden konnen, stellen wei-
tere interessante Forschungsgebiete dar.

6.1 Eingangs- Ausgangssteuerbarkeit

Die in dieser Arbeit betrachtete Zustandssteuerbarkeit impliziert nicht, dass ein System auch
von einem praktischen Gesichtspunkt aus steuerbar ist. Manche Systeme, die zwar theoretisch
steuerbar sind, konnen in der Praxis auf Grund von physikalischen Grenzen wie z.B. Stellgro-
flenbeschrankungen, Messungenauigkeiten etc. dennoch nicht steuerbar sein. Umgekehrt gibt
es auch Systeme, die im praktischen Sinne steuerbar sind, obwohl sie nicht zustandsteuerbar
sind, da z.B. das Verhalten der nichtsteuerbaren Zustidnde aufierhalb der Systemgrenzen liegt
oder diese nicht von praktischer Bedeutung sind. Diese Steuerbarkeit im praktischen Sinne, die
sogennante Eingangs-Ausgangssteuerbarkeit, wird in [41] wie folgt definiert: Eingangs- Aus-
gangssteuerbarkeit ist die Fahigkeit, eine akzeptable Reglerperformance zu erreichen. D.h., die
Ausganggrofie y oder den Regelfehler e trotz unbekannter, aber begrenzter Ungenauigkeiten,
wie z.B. Streckenverdnderungen oder die Storung d, mit den zur Verfiigung stehenden Ein-
gangsgrofien u und Messgroflen y,,, und d,,, in vorgegebenen Grenzen zu halten. In anderen
Worten heifst das, dass die Strecke dann eingangs-ausgangssteuerbar ist, wenn ein Regler exi-
stiert, der es ermoglicht, die Strecke mit den vorhandenen Eingangsgrofien und Messgrofien
und fiir alle zu erwartenden Streckenschwankungen und Storeinfliisse zu regeln.

Die in dieser Arbeit betrachteten Steuerbarkeitsmafse geben nur einen Einblick auf das System-
verhalten beziiglich der Zustandssteuerbarkeit, lassen aber die praktischen Gesichtspunkte au-
Ber Acht.

6.2 Perspektivische Beobachtbarkeit

In [17] wird der Begriff perspektivische Beobachtbarkeit erstmals allgemein eingefiihrt:

Definition 3 (Perspektivische Beobachtbarkeit): Ein lineares, zeitinvariantes System wird per-
spektivisch beobachtbar genannt, wenn aus der Kenntnis von y(¢) bis auf d Dimensionen in ei-
nem endlichen Zeitintervall [0 7] der unbekannte Anfangszustand x(0) bis auf d Dimensionen
bestimmt werden kann.

Es sei p die Anzahl der Ausgédnge des Systems. Dann sind im Gegensatz zur Beobachtbarkeit
nur p — d Dimensionen d.h. eine Projektion des Ausgangsvektors bekannt. Da nur diese Projek-
tion zur Verfiigung steht, ermittelt man eine Projektion des Anfangszustandes des Zustands-
vektors auf n — d Dimensionen.

Das Konzept der perspektivischen Beobachtbarkeit findet vor allem im Bereich des maschinel-
len Sehens Anwendung. Dort werden dreidimensionale Objekte der Umgebung auf einen zwei-
dimensionalen Bildschirm projiziert, d.h., von einem 3-dimensionalen Vektor sind im Rechner
nur noch 3 — 1 Dimensionen bekannt. Da nur die Projektion des Ausgangsvektors bekannt ist,
gentigt es, eine Projektion des Anfangszustandes des Zustandsvektors auf n — d Dimensionen
zu ermitteln.
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Einen weiteren Anwendungsfall fiir die perspektivische Beobachtbarkeit stellen Systeme mit
einer rationalen Funktion am Ausgang dar. Der Ausgang

C11T1 + C12%2 + €133
C21%1 + C220%9 + C2313

kann als Steigung des Vektors [y; y2]” betrachtet werden:

T
Y| _ C | mit C = €11 €12 (€13 '
Y2 C21 €2 C23

L3

D.h. man kennt die Projektion y = z% Perspektivische Beobachtbarkeit bedeutet in diesem Fall,
dass aus der Kenntnis von y(t) die Richtung bzw. die Projektion des Anfangszustandes ermit-
telt werden kann.

Zur Uberpriifung der perspektivischen Beobachtbarkeit existieren dem HAUTUS-Kriterium
dhnliche Kriterien. In [45] wird gezeigt, wie die Uberprl'ifung von unendlich vielen Parametern
auf eine endliche Menge reduziert und somit in der Praxis angewendet werden kann. Weiters
wird erldutert, wie die Idee des Distanzmafies auf die perspektivische Beobachtbarkeit erwei-

tert werden kann, um auch diese quantitativ bewerten zu konnen.



Anhang A

Definitionen und Erlduterungen

A.1 Pseudospektrum

Es sei A eine (n,n)-Matrix. Fir die Eigenwerte von A gilt
A(A) ={s € C:det(sE — A) =0}.

Dies entspricht den Punkten s in der komplexen Ebene, fiir die (sE— A)~! nicht definiert ist. An
diesen Punkten strebt die Norm von (sE—A)~! gegen Unendlich. Es ist nun auch von Interesse,
das Verhalten von ||(sE—A)~!|| in der Umgebung dieser Unstetigkeitsstellen zu betrachten. Das
fiihrt zu folgender Definition des Pseudospektrums [12]:

A(A):={seC:|(sE-A)| >} (A1)

fiir reelle € > 0. Das Pseudospektrum kann auch dquivalent zu (A.1) anhand der Eigenwerte
von mit Storungen behafteten Matrizen definiert werden:

A(A):={seC:secA(A+5A) mit|5A] > €.

Zur Veranschaulichung wird als Beispiel das Pseudospektrum einer mit Zufallszahlen gefiillten
(50,50)-Matrix berechnet. Das Pseudospektrum wurde mit Hilfe von EigTool [52] in Matlab er-
stellt und ist in Abbildung A.1 dargestellt. Die reelle Achse ist in x- und die imagindre Achse in
y-Richtung aufgetragen. Die schwarzen Punkte stellen die Eigenwerte in der komplexen Ebene
dar und die Farbskala zeigt die logarithmisch skalierten e-Werte an. Abbildung A.1 kann fol-
gendermafien gedeutet werden: Wird die Matrix mit einer Storung der Norm 0,1 beaufschlagt,
liegen die Eigenwerte der gestorten Matrix innerhalb der orangefarbenen Kurve. Deutet man
die e-Linien als Hohenschichtlinien, kann ein 3D-Gebirge erstellt werden, dessen Suprema den
Eigenwerten entsprechen.

Fiir das Problem der Berechnung der Grofle ;1 nach Relation 3.3 wird das Pseudospektrum
dhnlich definiert:

{s € C: omin([sE — A,B]) <¢}.

Hierbei handelt es sich nicht mehr um eine quadratische, sondern um eine rechteckige Matrix,
deren Pseudospektrum weit weniger gut verstanden ist. Einige der Theoreme fiir das Pseudo-
spektrum quadratischer Matrizen konnen zwar auf rechteckige Matrizen iibertragen werden,
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Ima Real

Abbildung A.1: Pseudospektrum einer (50, 50)- Abbildung A.2: Pseudospektrum einer (50, 50)-
Matrix Matrix in 3D

jedoch unterscheiden sich die mathematischen Methoden bei der Untersuchung des Pseudo-
spektrums rechteckiger Matrizen stark von denen der quadratischen. Beispielsweise ist fiir eine
quadratische Matrix A die Resolvente (sE — A)~! eine analytische Funktion in s fiir s ¢ A(A),
|(sE — A)~1| erfiillt das Maximumprinzip und Projektionen und andere Matrizenoperatio-
nen konnen durch CAUCHY Integrale berechnet werden. All diese Eigenschaften treffen im
rechteckigen Fall nicht mehr zu, was darauf zurtickzufiihren ist, dass die Pseudoinverse einer
rechteckigen Matrix M durch M+ = (M7 M)~!M# berechnet wird [51].

A.2 KALMAN-Zerlegung

Die KALMAN-Zerlegung erfolgt durch eine reguldre Zustandstransformation x = Tz eines
Systems der Form

d
d—}t{:Ax—i—Bu.

Der dadurch entstandene Vektor z kann in vier Teilvektoren zerlegt werden
z = (235,258,235, %3p)
so dass
zg die steuerbaren, aber nicht beobachtbaren Zustande,
zgp die steuer- und beobachtbaren Zustinde,
zg die nicht steuer- und nicht beobachtbaren Zustiande,
zgp die nicht steuerbaren, aber beobachtbaren Zustande,

enthilt. Das transformierte System besitzt folgende Struktur:

Asg A Az Ay Bgp
dz . 0 ASB 0 A24 BSB
dt 0 0 AS’B Asy 2t 0

0 0 0 A§B 0

y = [0 Csp O CgB]Z.
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Die Teilsysteme (A gz,Bgz) und (Asp, Bgp) sind steuerbar, und die Teilsysteme (Agg, Csp)
und (A gp, Csp) sind beobachtbar (vgl. Abbildung A.3).

-,
} (A51§7 BSE! 0) (__
.| X
iAaz Az Ay
> (Asz, Bss, Csa)
<
Y
(Agﬁz 0, 0)
1 Agy Aoy
(A§B7 0, C§B)

Abbildung A.3: KALMAN-Zerlegung

Durch die KALMAN-Zerlegung kann ein nicht steuerbares System in ein steuerbares und ein
nicht steuerbares System aufgeteilt werden:

dz o AS A12 BS
dr I: 0 Ag z+ 0 u
y = [Cl CQ] .

Analoges gilt fiir ein nicht beobachtbares System.

A.3 KRONECKER kanonische Form

Durch die Transformation eines sogenannten Matrizenbiischels F + sG in die KRONECKER ka-
nonische Form
U Y(F+5sG)V=S+sT

erhilt man eine Zerlegung in ein sogenanntes singuldres und reguléres Biischel.
Definition 4: Ein Matrizenbiischel F + sG vom Typ (m/, n’) heif3t requlir, wenn
1. F und G quadratische Matrizen n/-ter Ordnung sind und

2. die Determinante von F + sG nicht identisch Null ist.
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In jedem anderen Fall

1. m’ # n’ oder

2. m' = n/, aber die Determinante des Biischels F + sG ist identisch Null
heifit die Matrix F + sG singulir [15].

Die beiden nun folgenden Sétze geben an, wie regulédre und singuldre Biischel weiter unterteilt
werden konnen.

Lemma 13 (reguldre Biischel): Jedes regulére Biischel F + sG kann in die Form

- Ny, -

U (F+5G)V=S8S+sT=

J+sE |
transformiert werden. Die ersten [ Diagonalelemente entsprechen den unendlichen Elementar-

teilern des Biischels F + sG. Das letzte Diagonalelement J + sE ist durch die endlichen Ele-
mentarteiler' des betrachteten Biischels eindeutig definiert.

Die Matrix J ist die sogenannte JORDAN kanonische Form, die folgende Struktur besitzt:

A1
J; v
1, 0 N 1000
0 3, 0 N1

Unendliche Elementarteiler und somit N Blocke existieren genau dann, wenn die Determinante
der Matrix G gleich Null ist.

Es sei r der Rang des Biischels, d.h. die maximale Ordnung der nicht identisch verschwinden-
den Minoren. Fiir ein singulédres Biischel F + sG vom Typ (m/,n’) gilt, dass stets mindestens
eine der Ungleichungen r < n/ bzw. r < m’ erfllt ist.

Gilt r < n/, dann sind die Spalten des Biischels linear abhingig, d.h. die Gleichung

(F+sG)x=0

besitzt eine nichttriviale Losung. Die folgenden Betrachtungen beschranken sich auf solche Lo-
sungen x(s) von (A.3), die Polynome in s sind.

Fiir die Berechnung von Elementarteiler wird auf [15] verwiesen.
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Lemma 14 (singulire Biischel): Besitzt Gleichung (A.3) eine Losung x(s) minimalen Grades €;
und ist €; > 0, so kann das vorgegebene Biischel F + sG in ein Biischel der Form

_|Le 0
S+ST_|:O F1+SG1:|
mit der (e, €; + 1)-Matrix
s 1
s 1 0
L61 = .. .
0 s 1

tiberfiihrt werden. Die Gleichung (F; + sG1)x = 0 besitzt keine Losung, deren Grad kleiner als
€1 ist.

Besitzt Gleichung (F; + sG1)x = 0 eine nichttriviale Losung minimalen Grades e, (dabei gilt
€2 > €1), so kann durch Anwendung von Lemma 14 das Biischel F; + sG; erneut unterteilt
werden. Durch wiederholtes Anwenden dieses Prozesses, wird das gegebene Biischel F + sG

in die Form
L,

L., 0

S+ sT = r<n (A.2)

0 L.
L F,+sG, |

tiberfiihrt. Dabei gelten die Beziehungen 0 < €; < e < - -+ < ¢,,. Die Gleichung (F,,+sGp)x = 0
besitzt keine nichttriviale Losung.

Gilt » < m’/, dann sind die Zeilen des Biischels F + sG linear abhéngig und das transponierte
Biischel F7 + sG” kann in die Form (A.2) iiberfithrt werden. Die Werte €1, €a, . . ., ep werden in
diesem Fall mit 0 < gy <1y < --- < 7, bezeichnet. Man erhalt

T
L,
T
LT 0
S+ sT = r<m.

0 Lgp

P

Fp+sGy |

Um die minimalen Grad des Polynoms x(s) aus Gleichung (A.3) und somit den Parameter ¢;
bzw. n; zu bestimmen, muss die Gleichung nicht gelost werden, sondern kann mit Hilfe des
folgenden Lemmas bestimmt werden:

Lemma 15: Die Zahl ¢ ist der kleinste Wert des Index k, fiir den in den Relationen
pr < (E+1)n
das Ungleichheitszeichen gilt.

Zusammenfassend kommt man zu dem Ergebnis, dass jedes (m/, n')-Matrizenbiischel F + sG
in die KRONECKER kanonische Form S + sT, bestehend aus den Blocken L?, L, N und J + sE,
transformiert werden kann (siehe Abbildung A.4).
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(m/,n’)-Matrizenbiischel

F+sG
(n,n)-reguléres Biischel (m, n)-singuléires Biischel
S+sT S+sT
unendliche Elementarteiler endliche r<mn r<m
(existieren, wenn det(G = 0)) Elementarteiler Spalten linear abhéingig Zeilen linear abhéingig

N, J+sE L Ly

Abbildung A.4: Zerlegung in KRONECKER kanonische Form (KCF)

A.4 Storungstheorie

Die Storungstheorie beschiftigt sich mit der Frage, wie sich eine , Funktion” verandert, wenn
auf das Argument der Funktion eine Storung wirkt. Hierbei kann es sich bei der genannten
Funktion um ein Polynom, eine Matrix oder auch ein Differentialgleichungssystem handeln.
Das Ergebnis einer Storungsanalyse kann entweder eine Approximation der Stérung oder eine
obere Schranke fiir die Storung sein. Eine Storungsapproximation schétzt die Storung in Form
von Funktionstermen in Abhédngigkeit der bekannten Storung im Argument. Die Untersuchung
von Schranken zur Storungsabschédtzung startet mit einer bekannten Beschrankung der Storung
im Argument und nutzt diese zur Ermittlung von Schranken fiir die Funktionswerte.

Betrachtet man die Definition des Distanzmafses nach PAIGE (siehe Gleichung (3.2)), konnen
die Matrizen JA und /B als Storung des Systems (A, B) aufgefasst werden. Wird das Distanz-
maf3 1 von diesem Blickwinkel aus betrachtet, konnen die Erkenntnisse der Matrix Storungs-
theorie zur Ermittlung von Schranken fiir i« benutzt werden. In dieser Theorie wird eine Matrix
A betrachtet und untersucht, wie sich z.B. die Eigenwerte oder die Singuldrwerte der gestorten
Matrix A := A+A verhalten. Die fiir das Distanzmaf relevanten Theoreme der Stérungstheorie
werden in diesem Abschnitt erlautert (fiir ausfiihrlichere Informationen siehe z.B. [3, 46, 50]).

A.4.1 Das BAUER-FIKE-Theorem

Das BAUER-FIKE-Theorem gibt eine Schranke fiir die Eigenwerte der gestorten Matrix A =
A+ Aan.

Theorem 16 (BAUER-FIKE): Es sei Q eine reguldre Matrix. Wenn X ein Eigenwert der Matrix
A und kein Eigenwert der Matrix A ist, dann gilt

1QY (A -AE)!Q| ! <|Q'AQ]. (A.3)

Aus diesem Theorem lésst sich das vereinfachte Theorem fiir diagonalisierbare Matrizen direkt
ableiten. Die Matrix A sei diagonalisierbar, d.h. X;AXr = A mit X7, = X;il und A = diag(\;).
Durch Einsetzen von Q = Xp in Gleichung (A.3) erhdlt man

I(A = XE) ! 7! < XL AXE].
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Daraus ergibt sich fiir das BAUER-FIKE-Theorem:

Theorem 17 (BAUER-FIKE (fiir eine diagonalisierbare Matrix)): Es sei A eine diagonalisier-
bare Matrix. Dann existiert fiir jeden Eigenwert A € A(A) ein Eigenwert A € A(A) so, dass
gilt )

A=Al < K(XR)[A]l

mit der Konditionszahl K (Xg) = [|Xg]|||IXL]|-

Dieses Theorem liefert eine obere Schranke fiir den Abstand zwischen den Eigenwerten der
Matrix A und den Eigenwerten der gestrten Matrix A = A + A. Diese ist nicht nur von der
Storung A abhingig, sondern auch von der Konditionszahl K (Xg). Ist die Konditionszahl und
somit die obere Schranke klein, spricht man von einem gut konditionierten Problem. Unitére
Matrizen haben die Konditionszahl Eins. Somit sind normale Matrizen gut konditioniert, da
sich diese durch eine unitidre Transformation diagonalisieren lassen.

A4.2 Das WIELANDT-HOFFMANN-Theorem und seine Konsequenzen

In diesem Abschnitt werden weitere Theoreme zur Abschdtzung von Eigen- und Singuldrwer-
ten vorgestellt. Hierfiir werden die Eigenwerte bzw. Singuldrwerte folgendermafien geordnet:

Re{)\n} <..- < Re{/\g} < Re{/\l} bzw. onp << o9 < 0.

Theorem 18 (WIELANDT-HOFFMANN): Es seien A und A normale Matrizen. Es existiert ei-
ne Permutation 7 (7 = 1,2, ...,n) so, dass

n
S Py~ AP <A AR = A} mit i=1,....n
=1

gilt.

D.h., die Eigenwerte der Matrix A und die der gestorten Matrix A konnen so geordnet werden,
dass die Quadratsumme der paarweisen Abstdnde kleiner ist als das Quadrat der Stérung.

Ist A hermitesch, ergibt sich als Speziallfall des WIELANDT-HOFFMANN-Theorems folgende
Abschétzung:

n
i AP<A-AlE=]AlF mit i=1,...,n.
i=1
Fiir die Abschdtzung der Eigenwerte storbehafteter, unitarer Matrizen existiert nachfolgendes
Theorem.

Theorem 19 (WEYL): Es seien A und A unitire Matrizen und || - || sei invariant gegeniiber
unitdren Transformationen. Dann gilt die Ungleichung

Idiag(|Ai = X)II < A

Fiir die Frobeniusnorm folgt obiges Theorem direkt aus dem WIELANDT-HOFFMANN-Theo-
rem. WEYL hat gezeigt, dass es auch fiir die Spektralnorm gilt. MIRSKY hat das Theorem fiir
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alle gegentiber unitdren Transformationen invarianten Normen bewiesen.
Aus dem WEYL-Theorem folgt die Ungleichung

A =Xl < Al

Fiir die Abschidtzung von Singuldrwerten existiert folgendes, zum WEYL-Theorem analoges
Theorem:

Theorem 20 (MIRSKY): Fiir alle Normen || - ||, die invariant gegeniiber unitdren Transforma-
tionen sind, gilt
[diag(loi — )| < [[A]-

Aus diesem Theorem folgt
lo; — &l < Al



Anhang B

Parameterwerte

Fiir die Beispiele ,Hubmagnet” und ,Doppelpendel” wurden folgende Parameterwerte ange-
nommen:

Hubmagnet: Doppelpendel:
g = 98lms?
g = 98lms~2 Z; z ;ii
¢ = 0,00013632kgm’s A2 my = 10kg
m = 0,06687kg L~ om
L = 1,08H L~ 5m
ko= 180 c = 10kg1rn_1
k = 1Nm™!
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