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Zusammenfassung

Fiir Computersimulationen von Metallgievorgidngen ist es essenziell, die Materialparameter
der verwendeten Gusswerkstoffe und deren Temperaturabhéngigkeit genau zu kennen. Zu den
bendtigten Parametern zdhlen, unter anderen, die elastischen Konstanten: Elastizitdtsmodul
und Schubmodul. Das in dieser Arbeit verwendete Verfahren zur Messung der elastischen
Konstanten ist die ,,Resonant Beam Technique“, welche auch fiir Hochtemperaturmessungen
geeignet ist.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden die fiir das Verstdndnis des Messverfahrens notwendi-
gen theoretischen physikalischen Modelle hergeleitet, die Messapparatur aufgebaut, geeignete
Probendimensionen bestimmt, ein Computerprogramm zur Auswertung der aufgenommenen
Messdaten erstellt, sowie Messungen an verschiedenen Werkstoffen durchgefithrt. Durch die
Auswertung von Biegeschwingungs- und Torsionsschwingungsresonanzfrequenzen kénnen mit
der aufgebauten Anlage sowohl E-Modul als auch Schubmodul sehr genau bestimmt werden.
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Abstract

The quality of computer simulations of casting processes depends on the knowledge of the
material parameters of the used casting materials and their temperature dependence. Among
others, these parameters are Young’s modulus and shear modulus. The measurement methode
which is used in this thesis is the "Resonant Beam Technique”. This methode is particulary
suitable for performing high temperature measurements.

The work for this thesis included the derivation of phyisical models to give the theoreti-
cal background for understanding the measurment methode, the construction and assembly
of the measuring apparatus, the determination of adequate dimensions for the specimen, the
developement of a computer program to calculate Young’s modulus and shear modulus from
the measurement data as well as the measurement of different casting metals. The analysis of
bending vibration resonance frequencies and torsional vibration resonance frequencies allows
a very accurate determination of both Young’s modulus and shear modulus.
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Kapitel 1

Vorwort

Kommend von einer HTL fir Maschinenbau wurde mir spétestens mit dem Abschluss des
Bachelor-Studiums der technischen Physik klar, dass ich mich mit meinem Studium immer
mehr in Richtung Theorie und immer weiter weg von praktischen Anwendungen bewegte.
Diesem Trend wollte ich so gut wie moglich entgegen steuern, ohne jedoch dabei grofie Teile
meiner Ausbildung ungenutzt zu lassen, sondern, im Gegenteil, Anwendungen fiir das erlern-
te theoretische Wissen zu finden. Mit dieser Diplomarbeit, denke ich, habe ich eine meinen
Interessen sehr gut entsprechende Wahl getroffen, da ich mich hier neben dem Aufbau einer
Messvorrichtung (mit dazugehoriger Messtechnik) und dem Durchfithren der Versuche, auch
mit der Analyse der Daten, dem theoretischen Background des Versuches und Computersi-
mulationen beschéftigen konnte. Meiner Meinung nach ist ndmlich genau diese Fahigkeit, eine
Problemstellung von theoretischen und experimentellen Gesichtspunkten her zu bearbeiten
und mit verschiedensten ,,Werkzeugen“ zu analysieren, eine der Schliisseleigenschaften eines
Physikers, und ich bin froh, dass ich hier mein Wissen aus mehreren Gebiete anwenden und
unter Beweis stellen konnte.



Kapitel 2

Einleitung

Fiir die Ingenieurwissenschaften ist es von grofler Bedeutung die Eigenschaften der einge-
setzten Werkstoffe gut zu kennen. Im Falle der Festigkeitslehre sind dies, unter anderen, der
Elastizitdtsmodul und der Schubmodul, welche Materialbeanspruchung (Spannung) und Ver-
formung in Relation setzen.

Ein spezieller Anwendungsfall, bei dem die Materialparameter Elastizitdtsmodul und Schub-
modul moglichst genau bekannt sein miissen, ist die Computersimulation von Metallgief3-
vorgidngen. Aufgrund der Wiarmedehnung schrumpfen Gussteile beim Abkiihlen. Durch z.B.
unterschiedliche Wandstédrken kommt es vor, dass verschiedene Bereiche des Werkstiicks un-
terschiedlich schnell abkiihlen. Damit kommt wéihrend des Abkiihlvorgangs zu unterschied-
lichen Verformungen in den verschiedenen Bereichen des Bauteils. Durch unterschiedliche
Verformungen entstehen Spannungen im Bauteil, die zu Problemen fithren kénnen. Mit Com-
putersimulationen versucht man Problemstellen eines Werkstiicks vorzeitig zu erkennen und
gegebenenfalls zu entschirfen. Voraussetzung fiir gute Computersimulationen (Berechnung
der Spannungen) ist, Elastizitdtsmodul und Schubmodul des eingesetzten Materials, die bei-
de temperaturabhingig sind, bei jeder Temperatur moglichst genau zu kennen.

Es gibt verschiedenste Verfahren zur Ermittlung von Elastizitdtsmodul und Schubmodul, je-
doch sind beide Materialeigenschaften nicht direkt messbar - man muss immer einen Umweg
iiber direkter zugingliche Messgrofien nehmen (z.B.: Kraft und Forménderung, Probenab-
messungen und Resonanzfrequenzen, ...), aus denen nachher auf die gewiinschte Groéfe
zuriickgerechnet wird. Da die dazu verwendeten Modelle idealisiert sind, wiirde man auch
bei exakter Messung mit verschiedenen Verfahren (zumindest geringfiigig) unterschiedliche
Werte fiir Elastizitdtsmodul bzw. Schubmodul erhalten. Wegen groflerer Abweichungen un-
terscheidet man z.B. zwischen statischen (isotherm gemessen) und dynamischen (adiabatisch
gemessen) Moduln.

Dynamische Verfahren sind im Besonderen auch dann geeignet, wenn die zu vermessenden
Proben sehr sprode oder sehr dehnbar sind, sowie wenn kein ausgeprégter linearer Zusammen-
hang zwischen Beanspruchung und Verformung gegeben ist. Im Rahmen dieser Diplomarbeit
werden Elastizitdtsmodul und Schubmodul verschiedener Metalllegierungen bei verschiedenen
Temperaturen mittels der Resonant Beam Technique (ein dynamisches Verfahren) untersucht.



Kapitel 3

Physikalische Grundlagen

3.1 Elastische / plastische Verformungen

Wirken auf einen Koérper Krifte, so verformt sich dieser. Im Alltag ist das nicht unbedingt
immer erkennbar, beispielsweise wenn man ein Glas Wasser auf einem Tisch abstellt, ist
keine Verformung zu bemerken - mit genauen Messgerdten wiirde man jedoch eine gewisse
Durchbiegung feststellen. Nun gibt es 2 Arten von Verformungen:

e Elastische Verformung: In diesem Fall kehrt der Kérper in seine urspriingliche Form
zuriick, sobald die Belastung verschwindet.

e Plastische Verformung: In diesem Fall bleibt der Kérper auch nach dem Verschwinden
der Belastung verformt.

Bei den meisten Werkstoffen treten bei kleinen Belastungen nur elastische Verformungen auf
und bei hoheren Belastungen eine Mischform der beiden Félle (ein Teil der Verformung geht
wieder zuriick, der Kérper kehrt jedoch nicht komplett in seinen Ausgangszustand zuriick).
Bei extremen Belastungen kommt es zum Bruch.

Im Falle der elastischen Verformung gilt oft eine lineare Gesetzméfigkeit zwischen Belastung
(bzw. Kraft oder Spannung) und Forméinderung. D.h. eine doppelt so hohe Kraft bewirkt
dann eine doppelt so grole Verformung. Die Proportionaltédtskonstante in diesem Gesetz ist
von Belastungsfall, Werkstoff, Temperatur, usw. abhéngig. Diese Abhéngigkeit wird im Rah-
men dieser Diplomarbeit untersucht.



3.2 E-Modul

Der E-Modul (E) ist die Proportionalitdtskonstante oder elastische Konstante bei Beanspru-
chung durch Normalspannungen (z.B. Zug, Druck). Normalspannungen (o) stehen normal
auf die betrachteten Flédchen und verursachen Dehnungen (e).
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Abbildung 3.1: Normalspannung, entnommen aus [1]

Im elastischen Bereich gilt, zumindest fiir kleine Spannungen, das Hook’sche Gesetz

oc=FE-¢ (3.1)

3.3 Schubmodul

Analoges gilt fiir den Schubmodul (G): dieser ist die Proportionalitdtskonstante bei Bean-
spruchung durch Schubspannungen (z.B. Abscherung, Torsion). Schubspannungen (7) liegen
in der betrachteten Flache und verursachen Winkelverzerrungen (7).

Abbildung 3.2: Schubspannung, entnommen aus [1]

Es gilt ein zum Hook’schen Gesetz analoges Gesetz

T=G-v (3.2)



3.4 Poissonzahl

Die Poissonzahl (v) beschreibt die Querkontraktion bei Langsdehnung, vereinfacht gespro-

chen: wieviel wird ein Kérper diinner, wenn er in die Lange gestreckt wird.
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Abbildung 3.3: Querkontraktion, entnommen aus [1]

Die Poissonzahl ist von den beiden vorigen elastischen Konstanten abhéngig.
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3.5 Kompressionsmodul

Der Kompressionsmodul soll hier der Vollstédndigkeit halber erwdhnt werden, da er die 4
elastischen Konstanten (E-Modul, Schubmodul, Poissonzahl und Kompressionsmodul) kom-
plettiert. Der Kompressionsmodul (K) beschreibt die Volumsénderung eines Stoffes unter
Druck. Wie die Poissonzahl kann er durch die beiden ersten elastischen Konstanten ausge-

driickt werden.

GE

K=_—""_
9G — 3E

Damit sind also nur 2 der 4 elastischen Konstanten unabhéngig.

(3.4)



3.6 Eigenfrequenz und Resonanzschwingungen

Jeder Korper, auf den bei Auslenkung aus der Ruhelage eine riicktreibende Kraft wirkt,
die proportional zur Auslenkung anwéchst (lineare GesetzméfBigkeit) kann zu harmonischen
Schwingungen angeregt werden. Einfachstes Modell dafiir ist eine Kugel an einer masselos
gedachten Feder. Die natiirliche Schwingungsfrequenz (Eigenfrequenz) des Systems ist da-
bei von der Masse der Kugel und der Proportionalitdtskonstante zwischen Auslenkung und
riicktreibender Kraft abhéngig. Damit ist plausibel, dass man bei Kenntnis der Eigenfrequenz
und der Masse auf die Proportionalitdtskonstante zuriick rechnen kann.

Zur experimentellen Ermittlung der Eigenfrequenz eines Koérpers kann dieser mittels einer
periodisch wirkenden Storkraft zum Schwingen angeregt werden. Nach einer gewissen Ein-
schwingzeit schwingt der Kérper dann mit Anregungsfrequenz und konstanter Amplitude.
Die Storkraft fiihrt dabei genau so viel Energie zu, wie durch Dampfung verloren geht. Die
Amplitude der resultierenden Schwingung ist von der Grofle und Frequenz der Storkraft
abhéngig. Bei der ,richtigen“ Frequenz erhélt man deutlich hohere Amplituden, auch wenn
die anregende Kraft gleich bleibt. Dieses Verhalten bezeichnet man als Resonanz. Liegt kei-
ne Dampfung vor, so wirde bei Gleichheit von Anregungsfrequenz und Eigenfrequenz die
Amplitude unendlich grofi werden. Reale Systeme sind nie vollig frei von Dampfung, was
dazu fiihrt, dass die maximale Amplitude bei einer Frequenz auftritt, die etwas kleiner als
die Eigenfrequenz ist. In schwach geddmpften Systemen kann man die Differenz zwischen
Eigenfrequenz und Resonanzfrequenz vernachlidssigen und somit die Resonanzfrequenz zur
Bestimmung der Proportionalitdtskonstante verwenden.

3.7 Messmethode

Wie im vorigen Kapitel erwéhnt, konnen Proportionalitdtskonstanten aus linearen Kraftge-
setzen liber Messung der Masse und der Resonanzfrequenz des Systems bestimmt werden.
Sollen nun die elastische Konstanten gemessen werden, muss man ein schwingfidhiges System
finden, bei dem die riicktreibenden Kréfte durch kleine Verformungen (Bereich der linea-
ren Gesetzméifigkeit) der Probe verursacht werden. Ein solches System ist z.B. ein schwin-
gender Balken. Regt man einen Balken durch eine externe Kraft zum Schwingen an, dann
wechselt die Energie eines infinitesimalen Teilstiicks zwischen kinetischer Energie und Verfor-
mungsenergie hin und her. Uber den gesamten Balken betrachtet ergibt sich ein komplexerer
Zusammenhang zwischen Resonanzfrequenz und elastischen Konstanten, der kontinuumsme-
chanisch betrachtet werden kann. In den folgenden Kapiteln werden diese Zusammenhénge
zum Teil hergeleitet. Wichtig ist noch zu erwahnen, dass, &hnlich wie bei einer Gitarren-
saite, verschiedene Schwingungsmoden (Grundschwingung und mehrere Oberschwingungen)
mit verschiedenen Resonanzfrequenzen angeregt werden konnen. Diese Pluralitit tragt zur
Erhéhung der Genauigkeit der Messmethode bei, da durch die Messung mehrerer Schwin-
gungsmoden, die der gleichen Theorie geniigen, der zuféllige Fehler reduziert werden kann.

Der prinzipielle Aufbau eines Messsystems ist also eine balkenférmige Probe, die iiber einen
Aktuator mit durchstimmbarer Frequenz zum Schwingen angeregt werden kann und einem
Sensor der gleichzeitig die Amplitude der angeregten Schwingung misst und dariiber die Re-
sonanzfrequenzen bestimmt. Dabei miissen die Abmessungen sowie Masse bzw. Dichte der
Probe bekannt sein. Ein derartiges Verfahren ist insoferne elegant, da es zerstérungsfrei ar-
beitet, sich relativ problemlos auf diverse Werkstoffe und in groflen Temperaturbereichen
anwenden lasst, und aufgrund der Moglichkeit Frequenzen sehr genau zu messen, sehr genau
ist.



Nun lassen sich mehrere Arten von Schwingungen in einem Balken anregen:
e longitudinale Schwingungen,
e transversale Schwingungen,
e Torsionsschwingungen.

Die Proportionalitdtskonstante ist bei longitudinalen Schwingungen nur vom E-Modul und
bei Torsionsschwingungen nur vom Schubmodul abhéngig. Bei transversalen Schwingungen
(Biegeschwingungen) spielen hingegen beide elastische Konstanten eine Rolle. Man kann also
alleine tiber die Biegeschwingungsresonanzfrequenzen die elastischen Konstanten bestimmen.
Die anderen Schwingungsarten kénnen zur Kontrolle verwendet werden, im Speziellen die
Torsionsschwingung, da diese bei Anordnungen zur Anregung von Biegeschwingungen héufig
auch angeregt werden.



Kapitel 4

Grundlagen fiir die Modellierung

Die folgenden Herleitungen sind angelehnt an [2].

4.1 Mathematische Methoden

4.1.1 Einfaches Variationsproblem

Im einfachsten Fall ist jene Funktion y(z) gesucht, die den Integralausdruck
2
I= / F(y,y,x)dx (4.1)
x

extremal macht, wobei F(y/,y,z) und die beiden Randwerte y(z1) und y(z2) als bekannt
vorausgesetzt werden.

Zunéichst geht man davon aus, die Funktion y(x) zu kennen, die das Integral extrem macht,
und betrachtet das Verhalten einer Vergleichsfunktion

Y =y(r) + en(w) (4.2)

die geringfiigig von der Losung y(z) abweicht. Die einzige Einschrankung an n(x) soll dabei
sein, dass n(x) an den Randwerten verschwindet, d.h. n(x;) = n(x2) = 0. Diese Einschrénkung
macht Sinn, wenn der Funktionswert von y(x) am Rand bekannt ist (dann ist ndmlich dort
keine Variation notwendig).

o ,
= / F(y*,y", z)dx (4.3)
1

Nachdem y(z) die Losung des Variationsproblems ist, wird I* fiir € = 0 extremal. Das heif}t
jedoch auch, dass fiir e = 0 die erste Ableitung des Integralausdrucks nach e gleich Null sein

1muss: /
w [9F 0y OF dy'

—0= 14

! /x [8@/* de "oy e ] dw| y 44

dI*
de

e=0

Dabei ist dy*/0e = n und 8y*,/86 =1'. Da an der Stelle € = 0 ausgewertet wird, kann statt
y* auch wieder y geschrieben werden.

z2 OF 2 9F
= d:c+/ T yde =0 4.5
Ly L (4.5)

Der zweite Integralterm kann dabei durch partielle Integration umgeformt werden

©w9F ,  OF

gp o OF [ _ [ dOF
1 3y’77 31/’77

o1 dx (4.6)

361_ z; dx Oy



Da verlangt wurde, dass n(z) an den Grenzen verschwindet, bleibt nur der Integralterm auf
der rechten Seite stehen. Sind die Funktionswerte von y(z) am Rand nicht bekannt, dann
lasst man auch Variationen am Rand zu. Da dann n(x) am Rand nicht verschwindet, muss
der Term 2—5 am Rand verschwinden um auf das gleiche Ergebnis zu kommen. Dies stellt

dann die notwendigen Randbedingungen her. Eingesetzt in die vorige Gleichung ergibt das
/ 2 [OF d OF
x

@—may/}ndxzo (4.7)

1

Da n(z) tiberall auler an den Randwerten beliebig gewdhlt werden kann, muss der Ausdruck
in der eckigen Klammer gleich Null werden, um das Integral in jedem Fall zu Null zu machen.
Man erhélt die Euler-Lagrange-Gleichung

OF(y,y,x) d OF(y,y,x)

=" 4.8
oy dx oy’ (48)
Héngt weiters F' = F(y/,y) nicht explizit von z ab, dann ist (4.8) dquivalent zu
OF (y
F(y,y) — y'éyy/’y) = const (4.9)

was durch Ableiten von (4.9) nach = nachvollzogen werden kann.

4.1.2 Variationsproblem mit mehreren Funktionen

Hier wird ein Funktional betrachtet, das nicht nur von einer Funktion y(x) sondern von meh-
reren Funktionen y;(x), y2(z), ...abhéngig ist. Die Idee der Herleitung ist analog zu jener
unter dem Punkt 4.1.1, nur dass anstatt der Vergleichsfunktion (4.2) folgende Vergleichsfunk-
tionen verwendet werden:

y1 =y (@) + e () (4.10)
Y2 = y2(x) + e2m2() (4.11)

Auch hier sollen die 7;(x) so gewéhlt werden, dass die Funktionen an den Randwerten ver-
schwinden.
Da die y; die Losungen darstellen, die den Integralausdruck extremal machen, ist auch hier
I* dann extremal, wenn alle ¢, = 0 sind, und an der Stelle ¢; = 0 sind die Ableitungen von
I* nach allen ¢; gleich Null.

Das fiithrt zu einem Gleichungssystem aus Euler-Lagrange-Gleichungen, das aus so vielen
Gleichungen besteht wie Funktionen im Funktional vorkommen.

aF(yiayéa"wyl’y%"'a'r) _ iaF(yiayév"'7y17y27"'7x)
Oy; dx 0yl

(4.12)

4.1.3 Variationsproblem fiir Funktionen mit mehreren Argumenten

Hier wird ein Funktional betrachtet, das nicht von einer Funktion mit einem Argument y(z)
sondern von einer Funktion mit mehreren Argumenten y(x1,xs,...) abhingig ist. Zur ver-
einfachten Darstellung beschrinkt sich die Herleitung auf eine Funktion mit 2 Argumenten

dy Oy
I:/ F(=—,=—=,y,x1,x2)dxsdx 4.13
i), (ax1 Oy 1 2)dxa dry (4.13)



Die Idee der Herleitung ist auch hier analog zu jener unter dem Punkt 4.1.1 “einfaches
Variationsproblem*, nur dass anstatt der Vergleichsfunktion (4.2) folgende Vergleichsfunktion
verwendet wird:

y* = y(z1,22) + en(a1, x2) (4.14)

Wobei wie in den vorangegangenen Punkten n(z1, z9) am Rand verschwinden muss, ansonsten
aber beliebig gewihlt werden kann. Damit wird (4.4) zu

dr*
| =0 (4.15)
OF 8y OF 9(0y*/0x1) OF 8(8y*/ax2)}
+ dza d =0
/B/B [ 00y [0x)) e 00y [0xs) e 2
oF on OF on
dxodxy + — dxo dxy + — dxrydry =0
/31 Bs 3977 PO J B 9(9y/0x1) a1 T g s, 0(0y/dws) Dy e

Wie in (4.6) kénnen die Ableitungen dn/dx; durch partielle Integration auf n zuriickgefiithrt
werden.

oF 0 oF
/B/B {ay w1 9(0y/0z1) a@a(ay/axQJ ndzz dy =0
Auch hier muss der Ausdruck in der eckigen Klammer gleich Null werden, um das Integral in
jedem Fall zu Null zu machen, da n(x1,x2) iiberall aufler am Rand beliebig gewéhlt werden
kann.

oF
Z Jy 8:61 (8y/8xi)zo (4.16)

4.1.4 Variationsproblem fiir Funktionen mit héheren Ableitungen

Treten im Funktional F' = F(y”,y, z) hohere Ableitungen auf (in diesem Fall 3”) dann muss,
anstatt einmal wie in (4.6), mehrfach partiell integriert werden. Im Falle einer 2. Ableitung
y” wird dann (4.4) zu

dr- w2 [ 9F oy*  OF Oy*’
=0= — d 4.17
de |—o /;,;1 l@y* Oe + oy*" Oe ] xf_:o (4.17)
und (4.6) zu
anF"x oF | ”i@F,x_aF,xz d OF |* /$2d28F i
1 8y//n a //n - o d:]: ay//n - 8y//77 - dﬂ: 8y//77 - df,UQa //77

Stellt man an die Funktion n die Anforderung, dass sowohl der Funktionswert als auch die
erste Ableitung am Rand verschwinden, dann verschwinden auf der rechten Seite die beiden
Terme vor dem Integral. Mit Ausnahme dieser Einschrdnkungen kann 7 allerdings beliebig
gewdhlt werden. Schlussendlich ergibt sich

OF(y".y,z)  d° OF(y".y,)

= 4.1
oy dx? oy 0 (4.18)
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4.2 Physikalische Methoden

4.2.1 Anwendung des 2. Newton’schen Axioms

Grundlage der Mechanik sind die Newton’schen Axiome, im speziellen das 2. Newton’sche
Axiom. Geht man von konstanten Massen aus, dann lautet dieses Axiom:

Die Anderung der Bewegung (Anm.: Beschleunigung bzw. 2. Ableitung der Position nach
der Zeit &) einer Masse (m) ist der Einwirkung der bewegenden Kraft (F') proportional.

F=m-i (4.19)

Diese Gleichung ist jedoch hiufig nur bedingt unmittelbar zur Bestimmung der Bewegung
eines Korpers geeignet. In vielen Féllen wirken duflere Zwénge auf den beobachteten Korper,
deren Kraftwirkung unbekannt ist. Ein Beispiel dafiir ist eine Kugel in einer Kugelbahn:
Die Fiihrung zwingt die Kugel auf eine gewisse Bahn und muss daher Kréfte auf die Kugel
ausiiben, wie diese aussehen ist jedoch unbekannt und von der tatsichlichen Bewegung (Ge-
schwindigkeit, ...) abhéngig.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen ist die Wahl geeigneter verallgemeinerter Koor-
dinaten g;. Im Beispiel der Kugelbahn kann man z.B. die Position der Kugel jederzeit alleine
durch den Abstand der Kugel vom Ursprung entlang der Bahn eindeutig angeben. Dies re-
duziert das Problem vom 3-dimensionalen Raum auf eine Dimension und die Kréafte, welche
die Kugel auf der Bahn halten miissen nicht bekannt sein, da die Wahl der verallgemeinerten
Koordinate ohnehin keine Position auflerhalb zulésst. Dieser ,, Trick® ist nicht immer anwend-
bar - die Herleitung wird aber sich auf Spezialfille beschréinken, bei denen diese Methode
funktioniert. Dann n&mlich sind in der Regel alle verbleibenden Kréfte bekannt und es kann
mittels der Verallgemeinerung von (4.19):

Zm, wla Z

die Bahngleichung qx(t) = f(t) (wobei f(t) bekannt ist und ¢ die Zeit bezeichnet) bestimmt
werden. Der Index i steht dabei sowohl fiir die verschiedenen Dimensionen (Raumrichtungen)
als auch fiir verschieden Teilchen des Systems und g— bezeichnet die partielle Ableitung.

83;2
"Oq

(4.20)
qk

4.2.2 Lagrange-Funktion

Die Gleichung (4.20) kann auch in eine andere Form gebracht werden, die fiir praktische
Anwendungen besonders gut geeignet ist. Voraussetzung ist jedoch, dass eventuelle Zwangs-
krafte durch geeignete Wahl verallgemeinerter Koordinaten eliminiert werden kénnen.

Die Geschwindigkeit (Anm.: erste Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit &;), ausgedriickt
in verallgemeinerten Koordinaten ist

Z (93?1 q7 . afﬂZ(q, t)

— 7(q, 4, 4.91
8qk 5t Zi(q,q,t) (4.21)

X =
wobei ein Punkt iiber einer Variablen deren partielle Ableitung nach der Zeit bedeutet. Par-

tielles Ableiten von (4.21) nach g liefert folgenden Zusammenhang

= 4.22
Oqi dqx. ( :
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In kartesischen Koordinaten hat die kinetische Energie (T") folgende Gestalt:
T = Z —x’z (4.23)

Daraus folgt

d oT d 0%; (4.22) d T; . 04
4ol A 00 s "t 4.24
dt B, dt;mxf)qk dt me k+;mxaqk (4.24)
wobei ) oT
0%
m;x z 4.25
Z Oqr  Oqk (4.25)
Damit lasst sich die linke Seite von (4.20) auch als
dor or
- 2= 4.26
4 0d.  Oa (420

schreiben. Beschrianken man sich auf konservative Kréfte (also solche die durch ein Potential
U beschrieben werden koénnen), dann ldsst sich die rechte Seite von (4.20) zu

oU 0Oz; ou

6a:i
E :Fz — E - = 4.27
— Oqx Oz Ogy Iqx (4.27)

umformen. Unter der Beriicksichtigung dass U nicht von ¢i abhéngig ist, kann man die
Lagrange-Funktion £

definieren und erhélt die Lagrange-Gleichung 2. Art
oL d 0L
b 4.29
oq dt Oqi, ( )

als dquivalente Formulierung des 2. Newton’schen Axioms.

4.2.3 Hamiltonsches Prinzip

Zunéchst definieren wir die GroBe Wirkung (S). Jeder Bahnkurve ¢(t) wird iiber das Wir-
kungsfunktional

t2

S =S[q] = Ldt (4.30)

t1
eine gewisse Wirkung zugeordnet. Die eckigen Klammern werden hier verwendet um das
Funktional S[q], dessen Argument die Funktion ¢ ist, von Funktionen f(z) (deren Argumen-
te Zahlen sind) zu unterscheiden.

Das Hamiltonsche Prinzip sagt aus, dass sich die Bahnkurve so einstellt, dass die Wirkung
minimal wird. Will man also die Bahnkurve bestimmen, hat man es mit einem Variations-
problem zu tun:

dS[gl =0 (4.31)

wobei ¢ die Variationsvorschrift bezeichnet.

Dieses Prinzip ist nicht unbedingt unmittelbar einleuchtend oder plausibel, da die Lagrange-
Funktion keine physikalische Grofle ist, sondern lediglich so definiert ist, dass aus ihr mittels
des Lagrange-Formalismus die Bewegungsgleichungen folgen. Jedoch erkennt man, dass die
Losung von (4.31), wie in (4.8) hergeleitet, genau die Lagrange-Gleichung (4.29) ergibt. Die
Herleitung beschréankt sich zwar auf Spezialfille, das Hamiltonsche Prinzip gilt jedoch we-
sentlich allgemeiner.
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Kapitel 5

Mathematische Modellierung

5.1 Allgemeines

Bei der Bestimmung von Elastizitdtsmodul und Schubmodul mittels der Resonant Beam
Technique nutzt man die Abhédngigkeit der Resonanzfrequenzen verschiedener Schwingungs-
moden (hier am wichtigsten: Biegeschwingungen und Torsionsschwingung) von diesen Mate-
rialeigenschaften. Diese Abhingigkeit ist relativ einleuchtend, wenn man sich als Modell eine
an einer Feder hangende Masse vorstellt: Je steifer die Feder, also je mehr Kraft ben6tigt wird,
um die Feder um den gleichen Betrag zu dehnen, umso schneller wird eine daran aufgehéngte
Masse schwingen, wenn man diese anstofit. Elastizitdtsmodul und Schubmodul bestimmen
die Spannung, und mit vorgegebener Probengeometrie damit die Kraft, die notig ist, um
die Probe um einen bestimmten Betrag zu dehnen. Damit korrespondieren die Moduln zur
Federsteifigkeit im Modell und damit zur Resonanzfrequenz.

Der Zusammenhang zwischen den Moduln und den Resonanzfrequenzen ist jedoch nicht ganz
einfach. In den folgenden Punkten werden die Schwingungs-Differentialgleichungen (DGL) so-
wie die Bewegungsgleichungen fiir Balken {iber mehr oder weniger stark vereinfachte Modelle
hergeleitet.
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5.2 Torsionsschwingungen

5.2.1 Herleitung Torsionsschwingungen I

Wie bereits erwdhnt kénnen bei geeigneter Authdngung Torsionschwingungen im Balken an-
geregt werden. Als ersten Schritt versucht man die Lagrange-Funktion des Systems aufzu-
stellen. Dazu betrachtet man zunéchst ein Teilstiick der Léange | des Balkens der Lénge L.
Um eine gewisse Forménderung am Balken hervorzurufen ist eine bestimmte Kraft nétig,
bzw. umgekehrt wirkt eine riicktreibende Kraft, die den Balken in die urspriingliche Form
zuriickdriicken will. Zur Anwendung des Lagrange-Formalismus muss ein Potential gefunden
werden, das diesen Zusammenhang beschreibt.

r Radius
1 Lange des Stabelements
% Verdrehung
Y Winkelverzerrung
1
Abbildung 5.1: Stabelement
Geometrische Uberlegungen fithren zu
Ly =r-(x(z+1) —x(2)) (5.1)
Analog zum Hook’schen Gesetz gilt fiir Schubspannungen (3.2)
T:G")/:G-§~AX (5.2)
Die Kraft auf eine Teilfliche der Querschnittsfliche ist damit
A
AF =G rTXAA (5.3)

und die Arbeit, die fiir diese Verformung nétig ist, ergibt sich zu

T'szg.rﬂAA.r’AX

AW = AF - 5 / 5

(5.4)

Fiir die am Balkenteilstiick geleistete Formanderungsarbeit wird tiber die Querschnittsfliche
integriert

2 A
W= / G X dA (5.5)

Die geleistete Forménderungsarbeit fiir den gesamten Balken, oder anders herum die ge-
speicherte potentielle Energie erhélt man, wenn man die Linge des betrachteten Teilstiicks
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infinitesimal klein werden lésst [ — dl = dz und iiber die Balkenldnge integriert. Durch die-
sen Ubergang kann Ax/dl als Ableitung x’(z) geschrieben werden. Bei der Integration wird
angenommen, dass sich die Balkenldnge aufgrund der Verdrehung nicht dndert.

L X/2
U = Whatken :/ G 7/73 dA dz (5.6)
0

Die kinetische Energie der Rotationsbewegung eines Teilstiicks ist

-2 -2
T:/%dj:/%pz-ﬁcm (5.7)

Fir die kinetische Energie der Bewegung des gesamten Balkens ldsst man das Teilstiick
infinitesimal klein werden [ — dl = dz und integriert iiber die Balkenldnge L unter der
Annahme, dass sich die Ausdehnung des Balkens in z-Richtung durch die Verdrehung nicht

verdndert.
L X2
T:/ ,0—-/7’2 dAdz (5.8)
0o 2
Als Lagrange Funktion erhélt man daher
L[ 32 2 L
L:T—U:/ p—Gl./ﬂdAdz:/ Ldz (5.9)
0 2 2 0

Durch Anwenden des Hamiltonschen Prinzips erhélt man die Bewegungsgleichungen (Varia-
tion des Wirkungsintegrals (4.30) — extremal). Die in der Sektion 4.1 hergeleiteten Bezie-
hungen (4.8), (4.16) fithren zu

L d dL dOL

—t—— - === 1
105% + dz 0x' dtOx (5.10)
und man erhélt die Schwingungsgleichung
G-xX'"—px=0 (5.11)

Da die Balkenenden frei sind, wirken an den Balkenendflachen keine Kréafte oder Momente.
MZOZ/T'TdA:/T2~G-X/dA (5.12)

Daher ist x/(0,t) = x'(L,t) = 0. Als Anfangsbedingung wird x(z,0) = 0 gewéhlt. Mittels
Produktansatz erhalt man folgende Bewegungsgleichung

X(z,t) = A -sinwt - cos n—;z (5.13)
wobei
G
w= % — mit nelN (5.14)
p

Mit der Wahl des Startpunktes des Balkens bei z = 0 werden die cosinusférmigen Schwin-
gungen die einzig moglichen, da nur sie die Randbedingung (erste Ableitung am Rand gleich
Null) erfiillen. Die dadurch bedingten Symmetrien garantieren, dass der Gesamtdrehimpuls
des Balkens immer gleich Null ist. Da keine translatorischen Auslenkungen auftreten ist der
Gesamtimpuls des Balkens gleich Null. Damit ist der Physik mit diesem Modell geniige getan.

Zusammenfassend hier noch einmal die Annahmen, die getroffen wurden, um diesen Zu-
sammenhang herzuleiten:
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Der zu priifende Werkstoff ist homogen und isotrop iiber den Balken.
Der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist linear.
Der Querschnitt ist konstant iber den gesamten Balken.

Querschnittsflichen werden nur um die Balkenachse verdreht, die Querschnittsform
bleibt erhalten.

Die Querschnittsflachen bleiben eben (keine Verwolbung).
Effekte der Aufhdngung und des Eigengewichts kénnen vernachléssigt werden.

Die Ausdehnung des Balkens in z-Richtung &ndert sich durch die Verformung nicht.
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5.2.2 Herleitung Torsionsschwingungen I1

In Sektion 5.2.1 wurde in der Lagrange-Funktion nur die potentielle Energie aufgrund von Ver-
formungen in der Querschnittsebene (Verdrillung) beriicksichtigt. Mit Ausnahme von Balken
mit kreisformigem oder kreisringférmigem Querschnitt treten jedoch auch Forménderungen
in Achsrichtung (Verwébung) auf.

y b X,Y,Z Koordinaten
u, v, w Verzerrungen
X r Radius eines Punktes in
der Querschnittsflache
v a Winkel eines Punktes zur
u h .

o Horizontalen

w r b Breite

h Hohe

L~ V4

Abbildung 5.2: Verwolbung bei nicht kreisférmiger Querschnittsfléiche

Die Verschiebung eines Punktes (7, ) in der Querschnittsfliche bei Verdrillung des Stabele-
ments um den Winkel Ay ist

u = rcos(a + Ay) — rcos(a) (5.15)
v =rsin(a+ Ax) — rsin(«w) (5.16)

Anwenden der Additionstheoreme und Annahme kleiner Auslenkungen Ay also sin(Ay) ~
Ax und cos(Ax) ~ 1 fithrt zu

Al—di=dz .. dx
dz
Al—di=dz dx
= x . z o —_——
dz
Bei konstantem Querschnitt iiber die Lange des Balkens ist die Verwo6lbung unabhéngig von
der betrachteten Position entlang des Balkens (unabhéngig von z). Die genaue Verwolbungs-

funktion (z,y) ist jedoch unbekannt. Es kann folgender Ansatz gewdhlt werden (nach [3]):

u = —rsin(a)Ax = —yAx — (5.17)

v =rcos(a)Ax = zAx (5.18)

_ dx
w= E‘P(ﬂfvy) (5.19)
Wegen
ou ou Ov
=75 =0 You = 5, T o = (5.20)
_Ov_ _Qu Ow _dx( | 9p
ey_@—o %m_ﬁz—i_@x_dz( y+8x> (5.21)
_ 9w _ _ v Ow_dx( Oy
ez—a—o "Yzy—az‘i‘ay —dZ (CU"‘ ay) (5‘22)

treten nur Schubspannungen auf (Hook’sches Gesetz). Da keine Normalspannungen auftreten,
gilt in z - Richtung folgende Gleichgewichtsbedingung

Tezdydz + 7y dxdz =

1/(dw dydz) dTy,
dx

17

dry.

dy

=0 (5.23)



Wegen der Dualitit der Schubspannungen 7;; = 7;; liefert dies eine Gleichung fiir die Wélbungs-
funktion ¢(x,y)

OT2¢ 8sz a’)/zx 87zy )
= = .24
0 ox + y G( Oz + oy (5.24)
o Py
— 2
972 6y2 0 (5 5)

Weiters muss die Oberfliche schubspannungsfrei sein. Betrachtet man die Querschnittsflache,
so bedeutet das, dass

Lo dy

 dx
Rand

O¢
Tey Tty

(5.26)

Tzx | Rand -y + %

Rand

Zur Vereinfachung dieser Gleichung wird die Spannungsfunktion ¢ (x,y) iiber den Ansatz

9y _9p 9 _ Oy
—— = — =" 5.27
dr Oy e oy Ox ( )
eingefiihrt. Dies ergibt einfachere Randbedingungen — (5.26) wird zu
oY
s 1 dy oY oY )
= — —d —d =0 5.28
gﬂ dx Rand - (837 v ay Y rand ( )
Y |Rand
dY| pana = 0 bzw. Y| panag = const. (5.29)
Die DGI (5.25) wird zu
0%y 0%
—F+ —= = -2 5.30
Ox? + 0y? (5.30)

Im Falle eines rechteckigen Balkenquerschnitts wahlt man einen Reihenansatz mit geeigneten
Koeffizienten, so dass die Randbedingung (5.29) fiir beliebige Koeffizienten erfiillt ist. Als
Konstante in der Randbedingung wird Null gewé&hlt.

2m — 1 2n — 1
) = ;;Anm coS ( ma mv) cos ( nb 7ry> (5.31)
Die Koeffizienten A,,,, miissen nun so gewéhlt werden, dass die DGI (5.30) erfiillt ist, also
2m —1 \? /2n—1 \? 2m — 1 2n — 1
ZZAan = 7r> —i—( nb 7r> ‘|'COS< o mc)cos( nb 7ry>:—2 (5.32)

Das stellt im Prinzip eine 2-dimensionale Fourierentwicklung mit folgenden Fourierkoeffizi-
enten dar.

A = —32(-)mD (5.33)

2 2
w2(zm = D(zn - 1) | (2nx) "+ (2tn)°]
Damit sind die Spannungsfunktion ¢ (z,y), und iiber (5.20) der Schubspannungsverlauf be-

stimmt dx O dx O
_ WXy _ o™Xy
Tow = G Tzy GdZ O (5.34)

Das in der Querschnittsfliche wirkende Moment ergibt sich aus der Integration der Schub-
spannungen iiber die Querschnittsflache

[ _atx [0 0%, Adx
M_/A( ysz—{—xsz)dA—GdZ/A( vy, ~ g dA =G (5.35)
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Dabei stellt GIr die Torsionssteifigkeit dar. Der Integralausdruck fiir /7 kann noch in eine
iibersichtlichere Form gebracht werden:

b:lﬁny g%_A A(ﬁ? g?ym+2ﬂ¢m1 (5.36)

Das erste Integral kann dabei mittels des Gaufi’schen Integralsatzes in ein Integral iiber den
Rand umgewandelt werden. Am Rand muss 1 nach (5.29) konstant sein. Im Reihenansatz
ist diese Konstante zu Null gewéhlt worden, womit das erste Integral wegféllt.

- N 256 ab 37
=2y DN C@m— D an 1) [(zn;lﬂ)u(%blw)j (5.37)

Dieses Ergebnis kann nun anstatt des polaren Flichenmoments 2. Ordnung

ecnitec b3 3b
@:/ﬂM:/@%w%Mngiiif (5.38)
A A 12

n (5.6) eingesetzt werden. Setzt man die tatsdchlichen Abmessungen des Rechteckquer-
schmtts ein, dann ist die einzige Verdnderung gegeniiber 5.2.1 ein Vorfaktor l}—T vor dem
Schubmodul. Fir verschiedene Seitenverhéltnisse des Rechtecks ist I in vielen techmschen
Handbiichern als Tabelle angegeben.

Die weitere Herleitung der Resonanzfrequenzen erfolgt genau so wie in 5.2.1 und ergibt mit
(5.37) und (5.38)
kn [ITG

“T LY Lp

mit keN (5.39)

Wie auch im vorigen Punkt stellt der Ansatz sicher, dass die Physik hier nicht verletzt wird.
Die Doppelreihe fiir I7 (5.37) konvergiert gut, ldsst man m und n nur von 1 bis 10 gehen,
weicht I fiir alle Seitenverhéltnisse weniger als 1% vom tatséchlichen Wert ab.

Zusammenfassend hier noch einmal die Annahmen, die getroffen wurden, um diesen Zu-
sammenhang herzuleiten:

e Der zu priifende Werkstoff ist homogen und isotrop iiber den Balken.
e Der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist linear.

e Der Querschnitt ist rechteckig und konstant {iber den gesamten Balken.

Querschnittsflichen werden nur um die Balkenachse verdreht, die Querschnittsform
bleibt erhalten.

Der Balken kann als frei schwebend angesehen werden (Effekte der Aufhdngung und
des Eigengewichts konnen vernachléssigt werden).

Die Ausdehnung des Balkens in z-Richtung dndert sich durch die Verformung nicht.
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5.3 Biegeschwingungen

5.3.1 Herleitung Biegeschwingungen 1

Als erster Schritt wird die Lagrange-Funktion des Modells aufgestellt. Dazu wird zun&chst ein
Teilstiick der Lange [ des Balkens der Lange L betrachtet. Die Durchbiegung beim Ausfithren
der Biegeschwingungen fiihrt zu einer Verldngerung des Balkens an der Auflenseite des Schwin-
gungsbauchs und einer Stauchung an der Innenseite. Die wirkenden Kréfte werden iiber ein
Potential beschrieben.

1+ Al

-h - 1 Linge des Stabelements
~ Al Langenanderung durch Dehnung
h Hohe des Stabelements
R Krimmungsradius

Abbildung 5.3: Balkenelement

Aus geometrischen Uberlegungen erhalten wir:

C1-h

Al = SE bzw. €= % (5.40)
Eingesetzt in das Hook’sche Gesetz (3.1)
F;
oi= = E-¢ (5.41)
ergibt das fiir die Kraft auf eine Teilfliche der Querschnittsfliache:
Al
AF =F- 7 AA (5.42)

Damit ergibt sich die Arbeit, die geleistet wurde um die Verformung dieses Teils der Quer-
schnittsfliche hervorzurufen, zu:
Al?

AW:/AFdz:E~2—l-AA (5.43)
mit der geometrischen Bedingung (5.40) und integriert iiber die Querschnittsfliche erhéalt
man die zur Verformung des Balken-Teilstiicks notwendige Arbeit

El

W:/E-l-deAZQ

e = Ly (5.44)

Den Kriimmungsradius kann man auch als Funktion der Balkenauslenkung u(z) angeben:
3
2 1

UI/(Z)

(1+v'(2)%)
u(2)

R(z) = (5.45)

unter der Annahme, dass nur kleine Auslenkungen auftreten und die Wellenlénge nicht sehr
viel kleiner ist als die Linge des Balkens L (was fiir die Grundschwingung und die ersten
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paar Oberschwingungen zutrifft) kann die obige Vereinfachung getroffen werden. Unter die-
sen Umstanden ist ndmlich u/(z) < 1.

Lassen wir die Lidnge des Teilstiicks infinitesimal klein werden (I — dl = dz) und inte-
grieren Uber die Lange des Balkens, so erhalten wir die Arbeit die geleistet werden muss
um den gesamten Balken zu verformen, oder anders herum, bei elastischer Verformung, die
im Balken gespeicherte potentielle Energie. Hierbei nehmen wir wieder an, dass wir es nur
mit kleinen Auslenkungen zu tun haben und sich dadurch die Abmessung des Balkens in
z-Richtung aufgrund der Durchbiegung nicht dndert.

LEI,

U = Wgalken = / (2)2 dz (546)

Die Herleitung der kinetischen Energle des schwingenden Balkens ist wesentlich einfacher:

/0 p;l (2)2dz (5.47)

Da dies Problem aus der klassischen Mechanik ist, ergibt sich die Lagrange-Funktion aus der
Differenz zwischen kinetischer und potentieller Energie

LpA EI L
L=T-U-= / Pz — S (2)? dz = / Ld: (5.48)
0 0

wobei L die ,Lagrange-Dichte“ darstellt. Nach dem Hamiltonschen Prinzip erhdlt man die
Bewegungsgleichungen, wenn die Variation des Wirkungsintegrals (4.30) zu Null gesetzt wird.
Die in der Sektion 4.1 hergeleiteten Beziehungen (4.8), (4.16), (4.18) fithren zu

0L d? 0L  d OL

i I e e e 5.49
gu " 20w dtou (5.49)

und man erhélt folgende Differentialgleichung
EI-u" 4+ pAii=0 (5.50)

Da es sich hier um gew6hnliche Schwingungen handelt, wird eine sinusférmige Zeitabhingigkeit
der Auslenkung angenommen. Damit liefert die doppelte Zeitableitung nur einen Vorfaktor

von —w2.

EI
" —wtu=0 (5.51)
pA

Diese DGI wird sowohl von einem Ansatz mit Winkelfunktionen als auch von einem Ansatz
mit Hyperbelfunktionen gelost. Fiir den Fall der freien Balkenenden ist eine Linearkombina-
tion beider Ansétze nétig um eine physikalische Losung, d.h. eine Losung die global sowohl
der Impuls- als auch der Drehimpulserhaltung geniigt, zu erhalten. Es kann also folgender
Ansatz verwendet werden:

u; = C sin(wt) sin(kz) (5.52)
ug = Cy sin(wt) cos (kz) (5.53)
uz = C3 sin(wt) sinh(kz (5.54)
ug = Cy sin(wt) cosh(k ) (5.55)
U= uy + ug + u3 + uq (5.56)
Die Koeffizienten dieses Ansatzes miissen so gewéhlt werden, dass Impuls- und Drehimpulser-

haltung sowie die Randbedingungen erfiillt sind. Die Zeitabhingigkeit jedes Terms ist dabei
die Gleiche. Einsetzen des Ansatzes in (5.51) liefert eine Relation zwischen k und x:

o[ B -
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womit

K=k (5.58)

Da die Balkenenden frei sind, wirken an den Balkenendflichen keine Krifte oder Momente.

Y EI
M=0= [y dA:/ B-Laa="= 5.5
/ y-o y-E-5 7 (5.59)
Eingesetzt in (5.45) erhélten man die Randbedingungen
u”(0,t) =u"(L,t) =0 (5.60)

Aus Symmetriegriinden ist bei symmetrischen Funktionen die globale Drehimpulserhaltung
stets erfiillt, analog ist bei antisymmetrischen Funktionen die globale Impulserhaltung stets
erfiillt. Aus diesem Grund wird der Ansatz (5.56) in einen symmetrischen und einen antisym-
metrischen Ansatz aufgespaltet. Da fiir die weitere Betrachtung nur die Resonanzfrequenzen
interessant sind und die tatsdchliche Amplitude egal ist, werden die Koeffizienten der Win-
kelfunktionen zur Vereinfachung gleich 1 gesetzt.

Fiir die symmetrische Losung kann also folgenden Ansatz gewéhlt werden:
us = sin(wt) (cos(kz) + Bs cosh(kz)) (5.61)

Die Bedingung der Impulserhaltung

Sl

/1 ispAdz =0 (5.62)
3
legt den Faktor B zu
. ké
B, =~ Snky) (5.63)
sinh (k3 )

fest. Eingesetzt in die Randbedingung (5.60) erhilt man folgende Beziehung

k3 K3

+ =0 5.64
tan(k%)  tanh(k%) (5.64)

bzw. da hier k = k ist, vereinfacht sich die vorige Gleichung zu

Ly, tanh(k:g) —0 (5.65)

tan(k—
2

Dies kann numerisch, z.B. mit dem Newton-Raphson Verfahren, gelost werden. Die ver-
schiedenen Losungen fiir k geben die verschiedenen Moden. Die symmetrische, physikalische
Losung lautet also

us = sin(w;t) (cos(k;z) + Bs cosh(k;z)) (5.66)

EI
wi = k2, — (5.67)

mit den Koeffizienten k; aus (5.65) und B aus (5.63).

und

Fir die antisymmetrische Losung kann man folgenden Ansatz wéhlen:

uq = sin(wt) (sin(kz) + By sinh(kz)) (5.68)
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Die Bedingung der Drehimpulserhaltung

L
2

/; pAzitg dz = 0 (5.69)

2

legt den Faktor B, zu
w2 (sin(kL) — kL cos(kL)
B, = — ( 2 2 2 ) (5.70)
k2 (sinh(ﬁ%) — k& cosh(m%))

fest. Eingesetzt in die Randbedingung (5.60) erhéilt man folgende Beziehung

k4 KL kL
KA ( tanh(mé)) tan (k%) (5.71)
bzw. da hier kK = k ist,
L L
tan l<:§ — tanh k:§ =0 (5.72)

Dies kann numerisch, z.B. mit dem Newton-Raphson Verfahren, gelost werden. Die ver-
schiedenen Losungen fiir k& geben die verschiedenen Moden wieder. Als antisymmetrische,
physikalische Losung erhélt man also

ug = sin(w;t) (sin(k;z) + By sinh(k;z)) (5.73)
und
EI
= k2 — 74
=k (574

mit den Koeffizienten k; aus (5.72) und B, aus (5.70).

Zusammenfassend hier noch einmal die Annahmen/Vereinfachungen, die getroffen wurden,
um die Gleichungen (5.66), (5.67) , (5.73) und (5.74) zu erhalten:

e Der zu priifende Werkstoff ist homogen und isotrop iiber den Balken.
e Der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist linear.
e Der Querschnitt ist konstant {iber den gesamten Balken.

e Querschnittsflichen, die im unverformten Zustand senkrecht zur Balkenachse stehen,
stehen zu jeder Zeit, auch wahrend der Verformung, senkrecht zur Balkenachse.

e Der Balken kann als frei schwebend angesehen werden (Effekte der Aufhdngung und
des Eigengewichts konnen vernachlissigt werden).

e Nur reine Biegung wird beriicksichtigt.
e Bei der Schwingung wird nur die translatorische Bewegung beriicksichtigt.
e u/(z) < 1 damit die Vereinfachung (5.45) gemacht werden darf.

e Die Ausdehnung des Balkens in z-Richtung dndert sich durch die Verformung nicht.
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5.3.2 Herleitung Biegeschwingungen 11

In der Sektion 5.3.1 wurde in der Lagrange-Funktion nur die kinetische Energie aufgrund ge-
radliniger Bewegung beriicksichtigt. Tatsédchlich werden die Teilstiicke des Balkens aufgrund
der Durchbiegung auch um ihren Schwerpunkt verdreht, was in weiterer Folge auf eine Rota-
tionsenergie fithrt. Des weiteren wurde der Einfluss der Gravitation vernachléssigt (sofern die
Schwingung nicht in einer horizontalen Ebene verlauft, fiilhrt die Auslenkung eines Teilstiicks
zu einer Verdnderung seiner potentiellen Energie). Diese beiden Einfliisse sollen in diesem
Punkt untersucht werden, mit ansonsten gleichen Annahmen wie in 5.3.1.

—_

Lénge des Stabelements

h Hohe des Stabelements

u vertikale Geschwindigkeit
eines Punktes

¢ Winkelgeschwindigkeit um

den Schwerpunkt

Abbildung 5.4: Balkenelement, Kippbewegung

Geometrische Uberlegungen fithren zu

o= . i brw.  mit  l—d =4 (5.75)

Damit wird der Rotationsanteil der kinetischen Energie eines Balkenelements
~2 - 12 - 12
T = /ﬁdJ = /ip cdl-y2dA="pIdl (5.76)
2 2 2
Integrieren iiber die Balkenlénge ergibt
L ul2
T:/ —pldz (5.77)
0o 2
Die zusétzliche potentielle Energie infolge Gravitation ergibt sich in trivialer Weise zu
L
U= / pAG - udz (5.78)
0

wobei g die Erdbeschleunigung ¢ korrigiert um den Winkel o der Schwingungsebene zur Ver-
tikalen darstellt (§ = g - cos )

Die Lagrange-Funktion aus (5.80) wird um die beiden gerade hergeleiteten Terme erweitert

)

LpA 2 u'"? L
E:T—U:/ 7u2+pl7—EIT—pA§udz:/ Ldz (5.79)
0 0

Die Bewegungsgleichung erhélt man wieder durch Nullsetzen der Variation des Wirkungsin-
tegrals (4.30)
OL d*> OL d d oL d oL

—t St - = 0 5.80
ou * dz2 ou” * dtdz ou'  dt Ou (5.80)
Es ergibt sich folgende DGI
EI I
—p—Au”” + Zu” —ii=g (5.81)
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Um die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung zu erhalten, sucht man zunéchst die
Loésung der homogenen DGI und addiert eine partikuldre Losung der inhomogenen DGI, mit
homogenen Randbedingungen. Eine solche partikulére Losung wére beispielsweise

up(2,t) = uy(z) = Cz* + D2? (5.82)

wobei die Parameter C' und D so gewéhlt werden, dass die inhomogene DGI mit den homo-
genen Randbedingungen u” (j:%,t) = 0 erfiillt ist. Damit beeinflusst die Inhomogenitat die
Eigenfrequenzen nicht und wird in weiterer Folge nicht mehr beriicksichtigt.

Zur Losung der homogenen DGI kann der gleiche Ansatz (5.52 bis 5.56) wie in 5.3.1 ver-
wendet werden. Auch die Randbedingungen

L
u”(ig,t) =0 (5.83)
dndern sich nicht.

Da Hyperbelfunktion und Winkelfunktion in der 2. Ableitung unterschiedliche Vorzeichen
aufweisen, erhalten wir hier unterschiedliche Funktionen w(k) und w(k).

az::kQ\/ZEI]:: R2\/IEI] (5.84)
PA1/1_|_% pA /1_%
Daraus lasst sich eine Beziehung zwischen k und x herleiten:

Lr__r. 1 - PR (5.85)

2 2
k A kK / # + 1
Die weitere Herleitung erfolgt genau so wie in 5.3.1. Zunéchst erfolgt eine Aufteilung in sym-
metrische (5.61) und antisymmetrische (5.68) Funktionen, dann erfolgt unter Berticksichtigung

der Impulserhaltung (5.62), der Drehimpulserhaltung (5.69) und der Randbedingungen (5.83)
die Ermittlung der noch freien Parameter.

Der im Vergleich zu 5.3.1 unterschiedliche Zusammenhang zwischen k und x (5.85) fiihrt
nach Einsetzen in (5.64) und (5.71) auf die neuen Bestimmungsgleichungen fiir &, die wieder
numerisch, z.B. mit dem Newton-Raphson Verfahren, gelost werden kénnen. Die verschiede-
nen Losungen fiir k geben die verschiedenen Moden. Als symmetrische, physikalische Losung
erhdlt man dann

us = sin(w;t) (cos(kiz) + Bs cosh(k;z)) (5.86)
und
EI 1
wi = k2| — — (5.87)
A k21
AT+ &L
mit den Koeffizienten k; (mit 5.85 aus 5.64), x; aus (5.85) und B; aus (5.63).
Als antisymmetrische Losung fiir das physikalische Problem erhélt man
uq = sin(w;t) (sin(k;z) + Bssinh(k;z)) (5.88)
und
EI 1
g2 [PL L (5.89)

W=
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mit den Koeffizienten k; (mit 5.85 aus 5.71), x; aus (5.85) und B, aus (5.70).

Zusammenfassend hier noch einmal die Annahmen/Vereinfachungen, die getroffen wurden,
um die Gleichungen (5.86), (5.87) , (5.88) und (5.89) zu erhalten:

e Der zu priifende Werkstoff ist homogen und isotrop iiber den Balken.
e Der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist linear.
e Der Querschnitt ist konstant {iber den gesamten Balken.

e Querschnittsflachen, die im unverformten Zustand senkrecht zur Balkenachse stehen,
stehen zu jeder Zeit, auch wiahrend der Verformung, senkrecht zur Balkenachse.

e Effekte der Aufhéangungen werden vernachléssigt.
e Nur reine Biegung wird beriicksichtigt.
e u/(z) < 1 damit die Vereinfachung (5.45) gemacht werden darf.

e Die Ausdehnung des Balkens in z-Richtung dndert sich durch die Verformung nicht.
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5.3.3 Herleitung Biegeschwingungen II1

In der Sektion 5.3.2 wurde in der Lagrange-Funktion nur die gespeicherte Forménderungsener-
gie aufgrund reiner Biegung beriicksichtigt. Unter der Voraussetzung, dass die Querschnitts-
flichen, die im unverformten Zustand senkrecht zur Balkenachse stehen, auch im verformten
Zustand senkrecht zur Balkenachse stehen, ist dies auch korrekt. In der Realitdt ist diese
Voraussetzung allerdings nicht erfiillt. Tatséchlich treten bei Biegung durch Querkréfte (in
unserem Fall die Tragheitskréfte) ndmlich immer auch Schubspannungen auf. Dadurch ste-
hen die vorhin angesprochenen Querschnittsflachen nicht nur nicht senkrecht zur Balkenachse,
sondern sind auch gewolbt. In diesem Punkt wird zur Vereinfachung angenommen, dass die
Querschnittsflichen nach wie vor eben sind, jedoch einen beliebigen Winkel 8 zur Balkenach-
se einschliefen. Ansonsten gelten die gleichen Annahmen wie in 5.3.2.

—

Léange des Stabelements
h Hohe des Stabelements

u vertikale Geschwindigkeit eines
Punktes

¢ Winkelgeschwindigkeit um den
Schwerpunkt

a Neigung der neutralen Faser

B Winkelverzerrung der
Querschnittsflache

Abbildung 5.5: Balkenelement, Winkelverzerrungen

Geometrische Uberlegungen fithren unter den getroffenen Annahmen zu folgendem Zusam-
menhang fiir die Winkelverzerrungen:

a=—tan(—) =~ -—u und vy=a+f3 (5.90)

Analog zum Hook’schen Gesetz gilt fiir Schubspannungen (3.2)
T:G-’y:G(ﬁ—u/) (591)

Damit erhédlt man fir die an einem Teilvolumen geleistete Formanderungsarbeit, oder anders
herum fiir die in einem Teilvolumen gespeicherte potentielle Energie

2
AW:/AFds:/AAledvaAG%Z (5.92)

Integration iiber die Querschnittsfliche ergibt die gespeicherte Energie in einem Balken-
teilstiick der Lange [

o o8
W= /G?ldA =Gl (5.93)

Der letzte Schritt darf gemacht werden, da laut Voraussetzung 5 und damit auch v konstant
iiber den gesamten Querschnitt ist. Schlussendlich l&sst man die Lénge des betrachteten
Teilstiicks infinitesimal klein werden [ — dl = dz. Anschlieende Integration iiber die Bal-
kenlénge liefert die im gesamten Balken gespeicherte potentielle Energie

L 2 L 2
U = Wiatken = / AL dz = / GA('B;‘) dz (5.94)
0 0

Da die Querschnittsflichen nun nicht mehr senkrecht zur Balkenachse stehen miissen, miissen
die aus den Normalspannungen stammende potentielle Energie (5.46) und die Rotationsener-
gie (5.77) angepasst werden.
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Laut dem Hook’schen Gesetz gilt

y - tan(ApS) ~ Y Ap ALl

—FE.¢e=E
g € l l

E-y-B (5.95)

Die fiir eine Teilfliche der Querschnittsfliche geleistete Arbeit ergibt sich damit zu
y2 BIQZ

2
AW = /AF ds=AAESI= AAE (5.96)
Integration iiber die Querschnittsfliche ergibt die gespeicherte Energie in einem Balken-
teilstiick der Léange [

/8,2

12
W= /Eyﬁ ldA = EI"— (5.97)

Mit dem Grenziibergang [ — dl = dz und Integration iiber die Balkenlénge erhélt man die
gesamte im Balken aufgrund von Normalspannungen gespeicherte Energie

5/2
U = Wathen = / EI°-ds (5.98)
In diesem Modell ist die Rotation der Querschnitte von 3 abhéngig. (5.77) wird damit zu:

L 62
T = / pl— dz (5.99)
0 2

Gemeinsam mit (5.47) liefern die neu hergeleiteten Beziehungen (5.94), (5.98) und (5.99) die
neue Lagrange-Funktion

FpA i ? (8 -
LzT—U:/ P pl — BIN — GAY = dz_/ Ldz (5.100)
0

Hamilton’sches Prinzip bzw. Lagrange-Formalismus liefern folgendes Differentialgleichungs-
system

ddL d oL

_aob @ ohk 101
dt o dz ou (5.101)

oL doL d oL
— = = 102
op  dtos  dzop (5.102)

also

—pAii + GAY' — GAB =0 (5.103)
—~GAB — pIB +GAY + EIB" =0 (5.104)

Wie in den vorigen Herleitungen wird eine sinusformige Zeitabhéngigkeit der Auslenkung
angenommen, womit die doppelten Zeitableitungen nur einen Vorfaktor —w? liefern. Nach
wenigen elementaren Umformungen erhélt man

2

%u +u =g (5.105)
( d pI) 5 —5” — (5.106)

Dieses System gekoppelter Differentialgleichungen kann durch Ableiten und ineinander einset-
zen auf eine Form gebracht werden, bei der in jeder Gleichung nur mehr eine der Funktionen
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u(z,t) und 5(z,t) vorkommt. Beide Gleichungen haben dann die selbe Form mit den gleichen
Koeffizienten.

E *pl
EIV" + prI (1 + G) o+ wsz <WGZ _ 1) u=~0 (5.107)
bzw. 9
E 7l
EIB" +w?pl (1 + G) B+ w?pA (”GZ - 1) B=0 (5.108)

Obwohl die Separation in 2 DGI in je einer Funktion gelungen ist, sind u(z,t) und [(z,t)
nicht unabhéngig voneinander, sondern héngen iiber (5.106) und (5.105) zusammen.

Wie in den vorangegangenen Betrachtungen kann man (5.107) und (5.108) mathematisch
sowohl durch einen Ansatz mit Winkelfunktionen (5.52) und (5.53), als auch durch einen
Ansatz mit Hyperbelfunktionen (5.54) und (5.55) 16sen. Fiir eine physikalische Losung, also
eine Losung, die der Impuls- und Drehimpulserhaltung geniigt, ist wieder eine geeignete Li-
nearkombination der beiden Ansétze notwendig.

Da Hyperbelfunktion und Winkelfunktion in der 2. Ableitung unterschiedliche Vorzeichen
aufweisen, erhalten wir unterschiedliche Funktionen w(k) und w(k).

= (bR 4 bo) £/ (k2 + b2)® —dackt  — (—bi% + by) £/ (=bis? + by)? — dacw?
w = =

2a 2a
(5.109)
mit )
pI E)
a="7 1=p ( + G 2 p ¢
Daraus lasst sich eine Beziehung zwischen k und x ableiten:
—4a2b? k2 — 4ab1\/74ac kY + 02 k% 4 2b1bg k2 + b3 + 4ack? — b k2 — 2b1by 5 110
" 4a2b? + 4ac — b3 (5.110)

Die weitere Herleitung erfolgt wie in 5.3.1. Zunéchst folgt eine Aufteilung in symmetrische und
antisymmetrische Funktionen, dann erfolgt unter Beriicksichtigung der Impulserhaltung, der
Drehimpulserhaltung und der Randbedingungen die Ermittlung der noch freien Parameter.
Da in diesem Modell 2 Funktionen (u(z,t) und 5(z,t)) vorkommen, missen die Gleichungen
fiir Impuls- und Drehimpulserhaltung sowie die Randbedingungen aus den vorigen Modellen
iiberarbeitet werden.

Da die Balkenenden frei sind, also dort keine Krifte oder Momente wirken, sind dort so-
wohl die Normalspannungen als auch die Schubspannungen gleich Null. Damit erhélt man
folgende Randbedingungen:

o=F-c ") pyg N Bl =0 (5.111)
2

r=a. "2V ap-u) N w L3 (5.112)

Fiir die symmetrische Losung wéhlt man den Ansatz:
us = sin(wt) (cos(kz) + Bs cosh(kz)) (5.113)

tiber (5.105) ist damit auch ein Ansatz fiir § festgelegt:

Bs = sin(wt) <<w;p — k2> %sin(kzz) + <w;p + /£2> Bs sinh(/iz)) (5.114)

K

29



Bs ist dann natiirlich eine antisymmetrische Funktion, trotzdem werden die fiir diese (in
u(z,t) symmetrische) Losung bestimmten Parameter und Funktionen in weiterer Folge mit

dem Index “s* versehen.

Aus Symmetrie-Uberlegungen lisst sich schliefen, dass die Impulserhaltung beziiglich 3 stets

erfiillt ist. Beziiglich u miissen die Parameter der symmetrischen Losung so gewéhlt werden,

dass die Impulserhaltung erfiillt ist, also

L L
L/ipAﬂﬂk:LO = l/i1%dz£0 (5.115)
-2 )

Weiters lasst sich schlieflen, dass die Drehimpulserhaltung beziiglich v in der symmetrischen
Losung stets erfiillt ist, die Parameter der Losung miissen so gewahlt werden, dass auch die
Drehimpulserhaltung beziiglich § erfiillt ist, also

L L L

2 2

/L/hpby (yBs) dydz—/ipluﬂﬁs dz = 0 = Bs dz = 0 (5.116)
-3 /-3 -3

w\h

(5.115) legt den Faktor Bs zu
K sin(k%)
k sinh(k%)

fest, (5.116) ist fiir die symmetrische Losung stets erfiillt, da 8 antisymmetrisch ist.

(5.117)

s = —

Setzt man (5.117) in die Randbedingung (5.111) ein, so erhdlt man die folgende Bestim-
mungsgleichung

() (%) (521 noosh (v8) 1 5.118)

G sin (k%) G k sin (/ﬁ?%)

Mit der Beziehung zwischen k£ und « aus (5.110) kann dies numerisch, z.B. mit dem Newton-
Raphson Verfahren, gelost werden. Auch hier gibt es mehrere Losungen fiir k, die die ver-
schiedenen symmetrischen Moden darstellen.

Einsetzen der Ansétze in (5.112) zeigt, dass auch die 2. Randbedingung fiir alle Werte von k
erfillt ist.

Damit ist die symmetrische, physikalische Lésung der DGI gefunden und die Randbedin-
gungen erfiillt. Die Bewegungsgleichungen sind also

us = sin(wt) (cos(kz) + Bs cosh(kz)) (5.119)
und )
Bs = sin(wt) <<wGp k2> %sin(k‘z) + <wGp + H2> % Sinh(KZ)> (5.120)

Die Frequenzgleichung lautet

, = (bik? + bo) £/ (b1k? + by)® — dack?
W = S (5.121)
a

wobei 2 5
p
= — by=pl |1+ = by = —pA =FI
“=q 1’)(+G) 2=7F ¢

mit By aus (5.117), k aus (5.118) und « aus (5.110).
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Fiir die antisymmetrische Losung waht man folgenden Ansatz:
ug = sin(wt) (sin(kz) + B, sinh(kz2)) (5.122)
iber (5.105) ist damit auch ein Ansatz fiir 5 festgelegt:

2

Ba = sin(wt) (— (cu;p - k‘2) écos(k:z) + <wGp + 142> % cosh(mz)) (5.123)

Ba ist dann nattirlich eine symmetrische Funktion, trotzdem werden die fir diese (in wu(z,t)
antisymmetrische) Losung bestimmten Parameter und Funktionen in weiterer Folge mit dem
Index “a*“ versehen.

Aus Symmetrie-Uberlegungen lisst sich schliefien, dass die Impulserhaltung beziiglich 3 stets
erfiillt ist und, fiir antisymmetrische Losungen, auch fiir u erfiillt ist. Die Parameter der
Losung miissen so gewahlt werden, dass die Drehimpulserhaltung erfiillt wird:

L

L h
/2L pAzi, dz+/2L /2h pby(yBa) dy dz = /2L w2pAzug dz+/
-3 -37/-3 -3

2 2 B

|~

L

wiplBy)dz =0 (5.124)

2
L
2

legt den Faktor B, zu

2 [(4 (g = 2) 1) i) o)

Pa = 2 K% (%p + HQ) — 1) sinh(k) + K& cosh(n%)}

(5.125)

fest. Eingesetzt in die Randbedingung (5.111) erhélt man mit (5.110) eine Bestimmungsglei-

chung fir k,
wipr o L\ . [, L w?p 5\ . L
<G — k* | sin (k:2) + B, e + k* | sinh (/«;2> =0 (5.126)

welche numerisch, z.B. mit dem Newton-Raphson Verfahren, gelést werden kann. Die ver-
schiedenen Loésungen geben die verschiedenen Moden wieder. Durch Einsetzen des Ansatzes
in (5.112) kann kontrolliert werden, dass auch die 2. Randbedingung erfiillt wird.

Damit ist die antisymmetrische, physikalische Losung der DGI gefunden und die Randbe-
dingungen erfiillt. Die Bewegungsgleichungen sind also

ug = sin(wt) (sin(kz) + By sinh(kz)) (5.127)
und
Ba = sin(wt) (— (wép - k2> %cos(kz) + (cu;p + H2> % COSh(IiZ)) (5.128)

Die Frequenzgleichung lautet

— (b1k2 + by) &1/ (b1k2 + by)? — dack?
W2 (b1 2) \/(2; 2) (5.129)

wobei 2
P E
_ — ol (11 = = —pA =FI
a=" by =p ( +G) b2 p c

mit B, aus (5.125), k aus (5.126) und x aus (5.110).
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Zusammenfassend hier noch einmal die Annahmen/Vereinfachungen, die getroffen wurden,
um die Gleichungen (5.119), (5.120), (5.127) , (5.128) und (5.121) zu erhalten:

e Der zu priifende Werkstoff ist homogen und isotrop iiber den Balken.
e Der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist linear.
e Der Querschnitt ist konstant {iber den gesamten Balken.

e Querschnittsflichen die im unverformten Zustand senkrecht zur Balkenachse stehen,
sind zu jeder Zeit (auch wihrend der Verformung) eben.

e Effekte der Aufhéangungen werden vernachléssigt.
e Die auftretenden Auslenkungen sind klein gegeniiber der Balkenldnge.

e Die Ausdehnung des Balkens in z-Richtung &dndert sich durch die Verformung nicht.
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5.3.4 Herleitung Biegeschwingungen IV

Unter dem Punkt 5.3.3 wurden unverwdlbte Querschnitte angenommen. Dies ldsst nur li-
neare Spannungsverldufe {iber die Querschnittsflachen zu. Unter diesem Punkt soll nun eine
2-dimensionale Theorie entwickelt werden, die die in der Realitdt auftretenden nichtlinearen
Spannungsverldufe beriicksichtigt. Die Schwingungen in z- und y-Richtung kénnen getrennt
betrachtet werden, also beschreibt dieses 2-dimensionale Modell bei 2-maliger Anwendung die
3-dimensionale Realitdt. Die weitere Herleitung bezieht sich immer auf Biegeschwingungen
in y-Richtung, natiirlich ist die Anwendung fiir die x-Richtung identisch.

Fiir dieses Modell werden 2 Funktionen f(z) und g¢(y,z) eingefiihrt, die im Verlaufe der
Rechnung bestimmt werden. f(z) gibt dabei die Auslenkung der (biegespannungsfreien) Bal-
kenmittellinie senkrecht zur Achsrichtung an. g(y, z) beschreibt die Verwo6lbung - d.h. die
Abweichung der Punkte, die vor der Verformung in einer Ebene senkrecht zur Balkenachse
standen, von der Ebene, die im verformten Zustand senkrecht zur Balkenachse steht. v und
w bezeichnen die Verzerrungen in y- bzw. z-Richtung.

Abbildung 5.6: Verzerrungen

Die Funktion f(z) bewirkt nicht nur Verschiebungen in y-Richtung v(y, z), sondern, aufgrund
der Dicke des Balkens, auch Verschiebungen in Richtung der Balkenachse w(y, z).

0
vy = f +ycos ((;;) —y=f (5.130)
0
wy = —yafﬁ (5.131)

Wegen der Schragstellung der Querschnittsflichen verursacht auch die Wolbfunktion g(y, z)
Verschiebungen in y-Richtung v(y, z) und Verschiebungen in Richtung der Balkenachse w(y, z):

. (Of of

vg = gsin (82) i (5.132)
0
Wy = g Cos <8§> g (5.133)
Die gesamten Verschiebungen ergeben sich aus Superposition
0

v:vf—i—vg:f+ga—£ (5.134)

of

w=wr+wg=9—y (5.135)

0z
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Damit ergibt sich fiir die Dehnungen € und -~y

_ 0w 9y 0 f

EZZ_BZ_Gz_y@
0 0 0 0g 0 0? 0
v Ow ngngr J 9y

T Yoy oy T oz0: Yo Ty
Die letzte Vereinfachung in (5.137) kann getroffen werden, wenn die Amplitude der Auslen-
kungen sehr klein ist - damit konnen nédmlich Terme 2. Ordnung vernachléssigt werden. Alle

anderen Dehnungsterme als die hier angefiihrten sind Null.

(5.136)

(5.137)

Aufgrund der infinitesimalen Grofie der betrachteten Teilstiicke um die Rotationsachse ver-
schwindet die Rotationsenergie - die Lagrange-Funktion ist somit

L

L .n 22 2 2 2
2 2 v (Y € Y
=T-U= —+5 | -b|E5+Go 1
L U /é gpb<2+2> b( 2—|—G2>dydz (5.138)
Mittels des Hamilton Formalismus fiihrt das auf folgende DGIn
,Ob(—f —Ygz + ny;z) — Eb(~ygzz. + y2fzzzz) =0 (5.139)

pb(_g - yfz) - b(_Egzz + Eyfzzz - Ggyy) =0 (5.140)

Fir f und g wird die gleiche Zeitabhingigkeit angenommen, sodass die zweifache Zeitablei-
tung in beiden Fillen nur einen Vorfaktor —w? ergibt. Durch Ableiten von (5.140) nach z
und Einsetzen in (5.139) kann man eine Relation zwischen f und g,,. gewinnen.

G
[= T%ygyyz (5.141)

Dies motiviert einen Produktansatz g(y, z) = §(y)g(z). Damit erhilt man

f=g: (5.142)
sowie )
A wop
Gyy = —— 5.143
vy Gy ( )

Berticksichtigt man, dass auf den Oberflachen keine Schubspannungen auftreten diirfen (Rand-
bedingung),
T:G.ry:G.gngldO (5.144)
dann muss
dylon =0 (5.145)

sein. Die DGI (5.143) mit den Randbedingungen (5.145) wird durch folgende Funktion geldst

. wp 2e

Zur Losung von (5.139) und (5.140) setzt man (5.142) und (5.146) in diese ein; (5.140) wird
zusétzlich mit y multipliziert. Um die y - Abhéngigkeit zu eliminieren, werden beide Gleichun-
gen tiiber y integriert (von —% bis %) Zur Integration werden noch folgende Zusammenhénge
bendtigt

1 2 3 3 2 A b
2 ., wp bh bh?\  wp4 2 9 2 B
byg dy = (—6—1—18 ——?gf _%by dy=1 _%bdy—A
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Damit nehmen (5.139) und (5.140) die gleiche Form mit gleichen Koeffizienten an (was aus
physikalischen Griinden auch so sein muss) - man erhélt

4F 4dpl
" 2 1" 2 2 _ —
EIf" +w Ip(l-i—BG)f +w pA(w SCA 1)f 0 (5.147)
bzw. AE 0]
EIJ" 27 (1 ) 1" 2 A( 2 *p _1> _ 14
g +wilp +3G g +wp vey g=20 (5.148)

Die Striche bezeichnen dabei die Ableitungen nach z.

Dies sind die gleichen Differentialgleichungen wie in der vorigen Herleitung (5.3.3), die Glei-
chungen (5.107) und (5.108) - einziger Unterschied ist der Vorfaktor % vor dem Schubmodul
G. Entsprechend erfolgt die weitere Herleitung der Bewegungsgleichungen bzw. der Frequenz-
gleichung identisch: Ermittlung der Beziehung zwischen k& und &, aufspalten in symmetrische
und antisymmetrische Moden, aufstellen der Randbedingungen und physikalischen Voraus-
setzungen und bestimmen der Parameter. (5.110 bis 5.126)

Als symmetrische Losung erhélt man

us = sin(wt) (cos(kz) + Bs cosh(kz)) (5.149)
und , )
Bs = sin(wt) ((4;}Gp — kz2> %sin(k‘z) + <4;UGP + /4;2> % sinh(mz)) (5.150)

Die Frequenzgleichung lautet

— (b1k2 + by) 1/ (b1k2 + by)? — dack*
N ULl \/(2; 2) (5.151)

wobei

4p*1 4E
—r- bi=pl (14— by = —pA =FEI
a e 1 P(+3G> 2 P c

mit By aus (5.117), k aus (5.118) und x aus (5.110), wobei statt dem Schubmodul G hier
jeweils %G eingesetzt werden muss.

Als antisymmetrische Losung erhélt man
ug = sin(wt) (sin(kz) + By sinh(kz)) (5.152)
und

Ba = sin(wt) <— (4;0;p - k2> %cos(kz) + (4;2? + /@2> % COSh(HZ)) (5.153)

Die Frequenzgleichung lautet

— (b1k? + by) £1/ (b1k2 + by)? — dack?
N Gl \/(2; 2)” - dac (5.154)

wobei

4p%1 4F
= bi=pl(1+— by = —pA =FEI
a 3G 1=p ( +3G> 2 P c

mit B, aus (5.125), k aus (5.126) und ~ aus (5.110), wobei statt dem Schubmodul G hier

jeweils %G eingesetzt werden muss.
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Zusammenfassend hier noch einmal die Annahmen/Vereinfachungen, die getroffen wurden,
um die Gleichungen (5.149) bis (5.154) zu erhalten:

e Der zu priifende Werkstoff ist homogen und isotrop iiber den Balken.
e Der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ist linear.

e Der Querschnitt ist konstant {iber den gesamten Balken.

Effekte der Aufhdngungen werden vernachlassigt.

Die auftretenden Auslenkungen sind klein gegeniiber der Balkenlédnge.

Die Ausdehnung des Balkens in z-Richtung &ndert sich durch die Verformung nicht.
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5.4 Diskussion

5.4.1 Allgemeines

In diesem Kapitel sollen die hergeleiteten Modelle sowie Modelle aus der Literatur [4, 5]
und aus verschiedenen Normen [6, 7, 8] miteinander verglichen werden. Dazu wird die Vor-
gangsweise zur Bestimmung der elastischen Konstanten umgekehrt und, unter Annahme der
elastischen Konstanten, die Lage der Eigenfrequenzen berechnet. Die fiir die Berechnung ver-
wendeten elastischen Konstanten (Annahmen) sind der Literatur [9] entnommen:

Stahlprobe: E-Modul = 210.000 -2, und Schubmodul = 80.000 -2, Dichte = 7850 24
Die zur Berechnung verwendeten Probeabmessungen sind b x h x L = 7 x 9 x 90 mm.
Die mit diesen Parametern errechneten Resonanzfrequenzen wurden den bei einer Probe mit
gleichen Abmessungen ezperimentell ermittelten Resonanzfrequenzen gegeniibergestellt um
die Stéarken bzw. Schwéchen der verschiedenen Modelle aufzuzeigen.

Dieser Weg wurde gewahlt, da auch die Ermittlung der elastischen Konstanten aus den ge-
messenen Resonanzfrequenzen gewisse Freiheiten ldsst (Art des Fits, Gewichtung der ver-
schiedenen Resonanzfrequenzen, ...) und somit ein reiner Vergleich der aus verschiedenen
Modellen errechneten elastischen Konstanten weniger Informationen liefern wiirde.
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5.4.2 Torsionsschwingung

Hier sollen nun die beiden in Kapitel 5.2 hergeleiteten Modelle (Modell T1 und Modell T2),
welche Vorhersagen fiir alle moglichen Oberschwingungen liefern, sowie das Modell aus der
Norm EN 843-2 [8] miteinander verglichen werden.

Modell T1

Dies ist ein sehr einfaches Modell, das davon ausgeht, dass vor der Verformung ebene Quer-
schnittsflachen auch nach der Torsions-Verformung eben bleiben. In der Praxis ist das nur
fiir Proben mit kreis- oder kreisringférmigem Querschnitt erfiillt, bei anderen Querschnitts-
formen treten Verwolbungen der Querschnittsflachen auf.

Erste Fits der aufgenommenen Spektren mit diesem Modell zeigten zwar eine enge Uberein-
stimmung der gemessenen Resonanzfrequenzen mit dem Modell, der aus dem Fit erhaltene
Wert fiir den Schubmodul wich allerdings um 15% vom Literaturwert fiir Stahl ab. Die fiir die-
ses Modell angenommenen Vereinfachungen sind also zu gravierend - es muss ein komplexeres
Modell herangezogen werden.

Modell T2

Mit etwas Uberlegung lisst sich auch die in der Praxis auftretende Verwélbung der Quer-
schnittsflaichen analytisch beschreiben. Dies liefert die gleiche Formel wie in Modell T1, jedoch
mit einem zusétzlichen Faktor vor dem Schubmodul.

Der physikalische Zusammenhang und somit die gute Ubereinstimmung des Modells mit
den gemessenen Resonanzfrequenzen bleibt gleich wie in Modell T1. Der zusétzliche Faktor
fithrt dazu, dass die aus dem Fit erhaltenen Werte fiir den Schubmodul mit jenen aus der
Literatur und jenen aus der Ermittlung iiber die Biegeschwingungen iibereinstimmen. Es ist
daher davon auszugehen, dass das Modell alle wichtigen physikalischen Effekte beriicksichtigt.

Norm EN 843-2

Diese Norm gilt fiir keramische Werkstoffe und legt die Bestimmung des Schubmoduls tiber
ausschliefllich die Frequenz der Torsions-Grundschwingung fest.

([ 4mf?
o= (02 -

wobei

B b/h+h/b
~ 4(h/b) — 2.52(h/b)? + 0.21(h/b)"

A, mit b>h (5.156)

Angewendet auf die Auswertung der gemessenen Spektren ergibt sich gleich das Problem,
den ,richtigen* Peak fiir die Auswertung zu finden. In den aufgenommenen Spektren sind
nédmlich nicht nur Peaks bei Torsionsschwingungsresonanzen zu sehen, sondern auch bei Bie-
geschwingungsresonanzen sowie sonstige Peaks, die vom Versuchsaufbau stammen. Besonders
wenn mehrere Peaks eng beieinander liegen, besteht die Gefahr, einen falschen Peak zu ver-
wenden. Stimmen jedoch mehrere gemessene Peaks mit dem zur Auswertung verwendeten
Modell iiberein, kann diese Gefahr minimiert werden.

In Umkehrung (bei bekanntem Schubmodul) liefert das Modell also eine Vorhersage fiir die
Grundschwingungsfrequenz. Die vorhergesagte Grundschwingungsfrequenz unter Annahme
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des Literaturwerts fiir den Schubmodul stimmt eng mit der gemessenen Grundschwingungs-
Resonanzfrequenz iiberein.

Ist die Torsionsgrundschwingungsfrequenz eindeutig erkennbar, so liefert dieses Modell in-
nerhalb der Messunsicherheit die gleichen Ergebnisse wie das Modell T2. Generell ist es von
Vorteil, mit Modellen zu arbeiten, die sich nicht nur auf einen Resonanzpeak stiitzen.

Zusammenfassung

Geht man davon aus, dass die elastischen Konstanten der gemessenen Stahlprobe mit den
Werten aus der Literatur iibereinstimmen, dann liefern sowohl Modell T2 als auch das Modell
der Norm EN 843-2 ausgezeichnete Vorhersagen fiir die Resonanzfrequenzen.

Wie beschrieben zeigt Modell T1 zwar schon den richtigen physikalischen Zusammenhang,
liefert aber bei Vorgabe des Schubmoduls, aufgrund der Vernachléssigung des Einflusses von
Verwolbungen, ungefahr um 15% zu hohe Werte fiir die Resonanzfrequenzen.

Zum Abschluss folgt noch ein Vergleich der unter Annahme des Literaturwerts fiir den Schub-
modul errechneten Resonanzfrequenzen mit den experimentell ermittelten Werten.

Modell T1

Modell T2

Norm DIN EN 843-2 |

n 1 i i n i i
5000 10000 20000 50000 100000
Frequenz in Hz

Abbildung 5.7: Vergleich verschiedener theoretischer Modelle mit den experimentell ermittel-
ten Werten
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5.4.3 Biegeschwingungen

Hier sollen nun die 4 in Kapitel 5.3 hergeleiteten Modelle (Modell B1 bis Modell B4), welche
Vorhersagen fiir alle méglichen Oberschwingungen liefern, sowie die Modelle aus den Normen
EN 843-2 und DIN EN 15335 [7, 8] miteinander verglichen werden.

Die Ergebnisse der Herleitungen in dieser Diplomarbeit decken sich mit jenen aus [10].

Modell B1

Dieses Modell wurde von Euler und Bernoulli bereits im 18. Jahrhundert verwendet. Es ver-
nachléssigt den Einfluss von Schubspannungen und berticksichtigt auch nicht alle kinetischen
Einflusse.

Die getroffenen Vereinfachungen fithren bei Annahme des Literaturwerts fiir den E-Modul
zu einer Abweichung der vorhergesagten Grundschwingungs-Resonanzfrequenz von ca. 3%
gegeniiber dem gemessenen Wert. Die vorhergesagte Resonanzfrequenz der 8. Oberschwin-
gung liegt jedoch schon mehr als 40% dariiber. Zur Vorhersage der Grundschwingungsfrequenz
ist dieses Modell also bedingt geeignet, da aber der E-Modul proportional zum Quadrat der
Frequenz ist, ergibt sich beim Errechnen des E-Moduls aus der gemessenen Frequenz eine Ab-
weichung um mehr als 6% gegeniiber dem Literaturwert des E-Moduls, womit dieses Modell
nicht zur Bestimmung des E-Moduls geeignet ist.

Modell B2

Dieses Modell wurde von Rayleigh bereits 1877 verwendet. Es verbessert das Euler-Bernoulli-
Modell durch die Beriicksichtigung weiterer kinetischer Einfliisse.

Die getroffenen Vereinfachungen fithren bei Annahme des Literaturwerts fiir den E-Modul
zu einer Abweichung der vorhergesagten Grundschwingungs-Resonanzfrequenz von ca. 1%
gegeniiber dem gemessenen Wert. Die vorhergesagte Resonanzfrequenz der 8. Oberschwin-
gung liegt jedoch schon mehr als 30% dariiber. Dieses Modell kann also zur Vorhersage der
Grundschwingungsfrequenz verwendet werden, da aber der E-Modul proportional zum Qua-
drat der Frequenz ist, ergibt sich beim Errechnen des E-Moduls aus der gemessenen Frequenz
eine Abweichung um mehr als 2% gegeniiber dem Literaturwert des E-Moduls. Sollen auch
hohere Moden in die Berechnung einflieflen, ist diese Abweichung deutlich hoher, womit auch
dieses Modell nicht zur Bestimmung des E-Moduls geeignet ist.

Aus der Betrachtung des Modells von Euler und Bernoulli sowie dieses Modells lasst sich
schlussfolgern, dass der Einfluss des Schubmoduls, der in beiden Modellen vernachléssigt
wird, bei hoheren Moden stérker ist, wodurch die dort prozentuell gréfleren Abweichungen
zwischen Vorhersage und Messung entstehen.

Modelle B3 und B4

Diese Modelle entsprechen schon im wesentlichen dem Modell von Timoshenko [4, 5], wel-
ches dieser 1921 publizierte. Im Unterschied zu den vorigen Modelle gibt es hier einen Term
zur Beriicksichtigung des Einflusses der Schubspannungen. Modell B3 geht dabei von einem
iiber die Querschnittsfliche konstanten Schubspannungsverlauf aus, die Annahmen in Modell
B4, die Verwélbungen infolge der Schubspannungen zulassen, fiihren zu einer Singularitdt im
Schubspannungsverlauf. Beides ist unphysikalisch - es sollte sich ein parabolischer Schubspan-
nungsverlauf einstellen. Rein mathematisch unterscheiden sich B3 und B4 nur durch einen
Faktor () vor dem Schubmodul.
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— (b1k2 + by) &1/ (b1k2 + by)? — dack?
R Clahl) \/(2; 2)” - dac (5.157)

mit

E
a=— blsz(l—i—) bo = —pA c=FI
G

Fiir Modell B3 ist v = 1, fiir Modell B4 ist v = %, Timoshenkos Modell verwendet einen Kor-
rekturfaktor ~, der von der Querschnittsgeometrie des Balkens und der Poissonzahl abhéingig
ist.

Fits der aufgenommenen Spektren mit diesen Modellen zeigen eine enge Ubereinstimmung
aller gemessenen Moden mit dem Modell. Der Fit mit Modell B3 liefert jedoch einen zu niedri-
gen Wert fiir den Schubmodul, der Fit mit Modell B4 liefert einen zu hohen Wert. Dies macht
die Verwendung des in Timoshenkos Modell auftauchenden Korrekturfaktors v (der zwischen
% und 1 liegt) plausibel. Zur Wahl des Korrekturfaktors gibt es von unterschiedlichen Autoren
unterschiedliche Vorschldge. Eine ausfiihrliche Diskussion iiber die verschiedenen Korrektur-
faktoren findet sich zum Beispiel in [11].

Wie in der Formel erkennbar, &ndert die Wahl des Korrekturfaktors nichts an den physi-
kalischen Zusammenhéngen, es wird aber erreicht, dass Fits der gemessenen Spektren Werte
fiir den Schubmodul liefern, die mit den Literaturwerten iibereinstimmen. Die Modelle mit
Korrekturfaktor liefern jedoch keine physikalisch richtigen Aussagen iiber den Schubspan-
nungsverlauf.

Norm EN 843-2

Die Norm EN 843-2 fiir keramische Werkstoffe legt die Bestimmung des E-Moduls iiber aus-
schliefflich die Frequenz der Biege-Grundschwingung fest. Der Einfluss des Schubmoduls auf
die Resonanzfrequenz wird in diesem Fall vernachldssigt. Das in dieser Norm verwendete
Modell liefert zwar gute Werte fiir den E-Modul, jedoch ist es, wie schon bei den Torsions-
schwingungen erwahnt, von Vorteil, mit Modellen zu arbeiten, die sich nicht nur auf einen
Resonanzpeak stiitzen.

Norm DIN EN 15335

Die Norm DIN EN 15335 fiir keramische Werkstoffe legt die Bestimmung von E-Modul und
Schubmodul {iber mehrere Biegeschwingungs-Resonanz{requenzen fest (Die Formel bzw. Vor-
gehensweise hierfiir ist etwas komplizierter, daher soll auf [7] verwiesen werden). In Umbkeh-
rung (bei bekannten elastischen Konstanten) liefert das Modell Vorhersagen fiir die Eigenfre-

quenzen aller Moden. Das in dieser Norm verwendete Verfahren entspricht sehr genau dem
Timoshenko-Modell.

Zusammenfassung

Die Auswertung der Spektren ist also die Berechnung der elastischen Konstanten aus den ge-
messenen Resonanzfrequenzen - dabei beeinflusst die Wahl des Korrekturfaktors den errech-
neten Schubmodul proportional. Verdndert man den Korrekturfaktor um 5%, so verdndert
sich der errechnete Wert des Schubmoduls um 5%. Man erkennt, dass es schwierig ist, hier
systematische Fehler zu vermeiden. Es empfiehlt sich also, die hier gewonnenen Werte mit
jenen aus der Torsionsschwingung zu vergleichen.
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Zur Auswertung der aufgenommenen Messungen kénnen das Verfahren aus der Norm EN
843-2 und das Timoshenko-Modell, welches quasi identisch zur Norm DIN EN 15335 ist, ver-
wendet werden. Die Norm EN 843-2 liefert dabei nur den E-Modul, das Timoshenko-Modell
liefert beide Moduln.

An den folgenden Diagrammen erkennt man, dass die Grundschwingungsfrequenz von al-
len Modellen am besten vorhergesagt wird, bei hoheren Moden wird die Abweichung von
theoretischen und experimentellen Daten grofier. Die Modelle B1 (Euler-Bernoulli) und B2
(Rayleigh) sind vom Schubmodul unabhéingig und liefern daher nur Aussagen iiber den E-
Modul. Je hoéher die Ordnung der Oberschwingungen, umso gréfler wird der Einfluss des
Schubmoduls auf die Resonanzfrequenz, das gleiche gilt jedoch vermutlich auch fiir andere,
in den Modellen nicht beriicksichtigte Effekte. Um eine sinnvolle Bestimmung des Schubmo-
duls iiber die Biegeschwingungs-Resonanzfrequenzen vornehmen zu kénnen, ist es notwendig
einige Resonanzfrequenzen von Moden hoherer Ordnung (> 5) in den Fit mit ein zu beziehen.

Bernoulli

Rayleigh

Timoshenko

n 1 n i
5000 10000 20000 50000 100000
Frequenz in Hz

Abbildung 5.8: Vergleich der Modelle von Euler-Bernoulli, Rayleigh und Timoshenko mit
experimentell ermittelten Werten
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Modell B3 F | |‘ ‘

Modell B4

Timoshenko

" 1 i i n L i
5000 10000 20000 50000 100000
Frequenz in Hz

Abbildung 5.9: Vergleich der Modelle von B3, B4 und Timoshenko, welche sich nur durch
den Korrekturfaktor unterscheiden, mit experimentell ermittelten Werten

5.5 Zur Auswertung verwendete Modelle

Wie schon mehrfach erwéhnt sind Modelle, die mit nur einer Resonanzfrequenz arbeiten,
ungiinstig, da man mit diesen Modellen im Prinzip zu jedem Peak im Spektrum einen Mess-
wert zuordnen kann und man im Nachhinein den richtigen Messwert ,aussuchen* muss. Dies
ist besonders dann schwierig, wenn mehrere Peaks eng beieinander liegen.

Im Gegensatz dazu sind Modelle, die alle moglichen Resonanzfrequenzen vorhersagen, von
Vorteil. Stimmen nédmlich mehrere gemessene Peaks mit den theoretischen Modellen iiberein,
so kann man sehr sicher sein, die richtigen Peaks zu verwenden, und somit auch den rich-
tigen Messwert zu erhalten. Natiirlich wird man nie mehrere Peaks finden, die exakt mit
dem verwendeten Modell iibereinstimmen - der Messwert wird bei diesen Modellen durch die
Minimierung der Summe der quadratischen Abweichungen gefunden (es handelt sich also im
Prinzip um einen Least Squares Fit). Dabei bleibt es der Erfahrung des Priifers iiberlassen,
wie viele Peaks in den Fit mit einbezogen werden und welche Gewichtung den jeweiligen
Peaks zugemessen wird.

Fir die Ermittlung von E-Modul und Schubmodul aus den Biegeschwingungs-Resonanz-
frequenzen sind natiirlich mindestens 2 Peaks notwendig, besser jedoch mehr. Da die Abhéngig-
keit der Resonanzfrequenzen vom Schubmodul mit zunehmender Ordnung steigt, sollten auch
Resonanzen hoherer Ordnung (5. Ordnung oder hoher) in den Fit einbezogen werden. Bei
Messungen an Stahlproben bei Raumtemperatur stimmen bis zur ca. 8. Ordnung 10 oder
mehr Peaks sehr gut mit dem Modell iiberein (je 2 Peaks pro Ordnung). Aufgrund von
Uberlappung oder Dampfung kénnen auch einzelne Peaks im Spektrum fehlen.

In der Norm DIN EN 15335 ist die Auswertung eines Spektrums mittels Biegeschwingungs-
Resonanzfrequenzen iiber einen Least Squares Fit beschrieben. Dabei werden keine speziellen

Angaben zur Anzahl oder zur Gewichtung der verwendeten Peaks gegeben.

Da in dieser Norm keine Herleitung fiir die dort verwendete ,Zahlenwert-Formel* angege-
ben ist, wird hier fiir die Auswertung der Biegeschwingungs - Resonanzen das Timoshenko
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Modell (5.157), mit dem Scher-Korrekturfaktor

_5+5V
T 5+

(5.158)

der fiir rechteckférmige Balkenquerschnitte gilt (v = Poissonzahl), verwendet. Korrekturfak-
toren fiir andere Balkenquerschnitte oder Korrekturfaktoren von anderen Autoren konnen
z.B. dem Paper von Kaneko [11] entnommen werden. Die Verwendung von Korrekturfakto-
ren unterschiedlicher Autoren beeinflusst die Lage der theoretischen Peaks nach dem Least
Squares Fit nicht, einzig der Messwert des Schubmoduls ist geringfiigig unterschiedlich. Die
Auswertung mit Timoshenkos Korrekturfaktor liefert, wie bereits erwédhnt, fast exakt die
gleichen Ergebnisse wie die in der Norm DIN EN 15335 angegebene Zahlenwertformel. Auf-
grund der Unsicherheiten der Probenabmessungen bzw. des Fehlers, der bei Gleichsetzung
von Eigenfrequenz und Resonanzfrequenz (also Vernachldssigung der Dampfung) der Probe
entsteht, konnen E-Modul und Schubmodul nicht beliebig genau gemessen werden. In der
Norm DIN EN 15335 werden als typische Genauigkeiten fiir dieses Verfahren 1% fiir den
E-Modul und 2-10% fiir den Schubmodul angegeben. Dies bedeutet, dass die Unsicherheit
des Verfahrens deutlich grofler ist als der Unterschied zwischen der Auswertungsmethode laut
Norm und jener von Timoshenko. In weiterer Folge wird daher die Gleichung 5.157 als zur
Norm gleichwertig ansehen.

Torsion

Biegung 1

Biegung 2

5000 10000 20000 50000 100000
Frequenz in Hz

Abbildung 5.10: Vorhersagen der Verwendeten Modelle (T2 und Timoshenko) und gemessene
Peaks, vorhergesagte Peaks, die nicht gemessen werden konnten sind strichliert eingezeichnet
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Die grofle Unsicherheit in der Bestimmung des Schubmoduls kann umgangen werden, in-
dem das hergeleitete Modell II der Torsionsschwingung zur Auswertung herangezogen wird.
Dieses Modell liefert Messwerte fiir den Schubmodul, die von jenen der vorherigen Methode
in vielen Féllen um weniger als 1% abweichen. Bei Messungen der Temperaturabhangigkeit
von E-Modul, Schubmodul und Poissionzahl lieferte dieses Modell die bei weitem glatteren
und somit vertrauenswiirdigeren Verldufe der Poissonzahl.

0.31

0.30

0.29

Poissonzahl

0.28

0.27

0.26

~~~~~~

300 400 500

Temperatur in °C

100 200

600 700

Abbildung 5.11: Poissonzahl in Abhéngigkeit von der Temperatur, Schubmoduln ausgewertet
iiber Biegeschwingungen (blaue Kurve) und iiber Torsionsschwingungen (rote Kurve)

Die Poissonzahl ist so definiert, dass sich Unsicherheiten in E-Modul und Schubmodul be-
sonders stark auswirken. Fiir eine verldssliche Poissonzahl sind also entweder sehr prézise
Messungen oder Messreihen mit mehreren Proben notwendig.
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Kapitel 6

Aufbau der Messapparatur

6.1 Allgemeines

Neben der theoretischen Beschreibung der ,,Resonant Beam Technique® wurde im Rahmen
dieser Diplomarbeit auch die Anlage zum gleichzeitigen Messen von E-Modul und Schubmo-
dul aufgebaut.

Die Anlage gliedert sich in 3 Hauptteile:

e Schwingungsanregung
e Ofen
e Vakuumkammer

die in weiterer Folge getrennt beschrieben werden. Der grundlegende Aufbau ist dabei weit-
gehend gleich einer Anlage der TU Wien, wo man sich schon linger mit dieser Methode
beschaftigt.
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6.2 Schwingungsanregung

Der prinzipielle Aufbau des Messanlage ist der folgenden Abbildung zu entnehmen.

Abbildung 6.1: Prinzipieller Aufbau der Schwingungsanregung

Die Probe in Form eines kleinen Balkens (4) (ca. 7 x 9 x 90 mm) wird auf 2 Schlaufen (3)
aufgehéngt. Die erste dieser Schlaufen ist mit einem Schwingelement zum Anregen (1) des
Balkens verbunden, die zweite mit einem Sensor (2). Sowohl Schwingelement als auch Sensor
sind an einem Netzwerkanalysator angeschlossen. Dieser dient als Frequenzgenerator zur An-
steuerung des anregenden Schwingelements und gleichzeitig zur Weiterverarbeitung des vom
Sensor aufgenommenen Antwortsignals.

Zur Anregung und Messung der Schwingungen wurden zunéchst diverse kommerzielle Mikro-
Lautsprecher und Piezo-Aktuatoren verwendet. Auch mit Piezo-Lautsprechern um weniger
als 1 Euro pro Stiick als Schwingelement und Sensor lassen sich zumindest bei Raumtem-
peratur brauchbare Messungen durchfiihren. Die aufgenommenen Antwortsignale kénnen je-
doch speziell fiir Moden hoherer Ordnung und im héheren Frequenzbereich (< 50 kHz) sehr
schwach sein. Zur Bestimmung des E-Moduls wére das voéllig ausreichend, da der E-Modul
praktisch durch die Frequenz der Grund-Biegeschwingung bestimmt ist. Zur Bestimmung
des Schubmoduls iiber Biegeschwingungen sind speziell Moden héherer Ordnung wichtig, da
der Einfluss der Schubspannungen mit zunehmender Ordung der Moden immer gréfer wird.
Schlussendlich wurde ein Piezo-Stack Aktuator der Firma Physics Instruments zur Anregung
der Schwingung und ein einzelner Piezochip als Sensor verwendet. Dies ist jedoch keinesfalls
eine ideale Konfiguration. Die Verwendung der richtigen Piezos ist die kritische Komponente
fiir die Qualitdt der Spektren und beinhaltet noch einen grofien Spielraum fiir Optimierungen.

Als Netzwerkanalysator dient ein BODE 100 der Firma Omicron. Im Frequency-Sweep-Mode
gibt der Netzwerkanalysator ein Signal mit stufenweise ansteigender Frequenz aus und misst
gleichzeitig die Phasenverschiebung und Dampfung der ,,Antwort* des Sensors innerhalb ei-
ner gewissen einstellbaren Bandbreite um die Anregungsfrequenz. Eine geringe Bandbreite
stellt dabei sicher, dass das Signal-Rausch-Verhéltnis gut bleibt, und keine anderen Resonan-
zen mitgemessen werden. Trotz sehr kleiner Antwortsignale (ca. -50 bis -100 dB im Vergleich
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zum Ansteuerungssignal) erhélt man bei diesem Verfahren deutliche Peaks bei den Resonanz-
frequenzen der Probe. Ergebnis einer Messung ist ein Spektrum wie in folgender Abbildung.

-30

48

-66

MagnitudeldB

-102

-120

16631 21631 26631 31631 36631 41631 46631
fiHz

Abbildung 6.2: Ausschnitt aus dem Spektrum einer Stahlprobe

Zur Auswertung muss die Position (Frequenz) der einzelnen Peaks im Spektrum bestimmt und
den verschiedenen Schwingungsmoden zugeordnet werden um daraus E-Modul und Schub-
modul zu ermitteln.

Da mit der Anlage speziell Messungen bei hoheren Temperaturen durchgefiihrt werden, kann
die Probe nicht unmittelbar an den Piezo-Aktuatoren befestigt werden. Die Aufhdngung der
Probe muss so erfolgen, dass die Piezos auflerhalb des Ofens platziert sind. Anforderungen an
die Aufhéngung sind also Temperaturbestiandigkeit, und, um die eigentliche Messung nicht zu
verfalschen, moglichst geringe Masse und moglichst geringe Elastizitéat. Diese Anforderungen
werden am besten von Keramikfasern erfiillt. Hier wurden die Fasern Nextel 610 der Firma
3M verwendet. Die Fasern werden in ein Zwischenstiick mit Aufnahmebohrung eingeklebt,
welches anschliefend an die Aktuatoren geschraubt werden kann. Das Zwischenstiick ist not-
wendig, da die Keramikfasern hiufig reilen. Durch das Zwischenstiick wird ein schneller und
problemloser Austausch der Schlaufen moglich.

Die Aufhidngung der Piezo-Aktuatoren sollte getrennt iiber moglichst schwingungsdampfende
Materialien erfolgen um ein Ubersprechen zu verhindern. Weiters ist es von Vorteil, wenn die
Aufhédngung nicht elektrisch leitfahig ist um ansonsten eventuell auftretenden kapazitiven
Effekten vorzubeugen. Da die Schlaufen nach dem Einschrauben nicht immer die richtige
Orientierung und eventuell verschiedene Lingen haben, ist es von Vorteil die Aktuatoren
verdrehbar an der Aufhingung zu befestigen und eine Héhen-Verstellmoglichkeit vorzusehen.
Um verschiedene Probenldngen zuzulassen sollte die Probenaufhéngung auch seitlich verstell-
bar sein - dann kann die Position und Orientierung der Schlaufen beliebig eingestellt werden
und ermoglicht ein einfacheres Einlegen der Probe.
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6.3 Ofen
6.3.1 Aufbau

Der Ofen wurde mit 2 Heizelementen (65.5 mm x 125 mm) der Firma Elstein ausgestattet,
die die Probe von 2 Seiten beheizen. Als Gehéuse dient ein zweckentfremdetes Schaltkasten-
gehduse aus Aluminium Spritzguss. Die Grofle des Gehduses wurde so gewéhlt, dass zwischen
Hochtemperaturbereich und Aulenwand mind. 50 mm Isoliermaterial liegen. Als Isolierung
wurde zunéchst ,Superwool“ von RS-Components verwendet, dieses Material verliert jedoch
nach einmaligem Aufheizen auf hohe Temperaturen (750 °C) seine mechanischen Eigenschaf-
ten und beginnt zu bréseln. Daher wurde im Verlauf der Diplomarbeit die Isolierschicht aus
youperwool“ durch Feuerleichtsteine der Firma Pyrotec ersetzt. Zur Regelung wurde ein Eu-
rotherm 2604 Regler mit einem Typ K Thermoelement verwendet.

Nach den ersten Versuchen stellte sich heraus, dass der Ofen schwer regelbar ist. Griinde dafiir
sind die schlechte Warmeleitfahigkeit der Luft, die zu langen Totzeiten fiihrt; die Stérung in
Form des Schlitzes, durch den die Schlaufen in den Ofen gefiihrt werden, iiber den Konvektion
moglich ist; sowie die geringe thermische Tréagheit des gesamten Systems, welche bei gerings-
ten Anderungen der Heizleistung sofort grofe Anderungen in der Temperatur bewirkt. Wei-
ters zeigten Temperaturmessungen (Umgebungsmedium: Luft) an verschiedenen Positionen
im Ofen eine deutlich inhomogene Temperaturverteilung mit Schwankungen um bis zu 50 °C.

Zur Abhilfe wurde ein Stahlkédfig mit einer Wandstérke von 5 mm (Masse ca. 1 kg) zwi-
schen Heizelementen und Probe integriert, was die thermische Tréagheit erheblich erhéht. Da
die Masse der Probe nur in etwa 1-2% der Kafigmasse betragt, wird die Temperatur des
Systems im Wesentlichen durch die Temperatur des Kafigs bestimmt. Daher wird der Tem-
peraturfithler, dessen Signal zur Regelung des Ofens verwendet wird, in einer Bohrung im
Kafig platziert. Wegen der nun grofien thermischen Trégheit erfolgen Temperaturdnderungen
vergleichsweise langsam (bei einem Sprung der Solltemperatur um +100 °C sind nach ca.
1 h die Aufheiz- und Einschwingvorgéinge beendet, die Temperatur stabil). Mit dem Kéfig
liegt eine wesentlich bessere Temperaturverteilung vor. Bei gleicher Heizleistung erreicht das
System mit Kéfig eine niedrigere Endtemperatur, da in diesem Fall eine grofiere Flache zum
Warmeabtransport beitragt. Dies stellt aber kein Problem dar, da die Heizelemente eine
ausreichend grofle Leistung besitzen und auch die Auflentemperatur nicht unzuléssig stark
ansteigt.

6.3.2 Thermodynamik

Uber das Fourier’sche Gesetz zur Warmeleitung sowie iiber das Stefan-Boltzmann-Gesetz
der Warmestrahlung koénnen die im Ofen auftretenden Temperaturen sowie die dafiir nétige
el. Leistung abgeschétzt werden. Die folgenden Berechnungen beziehen sich auf die Situa-
tion in Vakuum, da dies die angestrebte Messumgebung darstellt. Im Vakuum féllt der
Warmetransport iiber Konvektion weg, was die Berechnung erheblich vereinfacht.

Beim Betrieb des Ofens iiber den Regler werden stets die aufgenommene Leistung sowie die
Innentemperatur (Kéfigtemperatur) am Regler angezeigt. Zur Berechnung notwendig sind
zum einen die Abmessungen des Ofens, zum anderen die Warmeleitfahigkeit A der Isolierung
sowie der Emissionsgrad € des Aluminiumgeh&uses.

Der Emissionsgrad des Aluminiumgehiuses kann {iber eine Messung der Auflentemperatur
bei bekannter Heizleistung und Innentemperatur iiber das Stefan-Boltzmann-Gesetz

PH@iZU"Q =€ 0 Agugen - (T(;luﬁen - Témgebung) (61)
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bestimmt werden, da im Gleichgewicht genau die zugefiihrte Heizleistung vom Ofen auch
wieder abgegeben werden muss. Dabei bezeichnet € den Emissionsgrad, o die Stahlungskon-
stante, Agugen die Oberfliche des Ofens und T die Absoluttemperatur der Ofenoberflache
(auBlen) und der Umgebung in Kelvin.

Die aufgenommenen Messdaten (Leistung in W, Temperaturen in °C):

Heizleistung | Innentemp. | gem. Auflentemp. | ber. Auflentemp.(e = 0.45)
10 150 35 38

30 300 50 Y

57 450 72 78

114 600 107 113

198 750 150 152

225 850 175 174

ergeben bei einem Emissionsgrad € &~ 0.45 die beste Ubereinstimmung mit dem theoretischen
Modell. Die Berechnung der theoretischen Werte erfolgte unter der Annahme, die Umgebung-
stemperatur wire konstant die Raumtemperatur. Tatséchlich ist die Umgebungstemperatur
durch die Temperatur der Stahlglocke der Vakuumkammer gegeben, welche sich ebenfalls
erwarmt. Die 4. Potenz der Absoluttemperatur im Stefan-Boltzmann-Gesetz fiihrt aber da-
zu, dass dieser Einfluss von untergeordneter Bedeutung ist.

Auch zur Bestimmung der Warmeleitfihigkeit konnen die Daten von vorher verwendet wer-
den. Bei Anwendung der Fourier-Gleichung

A
P = Alsoliemmga (Tinnen - Tauﬁen) (62)

gibt es Probleme:
e Die Dicke der Isolierschicht ist nicht an jeder Stelle gleich.
e Die Flache, durch die die Wéarme geleitet wird, nimmt von innen nach auflen zu.
e Die Wirmeleitfahigkeit ist temperaturabhingig

Zur Vereinfachung der Rechnung wurde mit R = A% ein von der Innentemperatur abhéngiger
Waérmeleitwiderstand definiert, der aus den gemessen Daten ermittelt werden kann und damit
alle genannten Probleme umgeht.

Innentemperatur in °C | Wérmeleitwiderstand in W/°C
150 0.09
300 0.12
450 0.15
600 0.23
750 0.33
850 0.38

Mittels dieser Messdaten konnen in weiterer Folge fiir jede Innentemperatur (im Tempe-
raturfenster Raumtemperatur bis 850 °C) die bendétigte Heizleistung und die auftretende
AuBlentemperatur bzw. zu jeder Heizleistung die erreichbare Innentemperatur sowie die dann
auftretende Auflentemperatur iiber eine numerische Nullstellensuche nach folgender Glei-
chung

P S
P —¢€-0-Ausgen ((Ennen - R(Ennen)) - TUmgebung> =0 (63)
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ndherungsweise ermittelt werden.

All diese Betrachtungen beziehen sich auf das thermodynamische Gleichgewicht, welches Zeit
braucht um sich einzupendeln. Versuche zeigten, dass bei Innentemperaturen gréffer 250 °C
ein Autheizvorgang um 100 °C ca. eine Stunde benétigt, danach bleibt die Abweichung von der
eingestellten Solltemperatur innerhalb eines Bandes von +0.5% um den eingestellten Wert.
Da der Sollwert schon ca. nach einer halben Stunde erreicht wird und der Rest der Zeit dem
Abklingen der Schwingungen des Regelkreises dient, kann nach dieser Zeit die Probentempe-
ratur gleich der Innentemperatur (Kéafigtemperatur) angenommen werden. Dies wurde auch
mittels eines 2. Thermoelements {iberpriift, das in einer Bohrung in einer Probe angebracht
wurde. Fiir Temperaturen kleiner 250 °C sollte vor dem Start der Messung ca. doppelt so lan-
ge gewartet werden. Dies lieg daran, dass der Warmeiibergang durch Strahlung bei héheren
Temperaturen schneller von statten geht.

6.4 Vakuumkammer

Die verwendete Vakuumkammer setzt sich aus einer bereits von einem anderen Projekt vor-
handenen Glocke und einer neu konstruierten Grundplatte zusammen. Der Anschluss fiir
die Vakuumpumpe und die Kabeldurchfithrungen erfolgen durch die Grundplatte. Die Va-
kuumpumpe und ein flexibler Stahlschlauch waren ebenfalls noch von einem anderen Pro-
jekt vorhanden, die restlichen benétigten Bauteile (Einschraubflansch, Handventil, Zubehor)
wurden bei der Firma Pfeiffer bestellt. Die elektrischen Durchfiihrungen stammen von der
Firma Lemo. Zusétzlich zu einem bestehenden Manometer mit einem Messbereich von 1 bis
1000 mbar wurde ein elektronisches Manometer mit einem Messbereich bis 0.025 mbar an
einen Anschluss der Glocke montiert, um die Qualitdt des Vakuums genauer bestimmen zu
konnen. Im Normalbetrieb wird ein Druck von etwa 0.1 mbar erreicht. Zur Senkung des
Sauerstoff-Partialdrucks kann die Kammer mit Argon gespiilt werden. Versuche zeigten, dass
bei Hochtemperaturmessungen auch im Vakuum ein Anlaufen der Proben nicht verhindert
werden kann - es tritt jedoch keine Verzunderung in der Form auf, wie sie bei Umgebungsdruck
der Fall ware. Weiters eliminiert das Vakuum den dédmpfenden Einfluss der Luft, wodurch
die aufgenommen Spektren deutlicher werden.
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6.5 Feinheiten

6.5.1 Abschirmung der Schwinger

Durch die Offnung fiir die Schlaufen zur Aufhingung der Probe gibt es stets direkte Wérme-
strahlung auf die Piezoaktoren bzw. Sensoren. Wird bei Umgebungsdruck gemessen, tritt
zusétzlich Konvektion auf. Um eine zu grofle Auftheizung der Piezos zu verhindern wurde
die (in der ersten Version des Ofens) relativ grofie Offnung ohne Isolierung verkleinert (— 2
kleinere Offnungen fiir je eine der Schlaufen). Nach Einbau des Kéfigs, und des damit verbun-
denen erhéhten Warmeflusses, konnte jedoch nicht mehr garantiert werden, dass die Piezos
ihre maximal zuléssige Betriebstemperatur von 80 °C nicht iiberschreiten. Daher wurden
zusétzliche Abschirmmafinahmen getroffen: auf das Gehduse wurde eine Keramikfasermat-
te mit schlitzformigen Ausnehmungen fiir die Probenaufhédngungen gelegt. Diese Mafinah-
men brachten sowohl bei Umgebungsdruck als auch im Vakuum den gewiinschten Erfolg; die
Schwinger bleiben so auch bei hohen Temperaturen im Innenraum des Ofens unterhalb der
hochst zuldssigen Betriebstemperatur.

6.5.2 Mantelstromeffekte

Die zur Ansteuerung des Piezo-Aktuators bzw. fiir das Messsignal des Piezosensors verwen-
deten Koaxialkabel sind so am Netzwerkanalysator angeschlossen, dass der Mantelleiter auf
Potential Erde liegt. Die beiden Erden sind im Netzwerkanalysator miteinander verbunden.
Aufgrund der hohen Frequenzen verschiebt sich das Potential im Mantelleiter auf der Lange
der Kabel. Ein Kurzschluss der beiden Mantelleiter direkt vor den Piezos fiithrt zu einer we-
sentlich schlechteren oder sogar unbrauchbaren Aufnahme des Spektrums. Zur Erhohung der
Ausgangsleistung wurde ein Verstirker zwischen den Ausgang des Netzwerkanalysators und
den Piezoaktuator geschaltet. Dadurch wird der Ausgang des Netzwerkanalysators wesentlich
weniger belastet und die Qualitit der aufgenommenen Spektren verbessert.
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Kapitel 7

Bedienungsanleitung der Anlage

7.1 Einlegen der Probe

Vor dem Einlegen der Probe sollten die Schlaufen so positioniert werden, dass die Offnungen
der Schlaufen in einer Linie mit der spateren Balkenachse stehen. Der Abstand der Schlaufen
sollte in etwa gleich grof} sein wie die Lénge der Probe. Weiters sollte darauf geachtet werden,
dass die Schlaufen so positioniert sind, dass die Probe nach dem Einlegen waagrecht, in etwa
in der Mitte des Stahlkéfigs positioniert ist.

Die Probe sollte so in die Schlaufen eingelegt werden, dass die Probe weder hochkant noch
flach, sondern schrég in den Schlaufen héngt. Dabei sollte jede Schlaufe die Probe an 3 Stellen
beriihren. In dieser Position kénnen beide Biegeschwingungsrichtungen und oft auch Torsi-
onsschwingungen angeregt werden. Das Anregen und Abnehmen der Schwingungen kann nur
an Stellen erfolgen, die keine Knotenpunkte der Eigenschwingungen darstellen. Da an den
Réndern niemals Knoten liegen, ist es sinnvoll die Schaufen mdglichst nahe am Rand der
Probe zu positionieren.

Bei scharfkantigen Proben ist Vorsicht geboten: Werden die Schlaufen zwischen Finger und
Probe eingeklemmt, kénnen die Schlaufen reiflen. Zudem sollte ein nachtrégliches Verschieben
der Probe in den Schlaufen vermieden werden.

Nach dem FEinlegen der Probe empfiehlt es sich einen ersten Scan durchzufiihren um die
Qualitdt der Messung abzuschitzen. Treten z.B. die Resonanzen einer Biegeschwingungsrich-
tung oder die Resonanzen der Torsionsschwingung gar nicht auf, sollte die Position der Probe
in den Schlaufen verdndert werden um moglicherweise eine Verbesserung zu erzielen.

7.2 Vakuum und Temperatur

Ist die Probe eingelegt, kann der Ofen geschlossen werden. Dazu wird zunéchst kontrolliert,
ob die Probe tatséchlich in der Mitte des Kéfigs hdngt und ob die Schlaufen in den dafiir vor-
gesehenen Kanélen verlaufen, ohne die Wénde zu berithren. Wurde das sichergestellt, kann
zundchst die 2. Kéfighélfte eingebaut werden und schliefllich der vordere Teil des Ofens hoch-
geklappt und fixiert werden. Dabei ist darauf zu achten, dass das Thermoelement so weit wie
moglich im dafiir vorgesehenen Loch im Kéfig steckt und dass der Schaft des Thermoelements
nicht zwischen den Gehéusehilften eingeklemmt wird, sondern in der dafiir vorgesehenen
Ausnehmung liegt. Speziell bei Messungen im Vakuum sollten noch Keramikfasermatten mit
Ausnehmungen fiir die Schlaufen auf den Ofen gelegt werden, um ein Warmestrahlungsschild
zum Schutze der Piezos zu erzeugen. Ebenfalls speziell fiir Messungen im Vakuum sollte ein
2. Thermoelement so an einem der Piezos angebracht werden, dass dessen Temperatur iiber
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eine Vakuumdurchfiihrung auch von auflen gemessen werden kann. Die Temperatur der Pie-
zos sollte schliefflich wéhrend der Messung iiberwacht werden, um eine Schidigung der Piezos
durch Uberhitzung zu verhindern.

Vor dem Senken der Vakuumglocke muss iiberpriift werden, ob alle elektrischen Anschliisse
an den Durchfithrungen angesteckt sind, weiters sollten die Nuten, in denen der Dichtring
liegt, auf Verunreinigungen iiberpriift werden. Der Dichtring sollte gereinigt und ev. einge-
fettet werden und in der Nut im unteren Ring platziert werden. Ist das geschehen, kann die
Sicherung durch den Karabiner gelost werden und die Glocke vorsichtig abgesenkt werden.
Dabei ist darauf zu achten, dass die Glocke nicht am Ofen anst68t, da Stéfle dazu fithren
konnen, dass die Probe aus den Schlaufen herausféllt. Auflerdem muss vor dem Aufsetzen
der Glocke auf dem Ring kontrolliert werden, dass keine Kabel eingeklemmt werden und die
Glocke derart gedreht ist, dass die Markierungen auf Glocke und Ring tibereinstimmen. In
dieser Position kann nun die Glocke auf den Ring aufgesetzt und angeschraubt werden. Ist
die Vakuumkammer ordentlich zusammengesetzt, dann sollte ca. 5 min nach dem Einschalten
der Drehschieberpumpe ein Innendruck von 10 mbar erreicht werden, nach ca. 60 min sollte
der Enddruck von ca. 0.5 mbar erreicht sein.

Uber den Regler kann nun die gewiinschte Innentemperatur eingestellt werden. Der Reg-
ler bendtigt ca. 30 min, um die Innentemperatur um 100 °C zu erhéhen. In der Regel zeigt
sich zunéchst ein kleiner Uberschwinger der Temperatur, das Einpendeln der Temperatur
auf den gewiinschten Endwert dauert ca. weitere 30 min. Nach dieser Zeit kann dann auch
angenommen werden, dass die Probe auf der gewiinschten Endtemperatur ist.

7.3 Aufnahme und Auswertung der Spektren

Ist die gewiinschte Endtemperatur schon 30 min lange erreicht und die Temperaturschwin-
gung abgeklungen, kann mit der Aufnahme eines Spektrums begonnen werden. Dies kann
entweder iiber die ,Bode Analyzer Suit* (dem mit dem Netzwerkanalysator mitgelieferten
Programm) erfolgen (empfohlen), oder mit der im Rahmen dieser Diplomarbeit program-
mierten Software. Die Auswertung erfolgt anschlieffend mit eben dieser Software. Wird die
Messung nicht vom Programm aus durchgefiihrt, so konnen die Ausgabedateien der ,Bode
Analyzer Suit* (.csv - Format) vom Programm eingelesen werden. Nach der Eingabe der
Proben- sowie der Umgebungsparameter kénnen die Peaks im Spektrum entweder manuell
oder automatisch markiert werden. Die Bestimmung der elastischen Konstanten erfolgt an-
schlieflend iiber einen Least Squares Fit. Die Ergebnisse sowie die aufgenommenen Spektren
kénnen zur Archivierung in eine Word-Vorlage exportiert oder formlos ausgedruckt werden.
Eine genauere Bedienungsanleitung der Software findet sich im folgenden Kapitel.
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Kapitel 8

Analyse Software

Die Auswertung eines aufgenommenen Ultraschallspektrums ist eine komplizierte bzw. zeit-
aufwendige Angelegenheit, daher wurde fiir diesen Zweck in Zusammenarbeit mit der Firma
Thaler IT ein Computerprogramm geschrieben. Der prinzipielle Aufbau des Programms ist
in folgendem Flussdiagramm dargestellt.

Parameter definieren

Peaksuche:
automatisch/manuell

Auswertung:
least squares fit

Unsicherheitsanalyse

Speichern

Abbildung 8.1: Prinzipieller Aufbau des Programms

Nach der Definition der Messungs-, Umgebungs- und Probenparameter kann wahlweise eine
Messung gestartet oder Daten einer bereits durchgefiihrten Messung eingelesen werden. Sind
die Messdaten verfiighar, kénnen die Resonanzfrequenzen, welche fiir die Auswertung nétig
sind, entweder manuell oder automatisch markiert werden. Im Spektrum erkennt man die
Resonanzfrequenzen anhand zweier physikalischer Effekte:

e Vergrofierung der Amplitude der Schwingung

e Verdnderung der Phasenverschiebung zwischen Anregungssignal und Messsignal bzw.
Phasensprung

Aufgrund verschiedener Einfliisse kénnen in manchen Féllen nicht alle Eigenfrequenzen ange-
regt werden bzw. kénnen aufgrund starker Ddmpfung manche Resonanzen nur schwer oder gar
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nicht vom Hintergrundrauschen unterschieden werden. Weiters kénnen im Spektrum auch Re-
sonanzen sichtbar sein, die nicht zur Probe gehéren, sondern von anderen Teilen im Messauf-
bau stammen. Die Bestimmung der elastischen Konstanten erfolgt iiber einen Least Squares
Fit an die gefundenen Resonanzpeaks. Nach einer Unsicherheitsanalyse, welche die Ungenau-
igkeiten des Fits sowie die Unsicherheiten der Probenabmessungen und -dichte beriicksichtigt
(siehe Kapitel 10) werden alle Angaben und errechneten Ergebnisse gespeichert. Danach ist
das Programm bereit, entweder die gleiche Probe erneut (zum Beispiel bei einer neuen Tem-
peratur) oder eine eine neue Probe zu analysieren.

Im weiteren folgen genauere Beschreibungen der einzelnen Schritte.

8.1 ., Probe* definieren

In diesem Programm wurde besonderer Wert darauf gelegt, dass die Ergebnisse einer Auswer-
tung stets eindeutig einer einzigen Probe und einem Satz an Messdaten zugeordnet werden
koénnen.

Das schrittweise Vorgehen erfordert zunéchst die Erstellung eines ,Probe“ Files, also die
Eingabe aller allgemeinen Daten (Organisatorische Daten wie Auftragsnummer, Probenbe-
zeichnung, ...) und Probenparameter (physikalische Daten zur Probe wie Abmessungen,
Dichte, ...), die die Probe eindeutig spezifizieren. Der Tab ,Messungsparameter* bleibt so
lange gesperrt, bis diese eingegeben sind.

Auftragsnummer:

Probenbezeichnung:

Prifer:

Datum: 08.022M2 Er

Abbildung 8.2: Allgemeine Daten

Probenparameter
Probenart: guaderformig - o -
Lange: 0 mm 0 Dichte: 0 kgdm? O
Breite: 0 mm 0 Masse: 1] g 1]
Hohe: 0 mm 0O Material

Volumen: 0 mm?

Abbildung 8.3: Probenparameter
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8.2 ,Messung®“ definieren

Im néchsten Schritt konnen diesem ,,Probe“-File ,Messungen“ (diese beinhalten die Umge-
bungsbedingungen sowie die Messdaten an sich) iiber den ,+“ Button zugeordnet werden.
Dazu werden in der Liste Messungen neue Eintrage erstellt, was den Tab ,Messungsparame-
ter frei schaltet. Auf diesem Tab miissen dann Umgebungsmedium und Temperatur einge-
geben werden, um anschlieflend Messdaten zuordnen zu koénnen.

Messungen

Abbildung 8.4: Messung hinzufiigen

Die Zuordnung von Messdaten zu einer Messung kann auf mehrere Arten erfolgen. Zum einen
kann die Aufnahme eines Spektrums direkt vom Programm aus gestartet werden, wobei die
aufgenommenen Daten direkt an das Programm weiter gegeben werden, zum anderen kénnen
Daten bereits durchgefiihrter Messungen im .csv Format (Ausgabeformat der Software des
Netzwerkanalysators) eingelesen werden (empfohlen).

Messungsparameter | Messdaten und Auswertung I Ergebnisse| Messung mit BodeAnalyzer durchfihren
|Umgebungsbedingungen: Bemert | Messung Starten
Umgebungsmedium: | f -
Temperatur: 22 T

Scan-Parameter
Messdaten aus C5Y File Importieren

Vorauswahl: -
Messdaten Laden
Start Freq.: 0 Hz
End Freq.: 0 Hz
Bandbrete: 0 * Hz
Messpunkte: 0 -
Modus: -

Abbildung 8.5: Messungsparameter definieren, Messdaten zuordnen
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8.3 Resonanzpeaks definieren

Sobald eine ,Messung* mit Messdaten verkniipft wurde, wird der Tab ,Messdaten und Aus-
wertung® freigeschaltet. In diesem Tab wird das aufgenommene Spektrum angezeigt, der
Button ,,1/2“ erlaubt das Umschalten zwischen Amplitude und Phasenverschiebung (sofern
vorhanden).

-30

MagnitudeldB

-120

16631 21631 26631 31631 36631 41631 46631

fiHz

Abbildung 8.6: Ausschnitt aus dem Spektrum einer Stahlprobe

Im Graphen selbst kénnen die Resonanzpeaks per Mouseclick manuell markiert werden: Ein
Links-Click setzt den Cursor (rote Linie), ein Rechts-Click liefert die Abfrage, ob die aktuelle
Cursor-Position als neuer Peak in die Liste links des Graphen hinzugefiigt werden soll. Zur
manuellen Markierung der Peaks muss also zunéchst der Cursor mit einem Links-Click auf
die Position eines Peaks gesetzt werden und anschlieend kann der Peak per Rechts-Click
zur Liste hinzugefiigt werden. Um die Spitze der Peaks leichter zu treffen, kann zum einen
gezoomt werden (mit gedriickter linker Mousetaste kann ein Rahmen (grau hinterlegt) gezo-
gen werden, in den bei Loslassen der Mousetaste hineingezoomt wird). Zum anderen sucht
das Programm automatisch eine kleine Umgebung um die aktuelle Position des Cursors nach
héheren Funktionswerten ab und die Position des hochsten Funktionswertes innerhalb der
durchsuchten Umgebung wird markiert.

Alternativ konnen die Peaks automatisch gesucht werden (Button mit dem Lupe-Symbol).
Dazu wird der gleitende Mittelwert und die gleitende Standardabweichung iiber eine definier-
bare Anzahl an Funktionswerten errechnet. Mit den Bandbreiten Parametern wird angegeben,
wie weit ein Peak vom gleitenden Mittelwert entfernt sein muss, um als solcher erkannt zu wer-
den. Gibt man Beispielsweise als Bandbreite 3 an, so werden alle Funktionswerte, die mehr als
3 Standardabweichungen vom gleitenden Mittelwert enfernt sind, als Peaks erkannt. Ein Peak
ist also in der Regel ein gewisser Frequenzbereich, in dem die Funktionswerte des Graphen
eine definierte Abweichung zum gleitenden Mittelwert aufweisen. Der grofite Funktionswert
innerhalb dieses Bereichs wird schlussendlich als Peakposition in die Liste eingetragen.
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Abbildung 8.7: Ausschnitt: Spektrum einer Stahlprobe mit automatisch markierten Peaks

-30

-48

ol

MagnitudeldB
——

i [

T

I

—=

-102

-120

[ETET| [
L i T T T

17149 22145 27148 32149 37149 42148 47148

fiHz

Abbildung 8.8: Ausschnitt: Spektrum einer Stahlprobe, weitere Peaks manuell markiert

Da in der Phasenverschiebung bei der Resonanzfrequenz kein Peak sondern eine Stufe auf-
tritt, wird dieses Verfahren auf die erste Ableitung der Phasenverschiebung angewendet, wenn
Peaks iiber die Phasenverschiebung gefunden werden sollen. In der Regel ist es ausreichend,
nur die Frequenzabhingigkeit der Amplitude zu betrachten. Diese liefert bei richtiger Wahl
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der Parameter (die Einstellungen sollten so gewéhlt werden, dass zwischen 20 und 40 Peaks
gefunden werden, von denen schliefllich ca. 10 bis 20 in der Auswertung verwendet werden.)
eine verniinftige Auswahl der im Spektrum vorhanden Peaks und tréagt die Position der Peaks
(Frequenz) in eine Liste ein. Natiirlich wird die Funktion in der Regel auch Peaks markie-
ren, die nicht von der Probe stammen, genau so wie sie Peaks der Probe ,iibersehen kann.
Die nachgeschaltete Auswertung ist jedoch tolerant gegeniiber zu vielen oder einzelnen nicht
vorhandenen Peaks.

8.4 Least Squares Fit zur Bestimmung der Moduln

Da nicht von vornherein bekannt ist, ob ein gefundener Peak eine Resonanz darstellt, und
in weiterer Folge, von welcher Mode er stammt, konnen die gefundenen Peaks nicht direkt
weiterverarbeitet werden.

Zur Auswertung an sich werden E-Modul und Schubmodul angenommen und die theoreti-
schen Resonanzfrequenzen berechnet. Anschlieend werden die quadratischen Abweichungen
zu den gefundenen Peaks, die am néchsten bei den theoretischen Resonanzfrequenzen liegen,
berechnet und addiert. Dies wird bei Variation von E-Modul und Schubmodul immer wieder
durchgefiihrt. Jenes Wertepaar (E-Modul, Schubmodul) bei dem die Summe der quadrati-
schen Abweichungen am kleinsten ist, wird als Messwert ausgegeben. Die Anzahl der Peaks,
die dabei in die Summe einflieft, kann vom Priifer im Programm eingestellt werden. Beim
Least Squares Fit hilft also die Tatsache, dass die Resonanzfrequenzen in einem gewissen
Verhiltnis zueinander stehen. Wird z.B. ein Peak als Resonanz 1. Ordnung angenommen,
so miissen in bekannten Abstdnden die Peaks 2. Ordnung, 3. Ordnung usw. auftreten. Sind
diese weiteren Peaks nicht vorhanden, dann ist die urspriingliche Annahme, der Peak wére
eine Resonanz 1. Ordnung, falsch, im Fit-Verfahren driickt sich das durch eine groflie Summe
der quadratischen Abweichungen aus. Es ist dabei, wie bereits erwahnt, fiir die Auswertung
bis zu einem gewissen Grad unproblematisch, wenn zunéchst zu viele Peaks gefunden wer-
den, da ,falsche” Peaks durch die zu Grunde liegende Theorie ausgeschlossen werden kénnen.
Problematisch wird die Auswertung, wenn es z.B. aufgrund starker Ddmpfung nicht gelingt,
Resonanzen hoherer Ordnung zu messen. Dann konnen ,falsche“ Peaks nicht von der Soft-
ware erkannt werden, und der Priifer muss manuell vorgeben, welche Peaks zur Auswertung
verwendet werden sollen (z.B. nur Grundschwingungspeaks markieren und Auswertung fiir
nur 2 Peak starten).

Erfolgt die Auswertung des Schubmoduls iiber Torsionsschwingungen, dann ist es ausrei-
chend, wenn pro Biegeschwingungsebene 2 bis 3 Peaks niedriger Ordnung in die Auswertung
einflieBen, denn zur Berechnung des E-Moduls allein reichen die unteren Moden. Soll die Aus-
wertung beider elastischer Konstanten rein iiber die Biegeschwingungen erfolgen, so sollten 5
oder mehr Peaks pro Schwingungsebene in die Auswertung einflielen. Da durch die Analyse
der Biegeschwingungen der Schubmodul schon innerhalb gewisser Grenzen vorbestimmt ist,
reicht fir die Auswertung der Torsionsschwingungen das Einbeziehen von 2-3 Peaks.

Wird eine héhere Anzahl an Peaks einbezogen, sinkt der zuféllige Fehler in der Auswer-
tung. Ist die Anzahl jedoch zu hoch gewéhlt, versucht das Programm Peaks in der Néhe
einer theoretischen Resonanzfrequenz zu finden, in deren Nédhe keine Peaks gemessen werden
konnten. Bei Ausgabe der Ergebnisse wird farbcodiert dargestellt, ob in der Nahe der fiir den
Fit verwendeten theoretischen Resonanzfrequenz auch ein Peak gemessen wurde. Eine griine
Hinterlegung bedeutet eine gute Ubereinstimmung des Modells mit den gemessenen Peaks,
rot bedeutet, dass der gemessen Peak zu weit von der Theorie abweicht. Im Fall einer roten
Hinterlegung muss die Auswertung verworfen werden und mit einer geringeren Anzahl an
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einbezogenen Peaks wiederholt werden. Erkennbar ist dieser Fehler auch iiber Sichtkontrolle
am Spektrum, in das die zur Auswertung herangezogenen Resonanzfrequenzen eingezeichnet
werden. Decken sich die eingezeichneten Frequenzen nicht mit gemessenen Peaks, so ist die
Auswertung fehlerhaft.

Messur | 1 und Auswertung | Ergebnisse | |
Auswertung - Ergebnisse
EBiegung: 2057 GPa uEBiegung: 11 GFa
G Biegung: 808 GPa uG Bieguna: 13 GPa
G Torsion:  80.2 GPa uG Torsion: 0.2 GPa Abweichung des Messwers vom theoretischen Wert <0.1%
§ ) Abweichung des Messwerts vom theoretischen Wert < 0.5%
nu Biegung:  0.272 GPa  unu Biegung: 0.029 GPFa Abweichung des Messwerts vom theoretischen Wert < 1%
ru Torsion: ~ 0.283 GPa unu Torsion:  0.008 GPa
Mode Biegung 1berechnet Biegung 1 gemessen Mode Biegung Zberechnet  Biegung 2 gemessen Mode  Torsion berechnet Torsion gemessen
1 5652 nicht beobachtet 1 4453 nicht beobachtet 1 15824 15813
2 14732 14720 2 11842 nicht beobachtet 2 31648 31640
3 26924 26897 3 22138 22156 3 47472 47441
4 41189 41146 4 34627 34646 4 63296 63306
£ 56746 56666 5 48701 48773 ] 7520 73083
6 73139 73060 6 63930 63975 & 54543 95011
7 89983 89830 7 75922 8000 7 110767 110808
8 106957 106960 8 96468 96567 8 126591 126665
9 124152 nicht beobachtet ) 113353 113378 9 142415 142458
10 140880 nicht beobachtet 10 0 nicht beobachtet i 158239 nicht beobachtet

Abbildung 8.9: Messergebnisse und farbcodierte Darstellung der gefitteten Peaks
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Abbildung 8.10: Ausschnitt: Spektrum einer Stahlprobe, Biegeschwingungsresonanzen orange
markiert, Torsionsschwingungsresonanzen hellblau markiert

Ausgegeben werden schliellich jener E-Modul und jener Schubmodul, bei deren Werten die
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theoretischen Biegeschwingungs-Resonanzfrequenzen am besten mit den gemessenen {iberein-
stimmen, sowie der Schubmodul, der am besten mit dem Torsionsschwingungsmodell iiberein-
stimmt. Wenn Torsionsschwingungen angeregt werden kénnen und es keine sonstigen Pro-
bleme bei der Auswertung gibt, dann stimmen die Werte des Schubmoduls aus den 2 ver-
schiedenen Verfahren iiberein. Sind ausgeprigte Torsionsschwingungspeaks vorhanden, so ist
der Auswertung iiber diese mehr zu vertrauen. Kénnen keine Torsionsschwingungen ange-
regt werden (z.B. bei zylindrischen Proben), dann muss, wie bereits erwihnt, eine hohere
Anzahl an Peaks in die Auswertung der Biegeschwingung mit einbezogen werden, um ein
verlassliches Ergebnis sicherzustellen. Aufgrund des geringen Einflusses des Schubmoduls auf
die Biegeschwingungs-Resonanzfrequenzen, speziell in den niedrigen Moden, kann auch bei
einer kleinen Summe der quadratischen Abweichungen der Schubmodul ungenau sein. Es
sollte darauf geachtet werden, dass zumindest ein Resonanzpeak héherer Ordnung (5 oder 6)
in die Auswertung mit einbezogen wird, wenn die Auswertung iiber die Biegeschwingungen
erfolgt.

8.5 Ausgabe der Messergebnisse und Unsicherheitsanalyse

Die erhaltenen Messergebnisse und das Spektrum kénnen fiir einen Ausdruck oder zur Ar-
chivierung vom Programm aus in eine Word-Vorlage exportiert werden. Weiters kénnen die
Messergebnisse formlos ausgedruckt werden. Die Unsicherheiten der errechneten elastischen
Konstanten werden, wie in Kapitel 10 beschrieben, abgeschétzt.
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Kapitel 9

Messungen

9.1 Allgemeines

Bereits die ersten Messreihen zeigten, dass die Bestimmung des E-Moduls iiber Biegeschwin-
gungen keine Probleme bereitet und Messwerte liefert, die mit Literaturwerten iiberein-
stimmen. Anders die Bestimmung des Schubmoduls. Um hier verlassliche Messergebnisse
zu erhalten miissen, wie bereits mehrfach erwiahnt, auch Resonanzen hoherer (> 5.) Ord-
nung im Spektrum sichtbar sein. Dies war aufgrund experimenteller Probleme zunéchst
nicht der Fall, was zu hohen Unsicherheiten im Messergebnis fiir den Schubmodul fiihrte.
Versuche, mit groBeren Proben die Resonanzfrequenzen zu niedrigeren Werten zu verschie-
ben und dadurch in einen besser messbaren Frequenzbereich zu kommen, brachten nicht die
gewiinschte Verbesserung. Allerdings verschieben sich bei grofieren Probenquerschnitten die
Torsionsschwingungs-Resonanzfrequenzen iiberproportional stark in Richtung kleinerer Fre-
quenzen, was in weiterer Folge ausgenutzt werden kann. Generell zeigte sich, dass die Bestim-
mung des Schubmoduls iiber Torsionsschwingungsresonanzfrequenzen deutlich zuverlédssiger
ist, als jene tiber Biegeschwingungsresonanzfrequenzen.
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9.2 Optimierung der Probenabmessungen

Da die als Gusswerkstoffe in Fragen kommenden Metalllegierungen stets dhnliche E-Modul
zu Dichte (bzw. Schubmodul zu Dichte) Verhéltnisse aufweisen, liegen die Resonanzfrequen-
zen von Proben verschiedener Werkstoffe jedoch gleicher Abmessungen immer in engen Fre-
quenzbereichen. Daher kénnen die Probendimensionen quasi unabhingig vom Werkstoff an
die Messapparatur angepasst und optimiert werden. Dabei sollten die Proben nicht zu leicht
sein, da sonst die Schwingungsiibertragung iiber die Schlaufen nicht gut funktioniert - die Pro-
ben sollten jedoch auch nicht zu schwer sein, da in diesem Fall die Effekte der Aufthdngung
gegebenenfalls nicht mehr vernachlissigt werden kénnen (wie im Modell angenommen) und
die Schlaufen bei schwereren Proben dazu tendieren, an den Kanten der Probe zu brechen.
Versuche mit Stahlproben (gleicher Werkstoff) unterschiedlicher Dimensionen lieferten fol-
gende Ergebnisse:

Abmessungen in mm | Bemerkung
2x5x45 wenige Resoanzfrequenzen erkennbar, Ergebnis verfilscht
3x4x45 Auswertung der Resonanzfrequenzen moglich
4x5x45 Auswertung der Resonanzfrequenzen moglich
2 x5 x 60 Auswertung der Resonanzfreq. moglich, Ergebnis leicht verfilscht
3x4x60 Auswertung der Resonanzfrequenzen moglich
4 x5x60 Auswertung der Resonanzfrequenzen problemlos
2x5x75 Auswertung der Resonanzfreq. moglich, Ergebnis leicht verfilscht
3x4x75 Auswertung der Resonanzfrequenzen problemlos
4x5x75 Auswertung der Resonanzfrequenzen problemlos
5x 8 x 90 Auswertung der Resonanzfrequenzen problemlos
7x9x90 Auswertung der Resonanzfrequenzen problemlos
8x10x 90 Auswertung der Resonanzfrequenzen moglich

Aufgrund der Abmessungen des Ofens kénnen nur Proben mit einer Lénge unter ca. 100
mm gemessen werden. Proben mit sehr schlankem Rechtecksquerschnitt sind fiir die ver-
wendete Theorie weniger gut geeignet als anndhernd quadratische [12]. Dennoch sollten die
Proben nicht vollkommen quadratisch sein, um die Resonanzpeaks, welche von den verschie-
denen Biegeschwingungsrichtungen stammen, unterscheiden zu kénnen. Weiters sollten die
Abmessungen so gewéhlt sein, dass Torsionsschwingungsresonanzen und Biegeschwingungs-
resonanzen nicht zusammenfallen. Diese Kriterien werden von Proben mit den Abmessungen
7mm x 9 mm x 90 mm relativ gut erfiillt.
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9.3 Messung und Auswertung

Die eigentliche Messung beim Verfahren der ,Resonant Beam Technique* ist die Aufnah-
me eines Vibrations-Spektrums. Wie bereits mehrfach beschrieben wird die Probe auf ei-
ner Seite zum Schwingen angeregt und auf der anderen Seite die auftretende Amplitude in
Abhéngigkeit von der anregenden Frequenz gemessen. Die Maxima der Amplitude markieren
die verschiedenen Resonanzfrequenzen. Durch die Komplexitét des zur Auswertung zugrunde
liegenden Modells ist eine hdndische Auswertung der aufgenommenen Spektren nicht sinnvoll.
Fiir die Auswertung der Messdaten wurde ein Computerprogramm geschrieben, welches un-
ter Annahme von E-Modul und Schubmodul die theoretischen Resonanzfrequenzen berechnet
und mit den gemessenen vergleicht. E-Modul und Schubmodul werden dann vom Programm
so variiert, dass die Summe der quadratischen Abweichungen der gemessenen Resonanzfre-
quenzen von den theoretischen minimal wird. Die ,Messwerte* fiir E-Modul und Schubmodul
ergeben sich also aus Least Squares Fits.

Der notige Rechenaufwand fiir diese Fits ldsst sich verringern, wenn der Bereich, in dem die
elastischen Konstanten des zu vermessenden Werkstoffs liegen, bekannt ist (— E-Modul und
Schubmodul werden nur in kleineren Bereichen variiert). Die Anzahl der in den Fit einbezoge-
nen Resonanzpeaks ist dem Priifer tiberlassen. Eine zu geringe Anzahl an einbezogenen Peaks
kann auf grofle Unsicherheiten fiihren, die unter Umstdnden nicht bemerkt werden. Eine zu
grofle Anzahl an einbezogenen Peaks birgt die Gefahr, dass Peaks, die nicht von der Probe
stammen, ebenfalls in den Fit mit einbezogen werden und dadurch das Ergebnis verfilschen.
Es empfiehlt sich in jedem Fall schon vor Durchfiihrung des Fits, die vom Programm gefun-
denen Resonanzpeaks zu kontrollieren und gegebenenfalls nicht gefundene Resonanzpeaks zu
markieren bzw. falschlicherweise markierte Peaks zu entfernen. Die zur Auswertung verwende-
ten Peaks werden nach der Berechnung des Least Squares Fits in Tabellen angegeben und die
Abweichungen der gemessenen Peakfrequenzen von den theoretischen farbcodiert dargestellt,
dabei bedeutet eine griine Hinterlegung eine ausreichend genaue Ubereinstimmung und eine
rote oder gelbe Hinterlegung weist auf Probleme hin. Auflerdem werden die zur Auswertung
verwendeten theoretischen Resonanzfrequenzen im aufgenommenen Spektrum eingetragen,
wodurch eine weitere Kontrollmoglichkeit der Berechnung entsteht.
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9.4 Vermessung einer Stahlprobe (M261)

Wie im Kapitel ,,Bedienungsanleitung“ beschrieben wird die Probe eingelegt, der Ofen ge-
schlossen, die Vakuumglocke abgesenkt und die Kammer ausgepumpt. Im Falle diese Messung
wurde die Kammer 3 Mal ausgepumpt und dazwischen mit Argon gespiilt. Nach Erreichen des
Enddrucks wurde ein Spektrum mit der ,Bode Analyzer Suite* aufgenommen und in das im
Rahmen dieser Arbeit geschriebene Computerprogramm eingelesen und die Probenparame-
ter (Abmessungen, Dichte) eingetragen. Dort wurden die visuell erkennbaren Resonanzpeaks
markiert:
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Abbildung 9.1: Markieren der Resonanzpeaks

Insgesamt konnten 12 Biegeschwingungspeaks und 6 Torsionsschwingungspeaks erkannt wer-
den.

Mode Biegung 1berechnet  Biegung 1 gemessen Mode Biegung 2berechnet  Biegung 2 gemessen Mode Torsion berechnet Torsion gemessen
1 5652 nicht beobachtet 1 4458 nicht beobachtet 1 15823 15840

2 14732 14737 2 11854 nicht beobachtet 2 31646 31642

3 26922 26910 3 22157 22173 3 47463 47456

4 41181 41128 4 34651 34662 4 63252 63270

5 56731 nicht beobachtet 5 48727 48754 5 79115 nicht beobachtet
6 73113 73055 6 63955 63571 6 94933 94932

7 89944 83863 7 795943 nicht beobachtet 7 110761 110781

8 106944 106311 8 56481 96506 8 126584 nicht beobachtet
5 124121 nicht beobachtet 9 113354 113376 5 142408 nicht beobachtet
10 140733 nicht becbachtet 10 0 nicht beobachtet 10 158231 nicht beobachtet

Abbildung 9.2: Liste der gefundenen und errechneten Resonanzpeaks

Das Programm ermittelt iiber einen Least Squares Fit jene Werte fiir die elastischen Kon-
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stanten, bei denen das Modell am besten mit den gemessenen Werten iibereinstimmt. Die
Farbcodierung zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung der gemessenen Daten mit dem Modell,
was sich in einer geringen Unsicherheit der Messwerte niederschligt. Folgende Daten wurden
ermittelt:

Probe:
Messwert Unsicherheit
Auftragsnr: 49.690 Lange in mm 90.02 0.05
Probenbez: ES2 070990 Breite in mm 7 0.02
Priifer Thaler Héhe in mm 8.99 0.02
Datum: 21.02.2012 Volumen in mm?3 | 5665
Probenpart: quaderformig Dichte in kg/m?® | 7734 30
Masse in g 43.813 0.234
Material
Messung:
Umgebungsmedium Vakuum
Temperatur in °C 24
Bemerkung
Auswertungsmethode Timoshenko
Ergebnisse:
Messwert Unsicherheit
E giegung iN GPa 203.3 1.4
G Biegung in GPa 79.4 2.2
G Torsion IN GPa 79 04
V Biegung 0.281 0.036
V Torsion 0.287 0.011

Abbildung 9.3: Ausgabe der Analysesoftware
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9.5 Vermessung weiterer Proben

Neben der zuvor beschriebenen Vermessung einer Stahlprobe mit den Abmessungen 7 x 9 x 90
mm wurden Proben aus Gusseisen, Aluminium, Titan und Magnesium gemessen. Pro Werk-
stoff wurden 2 unterschiedliche Proben vermessen. Auf den folgenden Seiten sind zunéchst
die Daten zu den vermessenen Proben angefiihrt und Anschliefend die Ergebnisse der durch-
gefiihrten Versuche. Die angegebenen Messwerte fiir E-Modul und Schubmodul beziehen sich
auf die Abmessungen der Proben bei Raumtemperatur. Eine Korrektur fiir Warmedehnung
wurde nicht durchgefiihrt.

Die Messergebnisse und Messdaten (Spektren im .csv Format) sind ebenfalls auf der bei-
gelegten CD gespeichert.
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Edelstahl:

Der hier vermessene Edelstahl ist ein Stahl der Firma Bohler, mit der Firmenbezeichnung M261.

Die Dichte der Probe wurde aus den Abmessungen und dem Gewicht errechnet, daher wurde eine

groRere Unsicherheit angenommen.

Probendaten:

ES1 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m?3 7734 30
Lange in mm 90.02 0.05
Breite in mm 7.00 0.02
Hohe in mm 9.00 0.02
ES2 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m3 7734 30
Lange in mm 90.02 0.05
Breite in mm 7.00 0.02
Hoéhe in mm 8.99 0.02
Messungen:

Die beiden Proben wurden jeweils 5 Mal bei Raumtemperatur vermessen. Zwischen den Messungen

wurde die Probe aus der Messapparatur genommen und erneut eingelegt. Die folgende Tabelle gibt
die gemittelten Messergebnisse der beiden Proben an:

ES1 070990 ES2 070990
Messwert Erweiterte Messwert Erweiterte

Messunsicherheit Messunsicherheit
E-Modul 203.8 GPa 1 GPa 203.7 GPa 2 GPa
Schubmodul G aus 79.2 GPa 3 GPa 79.2 GPa 5 GPa
Biege-Auswertung
Schubmodul G aus 79.1 GPa 1GPa 79.1 GPa 1GPa
Torsions-Auswertung
Poissonzahl aus 0.286 0.01 0.287 0.03
Biege-Auswertung
Poissonzahl aus 0.289 0.01 0.287 0.01
Torsions-Auswertung

Der E-Modul des gleichen Werkstoffs wurde

intern ebenfalls Uber Resonanzfrequenzen

longitudinaler Schwingungen bestimmt. Diese Messung lieferte einen E-Modul von 203.5 GPa mit

einer erweiterten Messunsicherheit von 2 GPa.
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Die Probe ES2 070990 wurde zusatzlich unter Vakuum bei verschiedenen Temperaturen vermessen,

wobei die Auswertung folgende Ergebnisse lieferte:

Tabelle: Temperaturabhangigkeit der elastischen Konstanten; Temperatur in °C; Moduln in GPa. Die

erste Spalte gibt den Messwert an, die zweite Spalte die erweiterte Unsicherheit. Die Zusatze ,b.”

bzw. ,t.“ beziehen sich auf die Auswertung aus Biegeschwingung bzw. Torsionsschwingung. Alle

angegebenen Werte beziehen sich dabei auf die Abmessungen bei Raumtemperatur. Es wurden also

keine Korrekturen der Temperatureinfliisse vorgenommen.

Temp. E-Modul Schubmodul b. Schubmodul t. Poissonzahl b. Poissonzahl t.
24 | 203.3 2 79.4 3 79.0 1| 0.281 0.04 | 0.287 0.02
150 | 195.0 2 76.0 3 75.6 1| 0.282 0.04 | 0.290 0.02
300 | 184.4 2 71.0 3 71.0 1| 0.300 0.04 | 0.299 0.02
450 | 171.4 2 66.4 3 65.8 1| 0.291 0.04 | 0.302 0.02
600 | 155.0 2 58.7 3 58.9 1| 0.320 0.04 | 0.315 0.02

Auch hier sollen die mit diesem Verfahren ermittelten Werte fir den E-Modul mit jenen einer
internen Messung (iber Resonanzfrequenzen longitudinaler Schwingungen verglichen werden.

210

200

190 BT

E-Modul in GPa
=
0
o
i

170 §*
160 *
?

150 T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700

Temperaturin °C

Abbildung 9.4: Temperaturabhangigkeit des E-Moduls, gemessen lber Biegeschwingungen (blaue
Kurve) und tiber longitudinale Schwingungen (rote Kurve)

Auch bei weiteren Messungen wurde festgestellt, dass die Bestimmung des E-Moduls Uber
Biegeschwingungen bei hohen Temperaturen niedrigere Werte liefert als die Bestimmung Uber
longitudinale Schwingungen. Als Ursache dafiir wird eine erhéhte Dampfung der Biegeschwingung
vermutet.

71



Gusseisen:

Das hier vermessene Gusseisen ist ein Gusseisen mit Kugelgraphit fiir Hochtemperaturanwendungen
und beinhaltet die Legierungselemente Silizium und Molybdan (197-EN-GJS-XSM03-08).

Die Dichte der Probe wurde archimedisch bestimmt, daher die geringe Unsicherheit.

Probendaten:

GJS1 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m?3 7046 10
Lange in mm 89.96 0.05
Breite in mm 7.00 0.02
Hohe in mm 9.00 0.02
GJS2 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m3 7046 10
Lange in mm 89.98 0.05
Breite in mm 6.99 0.02
Hoéhe in mm 9.00 0.02
Messungen:

Die beiden Proben wurden jeweils 5 Mal bei Raumtemperatur vermessen. Zwischen den Messungen

wurde die Probe aus der Messapparatur genommen und erneut eingelegt. Die folgende Tabelle gibt

die gemittelten Messergebnisse der beiden Proben an:

GJS1 070990 GJS2 070990
Messwert Erweiterte Messwert Erweiterte

Messunsicherheit Messunsicherheit
E-Modul 174.1 GPa 1 GPa 174.4 GPa 1 GPa
Schubmodul G aus 67.4 GPa 2 GPa 67.3 GPa 1GPa
Biege-Auswertung
Schubmodul G aus 67.8 GPa 1GPa 67.7 GPa 1GPa
Torsions-Auswertung
Poissonzahl aus 0.292 0.02 0.295 0.02
Biege-Auswertung
Poissonzahl aus 0.285 0.01 0.288 0.01
Torsions-Auswertung

In [14] werden die dynamischen Konstanten von EN-GJS-400 angegeben:

Ultraschallverfahren Resonanzverfahren
E-Modul 173 GPa 174 GPa
Schubmodul 67 GPa 68 GPa
Poissonzahl 0.29 0.27
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Die Probe GJS1 070990 wurde zusatzlich unter Vakuum bei verschiedenen Temperaturen vermessen,

wobei die Auswertung folgende Ergebnisse lieferte:

Tabelle: Temperaturabhangigkeit der elastischen Konstanten; Temperatur in °C; Moduln in GPa. Die

erste Spalte gibt den Messwert an, die zweite Spalte die erweiterte Unsicherheit. Die Zusatze ,b.”

bzw. ,t.“ beziehen sich auf die Auswertung aus Biegeschwingung bzw. Torsionsschwingung. Alle

angegebenen Werte beziehen sich dabei auf die Abmessungen bei Raumtemperatur. Es wurden also

keine Korrekturen der Temperatureinfliisse vorgenommen.

Temp. E-Modul Schubmodul b. Schubmodul t. Poissonzahl b. Poissonzahl t.
23| 1734 2 68.2 3 67.7 1| 0.272 0.04 | 0.280 0.02
150 | 167.2 2 66.4 3 65.5 1| 0.259 0.04 | 0.277 0.02
300 | 160.0 2 63.0 3 62.3 1| 0.269 0.04 | 0.284 0.02
450 | 151.3 2 59.4 3 58.7 1| 0.273 0.04 | 0.289 0.02
600 | 139.2 2 54.8 3 53.8 1| 0.271 0.04 | 0.293 0.02
750 | 118.0 2 46.7 3 45.4 1| 0.264 0.04 | 0.300 0.02

Ein sehr dhnliches Temperaturverhalten ist auch in [14] angegeben.
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Titan:

Das hier vermessene Titan beinhaltet die Legierungselemente Aluminium (6%) und Vanadium (4%).

Die Proben wurden aus einem geschmiedeten Werkstlick gefertigt, was die groBen Unterschiede der

Messergebnisse der verschiedenen Proben begriindet. Die grolRen Unterschiede der Schubmoduln

aus Analyse der Biegeschwingungen und der Analyse der Torsionsschwingungen bei der 1. Probe

lassen vermuten, dass das angewendete Messverfahren flr diese Proben nicht gut geeignet ist. Die

Dichte der Probe wurde aus den Abmessungen und dem Gewicht errechnet, daher wurde eine

groRere Unsicherheit angenommen.

Probendaten:

Til 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m3 4422 20
Lange in mm 89.98 0.05
Breite in mm 6.51 0.02
Hohe in mm 7.48 0.02
Ti2 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m?3 4422 20
Lange in mm 89.99 0.05
Breite in mm 6.49 0.02
Hoéhe in mm 7.50 0.02
Ti4 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m?3 4422 20
Lange in mm 89.97 0.05
Breite in mm 6.49 0.02
Hohe in mm 7.51 0.02
Messungen:

Die beiden Proben Ti2 070990 und Ti4 070990 wurden jeweils 5 Mal bei Raumtemperatur
vermessen, die Probe Til 070990 jeweils 3 Mal. Zwischen den Messungen wurde die Probe aus der

Messapparatur genommen und erneut eingelegt. Die folgende Tabelle gibt die gemittelten

Messergebnisse der beiden Proben an:

Til 070990 Ti2 070990 Ti4 070990
Erweiterte Erweiterte Erweiterte

Messwert Messunsicherheit Messwert Messunsicherheit Messwert Messunsicherheit
E-Modul 120.0 GPa 2 GPa 119.4 GPa 2 GPa 126.7 GPa 1GPa
Schubmodul G aus 46.4 GPa 3GPa 44.8 GPa 4GPa 45.7 GPa 2 GPa
Biege-Auswertung
Schubmodul G aus 43.3GPa 2GPa 453 GPa 2GPa 46.1GPa 2 GPa
Torsions-Auswertung
Poissonzahl aus 0.294 0.04 0.333 0.04 0.386 0.04
Biege-Auswertung
Poissonzahl aus 0.385 0.02 0.317 0.03 0.375 0.02
Torsions-Auswertung

74




Der E-Modul der

Schwingungen bestimmt:

gleichen 3 Proben wurde intern ebenfalls (iber Resonanzen longitudinaler

Ti1 070990

Ti2 070990

Ti4 070990

Messwert

Erweiterte
Messunsicherheit

Messwert

Erweiterte
Messunsicherheit

Messwert

Erweiterte
Messunsicherheit

E-Modul

120.3 GPa

2 GPa

118.5 GPa

2 GPa

126.1 GPa

2 GPa

Im Buch [15] werden die elastischen Konstanten von Titan folgendermaBen angegeben:

Titan
E-Modul 120.2 GPa
Schubmodul 45.6 GPa
Poissonzahl 0.361

Die Probe Ti2 657590 wurde zusatzlich unter Vakuum bei verschiedenen Temperaturen vermessen,
wobei die Auswertung folgende Ergebnisse lieferte:

Tabelle: Temperaturabhangigkeit der elastischen Konstanten; Temperatur in °C; Moduln in GPa. Die
erste Spalte gibt den Messwert an, die zweite Spalte die erweiterte Unsicherheit. Die Zusatze ,b.”

bzw. ,t.“ beziehen sich auf die Auswertung aus Biegeschwingung bzw. Torsionsschwingung. Alle

angegebenen Werte beziehen sich dabei auf die Abmessungen bei Raumtemperatur. Es wurden also

keine Korrekturen der Temperatureinfliisse vorgenommen.

Temp. E-Modul Schubmodul b. Schubmodul t. Poissonzahl b. Poissonzahl t.

24 | 118.7 2 46.0 4 45.3 2| 0.289 0.05 | 0.308 0.03
100 | 114.7 2 43.7 4 43.4 2| 0312 0.05| 0.322 0.03
197 | 109.6 2 41.4 4 41.3 2| 0.323 0.05| 0.328 0.03
299 | 103.8 2 39.4 4 38.9 2| 0.318 0.05| 0.333 0.03
400 98.2 2 37.4 4 36.7 2| 0.313 0.05| 0.336 0.03
500 92.6 2 35.7 4 34.6 2| 0.297 0.05| 0.338 0.03
600 87.2 2 33.4 4 32.4 2| 0.305 0.05 | 0.346 0.03
700 81.7 2 31.0 4 30.2 2| 0.315 0.05| 0.351 0.03
790 76.5 2 29.5 4 28.4 2| 0.298 0.05| 0.347 0.03
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Aluminium:

Die Dichte der Probe wurde archimedisch bestimmt, daher die geringe Unsicherheit.

Bei der Auswertung dieser Proben zeigten sich deutliche Unterschiede in den elastischen Konstanten

verschiedener

Schwingungsrichtungen.

Dies

deutet

auf eine Anisotropie

aufgrund einer

Bearbeitungstextur hin. Damit ist die hier verwendete Auswertungsmethode nicht gut geeignet und

die Ergebnisse sind zu hinterfragen.

Probendaten:

Al1 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m3 2712 10
Lange in mm 90.01 0.05
Breite in mm 7.01 0.02
Hoéhe in mm 9.00 0.02
Al2 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m?3 89.99 10
Lange in mm 89.98 0.05
Breite in mm 7.01 0.02
Hoéhe in mm 8.97 0.02
Messungen:

Die beiden Proben wurden jeweils 5 Mal bei Raumtemperatur vermessen. Zwischen den Messungen

wurde die Probe aus der Messapparatur genommen und erneut eingelegt. Die folgende Tabelle gibt

die gemittelten Messergebnisse der beiden Proben an:

Al1 070990 Al2 070990
Messwert Erweiterte Messwert Erweiterte

Messunsicherheit Messunsicherheit
E-Modul 72.9 GPa 1 GPa 73.0 GPa 1 GPa
Schubmodul G aus 26.0 GPa 2 GPa 27.7 GPa 1 GPa
Biege-Auswertung
Schubmodul G aus 26.8 GPa 1GPa 27.1 GPa 0.5 GPa
Torsions-Auswertung
Poissonzahl aus 0.401 0.04 0.318 0.04
Biege-Auswertung
Poissonzahl aus 0.363 0.02 0.348 0.02
Torsions-Auswertung
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Im Buch [15] werden die elastischen Konstanten von Aluminium folgendermaRen angegeben:

Aluminium
E-Modul 70.6 GPa
Schubmodul 26.2 GPa
Poissonzahl 0.345

Die Probe Al1 070990 wurde zusatzlich unter Vakuum bei verschiedenen Temperaturen vermessen,
wobei die Auswertung folgende Ergebnisse lieferte:

Tabelle: Temperaturabhangigkeit der elastischen Konstanten; Temperatur in °C; Moduln in GPa. Die
erste Spalte gibt den Messwert an, die zweite Spalte die erweiterte Unsicherheit. Die Zusatze ,b.”
bzw. ,t.“ beziehen sich auf die Auswertung aus Biegeschwingung bzw. Torsionsschwingung. Alle
angegebenen Werte beziehen sich dabei auf die Abmessungen bei Raumtemperatur. Es wurden also
keine Korrekturen der Temperatureinfliisse vorgenommen. ,,n.a.” bezeichnet nicht auswertbare

Positionen.
Temp. E-Modul Schubmodul b. Schubmodul t. Poissonzahl b. Poissonzahl t.
22 73.3 1 27.9 2 26.6 1| 0.316 0.04 | 0.352 0.03
100 70.0 1 26.7 2 25.3 1 0.31 0.04 | 0.368 0.03
200 66.4 1 24.9 2 23.8 1| 0.333 0.04 | 0.370 0.03
299 62.0 1 23.4 2 21.9 1| 0.326 0.04 | 0.399 0.03
400 57.9 1 n.a. 20.0 1 n.a. 0.403 0.03
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Magnesium:

Das hier vermessene Magnesium beinhaltet die Legierungselemente Aluminium (4%) und seltene

Erden (4%). (AE44)

Die Dichte der Probe wurde archimedisch bestimmt, daher die geringe Unsicherheit.

Probendaten:

Mgl 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m?3 1822 10
Lange in mm 89.95 0.05
Breite in mm 7.02 0.02
Hohe in mm 9.02 0.02
Mg2 070990 Messwert Unsicherheit

Dichte in kg/m3 1822 10
Lange in mm 89.99 0.05
Breite in mm 7.00 0.02
Hohe in mm 9.02 0.02
Messungen:

Die beiden Proben wurden jeweils 5 Mal bei Raumtemperatur vermessen. Zwischen den Messungen

wurde die Probe aus der Messapparatur genommen und erneut eingelegt. Die folgende Tabelle gibt

die gemittelten Messergebnisse der beiden Proben an:

Mgl 070990 Mg2 070990
Messwert Erweiterte Messwert Erweiterte

Messunsicherheit Messunsicherheit
E-Modul 45.4 GPa 0.5 GPa 45.5 GPa 0.5 GPa
Schubmodul G aus 17.9 GPa 1.0 GPa 17.9 GPa 1.0 GPa
Biege-Auswertung
Schubmodul G aus 17.6 GPa 0.5 GPa 17.7 GPa 0.5 GPa
Torsions-Auswertung
Poissonzahl aus 0.267 0.05 0.271 0.04
Biege-Auswertung
Poissonzahl aus 0.291 0.03 0.289 0.02
Torsions-Auswertung

Im Buch [15] werden die elastischen Konstanten von Magnesium folgendermaRen angegeben:

Magnesium
E-Modul 44.7 GPa
Schubmodul 17.3 GPa
Poissonzahl 0.291
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Die Probe Mgl 070990 wurde zusatzlich unter Vakuum bei verschiedenen Temperaturen vermessen,

wobei die Auswertung folgende Ergebnisse lieferte:

Tabelle: Temperaturabhangigkeit der elastischen Konstanten; Temperatur in °C; Moduln in GPa. Die

erste Spalte gibt den Messwert an, die zweite Spalte die erweiterte Unsicherheit. Die Zusatze ,b.”

bzw. ,t.“ beziehen sich auf die Auswertung aus Biegeschwingung bzw. Torsionsschwingung. Alle

angegebenen Werte beziehen sich dabei auf die Abmessungen bei Raumtemperatur. Es wurden also

keine Korrekturen der Temperatureinfliisse vorgenommen.

Temp. E-Modul Schubmodul b. Schubmodul t. Poissonzahl b. Poissonzahl t.
23 45.4 0.5 17.9 1 17.7 0.5| 0.265 0.04 | 0.285 0.02
99 43.6 0.5 17.2 1 16.9 0.5| 0.269 0.04 | 0.289 0.02
199 41.3 0.5 16.2 1 15.9 0.5| 0.276 0.04 | 0.298 0.02
300 38.7 0.5 15.2 1 14.9 0.5| 0.274 0.04 | 0.297 0.02
400 35.7 0.5 14.2 1 13.8 0.5| 0.258 0.04 | 0.294 0.02
499 33.0 0.5 12.5 1 12.5 0.5| 0.316 0.08 | 0.320 0.02
In [16] wird die Temperaturabhangigkeit von AE42 angegeben. Im folgenden Diagramm sind die
beiden Messungen gegenlibergestellt:
50
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Abbildung 9.5: Temperaturabhangigkeit des E-Moduls, gemessen lber Biegeschwingungen (blaue
Kurve) und liber longitudinale Schwingungen (rote Kurve)

Auch bei weiteren Messungen wurde festgestellt, dass die Bestimmung des E-Moduls (iber
Biegeschwingungen bei hohen Temperaturen niedrigere Werte liefert als die Bestimmung Uber
longitudinale Schwingungen. Als Ursache dafiir wird eine erhohte Dampfung der Biegeschwingung
vermutet.
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Abbildung 9.6: Temperaturabhangigkeit der E-Moduln verschiedener Werkstoffe. Man erkennt bei
allen Werkstoffen das erwartete Abnehmen des E-Moduls mit der Temperatur.
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Abbildung 9.7: Temperaturabhangigkeit der Schubmoduln verschiedener Werkstoffe, gemessen liber
Biegeschwingungen. Man erkennt bei allen Werkstoffen das erwartete Abnehmen des Schubmoduls
mit der Temperatur.
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Abbildung 9.8: Temperaturabhangigkeit der Schubmoduln verschiedener Werkstoffe, gemessen liber
Torsionsschwingungen. Man erkennt bei allen Werkstoffen das erwartete Abnehmen des

Schubmoduls mit der Temperatur.
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E-Modul und Schubmodul, Schubmodul gemessen liber Biegeschwingungen. Durch die hohe
Unsicherheit der Schubmodulmessung ergeben sich hier sehr hohe Unsicherheiten der Poissonzahl.
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Abbildung 9.10: Temperaturabhangigkeit der Poissonzahl verschiedener Werkstoffe, errechnet aus
E-Modul und Schubmodul, Schubmodul gemessen liber Torsionsschwingungen. Die vergleichsweise
geringe Unsicherheit der Schubmodulmessung liber Torsionsschwingungen ergibt hier wesentlich
geringere Unsicherheiten fir die Poissonzahl.
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Kapitel 10

Unsicherheitsanalyse

10.1 Messung der elastischen Konstanten

10.1.1 Allgemeines

Wie in Kapitel 5 beschrieben ist der Zusammenhang zwischen Messgrofien (Frequenzen) und
Ausgabegrofien (elastische Konstanten) dieses Verfahrens kompliziert und nichtlinear. Die
Ausgabegrofien hdngen in weiterer Folge auch noch von der Giite der verwendeten mathema-
tischen Modelle (beinhalten Vereinfachungen und Annahmen) sowie von Parametern (Pro-
benabmessungen, Dichte/Masse), die ebenfalls mit Unsicherheiten behaftet sind, ab.

Geht man davon aus, dass das mathematische Modell unter Priifbedingungen die Realitét
sehr gut beschreibt und dass ev. Abweichungen der Parametern klein sind, kann das Modell
im ,,Arbeitspunkt” linearisiert werden. Damit kann der Einfluss von Abweichungen der Para-
meter auf das Messergebnis untersucht werden. Aufgrund der komplizierten Zusammenhénge
werden die Arbeitsgleichungen, die die Einfliisse der verschiedenen Parameter darstellen, aus
Simulationen gewonnen.
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Abbildung 10.1: Arbeitsgeraden, 1. Ordnung
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Abbildung 10.2: Arbeitsgeraden, 5. Ordnung
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Abbildung 10.3: Arbeitsgeraden, 10. Ordnung

Die Diagramme zeigen die Abhéngigkeit der theoretischen Resonanzfrequenzen verschiedener
Moden von den Probenparametern. Hier zeigt sich noch einmal deutlich der fiir hohere Ord-
nungen immer grofler werdende Einfluss des Schubmoduls auf die Resonanzfrequenz. Weiters
erkennt man, dass der Einfluss von E-Modul, Linge und H6he mit zunehmender Ordnung
der Moden immer geringer wird. In der Umkehrung bedeutet das, dass die Unsicherheiten
von E-Modul und Schubmodul aufgrund der Unsicherheiten der in der Berechnung verwen-
deten Parameter fiir jede Mode unterschiedlich sind. Die Unsicherheit des E-Moduls wird bei
Moden niedriger Ordnung am geringsten sein, jene des Schubmoduls bei hohen Ordnungen.

Das zur Auswertung verwendete Verfahren bezieht jedoch nicht nur eine Ordnung in die

Auswertung ein, sondern mehrere. Da sich die Messungen der Resonanzfrequenzen verschie-
dener Moden jeweils auf die gleiche Probe (gleiche Abweichung der realen Parameter von
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den gemessenen Werten) beziehen, kénnen die zu verschiedenen Moden gemessenen Reso-
nanzfrequenzen nicht als unabhéngige Messungen angesehen werden. Die Genauigkeit der
Ubereinstimmungen von theoretischen und gemessenen Resonanzfrequenzen zeigt jedoch die
Giite des zu Grunde liegenden physikalischen Modells.

Wie bereits in 5.4 erwéhnt, sind Modelle, die mehrere Resonanzfrequenzen in die Auswertung
einbeziehen, weniger anfillig gegeniiber zusétzlichen Resonanzpeaks im Spektrum, welche
nicht von der Probe stammen, und iiber die Fitgiite kénnen Aussagen iiber die Anwend-
barkeit des Modell gemacht werden. Sollten die Proben beispielsweise eine Anisotropie oder
grobere Inhomogenitdten aufweisen, konnen die Modelle zur Berechnung der Moduln un-
ter Umstdnden nicht mehr angewendet werden, die Fitqualitat wird in diesem Fall wesentlich
schlechter sein oder der Fit wird gar nicht mehr moglich sein. Modelle, die nur eine Resonanz-
frequenz verwenden, sind in solchen Féllen genau so wenig zur Bestimmung der elastischen
Konstanten geeignet, es fallt jedoch im Laufe der Auswertung nicht auf.

10.1.2 Biegeschwingungen

Die vorigen Uberlegungen zeigen, dass eine genaue Berechnung der Unsicherheiten der elas-
tischen Konstanten sehr schwer oder gar nicht moglich ist. Die in weiterer Folge angestellten
Uberlegungen sind als Abschétzungen zu verstehen. Die Abschitzung der Unsicherheiten von
E-Modul und Schubmodul mit verschiedenen Methoden sowie praktische Erfahrungen an der
Anlage decken sich, die in den folgenden Abschétzungen getroffenen Vereinfachungen sind
also zuldssig.

Abschitzung aus den Arbeitsgeraden

Durch die Verwendung mehrerer Resonanzfrequenzen fiir die Auswertung wird die Unsicher-
heit der Moduln sicher kleiner als die Unsicherheit der am schlechtesten geeigneten Mode,
durch die Bildung eines Durchschnitts wird sie jedoch moglicherweise grofler sein als jede der
am besten geeigneten Mode. Zur Abschéitzung der Unsicherheit werden in weiterer Folge die
Arbeitsgeraden der 5. Mode als Basis verwendet, da diese einen guten Kompromiss zwischen
hoher Empfindlichkeit des E-Moduls (bei Moden niedriger Ordnung) und hoher Empfindlich-
keit des Schubmoduls (bei Moden héherer Ordnung) auf Anderungen der Frequenz darstellt,
sowie in der Mitte des mit dieser Anlage beobachtbaren Frequenzbereiches liegt.

Bei N unkorrelierten Eingangsvariablen (x;) ergibt sich aus GUM-Sicht die Unsicherheit der
Ausgangsvariablen (y) zu:

i=1

N
u(y) = JZ (ci - u(x)? (10.1)

¢; stellt dabei den Sensitivitatskoeffizienten dar, welcher der Steigung der Arbeitsgeraden im
vorigen Graphen entspricht.

fiir relative Unsicherheiten ergibt sich aus dem Graphen (geméfl der durchgefithrten Simula-
tion):

ur(f) = \/(0.4 ur(E))? 4 (0.1 ur(G))? 4 (0.5 ur(p))? + (1.5 up(L))* + (0.6 up(h))?*  (10.2)

Damit ldsst sich die Unsicherheit der elastischen Konstanten folgendermaflen abschéitzen:
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Abbildung 10.4: Arbeitsgeraden, 5. Ordnung

upn(E) = 2.5 - \/ur(f)Q + (0.5 ur(p))* + (1.5 up (L)) + (0.6 up(h))? (10.3)

und

U (G) =10 - \/ur(f)2 4 (0.5 ur(p))? + (1.5 up(L))* + (0.6 up(h))? (10.4)

Dabei bezeichnet u,(E) die relative Unsicherheit des E-Moduls, u,(G) die relative Unsicher-
heit des Schubmoduls, u,(p) die relative Unsicherheit der Dichte, u, (L) die relative Unsicher-
heit der Probenlédnge und u,(h) die relative Unsicherheit der Probenhthe. Fiir die relative
Unsicherheit der Frequenz u,(f) wird die Wurzel der Summe der relativen quadratischen
Abweichungen aus den Least Squares Fit verwendet. Dies beinhaltet vorwiegend die Unsi-
cherheit des theoretischen Modells, da die Unsicherheit aufgrund der Frequenzmessung ver-
nachlassigbar ist.

Abschitzung aus der Simulation selbst

Die Berechnung der Resonanzfrequenzen mittels der Simulation wurde fiir 10* verschiedene
Kombinationen der Probenparameter durchgefiihrt. Die einzelnen Probenparameter wurden
dabei normalverteilt zufallsgeneriert, wobei die Breite der Normalverteilung jedes Probenpa-
rameters realistisch angenommen wurde. Die resultierende Verteilung der Resonanzfrequen-
zen lasst sich dhnlich wie im vorigen Punkt in eine Verteilung der Moduln umrechnen:
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Abbildung 10.5: Haufigkeitsverteilung des E-Moduls bei normalverteilten Probenparametern
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Abbildung 10.6: Haufigkeitsverteilung des Schubmoduls bei normalverteilten Probenparame-
tern

Die Abschétzung der Unsicherheit aus dieser Verteilung entspricht bei gleicher Annahme der
Unsicherheiten der Abschitzung mittels der Arbeitsgeraden.

Die sich iiber diese beiden Abschétzungen ergebende Unsicherheit der elastischen Konstanten
stimmt auch mit der experimentellen Erfahrung iiberein.

10.1.3 Torsionsschwingungen

Auch fiir die Berechnung des Schubmoduls aus den Torsionsschwingungen kénnen die gleichen
Abschétzungsmethoden verwendet werden.
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Abschitzung aus den Arbeitsgeraden

Bei dem hier verwendeten Modell bleibt, im Gegensatz zu den Biegeschwingungen, der Ein-
fluss der einzelnen Parameter auf die Resonanzfrequenzen der verschiedenen Moden gleich.
Damit kann jeder der Moden als Basis fiir die Unsicherheitsanalyse verwendet werden.
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Abbildung 10.7: Arbeitsgeraden Torsionsschwingung

Analog zu den Biegeschwingungen lésst sich damit die Unsicherheit des Schubmoduls folgen-
dermaflen abschéitzen:

u (G) =2- \/ur(f)Q + (0.5 up(p))? + up(L)2 + (0.25 u,(h))* + (0.25 u, (b)) (10.5)

Wie zuvor bezeichnet dabei u,(G) die relative Unsicherheit des Schubmoduls, u,(p) die relati-
ve Unsicherheit der Dichte, u, (L) die relative Unsicherheit der Probenlénge, u,(b) die relative
Unsicherheit der Probenbreite und u,(h) die relative Unsicherheit der Probenhéhe. Fiir die
relative Unsicherheit der Frequenz w,(f) wird wieder die Wurzel der Summe der relativen
quadratischen Abweichungen aus den Least Squares Fit verwendet.

Abschitzung aus der Simulation selbst

Hier wurden fiir 10 verschiedene Kombinationen der Probenparameter Simulationen durch-
gefiithrt. Die einzelnen Probenparameter wurden dabei normalverteilt zufallsgeneriert, wobei
die Breite der Normalverteilung jedes Probenparameters realistisch angenommen wurde. Die
resultierende Verteilung der Resonanzfrequenzen léasst sich &hnlich wie im vorigen Punkt in
eine Verteilung des Schubmoduls umrechnen, Histogramm sieche néichste Seite.

Die Abschétzung der Unsicherheit aus dieser Verteilung entspricht bei gleicher Annahme der
Unsicherheiten der Abschitzung mittels der Arbeitsgeraden.

Die sich iiber diese beiden Abschétzungen ergebende Unsicherheit der elastischen Konstanten
stimmt auch mit der experimentellen Erfahrung iiberein.
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Abbildung 10.8: Haufigkeitsverteilung des Schubmoduls bei normalverteilten Probenparame-
tern

10.1.4 Temperatureinfluss

Die Warmedehnung fiihrt bei Messungen bei hoheren Temperaturen zu einer grofleren Lange
und Hohe sowie zu einer geringeren Dichte. FEine grofiere Léange fiihrt zu einer niedrigeren Re-
sonanzfrequenz, wihrend grofiere Hohe und geringere Dichte zu hoheren Resonanzfrequenzen
fithren. Fine Abschétzung iiber die Arbeitsgeraden liefert, mit dem linearen Ausdehnungsko-
effizienten von Stahl, eine Frequenzinderung um ca. + 0.1 % je 100°C. Dies lasst den E-Modul
um ca. 0.2 % hoher erscheinen, als er tatsichlich ist. Es kann somit naherungsweise eine Kor-
rekturformel aufgestellt werden und weiterhin mit den Abmessungen bei Raumtemperatur
gerechnet werden.

Ek:orrigiert = Eunkorrigiert(l - aAT) (106)
GBiegung korrigiert — GBiegung unkorrigiert(l - 16@AT) (107)
GTorsion korrigiert — GTorsion unkorrigiert(l - aAT) (108)

Dabei sind Xypkorrigiert jene Moduln die man ohne Beriicksichtigung des Temperaturein-
flusses aus der Analyse des Spektrums bekommt, a ist der Wéarmedehnungskoeffizient des
Probenmaterials und AT die Differenz zwischen Messtemperatur und Raumtemperatur.

10.1.5 Diskussion

Die bereits aus den Messungen herausgelesenen Zusammenhénge, dass die Analyse der Tor-
sionsschwingungen sicherere Werte fiir den Schubmodul liefert, sowie dass bei Bestimmung
des Schubmoduls iiber Biegeschwingungen hohere Ordnungen in die Auswertung einbezogen
werden miissen, konnten durch die Unsicherheitsanalyse bestatigt werden. Unter realistischen
Annahmen fiir die Unsicherheiten der Probenparameter (Abmessungen, Dichte) sowie unter
der Voraussetzung, dass die theoretischen Modelle anwendbar sind (homogene, isotrope Pro-
ben), kann aus den Biegeschwingungen der E-Modul auf ca. 1% und der Schubmodul auf
ca. 2% genau bestimmt werden, aus den Torsionsschwingungen kann der Schubmodul auf ca.
1% genau bestimmt werden - jeweils vorausgesetzt, dass die Probe homogen und isotrop ist.
Damit kann die Poissonzahl mit einer Unsicherheit kleiner 5% bestimmt werden. Der Einfluss
der Temperatur auf das Messergebnis kann mit der zuvor bestimmten Korrektur reduziert

89



werden. Der bestimmte Korrekturfaktor kann jedoch nur als Abschéatzung bzw. Naherung
verstanden werden, Messungen bei hohen Temperaturen werden trotz Korrektur noch sys-
tematische Fehler aufweisen. Vergleichsmessungen des E-Moduls einer Stahlprobe mit einer
anderen Apparatur, die mit longitudinalen Schwingungen arbeitet, zeigen ausgezeichnetet
Ubereinstimmung bei Raumtemperatur (Abweichung < 0.5%). Bei 600 °C jedoch liefert das
Longitudinalschwingungsverfahren einen um 4% hoheren Wert als das in dieser Diplomar-
beit beschriebene Verfahren. Dieser Trend wurde auch bei einer Gusseisenprobe beobachtet.
Grund dafiir kénnte eine starkere Dampfung der Schwingungen und somit eine Verschiebung
der Resonanzfrequenzen zu niedrigeren Werten sein. Generell ist zu bemerken, dass verschie-
dene Verfahren aufgrund der unterschiedlichen Messprinzipien auch im Falle einer exakten
Messung Abweichungen untereinander aufweisen [13].

10.2 Temperaturmessung

Das zur Messung verwendete Thermoelement vom Typ K (0 - 1100°C) besitzt eine Genauig-
keit von +2.5°C oder £0.75% vom Messwert in °C.

Die aus der Unsicherheit der Temperatur folgende Unsicherheit der Warmedehnung und
die daraus resultierende zusétzliche Unsicherheit in den Moduln kann vernachlissigt werden.

Betrachtet man jedoch die generelle Temperaturabhéngigkeit der Moduln, so ergibt sich
beispielsweise bei Stahl eine mittlere Anderung im E-Modul in der GréSenordnung von
0.05%/°C. Die sich aus der Unsicherheit der Temperatur ergebende Unsicherheit des E-
Moduls kann bei hohen Temperaturen bis etwa 0.5% betragen, was bei einer Unsicherheit im
E-Modul von weniger als 1% vom Messwert beriicksichtigt werden sollte.

Kalibrierung des Messgerétes oder die Verwendung eines Thermoelements mit niedrigerer
Toleranz kénnen hier Abhilfe schaffen.

Anders geartet ist die Unsicherheit aufgrund der Positionierung des Temperaturmesspunktes.
Das Thermoelement kann aus messtechnischen Grinden nicht direkt an der Probe platziert
werden, stattdessen misst das Thermoelement die Temperatur des Kiéfigs, der die Probe
umgibt. Speziell im Vakuum spielt fiir den Wérmeiibergang nur mehr Warmestrahlung ei-
ne Rolle. Der die Probe umgebende Kéfig stellt einen schwarzen Strahler dar. Damit ist es
nur eine Frage der Zeit, bis die Probe die gleiche Temperatur wie der Kéfig erreicht (Strah-
lungsgleichgewicht). Messungen mit einem 2. Thermoelement, welches in einer Bohrung in
einer Probe angebracht wurde, zeigten, dass dieses Gleichgewicht ca. 30 Minuten nachdem
der Kéfig auf Temperatur ist erreicht wird. Wahrend des Aufheizens kann der Unterschied
zwischen Probentemperatur und Kéfigtemperatur erheblich sein.

Fiir genaue Messungen ist es also notwendig, nach Erreichen der gewiinschten Temperatur

des Kifigs (= Messpunkt des Temperaturreglers) weitere 30 Minuten zu warten, bevor mit
der Aufnahme eines Spektrums begonnen wird.
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Anhang A

Verwendete Teile und technische
Zeichnungen

Bauteilbezeichnung Bemerkung

Ofen

Infrarotstrahler Fa. Elstein, SHTS/2, 125x62.5mm, max. Temp. = 900°C
Thermoelement Typ K, bis 1100°C, @ 1.5mm x 150mm

Gehé&usehilfte RS-Components, Alu, temperaturfest bis 250°C
Schanier RS-Components, Edelstahl

Verschluss RS-Components, Sicherheitsverschluss A2

Griff

Isolierung Fa. Pyrotec, Feuerleichtsteine

Standfufl Sonderanfertigung, geschweif3t

Kifig Sonderanfertigung

Schwingungsanregung

Stativstange Edelstahl

Doppelmuffe Fa. Bochem, ,,Doppelmuffe TECHNO*
Aufhéngungsstange Sonderanfertigung, Teflon

Piezostack Fa. Physics Instruments, Preloaded Piezo Actuator P-841.1
Piezopléattchen

Schlaufenaufnahme Abstandhalter I/A M3

Schlaufen Fa. 3M, Keramikfasern, temperaturfest
Vakuumkammer

Sockel Fa. Haberkorn Ulmer, diverse Alu-Profile u. Verbindungselemente
Grundplatte Sonderanfertigung, Edelstahl

Manometer

Anschlussflansch Fa. Pfeiffer

Handventil Fa. Pfeiffer

Drehschieberpumpe

Vakuumdurchfithrungen

Elektronik
Temperaturregler
Netzwerkanalysator
Verstérker

Fa. Lemo, verschiedene Durchfithrungen

Fa. Eurotherm, Regler 2604
Fa. Omicron, BODE 100
Sonderanfertigung, 0.2V bei 100kHz
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Kafig |, Massstab 1:2
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Kafig 2, Massstab 1:2
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Stabe fur die Aufhangung der Schwingelemente

2 Stk., Stahl

bei Verwendung der
vorhandenen Stativstangen:
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Grundplatte
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Adapter: Manometer
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