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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Monte Carlo und Quasi-Monte Carlo Verfahren sind entwickelt worden, um komplexe Integra-
le, wie sie in der Finanzmathematik nicht selten auftreten, numerisch berechnen zu konnen.
Ganz klar haben beide Methoden ihre Vorteile, Monte Carlo mit seiner von der Dimension un-
abhingigen Konvergenzrate und der bestechend einfachen Implementation und Quasi-Monte
Carlo mit seiner prézisen Gleichverteilung im Raum.

Das allgemeine Ziel besteht immer darin, exaktere Ergebnisse zu bekommen und das, wenn
moglich, auch noch schneller. Deshalb ist die Varianzreduktion ein starkes Anliegen von vielen
Autoren und nicht nur in der Finanzmathematik, sondern auch in Bereichen wie Physik und
Medizin sehr gefragt.

Die vier gingigsten Methoden, die vor allem in Verbindung mit dem Monte Carlo Verfahren oft
zur Sprache gebracht werden, sind Antithetic Variates, Control Variates, Importance Sampling
und Stratified Sampling. Diese werden nach einer Einfiihrung in die Techniken des Monte Carlo
und des Quasi-Monte Carlo Verfahrens in Kapitel 3 im Detail betrachtet.

Die Weiterentwicklung des Stratified Sampling auf mehrere Dimensionen, welche unter dem
Namen Latin Hypercube Sampling bekannt ist und fiir das eine maximal gleich gro3e Varianz
wie im Monte Carlo Verfahren, sowie ein Zentraler Grenzwertsatz nachgewiesen werden kann,
wird in Kapitel 4 erldutert.

Kapitel 5 beschiftigt sich mit einer Variante des Latin Hypercube Samplings, die sich von der
Unabhingigkeit der Zufallsvariablen trennt und eine Copula bzw. ein Abhéngigkeitsverhiltnis
innerhalb der Zufallsvektoren beriicksichtigt. Sie wurde 2008 unter dem Namen Latin Hypercu-
be Sampling with Dependence verdffentlicht. Auch fiir dieses Verfahren existiert ein Zentraler
Grenzwertsatz und eine Varianzreduktion gegeniiber Monte Carlo kann gezeigt werden.

Die Methode, die unter anderem im Fokus dieser Masterarbeit steht, nennt sich Latin Supercube
Sampling und wurde 1998 zum ersten Mal présentiert. Sie ist eine Mischung aus Quasi-Monte
Carlo und der Idee des Latin Hypercube Samplings und kann durchaus mit den anderen Verfah-
ren im Punkt Varianzreduktion konkurrieren, wie Kapitel 6 beweist.

Um die Performance der einzelnen Verfahren zu testen und miteinander zu vergleichen, werden
in Kapitel 7 alle auf das Beispiel einer Asiatischen Basket Option angewandt, deren Payoff sich
nicht durch eine geschlossene Formel darstellen ldsst und damit fiir eine Anwendung numeri-
scher Verfahren bestens geeignet ist.

Des Weiteren wird noch das bekannte Beispiel der Collaterized Mortgage Obligation gebracht,
das die Theorie widerlegt, dass Quasi-Monte Carlo Folgen in Dimensionen hoher als 30 keine
Verbesserung gegeniiber den Zufallsfolgen des Monte Carlo Verfahrens sein konnen. Warum
dies dennoch der Fall ist und warum auch das Latin Supercube Sampling eine derart gute Leis-
tung im Beispiel der Basket Option mit Dimension 2500 abliefert, liegt unter anderem an der
sogenannten “effektiven” Dimension, die im Zusammenhang mit Quasi-Monte Carlo Folgen
eine groB3e Rolle spielt und gegen Ende der Masterarbeit immer wieder zur Sprache kommt.



2 MONTE CARLO UND QUASI-MONTE CARLO VERFAHREN 2

2 Monte Carlo und Quasi-Monte Carlo Verfahren

Erste Ideen zur Monte Carlo Methode gab es schon 1930 von Enrico Fermi. Ausgefiihrt wur-
den diese von Stanislaw Ulam und John von Neumann 1946 im Zuge eines geheimen Projektes
namens “Manhattan-Project” im Los Alamos Scientific Laboratory zur Entwicklung der Was-
serstoffbombe. John von Neumann war auch der Namensgeber der Methode. “Monte Carlo”
deshalb, da die Metropole Monte Carlo in Monaco bekannt fiir ihre vielen Casinos, Gliickss-
piele und Roulettes war. Roulette ist nichts anderes als ein Zufallsgenerator, der ein faires Spiel
garantieren soll.

Eine dhnliche Intention wird bei Anwendung von Monte Carlo Verfahren verfolgt. Mithilfe von
“fair”, im Sinne von gleichverteilten Zufallszahlen wird ein Mittelwert berechnet, der nach dem
starken Gesetz der groB3en Zahlen einen konsistenten Schitzer fiir den Erwartungswert liefert.
Quasi-Monte Carlo Verfahren stellen eine deterministische Variante der Monte Carlo Verfahren
dar und verwenden statt Zufallszahlen deterministische Punktfolgen, was in vielen Anwendun-
gen einen deutlichen Vorteil mit sich bringt.

Die Definitionen und Ergebnisse in diesem Kapitel folgen in Bezug auf Monte Carlo Verfahren
den Erkenntnissen von Glasserman [18] und fiir Quasi-Monte Carlo Verfahren den Veroffentli-
chungen von Niederreiter [41].

2.1 Monte Carlo Verfahren

Ziel ist die Berechnung des Erwartungswertes E|[f(X)] der integrierbaren Zufallsvariable f(X)

fiir eine Funktion f : RY — R. Dabei sei X = (X1, ..., X;) ein Zufallsvektor mit X X F fiir
¢ =1, ..., d. Dann gilt nach Definition des Erwartungswertes

I =E[f(X)] = df(xl,...,xd)dF(xl,...,md). (2.1)
[0,1]
Die Schreibweise der Vektoren in Form von fettgedruckten Buchstaben zieht sich durch die ge-

. " - . d
samte Masterarbeit um fiir etwas mehr Ubersicht zu sorgen. Der Ausdruck X; ~ F bedeutet,
dass die Zufallsvariablen X; identisch und unabhingig voneinander verteilt sind mit Vertei-
lungsfunktion F'.

Der Standard Monte Carlo Schiitzer Iy fiir das Integral I entsteht durch Auswertung der Funk-
tion f an N unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvektoren XM X™ und Bildung
des Mittelwerts

N

~ 1 ;
Iy =D FXY). (2.2)

=1
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Die d-dimensionale Verteilung F'(z1, ..., z4) in Gleichung (2.1) kann mithilfe von Copulas all-
gemein iiber den Satz von Sklar beschrieben werden. Einen guten Einblick in die Theorie der
Copulas liefert z.B. Nelsen [38].

Definition 2.1. (Copula)
Sei C': [0,1]% — [0, 1] eine Funktion mit den Eigenschaften

1. C(uq,us, ..., uy) ist eine monoton steigende Funktion in jeder Variable u;,1 < i < d.

2.C(, . Lug, 1, 1) =ug fiirug € (0,1 und alle 1 < k <d.

3. Die sogenannte Rechtecksungleichung gilt fiir alle Vektoren (ay, ..., aq) und (by, ..., by) €
[0, 1]¢, wobei ay, < by, fiirk =1, ...,d und uj; = a; sowie ujs =bj,j =1,...,d

2 2

Z Z(—l)k1+k2+“'+kd0(u1k1, ey Udiy) > 0. (2.3)

k=1  kg=1

Dann ist C eine d-dimensionale Copula.

Kurz kann gesagt werden, dass eine d-dimensionale Copula eine Verteilungsfunktion auf [0, 1]¢
ist, deren Randverteilungen gleichverteilt sind auf [0, 1]. Das wichtigste Resultat in Hinblick

auf den Zusammenhang zwischen Copulas und Gesamtverteilungsfunktionen ist der Satz von
Sklar [58].

Satz 2.2. (Satz von Sklar)
Fiir eine Gesamtverteilungsfunktion F' : R — [0, 1] mit eindimensionalen Randverteilungs-
funktionen F\, ..., Fy existiert eine Copula C, sodass

F(x1,...,xq) = C(Fi(21), ..., Fy(x4q)) (2.4)
fiiralle 1, ..., x4 € [—00, x| gilt.

Sind die Randverteilungsfunktionen F, ..., Fy stetig, so ist die Copula C' eindeutig.

Umgekehrt gilt fiir eine Copula C' und Verteilungsfunktionen F1, ..., Fy, dass die Funktion F' in
(2.4) eine Gesamtverteilungsfunktion mit Randverteilungsfunktionen I, ..., F; darstellt.

Mithilfe der verallgemeinerten Inversen kann im Falle von stetigen Randverteilungsfunktionen
auch noch eine andere Darstellung der Copula gegeben werden.

Definition 2.3. (Verallgemeinerte Inverse)
Ist F' : R — R eine monoton steigende Funktion, so heifst F* : R — R, mit der Abbildung
y — inf {z € R: F(x) > y} verallgemeinerte inverse Funktion von F.

Ist F streng monoton steigend, so gilt F~! = F*,
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Korollar 2.4.
Fiir eine Gesamtverteilungsfunktion F' mit stetigen Randverteilungsfunktionen F, ..., F; ist die
eindeutige Copula C gegeben durch

Cluy, ...,uq) = F(FY (1), ..., Fy (uq)), (2.5)
fiir uy, ..., uq € [0, 1].

Mithilfe der Inversionsmethode kann die Erzeugung der Zufallsvektoren X mit Verteilung
F" auf die Generierung von unabhingigen und im Einheitsintervall gleichverteilten Vektoren
zuriickgefiihrt werden.

Satz 2.5. (Inversionsmethode)
Sei U eine gleichverteilte Zufallsvariable (U ~ U|0,1]) und F* die verallgemeinerte inverse
Verteilungsfunktion zu F. Sei X = F* (U) eine Zufallsvariable. Dann besitzt X die Verteilung
F, da

PX <x2)=PF"(U)<z)=PU < F(x)) = F(z).

Durch die Inversionsmethode kann das Problem in (2.1) vereinfacht werden zu

I = E[g(U)] = /[ o= [ w)du 2.6)

wobei g(u) = f(F*< (u)) und U~U|0, 1]¢.
Der Standard Monte Carlo Schitzer ist dann gegeben durch

~ 1 . .
= =Y gy, U Eyp,

Wie gut aber ist dieser Schitzer, was kann iiber den Fehler und die Konvergenzrate gesagt wer-
den? Antwort konnen das Starke Gesetz der grofSen Zahlen und der Zentrale Grenzwertsatz, die
im Folgenden ohne Beweis angefiihrt sind, geben.

Satz 2.6. (Starkes Gesetz der grofien Zahlen)
Sei (X,,)nen eine Folge von iid Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert E[X,] < oc.
Dann gilt

—ZX IS EX). (2.8)

Satz 2.7. (Zentraler Grenzwertsatz)
Sei (X, )nen eine Folge von iid Zufallsvariablen mit y = E[X,] und 0* = Var[X,]. Der
Mittelwert der Stichprobe sei gegeben durch

Xi+ o+ X,
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Dann gilt

X, —
lim P < =0
i e (5 <2) =0t

d.h. die zentrierte bzw. standardisierte Zufallsvariable

_ Xu—p
- a/vn

konvergiert fiir n — oo punktweise gegen die Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormal-
verteilung N (0, 1).

Zn

Aus dem starken Gesetz der groien Zahlen folgt fiir eine iiber [0, 1]¢ integrierbare Funktion
g, dass I ein konsistenter Schitzer fiir das Integral [ ist, was bedeutet, dass lim Iy = I fiir
n — oo mit Wahrscheinlichkeit 1.

Ist die Funktion g sogar quadratintegrierbar, so ist der Fehler Iy — I der Monte Carlo Schitzung
als Resultat des zentralen Grenzwertsatzes approximativ normalverteilt,

=2 (9(U") ~ Els(u)]) ¥ (0.5

wobel 02 die Varianz von ¢(U) bezeichnet und 2> Konvergenz in Wahrscheinlichkeit symboli-
siert. Die Standardabweichung des Schitzers konvergiert demnach unabhiingig von der Dimen-
sion d mit Geschwindigkeit N /2 gegen 0.

Die Konvergenzrate O(N ~'/2) des Monte Carlo Schiitzers, die als Resultat des Zentralen Grenz-
wertsatzes die bestmogliche Schranke darstellt, hat sowohl Vor- als auch Nachteile. Im eindi-
mensionalen Fall gibt es sehr wohl Verfahren, z.B. die Trapezregel, die bessere Konvergenzraten
vorweisen konnen. Der Vorteil des Monte Carlo Verfahrens liegt darin, dass die Konvergenzrate
nicht von der Dimension d abhéngt.

Eine Moglichkeit den Fehler des Monte Carlo Schitzers trotz konstanter Konvergenzrate zu
senken, besteht darin die Konstante 03 zu verringern. Dies gelingt durch sogenannte Varianz-
reduktionsverfahren, wie sie in Kapitel 3 beschrieben werden. Beispiele dafiir sind Antithetic
Variates, Control Variates, Importance Sampling, Stratified Sampling, sowie das darauf aufbau-
ende Latin Hypercube Sampling, das gemeinsam mit dem Latin Supercube Sampling im Fokus
dieser Arbeit liegt.

Die zentrale Aufgabe bei der Anwendung des Monte Carlo Verfahrens besteht in der Gene-
rierung von unabhiingigen und gleichverteilten Zufallszahlen in [0, 1]%. In der Realitit werden
anstatt zufilliger Stichprobenpunkte sogenannte Pseudozufallszahlen verwendet. Vorteil dieser
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scheinbar zufdlligen Folgen von Punkten ist zum einen die Einfachheit der Generierung und
zum anderen kann bei Bedarf die Simulation jederzeit mit derselben Zahlenfolge immer wieder
durchlaufen werden.

2.1.1 Linearer Kongruenzgenerator

Einer der bekanntesten und meist verwendeten Pseudozufallszahlengeneratoren ist der Lineare
Kongruenzgenerator. Er wurde 1949 von Lehmer [32] eingefiihrt. Die Berechnung einer Folge
(zi)i>o erfolgt beziiglich der Vorschrift

Ziy1 = az; +b mod m.

Die Parameter a, b, m und z(, die Multiplikationsfaktor, Inkrement, Modus und Anfangsglied
festlegen, konnen individuell aus den natiirlichen Zahlen gewihlt werden. Die Glieder der Folge
(u;)i>0 mit
2 + 1
Uit1 = )
m
stellen schlieBlich die gewiinschten Pseudozufallszahlen dar.

Je nach Wahl der Parameter variieren die Anzahl, sowie die Verteilung der Folgenglieder im
Einheitsintervall. Die Wahl von m als Primzahl, a als Primitivwurzel von m und b = 0 ga-
rantiert zum Beispiel eine volle Periode, d.h. es werden m — 1 verschiedene Folgenglieder
erzeugt, bevor sich die erzeugten Zahlen zu wiederholen beginnen. Im Allgemeinen reicht es
einen Modus von 254 zu verwenden. Detaillierte Erlduterungen zur Wahl der Parameter des li-
nearen Kongruenzgenerators konnen bei L’Ecuyer [31] nachgelesen werden.

Lineare Kongruenzgeneratoren konnen auch miteinander kombiniert werden, um ldngere Pe-
rioden und damit mehr unterschiedliche Pseudozufallszahlen zu erreichen. Eine Moglichkeit
besteht z.B. in der Summation von mehreren Generatoren, wobei dabei verschiedene Methoden
angewandt werden. Zwei davon werden von L’Ecuyer [30] und Wichmann and Hill [63] nédher
erldutert.

2.2 Quasi-Monte Carlo Verfahren

Die Quasi-Monte Carlo Methode oder Methode kleiner Diskrepanzen ist eine Alternative zur
Monte Carlo Methode mit dem Unterschied, dass Quasi-Monte Carlo keine echte Zufillig-
keit erreichen will, sondern mit deterministischen Punktfolgen arbeitet, deren Folgenglieder
gleichméBig innerhalb des gewiinschten Bereiches verteilt sind. Dadurch wird die Bildung von
Clustern und Lochern der Punkte innerhalb des gewiinschten Bereiches, die bei Pseudozufalls-
generatoren hiufig vorkommen, groBteils vermieden.
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Abbildung 2.1: Links: Linearer Kongruenzgenerator in [0, 1] mit den Parametern a; =
1896, ay = 467,b = 0,m = 1301. Rechts: Linearer Zusammenhang der Punkte (a = 86,0 =
0, m = 256).

Das Ziel von Folgen mit kleiner Diskrepanz ist, durch Generierung von moglichst gleichver-
teilten Punkten x;,7 = 1,..., N, den Fehler der Schitzung fiir eine moglichst grole Menge
an Funktionen g moglichst klein zu halten. Bekannte Mafle zur Bestimmung des Grades der
Gleichverteilung von Punktfolgen sind die Diskrepanz D und die eng damit verbundene Stern-
diskrepanz D3, einer Folge. Wann aber ist eine Folge iiberhaupt gleichverteilt?

Zum Nachweis der Gleichverteilung werden d-dimensionale Intervalle betrachtet und iiberpriift,
wieviele Punkte sich innerhalb dieser Intervalle aufhalten. Das zentrale Ergebnis in der Theorie
der Gleichverteilung stammt von Weyl [62] und wird in Satz 2.10 wiedergegeben.

Definition 2.8. (d-dimensionales Intervall)

Seien a = (ay,...,aq) und b = (by, ..., by) Vektoren mit 0 < a;,b; < 1 fiiri = 1,...,d. Falls
a; < b;fiirallei =1, ...,d, so schreibe a < b und bezeichne die Menge aller Punkte x € [0, 1],
fiir die a < x < b gilt, als d-dimensionales Intervall bzw. Hyperrechteck |a,b) .

Definition 2.9. (Gleichverteilung von Punktfolgen)
Eine Folge (x;);>1 von Punkten heif3t gleichverteilt in [0, 1], wenn fiir alle d-dimensionalen
Hyperrechtecke [a,b) C [0,1]? gilt, dass

N

. 1
Jim Zl Lja,p) (xi) = Aa([a, ),
wobei \q das d-dimensionale Lebesguemaf3 darstellt und 1, die charakteristische Funktion

des Intervalls |a,b) bezeichnet.
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Satz 2.10. (Satz von Weyl)
Eine Punktfolge (x;);>1 in [0, 1] ist genau dann gleichverteilt, wenn

N

1
lim — g(x; :/ g(x)dx (2.9)
N%ON; () o (x)

fiir alle stetigen komplexwertigen Funktionen g : [0,1] — C.

In Satz 2.10 wird gezeigt, wie mithilfe gleichverteilter Punkte numerisch integriert werden
kann. Der Ausdruck auf der linken Seite von Gleichung (2.9) entspricht genau dem Quasi-
Monte Carlo Schitzer

|
In=—=> g(x) (2.10)

des Integrals in (2.1), wobei X, ..., Xy sorgféltig gewéhlte Punkte aus dem Einheitshyperwiirfel
0, 1)? darstellen.

Es gibt auch noch eine einfachere Version von Satz 2.10, die besagt, dass nur trigonometrische
Polynome untersucht werden miissen. Auch diese Behauptung wurde von Weyl [62] aufgestellt
und bewiesen.

Satz 2.11. (Weyl’sches Kriterium)
Eine Punktfolge (x;);>1 in [0, 1] ist genau dann gleichverteilt, wenn

lim — Zexp (27ih - x;) = 0 (2.11)

Nooco N

fiir Vektoren h € 74\ {0}. Mit “-” sei das iibliche innere Produkt bezeichnet.

Als erstes Beispiel einer gleichverteilten Folge dient die Kronecker Folge.

Dabei sei {z} = L J der Bruchteil von x € R und fiir x = (z%,...,2¢) € R? sei
{x} = ({x'},.. {xd} 4. Die Folge ({na}),so fir @ = (ay, ..., aq) € R? wird Krone-
cker Folge genannt. Sie 1st genau dann gleichverteilt, wenn 1, o, ..., oy linear unabhiingige
Zahlen aus QQ sind. Dies folgt unmittelbar aus dem Weyl’schen Kriterium. In Kapitel 2.2.2 wird
die Theorie der Gitterpunkte, zu denen die Kronecker Folge gehort, noch etwas néher erldutert.

2.2.1 Diskrepanz und Sterndiskrepanz einer Punktmenge

Aus dem Satz von Weyl erfahren wir also etwas iiber die numerische Integration, nicht ersicht-
lich aber ist der Integrationsfehler. Aufgrund dessen betrachten wir die Abweichung der Punkt-
folgen von einer Gleichverteilung unter Zuhilfenahme von Diskrepanz und Sterndiskrepanz, die
als weit verbreitete Malle fiir die Gleichverteilung von Punktfolgen gelten. AnschlieBende Defi-
nitionen, Behauptungen und Beweise konnen grofitenteils in Niederreiter [41] wiedergefunden
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werden.

Definition 2.12. (Diskrepanz und Sterndiskrepanz)

Sei P = (x1,...,xy) € [0, 1)¢ eine deterministische Punktfolge, 1 4 die charakteristische Funk-
tion der Menge A, N\, das d-dimensionale Lebesguemafs. Dann ist die Diskrepanz der Folge
(x1,...,xN) fiir die Menge A aller achsenparallelen Hyperrechtecke definiert als

N

1
~ D Lalx) — Ma(A)

=1

Dy (x1,...,xy) = sup ) (2.12)
AcA

Die Sterndiskrepanz ist definiert fiir die Menge A* aller achsenparallelen Hyperrechtecken,
wobei eine Ecke jedes solchen im Ursprung liegt, d.h. Hyperrechtecke der Form Hle [0,0;),0 <
b <1,

Dy (xq,...,xy) = sup (2.13)

AcA*

% Z 1a(x;) — Aa(A)].

Als Folge des Kriteriums fiir Gleichverteilung und der Definition der Diskrepanz resultiert, dass
eine Punktfolge (X,),>1 in [0, 1)? genau dann gleichverteilt ist, wenn gilt

lim Dy(xy,...,xy) = 0.

N—00

Satz 2.13.
Sei P = (x1,...,xx) € [0, 1) eine deterministische Punktfolge. Dann gilt

Dy(P) < Dn(P) < 2Dy (P). (2.14)

Satz 2.13 gibt einen Zusammenhang zwischen Diskrepanz und Sterndiskrepanz an. Der Beweis
davon kann in Niederreiter [41] gefunden werden.

Aus diesem Satz folgt des Weiteren sofort die Aquivalenz

lim Dy(P)=0<« lim Dy(P)=0.

N—o0 N—o0
Mithilfe der Sterndiskrepanz kann nun auch eine Abschitzung fiir den Integrationsfehler an-
gegeben werden. Die nidchsten Definitionen beziiglich der Variation von Funktionen gelten als
Vorbereitung auf das zentrale Ergebnis der Koksma-Hlawka Ungleichung, mithilfe derer eine
solche Abschidtzung moglich ist.

Definition 2.14. (Variation im Sinne von Vitali) ‘ ‘
Sei Q eine Partition von [0, 1]%, d.h. eine Menge von d sortierten endlichen Folgen Cé]), ey Ig), 1<



2 MONTE CARLO UND QUASI-MONTE CARLO VERFAHREN 10

J<dmitQ = Céj) <. < (,g) = 1. Q sei die Menge, die alle Partitionen der Form () enthdilt.
Sei g eine Funktion auf [0, 1], dann definiere fiir 0 < i < k;

Ajg(x(l) LoD C(j) 20y =

g(:v(l), At C 20U+ ...,m(d)) — g(x(l), b)) C 20D x(d))

°)

SEAVEREFAVE
Dann ist die Variation von g nach Vitali definiert als

ki—1 kg—1

—supz Z’A ,,,,, dg 11’-»( )

Qe 11=0 1q=0

Eine Funktion g ist nach Vitali von beschrénkter Variation, wenn V(9 (g) < oo.

Nach Niederreiter [41] kann die Variation von Vitali auch einfacher berechnet werden durch

ol

sofern die partiellen Ableitungen der Funktion g stetig sind.

duy...dug,

_ 99
Ou;y...0ug

Definition 2.15. Variation im Sinne von Hardy und Krause
Sei g eine Funktion auf [0,1]* und V" (g;1y, ..., 1,) die Variation im Sinne von Vitali fiir 1 <
11 < 1y < --- < iy < dmitder Einschrinkung auf die Menge

{(ur,.oyug) €0, 1% uj = 1,5 # i1, ..., it}

Dann ist die Variation von f nach Hardy und Krause definiert durch

d
=3 Y VOgriy, i)

=1 1<i1 << <d
Eine Funktion g ist nach Hardy und Krause von beschrdnkter Variation, wenn V (g) < oc.

Nun sind schlieBlich alle Vorbereitungen getroffen um die Koksma-Hlawka Ungleichung [20]
zu verstehen.

Satz 2.16. (Koksma-Hlawka Ungleichung)
Sei g eine Funktion von beschrinkter Variation auf [0,1]? im Sinne von Hardy und Krause,
(x1,...,Xx) eine Punktfolge in [0, 1]¢ so gilt
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Die Schranke von Koksma-Hlawka besteht aus dem Produkt der Variation, die nur von der
Funktion g abhiingt und der Sterndiskrepanz, die sich wiederum nur nach der Punktfolge rich-
tet. Nachdem die Funktion fix gegeben ist, ist die Punktfolge entscheidend.

Fiir Sterndiskrepanz und Diskrepanz konnen zunichst fiir den eindimensionalen Fall noch an-
dere Darstellungen bzw. Berechnungsmoglichkeiten angegeben werden. Satz 2.17 wurde von
Niederreiter [39] gezeigt, Satz 2.18 ist eine Vereinfachung einer Darstellung von de Clerck [12].

Satz 2.17.
Fiir eine Folge 0 < x1 < --- < xny < 1gilt
Dy(zq,...,xy) = IN + 1%?5\7 T ‘ (2.16)
Aus Satz 2.17 folgt unmittelbar als untere Schranke fiir die Sterndiskrepanz
Dy ( ) > L (2.17)
N\Z1, ..., TN _2N, .
wobei offensichtlich Gleichheit herrscht fiir eine Folge x,, = 23&1 ,n = 1,..., N. Setzt man

diese Folge in die Quasi-Monte Carlo Approximation ein, erhilt man

1 1SN /oan—1
dr ~ — .
/Og(l") x N;g( 5N )

Diese Methode ist auch als Mittelpunktregel bekannt und wird oft zur numerischen Integration
verwendet.

Satz 2.18.
Fir0<z; <---<axy <1gilt

1 n . n
Dn(zy,...,xy) = N + 12525\[ (N - l‘n> — Ig}gN <N - a:n> (2.18)

Wiederum folgt aus dem Satz eine untere Schranke, diesmal fiir die Diskrepanz,

mit Gleichheit fiir eine Folge x, = £. Die beiden Resultate in (2.19) und (2.18) gelten nur
dann, wenn die Anzahl N der Folgenglieder vorher fixiert wird.
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Schmidt [55] hat fiir den eindimensionalen Fall (d = 1) und eine beliebige Folge x4, x5, ... aus
[0, 1] gezeigt, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass

clog N
DN<1'1,..-717N) Z ]\gf .
Damit gilt nach Satz 2.13 auch
"log N
Di(1, ) 2 = (2.20)

was bedeutet, dass nichts besseres als D} (z1,...,zx) = O(N'log N) im eindimensionalen
Fall zu erwarten ist. Der bisher beste Wert fiir ¢ im Falle der Diskrepanz liegt bei ¢ = 0.12 und
wurde von Béjian [7] ermittelt. Aufgrund von Satz 2.13 kann fiir ¢ im Falle der Sterndiskrepanz
als bester Wert ¢’ = 0.06 angenommen werden.

Allgemein gilt fiir Dimension d der folgende Satz von Roth [54]:

Satz 2.19. (Satz von Roth)
Fiir jede N-elementige Punktmenge x1, ...,xy aus dem Einheitsintervall [0, 1]¢ gilt

\ log )5
DN(xl,...,xN) Z DN(x17"-axN) Z Cd%,

wobei die Konstante c, nur von der Dimension d abhdngt.

Bilyk, Lacey und Vagharshakyan [8] haben 2008 eine leicht verbesserte untere Schranke fiir die
Sterndiskrepanz angegeben, wobei allerdings die Vermutung besteht, dass es noch besser geht.
Vielmehr soll die Abschitzung fiir eine Punktmenge mit fixer Grofle N

1 N d—1
Diy (X1, .0, Xy) > cd% 21)
sein. Ob diese Abschitzung tatsichlich in jeder Dimensionen fiir d > 3 gilt, ist noch nicht be-

wiesen.

Fiir d = 1 stimmt die Ungleichung, wie bereits in (2.17) gezeigt wurde. Fiir d = 2 wurde die
Aussage von Schmidt [55] bewiesen. Im Fall von d = 3 gibt es bereits erste Fortschritte von
Beck [6], der das Resultat

, (log N)(loglog N)®

Dy (X1, ..., Xn) > ¢ N , (2.22)

fiir eine absolute Konstante a > 0 bewiesen hat, was aber noch nicht die Schranke in (2.21)
bestitigt. Fiir hohere Dimensionen sind noch keine Beweise vorhanden.
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Wiire Gleichung (2.21) bewiesen, wire die Abschitzung fiir die ersten /N Elemente einer belie-
bigen Folge x4, x5, ...,
. _ (log N4
DN(Xlu ) XN) Z Cd%7
eine leichte Aufgabe, bisher konnte aber auch hier nur das Resultat

. , (log N)2
Dy (X1, ..., Xy) > c&%

von Roth [54] gezeigt werden, wobei ¢, und ¢, echt positive Konstanten sind, die nur von der
Dimension d abhingen.

Es existieren auch obere Schranken fiir die Diskrepanz wie z.B. jene, die durch die Erdos-Turan-
Koksma Ungleichung [14] gegeben ist.

Satz 2.20. (Erdis-Turdn-Koksma Ungleichung) Sei {xi,...,.xy} eine N-elementige Punkt-
menge in [0, 1)%, so gilt fiir die Diskrepanz die Abschiitzung

DN(ml,...,xN)g(g)Q mLHJF Z %

0<[|Rt]| oo <m

1 N-1
= ) e (2.23)
N n=0

mitm € N, h = (hy,...hg) € Z% und r(h) = []{_, max{1, |h;|}.

Der Beweis ist zum Beispiel bei Drmota und Tichy [14] zu finden.

2.2.2 Folgen kleiner Diskrepanz

Mit dem Quasi-Monte Carlo Verfahren kann eine bessere asymptotische Konvergenzrate erzielt
werden als im klassischen Monte Carlo Verfahren, da im besten Fall eine unendliche Folge,
“Folge kleiner Diskrepanz” genannt, erzeugt werden kann, die eine Sterndiskrepanz und auf-
grund der Koksma-Hlawka Ungleichung auch einen Approximationsfehler des Integrals von
Ordnung O(N~!(log N)?) besitzt.

Van der Corput Folgen, Halton Folgen
Eine bekannte und vergleichsweise einfache Folge kleiner Diskrepanz ist die eindimensionale
Van der Corput Folge. Zur Konstruktion einer solcher muss als erstes eine Basis b > 2 gewihlt,

wobei b eine natiirliche Zahl sein muss. Jeder beliebige Integer n kann dann eindeutig als lineare
Kombination von Potenzen der Basis b dargestellt werden,

n=> a;(n)l, (2.24)
j=0
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wobei die Koeffizienten a;(n) € {0,...,b — 1} nur in endlich vielen Fillen ungleich 0 ist. Das
n-te Folgenglied z,, der Van der Corput Folge ergibt sich aus der Spiegelung dieser Ziffernent-

wicklung am Dezimalpunkt,
— a;(n)
() = Z pi+1
§=0

(2.25)

mit z,, = ¢p(n) fur alle n > 0.

Ein Nachteil der Folge ist, dass die Gleichverteilung vom Umfang der Stichprobe abhingig
ist bzw. dass erst ab einer gewissen Anzahl an Stichprobenelementen der Raum mit Sicherheit
gleichmiBig ausgefiillt ist. Je hoher die Basis gewihlt wird, desto mehr Stichprobenelemente
sind notwendig. Es kann gezeigt werden, dass jede Van der Corput Folge eine Folge kleiner
Diskrepanz ist, fiir die eine Ordnung von O(N~!log N) gilt.

Erweitert man die Methode der Van der Corput Folgen auf mehrere Dimensionen, gelangt man
zu den Halton Folgen [19]. Hierfiir werden mehrere relativ prime Basen by, ..., by > 2 benétigt.
Ublicherweise werden dafiir die ersten d Primzahlen gewdhlt, um zu vermeiden, dass Kompo-
nenten der einzelnen Folgenglieder iibereinstimmen und dadurch Locher im Integrationsbereich
entstehen. Je hoher die gewéhlten Basen sind bzw. je mehr Dimensionen benotigt werden, umso
mehr Folgenglieder miissen generiert werden, damit der Raum vollstindig gefiillt wird, was in
Abbildung 2.2 ersichtlich ist.

Aus den Van der Corput Folgen ¢y, (1), ..., ¢p,(n) beziiglich der gewihlten Basen kann die
Halton Folge x;, ..., xx € [0, 1] mit

Xp = (¢b1(n>7 ) ¢bd(n))7

fiir alle n > 0 gebildet werden.

Um nun zu zeigen, dass die Halton Folge eine Folge kleiner Diskrepanz ist, muss vorher zu-
erst noch eine andere Behauptung verifiziert und ein paar grundlegende Notationen eingefiihrt
werden, die sowohl im Lemma als auch im Satz danach zur Anwendung kommen und die For-
mulierung etwas vereinfachen (vgl. Niederreiter [41]).

e Fiir fixes N > 0, J € [0,1]¢ und @1, ..., )y die ersten N Elemente der Halton Folge sei
die Diskrepanz

D(J) = 1s(xn) = NXa(J).

e Firi = 1,....d, e € No, a € Z,0 < a < b sei &(e) eine Familie von Intervallen
[0, ab;©).
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Lemma 2.21.
Es gilt

(2.26)
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fiiralle E € M (e, .., eq) mit relativ primen Basen by, ..., b,.

Beweis. Das Lemma wird mit Hilfe vollstandiger Induktion nach der Anzahl k der Indizes i,
fiir welche E; ¢ F;(e;) gilt, bewiesen.

Induktionsbasis: k = 0
Fiir die Basis gilt es die Aussage D(F) < 1 zu beweisen.
Es gilt

d
E = [[leb; ", (e + 1)b; )
i=1
mit¢;, f; € 2,0 < f; < ¢€;,0 < ¢ < b{ fir i = 1,...,d, da nur die Familie &;(e) etwas zum
Produkt beitragt.

Ein Element der Halton Folge x,, liegt genau dann in E, wenn fiir i = 1, ..., d die ersten f; Ko-
effizienten a’(n), j = 0, ..., f; — 1 von ¢y, (n) in Basis b; festgelegt sind. Dies ist dquivalent zur
Tatsache, dass n in einer vorgegebenen Restklasse modb{ ‘.1 =1,...,d liegt. Aus dem Chinesi-
schen Restsatz folgt aufgrund der relativ primen Basen wiederum, dass n zu einer vorgegebenen
Restklasse mod m = Hle blf ¢ gehort. Das bedeutet, dass nur ein einziges von m aufeinander

folgenden Gliedern x,, in £ liegen kann.

Betrachten wir nun also Gleichung (2.26) mit N = mp + r und r < m. Es liegen p Elemente
der Halton Folge von Linge N in F und das LebesguemaB \;(E) = % Damit folgt

mp—+r
m

(2.27)

D(E)| = \p -

‘r‘
m

und folglich | D(E)| < 1 womit die Induktionsbasis gezeigt ist.
Induktionsannahme: Gleichung (2.26) gelte fiir k — 1,k > 1.

Induktionsschritt: k — 1 — k

OBdA konnen die Indizes derart geordnet werden, dass die ersten £ Elemente im Produkt £ =
Hle E; nicht in F;(e;) liegen und fiir die restlichen Elemente £; € F;(e;),i = k+ 1,...,d.
Unter dieser Annahme gilt £, = [0,ab;“'),0 < a < b]'. Mithilfe der Ziffernentwicklung von
Basis b

€1

ab; = Z s;b77

J=1

kann FE) in s; disjunkte Intervalle F;(e;) von Linge bl_l, s9 Intervalle der Linge b1_2 und so
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weiter zerlegt werden mit )", 5, = s, d.h. es gilt

&:OR
r=1

mit paarweise disjunkten F,. € Fi(e;). Damit erhalten wir

E=|]J(F. xEyx - x Ey).

r=1

Die Menge E ist nun von der Art, wie sie fiir die Induktionsannahme benétigt wird und D(E)
kann abgeschitzt werden durch

[D(E)| <

> D(F, x Ey x -+ x Ey)
r=1

<$f1 bl g (2.28)
B =2 2 Z . .

Nun wird die Induktionsannahme noch einmal angewandt mit der Anderung, dass statt der
disjunkten Zerlegung von E; die Ergdnzung G = [ab; “*, 1) von E; auf [0, 1) betrachtet wird.
E, =10,1)\ G. Also gilt

|ID(E)| < |D([0,1) X Ey x -+ X Eg)|+ |D(G x Ey x - -+ X Eg)|

k
b, — 1
< 41 D E e x B
_g( 5 e; + >+\ (G x By X X Ey)|

G kann auch als disjunkte Vereinigung von (b; — 1)e; —d+ 1 Intervallen aus F;(e1) geschrieben
werden, woraus folgt

ID(E)| < ((by = Des —d+2) [ ] (bi 2_ Lot 1> .

=2

Addition von (2.28) und (2.2.2) und anschlieende Division durch 2 liefert die Abschitzung
(2.26) fiir den Induktionsschritt. ]

Satz 2.22. (Sterndiskrepanz der Halton Folge)
Fiir eine Halton Folge (x,,),>o mit relativ primen Basen by, ...,bg und N > 1 gilt

bi— 1 b+ 1
+). (2.29)

d 1
D}, <=4 = log N

=1
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Beweis. Betrachte ein allgemeines Intervall J = [["_,[0,u;) € [0,1)¢ und definiere ¢; als
kleinsten Integer mit b5* > N sowie a; als kleinste Zahl sodass a;b; “ > w;.
Setze F = Hle[(), a;b; “). Damit folgt, dass, wenn x,, € J gilt, x,, auch in E liegt, d.h.

D 1s(xa) = Lp(xn).

Unter Verwendung von (2.26) aus Lemma 2.21 und der Tatsache Nb;“ < 1 folgt fiir die
Diskrepanz

D(J) = > Ls(x,) = NAa(J)| < N(Aa(E) = Ma(J)) + [D(E)]

n=1

d d
, b — 1
< |D(E)| + N ) :bﬁS!D(E)HdgMH( 5 ei+1).
=1

i=1

Nun werden noch die e;,7 = 1, ..., d abgeschitzt. Es gilt b;* > N. Daraus folgt e; log b; > log N

und schlieBlich e; < 112§ f)v + 1.

Die Sterndiskrepanz D3 (x1, ..., xy) ist gegeben als Supremum von &A}])l iber alle Intervalle
J, woraus

d 1% /b—1 d 1 /bi—1[logN

Dy (xq, ... <—+= : 1) <=+ = ' 1)+1
e () = () )
d
d 1 b — 1 b +1
= — 4+ — log N .

N+Ng(2logbi st )

resultiert. ]

Um die Ordnung der Folge besser erkennen zu konnen, kann (2.29) umgeformt werden zu

Di((%1, o Xn)) < (ﬁ (2(’10; ;)) (ngN L (%) . (230)

i=1

Hammersley Punktmengen

Die Idee von Hammersley besteht darin, die Anzahl N der Punkte schon vorab festzulegen.
Dadurch ergibt sich die Hammersley Folge (h,,)1<,<y mit Basen by, ..., bs_; als

B = (5 0n (0); 00,0, ()



2 MONTE CARLO UND QUASI-MONTE CARLO VERFAHREN 19

Die Sterndiskrepanz kann dhnlich wie bei der Halton Folge abgeschitzt werden mit

Diy((hy, ... hy)) < (H (Q?Og_é))) Ong) 40 (—(log]]\\;) _ ) (2.31)

=1

Die Halton und Hammersley Punkte weisen also fiir fixes d und wachsendes /N eine gute Gleich-
verteilung auf, was passiert aber mit dem konstanten Faktor Cy(by, ..., bs) = [, <2le_(l12)> in
(2.30)? Nach einer Untersuchung von Niederreiter [41] gilt
log Cd
im =
d—oo dlogd ’

(2.32)

woraus aber resultiert, dass die Konstante C,; superexponentiell wichst fiir d — oo. Auch bei
Hammersley steigt die fithrende Konstante superexponentiell mit wachsender Dimension. Dies
schwiicht die Qualitidt der beiden Folgen enorm, da die Schranken in hoher Dimension keine
brauchbare Aussage mehr iiber die Folge liefern.

(t,m,d)-Netze und (¢, d)-Folgen

Eine Alternative zu Halton und Hammersley Folgen stellen die sogenannten netzartigen Folgen
bzw. (t,d)-Folgen dar. Sie gehoren auch in die Kategorie der Folgen kleiner Diskrepanz und
kompensieren das Problem der sehr schnell wachsenden Konstante innerhalb der Schranke fiir
die Sterndiskrepanz. Bevor jedoch auf die Eigenschaften néher eingegangen werden kann, muss
zuerst geklidrt werden, wodurch besagte Folgen iiberhaupt definiert sind.

Definition 2.23. (Elementarintervall)
Sei d > 1 die Dimension und b > 2 eine Basis. d; und a; seien ganze Zahlen mit s; > 0 und
0 <a; <V fiirt=1,...,d. Dann wird das Intervall

d
a; a; +1
E=]] [b_ o ) (2.33)
=1

als d-dimensionales Elementarintervall in Basis b bezeichnet. Es gilt E C [0, 1]%.

Definition 2.24. ((t, m, d)-Netz)
Seien t und m natiirliche Zahlen mit 0 < t < m. Dann ist ein (t, m, d)-Netz in Basis b definiert
als eine endliche Punktmenge P von n = b™ Punkten x., ..., X, des Einheitsintervalls [0, 1]¢,
wobei genau bt Punkte in jedes Elementarintervall mit Volumen b'=™ fallen. Das bedeutet, dass
der Anteil b'/b™ der Punkte, die in einem solchen Intervall liegen genau dem Volumen des
Intervalls entsprechen, d.h.

> lpx) =1
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Definition 2.25. ((¢, d)-Folge)
Eine Punktfolge (x1,x,, ...) € [0, 1]¢ wird als (t, d)-Folge in Basis b bezeichnet, wenn die Menge

P={xn|kb" < N < (k+1)b"}
fiir alle natiirlichen Zahlen k und t < m ein (t,m, s)-Netz in Basis b darstellt.

Eine wichtige Eigenschaft dieser Netze und Folgen ist die Tatsache, dass fiir t < u < m ein
(t, m,d)-Netz auch ein (u,m, d)-Netz ist und folglich jede (¢, d)-Folge auch eine (u, d)-Folge
fiir u > t¢.

Daher ist ersichtlich, dass kleinere Werte von ¢ eine bessere Gleichverteilung bzw. iiberhaupt
bessere Eigenschaften der (¢, d)-Folgen hervorrufen. Auch fiir die Basis b sind kleine Werte
von Vorteil angesichts dessen, dass Gleichverteilung nur dann gegeben ist, wenn 0™ Punkte
generiert werden. Je grofer also die Basis, desto mehr Punkte miissen erzeugt werden, um die
Eigenschaften von (¢, m, d)-Netzen und (¢, d)-Folgen zu erhalten.

Satz 2.26. (Sterndiskrepanz einer (¢, d)-Folge)
Fiir eine (t, d)-Folge (x,,)n>1 in Basis b ist eine Schranke fiir die Sterndiskrepanz gegeben durch

log N4 log N)4-1
Diy(x1, ) < Calpyp L8N (s N (2.34)
N N
mit )
é(gblgglb> ) fiird =2 oderb =2undd = 3,4
Cq(b) = p
1 b-1 (/2]
dl 2[b/2] <1ogb) ,  sonst

Fiir die Konstante Cj in dieser Abschitzung gilt limy_,., Cyq(b) = 0, was im Vergleich zu den
Abschitzungen der Sterndiskrepanzen in (2.30) und (2.31) ein deutlich besseres Ergebnis dar-
stellt. Die verallgemeinerten Behauptungen zu den (¢, d)-Folgen stammen von Niederreiter [41],
weshalb sie oft auch mit Niederreiter-Folgen [40] bezeichnet werden. Bei Niederreiter kann des
weiteren eine Anleitung zur Konstruktion der (¢, m, d)-Netze und (¢, d)-Folgen gefunden wer-
den.

Ein bekanntes Beispiel fiir (¢, d)-Folgen ist die bereits angefiihrte Van der Corput Folge, wel-
che eine (0, 1)- Folge in Basis b ist. (0, d)-Folgen sind urspriinglich von Faure [15] eingefiihrt
worden und zeichnen sich dadurch aus, dass sie den kleinsten bzw. bestmdglichen Wert von ¢
annehmen, nimlich ¢ = 0.

Zur Konstruktion einer Faure Folge wird zuerst als Basis die kleinste Primzahl b gewéhlt, fiir
die b > d gilt. AnschlieBend wird wie bei der Halton Folge in Gleichung (2.24) die eindeutige
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Zifferndarstellung fiir n mit Koeffizienten a;(n) € {0,...,b — 1} ermittelt,

n= Zaj(n)bj.

Die Faure Folge (x,,),>0 mit x,, = (:c,(ll), o x%d)) ist dann definiert durch
M) = Z agl)(n)b_”l
=0

und fird > k> 1

yM () = > <Z) (k — 1)"7a;(n) mod b.

— \J

i>]
Bei Faure [15] ist auch eine Schranke fiir die Sterndiskrepanz gegeben. Fiir eine Faure Folge in
Dimension d > 2 und b als kleinste Primzahl mit b > d gilt

1 /b—1\" log? N log(d_l) N
D;, < — Ol — 2.35

Im Gegensatz zu Halton und Hammersley Punkten konvergiert die Konstante in (2.35) schnell
gegen Null fiir d — oo, was einen deutlichen Vorteil in der Berechnung von hoherdimensiona-
len Problemen liefert.

Von groBer Bedeutung im finanzmathematischen Kontext sind auerdem (¢, d)-Folgen in Basis
b = 2. Diese werden zuriickgehend auf die Definitionen von Sobol [59] auch Sobol-Folgen ge-
nannt und werden in Abbildung 2.3 veranschaulicht. Wie die Konstruktion und Implementation
von derartigen Folgen im Detail funktioniert, kann unter anderem bei Sobol [59], Silva [57]
sowie Antonov und Saleev [5] nachgelesen werden und sei im Folgenden nur skizziert.

Wie bereits erwihnt, verwendet eine d-dimensionale Sobol-Folge in jeder Dimension Basis b =
2. Die erste Dimension der Folge wird durch die Van der Corput Folge in Basis 2 beschrieben.
Alle hoheren Dimensionen stellen Permutationen dieser eindimensionalen Folge dar, die auf
spezielle Art und Weise durchgefiihrt werden. Fiir jede Permutation wird eine Folge

m;

20
von bindren Bruchzahlen, die w Bits nach dem Komma haben, benétigt. Die Zahlen m; mit
0 < m; < 2 sind ungerade fiir i = 1, .., w. Erst wenn alle Glieder dieser Folge bestimmt sind,

v; = 1=1,...,w
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Abbildung 2.3: Zweidimensionale Sobol-Folge mit 1000 Punkten (links) und 10000 Punkten
(rechts).

ist die Sobol-Folge eindeutig definiert.

Unter Verwendung der Folge v;,i = 1,...,w wird eine eindimensionale Sobol-Folge (z,,),>0
generiert liber

Ty = Q101 D AoV B -+ - B Ay Uy (2.36)
mit
w=|logn|+1
n = Z a; 2t
i=1

als bindre Darstellung der natiirlichen Zahl n mit a; € {0,1},7 = 1, ..., w. Das Symbol & be-
zeichnet das Bit fiir Bit eingesetzte exklusive Oder, eine Operation, welche zwei Werte addiert
und anschlieBend den Rest modulo 2 ausgibt.

Ein weiteres benotigtes Hilfsmittel ist der sogenannte “Gray Code’. Dieser ist fiir eine natiirli-
che Zahl n definiert als

G(n)=no® {gJ :

Zum Beispiel istfirn =2G(2)=291=(1-2")®1=1051 = 11=3.

Konkret erfolgt die Konstruktion der Sobol-Folge nach folgendem Schema. Zuerst wird zufillig
eine natiirliche Zahl n generiert. Diese Zahl gilt als Startpunkt der Folge. Nach Berechnung des
Grey Codes von x und dessen Transformation in eine Binérzahl, werden die Hilfszahlen v; fiir
die Permutation entsprechend den Bits von G(x) iiber & miteinander verkniipft. Ist also x = 2
und G(z) = 3=11, so werden die beiden ersten Hilfsnummern v; und v, mit & aufsummiert.
Der letzte Schritt besteht in der Riicktransformation der eben berechneten biniren Zahl in eine
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Dezimalzahl, die im Intervall (0, 1) angesiedelt ist. Dazu wird die Ziffer an Stelle ¢ hinter dem
Komma mit 2~¢ multipliziert und aufsummiert.

Antonov und Saleev [5] zeigen einen Algorithmus, der sich zur Berechnung der Hilfszahlen
v, 2 = 1,...,w in (2.36) eines primitiven Polynoms bedient. Sei

Plx)=a"+ba" '+ + b, 2+ 1

ein primitives Polynom vom Grad n mit Koeffizienten aus {0, 1}. Dann konnen die Hilfszahlen
v; fiir ¢ > n berechnet werden durch

Vi—n
o

Der Vorteil dabei ist, dass in diesem Fall das k-te Glied der Sobol-Folge direkt aus dem k& — 1-
ten berechnet werden kann. Ein Nachteil des Algorithmus ist, dass jede Dimension mit einem
anderen primitiven Polynom berechnet werden muss. Das bedeutet fiir eine Ermittlung einer
200-dimensionalen Sobol-Folge die Kenntnis von 200 verschiedenen primitiven Polynomen.
Abhilfe schaffen kann eine von Jdckel [23] zur Verfiigung gestellte CD mit tiber 8 Millionen
solcher Polynome.

V; = 01U D bV D -+ - B by 1Vi_py1 D Vi D

Alternativ kann auch eine Methode von Silva [57] praktiziert werden um die Hilfsnummern zu
berechnen. Dabei werden fiir jede Dimension & solange gleichverteilte Zahlen u;;, generiert,
sodass fiir 0 < ¢ < dg,

Mg = max||ug, - 271, 1]

eine ungerade Zahl ist und anschlieend
Mik

— O<i<d
217 1 k

Uik =
als Hilfszahlen fiir Dimension k ermittelt.

Auch fiir die Sobol-Folge gilt die in Satz 2.26 gegebene Abschitzung der Sterndiskrepanz. Der
Koeffizient C;(2) entspricht in diesem Fall

2t
Ca(2) = ———,
(2) d!log?2
wobei fiir ¢t = t(d) die Schranke
dlogd dlogd
K <t(d) < dloglogd
loglogd — (d) < log 2 +O(dloglog d)

gilt (Sobol [59]). Diese Konstante ist zwar nicht annihernd so grof3 wie jene der Halton Folge,
nichtsdestotrotz wichst sie Konstante superexponentiell mit zunehmender Dimension d.
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Good Lattice Points

Es gibt noch weitere Moglichkeiten, Punktfolgen zu erzeugen, die eine geringe Diskrepanz auf-
weisen, z.B. liber die Methode der “guten” Gitterpunkte.

Anstatt unendlichen Folgen wird bei der Gittermethode eine vorher festgelegte Anzahl von
Punkten erzeugt. Das kann als Nachteil gesehen werden, vor allem, wenn im Vorhinein nicht
bekannt ist, wieviel Punkte fiir eine addquate Genauigkeit der Methode bendtigt werden.

Die Gitterpunkte x; werden in Dimension d definiert als

k
7 = {NV}, k=0,.. N1 (2.37)

wobei {2} = x — | =] wieder den Bruchteil von x oder das Ergebnis von x mod 1 darstellt und
v ganze Zahlen der Dimension d repriasentieren. Um wirklich /V verschiedene Gitterpunkte zu
erhalten muss gefordert werden, dass die Grofen /N und v 1 als grofiten gemeinsamen Teiler
haben. Gitter von dieser Art werden auch als Rang-1 Gitter bezeichnet.

Ein einfaches Beispiel von Rang-1 Gitter sind jene von Korobov, deren Erzeugungsvektor v die
Form (1,a,a?, ...,a® ') besitzt, wobei a > 1 als beliebige natiirliche Zahl gewihlt wird.

Werden die Anzahl NV der Gitterpunkte, sowie der Erzeugervektor v auf bestimmte Art und Wei-
se gewihlt, so konnen Folgen mit moglichst gleichverteilten Punkten generiert werden. Diese
werden als “Good Lattice Points” bezeichnet und sind vor allem fiir die Integration periodischer
Funktionen mit schnell fallenden Fourierkoeffizienten geeignet. Ndhere Informationen zur Wahl
von v und N konnen in [18] gefunden werden.

Bei Niederreiter [41] ist in Kapitel 5 eine genaue Analyse und Herleitung einer Diskrepanzab-
schitzung von “Good Lattice Points” zu finden.

Satz 2.27. (Diskrepanz von Good Lattice Points)
Fiir eine Punktfolge P wie in (2.37) mitv € Z%,d > 2 und N > 2 gilt

d 1
Dy(P) < —+ = N

wobei

iiber alle h € C5(N) = Cy(N) \ {0} fiir die h - g = 0 mod N. Cy(N) ist das kartesische
Produkt von d Kopien von C(N) = (—N/2,N/2] N Z.
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Die Funktion r ist definiert als

d
r(h) = [ [ max]1, |n]] (2.38)
=1

2.2.3 Hybride Verfahren

Ein groBer Nachteil von Quasi-Monte Carlo und ebenso groBer Vorteil der Monte Carlo Me-
thoden ist die Fehlerabschitzung. Wihrend die Berechnung bzw. Schitzung der Hardy Krause
Variation in der Koksma-Hlawka Ungleichung (2.16) sich als dulerst schwierig herausstellt, ist

der Schitzer
N

=5y 2 (90~ Ix)

der Varianz 03 der Monte Carlo Methode erwartungstreu und hat auerdem den Vorteil, dass
Konfidenzintervalle fiir den Schiitzer Iy ohne Probleme angegeben werden konnen.

Unter anderem ist aus dieser Beobachtung die Idee entstanden die besten Eigenschaften von
Monte Carlo und Quasi-Monte Carlo in einem Verfahren zu vereinen, was bedeutet, eine gewis-
se Zufilligkeit in die Punktfolgen zu bringen ohne aber deren gute Eigenschaften zu zerstoren.

Dazu gibt es mehrere unterschiedliche Ansitze von denen ich nur die géngigsten kurz anspre-
chen mochte. Mehr Details konnen bei Glasserman [18] oder Owen [45] gefunden werden. Fiir
alle im Folgenden aufgelistete Methoden sei die Punktmenge Py beschrinkt,

PN = {Xl, ...,XN}

und die Punkte xy, ..., Xy seien Elemente aus dem Bereich [0, 1),

Cranley-Patterson Rotations

Die einfachste Methode, vorgestellt von Cranley und Patterson [11], ist es die Punkte aus Py
um eine zufillige gleichverteilte Grofle zu verschieben. Konkret bedeutet dies, dass ein im d-
dimensionalen Einheitshyperwiirfel gleichverteilter Zufallsvektor U erzeugt wird und anschlie-
Bend jeder der Punkte um den Vektor U modulo 1 geshiftet wird.

Daraus entsteht die Punktmenge

Py(U)=z;+#+Umod 1, i=1,..,n,



2 MONTE CARLO UND QUASI-MONTE CARLO VERFAHREN 26

wobei sich die Anwendung des Operators “mod1” auf jede Komponente bezieht. Der rando-
misierte Quasi-Monte Carlo Schitzer ist schlielich gegeben durch

N

In(U) = %Zg(xZ + Umod 1).

i=1
Random Digital Scrambles

Eine weitere Moglichkeit Zufilligkeit in den Punktfolgen zu generieren, besteht in der An-
wendung von Permutationen auf die Zihler in der Ziffernentwicklung. Hierbei wird aus einer
deterministischen Folge von Punkten Xy, ..., Xy aus dem Bereich [0, 1)¢ durch zufillige Permu-
tation ihrer Koeffizienten im Zihler eine zufillige Folge von Punkten p,, ..., py-

Auf einen Punkt z € [0, 1), der die Darstellung

xTr = f: {E(i)b_i
=1

besitzt, wird eine Permutation 7 derart angewandt, dass die Koeffizienten x ;) € {0,1,....b —
1} des Punktes p € [0,1) die Koeffizienten z;) € {0,1,...,b — 1} in zufilliger Reihenfolge
wiedergeben. Der Punkt p mit Darstellung

p= Z Ta(i)b™"
i=1

ist nun die zuféllige Version des Punktes x.

Die Methode kann auf d Dimensionen erweitert werden, indem unabhingige Permutationen auf
unterschiedliche Koordinaten des Vektors angewandt werden. Innerhalb derselben Koordinate
wird immer die gleiche Permutation fiir alle Punkte verwendet.

Owen [45] zeigt, dass durch die Randomisierung die Eigenschaft der Gleichverteilung der Zu-
fallsvektoren in [0, 1)¢ erhalten bleibt. Zudem werden durch Anwendung von untereinander
unabhiéngigen Permutationen in verschiedenen Durchldufen unterschiedliche Schitzer fiir das
gewiinschte Integral erzeugt, was die Bestimmung eines Konfidenzintervalls ermoglicht.

Scrambled Nets

Die Idee der Scrambled Nets ist dhnlich zur Methode der Random Digital Scrambles mit dem
Unterschied, dass die Permutation der Punkte in Koordinate 5 von den ersten j — 1 Zdhlern in
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der Ziffernentwicklung abhingig ist. Als erstes wurde diese Uberlegung von Owen [45] publi-
ziert.

(X;)i>1 sei ein (¢, m,d)-Netz oder eine (t,d)-Folge in Basis b mit X; = (X}, ..., X¢). Die
Komponenten eines Folgengliedes haben die Darstellung

[e.9]

Xz] = Z aijkb_k,

k=1

mit a;;; € {0,1,...,b — 1} fur alle 4, j, k. Wie im Abschnitt zuvor, kann nun eine zufillige
Version (P;);>; mit P; = (P}, ..., P%) der Folge (X;);>; erzeugt werden iiber Permutation der
Koeffizienten a;j;,. Die Darstellung in Basis b der permutierten Folge ist dann

oo
Pl = pib*,
k=1
wobei die Koeffizienten p;;;, definiert sind als

pij1 = mi(aij)

Pij2 = Tja; (aijQ)

Dijk = 7ijlij1a¢j2-"aijk71(aijk>'

Die Permutation 7; tauscht den ersten Zihler in der Darstellung von A{ , Vi, Tja;;, den zweiten
und so weiter. Die Permutation des zweiten Zihlers ist allerdings abhingig vom Wert des ers-
ten. So hidngt auch die Permutation des k-ten Zihlers in der Darstellung von den ersten £ — 1
Zihlern ab.

Die neu gebildete, zufillige Folge (P;);>1 ist wieder gleichverteilt in [0, 1)? und jedes randomi-
sierte (¢, m, d)-Netz ist wieder ein solches und jede randomisierte (¢, d)-Folge ist auch wieder
eine (¢, d)-Folge.

2.2.4 Fluch der Dimension

Asymptotisch gesehen hat das Quasi-Monte Carlo Verfahren mit einem Approximationsfehler
von O(N~!(log N)?) gegeniiber dem Monte Carlo Verfahren mit einem Fehler von O(N~1/2)
ein besseres Konvergenzverhalten, hingt aber offensichtlich von der Dimension d ab. Obwohl
die Schranke des Quasi-Monte Carlo Verfahrens deterministisch ist, kann die Dimension durch-
aus zum Problem werden. Das dies nicht immer der Fall ist, zeigt das Beispiel einer Collaterized
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Mortgage Obligation, aus der ein 360-dimensionales Integral resultiert. Details dazu sind in Ka-
pitel 7 zu finden.

Wie grofl muss der Stichprobenumfang sein um eine brauchbare Schitzung zu bekommen bzw.
was passiert, wenn der Stichprobenumfang nicht gro3 genug ist? Aufschluss liefert die Abschit-
zung in Gleichung (2.21) ]
-1
D?V(Xl, ceey XN) > Cd%,
fiir ein fix gewihltes Stichprobenvolumen N.
Die Gro3e
(log N)*!
N

ist fiir N < e?~! eine monoton steigende Funktion. Erst danach beginnt sie gegen Null zu fal-
len. Das bedeutet, dass die Abschitzung der Sterndiskrepanz fiir N < e?~! nicht brauchbar ist,
was ein zunehmendes Problem darstellt, je hoher die Dimension d gewihlt wird.

Aus diesem Grund sind Techniken entwickelt worden, um dieser Problematik aus dem Weg zu
gehen. Anstatt die zur Simulation bendtigte N x d Matrix vollstindig mit Folgengliedern des
Quasi-Monte Carlo Verfahrens auszufiillen, werden nur s Spalten mit solchen Punkten verse-
hen und die restliche Matrix wird mithilfe von anderen Verfahren “aufgeblasen”. Dazu gibt es
mehrere Moglichkeiten.

Die einfachste Methode die restlichen Stellen zu fiillen, ist die Verwendung von unabhiéngi-
gen und in [0, 1) gleichverteilten Zufallsvariablen. Diese sollten auch unabhéngig von eventuell
benotigten Permutationsverfahren bei randomisierten Quasi-Monte Carlo Verfahren sein. Ei-
ne ausfiihrliche Betrachtung solcher Matrizen und die resultierende Diskrepanz kann bei Spa-
nier [60] und Okten [42] gefunden werden. Die Schwierigkeit bei solch einer Anwendung liegt
in der Frage, fiir welche der s Variablen Quasi-Monte Carlo verwendet werden soll. Eine Hilfe
dabei kann eine Varianzanalyse darstellen, aber dennoch ist einiges an Wissen, Uberlegung und
Versuchen notwendig, um eine adidquate Auswahl zu treffen.

Sehr oft benotigen Anwendungen Pfade einer Brown’schen Bewegung. Um diese zu generieren,
gibt es mehrere Moglichkeiten. Zu den gingigsten Verfahren zéhlen die Brown’sche Briicken-
konstruktion und die Prinicipal Components Construction, die beide Einfluss auf die “effektive
Dimension” eines Problems haben. Die Definition und Erlduterungen dazu sind in Abschnitt 6.2
nachzulesen. Eine genaue Beschreibung der Verfahren und ihrer Anwendung konnen in Kapitel
7 gefunden werden.
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3 Techniken zur Varianzreduktion

In Kapitel 2 wurde bereits erwdhnt, wodurch eine Reduktion des Integrationsfehlers in der Mon-
te Carlo Methode erreicht werden kann. Die einzige Option besteht darin, die Varianz 03 der
zu integrierbaren Grofe Y := ¢(U) zu dndern. Zu diesem Zweck sind verschiedenste Ver-
fahren bzw. Techniken entwickelt worden, von denen einige bekannte und oft verwendete im
Anschluss beschrieben sind. Erginzungen dazu konnen in Glasserman [18] und Korn et al. [29]
gefunden werden.

Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Methode des Stratified Samplings, die als Grundla-
ge fiir das Latin Hypercube Sampling und das damit eng verkniipfte Latin Supercube Sampling
dient. Der Vollstindigkeit und Ubersicht wegen, werden aber auch noch weitere Varianzredukti-
onsverfahren betrachtet, schon allein aus dem Grund, dass unter anderem auch die Moglichkeit
besteht, die einzelnen Methoden miteinander zu verbinden bzw. nacheinander anzuwenden und
daraus eine noch kleine Varianz resultieren kann.

3.1 Antithetic Variates

Das antithetische Verfahren wird als eines der einfachsten Verfahren gesehen. Es verwendet
die Idee, dass gegensitzliche Paare sich gegenseitig ausgleichen. So kann ein sehr hoher, nicht
unbedingt erwiinschter Wert durch dessen sehr kleines bzw. antithetisches Gegenstiick abge-
mildert bzw. aufgehoben werden und dadurch eine geringere Varianz erzielt werden. Es werden
also zum einen Teil zuféllig gewéhlte und zum anderen systematisch erzeugte Punkte verwen-
det.

Zur Berechnung des Erwartungswertes [E[Y'] werden Paare von Zufallsvariablen (Y7, Y1), ..., Vo, Y3)
benotigt, wobei Y; antithetisch zu Y; ist, aber die gleiche Verteilung wie Y; und damit Y besitzt.
Als Schitzer fiir den gewiinschten Erwartungswert resultiert

. 1 — —
Vav=-> (Yi+¥). (3.1)
=1

Wiire die Summe auf der rechten Seite gespalten, wire jede fiir sich ein herkdmmlicher Monte
Carlo Schitzer.

Das einfachste Beispiel fiir antithetische Zufallsvariablen sind eine gleichverteilte Zufallsvaria-
ble U im Intervall [0, 1] und deren Ergénzung 1 — U, die als Folge der Gleichverteilung von U
auch eine solche besitzt. U und 1 — U sind antithetisch zueinander, denn wenn U grof} ist, muss
1 — U dementsprechend klein sein. Offensichtlich resultiert als Mittelwert iiber antithetische
Zufallsvariablen mit Gleichverteilung in [0, 1] immer der Wert 1/2.
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Durch die Inversionsmethode aber konnen mithilfe der antithetischen gleichverteilten Zufalls-
variablen antithetische Zufallsvariablen in jeder beliebigen anderen Verteilung erzeugt werden.

Die Varianz von ?Av ist, in Anbetracht dessen, dass Y und Y die gleiche Varianz besitzen,
gegeben durch

Var[Vyy] = %Var[Y +Y] = % (Var[Y] + Var[Y] + 2Cov[Y,Y]) (3.2)
:%OWWHCwmﬂy (3.3)

Im Vergleich zur Varianz des Standard Monte Carlo Schitzers wird mithilfe des antithetischen
Verfahrens genau dann eine Varianzreduktion erreicht, wenn die Kovarianz zwischen den anti-
thetischen Variablen negativ ist. Dadurch ist die Methode fiir gegensinnig monotone Funktionen
am besten geeignet, wihrend bei symmetrischen Funktionen keine Verbesserung erzielt werden
kann.

3.2 Control Variates

Oft verwendet im Zusammenhang mit Monte Carlo und Varianzreduktion sind auch die soge-
nannten Kontrollvariablen.

Ziel ist wieder die Berechnung bzw. Schitzung des Erwartungswertes E[Y]. In dieser Methode
werden zusitzlich zu den n generierten iid Zufallsvariablen Y7, ..., Y,, im selben Durchlauf wei-
tere n 1id Zufallsvariablen X3, ..., X,, erzeugt, wobei die zugrunde liegenden Zufallsgrolen X
und Y hoch korreliert sein sollten, um den gewiinschten Erfolg zu erzielen. Dies folgt aus den
anschlieenden Erlduterungen zur Varianz der in der Methode verwendeten Variablen.

Der Erwartungswert E[X] der Kontrollvariablen sei bekannt und die Paare (X, Y;) seien iid fiir
¢ = 1,...,n. Nun wird die Variable Y wie folgt mit Hilfe von X korrigiert,

Y/ =Y, —b-(X;—E[X]),i=1,...,n (3.4)

(2

wobei b als fixer Wert gewihlt wird. Mithilfe der Berechnung des arithmetischen Mittels der
Y/ i =1,...,n kann ein Schitzer fiir den Erwartungswert E[Y'| angegeben werden,

n

Vo =23V = -3 (¥~ b (X, ~ E[X])),

i=1
Der Schitzer ist unverzerrt und konsistent mit

Var[Yoy| = Var[Y] — 26Cov[X, Y] + b*Var[X].
Diese Varianz wird minimal fiir
~ Cov]X,Y]

b* = “Var[X] (3.5)
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was den Ausdruck
Cov?[X,Y]

Var[X]
liefert. Ndhere Informationen dazu konnen bei Glasserman [18] gefunden werden.

Var[Yey] = Var[V] —

Vergleicht man nun die Varianz der eben erkldrten Methode mit jener des urspriinglichen Vek-
tors Y, Var[Y], so erhilt man den Zusammenhang

Cov?[X)Y
VarlV] - TR Covlxy] (3.6)
Var[Y] Var[X]Var[Y] o |

pxy beschreibt den Korrelationskoeffizienten zwischen X und Y. Diese Relation erklart, was
bereits zu Beginn kurz angesprochen wurde, warum die Variablen X und Y hoch korrelieren
sollten. Je hoher die Korrelation, desto geringer die Varianz unter Verwendung der Kontrollva-
riablen.

In Realitit ldsst sich 0* nicht einfach so berechnen und Standardschitzer miissen fiir den Erwar-
tungswert und die Varianz sowie Kovarianz Abhilfe schaffen. Damit bleibt der Control Varia-
tes-Schitzer aber zumindest asymptotisch erwartungstreu.

3.3 Importance Sampling

Im Importance Sampling wird bei der Berechnung des Erwartungswertes E¢[g(X)] die Dich-
tefunktion f des Zufallsvektors X modifiziert. Die Funktion g sei dabei immer als bekannt
vorausgesetzt.

Gesucht ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte A mit der Eigenschaft, dass Vx € R4 h(x) > 0 ist,
wenn f(x) > 0 und

_ _ [ 9 fRx) fX)
Bdo0] = [ arax— [ S g, [0l )
Die GroBie f(x)/h(x) ist auch unter dem Begriff Likelihood Ratio bekannt.

Statt dem Standard Monte Carlo Schitzer

R 1 X
I =—§ X,
N Nizlh( i)

wird der Importance Sampling Schitzer

fis = %Zh(Xi)f(Xi)
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unter Beriicksichtigung der Modifikation und Verwendung der Dichte h verwendet.
Mit dieser Technik wird die Varianz gegeniiber jener des Standard MC Schitzers verkleinert,

wenn /X)
h(X)

gilt. Die Varianz von ¢(X) f(X)/h(X) muss also unter der neuen Verteilung kleiner sein als jene
von g(X) unter der urspriinglichen Verteilung.

Vary, [g(X) } < Var[g(X)] (3.8)

Die optimale Importance Sampling Dichte ist gegeben durch

_ f(x)g(x)
Ef(g(x))’
wozu allerdings der gesuchte Erwartungswert bekannt sein miisste. Aus dieser Beobachtung

folgt, dass Importance Sampling vor allem dann effektiv ist, wenn die Dichte / moglichst Pro-
portional zum Produkt der Dichte f mit der Funktion g liegt.

B (%) (3.9)

3.4 Stratified Sampling

Die Idee des Stratified Samplings ist, den Stichprobenraum in kleinere Teilrdume zu unterteilen
mit dem Ziel, dass die Summe der Varianzen in den einzelnen Schichten kleiner bleibt als die
Varianz der Gesamtheit. Vor allem bei stufenweise definierten oder partiell in einer Ebene ver-
laufenden Funktionen kann dies einen grolen Unterschied ausmachen, da die Varianz in flachen
Regionen verhiltnisméBig klein ist.

Im Folgenden soll der Erwartungswert E[Y'] berechnet werden, wobei Y eine reellwertige Zu-
fallsvariable sei. Ay, ..., Ax seien disjunkte Teilmengen des R? mit P(Y € U;4;) = 1. Nach
der Formel von Bayes gilt

K
E[Y] =) pE[Y|Y € A (3.10)

i=1

wobei p, = P(Y € A;) firi=1,..., K.

Der Unterschied zwischen herkommlichen Zufallsstichproben und geschichteten Stichproben
liegt in der Generierung der Beobachtungen. Wihrend iiblicherweise unabhingige Zufallsva-
riablen Y3, ..., Y], aus der Verteilung von Y generiert werden und jene, die in den Bereich
A;,t = 1, ..., K fallen, die Wahrscheinlichkeit p; fiir eine hinreichend gro3e Wahl von n ap-
proximieren, wird bei den geschichteten Stichproben im Voraus entschieden, wieviel Elemente
aus jeder Schicht A;,7 = 1, ..., K genommen werden sollen. Diese besitzen zwangsldufig die
bedingte Verteilung von Y|Y € A;.
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Im einfachsten Fall ist der Anteil der Stichproben aus Schicht A; proportional zur Wahrschein-
lichkeit p;, i = 1, ..., K. Das bedeutet, dass n; = np, Exemplare aus jedem Bereich A; gezogen
werden miissen, wobei n den gesamten Stichprobenumfang bezeichnet. (Dabei sei einfachheits-
halber angenommen, dass n;,7 = 1, ..., K natiirliche Zahlen sind. Ist dies in der Praxis nicht der
Fall, muss abgerundet werden, n; = [np;].)

Fiir unabhiéngige Stichproben Y;;,7 = 1,...,n;,7 = 1, ..., K aus der bedingten Verteilung von
Y gegeben Y € A; ist das arithmetische Mlttel 1 (Y;l + .+ Y,,,) ein unverzerrter Schitzer des
bedingten Erwartungswertes fiir Schicht :. Daraus ergibt sich als Schitzer fiir E[Y]

sz ZYzﬁ ZZYQ G.11)

’Lljl

Um diese Methode zu verallgemeinern, wird eine zweite Variable X, die sogenannte Schich-
tungsvariable, eingefiihrt, welche Werte aus einer beliebigen Menge in R? annehmen kann und
deren Verteilung bekannt ist. Die Aufteilung der Schichten sei dabei von X abhingig. Die
Schichten A;,i = 1, ..., K seien gegeben als disjunkte Teilmengen des RY mit P(X € U;A;) =
1. Aus Gleichung (3.10) wird damit

K
=> pE[Y|X € A (3.12)

=1

mit p; = P(X € A4;). Y kann auch eine Funktion in X sein. Die Aufgabe ist nun, Paare
(Xi;,Y5),i=1,...,K,j =1, ...,n; mit der bedingten Verteilung von (X,Y") gegeben X € A,
zu generieren.

Die nichste Anderung, die zu einer allgemeineren Methode fiihrt, besteht darin, die Propor-
tionalitdt aufzuheben. Vielmehr wird eine beliebige, von p; unabhingige Wahl der Anzahl n;
an gezogenen Stichproben in Schicht A;,;7 = 1,..., K zugelassen. Der Anteil von A; an der
Gesamtstichprobe wird mit ¢; = “*,¢ = 1, ..., K bezeichnet. Damit verallgemeinert sich Glei-
chung (3.11) zu

Voo =3 d¥s = By, 6.13)
i=1 bj=1 i=1 ' j=1

Die Hauptaufgaben des Stratified Samplings sind die Wahl der Schichtungsvariable X und der
Schichten Ay, ..., Ax und die Zuteilung von Stichprobenelementen 74, ..., nx sowie die Gene-
rierung von Stichproben mit der Verteilung von (X, Y") bedingt auf X € A;.
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Die Varianz des Schitzers YSS berechnet sich als

K n; K
N 1 o2 o2
Var[Ysg] = Var | — Y Y| = 22— 2 3.14
ar[Ysg| ;1 p;Var | - ;1 y ;1 e, (3.14)
wobei
K 9
=3 L2
= &

Bei proportionaler Aufteilung der Stichproben in die einzelnen Schichten vereinfacht sich obi-
ger Ausdruck, da p; = ¢; zu
K
O'2 = Z p20'22
i=1

Wird keine Schichtung durchgefiihrt, resultiert eine Varianz von

K K K 2
Var[Y] = Zpiaf + sz',u? — (Z pz‘Mi)
i=1 i=1 i=1

wobei ; = E[Y|X € A;] firi = 1, ..., K. Die Ungleichung von Jensen besagt

K K 2
Z Py > (Z piﬂz)
i=1 i=1

wobei Gleichheit nur dann gilt, wenn alle y; ibereinstimmen. Proportionales Schichten ist bei
weitem nicht die beste Losung, je feiner die Wahl der Aufteilung erfolgt, desto geringer die Va-
rianz. Dennoch folgt schon im proportionalen Fall, dass die Varianz des im Stratified Sampling
erhaltenen Schitzers nie groBBer wird als jene im herkdmmlichen Monte Carlo Verfahren.

Die grofite Varianzreduktion im Stratified Sampling kann mithilfe der optimalen Aufteilung

*

_ Npo;
g = Sk
Zj:l Djo;

erreicht werden. Diese Behauptung kann durch Anwendung von Optimierungsmethoden wie
z.B. Lagrangemultiplikatoren unter den Bedingungen Zfil ni=nundn; > 0,i =1,... K
verifiziert werden.

Detaillierte Ausfithrungen zur optimalen Wahl der Stichproben konnen unter anderem auch bei
Glasserman [18] gefunden werden.

Beispiel 3.1. Anwendung auf das Einheitsintervall
Sei U ~ U(0,1), also eine auf dem Einheitsintervall gleichverteilte Zufallsvariable. Ziel sei
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nun, den Erwartungswert von Y = ¢(U) mithilfe von geschichteten Stichproben zu berechnen
bzw. zu schitzen. Dazu wihlen wir zundchst eine Aufteilung A, ..., A,, des Einheitsintervalls.

Im einfachsten Fall sind dies n gleich grofe, wie auch gleich wahrscheinliche Intervalle der
Linge und Wahrscheinlichkeit =,

Alz (Oul:| 7A2: (laz:| 7‘“7An: (n—171>7
n n n n

aus denen jeweils eine Stichprobe gezogen wird. Das kann erreicht werden, indem n unabhéngi-
ge gleichverteilte Zufallsvariablen Uy, ..., U,, im Intervall (0, 1) generiert werden und anschlie-
Bend

-1 U .
7/ S S R (3.15)

n n

gesetzt wird. Dadurch ergeben sich Variablen V;, die gleichverteilt in % und % sind, also Va-
riablen mit der Wahrscheinlichkeit von U bedingt auf U € A;.

SchlieBlich bleibt noch die Berechnung des Erwartungswertes bzw. des in (3.13) gegebenen
Schitzers. Nachdem Y = ¢(U) gilt, ist der Erwartungswert von Y gegeben als das Integral von
g iiber das Einheitsintervall. Dadurch ergibt sich als unverzerrter geschichteter Schétzer fiir den
Erwartungswert

. 1 <&
Yss = ;g(%). (3.16)

Mithilfe der Inversionsmethode aus Satz 2.5 kann, wie in Kapitel 2.1 besprochen, aus der
Gleichverteilung jede beliebige andere Verteilung erzielt werden.

Theoretisch konnte die Methode des Stratified Samplings auch auf mehrere Dimensionen erwei-
tert werden. Wiederum wird aus bekannten Griinden nur der Einheitshyperwiirfel betrachtet.
Die einzelnen Schichten resultieren als Multiplikation der Intervalle, in welche jede Koordinate
des Wiirfels aufgeteilt ist. Der Vorteil dabei ist, dass Wahrscheinlichkeiten leicht zu berechnen
sind und gleichverteilte Stichproben dhnlich wie im eindimensionalen Fall erzeugt werden kon-
nen, indem die Transformation (3.15) auf jede einzelne Koordinate angewandt wird.

Waire aber jede der beispielsweise d Koordinaten in K Intervalle geteilt, wire die Anzahl der
Schichten K¢ und genauso viele Stichproben miissten gezogen werden, nimlich eine aus jeder
der Schichten. Bereits bei niedrigen Dimensionen bedeutet dies einen sehr hohen Aufwand. Die
Option, K klein zu halten, wire nicht von groBer Sinnhaftigkeit, da in diesem Fall keine grof3e
Verbesserung der Varianz zu erwarten ist. Aus diesem Grund wird in Kapitel 4 das Latin Hyper-
cube Verfahren vorgestellt, das sich darauf konzentriert, eine geringere Varianz ohne Explosion
der Stichprobengrofe zu erreichen.
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Kombinierte Varianzreduktionsverfahren

Die einzelnen Varianzreduktionstechniken sind untereinander kombinierbar, jedoch ist nicht
immer eine weitere Verbesserung zu erwarten. Es kann durchaus sein, dass eine Anwendung der
Methode der Control Variates nach Verwendung von Antithetic Variates eine grofle Reduktion
der Schitzvarianz zur Folge hat, in anderen Fillen allerdings wird ein weiteres Verfahren nicht
den erhofften Erfolg bringen. Die Herausforderung liegt darin, die richtige Kombination fiir den
vorliegenden Fall zu finden.
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4 Latin Hypercube Sampling

Wie bereits in Kapitel 3.4 erwihnt, ist die direkte Anwendung des Stratified Samplings auf
mehrere Dimensionen mit einem enormen Aufwand verbunden. Deshalb wurde das Latin Hy-
percube Sampling von McKay, Conover und Beckham [35] vorgestellt und von Stein [61] und
Owen [43] weiterentwickelt. Es hat den Vorteil, dass die Explosion des Stichprobenumfangs
durch alleinige Schichtung der eindimensionalen Rinder der gemeinsamen mehrdimensionalen
Verteilung, umgangen wird.

Ziel ist wiederum den Erwartungswert einer Zufallsvariable Y = ¢(U', ..., U%) zu schitzen,
wobei U', ..., U gleichverteilte Zufallsvektoren mit unabhingigen Komponenten darstellen.

Als erstes wird eine Dimension d und ein Stichprobenumfang K festgelegt. Im nichsten Schritt
wird eine Permutation 7!, ..., 7¢ der Menge {1, ..., K'} erzeugt, indem Elemente solange ohne
Zuriicklegen zufillig gezogen werden, bis nur noch die leere Menge liberbleibt. Diese Permu-
tation wird zur Generierung der Punkte V;j o =1,...,K,5 =1, ..., d benotigt, die dhnlich wie
im Stratified Sampling berechnet werden.

Hierbei gibt es zwei verschiedene Versionen. Die einfachere der beiden wird als zentriertes
Latin Hypercube Sampling bezeichnet und wurde erstmals von Patterson [52] vorgestellt. Die-
se Variante kann aus einer Kombination von d Mittelpunktregeln in permutierter Reihenfolge
erzeugt werden. Es gilt

. ml—1 05

V== —

! K * K

In der 25 Jahre spiter veroffentlichten Version des Latin Hypercube Samplings wird zusitzlich
zur Permutation eine zufillige Komponente zur Erzeugung der Punkte V; verwendet,

=1, K j=1,..4d. 4.1)

- N s
V=t i = L K= 1, (42)

wobei die U7 fiiri = 1,..., K und j = 1, ..., d unabhiingig und gleichverteilt im Intervall (0, 1)
sind.

Mithilfe der Permutation wird eine Gleichverteilung der K Punkte (V;!, ..., V) firi = 1, ..., K
im Bereich [0, 1]¢ erzielt. AuBerdem erhalten wir in dem Verfahren eine Schichtung in jeder
Dimension j durch (Vlj e V[]{) Veranschaulicht wird diese Schichtung und Generierung der
Zufallspunkte in Abbildung 4.1.

Der konsistente LHS Schétzer fiir den Erwartungswert [ = E[g(U?, ..., U?)] ist gegeben als

K
- 1 1 d
Itgs = Ve ;Q(V; s Vi) (4.3)
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Abbildung 4.1: Links: Schichtung in 10 Bereiche; jede Spalte und jede Zeile beinhaltet einen
Punkt. Rechts: 10000 Schichten

fiir eine integrierbare Funktion g : [0, 1]¢ — R.

4.1 Varianzreduktion im Latin Hypercube Sampling

In Kapitel 3.4 wurde bereits gezeigt, dass bei proportionaler Schichtung die Varianz des Stra-
tified Sampling Schitzers immer kleiner oder gleich ist als die des klassischen Monte Carlo
Schitzers. Dadurch ist es nicht verwunderlich, dass bei gleichzeitiger Anwendung von d pro-
portionalen Schichtungen, wie es im Latin Hypercube Sampling praktiziert wird, die Varianz
gegeniiber dem Monte Carlo Schitzers auch dementsprechend reduziert wird.

Das erste Resultat beziiglich Varianzreduktion ist bet McKay, Conover und Beckham [35] im
Falle monotoner Funktionen zu finden. Erst Jahre spiter zeigt Stein [61], dass die asymptotische
Varianz des Latin Hypercube Samplings kleiner ist als die asymptotische Varianz einer Schit-
zung mit iid Zufallsvariablen. Der Beweis von Stein sei im Folgenden skizziert.

Eine Eigenschaft, die aus dem Stratified Sampling bekannt ist und sich weitgehend auf das Latin
Hypercube Sampling iibertragen ldsst, ist die Effizienz des Verfahrens im Hinblick auf stiick-
weise konstante Funktionen, bzw. Funktionen, die sich als Summe eindimensionaler Funktionen
zusammensetzten. Um den Integrand g in eine Summe von einfacheren Funktionen zu zerlegen,
konnen sogenannte Functional ANOVAs d.h. funktionale Varianzanalysen angewandt werden,
die im Anschluss beschrieben werden.
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Bezeichne M = {1, ...,d} die Menge der Koordinatenachsen in [0, 1)%, u eine Teilmenge von
M mit Kardinalitit |u| und Komplement —u. [0, 1)* sei der Raum, der von den Komponenten
X7 von X mit j € u aufgespannt wird. Des Weiteren sei X“ die Koordinatenprojektion vom
Punkt X auf den Bereich [0, 1)* und dF* = [T, ., dX7 sowie dF**~* das Komplement davon.

Unter den Voraussetzungen, dass die Funktion g messbar ist und
/g(X)2 dF =Y /gg(X) dF < oo
uCM

gilt, kann ¢(X) geschrieben werden als

9(X) = gu(X),

uCM

eine Summe von 2¢ orthogonalen Funktionen, wobei jeder Effekt g, nur von den Komponenten
in X abhdngt.

Die Funktionen g, sind rekursiv definiert als

Gu = / (9 - ng)> dFMiua (44)

vCu

wobei v C u alle echten Teilmengen mit v # u bezeichnet.

Im Falle von u = () bedeutet dies
9o = / 9(X) dF,
was genau den zu schitzenden Erwartungswert darstellt.
Fiir die einelementigen Mengen v = {j} fir j = 1, ..., d gilt
95y = / (9(X) — go) AFAMY, (4.5)
und so weiter. Der Ausdruck gg;3(X7) wird auch als Haupteffekt der j-ten Variable auf die
Funktion g(X) bezeichnet, die Funktionen iiber Mengen mit mehr als einem Element beschrei-

ben die Interaktion zwischen den zugehorigen Variablen.

Basierend auf den Uberlegungen von Stein [61] ist die beste additive Approximation von g

d
9aaa(X) = g0+ > 9)- (4.6)
j=1
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Auch die Varianz 03 kann zerlegt werden in
2 2 2
o, = Zau = Z 0., 4.7)
w |u|>0

wobei o7 die Varianz der Funktion g, beschreibt, d.h. o7 = [ g2 dF* fiir u # § und o = 0.

Mithilfe solch einer Zerlegung der Funktion g bzw. einer solchen Varianzanalyse kann die Va-
rianz des Latin Hypercube Sampling Schitzers nun detaillierter betrachtet werden.

Sei g,q4q im quadratischen Mittel die beste additive Approximation von g, sodass

/(g(u17 ---,Ud) - gadd(ul, ...,ud))2 dul Ce dud

d 2
< / <g(u17 ey Ud) — ZQ{;‘}(%’)) duy - - - dug,
=1

wobei gyj) fiir j = 1, ..., d Funktionen in einer Variable beschreiben. Sei

€e=g(U,....,Uq) = gaaa(Ux, ..., Ug)

das mit g(Uy, ..., Uy) unkorrelierte Residuum, so kann die Varianz 03 von g(Uy, ..., Uy) zerlegt
werden in
2

2 2
Ug _Gadd+ae7

mit o2, als Varianz von g,q4(Us, ..., Uy) und o2 als Varianz des Residuums.

Stein [61] zeigt fiir K — oo, dass fiir die Varianz des Latin Hypercube Samplings unter der
Voraussetzung, dass [ ¢(x)? dx < oo

N 1 1
Var[Ipps] = % / (g(u, ..., uq) — Gaga(u, - ud))2 duy ---dug + o <%>
1 d 1
_ 2 2
_E<Ug—]zlo'{j}>+0(g>

Lo (1]
= —0 o\ —
K¢ K

gilt. Diese Relation zeigt, dass das Latin Hypercube Verfahren aus der Varianz des gesamten
Schiitzers jenen Teil, der dem additiven Teil der Funktion g entspricht, weitgehend eliminiert.
Kann der Integrand ¢ nicht gut in anndhernd eindimensionale Funktionen gesplittet werden,
so diirfen keine allzu grolen Hoffnungen in eine grofle Varianzreduktion gesetzt werden, aber
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zumindest gilt noch immer die nachstehende Aussage (4.8) von Owen [47], womit eine hohere
Varianz als im Monte Carlo Verfahren auszuschlief3en ist.

Owen [47] zeigt, dass das LHS-Verfahren als scrambled (0,1, d)-Netz in Basis b = K ge-
sehen werden kann und verwendet diese Tatsache um folgende Aussage zu beweisen. Unter
der Annahme, dass die Funktion ¢g im gewiinschten Erwartungswert E[g(X )] eine quadratisch
integrierbare Funktionen ist, gilt stets

Var [jLHS] S Var[fK], (48)

K—-1

wobei Var [f k] die Varianz des herkommlichen Monte Carlo Schitzers mit /& Stichprobenele-
menten darstellt.

4.2 Zentraler Grenzwertsatz fiir das Latin Hypercube Sampling

Bei Owen [43] ist ein zentraler Grenzwertsatz fiir den Latin Hypercube Schiitzer I .us 1m Falle
von beschrinkten Funktionen g zu finden. Es gilt

\/E(-fLHS —1) = N(Ovo-?)a

wobei aber beachtet werden muss, dass in Realitit die Gro3e af weder bekannt ist, noch kann
sie leicht geschitzt werden.

Loh [33] gibt eine Schranke vom Typ Berry-Esseen an, welche die Konvergenzrate des auf be-
stimmte Art und Weise standardisierten Fehlers gegen die Standardnormalverteilung ermittelt.

Satz 4.1. (Satz von Berry Esseen)
Seien X, ..., Xi unabhiingige Zufallsvariablen mit E[X,] = 0,E[X?] = 0% > 0,E[| X |*)] =
p < oo so gilt fiir

X1+ -+ Xk

Ko?

W:

und eine Konstante C' die Abschdtzung

p
sup |[P(W <zx)— P <C .
sup [P(W < z) — &(z)] < VR

O stellt die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung dar.

In der Version von Loh fiir das Latin Hypercube Sampling wird die Schitzgrofle folgenderma-
Ben transformiert.

W=> T(x},...70), (4.9)
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wobei Wf fire=1,..., K und j = 1, ..., d die Permutation des Verfahrens symbolisiert.

T(i,...,i%) = ! <g(V(i1,...,z’d)) —Z,uk(ik)+(d—1)u(i1,...,id)>,

K\/V&I‘[IALHs] k=1

mit V(i', ...,i%) .= (V}, . V) firj=1,..,d,1 <i',...,i? < K und

K
: 1 : :
poi(i%) = 1 § E (it ... i),

j#k =1

wobei pu(it, ..., 1) = E[g(V (i, ...,i%))].

Satz 4.2. (Loh [33])
Es existiert eine Konstante C; > 0, die nur von der Dimension d abhdiingt, sodass

sup [P(W < z) — ®(2)] < Cafs. (4.10)

z€R
® symbolisiert die Standardnormalverteilung und (s ist gegeben durch

K

K
1 . .
By= ey > SOEITG i)

il=1  d=1
Als unmittelbare Folgerung daraus gilt

Korollar 4.3. Wenn E|g(V)|* < oo, so gilt

Cy
sup [P(W < 2) — &(2)] < N
Im Korollar ist also 5—% als Konvergenzgeschwindigkeit gegeben. Bei Loh [33] ist allerdings
kein Wert fiir die Konstante gegeben. Daraufthin haben sich Neammanee and Rattanawong [37]
mit diesem Thema beschiftigt, die unter der strikteren Voraussetzung der Endlichkeit des 4.
Moments einen exakten Wert angeben konnen. Die neuesten Ergebnisse dazu stammen von
Rerkruthairat und Neammanee [53], die wie Loh unter anderem die Existenz des 3. Moments
voraussetzen und folgende Konstante erhalten.

Satz 4.4. Wenn E|g(V (i, ....i))]? < oo fiir 1 < il,....i¢ < K, so gilt fiir K > 6% und
(53 = K_1/2

26.76 +31.08d  2.92d —13

sup |[P(W < 2) — d(2)| < + O(K =)

< +
z€R V K K
Der Ausdruck 43 entspricht im GroB3en und Ganzen (3 aus Satz 4.2, wobei aber andere Permu-
tationen zur Berechnung von 7' verwendet werden.
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Bemerkung

In Absatz 2.2.4 wurde bereits auf die Moglichkeit hingewiesen, bei Verwendung von Quasi-
Monte Carlo Verfahren, die zur Schitzung benétigte Matrix mit Eintrdgen aus [0, 1) mithilfe
von zufilligen, gleichverteilten Punkten “aufzublasen”, sollte die Dimension zu hoch werden.
Anstatt nun das klassische Monte Carlo Verfahren anzuwenden, kann auch das Latin Hyper-
cube Sampling fiir die restlichen d — s Spalten Abhilfe schaffen. Owen [44] gibt ein Beispiel
fiir solche ein Verfahren an. Wiederum macht es den groBten Sinn Monte Carlo gegen Latin
Hypercube zu tauschen, wenn eine Variable einen rein additiven Einfluss auf die Funktion ¢
ausiibt. In solch einem Fall sollte die Variable auf alle Félle im Pool der mit Latin Hypercube
geschitzten Grofien sein.
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5 Latin Hypercube Sampling with Dependence

Fiir das herkommliche Latin Hypercube Sampling wird die Unabhingigkeit der Stichproben
vorausgesetzt. Wird das Latin Hypercube Verfahren auf Zufallsvektoren angewandt, deren Kom-
ponenten voneinander abhingen, so wird durch Verwendung von untereinander unabhéngigen
Permutationen diese Abhéngigkeit zerstort.

Eine Uberlegung wiire, das Latin Hypercube Sampling auf unabhingige Vektoren anzuwenden
und diese dann so zu transformieren, dass wieder eine Abhingigkeit entsteht. Dies widerspricht
allerdings dem eigentlichen Sinn des Verfahrens, nimlich die Schichtung der Grenzen. Auf
Grund dessen gibt es die Idee des Latin Hypercube Samplings With Dependence (LHSD).

Das LHSD unterscheidet sich vom urspriinglichen Verfahren durch Verwendung einer Rangsta-
tistik anstelle einer zufdlligen Permutation, welche die Abhédngigkeit zwischen den Vektorkom-
ponenten modellieren und erhalten soll. Die anschlieBenden Ausfithrungen und Beweise sind
angelehnt an die Ergebnisse von Packham und Schmidt [48].

Definition 5.1. (Rangstatistik)

Seien X, ..., X,, unabhdngig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunk-
tion. Seien XV, ... X" die geordneten Zufallsvariablen mit X < ... < X" fast sicher.
Dann wird der Index von X; innerhalb von X ..., X die i-te Rangstatistik genannt und ist
gegeben durch

(X1, 0 Xn) =) Lixeex,y (5.1)
k=1

Im Folgenden betrachten wir Zufallsvektoren (U*, ..., U%) mit gleichverteilten Komponenten
Ul ~ U(0,1) fiir j = 1, ..., d. Die Abhéngigkeit der Komponenten wird mithilfe einer Copula
C beschrieben. (U}, ..., U?) fiir i = 1, ..., n seien n iid Stichproben von (U, ..., U%). Dann hat
die Stichprobe im LHSD Verfahren mit Abhingigkeiten die Form

Vj

in — )

i=1,..nj=1,..4d, (5.2)

wobei rfn fir i = 1,...,nund j = 1,...,d die i-te Rangstatistik des Vektors (U7, ..., U/) dar-
stellt und nfn Zufallsvariablen sind, die nur Werte im Intervall [0, 1] annehmen konnen.

Wie schon im vorher beschriebenen Latin Hypercube Sampling stellen auch hier die einzelnen
Vektoren (V7, ..., V/7) jeder Dimension j = 1, ...,d eine Anwendung des Stratified Samplings
mit proportionaler Schichtung dar.

Wird die Zufallsvariable nfn durch die Komponente U/ ersetzt, so erhalten wir einen dhnlichen
Ausdruck wie im Latin Hypercube Sampling, aber die Rangstatistik bewirkt, im Gegensatz zur
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zufilligen Permutation, dass die Stichprobe nicht lidnger innerhalb der Schicht gleichverteilt
ist. Vielmehr gilt, dass die Verteilung von U J bedingt auf r = k eine Beta-Verteilung mit
Parametern £ und n ist, P(Uf < :p|7"i7n = k) = B}(x). Dles folgt aus der Tatsache, dass die
Verteilung der k-ten Rangstatistik von 7 unabhéngigen Zufallsvariablen eine B}'-Verteilung ist.
Dieses Resultat folgt aus den Uberlegungen von Feller [16] .

Ein oft besseres Ergebnis, vor allem rechnerisch betrachtet, kann erzielt werden, wenn nz‘n =
1 / 2 gewihlt wird, was bedeutet, dass jede Stichprobe in der Mitte der Schicht liegt oder aber
i, = 1, so dass VJ die empirische Funktion von (U7, ..., U7) an der Stelle U7 darstellt.

Der Schitzer des Erwartungswertes E[g(U?, ..., U%)] fiir eine integrierbare Funktion g : [0, 1]¢ —
R und einen Zufallsvektor (U, ..., U%) mit gleichverteilten Réndern und Copula C'ist gegeben
als

ILHSD = = Zg ino e (5.3)
mit V;, fiiri = 1,...,n,j = 1, ..., d wie in Gleichung (5.2).

Wie zu erwarten, bleibt das Abhéngigkeitsverhiltnis, also die Copula, bei der Transformati-
on von (U!,...,U?) auf (V! V4 ) fiir i = 1,...,n nicht das- bzw. dieselbe. Was aber sehr

LM " Tn

wohl gilt, ist die Konvergenz der VJ gegen U/ fur n — oo, wenn der Anteil jener ij fiir

k = 1,...,n, welche kleiner als szn sind, gegen Uf konvergiert. Diese Eigenschaft folgt direkt
aus der Rangstatistik und wird in Lemma 5.5 gezeigt.

4 104 4°

0.8 0.8

0.6 0.6

04 04
0

02 02

2e 2

L

0.0 0.0
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 00 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Abbildung 5.1: Links: 10 zuféllige Punkte der bivariaten GauB3-Copula; Rechts: Anwendung
des LHSD auf die selben 10 Punkte
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Abbildung 5.2: LHSD Verfahren fiir 1000 zufillige Punkte der bivariaten Gau3-Copula

Abbildung 5.1 zeigt links zufillig generierte Punkte aus der bivariaten GauB3-Copula. Rechts
wurde das LHSD-Verfahren auf genau diese Punkte angewandt. Sehr schon zu erkennen ist,
dass die Reihenfolge der Punkte gleich bleibt und sich nur die Verteilung innerhalb des zweidi-
mensionalen Einheitsintervalls dndert. Wie schon im Latin Hypercube Sampling ist wiederum
nur ein Punkt pro Schichtung, hier proportional, erlaubt. Abbildung 5.2 zeigt die Anwendung
des Verfahrens auf 1000 Punkte. Deutlich zu erkennen ist die typische Form einer Stichprobe
der GauB3-Copula, die im Wesentlichen erhalten bleibt.

5.1 Konsistenz des LHSD Schatzers

Aufgrund der Abhiingigkeit der einzelnen Komponenten und der Tatsache, dass sich, bei Uber-
gang von n auf n + 1 Stichprobenelemente, dies auf alle Summanden in (5.3) auswirkt und
nicht nur ein weiteres hinzugefiigt wird, werden die iiblichen Gesetzte der groen Zahlen, die
unabhingige Zufallsvariablen voraussetzen, auBler Kraft gesetzt. Deshalb wird im Folgenden
die Konsistenz des LHSD Schitzers unter der Annahme, dass die Funktion g beschrinkt ist und
diverse Stetigkeitsbedingungen erfiillt, gezeigt. Zusitzlich gibt es noch die Anforderung der
Austauschbarkeit an die Zufallsvariablen, die im Folgenden definiert wird.

Definition 5.2.
Zufallsvariablen X, ..., X,, heiffen austauschbar, falls fiir jede mogliche Permutation w von der
Menge {1,...,n} die Vektoren X = (X1, ..., X;,) und X = (X, ..., Xy, ) die gleiche Verteilung
besitzen, d.h.

(X1s o X)) 2 ( Xy ooy X)),

wobei = Gleichheit in Verteilung symbolisiert.
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Lemma 5.3.
Sei v;n, = (U}, ..., U, n}yn, e ngn). Wenn die Vektoren v, ,,, ..., vy, », austauschbar sind, so gilt

(U}, ULV VA £ (UL, ULV, VD), (5.4)

IR X %)
fiiri, k < n.

Beweis. Die Aussage folgt fiir beschrinkte stetige Funktionen ¢ : [0, 1] — R direkt aus der
Austauschbarkeit der Vektoren v ,,, ..., ,, ,, nach Einsetzen der Vi}n, e V;fin in den Erwartungs-

wert. O]

-----

dass nfn = n{m fiir alle m, n und auBerdem, dass die Vektoren (1}, ...,nd) fir i = 1,..,n iid
sind und zusitzlich unabhéngig von (U}, ..., U?) fiir i = 1, ..., d. Daraus folgt sofort, dass auch
die vy , ..., Uy 1id sind, woraus mit Proposition 5.4 die Austauschbarkeit resultiert.

Proposition 5.4.
Unabhdingige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind austauschbar.

Beweis.

X = (X, ..., X,) sei ein Vektor von iid Zufallsvariablen mit X; «~ F'(z) firi = 1,...,n. 7 sei
eine Permutation der Menge {1, ...,n} und X; = (X,,, ..., X, ) die permutierte Version von X.
Wegen der Unabhingigkeit gilt dann

n

G(x) = [[F(a:) = Ga(x)

=1

wobei G(x) die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und G (x) jene von X, darstellt. Aus
Definition 5.2 folgt sofort die Austauschbarkeit. ]

Um die Konsistenz des LHSD Schiitzers zu zeigen, sind noch weitere Vorbereitungen notig. Als
erstes sollte die bereits angesprochene Konvergenz der V;Jn gegenUl,i=1,..,n,j=1,..,d

fiir n — oo geklért werden.

Lemma 5.5.
Es gilt

sup V2 — 070, fiirn — oo, (5.5)

fiir alle Dimensionen j = 1, ..., d.

Beweis.
Der Beweis gilt fiir jede Dimension im Einzelnen, daher wird im Folgenden, auch aus Griinden
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der Ubersicht der Index fiir die Dimension vernachlissigt.
Sei ¢, n mit ¢ < n fix gewdhlt. Dann gilt nach Definition der Rangstatistik

Pin(Ui, o Ul) = 140 1 L —nin 1 —17in
Vip = — — = — 1 = — = F,(U;) — —, (5.6
, - - ; {U<U) - (Ui) - (5.6)
wobei F,,(U;) die empirische Verteilungsfunktion fiir i = 1, ..., n darstellt.

Der Satz von Glivenko-Cantelli besagt fiir die Gleichverteilung, dass

sup |F,(u) — ul =0 fiirn — oo.
u€l0,1]

AuBerdem gilt stets 1 — 7; , < 1 womit als Ergebnis

1— i, —f.s. ..
sup |F.(U;) —U; — il B=E50 fiir i — 00

u€(0,1] n

folgt, womit der Satz bewiesen ist. ]

Als niéchstes wird die Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion, der im LHSD Verfah-
ren generierten Punkte gegen die urspriingliche Copula der (U, ..., U?) gezeigt, woraus folgt,
dass die Randverteilungen der LHSD Stichprobe auf dem Einheitsintervall asymptotisch gleich-
verteilt sind.

Lemma 5.6.
Sei C,, : [0,1]% — [0, 1] definiert durch

1 n
Cn(ul, ey ud) = E Z H{Vkl,ngul ..... Ve, <ud}s (5.7)
k=1

fiir ul, ...,u® € [0, 1]. Dann beschreibt C,, eine Verteilungsfunktion fiir die gilt

sup |Cn(u1,...,ud)—C(ul,...,ud)} gl ) fiirn — oo
(ul,...,u®)€l0,1]¢

Beweis.

Dass C,, eine Verteilungsfunktion im Bereich [0, 1]d ist fir n € N, lésst sich leicht Veriﬁziegen.
Sei nun F7 die empirische Verteilungsfunktion von U7, ..., U? fiir j = 1,...,d und sei C,, :
[0,1]¢ — [0, 1] definiert durch

- 1 &
1 dy ._ §
C’n(u yeeey U ) = E ]]‘{F%(U,i)gul ..... F,f(Ug)Sud}‘ (58)
k=1
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Dann gilt
P—f.s.

sup é’n(ul,...,ud) —C(u!,...,u?)| =30 fiirn — oo. (5.9
(ul,...,u®)€l0,1]¢

Diese Behauptung ist eine Folgerung des Satzes 3.1 von Deheuvels [13].
Offensichtlich gilt
J

Fi(U)) =
n

woraus fiir (u*, ..., u?) € [0, 1]¢
Co(ul, ..., ut) — Cp(ut ud)‘ <lzn:]1 <l (5.10)
e e T one {u1€|:r11€,n_17r11c,n> 77777 ud6|:7z'n_1 &, >} —n
folgt. Durch Zusammensetzung der Gleichungen (5.9) und (5.10) folgt die Aussage. ]

Es folgen noch zwei Behauptungen, die fiir den Konsistenzbeweis notwendig sind, deren Be-
weise hier aber nicht erldutert werden.

Lemma 5.7.

Wenn X, X1, Xo, ... Zufallsvektoren im R? sind, fiir die X,, L X fiirn — oo giltund g - R — R
eine messbare und P—f.s. stetige Funktion in X ist, so konvergiert g(X,,) P-f.s. gegen g(X) fiir
n — oo.

Lemma 5.8.

Fiir X = (X', ... XY und X,, = (X}, ..., X%),n € N Zufallsvektoren im R? gilt X,, 5 x
genau dann wenn Xﬁl 5 xi fiiralle j =1, ...,d.
Proposition 5.9.

Sei g : [0,1]% — R eine beschrinkte stetige Funktion. Dann ist der LHSD Schiitzer stark
konsistent, d.h. es gilt

s

1 < s
- S gV V) B (U, .. U] fiirn — co. (5.11)
=1

Beweis.
Aus der Definition von C), in (5.7) folgt fiir das Integral

1 n
[0,1]¢ k=1
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was genau den LHSD Schitzer aus (5.3) ergibt.
Aus Lemma 5.6 folgt die schwache Konvergenz von C), gegen C' fiir P-fast alle w € () was
dquivalent ist zur Konvergenz der Integrale

/ gdC,, — gdC' fiir P-fast alle w.
[0,1]¢ [0,1]

Das Integral [ ¢ dC entspricht genau dem Erwartungswert E[g], wobei g eine beschriinkte ste-
tige Funktion von [0, 1]¢ nach R ist. O

Proposition 5.10.
Sei g : [0,1]% — R eine beschriinkte C-fast iiberall stetige Funktion. Dann ist der LHSD
Schditzer konsistent, d.h. es gilt

1 n
- S gV V) =S Elg(UY, . U] fiirn — . (5.12)
i=1

s

Beweis.
Sei: € N fixiert. A ‘
Aus Lemma 5.5 und Lemma 5.8 folgt, dass V;/, N U/ fir j = 1,...,d und weiters die Kon-

vergenz des Vektors (V1 ... V) 2y (UL, ... U9).

Mit Lemma 5.7 folgt fiir die C-fast iiberall stetige Funktion g die Konvergenz g(V,, ..., Vi) N
g(U}, ...,U%). Durch die Beschrinktheit von g folgt mithilfe des Satzes der dominierten Kon-
vergenz

E[|g(ViL,, ..., Vi&) — (U}, .. UH|] = 0, fiirn — cc. (5.13)

wny o Van

Nachdem das starke Gesetz der grolen Zahlen die Konvergenz
I s
— E g(U}, ..., UH iy E[g(U*,...,U%)  fiirn — oo
n
i=1

garantiert, reicht es, fiir den Beweis von (5.12)

. BN 1 d IR 1 d _
fiir alle € > 0 zu zeigen. Diese Gleichung ist dquivalent zu
. 1 1 d 1 d _
Jlim E |1 ; (g(Vit,, s Vi) = g(UE, ., UD) | A L] =0 (5.15)

basierend auf den Aussagen von Kallenberg [26].
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Fiir beliebiges n konnen folgende Abschitzungen getroffen werden,

n

1
E Z (g(vz:,lm ey Vz?ln) - g(Ui1> ey Uzd))

i=1

lim E

n—oo

ANl <E

Aus der Austauschbarkeit und Lemma 5.3 folgt

1 n
EZE Hg(v;,lm 7‘/zfln) - g(Ui1> 7Uzd)|] =E [‘g<‘/11,n7 7V1(jzn) - g(U117 7U{l)|] )
=1

wodurch Gleichung (5.15) mithilfe von (5.13) gezeigt ist und damit auch die Konsistenz des
LHSD-Schitzers fiir C-fast iiberall stetige Funktionen bewiesen ist. [

Wihrend Proposition 5.9 fordert, dass die Funktion g auf dem ganzen Raum stetig ist, wird
diese Voraussetzung in Proposition 5.10 abgeschwicht zu einer Stetigkeit, die nur C'-fast iiberall
erfiillt ist. Aus dieser Aussage folgt sofort mithilfe des Satzes von dominierter Konvergenz das
folgende Resultat.

Korollar 5.11.
Sei g : [0,1]% — R eine beschréinkte C-fast iiberall stetige Funktion. Dann ist der LHSD
Schditzer asymptotisch erwartungstreu, d.h. es gilt

E — Elg(U',...,UY)]  fiirn — co. (5.16)

1 n
—_ ‘/1 e ‘/ d
n ;1 g( wny 1,n>

5.2 Zentraler Grenzwertsatz fiir das LHSD und Varianzreduktion

Im Folgenden wird fiir den bivariate Fall (Dimension d = 2) ein zentraler Grenzwertsatz fiir den
LHSD Schitzer hergeleitet. Die Uberlegungen und Beweise sind in einer Verdffentlichung von
Packham und Schmidt [48] wiederzufinden. Fiir den multivariaten Fall bzw. beliebige Dimen-
sion haben Aistleitner, Hofer und Tichy [3] einen zentralen Grenzwertsatz inklusive Herleitung
und Anwendungen publiziert, der im Anschluss angegeben aber nicht bewiesen wird.

Bevor der zentrale Grenzwertsatz fiir den bivariaten Fall angegeben werden kann, sind noch ein
paar Definitionen und Erkldrungen notwendig. Die folgende Definition der Variation im Sinne
von Hardy und Krause stellt den zweidimensionalen Fall der Definition 2.15 dar und sei hier
zum besseren Verstdndnis noch einmal explizit angefiihrt.

Definition 5.12. (Variation im Sinne von Hardy und Krause fiir d = 2)
Eine Funktion g : [0,1]> — R ist von beschrinkter Variation im Sinne von Hardy und Krause,
wenn eine Konstante K existiert, sodass folgende Punkte gelten.

1
=D (9(Viks e Vi) = 9(U, ..
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e Fiir alle beschrinkten Rechtecke [a,b] x [c,d] C [0,1]% fiir alle m,n und Punkte a =
o< - < Ty =bundc=1yy<--- <y, = dgilt die Einschrdnkung

)_l

m—1 n—

\9(zi,y5) — 9(xi, yj+1) — 9(Tit1, ¥5) + 9(@it1, yj41)| < K. (5.17)

Il
o

=0 j

e Fiir alle u € [0, 1] ist die Variation der Funktion v — g(u,v) beschrénkt durch K.
e Fiir alle v € [0, 1] ist die Variation der Funktion u — g(u,v) beschrdnkt durch K.

Definition 5.13. (Rechtsstetigkeit)
Eine Funktion g : [0,1]> — R heif3t rechtsstetig, wenn

hm g( n7 i) - g<u17u2)7

n—o0

fiir jede Folge (ul,u?),>1, wobei ui von rechts gegen v’ fiir j = 1,2 konvergiert, d.h. u/, | u’.

Lemma 5.14. Seien (X,,),>1 und (Yy,),>1 zwei Folgen von reellwertigen Zufallsvariablen.
Wenn X, 4 X und | X, — Y, P40, dann folgt daraus die Konvergenz Y, 4 X,

Der Beweis zu diesem Lemma kann bei Kallenberg [26] gefunden werden.

Definition 5.15. (Brown’sche Briicke)
Eine Brown’sche Briicke (B¢ (u, U))(u,v)e[o,u? ist ein Gauss’scher Prozess mit Erwartungswert
E[B¢(u,v)] = 0 und Kovarianzfunktion

E[Bc(u,v), Be(u',v")] = Cu Au';v Av') — C(u,v)C(d',0"), 0<wu,u v,0 <1

Im Beweis des zentralen Grenzwertsatzes fiir den LHSD Schitzer wird auflerdem noch ein Satz
von Fermanian, Radulovic und Wegkamp [17] verwendet, der im Folgenden angegeben, aber
nicht bewiesen wird.

Satz 5.16. (Fermanian, Radulovic, Wegkamp)

Sei g : [0,1]*> — R eine rechtsstetige Funktion von beschréinkter Variation im Sinne von Hardy
und Krause und C' die Copula von (U, V') mit stetigen partiellen Ableitungen, wobei U und V/
gleichverteilte Zufallsvariablen in [0, 1] sind. Dann gilt

\/‘Z g(FN(UY), F2(U?) - E [g(U", U?)]) & Ge(u,v)dg(u,v),  (5.18)

[0,1]2

wobei F? die empirische Verteilungsfunktion von Uf s U fiir j = 1,2 ist und

0C (u,v) 0C (u,v)

Bc(u, 1) — 81}

Ge(u,v) = {Bc(u,v) — C’(u,v)Bo(l,v)} , (5.19)



5 LATIN HYPERCUBE SAMPLING WITH DEPENDENCE 53

wobei B¢ eine Brown’sche Briicke auf [0, 1)* darstellt.

Insbesondere ist die Grenzverteilung eine Normalverteilung.

Satz 5.17. (Zentraler Grenzwertsatz fiir den LHSD Schiitzer in Dimension 2)

Sei g : [0,1]*> — R eine rechtsstetige Funktion von beschréinkter Variation im Sinne von Hardy
und Krause. Sei C' die Copula von (U, V') mit stetigen partiellen Ableitungen, wobei U und V
gleichverteilte Zufallsvariablen in [0, 1] sind. Dann gilt

\/_ Z zn7 zn E[g(Ula UQ)]) i> N(07 U%HSD)' (520)

Die Varianz o2 g5, ist mit der Schreibweise 0,C(u,v) = 0C(u,v)/0u und 95C(u,v) =
0C (u,v)/dv gegeben als

O’LHSD—//// (uAu' ;0 AV dg(u,v)dg(u',v") — (// uvdguv))
////{61 u' V) (Clu,v)u’ — Cu A/, v))

+ 01C(u, v) (C(u ;0" )u — Clu Au',v")) + 0C (U, ") (Clu, v)v — Clu,v Av'))

+ 05C ( V)(C(u', 0o — Cu ;v AV')) + 0 C(u, v)01C(u', ") (u A u' — uu)

+ 050 (u, v) 0 C'(u', ") (v AV — v0') + 0,C(u, v)C(u', V") (C(u, )—uv)
+0,C(u',v") 0 C (u,v)(C (v, v) — u'v)} dg(u, v)dg(u',v"),

wobei die Integrale jeweils iiber den Bereich (0, 1] laufen.

Beweis. Der Ausdruck in (5.20) kann in zwei Summanden aufgespalten werden

WZ Vins Vi) g(Fi(Uf),Fﬁ(Uf)))Jr—Z (9(Fu(U}), Fo(U?)) — E[g(U", U?)]) ,

(5.21)
wovon nun der erste Teil durch eine Konstante abgeschitzt werden kann, wihrend die zweite
Summe genau die Anforderungen von Satz 5.16 erfiillt und gegen eine Normalverteilung kon-
vergiert.

Aus Griinden der Ubersicht, sei

und
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fiir j = 1, 2. AuBBerdem sei n fix gewéhlt und die Variation von g sei durch K beschrinkt.

Dann gilt laut Definition der Variation von g die Abschitzung

n

> (9(Vih, Vi3 — g(EL(UD), F2(U?)))

i=1

n

Z (g(vilvvzz) - g(u27uf))

i=1

n

> (ovi o) + glui,uf) — g(ofuf) = g(uj, o) = 2g(uf, uf) + g(vf,ud) + g(ui,v])
i=1

—g(v},0) + g(u},0) + g(0,u?) — g(0,v7) + g(v},0) — g(u,0) — g(0,u7) + g(0,v}))]

i=1

n

+ > lg(vf,u}) + g(u),0) = g(ul, uf) = g(v, )| + > |g(uf,v7) + 9(0,u) — g(uf, ul) — g(0,7)|
=1

=1
=1 =1

Damit ist der Ausdruck nach oben hin beschrinkt, womit die Konvergenz

n

1 y

NG > (9(Vih Vi2) — g(Fa(UN), F2(U7)))| — 0, fiirn — oo (5.22)
i=1

gilt.

Anwendung von Lemma 5.14, wobei die Folgen (X,,),,>1 und (Y,),>1 durch die beiden Sum-

manden aus (5.21) ersetzt werden und X eine Normalverteilung reprisentiert, fithrt zu der im

Satz gegebenen Konvergenz gegen eine Normalverteilung.

Es bleibt noch die Parameter der Verteilung festzulegen. Die Erwartung folgt direkt aus Satz
5.16 als Erwartungswert von einer Summe Brown’scher Briicken, deren Erwartungswert je-
weils Null ist.

Die Varianz o7 ;4 ist als zweites Moment der Grenzverteilung gegeben, was soviel bedeutet

wie
2

uso =B [ Getuo)dgiun)] 529

Dieser Erwartungswert kann mithilfe des Satzes von Fubini berechnet werden und liefert den
gewiinschten Ausdruck aus dem Satz. Der Satz von Fubini darf angewendet werden, da g, als
Funktion von beschrinkter Variation, die Differenz von zwei monoton wachsenden Funktionen
ist und damit als doppeltes Integral beziiglich zwei positiven Mallen geschrieben werden kann.
Diese Aussagen wurden von Adams und Clarkson [2] bestitigt. [



5 LATIN HYPERCUBE SAMPLING WITH DEPENDENCE 55

Der zentrale Grenzwertsatz fiir das LHSD-Verfahren wurde von Aistleitner, Hofer und Tichy [3]
auf d Dimensionen verallgemeinert, wobei hier nur das zentrale Ergebnis ohne Beweis prisen-
tiert wird.

Satz 5.18. (Zentraler Grenzwertsatz fiir den LHSD Schiditzer in Dimension d)

Sei g : [0,1]¢ — R eine rechtsstetige Funktion von beschrinkter Variation im Sinne von Hardy-
Krause. Sei C die Copula von (U, ...,U?) mit stetigen partiellen Ableitungen, mit U*, ..., U?
gleichverteilt auf [0, 1). Dann gilt

WZ L VA~ Elg(U, ., U)]) =5 N(0, 02 4p), (5.24)
mit
a‘g‘HSD:/H E [Go(u!, s uh) Gl ot)] df(u!, o u®) df (@, .a®).  (5.25)
0712d

G ist die Bezeichnung fiir ein zufdlliges zentriertes Gauf3-Feld,
d
Ge(ul, ..., u?) = Bo(u!, ..., u Z L u)Be(1, .. 1,47, 1, .., 1),

mit einer d-dimesionalen Brown’schen Briicke Be. Die Funktion f : [0,1]* — R ist definiert
als

s J 0 falls zumindest ein v’ =1 fiiri=1,...,d

(uy..,u®) =

! flut, ..., ut)sonst.

Der Beweis wird sehr dhnlich jenem im zweidimensionalen Fall gefiihrt und verwendet wieder-
um den Satz von Fubini sowie ein zu Fermanian dquivalentes Resultat.

5.3 Varianzreduktion im LHSD Verfahren

Die zentrale Frage, die gestellt werden muss, ist, ob mit dem LHSD-Verfahren die Varianz der
Schitzung gegeniiber dem herkommlichen Monte Carlo Verfahren tatsdchlich reduziert wer-
den kann. Diese kann im Bezug auf Copulas unter Anwendung des urspriinglichen Zentralen
Grenzwertsatzes geschrieben werden als

020 = Var(g(U, V) // u,v)? dC(u, v) (// udeuv)).

Mithilfe von partieller Integration, diversen Abschétzungen z.B. durch die Jensen Ungleichung
[24] und unter einigen Voraussetzungen an die Copula, zeigen Packham und Schmidt [48], dass
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die Varianz aus dem LHSD Verfahren zumindest gleich gut ist wie jene des Monte Carlo Ver-
fahrens.

Eine dieser Voraussetzungen ist die Eigenschaft “right-tail increasing” (Nelsen [38]) die im
Folgenden definiert wird.

Definition 5.19. (Right Tail Increasing, RTI)
Seien X und Y Zufallsvariablen. Dann ist Y right-tail increasing in X, wenn die Abbildung

= P(Y >y|X >x) firalley

nicht monoton fallend ist.

Die Copula C der Zufallsvariablen X und Y heif3it right-tail increasing, wenn X right-tail
increasing in 'Y und 'Y right-tail increasing in X ist.

Ein Beispiel fiir eine RTI Copula, die zusitzlich auch noch stetige partielle Ableitungen besitzt,
ist die bivariate Normalverteilung mit Korrelationsparameter p € (0, 1). Der Beweis dieser
Eigenschaften kann bei Joe [25] gefunden werden. Das Ergebnis von Packham und Schmidt
[48] umfasst nun all jene Copulas, die iiber solche Qualtitdten verfiigen und lautet:

Proposition 5.20.
Sei die Copula C RTI mit stetigen partiellen Ableitungen und g : [0,1]*> — R eine rechtsstetige
Funktion von beschrdinkter Variation, die in jedem Argument nicht monoton fallend ist. Dann
gilt

0tnsp < Tarc:

5.4 Anwendung auf Zufallsvektoren mit beliebiger Randverteilung

Aus gleichverteilten Zufallsvariablen auf [0, 1] kénnen mithilfe der Inversionsmethode aus Satz
2.5 beliebig verteilte Zufallsvariablen erzeugt werden und als Folgerung daraus gilt fiir eine
messbare Funktion f : R — R, dass f(X), fir X = F*(U) eine beliebige Zufallsvariable
und g(U), fiir U eine gleichverteilte Zufallsvariable, die gleiche Verteilung besitzen unter der
Annahme g := f o F'©.

Eine Copula ist laut Definition 2.1 eine Verteilungsfunktion mit gleichverteilten Réndern auf
[0, 1], fiir welche die Eigenschaft

Cluy, ...,uq) = F(FY (1), .., Fy (ug)). (5.26)

aus Korollar 2.4 fiir (uy, ..., uq) € [0,1]%, eine Gesamtverteilungsfunktion F* und stetige Rand-
verteilungsfunktionen £, ..., Fj; gilt (Nelsen [38]).
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Im Folgenden sei (X7, ..., X;) ein Zufallsvektor mit beliebigen Randverteilungen F7, ..., F;; und
Gesamtverteilungsfunktion F'. Dann gilt wiederum fiir eine messbare Funktion f : R — R

9(X1, s Xa) £ g(F (VL) oo B (Ua)) == f(Un, .., Ua), (5.27)

wobei die Gesamtverteilungsfunktion von (Uy, ..., Uy) durch die Copula C' beziiglich den Ver-
teilungsfunktionen F', F1, ..., F; beschrieben wird.

Zur Anwendung des Latin Hypercube Samplings with Dependence miissen nun die Rénge der
Zufallsvariablen ermittelt werden. Dabei kann auf folgendes Lemma zuriickgegriffen werden,
das eine vorherige Transformation der Rénder nicht zwingend erforderlich macht. Der Beweis
ist wiederum bei Packham und Schmidt [48] zu finden.

Lemma 5.21. Seien X1, .., X,, iid Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F'. So gilt
fiirallei =1,...,n

Fin( X1, X0) = rin(F(X1), ... F(X,)) P—fs. (5.28)

Das bedeutet, dass keine spezielle Verteilung zur Bestimmung der Rénge notwendig ist, solange
sie stetig ist, was eine deutliche Erleichterung ist, vor allem in Hinsicht auf die Rechenzeit, da
eine Transformation in eine andere Verteilung durchaus einen grolen Aufwand mit sich bringen
kann.

Mithilfe der Ridnge kann nun wiederum die Modifikation aus Gleichung (5.2) vorgenommen
werden, um die entscheidenden Zufallsvariablen V) i =1,....,n,j = 1, ..., d zu erhalten.

,M)

Der LHSD-Schitzer von E[f (X1, ..., X,)] ist fiir den Fall einer beliebigen Verteilung gegeben
durch

1 n
= (Vi) Fi (Vi) (5.29)
i=1
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6 Latin Supercube Sampling

Das Latin Supercube Sampling ist eine Mischung aus dem Latin Hypercube Sampling und dem
Quasi-Monte Carlo Verfahren. Dort, wo im Latin Hypercube Sampling die Reihenfolge der zu-
fillig verteilten Punkte im Intervall [0, 1] gedndert wird, werden im Latin Supercube Sampling
die deterministischen Folgenglieder der Quasi-Monte Carlo Methode permutiert. Die Ideen, Be-
hauptungen und Beweise dazu stammen zum gréften Teil von Owen [46].

Der erste Schritt besteht darin, die Simulationsvariablen in £ nicht leere Teilmengen .4, mit
A, N A fur r # ' zu unterteilten. A = Zle A,. Die Dimension jeder Teilmenge sei
s = |A:] > 1 mit Zle s, = d und die Punkte X7 € [0,1)*,i = 1,..,n,7 = 1,..,k
seien das Resultat einer Quasi-Monte Carlo Methode in Dimension s,. m,.(i),r = 1, ..., k seien
voneinander unabhingige Permutationen der Zahlen 1, ..., n.

Ein Latin Supercube Sampling ist dann von der Form
X = (X} )y Xm ), i=1,.,m, (6.1)

wobei X;T(i) die permutierten Quasi-Monte Carlo Punkte X" sind, die nicht zwangsweise in
der Reihenfolge wie in (6.1) auftreten miissen. Diese Annahme wird nur verwendet, um die
Notation moglichst einfach zu halten. Kurz gesagt bedeutet (6.1), dass die ersten s; Spalten im
Latin Supercube Sampling von den zufillig gemischten Punkten X}, ..., X! gefiillt werden, die
néichsten s, Spalten von den Punkten X? i = 1, ..., n und so weiter.

Der Latin Supercube Schditzer des Integrals [ aus Gleichung (2.6) ist mit den Punkten X; aus
(6.1) gegeben als

. 1 <&
Inss =~ Zl 9(X,). (6.2)

6.1 Varianzreduktion im Latin Supercube Sampling

Als erstes stellt sich nun wieder die Frage nach dem Fehler I .ss — 1. Wie sehen des Weiteren
Erwartungswert und Varianz des Schitzers aus? Kann die Varianz des Latin Supercube Samp-
ling mit der aus dem klassischen Monte Carlo Verfahren resultierende Varianz o2 mithalten?

Zunachst wird der Integrationsfehler in mehrere Teile zerlegt,

Iss —I = (Ipss —Ig)+ (Ig — 1) (6.3)

1 n n
Io=—> > 9. X)) (6.4)

=1 ip=1
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als Mittelwert von g iiber alle n* Integrationspunkte die im Latin Supercube Sampling erzeugt
werden. Weiters seien o, und 07, definiert als

nkz Z XX~ 1g)” (6.5)

’L11 ’Lkl

und

52

Z DD DI DU IS R IR

tp—1=1%41=1 tp=1

Lemma 6.1.
Im Latin Supercube Sampling unter Verwendung deterministischer Quasi-Monte Carlo Punkt-
folgen gilt R
E[lLss — Ig] = 0. (6.7)

Auferdem gilt fiirn > 1
val"[ILgs—[G] ~ n—1 ( E UG(r )
Var[l I > L(y ! §
ar — (1=
rss —lal 2~ n—1) T

Der Beweis verwendet die Tatsache, dass das LHS, das zentrierte LHS und das LSS fiir jede
Permutation 7y, ..., von 1,...,n den selben Funktionswert ¢(X;) = h(Z;) liefern, wobei h
eine auf dem Raum [0, 1) definierte Funktion darstellt mit

A\

h(zb ey Zk) = g(Xll—Hzan? . Xl—i—[zknj)

Nachdem das zentrierte LHS der Funktion / erwartungstreu ist, ergibt sich daraus die erste Be-
hauptung aus dem Lemma.

Die Aussagen fiir die Varianz Var [f Lss — Ig] konnen ebenso aus der Varianz des zentrierten
LHS hergeleitet werden, wobei aé die Varianz von h und aé(r) die diskrete Version der Varianz
oy der Haupteffekte (vgl. Kapitel 4 Gleichung (4.5)) auf die Funktion & darstellt.

Sei nun

e, =¢n(g9) = sup
XeXx—A"

1 n
/g(X) X’ -~ DI S S (6.8)
=1

der maximale Fehler, der bei Integration von g iiber X" passieren kann, wenn alle anderen
Komponenten fixiert sind. Mithilfe dieser Gro3e kann folgende Aussage getroffen werden.
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Proposition 6.2.
Es gilt die Abschdtzung

k
|]G - Il < Zé‘:w
r=1

wobei mit I das Integral aus Gleichung (2.1) bezeichnet wird.

Beweis.
Es gilt

AL ARy dxt 4 ek

21,..
11=1 ip_1=1

= k—1 k k k
- / R ISP RN PR

11=1 1p—1=1

laut Definition von . Wiederholt man dies rekursiv fiir X", 7 = 1, ..., k so resultiert

k
Io<T+) e
r=1

Der Integrationsfehler des Produkts einer mehrdimensionalen Integration ist hier die Summe
der Fehler pro Integration. Auf dhnliche Weise kann auch

k
Ig>1-) e,
r=1

gezeigt werden. 0

Der maximale Fehler ¢ darf nicht groBer als O(n~'/?) sein, wenn das Quasi-Monte Carlo
Verfahren mit dem klassischen Monte Carlo Verfahren vergleichbar sein soll. Genau deshalb ist
dies als Voraussetzung im nichsten Satz zu finden.

Satz 6.3.
Im Latin Supercube Sampling gilt, falls < (g) = O(n=/?)

E[lpss] = I +O(n ). (6.9)
Falls zuscitzlich €" (g.g,) = O(n=*?) fiir alle u,v C A, so gilt

Var[l,gs] = — <o— — Z > o+ 0(n 1/2)> (6.10)

r=1 uCA,
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Beweis.
Das erste Ergebnis des Satzes setzt sich direkt aus Gleichung (6.3), Lemma 6.1 und Proposition

6.2 zusammen.

Im Fall von ¢",(g,g,) = O(n~Y/?) fiir alle u, v C A, gilt ebenso €7 (¢%) = O(n~"/2), womit aus
Gleichung (6.5)
0% = 02 +O(n~1?%)

folgt. Ahnlich folgt aus Gleichung (6.6) und der Tatsache, dass

/[0 L AT = 3 g, 00)

uCA,

das Ergebnis

1 & B 2 B
0t = —Z<4)1HTg(Xl,-..,Xir,.-.,X’“)dX AT_IG) +0(n7'?)

n «
ir=1

- > X a@] row

ir=1 \ 0<|u|,uCA,

= Y o+0mn ).

uCA,

Diese GroBle kann nun in die Varianzabschitzungen von Lemma 6.1 eingesetzt werden. Es

resultiert i

Var[l,gs] = % (03 — Z Z ol + O(n—1/2)> 7

r=1 uCA,

was gewiinscht war. O

Aus der Varianz des Latin Supercube Schitzers ist ersichtlich, dass wie schon im Latin Hyper-
cube Sampling alle zu den Haupteffekten gehdrigen Varianzen, d.h. simtliche Komponenten o2
mit |[u| = 1 geloscht werden und nicht zur Schitzvarianz beitragen. Zusitzlich werden in der
Varianz des Latin Supercube Samplings auch noch Komponenten hoherer Ordnung geldscht,

ndamlich all jene, die u C A, entsprechen.

Im Paper von Owen [46] sind noch weitere Ausfithrungen, insbesondere in Hinblick auf Un-
endlichkeit der Dimension, sowohl im Falle von Latin Supercube als auch Latin Hypercube zu
finden, sowie Uberlegungen zu einer ANOVA im Falle von d = co.

Der Vorteil bei Verwendung des Latin Supercube Samplings liegt darin, dass die Dimension des
Problems in kleinere Dimensionen aufgespalten wird. Wird zum Beispiel eine gleichverteilte
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Folge von Dimension 2000 verlangt, so konnen in diesem Verfahren genauso gut 20 Folgen
von Dimension 100 generiert werden und durch Verwendung von Permutationen zu einer 2000-
dimensionalen verkniipft werden. Dadurch kann von der Eigenschaft profitiert werden, dass
Quasi-Monte Carlo Folgen in niedriger Dimension besser gleichverteilt sind, als hoherdimen-
sionale.

Die Frage, die noch bleibt, ist, welche Quasi-Monte Carlo Folgen verwendet werden sollten
bzw. ob es Unterschiede diesbeziiglich gibt. In der Praxis werden hybride Verfahren den klas-
sischen Quasi-Monte Carlo Verfahren vorgezogen, da, wie bereits in Kapitel 2.2.3 erwéhnt,
hier mehrere unabhingige Schitzer berechnet werden konnen, wihrend bei Quasi-Monte Carlo
immer von der gleichen Folge ausgegangen wird. Unterschiedliche Payoffs resultieren einzig
und allein durch die Verwendung verschiedener Permutationen. Dadurch wird die Varianz ver-
filscht. Sie ist viel kleiner als bei hybriden Verfahren, wo wirklich unabhéngige Folgen generiert
werden konnen. Dadurch kann bei reinen Quasi-Monte Carlo Verfahren iiber die Genauigkeit
des Latin Supercube Samplings keine repriasentative Aussage getitigt werden.

Das Latin Hypercube Sampling stellt einen Spezialfall des Latin Supercube Samplings dar. Dazu
muss k£ = d gewéhlt werden und die Dimension der einzelnen Teilmengen auf s, = 1 fiir alle
festgesetzt werden. Unter Verwendung der Punkte

1 n—1
XT = (ul,T7_ +UQ,7.’..., +un7r>
n n

mit unabhingigen und in |0, %) gleichverteilten Zufallsvariablen, ergibt sich daraus das Latin
Hypercube Sampling.

6.2 Effektive Dimension

In Abschnitt 2.2.4 wurden bereits Losungsvorschldge angesprochen, wie das Dimensionspro-
blem der Quasi-Monte Carlo Folgen umgangen bzw. gemindert werden kann. In diesem Zusam-
menhang taucht in der Literatur auch immer wieder der Begriff der “effektiven” Dimension auf.

Die Definition der effektiven Dimension baut auf die Uberlegungen der ANOVA-Zerlegung aus
Abschnitt 4.1 auf. Die Autoren Caflisch et al. [9] geben zwei verschiedene Begriffe in diesem
Kontext an.

Definition 6.4. (Effektive Dimension im Sinne der I"Jberdeckung)

Die effektive Dimension einer quadratisch integrierbaren Funktion g im Sinne der Uberdeckung
(effective dimension in the superposition sense) ist gegeben als die kleinste natiirliche Zahl dg,
sodass

Z ai > aas, (6.11)
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wobei o2 wie in (4.7) definiert ist und 03 die Varianz des herkommlichen Monte Carlo Schiditzers
darstellt. Die Konstante o wird aus dem Bereich (0, 1] gewcihlt.

Definition 6.5. (Gestutzte Effektive Dimension)
Die gestutzte effektive Dimension (effective dimension in the truncation sense) einer quadratisch
integrierbaren Funktion g ist gegeben als die kleinste natiirliche Zahl dr, sodass

> ol>aol (6.12)

uC{1,2,...dr}
Die Konstante o wird aus dem Bereich (0, 1] gewdhlt.

Die Konstante bei Caflisch et al. wird mit o = 0.99 festgesetzt. Diese Wahl kann aber durch
jede beliebige Zahl im Bereich (0, 1] ersetzt werden.

Die erste Definition ist ein Maf} dafiir, in wieviel Dimensionen die angewandte Methode gut
funktionieren sollte bzw. durch Funktionen welcher Dimensionsgrof3e die Varianz zum groften
Teil bestimmt ist. Eine effektive Dimension von dg = 2 bedeutet zum Beispiel, dass die Varia-
bilitdt groBtenteils durch ein- und zweidimensionale Funktionen bestimmt wird. Die Dimension
dg hingt nicht von der Ordnung der Argumente ab.

Die gestutzte effektive Dimension gibt an, dass die ersten d Variablen relevant sind und dass
das verwendete Verfahren in diesen ersten Komponenten moglichst genau sein sollte, um im
Punkt Variabilitit Verbesserungen zu erlangen.

Um noch einmal auf die Konstante « zuriickzukommen, kann mithilfe dieser Definitionen auch
bestimmt werden, wie “d-dimensional” die Funktion ist, wie es bei Caflisch et al. ausgedriickt
wird. Dazu wird der Quotient

2 2
ZO<\u\§d Oy Zu§{1,2,...,d} Oy
————— oder 5

09 09

berechnet, wobei zu erwarten ist, dass der Quotient im Sinne der Uberdeckung groBer ist, als
jener im gestutzten Fall.

In Abschnitt 7.3 wird das Verfahren auf das Beispiel der Asiatischen Basket Option angewandt
und es kann gezeigt werden, dass es in Kombination mit Methoden, die die effektive Dimension
verringern bzw. die mehr Gewicht in die ersten Komponenten legen, eine viel geringere Varianz
aufweist. Solche Methoden werden in Abschnitt 7.1.4 genauer erldutert.
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7 Anwendungen in der Finanzmathematik

7.1 Grundlagen

In Hinblick auf die anschlieBenden Anwendungsbeispiele, mochte ich vorher noch einige vor-
bereitende Definitionen und Sitze anfiihren, die fiir eine Bepreisung finanzmathematischer Pro-
dukte unerlisslich sind. Die Werke von Cont und Tankov [10], Karatzas und Shreve [27] sowie
Schoutens [56] zdhlen zur Standardliteratur im Bezug auf finanzmathematische Themen.

7.1.1 Optionen

Betrachtet werden im weiteren Verlauf hauptsichlich Optionen auf Aktien, die dem Kéaufer das
Recht aber nicht die Pflicht geben, eine bestimmte Aktie zu einem vorher festgelegtem Zeit-
punkt, dem Ausiibungszeitpunkt 7" bzw. in einer festgelegten Zeitspanne zu einem fixen Preis,
dem Ausiibungspreis K, zu kaufen bzw. zu verkaufen.

Die wohl einfachsten und beliebtesten Typen von Optionen sind die sogenannten Vanilla Op-
tionen. Dazu gehoren die Europidischen Optionen, deren Ausiibung immer zum Zeitpunkt 7'
erfolgt, und die Amerikanischen Optionen, die wihrend eines fixierten Zeitraumes ausgeiibt
werden konnen.

Zu unterscheiden sind des Weiteren Call- und Put-Optionen. Eine Call-Option ist das Recht
zu kaufen, die Put-Option das Recht zu verkaufen. Im Falle der Europdischen Option ist der
Payoff, d.h. der Wert der Option zum Ausiibungszeitpunkt 7 fiir die beiden Typen gegeben als

Cr =max[S(T) — K,0] = (S(T) — K)*
fiir die Call-Option und
Pr =max[K — S(T),0] = (K — S(T))"

fiir die Put-Option, wobei S(7) der Preis der Aktie zum Zeitpunkt 7" ist, auf welche sich die
Option bezieht.

Optionen, die nicht unter den Begrift Vanilla Option fallen, werden weitlaufig als Exotische Op-
tionen bezeichnet. Davon interessieren hier vor allem die Asiatischen Optionen, deren Payoff
als Mittelwert aller Aktienpreise einer bestimmten Periode zu berechnen ist und somit eine pfa-
dabhédngige Option darstellt. Es werden wiederum zwei verschiedene Typen von Asiatischen
Optionen unterschieden, die arithmetische und die geometrische Asiatische Option, wobei die-
se wiederum unterteilt werden beziiglich diskreter oder kontinuierlicher Mittelwertberechnung.
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Der Payoff der arithmetischen Call-Option berechnet sich im diskreten bzw. kontinuierlichen
Fall durch

V(S,T) = (%isui)—f() baw.  V(S,T) = (% /TS(t) dt—K)+. (7.1)

Hingegen ist der Payoff der geometrischen Asiatischen Call-Option im diskreten bzw. kontinu-
ierlichen Fall definiert als

_l’_

m 1/m
V(S,T) = (H S(ti)> - K bzw. V(S,T) = (e% Jy s dt _ K>+ .
=1

In Abschnitt 7.3 wird der Payoff einer Asiatischen Basket Option berechnet. Bei einer Bas-
ket Option dient der Preisfindung nicht ein einzelner Basiswert, sondern ein “Basket”, sprich
mehrere davon. So ergibt sich der Payoff der Basket Call-Option fiir k£ Basiswerte als

V(S,T) = (Z a;S;(T) — K) (7.2)

mit Gewichten a;.

Als Zusammensetzung aus der arithmetischen Asiatischen und der Basket Option ergibt sich
schlieBlich der Payoff der Asiatischen Basket Call-Option zum Endzeitpunkt 7" als

i=1 =1
fiir Zeitpunkte t; < ty < --- < t,, = T und Koeffizienten w;; mit ZZ jWij = 1. Optionen
solcher Art werden auch gewichtete arithmetische Asiatische Optionen genannt.

7.1.2 Modellannahmen

Betrachtet wird ein Markt, wo an jedem Zeitpunkt 0 < ¢ < 7" gehandelt werden kann. Er besteht
aus d + 1 Finanzgiitern wobei S} den Preis des j-ten Finanzgutes zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet.

Definition 7.1. (Marktmodell in stetiger Zeit)
Ein stetiges Marktmodell setzt sich aus mehreren Komponenten zusammen:

1. Einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, A, P).

2. Einer Filtration F = (F;)o<i<T, welche die gesamte Information enthdilt. F sei immer
rechtsstetig und JF enthalte alle P-Nullmengen.
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3. Einem adaptierten (d + 1)-dimensionalen Prozess, dem sogenannten Preisprozess S =
(St)o<e<t, wobei
Sy = (S, ..., 5.

St fiiri = 1, ..., d seien Semimartingale, S° > 0 P-fs..

Um ein Semimartingal definieren zu konnen, miissen vorher noch die grundlegenden Begriffe
der Martingaltheorie erldutert werden.

Definition 7.2. (Martingal)
Ein Martingal ist ein reellwertiger, an die Filtration F; adaptierter Prozess X = (X;)o<i<T mit
E|Xy| < oo fiir 0 <t < T, fiir den gilt

E(X,|F,) = X, P-fs
fir0 <s<t<T.
X = (X¢)o<t<r ist ein Supermartingal, wenn E(X;|F;) < X, P-fis fiir0 < s <t <T.

X = (Xi)o<i<r ist ein Submartingal, wenn E(X;|Fs) > X P-fis fiir 0 < s <t <T.

Definition 7.3. (lokales Martingal und Stoppzeiten)

Ein reellwertiger stochastischer Prozess X wird lokales Martingal genannt, wenn eine wach-
sende Folge von Stoppzeiten T,, mit T}, 1 coP-f.s. existiert, sodass die gestoppten Prozesse X™n
Martingale sind.

Eine Stoppzeit ist eine Zufallsvariable T : Q2 — [0, oo fiir die
{ITr<t}yeF, Vt=>N0.

Definition 7.4. (Semimartingal)
Semimartingale sind reellwertige stochastische Prozesse X = (X;);>o fiir die gilt

e X ist an die vollstindige und rechtsstetige Filtration (F;):>o adaptiert;
e die Pfade von X sind cadlag (rechtsstetig mit linksseitigem Limes);

o X ist die Summe eines lokalen Martingals und eines Prozesses von beschrdnkter Variati-
on

Ein Prozess von beschrinkter Variation ist ein adaptierter Prozess (X;);>o dessen Pfade P-f.s.
cadlag sind und von beschrinkter Variation auf kompakten Mengen.
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Definition 7.5. (beschrinkte Variation)
Sei g : [a,b] — R eine Funktion, m, : a =ty < t; < --+ < t,, = b eine endliche Zerlegung des
Intervalls |a, b|. Dann ist die Variation von g auf [a, b] gegeben als

V(9 = sup ¥ _ |g(tr) — g(te)].

™ k=1
Die Funktion g : [0,00) — R ist von beschrinkter Variation, wenn V (g)j04 < 00, Vt > 0.

Der Preis des ersten Finanzgutes S° wird als VergleichsgroBe genutzt, weshalb vorausgesetzt
wird, dass SY P-f.s. strikt positiv ist. Der diskontierte Preisprozess S = (gt)ogth ist gegeben
durch

SJ
Si S0
Eine sehr wichtige Voraussetzung an den Markt ist die Arbitragefreiheit. Besteht eine Arbitra-
gemoglichkeit, so kann durch geschicktes Handeln risikolos Gewinn gemacht werden. Um eine
Arbitrage im finanzmathematischen Sinn erkldren zu kénnen, sind vorher noch andere Defini-
tionen, wie zum Beispiel die einer Handelsstrategie, notig.

Definition 7.6. (Handelsstrategie)
Eine Handelsstrategie X = (X;)o<i<r ist ein vorhersagbarer und damit F;,_, messbarer (d+1)-
dimensionaler Prozess mit

Sy=(1,5 ..., mit S/=Z=L j=1,..d

Xt — (X?, ceey X;l)
und Wertprozess V(X)) = (Vi(X))o<i<T wobei Vi(X) = X; - Sy mit

Vi(X):=X,-8, = ZXS”

Im Zusammenhang mit der Handelsstrategie sind zwei zusitzliche Eigenschaften von grofler
Wichtigkeit, die im Folgenden erklirt werden. Die Rede ist von Selbstfinanzierung und Zulis-
sigkeit einer Handelsstrategie.

Definition 7.7. (Selbstfinanzierende Handelsstrategie)
X = (Xi)o<i<r wird als selbstfinanzierende Handelsstrategie bezeichnet, wenn X S-integrierbar
istund fiir0 <t <T

t
| X a5 =) - (), (7.4)
0

oder dquivalent in Differentialschreibweise

dV(X)=X-dS bzw. dV(X)=X-dS. (7.5)

d
/X-ds::Z/XidSi
=0

heifit Vermogenszuwachsprozess von X.
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Definition 7.8. (Zuléssige Handelsstrategie)
X = (Xi)o<t<r wird als zuldssige Handelsstrategie bezeichnet, wenn X selbstfinanzierend ist
und der diskontierte Wertprozess f/t(X ) fiir 0 < t < T nach unten durch eine Konstante K
beschrinkt ist, d.h. es gilt P-fs. V,(X) > — K.

Definition 7.9. (Arbitrage)
X = (Xi)o<t<r wird als Arbitrage bezeichnet, wenn X zuldssig ist und

Vo(X) <0, Vi(X)>0, P(Vr(X)>0)>0 (7.6)
gilt. Ist in einem Modell keine Arbitrage zu finden, heifit es arbitragefrei.

Der echte Markt ist nie vollkommen arbitragefrei, allerdings treten Arbitragemoglichkeiten im-
mer nur fiir sehr kurze Zeit auf, in der sich die Preise wieder einander angleichen. Eng verkniipft
mit der Arbitragetheorie ist die Theorie der Martingalmalle.

Definition 7.10. (dquivalentes Martingalmaf)
Ist der diskontierte Preisprozess S, = ¢S, ein Martingal unter dem zu P diquivalenten Maf3
Q, d.h. es gilt 3

Eg [Sr|Ft] = St

fiir alle 0 <t < T, so heifst Q Martingalmay.

Zwei Mafle P und Q sind dquivalent zueinander, wenn P absolut stetig beziiglich Q (d.h. VN €
A gilt: wenn Q(N) = 0 so auch P(N) = 0) und Q absolut stetig beziiglich P ist.

Satz 7.11. (1. Fundamentalsatz der Preistheorie)
Ein Marktmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeits-
maf} Q existiert.

Die erste groBBe Anforderung an das Marktmodell ist also die Arbitragefreiheit. Eine weitere Ei-
genschaft, die wichtig ist zur Bepreisung von Optionen ist die Existenz von genau einem dqui-
valenten Martingalmalf}. Dieses Kriterium fallt unter den Begriff “ Vollstdndigkeit” des Marktes.

Definition 7.12. (Absicherbare Forderung)
Eine zum Zeitpunkt T fillige Forderung ist eine Fp-messbare Zufallsvariable Hr > 0.

Eine Forderung heifst absicherbar, wenn eine selbstfinanzierende, zuldssige Handelsstrategie X
(Hedge) existiert, sodass Vr(X) = Hr.

Definition 7.13. (Vollstiindiges Marktmodell)
Ein Marktmodell heifit vollstindig, wenn jede Forderung Hp mit beschrinkter diskontierter
Auszahlung durch eine Hedge X absicherbar ist.
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Satz 7.14. (2. Fundamentalsatz der Preistheorie)
Ein Marktmodell ist genau dann vollstindig, wenn es genau ein dquivalentes Martingalmaf3
beziiglich Fr gibt.

Mithilfe des dquivalenten Martingalmalles kann eine risikoneutrale Bewertungsformel fiir For-
derungen mit Filligkeit 7" angegeben werden.

Satz 7.15. (Risikoneutraler Preis einer Forderung)

Sei Q ein dquivalentes Martingalmaf} in einem arbitragefreien Marktmodell, Hy > 0 eine
Forderung. Wenn eine perfekte Hedge X existiert, deren diskontierter Wertprozess f/(X ) ein
Martingal beziiglich Q ist, so gilt als fairer Preis von H fiirt <T

#(Hr) = Eq[Hr|F]. (7.7)

7.1.3 Black-Scholes Modell

Um den Preis einer Option berechnen zu kdnnen, wird ein Modell bendtigt, das den Verlauf des
Aktienkurses (.S;):>o nachbildet. Das geldufigste ist das Black-Scholes Modell, das den Kurs
mithilfe einer geometrischen Brown’schen Bewegung modelliert.

Definition 7.16. (Brown’sche Bewegung)
Die Brown’sche Bewegung ist ein reellwertiger Prozess B = (By):>¢ beziiglich einer Filtration
(Ft)e>0, der an die Filtration adaptiert ist und fiir den gilt

o By=0;

o fiir 0 < s < tist der Zuwachs By — By unabhdngig von Fs und hat die Verteilung
N(0,t —s);

e die Pfade von B sind stetig.

Auf welche Weise Pfade einer Brown’schen Bewegung generiert werden konnen und welche
Vorteile die verschiedenen Methoden in Bezug auf die Quasi-Monte Carlo Simulation haben,
konnen in Abschnitt 7.1.4 nachgelesen werden.

Die geometrische Brown’sche Bewegung ist definiert iiber die stochastische Differentialglei-
chung
dSt = St(/,L dt + g dBt>,

deren Losung durch Anwendung der Itd Formel eindeutig gegeben ist durch

St — Soe(iu’702/2)t+o-Bt'

Der Parameter 1 € R beschreibt den Drift, o > 0 die Volatilitit des Prozesses.
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Unter Verwendung des stochastischen Integrals nach It6 ist jedes Integral beziiglich einem (lo-
kalen) Martingal wieder ein lokales Martingal. Dass die Brown’sche Bewegung ein Martin-
gal ist, kann leicht nachgerechnet werden. Damit ist S, als Summe eines Integrals nach einer
Brown’schen Bewegung (=lokales Martingal) und einem Prozess von beschrinkter Variation,
ein Semimartingal. Nun wire geklirt, welche Annahmen fiir den Verlauf des Aktienkurses ge-
tatigt werden.

Wichtig ist auBerdem noch der Rahmen in dem der Preis berechnet werden soll, d.h. wie der
Markt bzw. das Marktmodell konkret aussehen soll. Zusétzlich zur Arbitragefreiheit werden
noch weitere Voraussetzungen an den Markt getroffen:

e Es kann zu jedem Zeitpunkt 0 < ¢ < T" gehandelt werden.

e Finanzgiiter konnen unendlich geteilt werden, d.h. auch Teile von Aktien diirfen gehan-
delt werden.

e Es ist erlaubt Aktien zu verkaufen, die noch gar nicht im eigenen Besitz sind. Dies wird
als Short Selling bezeichnet.

e Der Gewinn p und die Volatilitdt o sowie die risikolose Zinsrate r sind bekannt und
konstant.

e Es gibt keine Transaktionskosten.

e Es werden keine Dividenden- oder sonstige Auszahlungen durchgefiihrt.

Ein zentraler Punkt in der Preistheorie ist auch die Vollstiandigkeit des Marktes, die im Falle des
Black-Scholes Modells im folgenden Satz formuliert ist.

Satz 7.17. (Vollstindigkeit des Black-Scholes Modells)
Das Black-Scholes Modell ist vollstindig, d.h. jede Forderung Hy > 0, die beziiglich dem
Martingalmaf; Q integrierbar ist, kann durch eine Hedge X abgesichert werden.

Aus der Vollstindigkeit folgt auch die Eindeutigkeit des Martingalmafes Q auf F7. Besitzt

némlich jede Forderung Hr mit Hyp eine Hedge, so ist Q eindeutig. Das folgt sofort bei Wahl
von Hy = 1, fir A € Fr aus Q(A) = Eg(1a) = mo(Hr).

Fiir europdische Optionen ist eine geschlossene Formel fiir den Preis der Call- und der Put-
Option im Black-Scholes Modell bekannt. Diese resultiert als Losung der Black-Scholes Diffe-
rentialgleichung, die erstmalig von Black und Scholes [34] berechnet wurde.

Satz 7.18. (Black-Scholes Differentialgleichung)
Der Wertprozess einer endfilligen Forderung f(St) ist von der Form V,(X) = F(t, S;). Dabei
erfiillt F(t, ) die partielle Differentialgleichung

oF 1, ,0°F  OF

24 - il — —rF=0. .
8t+20x8x2+m8x r 0 (7.8)



7 ANWENDUNGEN IN DER FINANZMATHEMATIK 71

Die Endbedingung entspricht genau der Forderung, F(T,x) = f(z).

Satz 7.19. (Preis von europiischen Optionen im Black-Scholes Modell)
Der faire Preis Cgs(t) einer Call-Option im Black-Scholes Modell ist fiirt < T

e (MR CET - e (=TT 1)
Cps(t) = S, ( o —Ke P o , (1.9)

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung symbolisiert.

Der Preis Pgg(t) einer Put-Option kann iiber die Put/Call-Paritcit bestimmt werden,
CBs(t) — PBS(t) = St — K(—Z_T(T_t).

Wie sieht es nun aber im Falle von Asiatischen Optionen, insbesondere der arithmetischen Ver-
sion aus (7.1) davon aus? Nach Satz 7.15 kann der Preis der arithmetischen Asiatischen Call-
Option dargestellt werden als

m +

1
C, = e TV <E z; S(t;) — K) |ft] . (7.10)
Es kann wiederum, wie im Falle europdischer Optionen eine partielle Differentialgleichung
angegeben werden, deren Losung der Preis einer Asiatischen Option ist. Kemna und Vorst [28]
geben eine detaillierte Beschreibung wie die Losung dieser Differentialgleichung aussieht und
warum es keine geschlossene Formel wie im Falle der Black-Scholes Differentialgleichung gibt.

Satz 7.20. (Differentialgleichung fiir Asiatische Optionen)
Fiir eine Asiatische Call-Option mit Payoff

t
CT = (AT - K)Jra At = / g(Su>dua (711)
0

wobei g eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ist, ist der Preis eindeutig als Losung der
partiellen Differentialgleichung

oC oC 1 ,,0°C _9C

gegeben.

Kemna und Vorst schlagen eine Losung von (7.10) mittels eines Monte Carlo Verfahrens vor
und berechnen den Preis als Mittelwert iiber n = 10000 Simulationen von

e T(AT) = K)Y mit A(T) = %Z S(t:).

Genau diese Strategie kommt in Abschnitt 7.3 zur Anwendung, nur dass es sich dort um eine
Asiatische Basket Option handelt.
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7.1.4 Konstruktion von Pfaden einer Brown’schen Bewegung

Die herkdmmliche Weise einen Pfad (B(t;), ..., B(t,)) einer Standard-Brown’schen Bewegung

fir 0 < t; < --- < t,, zu erzeugen, erfolgt direkt unter Verwendung von unabhéngigen stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen 21, ..., Z,, liber
B(ti+1) :B(ti)+Zi+1\/ti+1 —ti, i:O,...,n—l, (713)

mit to = 0 und B(0) = 0.

Der Vektor (B(t), ..., B(t,)) hat bekannterweise die Verteilung N (0, £) mit 3;; = min(¢;, ¢;),
da die Kovarianz sich fiir ¢; < ¢; durch

Cov[B(t:), B(t;)] = E[B(t:) B({;)] — E[B(t:)]E[B(t;)] = E[B(t:) B(t;)]
= E[B(t)

[B(t:)(B(t;) + B(t:) — B(t))}Z E[B(t:)°] + E[B(t:)(B(t;) — B(t:))]
=t + E[B(t;) — B(L)IE[B(t:)] =

berechnen ldsst. Analoges ldsst sich fiir ¢; < t; zeigen, woraus ¥;; = min(¢;,t;) folgt.

Nachdem der Vektor (B(t;), ..., B(t,)) bekannterweise die Verteilung N (0, £) mit 3;; = min(¢;, ¢;)
hat, gibt es auch noch andere Moglichkeiten die Brown’sche Bewegung zu generieren. Die wohl

am hiufigsten angewandte Methode ist die Cholesky-Zerlegung, die eine untere Dreiecksmatrix

C liefert,
\/E 0 0
I e AT

sodass CC* = X. (B(t1), ..., B(t,)) resultieren dann aus dem Matrix-Vektor Produkt CZ.

Dass dies nicht alle Wege sind, Pfade einer Brown’schen Bewegung zu konstruieren, zeigen
Glasserman [18] sowie Moskowitz und Caflisch [36] und Akesson und Lehoczky [4], aus deren
Veroffentlichungen die nachfolgenden Ergebnisse in Bezug auf die Brown’sche Briicke und
Principal Components zusammengefasst sind.

Brown’sche Briickenkonstruktion

Wihrend in (7.13) der Pfad sukzessive aufgebaut wird, ist die Uberlegung der Brown’schen
Briickenkonstruktion, die Elemente des Vektors (B(t1), ..., B(t,)) in mehr oder weniger be-
liebiger Reihenfolge aufzubauen, wobei aber natiirlich zu jedem Zeitpunkt aus der richtigen
bedingten Verteilung simuliert werden muss.
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Eine giinstige Aufteilung ist oft, immer wieder zu halbieren, sprich zuerst den Wert B(t,,) aus
der Verteilung N (0,%,) zu generieren, anschlieBend B(t|,/,|) bedingt auf B(t,) und so wei-
ter. Wird eine Brown’sche Bewegung auf ihre Endpunkte bedingt, so entsteht eine sogenannte
“Brown’sche Briicke”. Der Vorteil, den die Normalverteilung bietet, ist, dass auch die benotig-
ten bedingten Verteilungen immer Normalverteilungen sind, es dndern sich lediglich die Para-
meter der Verteilung.

Im Falle eines multivariat normalverteilten Vektors X = (X7, X5)" mit
X3 U1 Y1 X2
~ N : 7.14
()=~ (02) G =2) 724

(X1|Xo =) ~ N(pu1 + Z102557 (2 — pt2), 211 — L1805 1), (7.15)

Fiir die Konstruktion einer Brown’schen Briicke werden im Folgenden Zeitpunkte 0 < u <
s < t betrachtet und B(s) soll auf B(u) = = und B(t) = y bedingt werden. Um obige Formel
anzuwenden, werden die Eintriige des Vektors und der Kovarianzmatrix derart permutiert, dass
B(s) an erster Stelle steht, d.h. aus

gilt

B(u) U u

B(s) | ~N 10, [u s s

B(t) u s t
wird

B(s) s u S

Bu)| ~N|[0,lu u u

B(t) s u t

Der Erwartungswert ergibt sich dann nach der Formel als

(t—s)x+(s—u)y

E[B(s)|B(u) =z, B(t) = y] =

Y

t—u
die Varianz entspricht
t— —
Var[B(s)|B(u) = 2, B(t) = y] = M (7.16)
—u
Allgemein gilt
Sit1 — 8)T; + (8 — 8;); Sit1 — S)(8 — i
(B(S)|B(81):ZL'1,,B(Sk):JZk)NN(( +1 ) ( ) +17( +1 )( ) ’
Si+1 — Si Si+1 — Si
(7.17)
wobei die Werte B(s1) = 1, ..., B(sx) = xj zu den Zeitpunkten s; < sp < .-+ < Sy bereits

festgelegt worden sind und ein Wert B(s) mit s; < s < s;;1 bedingt auf diese Werte generiert
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wird.

Das Ergebnis bezieht sich nur auf die nichstgelegenen Zeitpunkte als Resultat der Markovei-
genschaft der Brown’schen Bewegung (Satz 7.21). B(s) gegeben B(s;) und B(s;;1) ist damit
unabhiingig von allen Zeitpunkten ¢ < s; und ¢ > s;4.

Satz 7.21. (Starke Markoveigenschaft der Brown’schen Bewegung) Ist B eine Brown’sche
Bewegung und T eine Stoppzeit, So ist B(t) = B(t + T') — B(T') wieder eine Brown’sche
Bewegung, besitzt die gleiche Verteilung wie B und ist unabhdingig von F.

Aus dieser bedingten Verteilung kann nun mithilfe einer von B(s;), ..., B(s;) unabhéngigen
Zufallsvariable Z ~ N (0, 1) der Wert B(s) ermittelt werden als

Si+1 — S¢ Si+1 — S¢

B(s) = (Si41 = 8)x; + (5 — 8i)Tina N Z\/(Sm —s)(s — Sz‘). (7.18)

In Abbildung 7.1 ist der Aufbau einer Brown’schen Briicke zu sehen. Als erstes stehen die
Punkte B(0) und B(t,,) fest. Mit jedem weiteren Schritt wird jeweils ein Punkt zwischen zwei
bereits fixierten Punkten eingefiigt, was in den drei librigen Bildern ersichtlich ist.

Abbildung 7.1: Die Konstruktion einer Brown’schen Briicke nach 1,2,4 und 8 generierten Punk-
te.
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Fiir eine Brown’sche Bewegung mit Drift ;o dndert sich lediglich die Generierung des Wertes
B(t,), der nun nicht wie bei der Standard Brown’schen Bewegung aus der Verteilung N (0, ¢,,)
kommt, sondern eine N (ut,, t,)-Verteilung aufweist. Die Vorgangsweise fiir die tibrigen Werte
der Brown’schen Briicke ist analog Gleichung (7.18). Hat die Brown’sche Bewegung einen Dif-
fusionskoeffizienten o2, so erginzt sich die bedingte Varianz aus (7.16) um den multiplikativen
Faktor o2,

Ob nun ein Random Walk wie in (7.13) berechnet oder gemal (7.18) ermittelt wird, macht,
zumindest was den Rechenaufwand betrifft, keinen relevanten Unterschied. Interessant wird
so eine Konstruktion erst in Verbindung mit diversen Varianzreduktionsverfahren und Quasi-
Monte Carlo Verfahren. Eine der ersten Verodffentlichungen solch einer Kombination stammt
von Moskowitz und Caflisch [36]. Die Uberlegung besteht darin, dass der entscheidende Wert
zur Bepreisung von Optionen meist jener Wert ist, der zum Filligkeitszeitpunkt berechnet wird.
Wihrend in (7.13) n Zufallsvariablen benétigt werden, um den Endwert zu generieren, wird in
(7.18) nur eine einzige gebraucht. Dadurch kann ein groBer Teil der Variabilitdt im Payoff der
Funktion beseitigt werden, betrachtet man ndmlich die Varianz aus (7.17), so ist erkennbar, dass
die Varianz, je kleiner das Intervall wird, immer mehr zunimmt und fiir s;;; — s; — 0 gegen
unendlich strebt.

In Bezug auf Quasi-Monte Carlo Verfahren birgt die Idee einer Kombination mit Brown’schen
Briicken noch einen anderen Vorteil. Zur Ermittlung von Pfaden einer Brown’schen Bewegung
wird jeweils eine Koordinate der Quasi-Monte Carlo Punkte mithilfe der Inversionsmethode
in eine normalverteilte Stichprobe transformiert. Diese wird anschlieend skaliert und fiir die
Berechnung des Random Walks verwendet. Werden nun die einzelnen Koordinaten einer Folge
kleiner Diskrepanzen betrachtet, so sind die ersten Koordinaten besser gleichverteilt, als jene
mit einem hoheren Index. Aus diesem Grund ist es sinnvoll eine Ordnung zu schaffen, wo durch
jene Variablen, die den ersten Koordinaten entsprechen, ein gro3er Teil der Varianz erklért ist.
Genau dies passiert mithilfe der Brown’schen Briickenkonstruktion.

Principal Components Construction

In der vorangestellten Methode werden die Hauptpunkte des Pfades der Brown’schen Bewe-
gung iiber die ersten Zufallsvariablen festgelegt. Die Frage ist, ob dies nicht noch ausbauféhig
ist und genau festgelegt werden kann, welche Koordinaten den groflten Anteil an Varianz tragen
sollen, um diese schlussendlich noch weiter reduzieren zu konnen.

Die Principal Components Construction maximiert die Variabilitdt des Pfades, der durch die
normalverteilten Zufallsvariablen 71, .., Zj fiir alle k = 1, ..., n erklért ist. Bevor niher auf die-
se Konstruktion eingegangen wird, ist noch eine kurze Erkldrung notig, was iiberhaupt unter
einem Principal Component bzw. einer Hauptkomponente zu verstehen ist.
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Im Gegensatz zur Cholesky-Zerlegung der Varianz-Kovarianzmatrix X, wird hier eine Zerle-
gung mithilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren angestrebt. Als symmetrische und positiv
(semi-)definite d x d Varianz-Kovarianzmatrix besitzt > d reelle, nichtnegative Eigenwerte
ALy Ag Mit Ay > Ay > --- > )y, sowie eine dazugehorige Menge an orthonormalen Ei-
genvektoren vy, ..., vy, sodass fiiri, j = 1,...,dund ¢ # j

viv; =1, vaj =0, und Xv; = \v;.

Damit existiert eine Zerlegung ¥ = VAV, wobei die Spalten von V' genau den Eigenvektoren
v1, ..., Vg entsprechen, und damit V' eine orthogonale Matrix mit V'V = I darstellt, und A eine
Diagonalmatrix mit Eintriigen \q, ..., \g ist. Mit A = VV/A folgt AA* = VAV = X.

Ein Vektor X ~ N(0, ¥) kann generiert werden als
X:a1Z1+a2Z2+~~—|—adZd

mit Z ~ N(0,I) und a; als j—te Spalte von A fiir j = 1, ..., d. Je nach Rang k der Matrix %,
wird X von den Variablen 71, ..., Zy, k = 1, ..., d repridsentiert. Hat > vollen Rang, so hat auch
A einen vollen Rang und es gilt

7 =A1X = VAV

Aus dieser Darstellung folgt unmittelbar, dass die Z;,7 = 1,...,d Linearkombinationen der
X;,1 = 1,...,d sind und aulerdem proportional zu vj-X . Genau diese Linearkombinationen
U§X werden Principal Components genannt.

Das Optimierungsproblem besteht darin, den mittleren quadratischen Fehler

k
E HX Y ;7
=1

2

, (7.19)

wobei ||z]|? = 'z ist, in Bezug auf die Zufallsvariablen Z1, ..., Z; und die Vektoren ay, ..., ay,

zu minimieren. Dies passiert fiir jedes £ = 1,...,d, wenn ay, ..., a; die Spalten der Matrix
A =V+/A sind und
g Vi X

N
fir j = 1, ...,k (proportional zu vj-X ) gewihlt werden. Im Grunde kann durch die Principal
Components eine Approximation des Zufallsvektors erreicht werden, welche aber iiber eine
geringere Dimension verfiigt. Die durch die ersten k& Principal Components erkldrte Varianz
wird beschrieben iiber

AL+ Mg

. 7.20
A+ N ( )
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Der erste Hauptkomponent ist immer jener, der am meisten der Variabilitit in sich trigt.

Um zur Generierung von Pfaden einer Brown’schen Bewegung zuriickzukehren, sei nun

B(tl) ail a12 A1n
B(tg) a921 a2 Qon,

| o | Tz || 2 (7.21)
B(tn) ani an2 Ann

mit a; = (ay;, ..., an;)', i = 1, ..., n als Spalten der n x n Matrix A, wobei AA" = ¥, die Varianz-
Kovarianzmatrix von (B(t1), ..., B(t,)) ergibt. Der Vorgang um den mittleren quadratischen

Fehler

k 2

B — ZCL]'ZJ'

i=1

E

zu minimieren, ist analog dem eben gezeigten, mit a; = v/ A\v;, ¢ = 1,...,n wobei Ay > --- >
A > 0 die Eigenwerte und v;,7 = 1, ..., n die zugehorigen Eigenvektoren von X sind.

Interessant ist das Verhalten der Eigenvektoren. Werden die Eintrdge der normalisierten Eigen-
vektoren geplottet, so kann eine Sinusschwingung erkannt werden. Sind die Vektoren nach der
GroBe ihrer zugehorigen Eigenwerte geordnet, so nimmt die Frequenz der Schwingung ab, je
groBer der Eigenwert ist. Dass der Verlauf der Eigenvektoren wirklich einer Sinusschwingung
folgt, zeigen Akesson und Lehoczky [4]. Fiir einen Pfad der Linge n mit dquidistanten Zeit-
punkten ¢, —t; = At konnen die Eigenvektoren v;,7 = 1, ...,n und Eigenwerte \;,i = 1,....n
tiber die Formeln

G) 2 . [ 21—=1 1
v;(j) = ———=sin T, =1,...n
=Vt " \an 1’ J
At 2i—1m
A= 2l sin 2 T
g (2n+12>

Abbildung 7.2 zeigt den Verlauf der einzelnen Eigenwerte fiir n = 64 mit At = 1/64. Sehr
gut zu sehen ist der rapide Abfall der Kurve. Die grofiten 8 Eigenwerte liegen bei 26.3464,
2.92853, 1.05511, 0.538959, 0.326553, 0.219035, 0.157197, 0.1184. Eingesetzt in Gleichung
(7.20) bedeutet dies eine Variabilitit von 81%, 90%, 93%, ... fiir k = 1,2, 3, ... bis hin zu einer
Variabilitit von iiber 99% fiir £ = 19. In Abbildung 7.3 sind die zugehorigen Eigenvektoren zu
den vier groflten Eigenwerten der 64 x 64 groBen Kovarianzmatrix einer Brown’schen Bewe-
gung zu sehen.

und

berechnet werden.
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Abbildung 7.2: Eigenwerte der 64 x 64 Kovarianzmatrix von einem Pfad der Brown’schen

Bewegung
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Abbildung 7.3: Veranschaulichung der Eigenvektoren zu den vier gro3ten Eigenwerten der 64 x
64 Kovarianzmatrix von einem Pfad der Brown’schen Bewegung

Im Vergleich zur Konstruktion der Brown’schen Briicke ist die Principal Components Construc-
tion optimal beziiglich der erkldrten Variabilitdt. Nachteile der letzteren sind, dass zum einen
O(n?) anstatt den O(n) Operationen des Random Walks notwendig sind, zum anderen kann
erst etwas iiber einen Wert B(t;),i = 1,...,n ausgesagt werden, nachdem alle Zufallsvaria-
blen Z;,7 = 1, ..., n generiert worden sind. Bei der Brown’schen Briicke ist mit jeder einzelnen
Zufallsvariable ein weiterer Wert des Pfades fixiert.
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7.2 Collaterized Mortgage Obligation

Bevor nun das bereits angesprochene Beispiel der Asiatischen Basket Option zur Sprache kommit,
soll hier noch das Beispiel der Collaterized Mortgage Obligation angefiihrt werden, da die Ver-
offentlichungen von Paskov [49], [50] und Paskov und Traub [51], in Bezug auf die Berechnung
des Preises einer solchen, fiir groe Aufregung in der Theorie der Quasi-Monte Carlo Verfahren
gesorgt haben.

Die Preisberechnung beinhaltet die Auswertung eines 360-dimensionalen Integrales, was, be-
griindet durch die Abhiingigkeit der asymptotischen Fehlerschranke O(N ! In® N ) von der Di-
mension d, ein Problem in der Anwendung des Quasi-Monte Carlo Verfahren sein miisste. Inter-
essanterweise ist dies hier nicht der Fall und die Quasi-Monte Carlo Simulation, insbesondere
bei Verwendung von Sobol-Folgen, sticht sogar das Monte Carlo Verfahren mit seiner von der
Dimension unabhiingigen Schranke O(N~1/2) aus.

Bevor nidher auf die genaue Struktur der Anwendung eingegangen wird und erklért wird, wie
die gute Performance der Quasi-Monte Carlo Methode zustande kommen kann, ist im Folgen-
den erst einmal eine kurze Beschreibung des Problems zu finden.

Definition 7.22. (Mortgage Backed Security, MBS)

Mortgage Backed Securities sind durch Hypotheken gesicherte Wertpapiere. Ist ein Investor mit
einem gewissen Prozentsatz am Hypothekenpool beteiligt, so erhdlt er eben diesen an zuriick-
gezahltem Grundkapital und an der Zinszahlung der Hypotheken an den Pool.

Das Risiko fiir die Investoren besteht in einer Vorauszahlungsoption der Hypotheken, d.h. die
Hypothek oder Teile davon konnen schon vorher zum Nominalwert zuriickgezahlt werden. Der
Wert der MBS wird durch den Erwartungswert der Vorauszahlung zum Ablaufzeitpunkt der
MBS festgelegt.

Definition 7.23. (Collaterized Mortgage Obligation, CMO)

Bei einer CMO werden mehrere Investoren der MBS zu Tranchen (Klassen) zusammengefasst
und die Riickzahlungen je nach Tranche aufgeteilt. Der Wert der CMO entspricht dem Erwar-
tungswert der summierten Barwerte an zukiinftigen Zahlungen pro Tranche.

Wir betrachten eine CMO mit 10 Tranchen. Der Hypothekenpool habe eine Filligkeit von 30
Jahren bei 360 monatlichen Zahlungen in Hohe C. Sei i, die Zinsrate in Monat k, wy, der Pro-
zentsatz jener, die Vorauszahlungen leisten und asgo—x+1 der Barwert jener Zahlungen, die nach
dem k-ten Monat noch ausstehend sind, £ = 1, ..., 360.
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Der Barwert der tibrigen Zahlungen nach Monat £ ist bzgl. dem fixen Anfangszinssatz i, gege-

ben als
1

B
Damit gelten C' und aggp_x41 als konstant und es bleibt noch, das Zinsmodell zu besprechen
und die Berechnungsregeln fiir die stochastischen Variablen ¢, und wy, anzugeben.

ap=C1+vo+-+v"), v

Das Zinsmodell ist von der Form
i = Koegkikfl — K(’fioegl 77777 €k

mit Konstante K, und unabhiingig und normalverteilten Zufallsvariablen &1, ..., €360, die Erwar-
tungswert 0 und Varianz o2 aufweisen. In den Ausfiihrungen von Paskov und Traub [49] ist fiir
o? der Wert 0.0004 gewihlt worden.

Das Modell fiir die Vorauszahlungen wy, ist als Funktion des Zinssatzes gegeben als
wr, = wi(§1, - &) = K1 + Ky arctan(Kziy, + Ky)
= K|+ Ky arctan(KgK(’)“‘ioe&+'“5’c + Ky),

mit gegebenen Konstanten K, Ky, K3, K,. Daraus konnen die Zahlungen in den Pool pro Mo-
nat k£ berechnet werden durch

My, = Mi(&1, -5 &)
=C(1l—wi(&)) (1T —wr1(&1y s &e-1) - (T + w81, -5 &) (@360-111 — 1))

Sei der Anteil von M, der Tranche T fiir den Monat k mit G.r (1, ..., &) bezeichnet. Im Allge-
meinen ist diese Funktion stetig als Zusammensetzung von glatten Funktionen und solchen, die
sich aus dem Minimum von Funktionen ergeben. Um daraus den Wert zum jetzigen Zeitpunkt
zu erhalten, muss diese Grof8e mit dem Diskontierungsfaktor

Uk;(fh "‘7§k—1> = Uovl(&) T Uk—1(f1, --a&c—l): k=1,..,360

wobei
1 1

V., ey G ) — - = - ,
(61, &) L+i(81, &) 14 Kjigebit6

multipliziert werden.

Der Barwert PV der Tranche 7' ist demnach als Summe der Zahlungen pro Monat £ fiir &k =
1,...,360 gegeben durch

360

PVT<§1, ceey 5360) = Z Gk;T(gl; cevy §k)uk(§1, covy gk—l)' (722)
k=1
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Nach einer Transformation der Variablen ergibt sich der Erwartungswert des Barwerts als
E[PVy] = / PVr(yi(x1), ..., yseo(2360)) Ay - - - daseo (7.23)
[071}360

mit y; = y;(z;) implizit gegeben durch

1 / i g2 d
€T; = e20 dt.
Vamo J -
Der Wert der CMO ergibt sich demnach aus der Berechnung von 10 Integralen iiber den 360-
dimensionalen Einheitswiirfel, eines fiir jede der 10 Tranchen.

Im Allgemeinen besteht die Vermutung, dass Folgen kleiner Diskrepanzen nur bis zu einer
Dimension von d < 30 einen Vorteil in der Anwendung haben. Wie kann also gerechtfertigt
werden, dass Quasi-Monte Carlo in Dimension d = 360 zu bevorzugen ist?

Wird das Problem im Detail untersucht, kann als erste Verbesserung erkannt werden, dass nicht
jede der Tranchen von Dimension 360 ist. Der Integrand PV von Tranche 7" hingt offensicht-
lich von den einzelnen Cash-Flows G ab. Tranche 7" kann aber schon vorzeitig im Monat kr
ausbezahlt worden sein, was bedeutet, dass keine Cash-Flows G/ fiir die restlichen Monate
k > kr mehr eingehen, d.h.

Gk;T(fla ,fk) =0 Vk>kr= kT(él; ...,fkT).

Die Untersuchungen von Paskov [49] zeigen, dass in Realitidt nur eine einzige der Tranchen
Dimension 360 aufweist. Eine wirkliche Erleichterung bringt dies aber nicht, denn, auch wenn
nicht alle von maximaler Dimension sind, so iibersteigt diese aber dennoch in jeder Tranche
die Marke von d = 30 bei weitem. Deshalb besteht die nichste Uberlegung darin, wie grof
die “effektive Dimension” der einzelnen Tranchen sein konnte. Dadurch erfolgt wiederum eine
Reduktion und die Anwendung des Verfahrens wird immer plausibler.

Ergebnisse

Paskov [49] prisentiert den Vergleich von Monte Carlo Simulation, Antithetic Variates, Halton
Folgen und Sobol Folgen. Deutlicher Sieger in Hinblick auf Konvergenz und Fehleranalyse ist
die Sobol Folge. Zusammengefasst kann gesagt werden:

e The Sobol algorithm converges significantly faster than the Monte Carlo algorithm;

e The convergence of the Sobol algorithm is smoother than the convergence of the Monte Carlo
algorithm - This makes automatic termination easier for the Sobol algorithm;

e (...) the Sobol algorithm terminates 2 to 5 times faster than the Monte Carlo algorithm often
with smaller error;
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e The Monte Carlo algorithm is sensitive to the initial seed’.

Das Quasi-Monte Carlo Verfahren kann also durchaus auch in héherdimensionalem Kontext
von Vorteil sein. Entscheidend ist immer das Umfeld, in dem es angewandt wird und wie die
Funktion bzw. der Integrand beschaffen ist. Wichtig ist vor allem die effektive Dimension des
Problems. Dies haben auch andere Autoren erkannt wie z.B. Caflisch, Morokoff und Owen [9],
die zur Berechnung der Mortgage Backed Securities eine Brown’sche Briicke verwenden. Wie
wichtig die effektive Dimension sein kann, ist auch in folgendem Beispiel zu sehen.

7.3 Asian Basket Option

Um die einzelnen Methoden zur Generation von Zufallszahlen an einem Beispiel zu demons-
trieren, wird der Preis einer Asiatischen Basket Option ermittelt. Die Berechnung des Payoffs
einer solchen pfadabhingigen Option basiert auf mehreren zugrundeliegenden Assets, die zu
verschiedenen Zeitpunkten iiber die gesamte Laufzeit hin betrachtet werden.

Im Folgenden wird ein Basket mit m Assets betrachtet, die zum Zeitpunkt ¢ Preise S} fiir
1 = 1,...,m aufweisen. Die Filligkeit 7" sei fix gegeben, ebenso der Strike K, sowie die n
beobachteten Zeitpunkte 0 < ¢; < --- < t, = T und die Gewichte w;; fir ¢ = 1,...,m,
J = 1,...,n mit ZZ ;wij = 1. Die Preise S? der Assets seien als Losung der Stochastischen
Differentialgleichung

dS; = rSidt + o' S AW/, i=1,...m (7.24)

gegeben, was bedeutet, dass sie einer geometrischen Brown’schen Bewegung mit risikolosem
Zins r und Volatilititen ¢,7 = 1,...,m folgen. (W1, ..., W™) bezeichnet eine m-dimensionale
Brown’sche Bewegung mit Korrelation p;, zwischen den Komponenten W und W fiir i, k =
1,...,m.

Die explizite Darstellung der Losung von (7.24) ldsst sich schreiben als
Si = SLexpr=@/ 2t WE G, (7.25)
Unter all diesen Voraussetzungen ist der Payoff der Asiatischen Basket Call Option festgelegt

als i
(Z D wiSi - K) (7.26)

i=1 j=1
und der Preis der Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 ergibt sich aus 7.15 als

m n +
(Z > wiSi - K> ] : (7.27)

i=1 j=1

Eq[Hr|F] = e Eq

!Spassimir H. Paskov: New Methodologies for Valuing Derivatives (Seite 5)
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Nachdem es nun aber, wie bereits in Abschnitt 7.1.3 erwéhnt, keine geschlossene Formel fiir die
Berechnung dieses Preises gibt und die Verwendung von numerischen Verfahren einen groflen
Aufwand mit sich bringt, wird im Folgenden, wie schon von Kemna und Vorst [28] vorge-
schlagen, unter anderem auf das Monte Carlo Simulationsverfahren fiir eine Approximation
des Preises zuriickgegriffen.

Eine der Hauptaufgaben bei der Berechnung des Preises der Option ist die Simulation der Pfa-
de ij firj = 1,...,n,0 = 1,...,m zu den gegebenen Zeitpunkten ¢4, .., t,,. Der Einfachheit
halber sei angenommen, dass der Abstand zwischen den Zeitpunkten immer gleich bleibt, d.h.
At = T/n mitt; = jAt,j = 1,...,n. Es werden zwei verschiedene Verfahren an diesem
Beispiel zur Ermittlung solcher Pfade ausprobiert. Dazu gehoren die Cholesky-Zerlegung und
die Principal Components Construction. Die Konstruktion einer Brown’schen Briicke findet
hier keine praktische Anwendung, nachdem die Principal Components Construction eine opti-
mierte Version der Brown’schen Briicke darstellt und somit keine weitere Varianzreduktion zu
erwarten ist.

Hat die Simulation der Pfade einer Brown’schen Bewegung stattgefunden, so kann der Payoff
der Asiatischen Basket Option zum Filligkeitszeitpunkt 7" ermittelt werden als

max [g(W) = K,0|,  g() =3 e+ (7.28)
=1
mit
phk = In(wg, ky Sk, (0)) + (r — (0"“1)2/2)151927
und

ki =((k—1)modm)+1
k—1
ko = {—J +1, k=1,....,mn.

m
Die Standardvariante - Cholesky-Zerlegung

Die erste Variante ij firj =1,...,n,72 = 1,...,m zu simulieren, gelingt iiber eine Transfor-
mation mithilfe einer Cholesky-Zerlegung.

Ziel ist, den Vektor

W= (c'W}, ..

m m 1 1 m m m 1 m m\t
Lo"W oW oW e W e M) (7.29)
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aus Gleichung (7.25) zu ermitteln. Dazu kann die Transformation
W =C2Z,

verwendet werden, wobei Z ein Vektor von mn unabhéngigen N (0, 1)-verteilten Zufallsvaria-
blen ist und C' die Cholesky Zerlegung der Matrix 5, deren Aufbau im Anschluss erklirt wird.

Zuerst wird die Kovarianzmatrix 3. aus den Korrelationen und Assetvolatilititen aufgebaut iiber
Y = pnolo"At, i k=1,..m.

Daraus wird die mn x mn Matrix 2 berechnet als

N Y 2% ... 2%
D (7.30)
Y 2X - onX

Von dieser Matrix wird die Cholesky-Zerlegung ermittelt, d.h. es wird eine untere Dreiecksma-
trix C' gesucht, welche die Eigenschaft CC" = ¥ erfiillt. Diese Dreiecksmatrix kann nun zur
Berechnung von (7.29) verwendet werden.

Principal Components Construction

In Abschnitt 7.1.4 wird die eindimensionale Variante der Principal Components Constructi-
on beschrieben. Anders als bei der Konstruktion einer Brown’schen Briicke, ist diese Methode
nicht getrennt fiir jede Dimension anwendbar.

Es wird wieder eine Zerlegung der Kovarianzmatrix 3 aus Gleichung (7.30) des Vektors (7.29)
benotigt. Dieses Mal kommen allerdings die Eigenwerte und Eigenvektoren von 5> zum Einsatz.

Setzt sich eine Matrix aus dem Kroneckerprodukt von zwei Matrizen zusammen,

ApYX Apd - ApRX
Ay | AE A N Ao
A2 ARy - ALY

wobei A Eigenvektoren v, ..., v, und Eigenwerte A; > --- > )\, besitzt und X Eigenvektoren
wy, ..., w,, und Eigenwerte n; > --- > 1n,,, so sind die Eigenvektoren von (A ® XJ) gegeben
als (v; ® w;), die Eigenwerte als \;n; firi = 1,...,n,j = 1, ..., m. Das bedeutet bei dement-
sprechend groen Matrizen eine wesentliche Reduktion der Rechenzeit. Der Beweis zu dieser



7 ANWENDUNGEN IN DER FINANZMATHEMATIK 85

Aussage ist bei Horn und Johnson [21] zu finden.

Der Vektor W aus (7.29) kann nun wiederum iiber die Matrixzerlegung unter Zuhilfenahme
eines normalverteilten Zufallsvektors Z berechnet werden. Es gilt

W = B2z,

wobei B =V - v\ mit BBt = .

7.3.1 Numerische Ergebnisse

Die Ermittlung des Preises der Asiatischen Basket Option beinhaltet mehrere Schritte.

1. Generierung von Zufallszahlen mithilfe von Monte Carlo, Monte Carlo mit Kontrollva-
riablen, Quasi-Monte Carlo, Latin Hypercube, Latin Hypercube with Dependence und
Latin Supercube.

2. Die Simulation der Pfade erfolgt iiber die Cholesky Zerlegung bzw. iiber die Principal
Components Construction

3. Es wird iiber 10 Berechnungen von 1024, 2048, 4096 und 8192 Simulationen gemittelt.
(Da die Sobol-Folge ein (¢, m, d)-Netz in Basis 2 ist, liefert sie nach Niederreiter [41] die
beste Performance bei Stichprobengrofen, die Potenzen von 2 sind.)

4. Das Beispiel wird einmal mit und einmal ohne Korrelation der Komponenten der Brown’schen
Bewegung betrachtet und fiir drei verschiedene Strikes (at the money, in the money, out
of the money) durchgerechnet.

Die Wahl der Parameter, die in Tabelle 1 ersichtlich ist, geht zuriick auf Imai und Tan [22], die
sich in ihrer Arbeit rein auf das Latin Supercube Sampling beziehen. Dabei wird eine Asiati-
sche Option auf einen Basket mit m = 10 zugrundeliegenden Assets an n = 250 Zeitpunkten
betrachtet. Die Dimension des gesamten Problems ist also von der Groe m-n = 2500. Dement-
sprechend grof} ist damit auch die Kovarianzmatrix 5.

Im Folgenden werden nun die Ergebnisse der einzelnen Verfahren présentiert, sowie Ideen zur
Implementation derselben gegeben. Es gibt wie bereits angesprochen immer vier Durchlédufe,
wobei die Ergebnisse jeweils fiir die StichprobengroBBen ¢ = 2048 und ¢ = 8192 genau pra-
sentiert werden und die ilibrigen Werte nur zur Veranschaulichung der Konvergenz dienen. Es
werden jeweils 10 Simulationen durchgefiihrt, von denen der Mittelwert genommen wird. Die
Ausdriicke in den Klammern sind die gegebenen Standardabweichungen gemessen an den 10
Simulationen.
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Parameter Wert des Parameters

Laufzeit T =1 Jahr

Zinsrate r=0.04

Anfangswert der Aktie | S§ =100,i=1,....,m

Gewichte wij == i,j=1,...,m

Korrelation pij =04bzw p;; =0,1<i<j<m
Volatilitiit 0;=01+"L04,i=1,...m
Strike K =90,100,110

Tabelle 1: Parameter fiir die Asiatische Basket Option

Zusitzlich werden die Pfade einmal mit der Cholesky-Zerlegung und einmal mit der Principal
Components Construction berechnet, wobei, wie erwartet, aber nur im Falle des Latin Hypercu-
be Sampling und des Latin Supercube Samplings eine wirkliche Varianzreduktion zu erkennen
ist. Fiir die Monte Carlo Simulation und das Latin Supercube Sampling werden beide Zerlegun-
gen zum Vergleich angegeben, bei den iibrigen wird jeweils nur die bessere gezeigt. Abschlie-
Bend wird noch der Vergleich iiber alle angegebenen Verfahren gezogen.

Monte Carlo Simulation

Die Implementation der klassischen Monte Carlo Simulation erfolgt iiber die Generierung von
g voneinander unabhingigen ident N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen der Dimension n - m. Fiir
jeden der Zufallsvektoren wird der Payoff bzw. der Preis der Asiatischen Basket Option berech-
net und anschlieend iiber all diese Werte gemittelt.

Nachdem hier willkiirlich gewéhlte Punkte verwendet werden, ist die Erwartungshaltung ge-
geniiber einer verhiltnisméBig kleinen Standardabweichung eher gering. Den Beweis liefert
der Vergleich der Werte in Tabelle 2 mit denen der librigen Verfahren.

Monte Carlo Simulation und Control Variates

Um eine hohere Genauigkeit der Zufallsvektoren zu erzielen, wird die Technik der Control Va-
riates in Verbindung mit einer Monte Carlo Simulation angewandt. Als Kontrollvariable dient
der Preis einer geometrischen Asiatischen Basket Option. Diese Kombination ist deshalb sehr
vielversprechend, da der Zusammenhang zwischen geometrischen und arithmetischen Asiati-
schen Optionen sehr hoch ist bei Verwendung der gleichen Parameter.
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Stichprobengréfe | Methode | Strike p=0 p=04
K =90 | 11.5891 (0.12274) | 12.2334 (0.25799)
2048 Cholesky | K =100 | 3.4309 (0.10493) | 5.6773 (0.20071)
K =110 | 0.3652(0.02943) | 2.0463 (0.12312)
K =90 | 11.6043 (0.12956) | 12.3503 (0.18893)
2048 PCC K =100 | 3.4578 (0.10147) | 5.6960 (0.14372)
K =110 | 0.3754 (0.03648) | 2.0653 (0.11755)
K =90 | 11.5859 (0.03720) | 12.2930 (0.11666)
8192 Cholesky | K =100 | 3.4428 (0.02848) | 5.6268 (0.08366)
K =110 | 0.3760 (0.01356) | 2.0133 (0.02936)
K =90 | 11.5981 (0.05861) | 12.3328 (0.07782)
8192 PCC K =100 | 3.4587(0.04231) | 5.6653 (0.07137)
K =110 | 0.3733(0.01156) | 2.0470 (0.05643)

Tabelle 2: Ergebnisse des Monte Carlo Verfahrens

Die Zufallsvariablen Y;,7 = 1, ..., ¢ aus Gleichung (3.4) werden von den simulierten Payoffs
der arithmetischen Basket Option verkorpert,

(s

wobei Sy, dem Ausdruck g(W) aus Gleichung (7.28) entspricht und nur die Gewichtung, die
fiir alle £ immer w = ﬁ ist, aus dem Exponenten vor die Summe gezogen wird.

(7.31)

Die kontrollierenden Zufallsvariablen X;,¢2 = 1, ..., ¢ sind von der Beschaffenheit

1 +

(H Stk) Uk

Die Konstante b, die fiir die Berechnung der Stichprobenwerte

Y, —b- (X, — E[X]) (7.32)
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bendtigt wird und deren optimaler Wert b* aus Gleichung (3.5) nicht exakt bestimmbar ist, wird
geschitzt durch o o
i (Vi = Y)(X; — X)

3:1 (Xi - X )2

Als letztes Element fehlt noch der Erwartungswert der Kontrollvariable. Der Vorteil gegeniiber
der arithmetischen Asiatischen Call-Option ist, dass der Preis C'4 der geometrischen Version
analytisch mithilfe der Black-Scholes Formel, dhnlich wie in Gleichung (7.9) bestimmbar ist.

S
I

Unter der Annahme von 7" = 1 kann der Preis zum Zeitpunkt ¢, = 0 berechnet werden mit

1y 82 In 52 + In 3¢ +
Coa(0) =" (5()@#*2 P <u ) K-® <u)> , (7.33)
o o
die Parameter j: und ¢ sind durch
1 mn 0' 2
= — Z (7.34)
mn
k=1
und
- 2mn +1 % § L (7.35)
o= okat .
6(mn +1)\| (mn)? Pik

=1 k=1

gegeben. Eine detaillierte Herleitung der Black Scholes Formel fiir geometrische Asiatische
Optionen kann bei Zhang [64] gefunden werden.

Stichprobengrofle | Methode | Strike p=0 p=04
K =90 | 11.5909 (0.02432) | 12.3088 (0.12866)
2048 Cholesky | K =100 | 3.4375(0.02626) | 5.6304 (0.01649)
K =110 | 0.3675(0.01402) | 2.0141 (0.01442)
K =90 | 11.5939 (0.01063) | 12.3195 (0.00927)
8192 Cholesky | K =100 | 3.4368 (0.01180) | 5.6417 (0.00716)
K =110 | 0.3704 (0.00091) | 2.0223 (0.00617)

Tabelle 3: Ergebnisse des Monte Carlo Verfahrens mit Kontrollvariablen
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Quasi-Monte Carlo Simulation

Bei der klassischen Quasi-Monte Carlo Simulation macht es wenig Sinn fiir jede Stichproben-
groBBe n mehrere Durchlidufe zu rechnen, da die dahinter liegende Punktfolge, hier die Halton-
Folge, immer dieselbe ist und dadurch auch immer dasselbe Ergebnis resultiert. Aus diesem
Grund sind die Werte schlecht vergleichbar mit den iibrigen Verfahren, da keine Standardab-
weichung berechnet werden kann bzw. diese immer Null ergeben wiirde. Betrachtet man aber
dennoch die Payoffs aus Tabelle 4 und vergleicht sie mit denen der anderen Verfahren, so ist
eine Anndherung bei wachsender Stichprobengréfe durchaus erkennbar, auch wenn dies nur
sehr langsam erfolgt.

Stichprobengrofle | Methode | Strike p=0 | p=04
K =90 | 11.6508 | 12.3063

2048 PCC K =100 | 3.4951 | 5.6364

K =110 ] 0.3488 | 2.0302

K =90 | 11.6081 | 12.3154

8192 PCC K =100 | 3.4593 | 5.6505

K =110| 0.3646 | 2.0321

Tabelle 4: Ergebnisse der Quasi-Monte Carlo Simulation

Stichprobengréfe | Methode |  Strike p=20 p=04
K =90 | 11.6481 (0.11117) | 12.3971 (0.21167)
2048 PCC K =100 | 3.4986 (0.07032) | 5.7038 (0.17044)
K =110 | 0.3828 (0.02403) | 2.1020 (0.14355)
K =90 | 11.6043 (0.06482) | 12.3140 (0.09861)
8192 PCC K =100 | 3.4540(0.04529) | 5.6506 (0.08244)
K =110 | 0.3728 (0.01310) | 2.0635 (0.07426)

Tabelle 5: Ergebnisse der randomisierten Quasi-Monte Carlo Simulation
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Randomisierte Quasi-Monte Carlo Simulation

Um das Ergebnis bei Verwendung von Quasi-Monte Carlo Punktfolgen reprisentativer zu ma-
chen, wird nun ein Hybrides Verfahren zur Anwendung gebracht. Die deterministische Halton-
Folge wird mithilfe der Cranley-Patterson Rotation, die in Kapitel 2.2.3 vorgestellt wurde, in
eine Zufallszahlenfolge umgewandelt. Davon konnen wieder 10 verschiedene voneinander un-
abhingige Durchldufe simuliert werden, von denen die Stichprobenstandardabweichung be-

rechnet werden kann. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5 zu sehen.
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Abbildung 7.4: Vergleich der Verfahren: Monte Carlo mit Cholesky-Zerlegung (MC), Monte
Carlo mit Principal Components Construction (MCPC) und randomisiertes Quasi-Monte Carlo
Verfahren (RQMCO).
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Abbildung 7.4 zeigt den Vergleich der Monte Carlo basierten Verfahren und dem randomisier-
ten Quasi-Monte Carlo Verfahren gemessen an der Standardabweichung. Deutlich zu erken-
nen ist die Varianzreduktion bei Verwendung von Kontrollvariablen und, dass die Principal
Components Construction im Zusammenhang mit Monte Carlo keine wesentliche Verbesse-
rung gegeniiber der Cholesky Zerlegung darstellt. Trotz der hohen Dimension liegt das Hybride
Verfahren bei Verwendung der Eigenwert-Eigenvektor-Zerlegung nicht allzu weit hinter dem
Monte Carlo Verfahren zuriick. Im Folgenden wird aus Griinden der Ubersicht nur noch die
Monte Carlo Simulation mit Kontrollvariablen als bestes dieser vier Varianten zum Vergleich
herangezogen.

Latin Hypercube Sampling

Im Latin Hypercube Sampling werden zuerst ¢ unabhingige und im Bereich (0, 1) gleichver-
teilte Zufallsvektoren der Dimension n - m generiert. AnschlieBend wird auf jede Dimension
der Permutationsschritt aus (4.2) angewandt. Mithilfe der Inversionsmethode aus (2.5) konnen
die Eintrdge unter Anwendung der Inversen Verteilungsfunktion auf eine Standardnormalver-
teilung transformiert werden und haben somit wieder die gewiinschte Form zur Berechnung der
Preise, die in Tabelle 6 ersichtlich sind.

Stichprobengréfe | Methode |  Strike p=0 p=04
K =90 | 11.5945 (0.00591) | 12.3216 (0.01160)
2048 PCC K =100 | 3.4430(0.03616) | 5.6644 (0.02510)
K =110 | 0.3559 (0.01753) | 2.0411 (0.01992)
K =90 | 11.5915 (0.00361) | 12.3318 (0.00596)
8192 PCC K =100 | 3.4443 (0.01321) | 5.6575 (0.00776)
K =110 | 0.3703 (0.00866) | 2.0333 (0.00612)

Tabelle 6: Ergebnisse des Latin Hypercube Samplings

Da die Berechnung der Inversen Standardnormalverteilung einen recht zeitintensiven Prozess
darstellen kann, gibt es bereits gute Approximationen mittels Polynomen, die in den meisten
Fillen ausreichend sind, was die Genauigkeit betrifft und wovon eine im Folgenden angefiihrt
wird. Diese konnen unter anderem im Handbuch von Abramowitz und Stegun [1] gefunden
werden.
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Die Inverse Standardnormalverteilung kann fiir = € (0, 1) approximiert werden durch

[ (YE) e 0]
o (p) p( /—lnﬁ» ve )

Co + Clt + Cth
1+ dit + dot? + dst?

e}

DO [—

?

—_

—
N

Y

wobei

p(t) =t

mit || < 4.5 1074

+ €,

Latin Hypercube Sampling with Dependence

92

Analog zum Monte Carlo Verfahren werden ¢ voneinander unabhéngige ident NV (0, 1)-verteilten
Zufallsvariablen der Dimension n - m erzeugt und mit der Matrix A, die aus der Zerlegung
AA" = ¥ resultiert, multipliziert. Danach erfolgt der Schritt, in dem die dadurch entstandenen

Vektoren Dimension fiir Dimension sortiert und mithilfe von (5.2) transformiert werden.

Im Anschluss miissen die Eintrige wie bei der Anwendung des Latin Hypercube Samplings wie-
der auf Normalverteilung transformiert werden. Diese ist aber hier keine Standardnormalvertei-
lung, sondern vielmehr eine Normalverteilung mit einer Varianz von j %01-2 firj=1,..,n,1=
1,...,m, die zu beriicksichtigen ist. Diese Transformation ist mitunter einer der Prozesse, die
am meisten Rechenaufwand haben und viel Zeit beanspruchen. Dafiir kann sich das Ergebnis in
Tabelle 7 durchaus sehen lassen, iibertrifft es im Punkt Standardabweichung sowohl das Monte

Carlo als auch das herkdmmliche Latin Hypercube Sampling.

Stichprobengréfe | Methode |  Strike p=0 p=04
K =90 | 11.5901 (0.00562) | 12.3376 (0.02537)
2048 Cholesky | K =100 | 3.4460 (0.02710) | 5.6759 (0.04047)
K =110| 0.3612(0.02213) | 2.0413 (0.04097)
K =90 | 11.5910 (0.00228) | 12.3274 (0.01386)
8192 Cholesky | K =100 | 3.4417 (0.01378) | 5.6498 (0.02226)
K =110 | 0.3644 (0.01079) | 2.0217 (0.01887)

Tabelle 7: Ergebnisse des Latin Hypercube Samplings with Dependence
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Latin Supercube Sampling

Anstatt ¢ Quasi-Monte Carlo Folgen von Dimension n - m = 2500 zu erzeugen, wie es bei
einer klassischen Quasi-Monte Carlo Simulation vonnéten wire, werden hier 100 mal ¢ Punkte

der Dimension 25 generiert, die nach Permutation das Latin Supercube Sampling wie in (6.1)
bilden.

Als erstes kommt die Sobol-Folge zur Anwendung, da sie sich auch schon in vielen anderen
finanzmathematischen Anwendungen wie zum Beispiel bei der Berechnung der Collaterized
Mortgage Obligation aus Abschnitt 7.2 bewihrt hat.

Stichprobengrofle | Methode Strike p=20 p=04
K =90 | 11.6505 (0.02523) | 12.1492 (0.08775)
2048 Cholesky | K =100 | 3.5158 (0.03600) | 5.6852 (0.09153)
K =110 | 0.3875(0.02607) | 2.0620 (0.08846)
K =90 | 11.6036 (0.00064) | 12.2390 (0.03401)
2048 PCC K =100 | 3.4508 (0.00170) | 5.6921 (0.00153)
K =110 | 0.3673(0.00104) | 2.0604 (0.00140)
K =90 | 11.5429 (0.01733) | 12.3350 (0.03789)
8192 Cholesky | K =100 | 3.4200 (0.02961) | 5.6055 (0.04534)
K =110 | 0.3695 (0.00813) | 2.0198 (0.04269)
K =90 | 11.5906 (0.00025) | 12.3255 (0.00031)
8192 PCC K =100 | 3.4457(0.00124) | 5.6526 (0.00074)
K =110 | 0.3602 (0.00074) | 2.0320 (0.00051)

Tabelle 8: Ergebnisse des Latin Supercube Samplings unter Verwendung der Sobol-Folge

In Tabelle 8 ist die deutliche Reduktion der Standardabweichung des Verfahrens unter Verwen-
dung der Principal Components Construction im Gegensatz zur Cholesky-Zerlegung zu sehen.
Das liegt an der effektiven Dimension des Problems. Mithilfe der folgenden zwei Gleichungen
kann berechnet werden, wieviel Anteil der Varianz durch die ersten p = 1, ..., 10 Komponenten
erklart werden. Sie folgen direkt als Varianz von § = g — K in Gleichung (7.28).

(exp Zailajl] — 1) (7.36)
=1

mn mn

- 1 mn
() = ZZexp ui+,uj+§Z(a?l—l—a§l)
I=1

i=1 j=1




7 ANWENDUNGEN IN DER FINANZMATHEMATIK 94

<exp

den Beitrag der ersten p Dimensionen zur Varianz beschreibt. Der Anteil der ersten p Kompo-
nenten resultiert als Quotient dieser beiden GroBen. Die Eintrige a;; fiir 7, j = 1,...,mn sind
die Eintriige der Matrix, die aus der jeweiligen Zerlegung AA" = ¥ entsteht.

beschreibt die gesamte Varianz von g, wihrend

mn mn

. 1
o2 (@) =) exp |+ + 3 > (af +a3)
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i=1 j=1

p
> ailaﬂ] - 1) (7.37)

=1

Wihrend bei der klassischen Methode gerade einmal ein Prozent der Varianz durch die ersten
10 Dimensionen erklért ist, sind es bei der Principal Components Construction schon iiber 95
Prozent im unkorrelierten Fall und sogar fast 99 Prozent bei einer Korrelation von p = 0.4.

Zusitzlich wurde das Latin Supercube Sampling noch einmal zum Vergleich mit der Halton-
Folge durchgefiihrt, wobei ein dhnlich gutes Ergebnis resultiert.

Stichprobengréfe | Methode |  Strike p=20 p=04
K =90 | 11.5890 (0.00534) | 12.3308 (0.01612)
2048 PCC K =100 | 3.4934 (0.00155) | 5.6314 (0.00384)
K =110 | 0.3480 (0.00105) | 2.0305 (0.00106)
K =90 | 11.5903 (0.00365) | 12.3286 (0.00587)
8192 PCC K =100 | 3.4596 (0.00111) | 5.6501 (0.00083)
K =110 | 0.3647 (0.00062) | 2.0323 (0.00054)

Tabelle 9: Ergebnisse des Latin Supercube Samplings unter Verwendung der Halton Folge

Fazit

Beide Matrixzerlegungen hingen von der Beschaffenheit der Kovarianzmatrix S und demzu-
folge auch von der Korrelation p ab. Das Ergebnis im Fall von p = 0.4 weist im Bezug auf die
Cholesky Zerlegung generell hohere Werte in der Standardabweichung als im unkorrelierten
Fall auf. Bei Zerlegung in Eigenwerte und Eigenvektoren ist diese Eigenschaft nicht mehr in
allen Verfahren so eindeutig gegeben, im Falle des Latin Supercube Samplings hat sich das Blatt
sogar gewendet.

Abgesehen vom Latin Supercube Sampling ist nur noch im Latin Hypercube Sampling eine
Verbesserung der Varianz unter Verwendung der Principal Components Construction bemerk-
bar. Dies lésst sich darauf zuriickfiihren, dass das Latin Hypercube Verfahren, ein (t, m, d)-Netz
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darstellt und damit zu den Quasi-Monte Carlo Verfahren zédhlt. Wie bereits oft angesprochen,
héngt die Performance bei solchen sehr wohl davon ab, wieviel Variabilitdt von den ersten paar
Dimensionen getragen wird, wihrend dies die iibrigen Verfahren, die mit rein zufilligen Zahlen
arbeiten, nicht unbedingt beeindruckt.

Der Vergleich der Ergebnisse beziiglich der Anzahl der simulierten Pfade ist genau wie erwartet.
Im Falle des Monte Carlo Verfahrens ist im Schnitt durchaus eine Reduktion der Standardabwei-
chung bei Erhohung der Stichprobenanzahl ersichtlich, egal welche Matrixzerlegung gewihlt
wird. In den tibrigen Verfahren, welche die Punkte gleichmé@Biger auf den Raum verteilen, kann
es passieren, dass die Standardabweichung, vor allem bei Simulation von einer niedrigen An-
zahl an Stichprobenelementen, wie es hier der Fall ist, zwischendurch ansteigt. Das kann unter
anderem daran liegen, dass der gesetzte Seed, der die Zufallszahlengeneration initiiert, nicht
optimal gewihlt ist und, wie bereits erwéhnt, die Stichprobengrofle noch nicht ausreichend ist.

Was aber deutlich im Vergleich der Standardabweichungen aus Abbildung 7.5 zu erkennen ist,
ist die herausragende Performance des Latin Supercube Samplings. Wihrend die anderen Ver-
fahren mehr oder weniger langsam konvergieren, ist das Latin Supercube Sampling mit der
Principal Components Construction schon bei 1024 Punkten bei einer Genauigkeit, welche alle
ibrigen noch nicht bei iiber 8000 Punkten erreichen. Bestitigt werden diese Ergebnisse auch
von den veroffentlichten Werten von Imai und Tan [22], die zusitzlich zur Zerlegung in Eigen-
werte und Eigenvektoren noch weitere sinnvolle Matrixzerlegungen prisentieren.

Aus Implementationssicht ist das klassische Monte Carlo Verfahren in seiner Einfachheit den
anderen Methoden voraus. Dass es aber im Bezug auf die Varianz nicht immer auch die beste
Losung darstellt, zeigt der Vergleich mit den anderen Verfahren. Hier kann das Monte Carlo
Verfahren mit Kontrollvariablen schon eher mithalten. Auch das Latin Hypercube Sampling ist
relativ einfach zu implementieren und liegt varianztechnisch durch eine bessere Verteilung der
Punkte im Raum voraus. Dass das nicht immer der Fall sein muss, héingt unter anderem von der
Beschaffenheit der Zielfunktion ab und wurde bereits in Kapitel 4 ausgiebig diskutiert.

Komplexer ist die Implementierung des Latin Hypercube Samplings with Dependence, da die
Abhingigkeitsstruktur erhalten bleiben soll und anstatt unabhéngigen Zufallsvektoren aus der
Standardnormalverteilung, speziell korrelierte Eintrdge zu berechnen sind. In diesem Beispiel
liefert es kein ausgezeichnetes Ergebnis und gerade dort, wo eine Korrelation der Zufallsvaria-
blen vorgesehen ist, sind die Werte im Vergleich zu den anderen Verfahren eher enttduschend,
auch wenn sie trotz alledem besser als jene der Monte Carlo Simulation sind. Beachtet man
allerdings den Umstand, dass, im Falle von abhingigen Zufallsvariablen, die nicht gerade mit
einer Gaul3’schen Copula oder mutidimensional normalverteilt sind, in alle Verfahren noch die-
se Abhingigkeitsstruktur gebracht werden muss, so entspricht das einem zusitzlichen Aufwand,
wodurch sich vor allem in Bezug auf die Laufzeit ein deutlicher Vorteil fiir das Latin Hypercube
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Abbildung 7.5: Vergleich der Verfahren: Monte Carlo mit Kontrollvariablen (MCCV), Latin
Hypercube (LHSPC), Latin Hypercube with Dependence (LHSD), Latin Supercube mit Sobol-
Folge (LSSPC), Latin Supercube mit Halton Folge (LSSHPC)

Samplings with Dependence ergibt.

Das Latin Supercube Sampling tiberzeugt vor allem in Kombination mit Methoden, wie der
Principal Components Construction, die die effektive Dimension des Problems reduzieren oder
dafiir sorgen, dass die Dimensionen, in denen die Quasi-Monte Carlo Punkte die grote Regel-
miBigkeit aufweisen, bevorzugt fiir die Erkldrung der Varianz zusténdig sind. Die Implementa-
tion des Verfahren selbst benotigt wenige Zeilen, die Schwierigkeit liegt in der Simulation der
mehrdimensionalen Quasi-Monte Carlo Punkte, von denen allerdings die giingigsten schon in
den meisten mathematischen Programmen implementiert sind und verwendet werden konnen.
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Hier wurden sowohl Sobol- als auch Halton-Folgen verwendet, die beide im Schnitt ein deutlich
besseres Ergebnis als alle anderen Simulationsmethoden liefern. Im Vergleich untereinander hat
aber, wie vor allem im Fall von K = 90 ersichtlich, die Sobol-Folge die Nase vorne.

Strike MC RQMC | MCCV LHS LHSD LSS
K =90 |0.03720 | 0.06482 | 0.01063 | 0.00361 | 0.00228 | 0.00025
p=0 | K =100 | 0.02848 | 0.04529 | 0.01180 | 0.01321 | 0.01378 | 0.00124
K =110 | 0.01356 | 0.01310 | 0.00091 | 0.00866 | 0.01079 | 0.00074
Laufzeit 33.17 37.9 45.33 37.83 57.83 37.33
K =90 | 0.11666 | 0.09861 | 0.00927 | 0.00596 | 0.01386 | 0.00031
p=04 | K =100 | 0.08366 | 0.08244 | 0.00716 | 0.00776 | 0.02226 | 0.00074
K =110 | 0.02936 | 0.07426 | 0.00617 | 0.00612 | 0.01887 | 0.00051

Tabelle 10: Standardabweichungen und Laufzeiten (in Minuten) fiir die Stichprobengrofie n =
8192.

Um eine endgiiltige Aussage tiber die Effektivitit der Verfahren treffen zu konnen werden noch
einmal die Standardabweichungen in Verbindung mit den Laufzeiten gebracht und verglichen.
Tabelle 10 zeigt die Standardabweichungen bei n = 8192 und die Laufzeit bei dieser Punk-
teanzahl in Minuten. Alle Simulationen wurden mit dem Programm Wolfram Mathematica 9.0
durchgefiihrt. Am besten schneidet wiederum das Latin Supercube Sampling, gefolgt vom La-
tin Hypercube Sampling, ab. Beide Methoden benotigen kaum mehr Zeitaufwand als das reine
Monte Carlo Verfahren. Das Latin Hypercube Sampling with Dependence ist mit fast doppelt
so langer Laufzeit das langsamste von allen. Am schlechtesten sind, wie erwartet, die Werte des
randomisierten Quasi-Monte Carlo Verfahren, was auch die durchschnittliche Laufzeit nicht dn-
dert.

Diese Auswertung zeigt keinesfalls, dass fiir jedes Problem das Latin Supercube Sampling als
optimales Verfahren gewihlt werden sollte. Alle vorgestellten Methoden haben ihre Vor- und
Nachteile und sind meist abhingig von der zu integrierenden Funktion, der effektiven Dimen-
sion, diversen Matrixzerlegungen oder sonstigen Parametern. Ein universelles Rezept, fiir das
beste Verfahren gibt es nicht und es sind oft mehrere Tests und Erfahrung notwendig um die
optimale Varianzreduktionstechnik zu finden.
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