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Einleitung

In der Automobilindustrie, in der Luftfahrt und bei Schiffsantrieben werden Motoren
eingesetzt, die eines gemeinsam haben: sie sind Ursache fiir Vibrationen bzw. Larm.
Da Nebengerdusche als unangenechm empfunden werden und Vibrationen auf lange
Sicht auch Materialfehler (wie z.B. Risse oder gar Briiche) zur Folge haben kénnen,
ist es sinnvoll, mittels numerischer Simulationen die Eigenfrequenzen eines Systems zu
berechnen bevor ein Bauteil zur Produktion freigegeben wird. In der Praxis sind die
niedrigsten Eigenfrequenzen von besonderem Interesse, da der Betrieb eines Motors
weit unter diesen Frequenzen eine geringere Belastung auf die einzelnen Komponenten
ausiibt und damit eine langere Lebensdauer ermoglicht.

In dieser Arbeit wird eine Struktur (Festkorper) untersucht, die von auflen vollstéandig
von einem Fluid (z.B. Wasser) umgeben ist. Wahrend die Verformungen der Struktur
durch das Modell der linearen Elastizitat beschrieben werden, kommen bei der Aus-
breitung der akustischen Welle im Fluid — was Druckanderungen im Wasser entspricht
— die Gleichungen der linearen Akustik zur Anwendung. Um diese beiden Modelle
miteinander zu koppeln werden sogenannte Transmissionsbedingungen auf dem Kopp-
lungsrand, der die Grenze zwischen den beiden Gebieten darstellt, gefordert.

Ein Ziel dieser Arbeit lag in der Implementierung von iterativen Verfahren zur Be-
rechnung der Eigenwerte des gekoppelten Systems.

In Kapitel 1 werden die Modelle der linearen Elastizitat und der linearen Akustik sowie
das aus deren Kopplung (Interaktion) hervorgehende Fluid-Struktur-Eigenwertproblem
angegeben.

Das Kapitel 2 beschéftigt sich mit der Analyse der beiden oben genannten Modelle.
Es werden geeignete Operatoren und Funktionenrdume erklart, auf wichtige Aussagen
der Spektraltheorie hingewiesen und Randintegralgleichungen hergeleitet. Schliellich
wird eine variationelle Formulierung des Eigenwertproblems angefiihrt.

Das in Kapitel 3 erklédrte Naherungsverfahren erméglicht es, aus dem kontinuierlichen
Eigenwertproblem (auf Operatorebene) ein algebraisches Matrix—FEigenwertproblem
herzuleiten. Es kommt die Methode der finiten Elemente und der Randelemente zur
Anwendung. Auflerdem werden Konvergenzkriterien angegeben.

Das Kapitel 4 stellt mit den zwei iterativen Eigenwertlosern, der Arnoldi-Methode
und dem Lanczos—Verfahren, einen Kernpunkt der Arbeit dar. Es werden die beiden
Algorithmen beschrieben und Konvergenzaussagen formuliert.

In Kapitel 5 werden die numerischen Ergebnisse fiir ein 3D-Modell préasentiert.






1 Aufgabenstellung

Im ersten Kapitel, das sich grofitenteils an [6], 8, [I5] orientiert, werden die Modelle der
linearen Elastizitatstheorie und der linearen Akustik dargestellt sowie auf deren Kopp-
lung eingegangen. Abschliefend wird das resultierende gekoppelte Eigenwertproblem
fiir ein dreidimensionales Gebiet angefiihrt.

1.1 Lineare Elastizitatstheorie

Die Kinematik, siehe [0, Abs. 5.4], erm6glicht die Beschreibung zeitlich verdnderlicher
Korper. Der zeitliche Verlauf eines Materiepunktes x eines Korpers (2g wird durch die
Abbildung y(t) = ¢(t,x), genannt Trajektorie oder Bahnkurve von x, beschrieben.

Definition 1.1. Sei Qg C R?® ein beschrinktes (offenes und zusammenhingendes)
Lipschitz—Gebiet, das dem unverformten Festkorper (Referenzkonfiguration, t = tg)
entspricht. Der Rand OQg sei stiickweise glatt. Eine Abbildung ¢ : (to,T) x Qg — R3
heifit Ct—Deformation wenn gilt:

1. ¢(ty,x) = x fir alle x € Qg.

2. Fiir fives t € (to,T) ist o(t,-) bijektiv auf Qg, d.h. es existiert die Inverse ¢ *
auf der deformierten Konfiguration.

3. Der Deformationsgradient V¢ (t,x) ist eine stetige Abbildung.

4. @ ist orientierungserhaltend, d.h. det(Vxo(t,x)) > 0 fir alle x € Qg und fir
alle t € (to,T).

Definition 1.2. Die Abbildung u : (ty, T) x Qs — R®, definiert durch

u(ta X) = ¢(t7 X) - X,
heifst Verschiebungsfeld des Gebietes §2g.

Das Reynoldsche Transporttheorem stellt einen Zusammenhang zwischen der Eu-
lerschen (y—Koordinaten) und der Lagrangeschen Betrachtungsweise (x—Koordinaten)
eines Kontrollvolumens her:

Satz 1.3. [0, Satz 5.4](Reynoldsches Transporttheorem,)

Sei f: Ry x R? — R eine stetig differenzierbare Abbildung, die eine physikalische
Grife beschreibt, und sei ¢(t,-) : R® — R3 eine C'— Deformation. Dann gilt fiir alle
beschrinkten Kontrollvolumina w(t)
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CZ/ /[ f(t,y) + divy (f(t,y)v(t, ))]d%
w(t)

w(t)

mit der Geschwindigkeit v(t,y) = th( ).

Die bestimmenden Gleichungen der Kinematik beruhen auf den Erhaltungssitzen
fiir Masse, Impuls, Drehimpuls und Energie, siche [6, Abs. 5.5]. Fiir die lineare Elasti-
zitdtstheorie wird das Axiom der Impulserhaltung benotigt, das besagt, dass die
Anderung des Impulses gleich der Summe der angreifenden (Volums— und Ober-
flachen—) Krifte ist, d.h.

d .
%/Q(t,y)vi(t,y)dy:/Q(t,y)fi(t,y)dy+ / 7;(t,y,n)ds, firi=1,.,3,
w(t) w(t) Ow(t)
(1.1)

wobei f; den Kréiften, 7; den Komponenten des Cauchyschen Spannungsvektors 7,
o der Massendichte und n dem aufleren Normalenvektor entsprechen.

Durch Anwenden des Reynoldschen Transporttheorems auf die Impulserhaltung ([1.1))
erhilt man die Cauchyschen Bewegungsgleichungen (in differenzieller Form)

3
oty t,y) = olt,y) fi(t,y) Z (t,y) firi=1,..,3, (1.2)

d
)%Uz’(
3
wobei die Beziehung 7;(t,y,n) = > Tiu(t,y)n, fir den symmetrischen Cauchyschen
k=1
Spannungstensor T gilt.

Unter der Annahme eines inkompressiblen Materials, d.h. o(t,y) = 0s = const fir
alle t € (tp,T), folgen aus den Gleichungen (1.2)) die Gleichgewichtsgleichungen (in
Lagrangeschen Koordinaten)

2

d
@u(t x) — divx T(¢,x) = psf(t,x) fiir x € Qg,t € (to,T). (1.3)

Um den Spannungstensor T in Abhéngigkeit des Verschiebungsfeldes u zu beschreiben
wird ein Materialgesetz benotigt.

Definition 1.4. Die Abbildung ¢ : R® — R3*3, definiert durch

1/ 0 ) o
8@‘(11) = 2(6:{3'@“] + axjuz) fur 1) = 17 "73? <14)

heifst linearisierter Verzerrungstensor.
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Definition 1.5. Die Abbildung o : R3*3 — R3*3 definiert durch
o(e(u)) = A\ptre - T+ 2pu e, (1.5)

heif$t linearisierter Spannungstensor. Dabei werden mit

Ev B E
A+rv)1-20) "7 21+

AL =

die Laméschen FElastizititskonstanten bezeichnet, welche bestimmt werden durch den
Elastizititsmodul E > 0 und die Querkontraktionszahl (Poissonzahl) v € (0, 3).

Das sogenannte Hooksche Gesetz (1.5), siehe [15, Abs. 4.2], gilt fiir ein homogenes,
isotropes und elastisches Material.

Werden die Krifte f in den Gleichgewichtsgleichungen ((1.3)) zu Null gesetzt und der
Cauchysche Spannungstensor T durch den linearisierten Spannungstensor o aus (|1.5])
approximiert, d.h.

divy T(t, x) = divg o(e(u)),
ergibt sich aus (1.3 die Gleichung
2
— divx o(e(u(t,x))) = —gg@u(t,x) fur x € Qg,t € (to, T).

Fiir einen zeitharmonischen Ansatz fiir u, d.h.
u(t,x) = Re(e ™"(x)),
mit der Kreisfrequenz w, folgt daraus (nach Weglassen des”—Symbols)
—divo(u(x)) = gsw?u(x) fiir x € Qg.

Werden fiir das homogene, isotrope und elastische Material in einem beschrankten
Lipschitz-Gebiet Qg C R? mit der Dichte pog > 0 und dem Rand 0Qg die Neumann—
Randbedingungen

o(u(x))n(x) =0 fir x € 00y

gefordert, so folgt das sogenannte Lamé—Eigenwertproblem mit Neumann-Rand-
bedingungen fiir die Struktur €2g: Gesucht sind das vektorwertige Verschiebungsfeld
u # 0 und die Kreisfrequenz w € R, sodass die Gleichungen

—diveo(u(x)) = osw?u(x) fir x € (g, (1.6a)
o(u(x))n(x) =0 fiur x € 09, (1.6b)

erfilllt werden. Es sei angemerkt, dass das Lamé-Eigenwertproblem (1.6a))—(1.6b)) 6
Null-Eigenwerte aufweist, welche die freien Translationen und freien Rotationen in
bzw. um die 3 Koordinatenachsen repréasentieren, siehe z.B. [19, Abs. 1.2].
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1.2 Lineare Akustik

In diesem Abschnitt, der sich an [8, Abs. 1.1] orientiert, werden die bestimmenden Glei-
chungen fir das akustische Medium angegeben. Bei einer akustischen Welle (Schall)
handelt es sich um kleine Schwankungen des Drucks p(t,x) im akustischen Fluid
Qp C R3, welches unbeschrénkt und inkompressibel, d.h. o(t,x) = or = const, sei.

Nach [8, Abs. 1.1.2] wird die Ausbreitung einer Welle im Fluid beschrieben durch die
Wellengleichung

2

10
Ayp(t,x) — 2P

mit dem unbekannten Druck p(t, x) und der (als Materialparameter bekannten) Schall-
geschwindigkeit ¢ € R, im Fluid.

(t,x) =0 firxe Qp und t € (to,T) (1.7)

Wird ein zeitharmonischer Ansatz fir p gewahlt, d.h.

p(t,x) = Re(e™'p(x)),

mit der Kreisfrequenz w, so folgt aus (1.7) (nach Weglassen des " —Symbols) die
Helmholtz—Gleichung im Frequenzbereich

Ap(x) + k*p(x) =0 fiir x € Qp, (1.8)

mit der Wellenzahl

w
R = —
C

Da Q) als unbeschréinkt angenommen wird und nur physikalisch kausale Losungen
zugelassen werden sollen (keine Wellen werden im Unendlichen reflektiert), muss eine
zusétzliche Forderung gestellt werden, die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung,
siehe [8, Abs. 1.1.3]:

1 d 1
p=0 () und  ikp — Ly <> fir |x| =r — oc. (1.9)
r dr r

Hier bezeichnet % = ( = Vp) die radiale Ableitung.

ma

Es wird im Folgenden nur der Niedrigfrequenzbereich, d.h. k < 1, betrachtet. Daher
wird kK = 0 gesetzt und die Helmholtz—Gleichung (|1.8]) vereinfacht sich (versehen mit
negativem Vorzeichen) zur Laplace—Gleichung

—Ap(x) =0 fir x € Qp. (1.10)

Als Abstrahlbedingung fiir die Laplace—Gleichung wird dann

p(x) = O (;,) fitr x| — oo. (1.11)

gefordert, siehe auch [12, Abs. 1].
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1.3 Geometrischer Zusammenhang von Struktur
und Fluid

Fiir das Eigenwertproblem der Fluid—Struktur—Interaktion (kurz: FSI), das aus der
linearen Elastizitdtstheorie und der linearen Akustik sowie deren Kopplung resultiert,
wird nun eine geometrische Einteilung der beiden Gebiete (Struktur, Fluid) festgelegt.

Definition 1.6. Die Struktur sei durch das beschrinkte Lipschitz—Gebiet Qg C R? mit
der Dichte pg > 0 gegeben. Der Rand des Gebietes sei stiickweise glatt und disjunkt
zerlegt in einen inneren Rand I'y und einen dufleren Rand ', d.h. 0Qs =T UT'y.
Das Fluid sei gegeben durch das nach aufen hin unbeschrinkte Gebiet Qp C R3 mit
der Dichte o > 0 und dem Rand 0Qp =1T.

Die Struktur Qg werde von auflen wvollstindig vom Fluid Qp umgeben. Daher ist
I' = Qg N Qr der sogenannte Kopplungsrand der beiden Gebiete.

Zur Veranschaulichung dient das in Abbildung dargestellte Beispiel einer drei-
dimensionalen, sphérischen Schale (einer hohlen Kugel mit einer im Vergleich zum
Durchmesser diinnen, dufleren Hiille).

In

Qg

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Gebiete Q2 und Qp fir eine sphérische
Schale
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1.4 Kopplungsbedingungen

Auf dem Kopplungsrand I' der wie in Definition [1.6] beschriebenen Gebiete Qg und Qg
werden zwei Transmissionsbedingungen benétigt. Diese lauten nach [12, Abs. 1] wie
folgt:

1. Die Verschiebung in Normalenrichtung ist gleich der Normalenableitung des

Drucks, d.h.
0

ony

orw’u(x) - n(x) = p(x) firxel,
mit der Kreisfrequenz w.

2. Die Spannungen in Normalenrichtung entsprechen dem negativen Druck in
Normalenrichtung, d.h.

o(u(x))n(x) = —p(x)n(x) firx eT.

1.5 Gekoppeltes Problem

AbschlieBend wird das FSI-Eigenwertproblem fiir die Gebiete Qg C R? und Qp C R3,
die wie in Definition gegeben seien, angegeben: Gesucht sind das vektorwertige
Verschiebungsfeld u # 0, der Druck p # 0 und die Kreisfrequenz w € R, sodass die
Gleichungen

—divo(u(x)) = osw’u(x) fur x € Qg, (1.12a)
o(u(x))n(x) =0 fir x € 'y, (1.12b)
—Ap(x) =0 fir x € Qp, (1.12¢)

orw’u(x) - n(x) = anxp(x) fir x €T, (1.13a)
o(u(x))n(x) = —p(x)n(x) fiir x € T, (1.13b)

und die Abstrahlbedingung
p(x) = O <I>1<\> fitr x| — oo (1.14)

erfullt werden.



2 Analyse der Modelle der
Elastizitat und der Akustik

In diesem Kapitel werden die Grundlagen zur Analyse der Modelle der linearen Elas-
tizitatstheorie und der linearen Akustik erldutert. Es werden wichtige Sétze der Funk-
tionalanalysis benotigt sowie geeignete Operatoren und Funktionenrdume eingefiihrt
um letztlich eine schwache Losung des im vorigen Kapitel hergeleiteten FSI-Eigenwert-
problems erkliaren zu konnen.

2.1 Operatoren

Die Definitionen und Lemmata dieses Abschnitts, der [19, Kap. 3] folgt, werden ver-
wendet um eine Variationsformulierung des FSI-Eigenwertproblems ([1.12a])—(1.14)) an-

geben zu konnen.
Fiir diesen Abschnitt sei X ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (-, )y und der

induzierten Norm |||y = /(-, *)x-

Definition 2.1. FEine Funktion F : X — R heifit lineares, stetiges Funktional, falls
qilt:

o Flau+ fv) = aF(u)+ F(v) fir alle u,v € X, fir alle a, f € R,
e 3c>0:|F(v)| <cl|lv|lx fir allev e X.

Definition 2.2. Der Dualraum X' von X ist der Raum aller linearen, stetigen Funk-
tionale auf X und ist versehen mit der Norm

|F'(v)]
| Fllx, == sup )
ozvex ||vllx

Das Dualititsprodukt (-, -) : X' x X — R wird definiert durch
(Fv) := F(v)

und erfillt die Ungleichung
(F,v) < [|Fl[x llvllx-

Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz, siehe [21I, Thm. V.3.6], lasst sich der
Dualraum eines Hilbertraums mit sich selbst identifizieren, man schreibt X = X'.

13
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Definition 2.3. Der lineare Operator A : X — X' heifst

e beschrinkt, wenn eine Konstante c5 > 0 existiert, sodass

|Av|ly, < vl fir alle v € X gilt,

o X-elliptisch, wenn eine Konstante ¢! > 0 existiert, sodass

(Av,v) > cf|vl|%  fiir alle v € X gilt.

Definition 2.4. Die Norm des linearen, beschrankten Operators A : X — X', genannt
Operatornorm, ist definiert durch

Avlls,
1AL = sup 1290 v
oo ol ulic=t

Dem Operator A : X — X’ kann eine Bilinearform a(-,-) : X x X — R zugeordnet
werden durch
a(u,v) := (Au,v) fir u,v € X.

Es gilt auch die Umkehrung nach dem folgenden Lemma:
Lemma 2.5. Sei die beschrinkte Bilinearform a(-,-) : X x X — R mit
la(u,v)| < &||lullxllvllx — fir alle u,v € X
gegeben. Dann existiert fir jedes u € X ein Element Au € X', sodass gilt
(Au,v) = a(u,v)  fir alle v € X.

Weiters ist der durch die Bilinearform induzierte Operator A : X — X' linear und
beschrdankt mit
|Aul|y, < csllullx  fir alle u € X.

Zum Beweis des Lemmas sei auf [19, Lemma 3.1] verwiesen.

Nach [21], Def. I11.4.1] gilt der folgende Satz:

Satz 2.6. Zum beschrdnkten, linearen Operator A : X — X' gibt es einen eindeutig
bestimmten, sogenannten adjungierten Operator A* : X — X', sodass

(Au,v) = (A*v,u)y  fir alle u,v € X gilt.

Definition 2.7. Sei X = X'. Nach [21, Def. V.5.3] heifst der lineare und beschrinkte
Operator A : X — X' selbstadjungiert, wenn A = A* ist, d.h. wenn

(Au,v) = (Av,u)  fir alle u,v € X gilt.
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Die folgenden Eigenschaften lassen sich von der Bilinearform auf den Operator iibertragen:
Korollar 2.8. Aus der Symmetrie der Bilinearform a(-,-) : X x X = R, d.h.
a(u,v) = a(v,u)  fir alle u,v € X,
folgt die Selbstadjungiertheit des Operators A : X — X', d.h.
(Au,v) = (Av,u)  fir alle u,v € X.
Beweis. (Au,v) = a(u,v) = a(v,u) = (Av,u) fir alle u,v € X. O

Korollar 2.9. Aus der X-FElliptizitdt der Bilinearform a(-,-) : X x X — R folgt die
X-Elliptizitat des Operators A : X — X' mit der Elliptizititskonstante ¢§ von a(-,-).

Beweis.
(Av,v) = a(v,v) > &|jv|lx  fiir alle v € X.

2.2 Spektrum kompakter, selbstadjungierter
Operatoren auf Hilbertraumen

In diesem Abschnitt, |21, Kap. VI] folgend, werden Eigenschaften der Eigenwerte von
kompakten, selbstadjungierten Operatoren auf Hilbertrdumen angefiihrt.
Da fiir Operatoren A auf unendlichdimensionalen Hilbertraumen die Forderung

Al — A ist nicht injektiv
nicht aquivalent sein muss zu
Al — A ist nicht surjektiv,

wird eine allgemeinere Definition des Eigenwerts eines Operators benotigt.

Fir diesen Abschnitt sei X ein Hilbertraum. Da X = X’ gilt, wird der Einfachheit
halber der Dualraum auch mit X bezeichnet. Sei A : X — X ein linearer, beschrankter
Operator und A* : X — X der zu A adjungierte Operator.

Definition 2.10. Die Resolventenmenge von A ist
p(A) ={NeC: (M — A X — X ezistiert und ist linear und beschrdankt}.

Definition 2.11. Das Spektrum von A ist

0s(A) = C\p(A).
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Definition 2.12. Das Punktspektrum von A ist
op(A) = {\: M — A ist nicht injektiv} C o5(A).

Die Elemente von o,(A) heiflen Eigenwerte von A. Ein x # 0 mit Ax = Az heifit
Figenvektor (bzw. Eigenfunktion wenn X ein Funktionenraum ist) zum Eigenwert \.
Das Paar (A, x) wird dann Eigenpaar genannt.

Nach [21], Def. 11.3.1] gilt:

Definition 2.13. Seien X und Y normierte Rdume. Ein linearer und beschrdinkter
Operator A : X — Y heifit kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel in X relativ-
kompakt in'Y ist.

Fiir selbstadjungierte Operatoren gilt nach [21, Kor. VII.1.2]:
Lemma 2.14. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Dann ist o5(A) C R.
Aus |21, Lemma VI.3.1 (d)] folgt:

Lemma 2.15. Ist A ein selbstadjungierter Operator, dann haben verschiedene Eigen-
werte orthogonale Figenvektoren.

Fiir kompakte Operatoren gilt nach [21, Thm. VI.2.5):
Satz 2.16. Sei A : X — X ein linearer, beschrdnkter und kompakter Operator.

e Ist X unendlichdimensional, so ist 0 € o4(A).
e Die (eventuell leere) Menge os(A)\{0} ist hichstens abzihlbar.

o Jedes A € 05(A)\{0} ist ein Figenwert von A und der zugehdrige Eigenraum
ker(AI — A) ist endlichdimensional.

o 0.(A) besitzt keinen von 0 verschiedenen Hdaufungspunkt.

Schlieflich lautet der Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren, siehe
z.B. [21, Thm. V1.3.2]:

Satz 2.17. Sei A : X — X linear, beschrdinkt, selbstadjungiert und kompakt. Dann
existieren ein (eventuell endliches) Orthonormalsystem {ey}ren sowie eine (eventuell
abbrechende) Nullfolge (Ag)ken in R\{0}, sodass jedes x € X geschrieben werden kann
als

x=y+ Z (x,ex)ex
k
mity € ker A = {x € X: Az = 0}. Es folgt
Ar = Z Me{x,ep)er  fiir alle x € X.
k

Dabei sind die A\ die von Null verschiedenen Eigenwerte von A und ey, die zugehdérigen
Figenvektoren. Auferdem gilt | Al| = sup |Ag.
k
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2.3 Funktionenriaume

Damit eine schwache Losung des FSI-Eigenwertproblems (1.12a))—(1.14]) erklart wer-
den kann, werden in diesem Abschnitt, der sich an [19, Kap. 2] orientiert, die dafiir
bendtigten Funktionenrdume eingefiihrt.

Ein Vektor o = (ayq, ..., ), @; € Ng,n € N; heifit Multiindex mit dem Betrag |a| =
>, «; und der Fakultit o! = a4!---a,!. Weiters gilt fir x € R” : x* = 27" - - 287,
Damit ldsst sich die partielle Ableitung einer hinreichend oft differenzierbaren reell-

wertigen Funktion v schreiben als

D%(x) = <(9a:z:1> <8in> nv(wl,...,xn).

Definition 2.18. Sei Q2 C R" ein Gebiet und k € Ny. Dann ist:

o CH(Q) der Raum der auf Q beschrinkten und k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen versehen mit der Norm

HUHck(Q) = Z sup |[D%v(x)],

|a|§k XEN

o C®(Q) := Nien, CF(Q) der Raum der auf Q beschrinkten und unendlich oft stetig
differenzierbaren Funktionen,

o C*(Q) :={v € C®(Q) : supp v C Q} der Raum der unendlich oft differenzier-
baren Funktionen mit kompaktem Trdger, wobei der Trager von v definiert ist

durch

supp v = {x € Q:v(x) # 0}.

e 15(Q) der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf Q. Mit dem Skalar-
produkt

(W V)1, = /u(x)v(x)dx

und der dadurch induzierten Norm

(v, V)@ = ||U||iQ(Q) fiir v e Ly(Q),
ist Ly () ein Hilbertraum.
Die Definitionen obiger Raume sind in [19, Abs. 2.1] zu finden.

Definition 2.19. [19, Abs. 2.2] Sei Q C R"™ offen. Dann heifit v : Q@ — R lokal
integrierbar, wenn v beziiglich jeder kompakten Teilmenge K C ) integrierbar ist. Man
schreibt dann v € LP¢(Q), wobei Li¢(Q) den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
auf €1 bezeichne.
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Definition 2.20. [19, Abs. 2.2/(Schwache Ableitung, verallgemeinerte Ableitung)
Sei Q CR" ein Gebiet, a ein Multiindex und u,v € LY(Q). Dann heifst
v(x) := D%u(x) schwache oder verallgemeinerte a—te Ableitung von u falls

/vgpdx = (—=1)l /uDO‘godx fir alle ¢ € C3°(82) gilt.
Q Q

Definition 2.21. [19, Abs. 2.2/(Sobolev—-Norm, Sobolev—Raum,)
Set Q2 C R"™ offen und k € Ny. Dann definiert

1/2
||U||W2k(Q) = (Z /|Dav(x)|2dx)

la|<k

eine Norm und durch Vervollstindigung von C*®(§2) beziiglich dieser Norm wird der

Sobolev—Raum "
WE(Q) := C=(Q) 2@

erklart.

Die Sobolev—Norm und der zugehorige Sobolev—Raum koénnen fiir positive, reellwertige
Exponenten verallgemeinert werden, siehe auch [19, Abs. 2.2]:

Definition 2.22. (Sobolev-Slobodeckii—-Norm,)
Sei Q@ CR"™ offen und sei 0 < s € R mit s =k + k,k € Ny und k € (0,1). Dann wird
die Sobolev—Slobodeckii—Norm definiert durch

2 2 2
[0l = Ivllwe@) + vlwee

mit der Halbnorm
2

v(y)
|“|€v§(9 Z // n+2f$< | dxdy.

Der zugehédrige Sobolev—Raum wird analog zu oben erkldrt durch

Auflerdem gilt nach [19, Abs. 2.2]: W3 () ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(U, Vg ) = (U V)wpo) + D // (Du D”U(Y))(i?fi(X) = Do) ey

lal=kQ QO [x—l

wobei
(0, Oy = O /Da D(x)dx (2.1)

lo|<k ©

und s = k + k5, k € Ny sowie £ € (0,1) gilt. Des weiteren ist W(2) ein Hilbertraum
mit dem Skalarprodukt ([2.1)) fir & € Ny.
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Die Sobolev-Raume koénnen alternativ auch mittels der Fourier-Transformation von
Distributionen eingefithrt werden. Es sei hierfir auf [19, Abs. 2.4] verwiesen. Die dann
mit H*(€2) bezeichneten Raume sind allerdings nur unter bestimmten Voraussetzungen
an das Gebiet © zu den Rdumen W3 () dquivalent.

Die folgende Definition ist [19, Abs. 2.1] entnommen:

Definition 2.23. (Lipschitz—Gebiet)
Sei 2 C R™ offen mit n > 2 und dem Rand I" := 0S). Dann wird ) Lipschitz—Gebiet
genannt, falls der Rand I" beziiglich einer beliebigen Zerlegunyg,

= GFj, I = {XER” cx = x,(&) fir & €T CR”_I}, (2.2)
j=1

stiickweise durch eine Lipschitz—stetige Funktion dargestellt werden kann, d.h. falls
Konstanten L; > 0 existieren, sodass

’X](g) - X](ﬁ)' < Lj |§ - 77’ fUT' alle 6777 € Tjaj = 17 ey T ngt
Die Parameterbereiche 7; und die Randstiicke I'; seien dabei offen.
Nach [19, Satz 2.6] gilt:

Satz 2.24. Fir ein Lipschitz—Gebiet Q C R"™ sind W3 (2) und H*(Q) fir alle s > 0
dquivalent.

Es werden folgende Bezeichnungen getroffen:
o Hy(Q) = W3(Q) =G () s,

o fir s <0:W35(Q):= [Wz_S(Q)], mit der Norm, geméfl Definition ,

[(u, v)|
overvy (@) 1Vl @)

Im Folgenden werden nur Lipschitz—Gebiete betrachtet und deshalb die Sobolev—
Réaume von nun an mit H*(§2) bezeichnet.

Da die Randbedingung (1.12b)) und die Transmissionsbedingungen ([1.13al)—(|1.13b))

Funktionen auf dem Rand eines Gebietes beschreiben, werden an dieser Stelle wie in
[19, Abs. 2.5] Sobolev—Rdume auf Mannigfaltigkeiten eingefiihrt.

Fiir ein beschrinktes Lipschitz—Gebiet 2 C R",n = 2,3, sei der Rand I' = 92 durch
eine beliebige und {iberlappende stiickweise Parametrisierung wie in (2.2 gegeben.
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Beziiglich dieser Zerlegung sei eine Partition der Eins mit nicht negativen Abschnei-
defunktionen ¢; € C5°(R") gegeben durch

Y pix)=1firxel, ¢;(x)=0firxe\I;.
j=1
Damit kann eine auf dem Rand I' definierte Funktion dargestellt werden durch
v(x) =Y pi(x)v(x) =D vj(x) firxel
j=1 Jj=1

mit v;(x) := ¢;(x)v(x). Mit der Parametrisierung folgt
v;(x) = pi(x)o(x) = ()X (€) = 7;(€) fir E € 7y CR" j=1,...,m.

Um Sobolev—Réume auf 7; C R"™! fiir die Funktionen () einfithren zu kénnen, muss
wegen der Kettenregel vorausgesetzt werden, dass die entsprechenden Ableitungen von
X;(§) existieren. Fiir Lipschitz-stetige x; konnen daher Sobolev-Réume H*(7;) fir
0 < s <1 erklart werden. Diese werden nun wie in [19, Abs. 2.5] definiert:

Definition 2.25. Sei 2 C R" ein beschrdnktes Lipschitz—Gebiet mit dem Rand I’ =
0. Dann ist der Sobolev—Raum H*(T") fir 0 < s <1 definiert durch

H(T) := {U ol oy < OO}

1/2
2
Hs(75) ’
Lemma 2.26. Fir s =0 ist die Norm

1/2
ol = ([ TG0 ds. )

T

versehen mit der Norm

0]

Hy(T) *= (21 9]
]:

Es gilt nach [19, Lemma 2.2]:

2ur |||l go (ry ~Norm dquivalent.
X

Auflerdem ist fiir s € (0, 1) nach [19, Abs. 2.5] die Sobolev-Slobodeckii-Norm, gegeben
durch

9 9 1/2
oy = (1ol + ey )
mit der Halbnorm

[o(x) — o(y)[* 12
‘/U‘HS(F) = (/ ’X . ‘n—1+2s dSXdSY) )
rr Y

zur ||| Hg () Norm aquivalent.

Sobolev-Réume fiir negative Exponenten kénnen nach [I9, Abs. 2.5] wie folgt definiert
werden:
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Definition 2.27. Fir s < 0 wird H*(I") erkldrt als Dualraum von H=*(T"), d.h.

versehen mit der Norm

(v, w)y|
[Vllggory 7= sup
H(D) 0£weH—5(I) HwHH*S(F)

beziiglich dem Dualitdtsprodukt

(v,w)p = /v(x)w(x)dsx.

r

Des Weiteren sind zur Beschreibung von Funktionen am Rand eines Gebietes der
Spuroperator und die Konormalenableitung von Noten.

Definition 2.28. Sei (2 C R" ein beschrinktes Lipschitz—Gebiet. Dann ist die innere
Spur definiert durch

YMtu(x) == lim v(X) fir x € 0N

Q5%x—x

und die duflere Spur durch

Y(x) = lim  v(X) fir x € 0.
RP\Q3%—x

Da im FSI-Eigenwertproblem ({1.12al)—(/1.14)) vektorwertige Funktionen auftreten, wird
die vektorwertige Spur folgendermaflen definiert:

. . . . T
Vv (x) = (véntvl(x), Y vy (%), wéntvg(x)) fir x € 09,
T
Y5V (x) = (78”1}1 (x), 75" v (x), ’}/gmt’l)g(X)> fir x € 0.

Definition 2.29. Sei Q C R" ein beschrinktes Lipschitz—Gebiet mit dem Rand OS2,
auf dem fast tberall der dufere Normalenvektor n(x),x € 0X), gegeben sei. Fir
das FSI-Eigenwertproblem (1.12a)—(1.14)) ist die vektorwertige innere beziehungsweise

duflere Konormalenableitung gegeben durch
N (x) = Q%lgg o(v(x))n(x) fir x € 09,
“ly(x):= lim o(v(X))n(x) firx e of.
RM\Q3%—x

Einen Zusammenhang zwischen den Sobolev—Raumen im Gebiet {2 und denen auf dem
Rand 0f2 stellen die folgenden beiden Satze her, siehe auch [19, Satz 2.9, Satz 2.10]:
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Satz 2.30. (Spursatz)
Sei Q) C R"™ ein beschrdnktes Lipschitz—Gebiet. Dann ist fiir % < s <1 der Operator

it HE(Q) — H* 3 (99) (2.3)
linear, beschrdnkt und stetig und es existiert eine Konstante cy > 0, sodass

|

Yo < cor|vllgsqy  fir alle v € H¥(Q)

int ‘

HE"2(59) —
qgilt.

Satz 2.31. (Inverser Spursatz)
Sei ) C R™ ein beschrdnktes Lipschitz—Gebiet. Dann besitzt fiir % < s <1 der durch
(2.3) definierte Spuroperator eine stetige Rechtsinverse

£ H2(90) — HY(Q) (2.4)
mit Yt Ew = w fiir alle w € HS’%((?Q) und es gilt die Abschdtzung

fiir alle w € H%(09)

€y < errlloll g g,

mit einer Konstante cyp > 0.

2.4 Bilinearformen des FSI-Eigenwertproblems

In diesem Abschnitt, der [I9, Abs. 4.2] folgt, werden zwei Bilinearformen hergelei-
tet, die fir die variationelle Formulierung des FSI-Eigenwertproblems ([1.12a])—(/1.14])
bendtigt werden. Da im dreidimensionalen Problem vektorwertige Funktionen auftre-
ten, werden vektorwertige Funktionenrdume erklart:

Hl(Qs) = {V = (Ul,’UQ,Ug)T ;€ Hl(Qs),i = 1,2,3},

Ly(Qs) = {v = (v1,v0,v3)" 1 v; € Ly(Qs),4 = 1,2, 3}.

Die zugehorigen Normen lauten

1vIlgr ) - ZH%HHI(QS IVIIZ ) - ZH%IILQQS

Betrachtet wird nun die i-te Komponente der Gleichung ([L.12a]). Nach Multiplikation
mit einer Testfunktion v; € C3°(€s) und anschliefender Integration tiber Qg sowie
mittels partieller Integration ergibt sich

05 w? / wi(X)v;(x)dx = — / 23: 8ijaz-j(u(x))vi(x)dx =

o fs 7 (2.5)
/ Z gij(u o —v;(x)dx — Z_: nj(x)o;(u(x))v;(x)dsx.

g =1
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Fiir den linearisierten Verzerrungstensor, siehe Definition[I.4] folgt (durch Summation)

z_: Skk Z aikuk( ) div u(x).

Per Definition des linearisierten Spannungstensors gilt

oii(u = AL Z epp(u(x)) + 2ure;(u(x)) = Ap divu(x) + 2ure;(u(x)),

oi;(u(x )):QML%'( (x)) firi#j.

Es werden die folgenden zwei symmetrischen Bilinearformen definiert:

) :Q{ ggjam aijvi(x)dx
:Q{ é ]z: 7 (u(x)) L;;vi(x) + o0 ax
- iﬁ:ljila@(u(x»eixv(x))dx
:Q/S gaii(u(x))eii(v(x))dx +Q/S % o (u(x))es; (v(x))dx
- / i[z\Ldivu(x)+2uL5“~(u(X))]5ii( ))dx + / Z 2preij(u(x))es;(v(x))dx
Qg ’z?#jl
:)\LQ/ divu(x) - div v(x)dx + 21 / zzuzf” Ve (v(x))dx

fir u,v € H'(Qg).

b(u,v) = /Zui(x)vi(x)dx = /u(x) v(x)dx = (U, V)y, ) (2.7)

g =1 Og

fir u,v € H'(Qg).

Mittels Summation tiber i = 1, ..., 3 der Gleichung (22.5) folgt damit

osw?b(u,v) = a(u,v) > ) nj(x)oij(u(x))vs(x) dsx (2.8)

rury =li=

=[o(u(x))nx]-v(x)

fir u,v € H'(Qg).
Die folgenden zwei Lemmata zeigen die Beschréanktheit der Bilinearformen a und b:
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Lemma 2.32. Die Bilinearform a(u,v) : H'(Qg) x H (Qg) — R st beschrinkt, d.h.
es existiert eine Konstante c§ > 0, sodass

la(u, v)| < csl[uflgiou Vg qq fir alleu,v e H'(Qg) gilt.
Zum Beweis des Lemmas sei auf [19, Lemma 4.5] verwiesen.

Lemma 2.33. Die Bilinearform b(u,v) : H (Qg) x H(Q2s) — R ist beschrinkt, d.h.
es existiert eine Konstante ¢4 > 0, sodass

|b(u, v)| < cg||u||H1(QS)||V||H1(QS) fiir alle u,v € H'(Qg) gilt.

Es wird nun Lemma auf die oben definierten Bilinearformen a und b angewandst:
Sei A: H'(Qg) — H'(Qg)’ der durch

(Au,v) = a(u,v) fir alle u,v € H(Qy) (2.9)

definierte lineare, beschrénkte Operator mit Beschranktheitskonstante c5.
Weiters sei M : H'(Qg) — H'(Qg)’ der durch

(Mu,v) = b(u,v) fir alle u,v € H(Qg) (2.10)

definierte lineare, beschrinkte Operator mit Beschrinktheitskonstante c5.
Nach Korollar sind die Operatoren A und M selbstadjungiert.
Die Gleichung ([2.8)) kann damit umgeschrieben werden zu

(Au,v) — ggw*(Mu,v) = / [c(u(x))ny] - v(x)ds, fiir u,v € H(Qg). (2.11)

Ul y

2.5 Darstellung fiir den Druck im Fluid

In diesem Abschnitt, [19, Abs. 5.1, Abs. 7.5] folgend, wird eine Darstellungsformel fiir
den gesuchten Druck p im Fluid Qr C R?® mit dem Rand I' angegeben.

Fir das Laplace—Problem
—Ap(x) =0 firxeQp
ist nach [I9, Abs. 5.1] die Fundamentallésung des Laplace-Operators in R? gegeben

durch
1 1

Nach [19, Abs. 7.5] lautet die Darstellungsformel im Fluid:

(2.12)

/yextU* X, y)75p( dsy—i—/va* X, ¥)Ve p(y)dsy fiir x € Qp. (2.13)
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2.6 Randintegraloperatoren

In diesem Abschnitt, der sich an [19, Kap. 6] orientiert, werden Randintegraloperato-
ren eingefiihrt mit denen die Darstellung umformuliert werden kann, und die in
weiterer Folge auf ein System von Randintegralgleichungen zur Beschreibung des
Akustik—Problems fithren. Im Folgenden bezeichne U*(x,y) die Fundamentallosung
des Laplace—Operators in R? wie in ([2.12)).

Fiir w € H~'/2(T") ist das Einfachschichtpotential V : H-'/2(I') — H'(Qg), definiert
durch )
(Vw)(x) := /U*(X, y)w(y)ds, fiir x € Qg UQp, (2.14)
r

ein beschrénkter, linearer Operator. Nach [19, Lemma 6.3] ist (2.14]) eine schwache
Losung der Laplace—Gleichung

—A(Vw)(x) =0 firr x € Qg UQp.
Durch Anwenden des dufleren Spuroperators wird der beschénkte, lineare Operator

V=4V HVA(I) — HYA(D)

erklart. Es existiert, siehe [19, Lemma 6.4], eine Darstellung als schwach singuléres
Integral, d.h. fiir w € Lo (T) ist

(Vw)(x) = 75 (Vw)(x) = /U*(X,y)w(y)dsy firx el (2.15)

Nach [19, Satz 6.5] gilt die H~/2(I")-Elliptizitit
(Vw,w)p > c‘waH?{,l/g(F) fiir alle w € H~Y/*(T) (2.16)
mit einer Konstante ¢} > 0.

Fiir v € HY2(T') ist das Doppelschichtpotential W : HY/2(I') — H'(Qyg), definiert
durch

(Wo)(x) := / {’yf?U*(x, y)} v(y)dsy fiir x € QgUQp, (2.17)

ein beschrankter, linearer Operator. Nach [19, Lemma 6.7] ist (2.17)) eine schwache
Losung der Laplace—Gleichung

— A(Ww)(x) =0 fiir x € Qg U Qp.
Die Anwendung des dufleren Spuroperators ergibt den beschankten, linearen Operator

YW HYA(T) — HY(T)
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mit der Darstellung
VW) (x) = o(x)v(x) + (Kv)(x) firx €T (2.18)

im Sinne von HY/2(T"). Hier ist

(Kv)(x) = lim / [fyi’;U*(x,y)} v(y)dsy, firxel,

e—0
yel|ly—x|>e
siehe [19, Lemma 6.8], und
1 1 .
o(x) = = lim = Dr et / dsy firxel, (2.19)

yEQs:ly—x|=¢
siche [19, Lemma 6.5]. Ist der Rand I hinreichend glatt, d.h. wenigstens differenzier-

bar, in einer Umgebung eines Punktes x € I, so folgt aus (2.19), dass o(x) = £ fiir fast
alle x € I" gilt. Weiters gilt nach [19, Abs. 6.6.4], dass (oI +K)(1)(x) = 0ist firx € I,

Fiir w € H™/2(T") definiert nach [19, Lemma 4.3] die innere Konormalenableitung des
Einfachschichtpotentials einen beschrénkten, linearen Operator

Ay HTY2(T) — HOY2(D),
der nach [19, Lemma 6.5] dargestellt werden kann durch
it (V) (x) = o(x)w(x) + (K'w)(x) firx el (2.20)

im Sinne von H™'/2(I"). Dabei wird der beschrinkte, lineare Operator

K':HYX(T) - H Y3(D), (2.21)
der gegeben ist durch

(K'w)(x) := hi% / hﬁﬁU*(x, y)} w(y)dsy, furxel,
yelily—x|>e

als adjungierter Doppelschichtpotentialoperator bezeichnet.

Fiir v € H/2(T") definiert die &uBere Konormalenableitung des Doppelschichtpotentials
einen beschrankten, linearen Operator

D := —{"W : HY/*(T') — HY*(D),

der als hypersingulidrer Operator bezeichnet wird und dessen Darstellung als Cauchy—
Hauptwertintegral fiir eine stetige Dichtefunktion v gegeben ist durch

(D)) = ' (Wo)0) =~ Jim e V(W) )
= [ ) - ] dsy fxe T 222
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Die durch den hypersinguldren Operator erklarte Bilinearform ist gegeben durch

(Du,v)p = —/ (x )ﬁ”ﬁf/vﬁ”U*(x y)u(y)dsydsy fir u,v € HY/*(T). (2.23)
r r

Sei I' = Uj_, I'x eine stiickweise glatte, geschlossene Oberfliche und seien u, v global
stetige Funktionen auf I', die auf den Kurvenstiicken I'; differenzierbar seien. Dann
gilt nach [19, Satz 6.4] im R3 die zu (2.23)) dquivalente Darstellung

[ [
(Du,v)p = yym // — Fu| cu|r rv(x )dsxdsy, (2.24)
m X —

wobei curlpu(x) = n(x) x Va(x) fir x € ' die Oberflaichenrotation der skalaren
Funktion u bezeichne und @ eine geeignet gewahlte Fortsetzung von u sei.

Nach [19, Abs. 6.5] kann gezeigt werden, dass der Kern des hypersinguldren Operators
den konstanten Funktionen entspricht: Sei p(X) = 1. Dann folgt mit der Darstellungs-
formel (2.13) und mit der Definition des Doppelschichtpotentials (2.17))

1= /me* %,y)dsy = (W1)(X) fir % € Qp.

Anwenden der (mit negativem Vorzeichen versehenen) dufieren Konormalenableitung
auf obige Gleichung ergibt mit der Definition des hypersinguldren Operators (2.22)

0=— lim ny Vi(W1)(x)=(Dl)(x) firxel.

Qp3x—x€el

Daher kann D nicht elliptisch auf ganz H'/?(I") sein. Nach [19, Folgerung 6.4] gilt
jedoch das folgende Resultat:

Lemma 2.34. Der hypersingulire Operator D ist H/?(T")~semi-elliptisch, d.h. es gilt
(Dv,v)p > ¢y \v\QHl/z(F) fiir alle v € HY(T) (2.25)
mit einer Konstante cP > 0.

Die Elliptizitat von D kann in geeignet gewahlten Faktorrdumen gewéhrleistet werden,
wie zum Beispiel im Raum der auf Eins orthogonalen H'/?(I")-Funktionen

HY2(T) = {v e H/2(I) : (0, 1), = 0}

mit der Norm

ol = {olaa + o, e},
die nach dem Normierungssatz von Sobolev, siehe z.B. [19, Satz 2.2], eine dquivalente
Norm in H'/2(T") definiert. Fiir ein v € H /Q(F) folgt dann aus ([2.25)

_ 2 2 2
(Dv, ) > & [oliszey = {0y + [0, e} = & ol gy 2 eCllollzm
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mit einer Konstante ¢ > 0, also die Hii2(F)fElliptizitéit von D.

Um den hypersinguldren Operator in der Praxis umzusezten, wird der modifizierte
hypersingulire Operator D : H/?(I') — H~'/%(T") durch die Bilinearform

<Dw, U>F = (Dw,v)p + afw, 1) (v, 1) fiir v,w € HY*(T) (2.26)

mit (einem geeignet zu wahlenden) o € R erklart. Der Operator D ist beschrankt
und aufgrund der Hi/?(I')-Elliptizitit von D auch HY2(I')-elliptisch wegen

(Do,v) = (Do, o)y + | (0, 1),
> ¢y |U|§11/2(1“) +al{v, 1)p?
> min{ey, o {[vlf e + (v, 1)}
2 51DHUH12{1/2(F) fiir alle v € HY*(I)

= min{cy, a}ollgz

mit einer Konstante éP > 0. Nach dem Lemma von Laz—Milgram, siche [19, Satz 3.2],

ist daher der modifizierte hypersinguldare Operator invertierbar, d.h. es existiert die

stetige Inverse )
D' HVA(T) — HY(T) (2.27)

und diese ist beschréankt, d.h. es gilt

|07l

HL/2(T

1
) < pllwllssgy i alle w € HZV(T), (2.28)
1

Da der hypersingulare Operator D und damit auch der modifizierte hypersingulére
Operator D selbstadjungiert ist, was aus der Symmetrie der Bilinearform ( - ) bzw.
(2.26)) folgt, gilt nach [19, Lemma 3.3] die H~ 12(I")-Elliptizitat von D™,

(D7'w,w) > @kug,l/g(r) fiir alle w € H-V2(T) (2.29)
G2
mit einer Konstante ¢ > 0.

Einen Zusammenhang zwischen der inneren und der &ufleren Spur sowie der inneren
und dufleren Konormalenableitung des Einfachschichtpotentials bzw. Doppelschicht-
potentials liefern die folgenden zwei Lemmata:

Lemma 2.35. Es gelten die beiden Sprungrelationen fiir das Einfachschichtpotential
767 (V) (x) = 75" (V) (x) = 0 firx €T,
Y (VW) (x) — 4" (Vw)(x) = —w(x) firx el

Fiir einen Beweis des Lemmas sei auf [19, Lemma 6.6] verwiesen.

Lemma 2.36. Es gelten die beiden Sprungrelationen fiir das Doppelschichtpotential

%" (Wo)(x) — 95" (Wo)(x) = v(x) firx €T,
Y Wo)(x) — Y (W) (x) =0 firxeTl.
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Fiir einen Beweis des Lemmas sei auf [19, Lemma 6.9] verwiesen.

Mit dem Einfachschichtpotential (2.14) und dem Doppelschichtpotential (2.17)) lautet
die Darstellung ([2.13)) daher

p(x) = —(V9i"p)(x ) (W’Y”t )(x)  fir x € Qp. (2.30)

Die beiden Potentiale (2.14) und (| erfilllen auflerdem die Abstrahlbedingung

(1.14), Siehe ZB [11].
Um aus 0) Randintegralgleichungen abzuleiten, Werden die auf)ere Spur & und

die auﬁere Konormalenableltung ¢t angewandt. Mit ( und ([2.18)) ergibt sich
Y5 p(x) = —(VA'p) (%) + [o(x) + K] 75" p(x) fiir x € T.

Mit der Sprungrelation des Einfachschichtpotentials, der Definition des hypersingularen
Operators und der Darstellung (2.20)) folgt

() = (%) — AP UTAED) (%) — (D§p) ()

= 71"'p(x) — o (x)1"'p(x) — (K'91"p)(x) — (D" p) (%)
=[1-o(x) = K'7{"p(x) — (Dyg"'p)(x)  firx el

Es resultiert schliefllich das System von Randintegralgleichungen

ext
e\ (ol + K -V YErtp
(,yeztp> < —-D [1 _ O'][ _ K! ”fotp . (231>

Anstelle des hypersinguldren Operators D wird nun der modifizierte hypersingulére
Operator D verwendet. Damit kann unter Zuhilfenahme des inversen Operators D1
aus der zweiten Randintegralgleichung von ([2.31)) die Darstellung

Yep(x) = =D~ (ol + K")v¢*'p(x) firx €T (2.32)
gewonnen werden. Hierbei wird der Operator 7' : H=Y/2(I") — HY2(I"), definiert durch

T :=D Yol +K"), (2.33)

als Poincaré—Steklov—Operator bezeichnet.
Einsetzen von (2.32)) in die erste Randintegralgleichung von (2.31)) ergibt

Netp(x) = —[V + (o] + K)D (ol + K')|y*'p(x) fiir x € T.
Damit stellt 7 : H-'/2(T") — HY2(I"), gegeben durch

T=V+(cl+ K)D (oI + K'), (2.34)

die dquivalente, symmetrische Variante des Poincaré—Steklov—Operators dar. Es wird
spiter gezeigt, dass eine symmetrische Approximation dieses Operators H~/ 2(T)-
elliptisch ist.
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2.7 Variationsformulierung des
FSI-Eigenwertproblems

In diesem Abschnitt, der sich an [12), Abs. 3] orientiert, wird eine variationelle Formu-

lierung des FSI-Eigenwertproblems (|1.12al)—(1.14)) hergeleitet.

Gegeben seien die Gebiete Qs C R* und Qp C R® wie in Definition [L.6] Betrachtet
wird das FSI-Eigenwertproblem (im Frequenzbereich): Finde u # 0, p # 0 und w € R,
sodass

—diveo(u(x)) = osw*u(x) fir x € Qg, (2.35a)
o(u(x))n, =0 fir x € 'y, (2.35b)
—Ap(x) =0 fir x € Qp, (2.35¢)

gilt und sodass die Transmissionsbedingungen auf dem Kopplungsrand

2 _int 2
OFW YU - Ny = Ppw u(X) - Ny =

anxp(x) = firx eT, (2.36a)
n™u = o(u(x))n, = —p(x)n, = — (75" p)ny firx e, (2.36Db)

erfiillt werden, wobei ny der duflere Normalenvektor beziiglich (g ist.
AuBerdem sei die Abstrahlbedingung ((1.14]) zu erfiillen.

Fiir die variationelle Formulierung des FSI-Eigenwertproblems ([2.35al)—(2.36b|) werden
vektorwertige Funktionenraume benotigt:

HY2(T) := {v = (vy,v9,v3)" - v; € HYX(I),i = 1,2, 3},
H_l/2(r) = {v = (v1,03,v3)" v € H_1/2(F),2' =1,2,3}.

Die zugehorigen Normen lauten
2 ’ 2 2 ’ 2
Ve = D lvillieqy, VIR = D lillg-ve .
i=1 i=1
Es wird nun das folgende Dualitatsprodukt definiert:
(t, W)y, = / t(x) - w(x)ds, fiir alle t € H-V2(D), w € HY2(I). (2.37)
r

Wegen der Neumann-Randbedingung (2.35b|) verschwindet das Randintegral auf I'y
in Gleichung (2.11). Mit den in Kapitel erklarten Operatoren A und M und ins-

besondere wegen der Gleichung (2.11]) folgt daher fiir (2.35a)—(2.36b]) die variationelle

Formulierung: Gesucht u € H*(Qg)\{0} und w € R, sodass

(Au,v) — gsw*(Mu,v) = <77mu,v>F fiir alle v € H'(Qg) gilt. (2.38)
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Mit den in Kapitel hergeleiteten Randintegralgleichungen und den Transmissions-
bedingungen ([2.36a))—(2.36b)) kann die Unbekannte p des Akustik—Problems mit der
Unbekannten u des Struktur—Problems gekoppelt werden: Die erste Randintegral-

gleichung von (2.31)) lautet
1
,ygxtp — (2I—|—K> extp V,ye:ct P.
Zusammen mit den Transmissionsbedingungen (2.36b)) und ([2.36a)) folgt aus ([2.38)

(Au,v) — psw®(Mu, v) :< (e p)m, A >

< e:ctp’ ,_y[z)ntv n>r
<< T + K) eztp V,yea:tp’ ,yént >F (239>
Orw

< ]+K) ewtp7,y(z)nt >F

+ or(V (95" u - n), 7§"v - m)

fir alle u,v € H'(Qg).
Die zweite Randintegralgleichung von (12.31)) ist gegeben durch

ext

ex 1 exr
0 p:—D%tp—l—(zf K) 'y

In variationeller Form und mit der ersten Transmissionsbedingung (2.36a)) ergibt dies
fiir y5%tp € HY2(T)

1
0= <D'Ve” 7q>r + <<21 + K’)'ﬁ“ ,q>F

: (2.40)
= (Dv§"p.q) .+ ng2<(21 + K’) (vin'u - m), q>F fiir alle ¢ € HY2(I),

Um die variationellen Formulierungen (2.39)—(2.40)) in Operatorgleichungen iiberzufiihren,
werden die folgenden Operatoren benotigt:

N:H' Q) - HY2T), uw *Nu,

- 2.41
N*:HY2(T) - HY(Qs)', ur~ N*u, (241)
mit den Einbettungen
L HY2(D) < L I, uwuw—u,
() fg ) (2.42)
o Lo(T) = HY2(D), ue
und mit
N :HYQg) = Ly(I), um— ~+"u-n,
(@) > La(D), ur ] o)

N*: Ly(T) — H'(Qg).
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Lemma 2.37. [10, Lemma 2.44] Der Operator N aus (2.43)) ist stetig.

Beweis. Sei u € H'(Qg). Dann ist

2
LQ(F)

int

znt
’70 UMy

Yo

znt
U;

NI

HNu

dsx</z
=

Z |n,~|2dsx
1

La(T) ‘ i—

.
I
_

Il
—

@
3
H.

,yznt ‘ 2
0 a2y

Mw

w0l <

.
I
—

|
—

Wegen dem Spursatz [2.30] (fiir s = 1) gilt

und daher folgt die Beschranktheit des Operators N. Da der Operator offensichtlich
linear ist, folgt die Stetigkeit von N. [

Yo

int ‘

H/2(T) — CT”u”Hl(QS)

Korollar 2.38. [10, Korollar 2.45] Die Operatoren N und N* aus (2.41)) sind kompakt.

Beweis. Nach [7, Theorem 4.2.2] ist die Einbettung ¢ aus kompakt. Es folgt
wegen dem Satz von Schauder, siche [21, Satz II1.4.4], dass ¢* kompakt ist. Da die
Komposition von stetigen und kompakten Operatoren wieder kompakt ist, siehe z.B.
[21], Satz I1.3.2b], und wegen der in Lemma [2.37] - gezeigten Stetigkeit von N, ist der
Operator N kompakt. Aus dem Satz von Schauder folgt dann die Kompaktheit des
Operators N*. [

Die variationelle Formulierung (2.39) lautet daher als Operatorgleichung

Au—gSwZMu—i-N*(zI—i-K) oty — opw? N*V Nu = 0

und die Variationsformulierung ([2.40]) lautet in Operatorschreibweise

1
D§™'p + orpw (21 + K') Nu=0.

Daraus ergibt sich fiir das FSI-Eigenwertproblem ([2.35a)—(2.36b)) die Formulierung:
Gesucht u € H'(Qg)\{0}, 7¢*'p € HY/2(I")\{0} und w € R, sodass

(2.44)

ext

A — 05w’ M — opw?N*VN N* (;I + K) u 0
(i) = 0

opw? <;I + K’)N D ~\0
gilt.

Fiir den Rest dieses Abschnitts wird der Einfachheit halber p := ~§*'p definiert.
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Wie in Kapitel erwahnt, sind die konstanten Funktionen im Kern von D und von
(%I + K) enthalten. Das bedeutet, wenn (;) das System ([2.44) erfiillt, dann erfiillt
auch (;) mit p := p+c, ¢ = konstant, das System ([2.44)). Anstelle des hypersinguldren

Operators D wird nun der modifizierte hypersingulire Operator D, siche ([2.26)), ver-
wendet und p so skaliert, dass

<157 1>r =0

gilt. Dies ist aquivalent zu: wahle die Konstante ¢ so, dass

(p, 1>F = _<C7 1>F

gilt. Die zu ([2.44]) adquivalente Formulierung mit dem modifizierten hypersinguldaren
Operator lautet: Gesucht u € H'(Qg)\{0}, p € HY/?(I')\{0} und w € R, sodass

p

A — 05w M — 0pu®N*VN N (;1 + K) O /o
) e
W?(;I + K’)N D

0

gilt.

Mit Hilfe des in Kapitel definierten Poincaré-Steklov—Operators T' kann eine
Schur-Komplement—Formulierung von (2.45)), hergeleitet werden. Da der modifizierte
hypersinguldre Operator D invertierbar ist, folgt aus der zweiten Gleichung von ([2.45|)

p=—orw?D7! (;I + K’) Nu.

Eingesetzt in die erste Gleichung von ([2.45)) ergibt dies eine, zum FSI-Eigenwertproblem
([2.35a)—([2.36D) dquivalente, Formulierung: Finde u € H!(Qg)\{0} und X := w? € R,

sodass

| |
Au = )\(QSM + opN* [v + (21 + K)D ! (21 + Kﬂ N>u (2.46)

gilt.
Mit der symmetrischen Darstellung des Poincaré-Steklov—Operators ([2.34))

| o
T—V4+ (21+K>D—1(21+K')

lautet die dquivalente, symmetrische Variationsformulierung von (12.46)): Gesucht sind
u € H'(Q5)\{0} und \ € R, sodass

(Au,v) = A gs(Mu,v) + QF<N*TN11,V>F} fiir alle v € H'(Qg) (2.47)

gilt.






3 Niherungsmethoden

In diesem Kapitel wird ein Naherungsverfahren erklért um die im vorigen Kapitel her-
geleitete kontinuierliche Variationsformulierung des FSI-Eigenwertproblems zu diskre-
tisieren und somit in ein endlichdimensionales Matrix—Eigenwertproblem umzuformen.
Um dies zu bewerkstelligen werden finite Elemente und Randelemente eingefiihrt.

3.1 Galerkin—Bubnov—Formulierung

Beim Galerkin—Bubnov—Verfahren, siehe [19, Abs. 8.1], werden gleiche Ansatz— und
Testraume verwendet. Sei X ein Hilbertraum. Es sei das Eigenwertproblem, gesucht
u € X\{0} und X € R, sodass

(Au,v) = A(Bu,v) firalleveX (3.1)

gilt, gegeben. Die Operatoren A : X — X’ und B : X — X' seien linear, beschréankt
sowie selbstadjungiert, A sei X—elliptisch und B sei positiv, d.h. (Bv,v) > 0 fiir alle
v € X\{0}.

Es sei eine Familie von konformen Ansatzriaumen
X,y = Mo-X
M = span{@; -

mit M € N gegeben. Jedes Element uj; € X, hat beziiglich dieser Basis die eindeutige
Darstellung

M
wy =Y up @y (3.2)
k=1

Die Galerkin-Bubnov—Variationsformulierung von ({3.1)) lautet: Gesucht uy, € X,/\{0}
und \y; € R, sodass

<A11M,VM> = )\M<BLIM,VM> far alle vy € Xy gllt (33)

Mit dem Ansatz (3.2)) und wegen der Linearitat der Operatoren A und B folgt

M M
ST u (A, o) = A > up (B, ) fiiralle ] =1,..., M.
k=1 k=1

Mit den Notationen

35
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fiir die Matrizen Ay, By € RM*M folgt das zu (3.3)) dquivalente, endlichdimensionale
Matrix-Eigenwertproblem: Finde Eigenvektoren u = (v}, .. w37 € RM\{0} und
die zugehorigen Eigenwerte \y; € R, sodass

gilt.
Da jedem beliebigen Vektor v¥ € RM durch

M
Vy = Z’U}JCVIQOI~C € XM
k=1

eindeutig eine Funktion zugeordnet werden kann, gilt die folgende Identitat zwischen
Matrix— und Operatorschreibweise:

( MU,V >—ZZ wrlls Kluy' v =>_ > {Apw ) up' ol

k=11= k=1 1=1

M
<A2uk cpk,Zvl cpl> (Auys, vay)  fiir alle w™ o™ € RM ) uyy, vy € Xy

—

Analog gilt die obige Identitéit fiir die Matrix By, und den Operator B. Es werden
daher folgende Eigenschaften von den Operatoren auf die Matrizen tibertragen:

e Aus der Selbstadjungiertheit des Operators A : X — X’ folgt die Symmetrie der
Matrix Ay, € RM*M wegen

(AMuM UM) = (Auy, vy) = (uy, Avy) = (uM,AMvM> (3.5)

fiir alle u™, vM € RM und uyz, var € Xys. Analog folgt die Symmetrie der Matrix
By € RMXM.

e Aus der X-Elliptizitat des Operators A : X — X’ folgt die positive Definitheit
der Matrix Ay, € RM*M wegen

(AMUM UM) = (Ava, Vi) > Elvarllx (3.6)
fir alle v™ € RM « v, € Xy € X und mit einer positiven Konstante .

Um die Konvergenz der Naherung u,, € X, des diskreten Problems (3.3) gegen
den Eigenvektor u € X des kontinuierlichen Problems ({3.1) zu sichern, muss der
Ansatzraum X, die Approzimationseigenschaft

im sup  inf lu—vux =0 (3.7)

erfiillen. Es werden daher in den folgenden beiden Abschnitten konforme Ansatzréume,
fiir welche die Eigenschaft (3.7)) nachgewiesen werden kann, angegeben.



3.2 Finite Elemente 37

3.2 Finite Elemente

Da ein Eigenvektor des FSI-Eigenwertproblems ein Element des H'(Qg) ist,
wird in diesem Abschnitt, der sich an [19, Kap. 9] orientiert, ein lokal polynomialer,
endlichdimensionaler Ansatzraum X, erklirt, der ein Teilraum des H'(Qg) ist und
der die Approximationseigenschaft erfillt.

Sei Qg C R? ein beschrinktes Gebiet und {7y }nyen eine Folge von Unterteilungen,
d.h.

o n(N)
Qs =Tn = U Tk
k=1

mit den finiten Elementen 73, die hier als Tetraeder gegeben seien. Eine Unterteilung
Tn heifit zuldssig, wenn fiir 2 verschiedene, abgeschlossene Elemente 7, 7; € Ty, k # J,
gilt, dass deren Durchschnitt 7, N 7; entweder leer ist oder aus einem Knoten, einer
Kante oder einer Seitenfliche der Tetraeder besteht. Eine nicht zuléssige Unterteilung
wiirde sogenannte hangende Knoten beinhalten. Im Folgenden wird nur von zulassigen
Unterteilungen ausgegangen.

Es werden nun Kenngroflen eines finiten Elements 75, angegeben:

e Das Volumen ist
Ak = /dX
Tk

Die lokale Maschenweite ist

hy = (Ag)3.

Der Durchmesser ist

dp := sup |x—y]|.

X, YETE

Der Radius ry ist der Radius der grofiten in 75, enthaltenen Kugel.

Die globale Maschenweite ist

Rfem = Pmaz 7= max  hy.
k:L...,TL(N)

e Das Minimum der lokalen Maschenweite ist

Rpmin ;= min  hy.
k:l,...,n(N)

Die finiten Elemente 7, € Ty heiflen formreguldr, falls eine von der Unterteilung Ty
unabhéngige Konstante cp existiert, sodass

dp < cpry, firalle b =1,...,ny gilt.
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Die Folge von Unterteilungen {7y} nen heiit global gleichmdfig, falls eine von N € N
unabhéngige Konstante cg > 1 existiert, sodass

gilt.

Sei nun Ty eine zulissige, formregulire Unterteilung von Qg und bezeichne {z;}1s,
die Menge aller Knoten von Ty. Der Ansatzraum X, C H'(Qg) wird gewéhlt als
Si(Twn, Qs), dem Raum der stickweise linearen und global stetigen Funktionen auf Qg,
siehe z.B. [19, Abs. 9.3]. (Der Index h bezeichne den Diskretisierungsparameter, der
bei der Verfeinerung der Unterteilung des Gebietes gegen 0 strebt.) Fiir eine zuléssige
Unterteilung von Qg C R? ist eine Basis dieses Ansatzraumes gegeben durch

1 fir x = xy,
wr(x) =<0 fir x = x; # xg,
linear sonst.
Die Dimension des Ansatzraumes entspricht dabei gerade der Anzahl der Knoten der

Unterteilung, d.h. dim S} (T, Qs) = Ms. Es gilt damit fiir eine beliebige Funktion
v, € SH(Tw, Qs) die Darstellung

vp(x) = Zj Uk (X).

Da ein Eigenvektor von (2.47)) allerdings ein Element des H'(2g) ist, miissen vektor-
wertige Ansatzfunktionen definiert werden. Die Basis ¢, wird zur Basis ¢ wie folgt
erweitert, siche auch [10, Abs. 3.1]:

Paprj = ore; fir ke {1,.., Mg}, j € {1,2,3}, (3.8)

wobei die Vektoren e; den kanonischen Einheitsvektoren im R? entsprechen. Der An-
satzraum des H'(Qg) sei demzufolge mit X, := span{p,} gegeben. Eine Funktion
v € Xy lasst sich darstellen durch

Mg 3

vu(x) = Z Z @Zj%\;c[+j¢3k+j<x)' (3.9)

k=1 j=1

Wie in Kapitel erldutert, ist fiir die Konvergenz einer Ndherung u,; € X,; gegen
u € H'(Qg) des kontinuierlichen Problems (2.47) die Approximationseigenschaft

lim  sup inf |lu—vulm =0
M—o00 UEHl(Qs) V]\/[EXA[ H (QS)

notwendig. Nach [19, Satz 9.2] gilt fiir den Ansatzraum S} (Tx, Qs):
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Satz 3.1. Sei Ty eine zuldssige, formregulire Unterteilung von Qg. Sei u € H*(Ty)
mit s € [v,2] und mit v € {0,1}. Dann gilt die Approzimationseigenschaft

inf — 5 < ch%,
vaS}%?TN,QS)Hu Uh”H (Tw) ¢ fem |U

Hs(Tn)
mit einer positiven Konstante c.

Der Satz kann auch auf den vektorwertigen Ansatzraum X,; C H'(2s) angewandt
werden:

Korollar 3.2. Sei Ty eine zuldssige, formregulire Unterteilung von $dg. Sei
u € H%(Ty) mits € [v,2] und mitv € {0,1}. Dann gilt die Approxzimationseigenschaft

inf flu-— VM”HV(TN) < chfep |u

v EX HS(TN)

mit einer positiven Konstante c.

3 4 M
Beweis. Sei vy (x) = > vj,(x) mit vj,(x) := ZS 0351 ;Paks;(x), 7 =1,...,3. Dann gilt
j=1 k=1
per Definition der vektoriellen H”(7y)-Norm und mit Satz

1/2
)

leg)f(M ”u B VMHHD(TN) - v/ 6811(/17%\7,95 <Z Huj ‘
1/2
(TN))

3
=2
(Z hfem
) 1/2
He(Tn)

j=1
1/2
Hs TN))

IN

3
—27 1.2(s—v)
< (max (@330, 3l

= max {CJ fem(Z ’uJ

fem |u’HS (Tn)

mit ¢ = [max {c]} O

7 7

3.3 Randelemente

Da im FSI-Eigenwertproblem auch Randintegrale (auf dem Kopplungsrand
') auftreten, werden in diesem Abschnitt, der sich an [19, Kap. 10] orientiert, Rand-
elemente eingefiihrt. Wegen 7§*p € HY/2(T") wird ein endlichdimensionaler Ansatzraum
Y erklirt, der ein Teilraum des HY/2(T") ist und der die Approximationseigenschaft

e$t

Y% P— QM‘

=0 (3.10)

lim sup inf ’

1/2(
M—o0 ~ErtpeH/2(T r)mEYm H!/2(T)
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erfiillt.

Die Folge {7Tn}nen von Unterteilungen bei der Zerlegung des Gebietes (g, s. Kapitel
3.2 impliziert eine Folge {Ey}nen von Unterteilungen, die den Kopplungsrand T' in
Dreiecke, die Randelemente o;, zerlegt. Sei also

B m(N)
r=%yv= a.
=1
Bemerkung 3.3. Es ist nicht notwendig, die gleiche Folge von Unterteilungen sowohl
fiir das Gebiet als auch fiir den Rand zu verwenden. In dieser Arbeit wird allerdings
diese Variante angewandst.

Eine Unterteilung ¥ des Randes I' heifit zuldssig, wenn fiir zwei verschiedene, ab-
geschlossene Randelemente a;,0; € Xy,l # 4, gilt, dass deren Durchschnitt o; N o;
entweder leer ist oder aus einem Knoten oder einer Kante besteht. Da die Unter-
teilung Ty fiir die finiten Elemente aus Kapitel bereits zuldssig war, ist auch die
Unterteilung Xy fiir die Randelemente o; zuléssig.

Ahnlich zu den finiten Elementen werden KenngroBen eines Randelements o; definiert:

e Die Flache ist
A = / dsy.
oy

Die lokale Maschenweite ist

[ ]
SIS

h,l = (Al) .

Der Durchmesser ist

d,:= sup |x —y|.

X, y€o;

Der Radius r; ist der Radius des grofiten in o; enthaltenen Kreises.

Die globale Maschenweite ist

hpern = Pmaz = max  hy.
l=1,...,M(N)

e Das Minimum der lokalen Maschenweite ist

Rpmin ;= min  hy.
lil,...,M(N)

Analog kénnen die Eigenschaften der Formregularitdt und der globalen Gleichmdfigkeit
auf die Randelemente tibertragen werden: Die Randelemente o, € ¥y heiflen form-
reguldr, falls eine von der Randzerlegung Yy unabhéngige Konstante cp existiert,
sodass

dy < cprp firallel =1,...,m) gilt.
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Die Folge von Unterteilungen {¥y} yen heifit global gleichmdfig, falls eine von N € N
unabhéngige Konstante cg > 1 existiert, sodass

hmax < c
hmin =
gilt.
Sei nun Yy eine zulissige, formregulire Zerlegung von I' und bezeichne {z;}17, die
Menge aller Knoten, die auf I' liegen. Der Ansatzraum Y, C HY/?(I') wird gewéhlt
als S} (Xn,T), dem Raum der stickweise linearen und global stetigen Funktionen auf
[, siehe z.B. [19, Abs. 10.2]. Fiir eine zuléssige Unterteilung von I ist eine Basis dieses
Ansatzraumes gegeben durch

1 fir x = xy,
wr(x) =<0 fir x = x; # xi,

linear sonst.

Die Dimension des Ansatzraumes entspricht der Anzahl der Knoten der Unterteilung,
d.h. dim S} (XN, T) = M;. Es gilt fiir eine beliebige Funktion ¢y € Yy = SL(2nN,T)
die Darstellung

() =3 gt pelx).

Nach [19, Satz 10.3] erfiillt der Ansatzraum S} (Xy,T') die Approximationseigenschaft
(13.10)):

Satz 3.4. Sei Yy eine zuldssige, formrequldre Unterteilung des hinreichend glatten
Randes T'. Sei p € H*(T") mit s € [v,2] und v € [0,1]. Dann gilt die Approximations-
etgenschaft

qki}%,fM Hp - qMHH”(F) < Chbem ’p‘HS(F)

mit einer positiven Konstante c.

3.4 Diskrete Formulierung des
FSI-Eigenwertproblems

Mit den in Kapitel [3.2] und [3.3] erklarten endlichdimensionalen Rdumen X, und Yy,
kann die Galerkin—Bubnov—Variationsformulierung des FSI-Eigenwertproblems ([2.44))
angegeben werden: Gesucht uy; € X/ \{0}, par € Y \{0} und Ay := w? € R, sodass

[ S ) ) )

orA\u <§1 + K’)N D Py ) \au 0
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fir alle vy € Xy, und qpr € Yy gilt. Seien n := dim X, und m := dim Y,,;. Dann
werden die folgenden Matrizen definiert um das System (3.11)) in ein dquivalentes,
algebraisches Matrix—Eigenwertproblem umzuformen:

AFE[lak] <A30k7901> = AL/dIVQOk div Qoldx+2,uL/ZZ€zj Pk 6”(Q01)d
=1 j5=1
Mpg[l, k] == <M‘Pka<Pl>QS = /‘Pk - dx,
Qg
Vil k] == (N"V N, @) q / (V5" pr - 1) (15" oy - 1) s,
T
Mpg(l, j] = (N"¢;, @1)q, /wﬂmt% ndsx,
KBE[ZJJ] <N K@J,(Pl /KQO] 7lnt‘lol nd8X7

Dyli. ] = (D, @i)r / Depjpidss

fir k,l =1,...,n und fir 7, j = 1, ..., m. Fiir diese Matrizen gilt daher

App € R™", AL = Apg,
Mpp € R™™, M{, = Mpg,
Vpp € R™", Vi = Vg,
Mpg € R™™,
Kpp € R™™,
Dpg € R™™ DL = Dpp.

Damit lautet das zu (3.11]) dquivalente Matrix-Eigenwertproblem: Gesucht sind die
Eigenvektoren u € R™\{0}, p € R™\{0} und die zugehérigen Eigenwerte A € R, sodass

(3.12)

App — 0sAMpg — 0rA\VBE (;MBE + KBE> (u) (0)
QF)‘<§M£E + K]:,;E) Dk d

gilt.
Die diskrete Variationsformulierung des FSI-Eigenwertproblems ([2.45)) lautet: Gesucht
uy € X \{0}, pir € Y \{0} und Ay = w? € R, sodass

or M (;1 + K')N D

[ s ) g (0

PMm qm 0
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fir alle vy, € Xy und gy € Yy gilt.
Mittels des Poincaré-Steklov—Operators ([2.34)

1 1
T—V4+ <21 4 K>D‘1(21 + K’) L HV2(T) = HY2(T)

kann eine zu (3.13]) dquivalente, symmetrische, diskrete Variationsformulierung ange-
geben werden: Gesucht uy; € X;3,/\{0} und Ay, € R, sodass

<A11M,VM> = Ay |:QS<MU—M;VM> —+ QF<N*TN11M,VM>F] fur alle vy € Xy (314)

gilt.
Die Matrix der Approximation des Poincaré—Steklov—Operators
Tpell, k]| = (N"TNe,, @) firki=1,..n

kann jedoch nicht direkt berechnet werden, da die Inverse des Operators D nicht ex-
plizit vorliegt. Es wird daher eine symmetrische Approximation des kontinuierlichen
Operators T' erklart:

Fiir ein w € H™Y/2(T") folgt mit der symmetrischen Darstellung (2.34))
1 ~ (1 , 1
Tw=Vw+ <21+K>D (21+K)w=w+ <2I+K>v

mit v = D1<§I + K’>w € HY(T"), d.h. v € HY%(I') ist die eindeutig bestimmte
Losung des Variationsproblems
~ 1
<Dv,7‘>F = <<2] - K’)w,7> fiir alle 7 € HY2(T).

Mit dem konformen Ansatzraum Yy, = S} (X, ') € HY2(I") kann durch die Galerkin—
Variationsformulierung

~ 1
<DvhaTh>F = <(21 + K/>w,7h> fir alle 7, € Yy

eine Naherungslésung v, € Y, bestimmt werden. Die symmetrische Approximation
T :HY2(I') — HY2(T") des Poincaré-Steklov—Operators T' wird dann definiert durch

~ 1
Tw =V + (21 + K)vh. (3.15)
Analog zu [19, Lemma 12.4] lasst sich das folgende Lemma beweisen:

Lemma 3.5. Die symmetrische Approzimation T (3.15) des Poincaré-Steklov—Operators

T [@2:34) ist
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e beschrankt, d.h. es gilt
[Tl

H/2(T) — 6g||w||H71/2(F) fUT alle w € H_1/2(F)

mit einer positiven Konstante ¢ und
o HY2(T")-elliptisch, d.h. es gilt
<Tw,w>F > EiprHf{,l/Q(F) fiir alle w € H™Y2(T)
mit einer positiven Konstante ¢l .
Weiters gilt die Fehlerabschdtzung
(T = Tyl

< inf Tw —
H'/2(T) _thegﬁzN,r)|| v whHHl/Q(F)

mit einer positiven Konstante c.

Die Approximation 7" aus (3.15) fithrt daher auf eine approximative, symmetrische,
diskrete Variationsformulierung des FSI-Eigenwertproblems: Gesucht iy € Xj/\{0}
und Ay € R, sodass

fir alle vy € Xy (3.16)

gilt. 3
Die Matrix des modifizierten, hypersingulédren Operators D wird bestimmt durch

Dpgli, j) == <D§0j7§0i>r = (Dej, pi)p + oy, Dp{ei, r
= /D(,Oj@idé‘x + OéAin
r

fir 7,7 = 1,...,m und mit einem a € R, . Es gilt
DBEGRme DgE:DBE

Da der modifizierte, hypersinguldre Operator D invertierbar ist, ist auch die Matrix
Dyp invertierbar. Im Diskreten lasst sich daher die symmetrische Approximation T
des Poincaré-Steklov—Operators definieren durch

1 - 1
Tsr == Vpr + <2MBE + KBE> Dé}g <2MBE + K£E>-

Es gilt
Tpp € R™" TL, =Tgg.

Es folgt das zu (3.16]) aquivalente Matrix—Eigenwertproblem: Gesucht sind die Eigen-
vektoren u € R™\{0} und die zugehorigen Eigenwerte X' € R, sodass

Appu = XN|osMpru+ 0rTpru (3.17)

gilt.
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3.5 Konvergenz des diskreten Problems

In diesem Abschnitt, der sich an [4, Kap. 7, Kap. 9] orientiert, werden Kriterien fiir
die Konvergenz der Eigenwerte und Eigenfunktionen des diskreten Problems gegen
die Eigenwerte und Eigenfunktionen des kontinuierlichen Problems angefiihrt. Anstelle
des urspriinglichen, kontinuierlichen Eigenwertproblems wird das kontinuierliche
Eigenwertproblem mit der symmetrischen Approximation betrachtet: Gesucht
u € H'(Q25)\{0} und \ € R, sodass

(Au,v) = S\{Q5<Mu, V) + QF<N*TNU,V>F} fiir alle v e H'(Qg) (3.18)

gilt. Das zugehorige diskrete Eigenwertproblem lautet: Gesucht uy, € Xj/\{0} und
A € R, sodass

(Aupr, vyy) = s {QS(MUM,VM) + QF<N*TNuM,VM>F] fir alle vy, € Xy (3.19)

gilt.
In Kapitel wurden die zwei symmetrischen, beschrankten Bilinearformen a und b
definiert, fir die gilt:

a(u,v) = (Au,v) fir alle u,v € H(Qg),
b(u,v) = (Mu,v) fiir alle u,v € H'(Qg).

Sei b(-,-) : HY(Qg) x H'(Qg) — R die durch
b(u,v) == og(Mu,v) + QF<N*TNu, v>F fiir alle u,v € H'(Qg)

definierte symmetrische Bilinearform und sei B : H'(Qg) — H'(Qg)" der dadurch
induzierte selbstadjungierte Operator, d.h.

<Bu,v> = b(u,v) fiirr u,v € H(Qg).
Sei a(-,-) : HY(Qg) x HY(Qs) — R die durch
a(u,v) == a(u,v) + b(u,v) fir alle u,v € H(Qg)

definierte symmetrische Bilinearform und sei A : H'(Qg) — H'(Qg)" der dadurch
induzierte selbstadjungierte Operator, d.h.

<flu,v> =a(u,v) fiir u,v € H'(Qg).

Es wird nun ein zum Eigenwertproblem (3.18]) 4quivalentes, verschobenes Variations-
problem betrachtet: Gesucht sind u € H(Qg)\{0} und X := A + 1 € R, sodass

a(u,v) = Xb(u,v) fir alle v.e H'(Qg) (3.20)
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gilt. Das Analogon zur diskreten Variationsformulierung - ) lautet: Gesucht sind
uy € Xp/\{0} und A= Ay + 1 € R, sodass

EL(uM, VM) = )\MZ;(UM,VM) far alle vy € Xy (321)

gilt.
Den Grund fiir die Verschiebung des Problems liefern die Eigenschaften der Bilinear-
form a:

Lemma 3.6. Die Bilinearform a(-,-) : H'(Qg) x H(Q2s) — R ist beschrinkt, d.h. es
ezistiert eine Konstante c3 > 0, sodass

la(u,v)| < CgHu”Hl(QS)HVHHl(Qs) fiir alle u,v € H'(Qg) gilt.

Beweis. Dies folgt aus Lemma [2.32] Lemma und Lemma ~Sovvie wegen der
Beschranktheit der Komposition der beschrankten Operatoren N*, T und N. ]

Um die H'(Qg)-Elliptizitdt von a zeigen zu konnen, wird die Zweite Kornsche Un-
gleichung, siehe [19, Satz 4.8], benotigt:

Satz 3.7. Sei Qg C R? ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0.
Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass

3 3
/ZZ ei;(v(x))]2dx + HV||L2 Qs) = chHHl(Q ) fiir alle v € H'(Qg) gilt.
Qg ==l

Lemma 3.8. Die Bilinearform a(-,-) : HY(Qg) x HY(Qg) — R ist HY(Qg)—elliptisch,
d.h. es existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass

a(v,v) > c‘}||v||§{1(95) fiir alle v e HY(Qg) gilt.
Beweis. Fiir v.e HY(Qg) folgt mit Lemma [3.5| und Satz

a(v,v) = a(v,v) + b(v,v) = Ar / [div v(x))2dx +241z / SO ey (VX)) dx

QS QS =1 ]:1

>0

+ 0s(v, V)1, Lo () )+QF<N*TNV,V>F

> 2/@/22231 ei(v 2Ob(‘f‘QSHVHL2 Qs) T oré; HNV”H 1/2(T)
Qs "7 >0

> min{2uL, QS} /ZZ 67,] dX + HVHL (Q2s)
Qg = 15=1

> min{2ur, QS}CHVH?{l(Qs)'
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Lemma 3.9. [I0, Lemma 2.33] Der Operator M : H'(Qg) — H'(Qg)’ ist kompakt.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass das Bild der Einheitskugel B(0,1) € H'(Qg) unter M
relativkompakt in H'(Qg)’ ist. Sei das Bild von B(0,1) unter M gegeben durch

Im:={Mu:ue B(0,1)}.

Sei (c,) eine Folge in Im. Zu zeigen ist, dass eine konvergente Teilfolge beztiglich der
Norm ||-|| g1 () existiert. Da ¢, ein Element von Im ist, existiert ein u, € B(0,1), so-
dass Mu,, = ¢, gilt. Aus dem Einbettungssatz in Sobolev-Rdaumen, siehe [1), Satz 8.9 (2)],
folgt, dass die Einbettung von H'(Q2g) nach Ly(Qg) kompakt ist. Daher existiert eine
{15 (q)konvergente Teilfolge (u,/) mit Grenzwert u € Ly({s). Die Folge (cv) =
(Mu,,) ist somit eine Teilfolge von (c,). Es ist noch zu zeigen, dass die Folge (¢,/) in
H'(Qg)" konvergiert. Fiir ¢ := Mu folgt mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung

[(M(a,y — ), v)|
len = cllgr gy = sup

0£veH! (Qg) ||V||H1(Qs)
[ (uy —u)vdx
Qs

= sup < [luw — uf]
ogveri(9s) IVl b2(@s)
Fir n’ — oo strebt daher [|c,y — ¢ g (o) gegen 0. O

Lemma 3.10. Der Operator B : H(Qg) — HY(Qg)’ ist kompakt.

Beweis. Aus der Linearitit und der Beschranktheit des Operators T folgt seine Stetig-
keit. In Kapitel 2.7 wurde gezeigt, dass die Operatoren N* und N kompakt sind, sieche
Korollar Da die Komposition von stetigen und kompakten Operatoren wieder
kompakt ist, siehe [21), Satz I1.3.2b], und wegen der in Lemma gezeigten Kompakt-
heit von M folgt die Behauptung. O]

Lemma 3.11. Die Bilinearform b(-,-) : H'(Qg) x H'(Qs) — R ist positiv.
Beweis. Fiir v € H(Qg)\{0} gilt wegen der H-/?(T")-Elliptizitit von T (Lemma
b(v,v) = 0s(MV,v) + op(N"TNv,v)_
= 05(V, V)1,0q) T QF<TNV, NV>F
> 0s HVHiQ(QS) +ort] ”NVHIQ{—U?(F) >0
—_— —_—
>0 >0

mit den positiven Konstanten gg, or, ¢ . O

Unter den Voraussetzungen, dass die Bilinearform a H'(Qg)-elliptisch (Lemma
und die Bilinearform b positiv (Lemma ist, kann nach [4, Kap. 9] der Losungs-
operator S : H'(Qg) — H'(Qg) definiert werden durch: Gegeben u € H(2g). Dann
existiert ein eindeutiges Su € H'(Qg), sodass

a(Su,v) =b(u,v) fir alle v.e H'(Qg) gilt.
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Nach [5, Anm. 8 40 (iii)] ist der Operator S selbstadjungiert und kompakt. Es gilt also
nach Lemma und Satz [2.16] dass jedes von 0 verschiedene Element von o,(S)
ein Elgenwert von S und reell ist. Weiters gilt, dass (), u) genau dann Eigenpaar von

ist, wenn (A~',u) Eigenpaar von S ist, d.h. Su = A"'u ist dquivalent zu

a(Su,v) = b(u, v) <=
a(j\ u V) b(u,v) <=
a(u,v) = Ab(u,v) fir alle v.e HY(Qg).

Seien A € R,i € N, die Eigenwerte von (3.20). Nach [, Kap. 9] sind die A?) positiv
und konnen aufsteigend geordnet werden, d.h.

0< AW <XB < <\ <
Es ist moglich, dass ein Eigenwert mehrfach auftritt, dass also
M) = =X firieNund fir j=1,.., 4% e N

gilt mit der sogenannten algebraischen Vielfachheit 1 des Eigenwerts A
Sei der Eigenraum zum Eigenwert A gegeben durch

EY = ker(AD)™'T — §) := span{u?, ... u*F D1 fir k=1,.,79 €N,

wobei die Dimension von E® als geometrische Vielfachheit ¥ bezeichnet werde. Nach
[21], Abs. VI.6] gilt:

Lemma 3.12. Fir selbstadjungierte Operatoren stimmen die geometrische und die
algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts tiberein.

Als Unterraum von H'(Qg) ist X, auch ein Hilbertraum. Fiir die Galerkin—Variations-
formulierung lasst sich daher nach [4, Kap. 7] der diskrete Loésungsoperator
Sy : HY(Qs) — HY(Qg) erkliren durch: Gegeben uy, € Xj;. Dann existiert ein
eindeutiges Sy uy; € Xy, sodass

a(Syuap, var) = l;(uM,vM) fir alle vy, € X,y gilt.

Da X, endlichdimensional ist mit dim X = M, ist auch Sy, kompakt. Ist (Ay, upy)
ein FKigenpaar von , SO ist ()\ s unr) em Elgenpaar von Sy; und umgekehrt. Nach

[4, Kap. 7] sind d1e dlskreten Eigenwerte A\ v € Ri=1,.., M, positiv und kénnen
aufsteigend geordnet werden, d.h.

0< A <A@ <. <0,

Analog zu oben sei die algebraische Vlelfachhelt des Eigenwerts )\ durch u Y gegeben
Sei der Eigenraum zum Eigenwert )\ definiert durch

Ejf = ker(A\yy) ™1 = §) == span{ufy, ., uj "V} fiir k=1,..,95] €N,
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mit der geometrischen Vielfachheit 7](\?.

Nach Lemma stimmen also die geometrische und die algebraische Vielfachheit der
Eigenwerte von (3.20) bzw. von (3.21)) tiberein. Im Folgenden wird daher nur mehr

von der Vielfachheit eines Eigenwerts gesprochen und diese mit mp(i) := pu® = ~

bzw. (im Diskreten) mit mpy (i) := ,ug\i/[) = ](\24) bezeichnet.

Als Folgerung von [4, Prop. 7.2] (Min—-Max—Charakterisierung der Eigenwerte) gilt:

Lemma 3.13. Der i—te diskrete Eigenwert von (3.21)) ist eine obere Schranke des
i—ten kontinuierlichen Eigenwerts von (3.20)), d.h.

D < XD fiir alle i =1, ..., M.

Nach [4, Prop. 7.4, Bem. 7.5] konvergieren die Eigenwerte und Eigenfunktionen des
diskreten Problems (3.21]) gegen die des kontinuierlichen Problems ([3.20]) genau dann,

wenn Sy, gegen S konvergiert fiir M — oo, d.h. wenn die Normkonvergenz

gilt. Diese Normkonvergenz ist nach [4, Prop. 7.6, Bem. 7.8] erfiillt.

Nach [4, Thm. 9.12] gilt das Konvergenzresultat fiir die approximierten Eigenwerte:

Satz 3.14. Seien A\ die Eigenwerte von (3.20) und 5\5\14) die Eigenwerte von (3.21)).
Dann gilt 0
AD < XD <3O 4 & gu e v ll?
<3 < o v,

mit einer positiven Konstante C.

Da bei der Zerlegung des Gebietes (g und bei der Zerlegung des Randes I' die sel-
ben Netze verwendet werden, stimmen die Diskretisierungsparameter e, und hpen,
iiberein und werden im Folgenden mit h bezeichnet.

Mit Korollar 3.2/ fiir s = 2 (u € H?(Qg) kann bei einem C?-Rand von g vorausgesetzt
werden) und v = 1 folgt:

Korollar 3.15. Seien A\ die Eigenwerte von (3.20) und 5\5\1/[) die Eigenwerte von
(3.21). Dann gilt fiir einen hinreichend glatten Rand von Qg

50 - 30

~7192 2
< ¢h” |l oy
mit einer positiven Konstante c.

Die Konvergenz der diskreten gegen die kontinuierlichen Eigenfunktionen lasst sich
nach [4, Thm. 9.13] folgendermafien beschreiben:
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Satz 3.16. Sei u” eine Eigenfunktion von (3.20) und normiert, |u®

=1, mit
H!(Qs)
zugehdorigem Eigenwert N\ mit Vielfachheit mp(i) € N. Seien weiters ug&), ey ug\ifk_l)
die diskreten Eigenfunktionen von mit den zugehorigen diskreten Eigenwerten
A= = S\S\ifk*l) fir k = 1,...mpy(i) € N, die gegen A\ konvergieren. Dann

existiert fir jedes i € {1,...., M} ein
WS\? € span{ug\?, ...,ug\i[k_l)} firk=1,....mpy (i),

sodass
o

<C sup inf ||lu— v
HHQs) ™ wept),fjuj=1 YM EXu | I o)

gilt mit einer positiven Konstante C.
Es folgt mit Korollar 3.2] fiir s =2 und v = 1:

Korollar 3.17. Unter den Voraussetzungen von Satz[3.16\ und fiir einen C*~Rand von

o

H!(Qg) = ch |u|H2(Qs)
mit einer positiven Konstante c.

Bemerkung 3.18. Es lasst sich zeigen, dass die Differenz zwischen den approximier-
ten Eigenwerten Ay, des Problems (3.19) und den exakten Eigenwerten A des FSI-
Eigenwertproblems ([2.47)) gegen Null geht, denn es gilt

A=Au| ==+ A= )| < A=A+ A= Au| =0

da einerseits

5\ — 5\ M‘ —0
gilt wegen Korollar und andererseits
‘A — 5\‘ —0

gilt, was mit den Resultaten aus [9] gefolgert werden kann.



4 Verallgemeinertes
Matrix—Eigenwertproblem

In diesem Kapitel, das sich an [3], 14} 20] orientiert, wird das verallgemeinerte Matrix—
Eigenwertproblem, das aus dem FSI-Eigenwertproblem resultiert, angegeben
und auf Eigenschaften der Eigenwerte und Eigenvektoren untersucht. Anschlieend
werden zwei Iterationsverfahren, das Arnoldi— und das Lanczos—Verfahren, vorgestellt
um dieses Problem numerisch zu 16sen.

4.1 Grundlegende Eigenschaften

Das FSI-Eigenwertproblem gehort in die Klasse der ,,Generalized hermitian
eigenvalue problems“, siehe [3| Abs. 5.1], im Folgenden GHEP genannt. Es hat die
Form: Gesucht sind die Eigenvektoren x € R"\{0} und die zugehérigen Eigenwerte
N € R, sodass

AFEJ} = )\/Bl’

gilt mit den reellen, symmetrischen Matrizen

App € R und B := osMpg + 0pTpe € R™"
aus Kapitel 3.4} Aus Lemma folgt, dass die Matrix B positiv definit ist.

Analog zur verschobenen, diskreten Variationsformulierung wird aufgrund der
in Kapitel gezeigten Konvergenzresultate im Folgenden ein verschobenes Matrix—
Eigenwertproblem betrachtet: Gesucht sind die Eigenvektoren z € R™\{0} und die
zugehorigen Eigenwerte A := X 4+ 1 € R, sodass

Ax = \Bzx (4.1)
gilt mit der (wegen Lemma positiv definiten Matrix
A:=Apgp+ B € R™".

Definition 4.1. [20, Abs. 6.7] Zwei Matriz-Paare (A, B) und (A, B) heifen dquivalent,
falls nichtsingulare Matrizen U und V' existieren, sodass

A=UAV und B=UBV

gilt.

51
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Es folgt A — AB = U(A — AB)V fiir alle A € R.

Lemma 4.2. Seien (A, B) und (A, B) dquivalente Matriz—Paare mit A = UAV und
B =UBV. Dann gilt: (\, x) ist ein Eigenpaar von (A, B), genau dann wenn (A, V~"'x)
ein Eigenpaar von (A, B) ist.

Beweis. Es gilt
I

—N— - -
UA—-AB)VV 2z =(A-AB)V 'z =0.

Dies ist dquivalent zu (A — AB)z = 0 da U nach Voraussetzung nichtsingular ist. Die
Umkehrung folgt analog. [

Fiir die symmetrischen Matrizen A, B € R™*" und positiv definites B wird das Matrix—
Paar (A, B) symmetrisch—definit genannt.
Nach [20, Thm. 1.4.7] existiert die (eindeutige) Cholesky—Zerlegung von B, d.h.

B =R"R,

mit der nichtsinguldaren, oberen Dreiecksmatrix R € R™*"™.

Durch die Aquivalenztransformation U = R™7,V = R™! wird das GHEP (4.1) auf
Standardform gebracht: Gesucht sind y € R"\{0} und X € R, sodass

Ay =)y (4.2)

gilt mit der symmetrischen Matrix A :== R"TAR™' € R™" und mit y = Rz. Es ist
also .
B = R—TBR—I — R—T(RTR)R—I =7 c Ran

und nach Lemma stimmen die Eigenwerte von (4.1)) und (4.2)) tberein.

Nach [20, Cor. 5.4.21] gilt:

Lemma 4.3. FEine reelle, symmetrische (n x n)—Matriz besitzt genau n reelle, ortho-
normale Figenvektoren.

Seien yi, ..., yn die reellen und bzgl. des Euklidschen Skalarprodukts orthonormalen
Eigenvektoren der Matrix A. Nach Lemma [4.2|sind dann z; = Ry, ..., x, = Ry,
die Eigenvektoren von (|4.1]), die orthonormal beztiglich des B—Skalarprodukts sind,

denn es gilt:

(21,2;),, = (R—lyi’R—ly])B — (BR‘ly,w R—lyj)

1 1
—

_ RTRRfl .Rfl ) o ‘RRil ) _5 f . _1
= Yi, il = | Yis Y| =05 ture, g =1,...,n.
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Insgesamt folgt also, dass das symmetrisch—definite Matrix—Paar (A, B) genau n B—
orthonormale Eigenvektoren xq, ..., z, mit zugehorigen reellen Eigenwerten Ay, ..., \,
besitzt. Des weiteren gilt fiir die Eigenvektoren des GHEP (4.1

(Ii,J?j)A = (ALL’Z',I]'> = (AzBJI“IJ) = )\7;<LL’Z',I]'>B = /\1523 fur Z,j = 1, NI

Definition 4.4. Der Rayleigh—Quotient zum GHEP (4.1)) ist gegeben durch

p(z) == Ei’gg fir alle x € R™\{0}.

Daher ergibt der Rayleigh-Quotient ausgewertet in einem Eigenvektor z; gerade den
zugehorigen Eigenwert A;.

Da neben der Matrix B auch die Matrix A des GHEP positiv definit ist, ist p(x)
fir alle z € R™"\{0} stets positiv.

Das Min—Maz—Prinzip von Courant—Fisher, siehe [14, Thm. 1.9], liefert die folgende
Charakterisierung der Eigenwerte von :

Satz 4.5. Es gilt

N = i i =1,...
dinr{(lalfr)l:j max p(x)  fir alle j )
lcan w0

bzw. die dquivalente Darstellung

A=, max owinp(e) firallej=1,..n
UCR™ x#0

Daraus folgt, dass fiir den kleinsten bzw. grofiten Eigenwert von (4.1]) gilt:

Av=minp(z), A, = max p().
z#0 z#£0
Damit konnen die Eigenwerte Ai,...,\, € R des GHEP (4.1) aufsteigend sortiert
werden, d.h.
0<)\1§)\2§§)\n
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4.2 Eigenwertloser

In diesem Abschnitt werden zwei iterative Loser vorgestellt, die zur Klasse der Krylov—
Unterraum-Verfahren gehoren und hier wie in [3], 14] beschrieben werden.

Es seien die kleinsten, positiven Eigenwerte Ai, Ao, ..., und die zugehorigen Eigen-
vektoren z1, xg, ... € R"\{0} des GHEP gesucht. Um die Konvergenzgeschwindig-
keit der im Folgenden betrachteten iterativen Verfahren zu erhdhen wird eine Spektral-
Transformation des FSI-Eigenwertproblems durchgefiithrt. Das transformierte
Problem lautet in Standard-Form: Gesucht sind die Eigenwerte i1, o, ... € R und die
zugehorigen Eigenvektoren yy, yo, ... € R™\{0} von

Cy = py (4.3)

mit C = B(A—nB) ' € R, y = Bz, u = (A—n)~!. Der sogenannte Shift (aus dem
Englischen: Verschiebung) n € R, wird nahe an einem gesuchten Eigenwert von (4.1))
gewahlt, sodass schnelle Konvergenz gegen diesen erwartet werden kann. Eine solche
Variante wird shift—and—invert—Strategie genannt.

Es ist zu beachten, dass die Matrix C' im Allgemeinen nicht hermitesch beziiglich
des Euklidschen Skalarprodukts und das explizite Aufstellen (Berechnen der Inversen,
Matrix—Matrix—Multiplikation) numerisch aufwendig ist. Allerdings ist C' symmetrisch
bzgl. des B~!-Skalarprodukts, denn es folgt unter Ausnutzung der Symmetrie von A, B
und damit der Symmetrie von (A — nB)~! die Identitét

(Ca,y)pr = (A=nB)'z,y) = (z,(A=nB)"y) = (z,(A=nB)""y)
— (Bm, (A— 77B)_1y)Bi1 = (m, BT (A - 77B)_1y)371
= (g;,B(A — 773)713/>B,1 = (2,Cy) g, fir alle z,y € R".

Fiir den vorliegenden Fall des verschobenen Eigenwertproblems (4.1]) sind die Matrizen
Apg und Mpg dinn besetzt und die Matrix Tgg ist im Allgemeinen voll besetzt. Eine
Matrix—Vektor-Multiplikation (MVM) mit (A — nB)~! € R™" mit

A=Apg+B und B = osMrg+ 0rTBE

wird folgendermaflen realisiert: Die Matrix A= App — nosMrpg ist diinn besetzt und
kann daher effizient faktorisiert (invertiert) werden. Diese Faktorisierung wird hier be-
stimmt mittels des ,Parallel Sparse Matrix Linear Solver Package, kurz PARDISO,
siehe [16], 17, 18] bzw. http://www.pardiso-project.org/. Es handelt sich dabei
um eine robuste, speichereffiziente, high-performance Software zum Losen von groflen,
diinn besetzten linearen Gleichungssystemen.


http://www.pardiso-project.org/
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Sei u € R™ gesucht und f € R" gegeben. Anstatt
uw=(A—-nB)"'f = (A—norTpe)" f
zu berechnen, wird das lineare Gleichungssystem

(A—norTpr)u=f

mittels des GMRES—Verfahrens, siehe [I3, Abs. 6.5], zur residualen Genauigkeit von
e = 1012 gelést. Mit der PARDISO-Inversen A~! lautet das zu losende Gleichungs-
System B B

(I —norA ' Tgp)u=A""f. (4.4)
In den im Folgenden beschriebenen Eigenwertlosern ist die MVM mit (A —nB)~! ein
Mal pro Iteration auszufithren und daher auch der GMRES-Algorithmus ebenso oft
anzuwenden. In den numerischen Ergebnissen wird auf die dafiir benotigte Rechenzeit
hingewiesen.
Weiters ist zu beachten, dass die Matrix der BEM-Diskretisierung

1 - 1
Tsr = Ve + <2MBE + KBE) Dé};(QMBE + KEE) e R™"

nicht explizit aufgestellt wird, da diese vollbesetzt ist, sondern nur Matrix—Vektor—
Multiplikationen mit den Teilmatrizen ausgefithrt werden. Die Inverse der Matrix
Dgp € R™™ wird hier mittels einer LAPACK—(,Linear Algebra Package*)-Methode
(via LU-Zerlegung), siche [2] bzw. http://www.netlib.org/lapack/explore-html/
df/da4/dgetri 8f.html bestimmt.

4.2.1 Arnoldi—Verfahren

Es seien die Eigenwerte pi1, jio, ... € R und die zugehorigen Eigenvektoren yq,ys, ... €
R"\{0} des transformierten Problems gesucht. Das Arnoldi-Verfahren, das sich
eines modifizierten Gram—Schmidt—Orthogonalisierungsprozesses bedient, kann auf
allgemeine, nicht—hermitesche Eigenwertprobleme angewendet werden. Es erzeugt eine
Folge von Hessenberg-Matrizen H; € R7*/, deren Eigenwerte die Eigenwerte des Pro-
blems bei wachsendem j € N approximieren. Ausgehend von einem Startvektor
1Yo € R™ wird eine orthogonale Basis des Krylov—Unterraums

ICJ(C7 yO) = Span{y07 Cy07 CQyOa [ERE} Cj_lyO} = Span{vh ceey U]}

aufgebaut. Sei V; = [vy, ..., v;] € R™ die Matrix dieser Basisvektoren. Sei weiters die
Hessenberg-Matrix H; gegeben durch

hii hip - ha;
o= |t e | eri,

- Ry

hjj—1  hyj

Ein Pseudo—Code des Arnoldi-Algorithmus, vgl. auch [14, Algorithmus 6.2], sieht wie
folgt aus:


http://www.netlib.org/lapack/explore-html/df/da4/dgetri_8f.html
http://www.netlib.org/lapack/explore-html/df/da4/dgetri_8f.html
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Arnoldi shift—-and—invert

1 Wahle Startvektor vy =y mit |[jyoll, =1.

2 for j =1,...,n

3 w = Bu;

4 w=(A—-nB)"lw //PARDISO, GMRES
5 for i = 1,...,j

6 hij = (w,vi)

7 w :w—hijvi

8 end for

9 if ||@l, < 0.7||w], //Reorthogonalisierung
10 for i = 1,...3

11 hij = (’LD,’UZ')N

12 hij = hij + hij

13 w :’lI)—hij'Ui

14 end for

15 else

16 w=w

17 end if

18 ey = el

19 Falls hji1,;=0— STOP

20 Vi1 = w/hjt1

21 end for

22 Berechne Eigenwerte und Eigenvektoren von Hj

Bemerkung 4.6. Die Matrix A= App — nosMpg wird bereits vor der Schleife — also
nur einmal — faktorisiert, wahrend fir die MVM in Zeile 4 einmal pro Iteration das
GMRES-Verfahren aufgerufen wird.

Bemerkung 4.7. Da das Gram—Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren numerisch in-
stabil ist, muss ggf. in Zeile 9-14 der neue Basisvektor v;;; nochmals gegen die zuvor
berechneten Basisvektoren vy, ..., v; reorthogonalisiert werden.

Bemerkung 4.8. Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Hessenberg—
Matrix H; erfolgt hier mittels einer LAPACK-Methode, siehe [2] bzw. http://www.
netlib.org/lapack/explore-html/d8/d66/dhseqr_8f.html

Als Folgerung von [14], Proposition 6.5] gilt:

Lemma 4.9. Angenommen der Arnoldi shift-and—invert Algorithmus bricht nicht ab
vor dem m~ten Schritt. Dann bilden die Vektoren {vi, ..., vy} eine orthonormale Basis
des Krylov—Unterraums K™ (C\ o).

Eine Aussage tiber den Abbruch des Algorithmus (in exakter Arithmetik) kann nach
[14, Proposition 6.7] gewonnen werden:

Lemma 4.10. Der Arnoldi-Algorithmus bricht nach j Schritten ab (d.h. hj11; = 0)
genau dann, wenn der Startvektor yo eine Linearkombination aus j Figenvektoren
ist. Auferdem ist dann der Unterraum K7 invariant unter C' und die approzimierten
Eigenwerte und Figenvektoren sind exakt.


http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d8/d66/dhseqr_8f.html
http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d8/d66/dhseqr_8f.html
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Wegen [14, Proposition 6.6] gilt in jedem Iterationsschritt j = 1,...,m des Arnoldi-
Prozesses die Relation
CVJ = ‘/JH] + hj+1,jUj+1€? (45>

mit dem kanonischen Einheitsvektor e;. Multiplikation von links mit V}T ergibt wegen
der Orthonormalitit der Vektoren {vy,...,v;}

V'CV; = H;.
Das bedeutet, falls (fl(j ), sl(j )) ein Eigenpaar von H; ist, fiir das

Hys0) = €90 (4.6)

gilt, dann ist (u; = 5(]’)

Y = ‘/jsl('j )) ein approximatives Eigenpaar des Problems (4.3

bzw. ist (A\; = g%) +n,x; = B_lesZ(-j)) ein approximatives Eigenpaar des GHEP (4.1]).

Der obere Index (7) bezeichnet hier die aktuelle Iterationszahl.

Aus praktischer Sicht ist es hilfreich, die Norm des Residuums in jeder Iteration be-
rechnen zu kénnen um ein Kriterium fiir den Abbruch des Algorithmus festzulegen.
Nach [14, Proposition 6.8] gilt:

Lemma 4.11. Sei (f-(j) s(j)) ein Eigenpaar von H; und ({Q),yi = Vjs(j)) ein appro-

7 » = (2 (2

zimatives Eigenpaar des Problems (4.3)). Dann gilt

(o 51'(j)]>yi = thrl,je?S‘])quLl

<L~

und daher

H(C - fi(j)l)yz'

Beweis. Multiplikation der Gleichung (4.5)) von rechts mit sgj ) ergibt

CVs?) = ViH;s? + hj+1,jvj+1€?8§j) = ¢V + hj+1,j€f<’>‘§j)?fj+1

und daraus folgt

CVis? —€P Vs || = by ‘ejrsgj) lvjslly -
—— —— ——
=Yi =Yi llg =1

]

Im j—ten Iterationsschritt (j = 1,...,m) kann also das i—te Residuum (i = 1,...,7)
in der Euklidschen Norm aus dem Produkt von hj;;;; und dem Absolutbetrag des
j—ten (letzten) Eintrags des Eigenvektors sgj ) von H ; berechnet werden. In der Praxis
wird der Arnoldi-Algorithmus abgebrochen, entweder sobald alle Residuen im j—ten
Schritt die vorgegebene Genauigkeit (z.B. ¢ = 107'?) erreichen, oder nach einer fixen

Anzahl an Iterationsschritten m € N.
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4.2.2 Lanczos—Verfahren

Es seien die Eigenwerte piq, fio,... € R und die zugehorigen Eigenvektoren vy, ys, ... €
R™\{0} des transformierten Problems gesucht. Das Lanczos—Verfahren, siehe
[3, Abs. 5.5], kann als eine Vereinfachung der Arnoldi-Methode auf selbstadjungierte
Eigenwertprobleme verstanden werden. An die Stelle der Hessenberg-Matrizen H; tritt
dann eine Folge von Tridiagonalmatrizen T; € R7*/| deren Eigenwerte die Eigenwerte
des Problems approximieren.

Im Lanczos—Prozess wird, ausgehend von einem Startvektor yy € R™, in jedem Schritt
j =1,...,m eine Spalte der Basis V; = [vy, ...,v;] € R™ des Krylov—Unterraums

’C] (Ca yO) = Spa’n{y07 C?JO, 02907 ) Cj_ly()} = Spa’n{vl) ceey Uj}

aufgebaut. Pro Iteration werden 2 Matrix—Vektor-Multiplikationen benétigt, eine mit
B und eine mit (A—nB)~'. Bei der shift-and-invert-Strategie des Lanczos—Verfahrens
wird die Basis V; gemé8 der Rekursion

B(A—nB)™'V; =VTj+rel firj=1,.,m, (4.7)
konstruiert mit der reellen, symmetrischen Tridiagonalmatrix
ar B
Tj: 51 65)] eijj
a ' 53‘—1

Bi-1 qj
und mit dem Residuum r = S;v;11. Wird V; beziiglich B~ orthonormalisiert, d.h.
VIBT'V,=1; firj=1,..m, (4.8)
so folgt nach Multiplikation von (&.7) von links mit V;" B~! und wegen V;" B~'v; 4 = 0
VIA—nB) 'V, =T; firj=1,.m.

Bei der Orthonormalisierung (4.8) muss B~! nicht explizit berechnet werden. Dies
geschieht implizit durch Aufstellen einer B-orthonormalen Basis W;, d.h.

WIBW; =1; firj=1,..,m.

Mit (4.8) folgt daher V; = BW, und wegen der Symmetrie von B auch V]TT/VJ = 1.
Falls (f(j) s(j)) ein Eigenpaar von 7} ist, d.h.

i 9%

Ty = €950 (49)

)

gilt, dann ist (p; = & G ), TS Vjsgj )) ein approximatives Eigenpaar des Problems (4.3))

i

bzw. ist (\; = E(% +n,z; = VVjng )) ein approximatives Eigenpaar des GHEP (4.1J).
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Der obere Index (j) steht fiir den aktuellen Iterationsschritt.

Das i—te Residuum (i = 1,...,j) im j—ten Schrltt (7 = 1,...,m) berechnet sich mit
(4.7) und wegen C' = B(A — 77B) Vs Doy = Bvj41 wie folgt:

Cyz )yZ (A o 77B) IVS (4) 6(])‘/5(])
_ VTJSEJ) + ,r,eT (J) S(j)‘/jsz(»]) g(J)VS + Bjvj 1 e 3 f(J 59
= 53’5]' z')Uj+1~

Hier ist 5 der j—te Eintrag des Vektors 5( und daher ein Skalar.

Der Lanczos Algorlthmus wird nach Schritt j abgebrochen entweder sobald alle (i =
1,...,7) Residuen r ) die vorgegebene Genauigkeit (z.B. ¢ = 107'2) in einer geeigneten
Norm erfiilllen oder nach einer fixen Anzahl an Iterationen m € N. Aufgrund der
B~'-Orthonormalitét der Basis V; kann als Abbruchkriterium das Residuum in der
B~!'-Norm gewahlt werden, denn es gilt

=

firi=1,...7, j=1,..,m. (4.10)

Es wird nun ein Pseudo—Code der Methode, siehe [3, Algorithmus 5.5], angegeben:

Lanczos shift—and—invert

1 Setze Startvektor r=yy, berechne ¢=Br und [y =|r|z.
2 for j =1,...,m

3 wj =71/Bj-1, v; =q/Bj-1

4 r=(A—-nB) v //PARDISO, GMRES

5 r=r—wj_18j-1

6 a; = (r,v;)

7 T=T—W;Q

8 Falls notwendig, fiihre Reorthogonalisierung bzgl.

9 B-Skalarprodukt durch: r=r— (r,w;)gw, fir i=1,...,57—1
10 q = Br

1 8=l |

12 Berechne Eigenpaar (51(), Ej)) von T; fir i=1,..,j

13 Uberpriife Abbruchkrlterlum nach (4.10):
| 14 Falls )@ ,..,j — STOP |
15 end for

16 Berechne approximierte Eigenwerte )\Z-%g(%—&-n fir i=1,...,7

’17 Ggf .: Berechne approx. Eigenvektoren xizszgj) fir i=1,...,7 ‘

Bemerkung 4.12. Die Matrix A= App— nosMrg wird bereits vor der Schleife — also
nur einmal — faktorisiert, wahrend fiir die MVM in Zeile 4 einmal pro Iteration das
GMRES—Verfahren aufgerufen wird.

Bemerkung 4.13. Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Tridiagonal-
matrix 7 erfolgt hier mittels einer LAPACK-Methode, siehe [2] bzw. http://www.
netlib.org/lapack/explore-html/d7/d48/dstev_8f.html


http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d7/d48/dstev_8f.html
http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d7/d48/dstev_8f.html
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Bemerkung 4.14. Die Reorthogonalisierung in Zeile 8-9 ist dann notwendig, wenn die
Basisvektoren w; aufgrund von Rundungsfehlern in der Gleitkommaarithmetik ihre
B-Orthogonalitét zueinander verlieren. Dies kann zur Folge haben, dass bereits ge-
fundene Eigenwerte erneut berechnet werden und die Konvergenz gegen die gesuchten
Eigenwerte verloren geht.

Bemerkung 4.15. Die hier angewendete Variante der Reorthogonalisierung wird ,,volle
Reorthogonalisierung® genannt, vgl. [3, Abs. 4.4.4], da der Vektor r gegen alle zuvor
berechneten Vektoren wy, ..., w;—1 B-orthogonalisiert wird. Bei der Implementierung
des Lanczos—Verfahrens und Anwendung auf das GHEP (4.1]) wurde die volle Reortho-
gonalisierung ausgefiihrt, sobald der Vektor r die B—Orthogonalitit zur Genauigkeit
von 10712 verletzt.

Der folgende Satz, siehe [14], Theorem 6.4], erlaubt eine Abschitzung der Differenz
zwischen den exakten und den mittels des Lanczos—Verfahrens approximierten Eigen-
werten des Eigenwertproblems

Mz = Mz (4.11)
mit der symmetrischen Matrix M € R™*".
Satz 4.16. Seien A\ < \y < ... <\, die Eigenwerte von (4.11)) und x, ..., z, € R™ die

zugehérigen Figenvektoren. Seien & < ... < &, die approzimierten Eigenwerte nach j
Iterationsschritten des Lanczos—Prozesses. Dann gilt die Ungleichung

<t n<in _)\1)< K; tan ¢; ))2

Cia(1+2¢
mit Sy
k1 =1 wund /ii:H n - Sk furt>1
i i — &k
und mit

cos ¢; = | (x4, zo)|

mit dem Startvektor xy des Lanczos—Prozesses und mit dem Faktor

Air1 — Ai

Ci B /\n - )\H-l

und dem Tschebyscheff-Polynom (j — 1)-ten Grades C;_;(-).

Bemerkung 4.17. Aus Satz lasst sich schlieflen, dass jene Eigenwerte, die am Rand
des Spektrums liegen, und jene, die gut von den anderen isoliert sind, besonders gut
approximiert werden, siehe auch [20].

Bemerkung 4.18. Das Konvergenzresultat aus Satz lasst sich auch auf das Lanczos—
Verfahren fiir das GHEP (4.1)) tibertragen. Fiir Konvergenzaussagen fiir das Arnoldi-
Verfahren sei auf [14, Kap. 6] verwiesen.
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Das GHEP (4.1) wird nun mit den in Kapitel beschriebenen Algorithmen, dem

Arnoldi— und Lanczos—Verfahren, gelost. Die approximierten Eigenwerte )\gf) werden
aufsteigend geordnet graphisch dargestellt. Weiters werden fiir jedes Verfeinerungs-
level L die Anzahl der Freiheitsgrade #FG bei der FE/BE-Diskretisierung, die An-
zahl der benotigten Iterationen #IT und die Anzahl k der konvergierten Eigenwerte
angegeben. Die maximale [terationszahl wurde durch 150 begrenzt. Die Rechenzeiten
(in Sekunden) ¢ ssempiing fiir die Assemblierung der FE/BE-Matrizen, tgyres fir das
pro Iteration ein Mal aufgerufene GMRES—Verfahren und ?.;gensomwer fiir die insgesamt
benotige Zeit des jeweiligen Algorithmus werden ebenso angefiihrt.

AuBlerdem werden die Eigenwerte fiir verschiedene Shifts n > 0, siehe zur Spektral-
Transformation ([4.3)), approximiert.

Es ist zu beachten, dass die Eigenwerte des Ausgangsproblems — mit w?
bezeichnet wurden und daher n in der Groflenordnung des Quadrats der gesuchten
Eigenwerte liegt.

Fiir das Gebiet Qg C R?® wurde eine sphérische Schale (Stahl), die vollstindig vom
Fluid (Wasser) Qr C R? umgeben ist, gewihlt, siche auch Abbildung .
Die Materialparameter sind wie folgt gegeben:

Dichte o = 1000 kg/m?,
Dichte o5 = 7669 kg/m?,
Elastizititsmodul E = 207 kN/mm?,
Querkontraktionszahl v = 0.3.

Es sollen (mindestens) 100 verschiedene Eigenwerte des transformierten Problems
Cx =Mz

mit C' = B(A—nB)~! € R™" approximiert werden. Die Ergebnisse, die das Arnoldi—
und das Lanczos—Verfahren fiir 2 Verfeinerungslevel in der Diskretisierung, fiir einen
Zufallsstartvektor z(® € R™ und einer Toleranzgrenze fiir die Residuen von ¢ = 10712
liefern, werden in den folgenden Abschnitten préasentiert.

Bemerkung 5.1. Die Rechenzeiten fiir die Faktorisierung (Invertierung) der Matrix
A= App— nos Mrpg mittels PARDISO sowie die Invertierung der Matrix Dpp mittels
LAPACK werden in den Ergebnissen nicht angefiihrt da sie mit je unter 0.5 Sek. keinen
wesentlichen Beitrag zur Gesamtzeit leisten.
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Bemerkung 5.2. Beim Losen des linearen Gleichungssystems wurde die Anzahl
der GMRES-Iterationen durch 200 begrenzt. Die Konvergenz zur residualen Genau-
igkeit von € = 1072 wurde (sowohl beim Arnoldi- als auch beim Lanczos—Verfahren)
bereits nach maximal 43 GMRES-Iterationen auf Level 1 bzw. nach maximal 54
GMRES-Iterationen auf Level 2 erreicht.

5.1 Arnoldi

Tabelle 5.1: Arnoldi fiir n = 122500 = /i = 350
’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tassembling ‘ tGMRES ‘ teigensolver ‘ #IT ‘ k ‘
1 2961 492 279 < 1.0 139 109 | 100
2 12027 2020 2887 < 21.5 2531 113 | 100

Tabelle 5.2: Arnoldi fir n = 1960000 = /1 = 1400
’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tassembling ‘ tGMRES ‘ teigensolver ‘ #IT ‘ k ‘
1 2961 492 279 <28 346 120 | 100
2 12027 2020 2887 < 68.7 7150 108 | 100

Tabelle 5.3: Arnoldi fiir n = 3062500 = /1 = 1750
’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tassembling ‘ tGMRES ‘ teigensolve’r ‘ #IT ‘ k ‘
1 2961 492 279 < 2.7 292 105 | 100
2 12027 2020 2887 < 88.9 8839 104 | 100

Tabelle 5.4: Arnoldi fir n = 4.41-10° = /i = 2100
’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tassembling ‘ tGMRES ‘ teigensolver ‘ #IT ‘ k ‘
1 2961 492 279 < 3.1 331 107 | 100
2 12027 2020 2887 < 112 11189 106 | 100

Mit Ausnahme des Shifts n = 122500, wo der zeitliche Aufwand fiir die Assemblie-
rung der FE/BE-Matrizen hoher ist als fiir den Eigenloser selbst, zeigt sich, dass die
meiste Zeit beim Losen des Gleichungssystems (4.4]) (einmal pro Iteration) mittels des
GMRES—Verfahrens verbraucht wird. Dies ist auf die sich verschlechternde Kondition
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der Matrix A~! = (Apg — nosMpg)™"! fir wachsende Shifts n zuriickzufithren.

Die Zeiten fiir die LAPACK-Routine zur Berechnung der Eigenpaare der im Arnoldi-
Verfahren auftretenden Hessenberg—Matrizen tragen mit weniger als 0.02 Sek. pro
Iteration (fir beide Level) nur einen sehr geringen Anteil zur Gesamtrechenzeit bei.
An der Anzahl der Iterationen #IT ist zu erkennen, dass der Arnoldi-Algorithmus fiir
die hier verwendeten Shifts n bereits vor den maximalen 150 Iterationen abbricht da
die vorgegebene Anzahl von 100 gesuchten Eigenwerten erreicht wurde.

Die folgenden Plots visualisieren die Eigenwertapproximationen, deren Residuen der
vorgegebenen Genauigkeit von ¢ = 107!2 geniigen, fiir verschiedene Shifts n > 0 und
fiir zwei Verfeinerungslevel:
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5.1.1 Verfeinerungslevel 1
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Abbildung 5.1: Arnoldi: Level 1
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5.1 Arnoldi

5.1.2 Verfeinerungslevel 2
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Abbildung 5.2: Arnoldi: Level 2
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5.2 Lanczos

Tabelle 5.5: Lanczos fiir n = 122500 = /1 = 350

’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tassembling ‘ tGMRES ‘ teigensolver ‘ #IT ‘ k ‘

1

2961

492

279

<11

151

116

100

2

12027

2020

2887

< 22.7

2983

127

100

Tabelle 5.6: Lanczos fiir n = 1960000 = /i = 1400

’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tassembling ‘ 2fGMRE‘S ‘ 75eigensolver ‘ #IT ‘ k ‘

1

2961

492

279

< 2.5

424

138

100

2

12027

2020

2887

< 95.9

8660

150

69

Tabelle 5.7: Lanczos fiir n = 3062500 = ,/n = 1750

’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tassembling ‘ tGMRES ‘ teigensolver ‘ #IT ‘ k ‘

1

2961

492

279

<27

485

145

100

2

12027

2020

2887

< 69.4

10386

150

80

Tabelle 5.8: Lanczos fir n = 4.41 - 10° = /i = 2100

’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tassembling ‘ tGMRES ‘ teigensolver ‘ #IT ‘ k ‘

1

2961

492

279

<34

975

149

100

2

12027

2020

2887

< 86.6

12121

150

54

Das Lanczos—Verfahren liefert fiir das Level 1 immer 100 Eigenwertapproximationen,
deren Residuen die vorgegebene Genauigkeit von e = 10712 unterschreiten. Auf Level 2
konvergieren nach 150 Iterationen (abhéangig vom Shift n) zumindest 54 Eigenwerte zur
vorgegebenen Genauigkeit. Es missen also mehrere Shifts (geeignet) gewahlt werden
um eine fixe Anzahl an Eigenwerten zu approximieren.

Die Zeiten fiir die LAPACK-Routine zur Berechnung der Eigenpaare der im Lanczos—
Verfahren auftretenden Tridiagonalmatrizen steuern mit weniger als 0.01 Sek. pro
Iteration (fir beide Level) nur einen sehr geringen Anteil zur Gesamtrechenzeit bei.
Die folgenden Plots visualisieren die FEigenwertapproximationen, deren Residuen der
vorgegebenen Genauigkeit von ¢ = 107!? geniigen, fiir verschiedene Shifts n > 0 und

fiir zwei Verfeinerungslevel:
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5.2.1 Verfeinerungslevel 1

5.2 Lanczos
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Abbildung 5.3: Lanczos: Level 1
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5.2.2 Verfeinerungslevel 2
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5.3 Vergleich der Verfahren

Ein Vergleich des Arnoldi— mit dem Lanczos—Algorithmus fiir den Shift n = 122500
zeigt, dass sich der zeitliche Aufwand pro Iteration etwa die Waage hélt. (Bei der
Anwendung der beiden Verfahren sind jeweils 100 Eigenwerte zur vorgegebenen Ge-
nauigkeit von e = 107!2 konvergiert.)

Tabelle 5.9: Arnoldi und Lanczos fiir n = 122500 = /7 = 350
’ L H #FGfem ‘ #FGbem ‘ tArnoldi ‘ ZfLanczos ‘ #ITArnoldi ‘ #ITLanczos ‘ tA ‘ tL ‘
1 2961 492 139 151 109 116 1.28 | 1.3
2 12027 2020 2531 2983 113 127 224 | 23.5

In Tabelle [5.9 bezeichnen die Parameter ¢4 und ¢;, die durchschnittlich benétigte Zeit
in Sek. pro Iteration des Arnoldi— bzw. Lanczos—Algorithmus.
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