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4.2 Eigenwertlöser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.2.1 Arnoldi–Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2.2 Lanczos–Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5 Numerische Ergebnisse 61
5.1 Arnoldi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.1.1 Verfeinerungslevel 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.1.2 Verfeinerungslevel 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5.2 Lanczos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
5.2.1 Verfeinerungslevel 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3



4 Inhaltsverzeichnis

5.2.2 Verfeinerungslevel 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.3 Vergleich der Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69



Einleitung
In der Automobilindustrie, in der Luftfahrt und bei Schiffsantrieben werden Motoren
eingesetzt, die eines gemeinsam haben: sie sind Ursache für Vibrationen bzw. Lärm.
Da Nebengeräusche als unangenehm empfunden werden und Vibrationen auf lange
Sicht auch Materialfehler (wie z.B. Risse oder gar Brüche) zur Folge haben können,
ist es sinnvoll, mittels numerischer Simulationen die Eigenfrequenzen eines Systems zu
berechnen bevor ein Bauteil zur Produktion freigegeben wird. In der Praxis sind die
niedrigsten Eigenfrequenzen von besonderem Interesse, da der Betrieb eines Motors
weit unter diesen Frequenzen eine geringere Belastung auf die einzelnen Komponenten
ausübt und damit eine längere Lebensdauer ermöglicht.

In dieser Arbeit wird eine Struktur (Festkörper) untersucht, die von außen vollständig
von einem Fluid (z.B. Wasser) umgeben ist. Während die Verformungen der Struktur
durch das Modell der linearen Elastizität beschrieben werden, kommen bei der Aus-
breitung der akustischen Welle im Fluid – was Druckänderungen im Wasser entspricht
– die Gleichungen der linearen Akustik zur Anwendung. Um diese beiden Modelle
miteinander zu koppeln werden sogenannte Transmissionsbedingungen auf dem Kopp-
lungsrand, der die Grenze zwischen den beiden Gebieten darstellt, gefordert.

Ein Ziel dieser Arbeit lag in der Implementierung von iterativen Verfahren zur Be-
rechnung der Eigenwerte des gekoppelten Systems.

In Kapitel 1 werden die Modelle der linearen Elastizität und der linearen Akustik sowie
das aus deren Kopplung (Interaktion) hervorgehende Fluid-Struktur-Eigenwertproblem
angegeben.
Das Kapitel 2 beschäftigt sich mit der Analyse der beiden oben genannten Modelle.
Es werden geeignete Operatoren und Funktionenräume erklärt, auf wichtige Aussagen
der Spektraltheorie hingewiesen und Randintegralgleichungen hergeleitet. Schließlich
wird eine variationelle Formulierung des Eigenwertproblems angeführt.
Das in Kapitel 3 erklärte Näherungsverfahren ermöglicht es, aus dem kontinuierlichen
Eigenwertproblem (auf Operatorebene) ein algebraisches Matrix–Eigenwertproblem
herzuleiten. Es kommt die Methode der finiten Elemente und der Randelemente zur
Anwendung. Außerdem werden Konvergenzkriterien angegeben.
Das Kapitel 4 stellt mit den zwei iterativen Eigenwertlösern, der Arnoldi–Methode
und dem Lanczos–Verfahren, einen Kernpunkt der Arbeit dar. Es werden die beiden
Algorithmen beschrieben und Konvergenzaussagen formuliert.
In Kapitel 5 werden die numerischen Ergebnisse für ein 3D–Modell präsentiert.
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1 Aufgabenstellung
Im ersten Kapitel, das sich größtenteils an [6, 8, 15] orientiert, werden die Modelle der
linearen Elastizitätstheorie und der linearen Akustik dargestellt sowie auf deren Kopp-
lung eingegangen. Abschließend wird das resultierende gekoppelte Eigenwertproblem
für ein dreidimensionales Gebiet angeführt.

1.1 Lineare Elastizitätstheorie
Die Kinematik, siehe [6, Abs. 5.4], ermöglicht die Beschreibung zeitlich veränderlicher
Körper. Der zeitliche Verlauf eines Materiepunktes x eines Körpers ΩS wird durch die
Abbildung y(t) = φ(t,x), genannt Trajektorie oder Bahnkurve von x, beschrieben.

Definition 1.1. Sei ΩS ⊂ R3 ein beschränktes (offenes und zusammenhängendes)
Lipschitz–Gebiet, das dem unverformten Festkörper (Referenzkonfiguration, t = t0)
entspricht. Der Rand ∂ΩS sei stückweise glatt. Eine Abbildung φ : (t0, T )× ΩS → R3

heißt C1–Deformation wenn gilt:

1. φ(t0,x) = x für alle x ∈ ΩS.

2. Für fixes t ∈ (t0, T ) ist φ(t, ·) bijektiv auf ΩS, d.h. es existiert die Inverse φ−1

auf der deformierten Konfiguration.

3. Der Deformationsgradient ∇xφ(t,x) ist eine stetige Abbildung.

4. φ ist orientierungserhaltend, d.h. det(∇xφ(t,x)) > 0 für alle x ∈ ΩS und für
alle t ∈ (t0, T ).

Definition 1.2. Die Abbildung u : (t0, T )× ΩS → R3, definiert durch

u(t,x) = φ(t,x)− x,

heißt Verschiebungsfeld des Gebietes ΩS.

Das Reynoldsche Transporttheorem stellt einen Zusammenhang zwischen der Eu-
lerschen (y−Koordinaten) und der Lagrangeschen Betrachtungsweise (x−Koordinaten)
eines Kontrollvolumens her:

Satz 1.3. [6, Satz 5.4](Reynoldsches Transporttheorem)
Sei f : R+ × R3 → R eine stetig differenzierbare Abbildung, die eine physikalische
Größe beschreibt, und sei φ(t, ·) : R3 → R3 eine C1−Deformation. Dann gilt für alle
beschränkten Kontrollvolumina ω(t)
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d

dt

∫
ω(t)

f(t,y)dy =
∫
ω(t)

[
∂

∂t
f(t,y) + divy

(
f(t,y)v(t,y)

)]
dy,

mit der Geschwindigkeit v(t,y) = d
dt

y(t).

Die bestimmenden Gleichungen der Kinematik beruhen auf den Erhaltungssätzen
für Masse, Impuls, Drehimpuls und Energie, siehe [6, Abs. 5.5]. Für die lineare Elasti-
zitätstheorie wird das Axiom der Impulserhaltung benötigt, das besagt, dass die
Änderung des Impulses gleich der Summe der angreifenden (Volums– und Ober-
flächen–) Kräfte ist, d.h.

d

dt

∫
ω(t)

%(t,y)vi(t,y)dy =
∫
ω(t)

%(t,y)fi(t,y)dy +
∫

∂ω(t)

τi(t,y,n)dsy für i = 1, .., 3,

(1.1)
wobei fi den Kräften, τi den Komponenten des Cauchyschen Spannungsvektors τ ,
% der Massendichte und n dem äußeren Normalenvektor entsprechen.

Durch Anwenden des Reynoldschen Transporttheorems auf die Impulserhaltung (1.1)
erhält man die Cauchyschen Bewegungsgleichungen (in differenzieller Form)

%(t,y) d
dt
vi(t,y) = %(t,y)fi(t,y) +

3∑
k=1

∂

∂yk
Tik(t,y) für i = 1, .., 3, (1.2)

wobei die Beziehung τi(t,y,n) =
3∑

k=1
Tik(t,y)nk für den symmetrischen Cauchyschen

Spannungstensor T gilt.

Unter der Annahme eines inkompressiblen Materials, d.h. %(t,y) = %S = const für
alle t ∈ (t0, T ), folgen aus den Gleichungen (1.2) die Gleichgewichtsgleichungen (in
Lagrangeschen Koordinaten)

%S
d2

dt2
u(t,x)− divx T(t,x) = %Sf(t,x) für x ∈ ΩS, t ∈ (t0, T ). (1.3)

Um den Spannungstensor T in Abhängigkeit des Verschiebungsfeldes u zu beschreiben
wird ein Materialgesetz benötigt.

Definition 1.4. Die Abbildung ε : R3 → R3×3, definiert durch

εij(u) = 1
2

(
∂

∂xi
uj + ∂

∂xj
ui

)
für i, j = 1, .., 3, (1.4)

heißt linearisierter Verzerrungstensor.



1.1 Lineare Elastizitätstheorie 9

Definition 1.5. Die Abbildung σ : R3×3 → R3×3, definiert durch

σ(ε(u)) = λLtrε · I + 2µLε, (1.5)

heißt linearisierter Spannungstensor. Dabei werden mit

λL = Eν

(1 + ν)(1− 2ν) , µL = E

2(1 + ν)

die Laméschen Elastizitätskonstanten bezeichnet, welche bestimmt werden durch den
Elastizitätsmodul E > 0 und die Querkontraktionszahl (Poissonzahl) ν ∈ (0, 1

2).

Das sogenannte Hooksche Gesetz (1.5), siehe [15, Abs. 4.2], gilt für ein homogenes,
isotropes und elastisches Material.
Werden die Kräfte f in den Gleichgewichtsgleichungen (1.3) zu Null gesetzt und der
Cauchysche Spannungstensor T durch den linearisierten Spannungstensor σ aus (1.5)
approximiert, d.h.

divx T(t,x) ≈ divx σ(ε(u)),

ergibt sich aus (1.3) die Gleichung

− divx σ(ε(u(t,x))) = −%S
d2

dt2
u(t,x) für x ∈ ΩS, t ∈ (t0, T ).

Für einen zeitharmonischen Ansatz für u, d.h.

u(t,x) = Re(e−iωtû(x)),

mit der Kreisfrequenz ω, folgt daraus (nach Weglassen desˆ–Symbols)

− div σ(u(x)) = %Sω
2u(x) für x ∈ ΩS.

Werden für das homogene, isotrope und elastische Material in einem beschränkten
Lipschitz–Gebiet ΩS ⊂ R3 mit der Dichte %S > 0 und dem Rand ∂ΩS die Neumann–
Randbedingungen

σ(u(x))n(x) = 0 für x ∈ ∂ΩS

gefordert, so folgt das sogenannte Lamé–Eigenwertproblem mit Neumann–Rand-
bedingungen für die Struktur ΩS: Gesucht sind das vektorwertige Verschiebungsfeld
u 6= 0 und die Kreisfrequenz ω ∈ R, sodass die Gleichungen

− div σ(u(x)) = %Sω
2u(x) für x ∈ ΩS, (1.6a)

σ(u(x))n(x) = 0 für x ∈ ∂ΩS, (1.6b)

erfüllt werden. Es sei angemerkt, dass das Lamé–Eigenwertproblem (1.6a)–(1.6b) 6
Null–Eigenwerte aufweist, welche die freien Translationen und freien Rotationen in
bzw. um die 3 Koordinatenachsen repräsentieren, siehe z.B. [19, Abs. 1.2].
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1.2 Lineare Akustik
In diesem Abschnitt, der sich an [8, Abs. 1.1] orientiert, werden die bestimmenden Glei-
chungen für das akustische Medium angegeben. Bei einer akustischen Welle (Schall)
handelt es sich um kleine Schwankungen des Drucks p(t,x) im akustischen Fluid
ΩF ⊂ R3, welches unbeschränkt und inkompressibel, d.h. %(t,x) = %F = const, sei.

Nach [8, Abs. 1.1.2] wird die Ausbreitung einer Welle im Fluid beschrieben durch die
Wellengleichung

∆xp(t,x)− 1
c2
∂2

∂t2
p(t,x) = 0 für x ∈ ΩF und t ∈ (t0, T ) (1.7)

mit dem unbekannten Druck p(t,x) und der (als Materialparameter bekannten) Schall-
geschwindigkeit c ∈ R+ im Fluid.

Wird ein zeitharmonischer Ansatz für p gewählt, d.h.

p(t,x) = Re(e−iωtp̂(x)),

mit der Kreisfrequenz ω, so folgt aus (1.7) (nach Weglassen des ˆ –Symbols) die
Helmholtz–Gleichung im Frequenzbereich

∆p(x) + κ2p(x) = 0 für x ∈ ΩF , (1.8)
mit der Wellenzahl

κ := ω

c
.

Da ΩF als unbeschränkt angenommen wird und nur physikalisch kausale Lösungen
zugelassen werden sollen (keine Wellen werden im Unendlichen reflektiert), muss eine
zusätzliche Forderung gestellt werden, die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung,
siehe [8, Abs. 1.1.3]:

p = O
(1
r

)
und iκp− dp

dr
= o

(1
r

)
für |x| = r →∞. (1.9)

Hier bezeichnet dp
dr

=
(

x
|x| ,∇p

)
die radiale Ableitung.

Es wird im Folgenden nur der Niedrigfrequenzbereich, d.h. κ � 1, betrachtet. Daher
wird κ = 0 gesetzt und die Helmholtz–Gleichung (1.8) vereinfacht sich (versehen mit
negativem Vorzeichen) zur Laplace–Gleichung

−∆p(x) = 0 für x ∈ ΩF . (1.10)
Als Abstrahlbedingung für die Laplace–Gleichung wird dann

p(x) = O
(

1
|x|

)
für |x| → ∞. (1.11)

gefordert, siehe auch [12, Abs. 1].
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1.3 Geometrischer Zusammenhang von Struktur
und Fluid

Für das Eigenwertproblem der Fluid–Struktur–Interaktion (kurz: FSI), das aus der
linearen Elastizitätstheorie und der linearen Akustik sowie deren Kopplung resultiert,
wird nun eine geometrische Einteilung der beiden Gebiete (Struktur, Fluid) festgelegt.

Definition 1.6. Die Struktur sei durch das beschränkte Lipschitz–Gebiet ΩS ⊂ R3 mit
der Dichte %S > 0 gegeben. Der Rand des Gebietes sei stückweise glatt und disjunkt
zerlegt in einen inneren Rand ΓN und einen äußeren Rand Γ, d.h. ∂ΩS = Γ ∪ ΓN .
Das Fluid sei gegeben durch das nach außen hin unbeschränkte Gebiet ΩF ⊂ R3 mit
der Dichte %F > 0 und dem Rand ∂ΩF = Γ.
Die Struktur ΩS werde von außen vollständig vom Fluid ΩF umgeben. Daher ist
Γ = Ω̄S ∩ Ω̄F der sogenannte Kopplungsrand der beiden Gebiete.

Zur Veranschaulichung dient das in Abbildung 1.1 dargestellte Beispiel einer drei-
dimensionalen, sphärischen Schale (einer hohlen Kugel mit einer im Vergleich zum
Durchmesser dünnen, äußeren Hülle).

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Gebiete ΩS und ΩF für eine sphärische
Schale
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1.4 Kopplungsbedingungen
Auf dem Kopplungsrand Γ der wie in Definition 1.6 beschriebenen Gebiete ΩS und ΩF

werden zwei Transmissionsbedingungen benötigt. Diese lauten nach [12, Abs. 1] wie
folgt:

1. Die Verschiebung in Normalenrichtung ist gleich der Normalenableitung des
Drucks, d.h.

%Fω
2u(x) · n(x) = ∂

∂nx
p(x) für x ∈ Γ,

mit der Kreisfrequenz ω.

2. Die Spannungen in Normalenrichtung entsprechen dem negativen Druck in
Normalenrichtung, d.h.

σ(u(x))n(x) = −p(x)n(x) für x ∈ Γ.

1.5 Gekoppeltes Problem
Abschließend wird das FSI–Eigenwertproblem für die Gebiete ΩS ⊂ R3 und ΩF ⊂ R3,
die wie in Definition 1.6 gegeben seien, angegeben: Gesucht sind das vektorwertige
Verschiebungsfeld u 6= 0, der Druck p 6= 0 und die Kreisfrequenz ω ∈ R, sodass die
Gleichungen

− div σ(u(x)) = %Sω
2u(x) für x ∈ ΩS, (1.12a)

σ(u(x))n(x) = 0 für x ∈ ΓN , (1.12b)
−∆p(x) = 0 für x ∈ ΩF , (1.12c)

die Transmissionsbedingungen auf dem Kopplungsrand

%Fω
2u(x) · n(x) = ∂

∂nx
p(x) für x ∈ Γ, (1.13a)

σ(u(x))n(x) = −p(x)n(x) für x ∈ Γ, (1.13b)

und die Abstrahlbedingung

p(x) = O
(

1
|x|

)
für |x| → ∞ (1.14)

erfüllt werden.



2 Analyse der Modelle der
Elastizität und der Akustik

In diesem Kapitel werden die Grundlagen zur Analyse der Modelle der linearen Elas-
tizitätstheorie und der linearen Akustik erläutert. Es werden wichtige Sätze der Funk-
tionalanalysis benötigt sowie geeignete Operatoren und Funktionenräume eingeführt
um letztlich eine schwache Lösung des im vorigen Kapitel hergeleiteten FSI–Eigenwert-
problems erklären zu können.

2.1 Operatoren
Die Definitionen und Lemmata dieses Abschnitts, der [19, Kap. 3] folgt, werden ver-
wendet um eine Variationsformulierung des FSI–Eigenwertproblems (1.12a)–(1.14) an-
geben zu können.
Für diesen Abschnitt sei X ein Hilbert–Raum mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉X und der
induzierten Norm ‖·‖X =

√
〈·, ·〉X.

Definition 2.1. Eine Funktion F : X → R heißt lineares, stetiges Funktional, falls
gilt:

• F (αu+ βv) = αF (u) + βF (v) für alle u, v ∈ X, für alle α, β ∈ R,

• ∃c ≥ 0 : |F (v)| ≤ c‖v‖X für alle v ∈ X.

Definition 2.2. Der Dualraum X′ von X ist der Raum aller linearen, stetigen Funk-
tionale auf X und ist versehen mit der Norm

‖F‖X′ := sup
06=v∈X

|F (v)|
‖v‖X

.

Das Dualitätsprodukt 〈·, ·〉 : X′ × X→ R wird definiert durch

〈F, v〉 := F (v)

und erfüllt die Ungleichung
〈F, v〉 ≤ ‖F‖X′‖v‖X.

Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz, siehe [21, Thm. V.3.6], lässt sich der
Dualraum eines Hilbertraums mit sich selbst identifizieren, man schreibt X ∼= X′.

13



14 2 Analyse der Modelle der Elastizität und der Akustik

Definition 2.3. Der lineare Operator A : X→ X′ heißt

• beschränkt, wenn eine Konstante cA2 > 0 existiert, sodass

‖Av‖X′ ≤ cA2 ‖v‖X für alle v ∈ X gilt,

• X–elliptisch, wenn eine Konstante cA1 > 0 existiert, sodass

〈Av, v〉 ≥ cA1 ‖v‖
2
X für alle v ∈ X gilt.

Definition 2.4. Die Norm des linearen, beschränkten Operators A : X→ X′, genannt
Operatornorm, ist definiert durch

‖A‖ := sup
v 6=0

‖Av‖X′

‖v‖X
= sup
‖v‖X=1

‖Av‖X′ .

Dem Operator A : X → X′ kann eine Bilinearform a(·, ·) : X × X → R zugeordnet
werden durch

a(u, v) := 〈Au, v〉 für u, v ∈ X.

Es gilt auch die Umkehrung nach dem folgenden Lemma:

Lemma 2.5. Sei die beschränkte Bilinearform a(·, ·) : X× X→ R mit

|a(u, v)| ≤ ca2‖u‖X‖v‖X für alle u, v ∈ X

gegeben. Dann existiert für jedes u ∈ X ein Element Au ∈ X′, sodass gilt

〈Au, v〉 = a(u, v) für alle v ∈ X.

Weiters ist der durch die Bilinearform induzierte Operator A : X → X′ linear und
beschränkt mit

‖Au‖X′ ≤ ca2‖u‖X für alle u ∈ X.

Zum Beweis des Lemmas sei auf [19, Lemma 3.1] verwiesen.

Nach [21, Def. III.4.1] gilt der folgende Satz:

Satz 2.6. Zum beschränkten, linearen Operator A : X → X′ gibt es einen eindeutig
bestimmten, sogenannten adjungierten Operator A∗ : X→ X′, sodass

〈Au, v〉 = 〈A∗v, u〉 für alle u, v ∈ X gilt.

Definition 2.7. Sei X ∼= X′. Nach [21, Def. V.5.3] heißt der lineare und beschränkte
Operator A : X→ X′ selbstadjungiert, wenn A = A∗ ist, d.h. wenn

〈Au, v〉 = 〈Av, u〉 für alle u, v ∈ X gilt.
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Die folgenden Eigenschaften lassen sich von der Bilinearform auf den Operator übertragen:

Korollar 2.8. Aus der Symmetrie der Bilinearform a(·, ·) : X× X→ R, d.h.

a(u, v) = a(v, u) für alle u, v ∈ X,

folgt die Selbstadjungiertheit des Operators A : X→ X′, d.h.

〈Au, v〉 = 〈Av, u〉 für alle u, v ∈ X.

Beweis. 〈Au, v〉 = a(u, v) = a(v, u) = 〈Av, u〉 für alle u, v ∈ X.

Korollar 2.9. Aus der X–Elliptizität der Bilinearform a(·, ·) : X × X → R folgt die
X–Elliptizität des Operators A : X→ X′ mit der Elliptizitätskonstante ca1 von a(·, ·).

Beweis.
〈Av, v〉 = a(v, v) ≥ ca1‖v‖

2
X für alle v ∈ X.

2.2 Spektrum kompakter, selbstadjungierter
Operatoren auf Hilberträumen

In diesem Abschnitt, [21, Kap. VI] folgend, werden Eigenschaften der Eigenwerte von
kompakten, selbstadjungierten Operatoren auf Hilberträumen angeführt.
Da für Operatoren A auf unendlichdimensionalen Hilberträumen die Forderung

λI − A ist nicht injektiv

nicht äquivalent sein muss zu

λI − A ist nicht surjektiv,

wird eine allgemeinere Definition des Eigenwerts eines Operators benötigt.

Für diesen Abschnitt sei X ein Hilbertraum. Da X ∼= X′ gilt, wird der Einfachheit
halber der Dualraum auch mit X bezeichnet. Sei A : X→ X ein linearer, beschränkter
Operator und A∗ : X→ X der zu A adjungierte Operator.

Definition 2.10. Die Resolventenmenge von A ist

ρ(A) = {λ ∈ C : (λI − A)−1 : X→ X existiert und ist linear und beschränkt}.

Definition 2.11. Das Spektrum von A ist

σs(A) = C\ρ(A).
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Definition 2.12. Das Punktspektrum von A ist

σp(A) = {λ : λI − A ist nicht injektiv} ⊂ σs(A).

Die Elemente von σp(A) heißen Eigenwerte von A. Ein x 6= 0 mit Ax = λx heißt
Eigenvektor (bzw. Eigenfunktion wenn X ein Funktionenraum ist) zum Eigenwert λ.
Das Paar (λ, x) wird dann Eigenpaar genannt.

Nach [21, Def. II.3.1] gilt:

Definition 2.13. Seien X und Y normierte Räume. Ein linearer und beschränkter
Operator A : X → Y heißt kompakt, wenn das Bild der Einheitskugel in X relativ-
kompakt in Y ist.

Für selbstadjungierte Operatoren gilt nach [21, Kor. VII.1.2]:

Lemma 2.14. Sei A ein selbstadjungierter Operator. Dann ist σs(A) ⊂ R.

Aus [21, Lemma VI.3.1 (d)] folgt:

Lemma 2.15. Ist A ein selbstadjungierter Operator, dann haben verschiedene Eigen-
werte orthogonale Eigenvektoren.

Für kompakte Operatoren gilt nach [21, Thm. VI.2.5]:

Satz 2.16. Sei A : X→ X ein linearer, beschränkter und kompakter Operator.

• Ist X unendlichdimensional, so ist 0 ∈ σs(A).

• Die (eventuell leere) Menge σs(A)\{0} ist höchstens abzählbar.

• Jedes λ ∈ σs(A)\{0} ist ein Eigenwert von A und der zugehörige Eigenraum
ker(λI − A) ist endlichdimensional.

• σs(A) besitzt keinen von 0 verschiedenen Häufungspunkt.

Schließlich lautet der Spektralsatz für kompakte, selbstadjungierte Operatoren, siehe
z.B. [21, Thm. VI.3.2]:

Satz 2.17. Sei A : X → X linear, beschränkt, selbstadjungiert und kompakt. Dann
existieren ein (eventuell endliches) Orthonormalsystem {ek}k∈N sowie eine (eventuell
abbrechende) Nullfolge (λk)k∈N in R\{0}, sodass jedes x ∈ X geschrieben werden kann
als

x = y +
∑
k

〈x, ek〉ek

mit y ∈ kerA = {x ∈ X : Ax = 0}. Es folgt

Ax =
∑
k

λk〈x, ek〉ek für alle x ∈ X.

Dabei sind die λk die von Null verschiedenen Eigenwerte von A und ek die zugehörigen
Eigenvektoren. Außerdem gilt ‖A‖ = sup

k
|λk|.



2.3 Funktionenräume 17

2.3 Funktionenräume
Damit eine schwache Lösung des FSI–Eigenwertproblems (1.12a)–(1.14) erklärt wer-
den kann, werden in diesem Abschnitt, der sich an [19, Kap. 2] orientiert, die dafür
benötigten Funktionenräume eingeführt.

Ein Vektor α = (α1, ..., αn), αi ∈ N0, n ∈ N, heißt Multiindex mit dem Betrag |α| =∑n
i=1 αi und der Fakultät α! = α1! · · ·αn!. Weiters gilt für x ∈ Rn : xα = xα1

1 · · ·xαnn .
Damit lässt sich die partielle Ableitung einer hinreichend oft differenzierbaren reell-
wertigen Funktion v schreiben als

Dαv(x) :=
(
∂

∂x1

)α1

· · ·
(

∂

∂xn

)αn
v(x1, ..., xn).

Definition 2.18. Sei Ω ⊆ Rn ein Gebiet und k ∈ N0. Dann ist:

• Ck(Ω) der Raum der auf Ω beschränkten und k–mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen versehen mit der Norm

‖v‖Ck(Ω) :=
∑
|α|≤k

sup
x∈Ω
|Dαv(x)| ,

• C∞(Ω) := ⋂
k∈N0 Ck(Ω) der Raum der auf Ω beschränkten und unendlich oft stetig

differenzierbaren Funktionen,

• C∞0 (Ω) := {v ∈ C∞(Ω) : supp v ⊂ Ω} der Raum der unendlich oft differenzier-
baren Funktionen mit kompaktem Träger, wobei der Träger von v definiert ist
durch

supp v := {x ∈ Ω : v(x) 6= 0}.

• L2(Ω) der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf Ω. Mit dem Skalar-
produkt

〈u, v〉L2(Ω) :=
∫
Ω

u(x)v(x)dx

und der dadurch induzierten Norm

〈v, v〉L2(Ω) = ‖v‖2
L2(Ω) für v ∈ L2(Ω),

ist L2(Ω) ein Hilbertraum.

Die Definitionen obiger Räume sind in [19, Abs. 2.1] zu finden.

Definition 2.19. [19, Abs. 2.2] Sei Ω ⊂ Rn offen. Dann heißt v : Ω → R lokal
integrierbar, wenn v bezüglich jeder kompakten Teilmenge K ⊂ Ω integrierbar ist. Man
schreibt dann v ∈ Lloc1 (Ω), wobei Lloc1 (Ω) den Raum der lokal integrierbaren Funktionen
auf Ω bezeichne.
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Definition 2.20. [19, Abs. 2.2](Schwache Ableitung, verallgemeinerte Ableitung)
Sei Ω ⊆ Rn ein Gebiet, α ein Multiindex und u, v ∈ Lloc1 (Ω). Dann heißt
v(x) := Dαu(x) schwache oder verallgemeinerte α–te Ableitung von u falls∫

Ω

vϕdx = (−1)|α|
∫
Ω

uDαϕdx für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω) gilt.

Definition 2.21. [19, Abs. 2.2](Sobolev–Norm, Sobolev–Raum)
Sei Ω ⊆ Rn offen und k ∈ N0. Dann definiert

‖v‖Wk
2 (Ω) :=

 ∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαv(x)|2 dx
1/2

eine Norm und durch Vervollständigung von C∞(Ω) bezüglich dieser Norm wird der
Sobolev–Raum

W k
2 (Ω) := C∞(Ω)‖·‖Wk

2 (Ω)

erklärt.

Die Sobolev–Norm und der zugehörige Sobolev–Raum können für positive, reellwertige
Exponenten verallgemeinert werden, siehe auch [19, Abs. 2.2]:

Definition 2.22. (Sobolev–Slobodeckii–Norm)
Sei Ω ⊆ Rn offen und sei 0 < s ∈ R mit s = k + κ, k ∈ N0 und κ ∈ (0, 1). Dann wird
die Sobolev–Slobodeckii–Norm definiert durch

‖v‖2
W s

2 (Ω) := ‖v‖2
Wk

2 (Ω) + |v|2Wk
2 (Ω)

mit der Halbnorm

|v|2Wk
2 (Ω) =

∑
|α|=k

∫
Ω

∫
Ω

|Dαv(x)−Dαv(y)|2

|x− y|n+2κ dxdy.

Der zugehörige Sobolev–Raum wird analog zu oben erklärt durch

W s
2 (Ω) := C∞(Ω)‖·‖Ws

2 (Ω) .

Außerdem gilt nach [19, Abs. 2.2]: W s
2 (Ω) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

〈u, v〉W s
2 (Ω) := 〈u, v〉Wk

2 (Ω) +
∑
|α|=k

∫
Ω

∫
Ω

(Dαu(x)−Dαu(y))(Dαv(x)−Dαv(y))
|x− y|n+2κ dxdy,

wobei
〈u, v〉Wk

2 (Ω) :=
∑
|α|≤k

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx (2.1)

und s = k + κ, k ∈ N0 sowie κ ∈ (0, 1) gilt. Des weiteren ist W k
2 (Ω) ein Hilbertraum

mit dem Skalarprodukt (2.1) für k ∈ N0.
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Die Sobolev–Räume können alternativ auch mittels der Fourier–Transformation von
Distributionen eingeführt werden. Es sei hierfür auf [19, Abs. 2.4] verwiesen. Die dann
mit Hs(Ω) bezeichneten Räume sind allerdings nur unter bestimmten Voraussetzungen
an das Gebiet Ω zu den Räumen W s

2 (Ω) äquivalent.

Die folgende Definition ist [19, Abs. 2.1] entnommen:

Definition 2.23. (Lipschitz–Gebiet)
Sei Ω ⊂ Rn offen mit n ≥ 2 und dem Rand Γ := ∂Ω. Dann wird Ω Lipschitz–Gebiet
genannt, falls der Rand Γ bezüglich einer beliebigen Zerlegung,

Γ =
m⋃
j=1

Γj, Γj :=
{
x ∈ Rn : x = χj(ξ) für ξ ∈ τj ⊂ Rn−1

}
, (2.2)

stückweise durch eine Lipschitz–stetige Funktion dargestellt werden kann, d.h. falls
Konstanten Lj > 0 existieren, sodass

|χj(ξ)− χj(η)| ≤ Lj |ξ − η| für alle ξ, η ∈ τj, j = 1, ...,m, gilt.

Die Parameterbereiche τj und die Randstücke Γj seien dabei offen.

Nach [19, Satz 2.6] gilt:

Satz 2.24. Für ein Lipschitz–Gebiet Ω ⊂ Rn sind W s
2 (Ω) und Hs(Ω) für alle s > 0

äquivalent.

Es werden folgende Bezeichnungen getroffen:

• Hs
0(Ω) := W̊ s

2 (Ω) := C∞0 (Ω)‖·‖Ws
2 (Ω) ,

• für s < 0 : W s
2 (Ω) :=

[
W̊−s

2 (Ω)
]′

mit der Norm, gemäß Definition 2.2,

‖u‖W s
2 (Ω) := sup

06=v∈W̊−s2 (Ω)

|〈u, v〉|
‖v‖W−s2 (Ω)

.

Im Folgenden werden nur Lipschitz–Gebiete betrachtet und deshalb die Sobolev–
Räume von nun an mit Hs(Ω) bezeichnet.

Da die Randbedingung (1.12b) und die Transmissionsbedingungen (1.13a)–(1.13b)
Funktionen auf dem Rand eines Gebietes beschreiben, werden an dieser Stelle wie in
[19, Abs. 2.5] Sobolev–Räume auf Mannigfaltigkeiten eingeführt.

Für ein beschränktes Lipschitz–Gebiet Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, sei der Rand Γ = ∂Ω durch
eine beliebige und überlappende stückweise Parametrisierung wie in (2.2) gegeben.
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Bezüglich dieser Zerlegung sei eine Partition der Eins mit nicht negativen Abschnei-
defunktionen ϕj ∈ C∞0 (Rn) gegeben durch

m∑
j=1

ϕj(x) = 1 für x ∈ Γ, ϕj(x) = 0 für x ∈ Γ\Γj.

Damit kann eine auf dem Rand Γ definierte Funktion dargestellt werden durch

v(x) =
m∑
j=1

ϕj(x)v(x) =
m∑
j=1

vj(x) für x ∈ Γ

mit vj(x) := ϕj(x)v(x). Mit der Parametrisierung (2.2) folgt

vj(x) = ϕj(x)v(x) = ϕj(χj(ξ))v(χj(ξ)) =: ṽj(ξ) für ξ ∈ τj ⊂ Rn−1, j = 1, ...,m.

Um Sobolev–Räume auf τj ⊂ Rn−1 für die Funktionen ṽj(ξ) einführen zu können, muss
wegen der Kettenregel vorausgesetzt werden, dass die entsprechenden Ableitungen von
χj(ξ) existieren. Für Lipschitz–stetige χj können daher Sobolev–Räume Hs(τj) für
0 ≤ s ≤ 1 erklärt werden. Diese werden nun wie in [19, Abs. 2.5] definiert:
Definition 2.25. Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz–Gebiet mit dem Rand Γ =
∂Ω. Dann ist der Sobolev–Raum Hs(Γ) für 0 ≤ s ≤ 1 definiert durch

Hs(Γ) :=
{
v : ‖v‖Hsχ(Γ) <∞

}
versehen mit der Norm

‖v‖Hsχ(Γ) :=
 m∑
j=1
‖ṽ‖2

Hs(τj)

1/2

.

Es gilt nach [19, Lemma 2.2]:
Lemma 2.26. Für s = 0 ist die Norm

‖v‖L2(Γ) :=
( ∫

Γ

|v(x)|2 dsx

)1/2

zur ‖·‖H0
χ(Γ)–Norm äquivalent.

Außerdem ist für s ∈ (0, 1) nach [19, Abs. 2.5] die Sobolev–Slobodeckii–Norm, gegeben
durch

‖v‖Hs(Γ) :=
(
‖v‖2

L2(Γ) + |v|2Hs(Γ)

)1/2
,

mit der Halbnorm

|v|Hs(Γ) :=
( ∫

Γ

∫
Γ

|v(x)− v(y)|2

|x− y|n−1+2s dsxdsy

)1/2
,

zur ‖·‖Hsχ(Γ)–Norm äquivalent.

Sobolev–Räume für negative Exponenten können nach [19, Abs. 2.5] wie folgt definiert
werden:
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Definition 2.27. Für s < 0 wird Hs(Γ) erklärt als Dualraum von H−s(Γ), d.h.

Hs(Γ) :=
[
H−s(Γ)

]′
versehen mit der Norm

‖v‖Hs(Γ) := sup
06=w∈H−s(Γ)

|〈v, w〉Γ|
‖w‖H−s(Γ)

bezüglich dem Dualitätsprodukt

〈v, w〉Γ :=
∫
Γ

v(x)w(x)dsx.

Des Weiteren sind zur Beschreibung von Funktionen am Rand eines Gebietes der
Spuroperator und die Konormalenableitung von Nöten.

Definition 2.28. Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz–Gebiet. Dann ist die innere
Spur definiert durch

γint0 v(x) := lim
Ω3x̃→x

v(x̃) für x ∈ ∂Ω

und die äußere Spur durch

γext0 v(x) := lim
Rn\Ω̄3x̃→x

v(x̃) für x ∈ ∂Ω.

Da im FSI–Eigenwertproblem (1.12a)–(1.14) vektorwertige Funktionen auftreten, wird
die vektorwertige Spur folgendermaßen definiert:

γint0 v(x) :=
(
γint0 v1(x), γint0 v2(x), γint0 v3(x)

)T
für x ∈ ∂Ω,

γext0 v(x) :=
(
γext0 v1(x), γext0 v2(x), γext0 v3(x)

)T
für x ∈ ∂Ω.

Definition 2.29. Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz–Gebiet mit dem Rand ∂Ω,
auf dem fast überall der äußere Normalenvektor n(x),x ∈ ∂Ω, gegeben sei. Für
das FSI–Eigenwertproblem (1.12a)–(1.14) ist die vektorwertige innere beziehungsweise
äußere Konormalenableitung gegeben durch

ηintv(x) := lim
Ω3x̃→x

σ(v(x̃))n(x) für x ∈ ∂Ω,

ηextv(x) := lim
Rn\Ω̄3x̃→x

σ(v(x̃))n(x) für x ∈ ∂Ω.

Einen Zusammenhang zwischen den Sobolev–Räumen im Gebiet Ω und denen auf dem
Rand ∂Ω stellen die folgenden beiden Sätze her, siehe auch [19, Satz 2.9, Satz 2.10]:
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Satz 2.30. (Spursatz)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz–Gebiet. Dann ist für 1

2 < s ≤ 1 der Operator

γint0 : Hs(Ω)→ Hs− 1
2 (∂Ω) (2.3)

linear, beschränkt und stetig und es existiert eine Konstante cT > 0, sodass∥∥∥γint0 v
∥∥∥

Hs−
1
2 (∂Ω)

≤ cT‖v‖Hs(Ω) für alle v ∈ Hs(Ω)

gilt.

Satz 2.31. (Inverser Spursatz)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz–Gebiet. Dann besitzt für 1

2 < s ≤ 1 der durch
(2.3) definierte Spuroperator eine stetige Rechtsinverse

E : Hs− 1
2 (∂Ω)→ Hs(Ω) (2.4)

mit γint0 Ew = w für alle w ∈ Hs− 1
2 (∂Ω) und es gilt die Abschätzung

‖Ew‖Hs(Ω) ≤ cIT‖w‖Hs−
1
2 (∂Ω)

für alle w ∈ Hs− 1
2 (∂Ω)

mit einer Konstante cIT > 0.

2.4 Bilinearformen des FSI–Eigenwertproblems
In diesem Abschnitt, der [19, Abs. 4.2] folgt, werden zwei Bilinearformen hergelei-
tet, die für die variationelle Formulierung des FSI–Eigenwertproblems (1.12a)–(1.14)
benötigt werden. Da im dreidimensionalen Problem vektorwertige Funktionen auftre-
ten, werden vektorwertige Funktionenräume erklärt:

H1(ΩS) := {v = (v1, v2, v3)T : vi ∈ H1(ΩS), i = 1, 2, 3},
L2(ΩS) := {v = (v1, v2, v3)T : vi ∈ L2(ΩS), i = 1, 2, 3}.

Die zugehörigen Normen lauten

‖v‖2
H1(ΩS) :=

3∑
i=1
‖vi‖2

H1(ΩS), ‖v‖2
L2(ΩS) :=

3∑
i=1
‖vi‖2

L2(ΩS).

Betrachtet wird nun die i–te Komponente der Gleichung (1.12a). Nach Multiplikation
mit einer Testfunktion vi ∈ C∞0 (ΩS) und anschließender Integration über ΩS sowie
mittels partieller Integration ergibt sich

%S ω
2
∫

ΩS

ui(x)vi(x)dx = −
∫

ΩS

3∑
j=1

∂

∂xj
σij(u(x))vi(x)dx =

∫
ΩS

3∑
j=1

σij(u(x)) ∂

∂xj
vi(x)dx−

∫
Γ∪ΓN

3∑
j=1

nj(x)σij(u(x))vi(x)dsx.

(2.5)
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Für den linearisierten Verzerrungstensor, siehe Definition 1.4, folgt (durch Summation)
3∑

k=1
εkk(u) =

3∑
k=1

∂

∂xk
uk(x) = div u(x).

Per Definition 1.5 des linearisierten Spannungstensors gilt

σii(u(x)) = λL
3∑

k=1
εkk(u(x)) + 2µLεii(u(x)) = λL div u(x) + 2µLεii(u(x)),

σij(u(x)) = 2µLεij(u(x)) für i 6= j.

Es werden die folgenden zwei symmetrischen Bilinearformen definiert:

a(u,v) :=
∫

ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

σij(u(x)) ∂

∂xj
vi(x)dx

=
∫

ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

σij(u(x))1
2

[
∂

∂xj
vi(x) + ∂

∂xi
vj(x)

]
dx

=
∫

ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

σij(u(x))εij(v(x))dx

=
∫

ΩS

3∑
i=1

σii(u(x))εii(v(x))dx +
∫

ΩS

3∑
i,j=1
i 6=j

σij(u(x))εij(v(x))dx

=
∫

ΩS

3∑
i=1

[λL div u(x) + 2µLεii(u(x))]εii(v(x))dx +
∫

ΩS

3∑
i,j=1
i 6=j

2µLεij(u(x))εij(v(x))dx

= λL

∫
ΩS

div u(x) · div v(x)dx + 2µL
∫

ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

εij(u(x))εij(v(x))dx

(2.6)
für u,v ∈ H1(ΩS).

b(u,v) :=
∫

ΩS

3∑
i=1

ui(x)vi(x)dx =
∫

ΩS

u(x) · v(x)dx = 〈u,v〉L2(ΩS) (2.7)

für u,v ∈ H1(ΩS).

Mittels Summation über i = 1, ..., 3 der Gleichung (2.5) folgt damit

%Sω
2b(u,v) = a(u,v)−

∫
Γ∪ΓN

3∑
i=1

3∑
j=1

nj(x)σij(u(x))vi(x)
︸ ︷︷ ︸

=[σ(u(x))nx]·v(x)

dsx (2.8)

für u,v ∈ H1(ΩS).
Die folgenden zwei Lemmata zeigen die Beschränktheit der Bilinearformen a und b:
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Lemma 2.32. Die Bilinearform a(u,v) : H1(ΩS)×H1(ΩS)→ R ist beschränkt, d.h.
es existiert eine Konstante ca2 > 0, sodass

|a(u,v)| ≤ ca2‖u‖H1(ΩS)‖v‖H1(ΩS) für alle u,v ∈ H1(ΩS) gilt.

Zum Beweis des Lemmas sei auf [19, Lemma 4.5] verwiesen.

Lemma 2.33. Die Bilinearform b(u,v) : H1(ΩS)×H1(ΩS)→ R ist beschränkt, d.h.
es existiert eine Konstante cb2 > 0, sodass

|b(u,v)| ≤ cb2‖u‖H1(ΩS)‖v‖H1(ΩS) für alle u,v ∈ H1(ΩS) gilt.

Es wird nun Lemma 2.5 auf die oben definierten Bilinearformen a und b angewandt:
Sei A : H1(ΩS)→ H1(ΩS)′ der durch

〈Au,v〉 = a(u,v) für alle u,v ∈ H1(ΩS) (2.9)

definierte lineare, beschränkte Operator mit Beschränktheitskonstante ca2.
Weiters sei M : H1(ΩS)→ H1(ΩS)′ der durch

〈Mu,v〉 = b(u,v) für alle u,v ∈ H1(ΩS) (2.10)

definierte lineare, beschränkte Operator mit Beschränktheitskonstante cb2.
Nach Korollar 2.8 sind die Operatoren A und M selbstadjungiert.
Die Gleichung (2.8) kann damit umgeschrieben werden zu

〈Au,v〉 − %Sω2〈Mu,v〉 =
∫

Γ∪ΓN

[σ(u(x))nx] · v(x)dsx für u,v ∈ H1(ΩS). (2.11)

2.5 Darstellung für den Druck im Fluid
In diesem Abschnitt, [19, Abs. 5.1, Abs. 7.5] folgend, wird eine Darstellungsformel für
den gesuchten Druck p im Fluid ΩF ⊂ R3 mit dem Rand Γ angegeben.

Für das Laplace–Problem

−∆p(x) = 0 für x ∈ ΩF

ist nach [19, Abs. 5.1] die Fundamentallösung des Laplace–Operators in R3 gegeben
durch

U∗(x,y) = 1
4π

1
|x− y|

. (2.12)

Nach [19, Abs. 7.5] lautet die Darstellungsformel im Fluid:

p(x) = −
∫
Γ

γext0,yU
∗(x,y)γext1 p(y)dsy+

∫
Γ

γext1,yU
∗(x,y)γext0 p(y)dsy für x ∈ ΩF . (2.13)
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2.6 Randintegraloperatoren
In diesem Abschnitt, der sich an [19, Kap. 6] orientiert, werden Randintegraloperato-
ren eingeführt mit denen die Darstellung (2.13) umformuliert werden kann, und die in
weiterer Folge auf ein System von Randintegralgleichungen zur Beschreibung des
Akustik–Problems führen. Im Folgenden bezeichne U∗(x,y) die Fundamentallösung
des Laplace–Operators in R3 wie in (2.12).

Für w ∈ H−1/2(Γ) ist das Einfachschichtpotential Ṽ : H−1/2(Γ)→ H1(ΩS), definiert
durch

(Ṽ w)(x) :=
∫
Γ

U∗(x,y)w(y)dsy für x ∈ ΩS ∪ ΩF , (2.14)

ein beschränkter, linearer Operator. Nach [19, Lemma 6.3] ist (2.14) eine schwache
Lösung der Laplace–Gleichung

−∆(Ṽ w)(x) = 0 für x ∈ ΩS ∪ ΩF .

Durch Anwenden des äußeren Spuroperators wird der beschänkte, lineare Operator

V := γext0 Ṽ : H−1/2(Γ)→ H1/2(Γ)

erklärt. Es existiert, siehe [19, Lemma 6.4], eine Darstellung als schwach singuläres
Integral, d.h. für w ∈ L∞(Γ) ist

(V w)(x) = γext0 (Ṽ w)(x) =
∫
Γ

U∗(x,y)w(y)dsy für x ∈ Γ. (2.15)

Nach [19, Satz 6.5] gilt die H−1/2(Γ)–Elliptizität

〈V w,w〉Γ ≥ cV1 ‖w‖
2
H−1/2(Γ) für alle w ∈ H−1/2(Γ) (2.16)

mit einer Konstante cV1 > 0.

Für v ∈ H1/2(Γ) ist das Doppelschichtpotential W : H1/2(Γ) → H1(ΩS), definiert
durch

(Wv)(x) :=
∫
Γ

[
γext1,yU

∗(x,y)
]
v(y)dsy für x ∈ ΩS ∪ ΩF , (2.17)

ein beschränkter, linearer Operator. Nach [19, Lemma 6.7] ist (2.17) eine schwache
Lösung der Laplace–Gleichung

−∆(Wv)(x) = 0 für x ∈ ΩS ∪ ΩF .

Die Anwendung des äußeren Spuroperators ergibt den beschänkten, linearen Operator

γext0 W : H1/2(Γ)→ H1/2(Γ)
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mit der Darstellung

γext0 (Wv)(x) = σ(x)v(x) + (Kv)(x) für x ∈ Γ (2.18)

im Sinne von H1/2(Γ). Hier ist

(Kv)(x) := lim
ε→0

∫
y∈Γ:|y−x|≥ε

[
γint1,yU

∗(x,y)
]
v(y)dsy für x ∈ Γ,

siehe [19, Lemma 6.8], und

σ(x) := lim
ε→0

1
2(n− 1)π

1
εn−1

∫
y∈ΩS :|y−x|=ε

dsy für x ∈ Γ, (2.19)

siehe [19, Lemma 6.5]. Ist der Rand Γ hinreichend glatt, d.h. wenigstens differenzier-
bar, in einer Umgebung eines Punktes x ∈ Γ, so folgt aus (2.19), dass σ(x) = 1

2 für fast
alle x ∈ Γ gilt. Weiters gilt nach [19, Abs. 6.6.4], dass (σI+K)(1)(x) = 0 ist für x ∈ Γ.

Für w ∈ H−1/2(Γ) definiert nach [19, Lemma 4.3] die innere Konormalenableitung des
Einfachschichtpotentials einen beschränkten, linearen Operator

γint1 Ṽ : H−1/2(Γ)→ H−1/2(Γ),

der nach [19, Lemma 6.5] dargestellt werden kann durch

γint1 (Ṽ w)(x) = σ(x)w(x) + (K ′w)(x) für x ∈ Γ (2.20)

im Sinne von H−1/2(Γ). Dabei wird der beschränkte, lineare Operator

K ′ : H−1/2(Γ)→ H−1/2(Γ), (2.21)
der gegeben ist durch

(K ′w)(x) := lim
ε→0

∫
y∈Γ:|y−x|≥ε

[
γint1,xU

∗(x,y)
]
w(y)dsy für x ∈ Γ,

als adjungierter Doppelschichtpotentialoperator bezeichnet.

Für v ∈ H1/2(Γ) definiert die äußere Konormalenableitung des Doppelschichtpotentials
einen beschränkten, linearen Operator

D := −γext1 W : H1/2(Γ)→ H−1/2(Γ),

der als hypersingulärer Operator bezeichnet wird und dessen Darstellung als Cauchy–
Hauptwertintegral für eine stetige Dichtefunktion v gegeben ist durch

(Dv)(x) : = −γext1 (Wv)(x) = − lim
ΩF3x̂→x∈Γ

nx · ∇x̂(Wv)(x̂)

= −
∫
Γ

γext1,xγ
ext
1,yU

∗(x,y) [v(y)− v(x)] dsy für x ∈ Γ. (2.22)
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Die durch den hypersingulären Operator erklärte Bilinearform ist gegeben durch

〈Du, v〉Γ = −
∫
Γ

v(x)γext1,x

∫
Γ

γext1,yU
∗(x,y)u(y)dsydsx für u, v ∈ H1/2(Γ). (2.23)

Sei Γ = ⋃N
k=1 Γk eine stückweise glatte, geschlossene Oberfläche und seien u, v global

stetige Funktionen auf Γ, die auf den Kurvenstücken Γk differenzierbar seien. Dann
gilt nach [19, Satz 6.4] im R3 die zu (2.23) äquivalente Darstellung

〈Du, v〉Γ = 1
4π

∫
Γ

∫
Γ

curlΓu(y) · curlΓv(x)
|x− y|

dsxdsy, (2.24)

wobei curlΓu(x) := n(x) × ∇ũ(x) für x ∈ Γ die Oberflächenrotation der skalaren
Funktion u bezeichne und ũ eine geeignet gewählte Fortsetzung von u sei.

Nach [19, Abs. 6.5] kann gezeigt werden, dass der Kern des hypersingulären Operators
den konstanten Funktionen entspricht: Sei p(x̃) ≡ 1. Dann folgt mit der Darstellungs-
formel (2.13) und mit der Definition des Doppelschichtpotentials (2.17)

1 =
∫
Γ

γext1,yU
∗(x̃,y)dsy = (W1)(x̃) für x̃ ∈ ΩF .

Anwenden der (mit negativem Vorzeichen versehenen) äußeren Konormalenableitung
auf obige Gleichung ergibt mit der Definition des hypersingulären Operators (2.22)

0 = − lim
ΩF3x̃→x∈Γ

nx · ∇x̃(W1)(x̂) = (D1)(x) für x ∈ Γ.

Daher kann D nicht elliptisch auf ganz H1/2(Γ) sein. Nach [19, Folgerung 6.4] gilt
jedoch das folgende Resultat:

Lemma 2.34. Der hypersinguläre Operator D ist H1/2(Γ)–semi–elliptisch, d.h. es gilt

〈Dv, v〉Γ ≥ c̄D1 |v|
2
H1/2(Γ) für alle v ∈ H1/2(Γ) (2.25)

mit einer Konstante c̄D1 > 0.

Die Elliptizität von D kann in geeignet gewählten Faktorräumen gewährleistet werden,
wie zum Beispiel im Raum der auf Eins orthogonalen H1/2(Γ)–Funktionen

H1/2
∗∗ (Γ) :=

{
v ∈ H1/2(Γ) : 〈v, 1〉Γ = 0

}
mit der Norm

‖v‖H1/2
∗∗ (Γ) := {|v|2H1/2(Γ) + |〈v, 1〉Γ|

2},

die nach dem Normierungssatz von Sobolev, siehe z.B. [19, Satz 2.2], eine äquivalente
Norm in H1/2(Γ) definiert. Für ein v ∈ H1/2

∗∗ (Γ) folgt dann aus (2.25)

〈Dv, v〉Γ ≥ c̄D1 |v|
2
H1/2(Γ) = c̄D1 {|v|

2
H1/2(Γ) + |〈v, 1〉Γ|

2} = c̄D1 ‖v‖H1/2
∗∗ (Γ) ≥ cD1 ‖v‖

2
H1/2(Γ)
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mit einer Konstante cD1 > 0, also die H1/2
∗∗ (Γ)–Elliptizität von D.

Um den hypersingulären Operator in der Praxis umzusezten, wird der modifizierte
hypersinguläre Operator D̃ : H1/2(Γ)→ H−1/2(Γ) durch die Bilinearform〈

D̃w, v
〉

Γ
:= 〈Dw, v〉Γ + α〈w, 1〉Γ〈v, 1〉Γ für v, w ∈ H1/2(Γ) (2.26)

mit (einem geeignet zu wählenden) α ∈ R+ erklärt. Der Operator D̃ ist beschränkt
und aufgrund der H1/2

∗∗ (Γ)–Elliptizität von D auch H1/2(Γ)–elliptisch wegen〈
D̃v, v

〉
Γ

= 〈Dv, v〉Γ + α |〈v, 1〉Γ|
2

≥ c̄D1 |v|
2
H1/2(Γ) + α |〈v, 1〉Γ|

2

≥ min{c̄D1 , α}{|v|
2
H1/2(Γ) + |〈v, 1〉Γ|

2}
= min{c̄D1 , α}‖v‖H1/2

∗∗ (Γ) ≥ c̃D1 ‖v‖
2
H1/2(Γ) für alle v ∈ H1/2(Γ)

mit einer Konstante c̃D1 > 0. Nach dem Lemma von Lax–Milgram, siehe [19, Satz 3.2],
ist daher der modifizierte hypersinguläre Operator invertierbar, d.h. es existiert die
stetige Inverse

D̃−1 : H−1/2(Γ)→ H1/2(Γ) (2.27)
und diese ist beschränkt, d.h. es gilt∥∥∥D̃−1w

∥∥∥
H1/2(Γ)

≤ 1
c̃D1
‖w‖H−1/2(Γ) für alle w ∈ H−1/2(Γ). (2.28)

Da der hypersinguläre Operator D und damit auch der modifizierte hypersinguläre
Operator D̃ selbstadjungiert ist, was aus der Symmetrie der Bilinearform (2.24) bzw.
(2.26) folgt, gilt nach [19, Lemma 3.3] die H−1/2(Γ)–Elliptizität von D̃−1,〈

D̃−1w,w
〉

Γ
≥ 1
c̃D2
‖w‖2

H−1/2(Γ) für alle w ∈ H−1/2(Γ) (2.29)

mit einer Konstante c̃D2 > 0.

Einen Zusammenhang zwischen der inneren und der äußeren Spur sowie der inneren
und äußeren Konormalenableitung des Einfachschichtpotentials bzw. Doppelschicht-
potentials liefern die folgenden zwei Lemmata:

Lemma 2.35. Es gelten die beiden Sprungrelationen für das Einfachschichtpotential

γext0 (Ṽ w)(x)− γint0 (Ṽ w)(x) = 0 für x ∈ Γ,
γext1 (Ṽ w)(x)− γint1 (Ṽ w)(x) = −w(x) für x ∈ Γ.

Für einen Beweis des Lemmas sei auf [19, Lemma 6.6] verwiesen.

Lemma 2.36. Es gelten die beiden Sprungrelationen für das Doppelschichtpotential

γext0 (Wv)(x)− γint0 (Wv)(x) = v(x) für x ∈ Γ,
γext1 (Wv)(x)− γint1 (Wv)(x) = 0 für x ∈ Γ.
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Für einen Beweis des Lemmas sei auf [19, Lemma 6.9] verwiesen.

Mit dem Einfachschichtpotential (2.14) und dem Doppelschichtpotential (2.17) lautet
die Darstellung (2.13) daher

p(x) = −(Ṽ γext1 p)(x) + (Wγext0 p)(x) für x ∈ ΩF . (2.30)

Die beiden Potentiale (2.14) und (2.17) erfüllen außerdem die Abstrahlbedingung
(1.14), siehe z.B. [11].
Um aus (2.30) Randintegralgleichungen abzuleiten, werden die äußere Spur γext0 und
die äußere Konormalenableitung γext1 angewandt. Mit (2.15) und (2.18) ergibt sich

γext0 p(x) = −(V γext1 p)(x) + [σ(x) +K] γext0 p(x) für x ∈ Γ.

Mit der Sprungrelation des Einfachschichtpotentials, der Definition des hypersingulären
Operators und der Darstellung (2.20) folgt

γext1 p(x) = γext1 p(x)− γint1 (Ṽ γext1 p)(x)− (Dγext0 p)(x)
= γext1 p(x)− σ(x)γext1 p(x)− (K ′γext1 p)(x)− (Dγext0 p)(x)
= [1− σ(x)−K ′] γext1 p(x)− (Dγext0 p)(x) für x ∈ Γ.

Es resultiert schließlich das System von Randintegralgleichungen(
γext0 p
γext1 p

)
=
(
σI +K −V
−D [1− σ]I −K ′

)(
γext0 p
γext1 p

)
. (2.31)

Anstelle des hypersingulären Operators D wird nun der modifizierte hypersinguläre
Operator D̃ verwendet. Damit kann unter Zuhilfenahme des inversen Operators D̃−1

aus der zweiten Randintegralgleichung von (2.31) die Darstellung

γext0 p(x) = −D̃−1(σI +K ′)γext1 p(x) für x ∈ Γ (2.32)

gewonnen werden. Hierbei wird der Operator T : H−1/2(Γ)→ H1/2(Γ), definiert durch

T := D̃−1(σI +K ′), (2.33)

als Poincaré–Steklov–Operator bezeichnet.
Einsetzen von (2.32) in die erste Randintegralgleichung von (2.31) ergibt

γext0 p(x) = −[V + (σI +K)D̃−1(σI +K ′)]γext1 p(x) für x ∈ Γ.

Damit stellt T : H−1/2(Γ)→ H1/2(Γ), gegeben durch

T = V + (σI +K)D̃−1(σI +K ′), (2.34)

die äquivalente, symmetrische Variante des Poincaré–Steklov–Operators dar. Es wird
später gezeigt, dass eine symmetrische Approximation dieses Operators H−1/2(Γ)–
elliptisch ist.
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2.7 Variationsformulierung des
FSI–Eigenwertproblems

In diesem Abschnitt, der sich an [12, Abs. 3] orientiert, wird eine variationelle Formu-
lierung des FSI–Eigenwertproblems (1.12a)–(1.14) hergeleitet.

Gegeben seien die Gebiete ΩS ⊂ R3 und ΩF ⊂ R3 wie in Definition 1.6. Betrachtet
wird das FSI–Eigenwertproblem (im Frequenzbereich): Finde u 6= 0, p 6= 0 und ω ∈ R,
sodass

− div σ(u(x)) = %Sω
2u(x) für x ∈ ΩS, (2.35a)

σ(u(x))nx = 0 für x ∈ ΓN , (2.35b)
−∆p(x) = 0 für x ∈ ΩF , (2.35c)

gilt und sodass die Transmissionsbedingungen auf dem Kopplungsrand

%Fω
2γint0 u · nx = %Fω

2u(x) · nx = ∂

∂nx
p(x) = γext1 p für x ∈ Γ, (2.36a)

ηintu = σ(u(x))nx = −p(x)nx = −(γext0 p)nx für x ∈ Γ, (2.36b)

erfüllt werden, wobei nx der äußere Normalenvektor bezüglich ΩS ist.
Außerdem sei die Abstrahlbedingung (1.14) zu erfüllen.

Für die variationelle Formulierung des FSI–Eigenwertproblems (2.35a)–(2.36b) werden
vektorwertige Funktionenräume benötigt:

H1/2(Γ) := {v = (v1, v2, v3)T : vi ∈ H1/2(Γ), i = 1, 2, 3},
H−1/2(Γ) := {v = (v1, v2, v3)T : vi ∈ H−1/2(Γ), i = 1, 2, 3}.

Die zugehörigen Normen lauten

‖v‖2
H1/2(Γ) :=

3∑
i=1
‖vi‖2

H1/2(Γ), ‖v‖2
H−1/2(Γ) :=

3∑
i=1
‖vi‖2

H−1/2(Γ).

Es wird nun das folgende Dualitätsprodukt definiert:

〈t,w〉Γ :=
∫
Γ

t(x) ·w(x)dsx für alle t ∈ H−1/2(Γ),w ∈ H1/2(Γ). (2.37)

Wegen der Neumann–Randbedingung (2.35b) verschwindet das Randintegral auf ΓN
in Gleichung (2.11). Mit den in Kapitel 2.4 erklärten Operatoren A und M und ins-
besondere wegen der Gleichung (2.11) folgt daher für (2.35a)–(2.36b) die variationelle
Formulierung: Gesucht u ∈ H1(ΩS)\{0} und ω ∈ R, sodass

〈Au,v〉 − %Sω2〈Mu,v〉 =
〈
ηintu,v

〉
Γ

für alle v ∈ H1(ΩS) gilt. (2.38)
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Mit den in Kapitel 2.6 hergeleiteten Randintegralgleichungen und den Transmissions-
bedingungen (2.36a)–(2.36b) kann die Unbekannte p des Akustik–Problems mit der
Unbekannten u des Struktur–Problems gekoppelt werden: Die erste Randintegral-
gleichung von (2.31) lautet

γext0 p =
(1

2I +K
)
γext0 p− V γext1 p.

Zusammen mit den Transmissionsbedingungen (2.36b) und (2.36a) folgt aus (2.38)

〈Au,v〉 − %Sω2〈Mu,v〉 =
〈
−(γext0 p)n, γint0 v

〉
Γ

= −
〈
γext0 p, γint0 v · n

〉
Γ

= −
〈(1

2I +K
)
γext0 p− V γext1 p, γint0 v · n

〉
Γ

= −
〈(1

2I +K
)
γext0 p, γint0 v · n

〉
Γ

+ %Fω
2
〈
V (γint0 u · n), γint0 v · n

〉
Γ

(2.39)

für alle u,v ∈ H1(ΩS).
Die zweite Randintegralgleichung von (2.31) ist gegeben durch

γext1 p = −Dγext0 p+
(1

2I −K
′
)
γext1 p.

In variationeller Form und mit der ersten Transmissionsbedingung (2.36a) ergibt dies
für γext0 p ∈ H1/2(Γ)

0 =
〈
Dγext0 p, q

〉
Γ

+
〈(1

2I +K ′
)
γext1 p, q

〉
Γ

=
〈
Dγext0 p, q

〉
Γ

+ %Fω
2
〈(1

2I +K ′
)

(γint0 u · n), q
〉

Γ
für alle q ∈ H1/2(Γ).

(2.40)

Um die variationellen Formulierungen (2.39)–(2.40) in Operatorgleichungen überzuführen,
werden die folgenden Operatoren benötigt:

N : H1(ΩS)→ H−1/2(Γ), u 7→ ι∗Ñu,
N∗ : H1/2(Γ)→ H1(ΩS)′, u 7→ Ñ∗ιu,

(2.41)

mit den Einbettungen

ι : H1/2(Γ) ↪→ L2(Γ), u 7→ u,

ι∗ : L2(Γ) ↪→ H−1/2(Γ), u 7→ u,
(2.42)

und mit

Ñ : H1(ΩS)→ L2(Γ), u 7→ γint0 u · n,
Ñ∗ : L2(Γ)→ H1(ΩS)′.

(2.43)
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Lemma 2.37. [10, Lemma 2.44] Der Operator Ñ aus (2.43) ist stetig.

Beweis. Sei u ∈ H1(ΩS). Dann ist

∥∥∥Ñu
∥∥∥2

L2(Γ)
=
∥∥∥γint0 u · n

∥∥∥2

L2(Γ)
=
∫
Γ

3∑
i=1

∣∣∣γint0 uini
∣∣∣2 dsx ≤

∫
Γ

3∑
i=1

∣∣∣γint0 ui
∣∣∣2 3∑
i=1
|ni|2 dsx

=
∫
Γ

3∑
i=1

∣∣∣γint0 ui
∣∣∣2 dsx =

∥∥∥γint0 u
∥∥∥2

L2(Γ)
≤
∥∥∥γint0 u

∥∥∥2

H1/2(Γ)
.

Wegen dem Spursatz 2.30 (für s = 1) gilt∥∥∥γint0 u
∥∥∥

H1/2(Γ)
≤ cT‖u‖H1(ΩS)

und daher folgt die Beschränktheit des Operators Ñ . Da der Operator offensichtlich
linear ist, folgt die Stetigkeit von Ñ .

Korollar 2.38. [10, Korollar 2.45] Die Operatoren N und N∗ aus (2.41) sind kompakt.

Beweis. Nach [7, Theorem 4.2.2] ist die Einbettung ι aus (2.42) kompakt. Es folgt
wegen dem Satz von Schauder, siehe [21, Satz III.4.4], dass ι∗ kompakt ist. Da die
Komposition von stetigen und kompakten Operatoren wieder kompakt ist, siehe z.B.
[21, Satz II.3.2b], und wegen der in Lemma 2.37 gezeigten Stetigkeit von Ñ , ist der
Operator N kompakt. Aus dem Satz von Schauder folgt dann die Kompaktheit des
Operators N∗.

Die variationelle Formulierung (2.39) lautet daher als Operatorgleichung

Au− %Sω2Mu +N∗
(1

2I +K
)
γext0 p− %Fω2N∗V Nu = 0

und die Variationsformulierung (2.40) lautet in Operatorschreibweise

Dγext0 p+ %Fω
2
(1

2I +K ′
)
Nu = 0.

Daraus ergibt sich für das FSI–Eigenwertproblem (2.35a)–(2.36b) die Formulierung:
Gesucht u ∈ H1(ΩS)\{0}, γext0 p ∈ H1/2(Γ)\{0} und ω ∈ R, sodassA− %Sω

2M − %Fω2N∗V N N∗
(

1
2I +K

)
%Fω

2
(

1
2I +K ′

)
N D


(

u
γext0 p

)
=
(

0
0

)
(2.44)

gilt.

Für den Rest dieses Abschnitts wird der Einfachheit halber p := γext0 p definiert.
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Wie in Kapitel 2.6 erwähnt, sind die konstanten Funktionen im Kern von D und von
(1

2I + K) enthalten. Das bedeutet, wenn
(

u
p

)
das System (2.44) erfüllt, dann erfüllt

auch
(

u
p̃

)
mit p̃ := p+c, c = konstant, das System (2.44). Anstelle des hypersingulären

Operators D wird nun der modifizierte hypersinguläre Operator D̃, siehe (2.26), ver-
wendet und p̃ so skaliert, dass

〈p̃, 1〉Γ = 0

gilt. Dies ist äquivalent zu: wähle die Konstante c so, dass

〈p, 1〉Γ = −〈c, 1〉Γ

gilt. Die zu (2.44) äquivalente Formulierung mit dem modifizierten hypersingulären
Operator lautet: Gesucht u ∈ H1(ΩS)\{0}, p̃ ∈ H1/2(Γ)\{0} und ω ∈ R, sodassA− %Sω

2M − %Fω2N∗V N N∗
(

1
2I +K

)
%Fω

2
(

1
2I +K ′

)
N D̃


(

u
p̃

)
=
(

0
0

)
(2.45)

gilt.
Mit Hilfe des in Kapitel 2.6 definierten Poincaré–Steklov–Operators T kann eine
Schur–Komplement–Formulierung von (2.45), hergeleitet werden. Da der modifizierte
hypersinguläre Operator D̃ invertierbar ist, folgt aus der zweiten Gleichung von (2.45)

p̃ = −%Fω2D̃−1
(1

2I +K ′
)
Nu.

Eingesetzt in die erste Gleichung von (2.45) ergibt dies eine, zum FSI–Eigenwertproblem
(2.35a)–(2.36b) äquivalente, Formulierung: Finde u ∈ H1(ΩS)\{0} und λ := ω2 ∈ R,
sodass

Au = λ
(
%SM + %FN

∗
[
V +

(1
2I +K

)
D̃−1

(1
2I +K ′

)]
N
)
u (2.46)

gilt.
Mit der symmetrischen Darstellung des Poincaré–Steklov–Operators (2.34)

T = V +
(1

2I +K
)
D̃−1

(1
2I +K ′

)
lautet die äquivalente, symmetrische Variationsformulierung von (2.46): Gesucht sind
u ∈ H1(ΩS)\{0} und λ ∈ R, sodass

〈Au,v〉 = λ
[
%S〈Mu,v〉+ %F 〈N∗TNu,v〉Γ

]
für alle v ∈ H1(ΩS) (2.47)

gilt.





3 Näherungsmethoden
In diesem Kapitel wird ein Näherungsverfahren erklärt um die im vorigen Kapitel her-
geleitete kontinuierliche Variationsformulierung des FSI–Eigenwertproblems zu diskre-
tisieren und somit in ein endlichdimensionales Matrix–Eigenwertproblem umzuformen.
Um dies zu bewerkstelligen werden finite Elemente und Randelemente eingeführt.

3.1 Galerkin–Bubnov–Formulierung
Beim Galerkin–Bubnov–Verfahren, siehe [19, Abs. 8.1], werden gleiche Ansatz– und
Testräume verwendet. Sei X ein Hilbertraum. Es sei das Eigenwertproblem, gesucht
u ∈ X\{0} und λ ∈ R, sodass

〈Au,v〉 = λ〈Bu,v〉 für alle v ∈ X (3.1)

gilt, gegeben. Die Operatoren A : X → X′ und B : X → X′ seien linear, beschränkt
sowie selbstadjungiert, A sei X–elliptisch und B sei positiv, d.h. 〈Bv,v〉 > 0 für alle
v ∈ X\{0}.
Es sei eine Familie von konformen Ansatzräumen

XM := span{ϕk}Mk=1 ⊂ X

mit M ∈ N gegeben. Jedes Element uM ∈ XM hat bezüglich dieser Basis die eindeutige
Darstellung

uM =
M∑
k=1

uMk ϕk. (3.2)

Die Galerkin–Bubnov–Variationsformulierung von (3.1) lautet: Gesucht uM ∈ XM\{0}
und λM ∈ R, sodass

〈AuM ,vM〉 = λM〈BuM ,vM〉 für alle vM ∈ XM gilt. (3.3)

Mit dem Ansatz (3.2) und wegen der Linearität der Operatoren A und B folgt

M∑
k=1

uMk 〈Aϕk,ϕl〉 = λM
M∑
k=1

uMk 〈Bϕk,ϕl〉 für alle l = 1, ...,M.

Mit den Notationen

AM [l, k] := 〈Aϕk,ϕl〉, BM [l, k] := 〈Bϕk,ϕl〉 k, l = 1, ...,M, (3.4)

35
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für die Matrizen AM , BM ∈ RM×M folgt das zu (3.3) äquivalente, endlichdimensionale
Matrix–Eigenwertproblem: Finde Eigenvektoren uM = (uM1 , ..., uMM)T ∈ RM\{0} und
die zugehörigen Eigenwerte λM ∈ R, sodass

AMu
M = λMBMu

M

gilt.
Da jedem beliebigen Vektor vM ∈ RM durch

vM =
M∑
k=1

vMk ϕk ∈ XM

eindeutig eine Funktion zugeordnet werden kann, gilt die folgende Identität zwischen
Matrix– und Operatorschreibweise:

(
AMu

M , vM
)

=
M∑
k=1

M∑
l=1

AM [l, k]uMk vMl =
M∑
k=1

M∑
l=1
〈Aϕk,ϕl〉uMk vMl

=
〈
A

M∑
k=1

uMk ϕk,
M∑
l=1

vMl ϕl

〉
= 〈AuM ,vM〉 für alle uM , vM ∈ RM , uM ,vM ∈ XM .

Analog gilt die obige Identität für die Matrix BM und den Operator B. Es werden
daher folgende Eigenschaften von den Operatoren auf die Matrizen übertragen:

• Aus der Selbstadjungiertheit des Operators A : X→ X′ folgt die Symmetrie der
Matrix AM ∈ RM×M wegen(

AMu
M , vM

)
= 〈AuM ,vM〉 = 〈uM , AvM〉 =

(
uM , AMv

M
)

(3.5)

für alle uM , vM ∈ RM und uM ,vM ∈ XM . Analog folgt die Symmetrie der Matrix
BM ∈ RM×M .

• Aus der X–Elliptizität des Operators A : X → X′ folgt die positive Definitheit
der Matrix AM ∈ RM×M wegen(

AMv
M , vM

)
= 〈AvM ,vM〉 ≥ ca1‖vM‖

2
X (3.6)

für alle vM ∈ RM ↔ vM ∈ XM ⊂ X und mit einer positiven Konstante ca1.

Um die Konvergenz der Näherung uM ∈ XM des diskreten Problems (3.3) gegen
den Eigenvektor u ∈ X des kontinuierlichen Problems (3.1) zu sichern, muss der
Ansatzraum XM die Approximationseigenschaft

lim
M→∞

sup
u∈X

inf
vM∈XM

‖u− vM‖X = 0 (3.7)

erfüllen. Es werden daher in den folgenden beiden Abschnitten konforme Ansatzräume,
für welche die Eigenschaft (3.7) nachgewiesen werden kann, angegeben.
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3.2 Finite Elemente
Da ein Eigenvektor des FSI–Eigenwertproblems (2.47) ein Element des H1(ΩS) ist,
wird in diesem Abschnitt, der sich an [19, Kap. 9] orientiert, ein lokal polynomialer,
endlichdimensionaler Ansatzraum XM erklärt, der ein Teilraum des H1(ΩS) ist und
der die Approximationseigenschaft (3.7) erfüllt.
Sei ΩS ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet und {TN}N∈N eine Folge von Unterteilungen,
d.h.

ΩS = T N =
n(N)⋃
k=1

τ̄k

mit den finiten Elementen τk, die hier als Tetraeder gegeben seien. Eine Unterteilung
TN heißt zulässig, wenn für 2 verschiedene, abgeschlossene Elemente τ̄k, τ̄j ∈ TN , k 6= j,
gilt, dass deren Durchschnitt τ̄k ∩ τ̄j entweder leer ist oder aus einem Knoten, einer
Kante oder einer Seitenfläche der Tetraeder besteht. Eine nicht zulässige Unterteilung
würde sogenannte hängende Knoten beinhalten. Im Folgenden wird nur von zulässigen
Unterteilungen ausgegangen.

Es werden nun Kenngrößen eines finiten Elements τk angegeben:

• Das Volumen ist
∆k :=

∫
τk

dx.

• Die lokale Maschenweite ist
hk := (∆k)

1
3 .

• Der Durchmesser ist
dk := sup

x,y∈τk
|x− y| .

• Der Radius rk ist der Radius der größten in τk enthaltenen Kugel.

• Die globale Maschenweite ist

hfem = hmax := max
k=1,...,n(N)

hk.

• Das Minimum der lokalen Maschenweite ist

hmin := min
k=1,...,n(N)

hk.

Die finiten Elemente τk ∈ TN heißen formregulär, falls eine von der Unterteilung TN
unabhängige Konstante cF existiert, sodass

dk ≤ cF rk für alle k = 1, ..., n(N) gilt.
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Die Folge von Unterteilungen {TN}N∈N heißt global gleichmäßig, falls eine von N ∈ N
unabhängige Konstante cG ≥ 1 existiert, sodass

hmax
hmin

≤ cG

gilt.
Sei nun TN eine zulässige, formreguläre Unterteilung von ΩS und bezeichne {xk}MS

k=1
die Menge aller Knoten von TN . Der Ansatzraum XM ⊂ H1(ΩS) wird gewählt als
S1
h(TN ,ΩS), dem Raum der stückweise linearen und global stetigen Funktionen auf ΩS,

siehe z.B. [19, Abs. 9.3]. (Der Index h bezeichne den Diskretisierungsparameter, der
bei der Verfeinerung der Unterteilung des Gebietes gegen 0 strebt.) Für eine zulässige
Unterteilung von ΩS ⊂ R3 ist eine Basis dieses Ansatzraumes gegeben durch

ϕk(x) =


1 für x = xk,
0 für x = xj 6= xk,
linear sonst.

Die Dimension des Ansatzraumes entspricht dabei gerade der Anzahl der Knoten der
Unterteilung, d.h. dimS1

h(TN ,ΩS) = MS. Es gilt damit für eine beliebige Funktion
vh ∈ S1

h(TN ,ΩS) die Darstellung

vh(x) =
MS∑
k=1

vkϕk(x).

Da ein Eigenvektor von (2.47) allerdings ein Element des H1(ΩS) ist, müssen vektor-
wertige Ansatzfunktionen definiert werden. Die Basis ϕk wird zur Basis ϕk wie folgt
erweitert, siehe auch [10, Abs. 3.1]:

ϕ3k+j := ϕkej für k ∈ {1, ...,MS}, j ∈ {1, 2, 3}, (3.8)

wobei die Vektoren ej den kanonischen Einheitsvektoren im R3 entsprechen. Der An-
satzraum des H1(ΩS) sei demzufolge mit XM := span{ϕk} gegeben. Eine Funktion
vM ∈ XM lässt sich darstellen durch

vM(x) =
MS∑
k=1

3∑
j=1

v̂M3k+jϕ3k+j(x). (3.9)

Wie in Kapitel 3.1 erläutert, ist für die Konvergenz einer Näherung uM ∈ XM gegen
u ∈ H1(ΩS) des kontinuierlichen Problems (2.47) die Approximationseigenschaft

lim
M→∞

sup
u∈H1(ΩS)

inf
vM∈XM

‖u− vM‖H1(ΩS) = 0

notwendig. Nach [19, Satz 9.2] gilt für den Ansatzraum S1
h(TN ,ΩS):
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Satz 3.1. Sei TN eine zulässige, formreguläre Unterteilung von ΩS. Sei u ∈ Hs(TN)
mit s ∈ [ν, 2] und mit ν ∈ {0, 1}. Dann gilt die Approximationseigenschaft

inf
vh∈S1

h
(TN ,ΩS)

‖u− vh‖Hν(TN ) ≤ chs−νfem |u|Hs(TN )

mit einer positiven Konstante c.

Der Satz kann auch auf den vektorwertigen Ansatzraum XM ⊂ H1(ΩS) angewandt
werden:

Korollar 3.2. Sei TN eine zulässige, formreguläre Unterteilung von ΩS. Sei
u ∈ Hs(TN) mit s ∈ [ν, 2] und mit ν ∈ {0, 1}. Dann gilt die Approximationseigenschaft

inf
vM∈XM

‖u− vM‖Hν(TN ) ≤ c̄hs−νfem |u|Hs(TN )

mit einer positiven Konstante c̄.

Beweis. Sei vM(x) =
3∑
j=1

vjh(x) mit vjh(x) :=
MS∑
k=1

v̂M3k+jϕ3k+j(x), j = 1, ..., 3. Dann gilt

per Definition der vektoriellen Hν(TN)–Norm und mit Satz 3.1

inf
vM∈XM

‖u− vM‖Hν(TN ) = inf
vj
h
∈S1

h
(TN ,ΩS)

( 3∑
j=1

∥∥∥uj − vjh,j
∥∥∥2

Hν(TN )

)1/2

≤
( 3∑
j=1

c̄2
jh

2(s−ν)
fem |uj|2Hs(TN )

)1/2

≤
(

max
j=1,...3

{c̄2
j}h

2(s−ν)
fem

3∑
j=1
|uj|2Hs(TN )

)1/2

= max
j=1,...,3

{c̄j}hs−νfem

( 3∑
j=1
|uj|2Hs(TN )

)1/2

= c̄hs−νfem |u|Hs(TN )

mit c̄ = max
j=1,...,3

{c̄j}.

3.3 Randelemente
Da im FSI–Eigenwertproblem (2.47) auch Randintegrale (auf dem Kopplungsrand
Γ) auftreten, werden in diesem Abschnitt, der sich an [19, Kap. 10] orientiert, Rand-
elemente eingeführt. Wegen γext0 p ∈ H1/2(Γ) wird ein endlichdimensionaler Ansatzraum
YM erklärt, der ein Teilraum des H1/2(Γ) ist und der die Approximationseigenschaft

lim
M→∞

sup
γext0 p∈H1/2(Γ)

inf
qM∈YM

∥∥∥γext0 p− qM
∥∥∥

H1/2(Γ)
= 0 (3.10)
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erfüllt.
Die Folge {TN}N∈N von Unterteilungen bei der Zerlegung des Gebietes ΩS, s. Kapitel
3.2, impliziert eine Folge {ΣN}N∈N von Unterteilungen, die den Kopplungsrand Γ in
Dreiecke, die Randelemente σl, zerlegt. Sei also

Γ = ΣN =
m(N)⋃
l=1

σ̄l.

Bemerkung 3.3. Es ist nicht notwendig, die gleiche Folge von Unterteilungen sowohl
für das Gebiet als auch für den Rand zu verwenden. In dieser Arbeit wird allerdings
diese Variante angewandt.
Eine Unterteilung ΣN des Randes Γ heißt zulässig, wenn für zwei verschiedene, ab-
geschlossene Randelemente σ̄l, σ̄i ∈ ΣN , l 6= i, gilt, dass deren Durchschnitt σ̄l ∩ σ̄i
entweder leer ist oder aus einem Knoten oder einer Kante besteht. Da die Unter-
teilung TN für die finiten Elemente aus Kapitel 3.2 bereits zulässig war, ist auch die
Unterteilung ΣN für die Randelemente σl zulässig.

Ähnlich zu den finiten Elementen werden Kenngrößen eines Randelements σl definiert:

• Die Fläche ist
∆l :=

∫
σl

dsx.

• Die lokale Maschenweite ist
hl := (∆l)

1
2 .

• Der Durchmesser ist
dl := sup

x,y∈σl
|x− y| .

• Der Radius rl ist der Radius des größten in σl enthaltenen Kreises.

• Die globale Maschenweite ist

hbem = hmax := max
l=1,...,m(N)

hl.

• Das Minimum der lokalen Maschenweite ist

hmin := min
l=1,...,m(N)

hl.

Analog können die Eigenschaften der Formregularität und der globalen Gleichmäßigkeit
auf die Randelemente übertragen werden: Die Randelemente σl ∈ ΣN heißen form-
regulär, falls eine von der Randzerlegung ΣN unabhängige Konstante cB existiert,
sodass

dl ≤ cBrl für alle l = 1, ...,m(N) gilt.
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Die Folge von Unterteilungen {ΣN}N∈N heißt global gleichmäßig, falls eine von N ∈ N
unabhängige Konstante cG ≥ 1 existiert, sodass

hmax
hmin

≤ cG

gilt.
Sei nun ΣN eine zulässige, formreguläre Zerlegung von Γ und bezeichne {xk}MI

k=1 die
Menge aller Knoten, die auf Γ liegen. Der Ansatzraum YM ⊂ H1/2(Γ) wird gewählt
als S1

h(ΣN ,Γ), dem Raum der stückweise linearen und global stetigen Funktionen auf
Γ, siehe z.B. [19, Abs. 10.2]. Für eine zulässige Unterteilung von Γ ist eine Basis dieses
Ansatzraumes gegeben durch

ϕk(x) =


1 für x = xk,
0 für x = xj 6= xk,
linear sonst.

Die Dimension des Ansatzraumes entspricht der Anzahl der Knoten der Unterteilung,
d.h. dimS1

h(ΣN ,Γ) = MI . Es gilt für eine beliebige Funktion qM ∈ YM = S1
h(ΣN ,Γ)

die Darstellung

qM(x) =
MI∑
k=1

qMk ϕk(x).

Nach [19, Satz 10.3] erfüllt der Ansatzraum S1
h(ΣN ,Γ) die Approximationseigenschaft

(3.10):

Satz 3.4. Sei ΣN eine zulässige, formreguläre Unterteilung des hinreichend glatten
Randes Γ. Sei p ∈ Hs(Γ) mit s ∈ [ν, 2] und ν ∈ [0, 1]. Dann gilt die Approximations-
eigenschaft

inf
qMYM

‖p− qM‖Hν(Γ) ≤ chs−νbem |p|Hs(Γ)

mit einer positiven Konstante c.

3.4 Diskrete Formulierung des
FSI–Eigenwertproblems

Mit den in Kapitel 3.2 und 3.3 erklärten endlichdimensionalen Räumen XM und YM

kann die Galerkin–Bubnov–Variationsformulierung des FSI–Eigenwertproblems (2.44)
angegeben werden: Gesucht uM ∈ XM\{0}, pM ∈ YM\{0} und λM := ω2 ∈ R, sodass

〈A− %SλMM − %FλMN
∗V N N∗

(
1
2I +K

)
%FλM

(
1
2I +K ′

)
N D


(

uM
pM

)
,

(
vM
qM

)〉
=
(

0
0

)
(3.11)
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für alle vM ∈ XM und qM ∈ YM gilt. Seien n := dim XM und m := dim YM . Dann
werden die folgenden Matrizen definiert um das System (3.11) in ein äquivalentes,
algebraisches Matrix–Eigenwertproblem umzuformen:

AFE[l, k] := 〈Aϕk,ϕl〉ΩS = λL

∫
ΩS

divϕk · divϕldx + 2µL
∫

ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

εij(ϕk)εij(ϕl)dx,

MFE[l, k] := 〈Mϕk,ϕl〉ΩS =
∫

ΩS

ϕk ·ϕldx,

VBE[l, k] := 〈N∗V Nϕk,ϕl〉ΩS =
∫
Γ

(V γint0 ϕk · n)(γint0 ϕl · n)dsx,

MBE[l, j] := 〈N∗ϕj,ϕl〉ΩS =
∫
Γ

ϕjγ
int
0 ϕl · ndsx,

KBE[l, j] := 〈N∗Kϕj,ϕl〉ΩS =
∫
Γ

Kϕjγ
int
0 ϕl · ndsx,

DBE[i, j] := 〈Dϕj, ϕi〉Γ =
∫
Γ

Dϕjϕidsx

für k, l = 1, ..., n und für i, j = 1, ...,m. Für diese Matrizen gilt daher

AFE ∈ Rn×n, ATFE = AFE,

MFE ∈ Rn×n, MT
FE = MFE,

VBE ∈ Rn×n, V T
BE = VFE,

MBE ∈ Rn×m,

KBE ∈ Rn×m,

DBE ∈ Rm×m, DT
BE = DBE.

Damit lautet das zu (3.11) äquivalente Matrix–Eigenwertproblem: Gesucht sind die
Eigenvektoren u ∈ Rn\{0}, p ∈ Rm\{0} und die zugehörigen Eigenwerte λ ∈ R, sodassAFE − %SλMFE − %FλVBE

(
1
2MBE +KBE

)
%Fλ

(
1
2M

T
BE +KT

BE

)
DBE


(
u
p

)
=
(

0
0

)
(3.12)

gilt.
Die diskrete Variationsformulierung des FSI–Eigenwertproblems (2.45) lautet: Gesucht
uM ∈ XM\{0}, pM ∈ YM\{0} und λM = ω2 ∈ R, sodass

〈A− %SλMM − %FλMN
∗V N N∗

(
1
2I +K

)
%FλM

(
1
2I +K ′

)
N D̃


(

uM
pM

)
,

(
vM
qM

)〉
=
(

0
0

)
(3.13)
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für alle vM ∈ XM und qM ∈ YM gilt.
Mittels des Poincaré–Steklov–Operators (2.34)

T = V +
(1

2I +K
)
D̃−1

(1
2I +K ′

)
: H−1/2(Γ)→ H1/2(Γ)

kann eine zu (3.13) äquivalente, symmetrische, diskrete Variationsformulierung ange-
geben werden: Gesucht uM ∈ XM\{0} und λM ∈ R, sodass

〈AuM ,vM〉 = λM

[
%S〈MuM ,vM〉+ %F 〈N∗TNuM ,vM〉Γ

]
für alle vM ∈ XM (3.14)

gilt.
Die Matrix der Approximation des Poincaré–Steklov–Operators

TBE[l, k] = 〈N∗TNϕk,ϕl〉Γ für k, l = 1, ..., n

kann jedoch nicht direkt berechnet werden, da die Inverse des Operators D̃ nicht ex-
plizit vorliegt. Es wird daher eine symmetrische Approximation des kontinuierlichen
Operators T erklärt:

Für ein w ∈ H−1/2(Γ) folgt mit der symmetrischen Darstellung (2.34)

Tw = V w +
(1

2I +K
)
D̃−1

(1
2I +K ′

)
w = V w +

(1
2I +K

)
v

mit v = D̃−1
(

1
2I + K ′

)
w ∈ H1/2(Γ), d.h. v ∈ H1/2(Γ) ist die eindeutig bestimmte

Lösung des Variationsproblems

〈
D̃v, τ

〉
Γ

=
〈(1

2I +K ′
)
w, τ

〉
für alle τ ∈ H1/2(Γ).

Mit dem konformen Ansatzraum YM = S1
h(ΣN ,Γ) ⊂ H1/2(Γ) kann durch die Galerkin–

Variationsformulierung

〈
D̃vh, τh

〉
Γ

=
〈(1

2I +K ′
)
w, τh

〉
für alle τh ∈ YM

eine Näherungslösung vh ∈ YM bestimmt werden. Die symmetrische Approximation
T̃ : H−1/2(Γ)→ H1/2(Γ) des Poincaré–Steklov–Operators T wird dann definiert durch

T̃w = V w +
(1

2I +K
)
vh. (3.15)

Analog zu [19, Lemma 12.4] lässt sich das folgende Lemma beweisen:

Lemma 3.5. Die symmetrische Approximation T̃ (3.15) des Poincaré–Steklov–Operators
T (2.34) ist
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• beschränkt, d.h. es gilt∥∥∥T̃w∥∥∥
H1/2(Γ)

≤ c̃T2 ‖w‖H−1/2(Γ) für alle w ∈ H−1/2(Γ)

mit einer positiven Konstante c̃T2 und

• H−1/2(Γ)–elliptisch, d.h. es gilt〈
T̃w, w

〉
Γ
≥ c̃T1 ‖w‖

2
H−1/2(Γ) für alle w ∈ H−1/2(Γ)

mit einer positiven Konstante c̃T1 .
Weiters gilt die Fehlerabschätzung∥∥∥(T − T̃ )w

∥∥∥
H1/2(Γ)

≤ c inf
wh∈S1

h
(ΣN ,Γ)

‖Tw − wh‖H1/2(Γ)

mit einer positiven Konstante c.
Die Approximation T̃ aus (3.15) führt daher auf eine approximative, symmetrische,
diskrete Variationsformulierung des FSI–Eigenwertproblems: Gesucht ũM ∈ XM\{0}
und λ̃M ∈ R, sodass

〈AũM , ṽM〉 = λ̃M

[
%S〈M ũM , ṽM〉+ %F

〈
N∗T̃N ũM , ṽM

〉
Γ

]
für alle ṽM ∈ XM (3.16)

gilt.
Die Matrix des modifizierten, hypersingulären Operators D̃ wird bestimmt durch

D̃BE[i, j] :=
〈
D̃ϕj, ϕi

〉
Γ

= 〈Dϕj, ϕi〉Γ + α〈ϕj, 1〉Γ〈ϕi, 1〉Γ

=
∫
Γ

Dϕjϕidsx + α∆j∆i

für i, j = 1, ...,m und mit einem α ∈ R+. Es gilt

D̃BE ∈ Rm×m, D̃T
BE = D̃BE.

Da der modifizierte, hypersinguläre Operator D̃ invertierbar ist, ist auch die Matrix
D̃BE invertierbar. Im Diskreten lässt sich daher die symmetrische Approximation T̃
des Poincaré–Steklov–Operators definieren durch

TBE := VBE +
(1

2MBE +KBE

)
D̃−1
BE

(1
2MBE +KT

BE

)
.

Es gilt
TBE ∈ Rn×n, T TBE = TBE.

Es folgt das zu (3.16) äquivalente Matrix–Eigenwertproblem: Gesucht sind die Eigen-
vektoren u ∈ Rn\{0} und die zugehörigen Eigenwerte λ′ ∈ R, sodass

AFEu = λ′
[
%SMFEu+ %FTBEu

]
(3.17)

gilt.
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3.5 Konvergenz des diskreten Problems
In diesem Abschnitt, der sich an [4, Kap. 7, Kap. 9] orientiert, werden Kriterien für
die Konvergenz der Eigenwerte und Eigenfunktionen des diskreten Problems gegen
die Eigenwerte und Eigenfunktionen des kontinuierlichen Problems angeführt. Anstelle
des ursprünglichen, kontinuierlichen Eigenwertproblems (2.47) wird das kontinuierliche
Eigenwertproblem mit der symmetrischen Approximation T̃ (3.15) betrachtet: Gesucht
u ∈ H1(ΩS)\{0} und λ̂ ∈ R, sodass

〈Au,v〉 = λ̂
[
%S〈Mu,v〉+ %F

〈
N∗T̃Nu,v

〉
Γ

]
für alle v ∈ H1(ΩS) (3.18)

gilt. Das zugehörige diskrete Eigenwertproblem lautet: Gesucht uM ∈ XM\{0} und
λ̃M ∈ R, sodass

〈AuM ,vM〉 = λ̃M

[
%S〈MuM ,vM〉+ %F

〈
N∗T̃NuM ,vM

〉
Γ

]
für alle vM ∈ XM (3.19)

gilt.
In Kapitel 2.4 wurden die zwei symmetrischen, beschränkten Bilinearformen a und b
definiert, für die gilt:

a(u,v) = 〈Au,v〉 für alle u,v ∈ H1(ΩS),
b(u,v) = 〈Mu,v〉 für alle u,v ∈ H1(ΩS).

Sei b̃(·, ·) : H1(ΩS)×H1(ΩS)→ R die durch

b̃(u,v) := %S〈Mu,v〉+ %F
〈
N∗T̃Nu,v

〉
Γ

für alle u,v ∈ H1(ΩS)

definierte symmetrische Bilinearform und sei B̃ : H1(ΩS) → H1(ΩS)′ der dadurch
induzierte selbstadjungierte Operator, d.h.〈

B̃u,v
〉

= b̃(u,v) für u,v ∈ H1(ΩS).

Sei ã(·, ·) : H1(ΩS)×H1(ΩS)→ R die durch

ã(u,v) := a(u,v) + b̃(u,v) für alle u,v ∈ H1(ΩS)

definierte symmetrische Bilinearform und sei Ã : H1(ΩS) → H1(ΩS)′ der dadurch
induzierte selbstadjungierte Operator, d.h.〈

Ãu,v
〉

= ã(u,v) für u,v ∈ H1(ΩS).

Es wird nun ein zum Eigenwertproblem (3.18) äquivalentes, verschobenes Variations-
problem betrachtet: Gesucht sind u ∈ H1(ΩS)\{0} und λ̃ := λ̂+ 1 ∈ R, sodass

ã(u,v) = λ̃b̃(u,v) für alle v ∈ H1(ΩS) (3.20)
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gilt. Das Analogon zur diskreten Variationsformulierung (3.19) lautet: Gesucht sind
uM ∈ XM\{0} und λ̄M := λ̃M + 1 ∈ R, sodass

ã(uM ,vM) = λ̄M b̃(uM ,vM) für alle vM ∈ XM (3.21)
gilt.
Den Grund für die Verschiebung des Problems liefern die Eigenschaften der Bilinear-
form ã:

Lemma 3.6. Die Bilinearform ã(·, ·) : H1(ΩS)×H1(ΩS)→ R ist beschränkt, d.h. es
existiert eine Konstante cã2 > 0, sodass

|ã(u,v)| ≤ cã2‖u‖H1(ΩS)‖v‖H1(ΩS) für alle u,v ∈ H1(ΩS) gilt.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 2.32, Lemma 2.33 und Lemma 3.5 sowie wegen der
Beschränktheit der Komposition der beschränkten Operatoren N∗, T̃ und N .

Um die H1(ΩS)–Elliptizität von ã zeigen zu können, wird die Zweite Kornsche Un-
gleichung, siehe [19, Satz 4.8], benötigt:

Satz 3.7. Sei ΩS ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet mit stückweise glattem Rand ∂ΩS.
Dann existiert eine Konstante c > 0, sodass∫

ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

[εij(v(x))]2dx + ‖v‖2
L2(ΩS) ≥ c‖v‖2

H1(ΩS) für alle v ∈ H1(ΩS) gilt.

Lemma 3.8. Die Bilinearform ã(·, ·) : H1(ΩS)×H1(ΩS)→ R ist H1(ΩS)–elliptisch,
d.h. es existiert eine Konstante cã1 > 0, sodass

ã(v,v) ≥ cã1‖v‖
2
H1(ΩS) für alle v ∈ H1(ΩS) gilt.

Beweis. Für v ∈ H1(ΩS) folgt mit Lemma 3.5 und Satz 3.7

ã(v,v) = a(v,v) + b̃(v,v) = λL

∫
ΩS

[div v(x)]2dx

︸ ︷︷ ︸
≥0

+2µL
∫

ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

[εij(v(x))]2dx

+ %S〈v,v〉L2(ΩS) + %F
〈
N∗T̃Nv,v

〉
Γ

≥ 2µL
∫

ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

[εij(v(x))]2dx + %S‖v‖2
L2(ΩS) + %F c̃

T
1 ‖Nv‖2

H−1/2(Γ)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ min{2µL, %S}

∫
ΩS

3∑
i=1

3∑
j=1

[εij(v(x))]2dx + ‖v‖2
L2(ΩS)


≥ min{2µL, %S}c‖v‖2

H1(ΩS).
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Lemma 3.9. [10, Lemma 2.33] Der Operator M : H1(ΩS)→ H1(ΩS)′ ist kompakt.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass das Bild der Einheitskugel B(0, 1) ⊂ H1(ΩS) unter M
relativkompakt in H1(ΩS)′ ist. Sei das Bild von B(0, 1) unter M gegeben durch

Im := {Mu : u ∈ B(0, 1)}.

Sei (cn) eine Folge in Im. Zu zeigen ist, dass eine konvergente Teilfolge bezüglich der
Norm ‖·‖H1(ΩS)′ existiert. Da cn ein Element von Im ist, existiert ein un ∈ B(0, 1), so-
dassMun = cn gilt. Aus dem Einbettungssatz in Sobolev–Räumen, siehe [1, Satz 8.9 (2)],
folgt, dass die Einbettung von H1(ΩS) nach L2(ΩS) kompakt ist. Daher existiert eine
‖·‖L2(ΩS)–konvergente Teilfolge (un′) mit Grenzwert u ∈ L2(ΩS). Die Folge (cn′) :=
(Mun′) ist somit eine Teilfolge von (cn). Es ist noch zu zeigen, dass die Folge (cn′) in
H1(ΩS)′ konvergiert. Für c := Mu folgt mit der Cauchy–Schwarz–Ungleichung

‖cn′ − c‖H1(ΩS)′ = sup
06=v∈H1(ΩS)

|〈M(un′ − u),v〉|
‖v‖H1(ΩS)

= sup
06=v∈H1(ΩS)

∣∣∣∣∣ ∫ΩS (un′ − u)vdx
∣∣∣∣∣

‖v‖H1(ΩS)
≤ ‖un′ − u‖L2(ΩS)

Für n′ →∞ strebt daher ‖cn′ − c‖H1(ΩS)′ gegen 0.

Lemma 3.10. Der Operator B̃ : H1(ΩS)→ H1(ΩS)′ ist kompakt.

Beweis. Aus der Linearität und der Beschränktheit des Operators T̃ folgt seine Stetig-
keit. In Kapitel 2.7 wurde gezeigt, dass die Operatoren N∗ und N kompakt sind, siehe
Korollar 2.38. Da die Komposition von stetigen und kompakten Operatoren wieder
kompakt ist, siehe [21, Satz II.3.2b], und wegen der in Lemma 3.9 gezeigten Kompakt-
heit von M folgt die Behauptung.

Lemma 3.11. Die Bilinearform b̃(·, ·) : H1(ΩS)×H1(ΩS)→ R ist positiv.

Beweis. Für v ∈ H1(ΩS)\{0} gilt wegen der H−1/2(Γ)–Elliptizität von T̃ (Lemma 3.5)

b̃(v,v) = %S〈Mv,v〉+ %F
〈
N∗T̃Nv,v

〉
Γ

= %S〈v,v〉L2(ΩS) + %F
〈
T̃Nv, Nv

〉
Γ

≥ %S ‖v‖2
L2(ΩS)︸ ︷︷ ︸
>0

+%F c̃T1 ‖Nv‖2
H−1/2(Γ)︸ ︷︷ ︸
≥0

> 0

mit den positiven Konstanten %S, %F , c̃
T
1 .

Unter den Voraussetzungen, dass die Bilinearform ã H1(ΩS)–elliptisch (Lemma 3.8)
und die Bilinearform b̃ positiv (Lemma 3.11) ist, kann nach [4, Kap. 9] der Lösungs-
operator S : H1(ΩS) → H1(ΩS) definiert werden durch: Gegeben u ∈ H1(ΩS). Dann
existiert ein eindeutiges Su ∈ H1(ΩS), sodass

ã(Su,v) = b̃(u,v) für alle v ∈ H1(ΩS) gilt.
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Nach [5, Anm. 8.40 (iii)] ist der Operator S selbstadjungiert und kompakt. Es gilt also
nach Lemma 2.14 und Satz 2.16, dass jedes von 0 verschiedene Element von σs(S)
ein Eigenwert von S und reell ist. Weiters gilt, dass (λ̃,u) genau dann Eigenpaar von
(3.20) ist, wenn (λ̃−1,u) Eigenpaar von S ist, d.h. Su = λ̃−1u ist äquivalent zu

ã(Su,v) = b̃(u,v)⇐⇒
ã
(
λ̃−1u,v

)
= b̃(u,v)⇐⇒

ã(u,v) = λ̃b̃(u,v) für alle v ∈ H1(ΩS).

Seien λ̃(i) ∈ R, i ∈ N, die Eigenwerte von (3.20). Nach [4, Kap. 9] sind die λ̃(i) positiv
und können aufsteigend geordnet werden, d.h.

0 < λ̃(1) ≤ λ̃(2) ≤ ... ≤ λ̃(i) ≤ ...

Es ist möglich, dass ein Eigenwert mehrfach auftritt, dass also

λ̃(i) = ... = λ̃(i+j−1) für i ∈ N und für j = 1, ..., µ(i) ∈ N

gilt mit der sogenannten algebraischen Vielfachheit µ(i) des Eigenwerts λ̃(i).
Sei der Eigenraum zum Eigenwert λ̃(i) gegeben durch

E(i) := ker((λ̃(i))−1I − S) := span{u(i), ...,u(i+k−1)} für k = 1, ..., γ(i) ∈ N,

wobei die Dimension von E(i) als geometrische Vielfachheit γ(i) bezeichnet werde. Nach
[21, Abs. VI.6] gilt:

Lemma 3.12. Für selbstadjungierte Operatoren stimmen die geometrische und die
algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts überein.

Als Unterraum von H1(ΩS) ist XM auch ein Hilbertraum. Für die Galerkin–Variations-
formulierung (3.21) lässt sich daher nach [4, Kap. 7] der diskrete Lösungsoperator
SM : H1(ΩS) → H1(ΩS) erklären durch: Gegeben uM ∈ XM . Dann existiert ein
eindeutiges SMuM ∈ XM , sodass

ã(SMuM ,vM) = b̃(uM ,vM) für alle vM ∈ XM gilt.

Da XM endlichdimensional ist mit dim XM = M, ist auch SM kompakt. Ist (λ̄M ,uM)
ein Eigenpaar von (3.21), so ist (λ̄−1

M ,uM) ein Eigenpaar von SM und umgekehrt. Nach
[4, Kap. 7] sind die diskreten Eigenwerte λ̄(i)

M ∈ R, i = 1, ...,M, positiv und können
aufsteigend geordnet werden, d.h.

0 < λ̄
(1)
M ≤ λ̄

(2)
M ≤ ... ≤ λ̄

(M)
M .

Analog zu oben sei die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts λ̄(i)
M durch µ(i)

M gegeben.
Sei der Eigenraum zum Eigenwert λ̄(i)

M definiert durch

E
(i)
M := ker((λ̄(i)

M )−1I − S) := span{u(i)
M , ...,u

(i+k−1)
M } für k = 1, ..., γ(i)

M ∈ N,
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mit der geometrischen Vielfachheit γ(i)
M .

Nach Lemma 3.12 stimmen also die geometrische und die algebraische Vielfachheit der
Eigenwerte von (3.20) bzw. von (3.21) überein. Im Folgenden wird daher nur mehr
von der Vielfachheit eines Eigenwerts gesprochen und diese mit mp(i) := µ(i) = γ(i)

bzw. (im Diskreten) mit mpM(i) := µ
(i)
M = γ

(i)
M bezeichnet.

Als Folgerung von [4, Prop. 7.2] (Min–Max–Charakterisierung der Eigenwerte) gilt:

Lemma 3.13. Der i–te diskrete Eigenwert von (3.21) ist eine obere Schranke des
i–ten kontinuierlichen Eigenwerts von (3.20), d.h.

λ̃(i) ≤ λ̄
(i)
M für alle i = 1, ...,M.

Nach [4, Prop. 7.4, Bem. 7.5] konvergieren die Eigenwerte und Eigenfunktionen des
diskreten Problems (3.21) gegen die des kontinuierlichen Problems (3.20) genau dann,
wenn SM gegen S konvergiert für M →∞, d.h. wenn die Normkonvergenz

‖S − SM‖H1(ΩS)→H1(ΩS) → 0 für M →∞ (3.22)

gilt. Diese Normkonvergenz ist nach [4, Prop. 7.6, Bem. 7.8] erfüllt.

Nach [4, Thm. 9.12] gilt das Konvergenzresultat für die approximierten Eigenwerte:

Satz 3.14. Seien λ̃(i) die Eigenwerte von (3.20) und λ̄
(i)
M die Eigenwerte von (3.21).

Dann gilt
λ̃(i) ≤ λ̄

(i)
M ≤ λ̃(i) + C̃ sup

u∈E(i),‖u‖=1
inf

vM∈XM

‖u− vM‖2
H1(ΩS)

mit einer positiven Konstante C̃.

Da bei der Zerlegung des Gebietes ΩS und bei der Zerlegung des Randes Γ die sel-
ben Netze verwendet werden, stimmen die Diskretisierungsparameter hfem und hbem
überein und werden im Folgenden mit h bezeichnet.

Mit Korollar 3.2 für s = 2 (u ∈ H2(ΩS) kann bei einem C2–Rand von ΩS vorausgesetzt
werden) und ν = 1 folgt:

Korollar 3.15. Seien λ̃(i) die Eigenwerte von (3.20) und λ̄
(i)
M die Eigenwerte von

(3.21). Dann gilt für einen hinreichend glatten Rand von ΩS∣∣∣λ̃(i) − λ̄(i)
M

∣∣∣ ≤ c̃h2 |u|2H2(ΩS)

mit einer positiven Konstante c̃.

Die Konvergenz der diskreten gegen die kontinuierlichen Eigenfunktionen lässt sich
nach [4, Thm. 9.13] folgendermaßen beschreiben:
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Satz 3.16. Sei u(i) eine Eigenfunktion von (3.20) und normiert,
∥∥∥u(i)

∥∥∥
H1(ΩS)

= 1, mit

zugehörigem Eigenwert λ̃(i) mit Vielfachheit mp(i) ∈ N. Seien weiters u(i)
M , ...,u

(i+k−1)
M

die diskreten Eigenfunktionen von (3.21) mit den zugehörigen diskreten Eigenwerten
λ̄

(i)
M = ... = λ̄

(i+k−1)
M für k = 1, ...,mpM(i) ∈ N, die gegen λ̃(i) konvergieren. Dann

existiert für jedes i ∈ {1, ...,M} ein

w(i)
M ∈ span{u(i)

M , ...,u
(i+k−1)
M } für k = 1, ...,mpM(i),

sodass ∥∥∥u(i) −w(i)
M

∥∥∥
H1(ΩS)

≤ C̄ sup
u∈E(i),‖u‖=1

inf
vM∈XM

‖u− vM‖H1(ΩS)

gilt mit einer positiven Konstante C̄.

Es folgt mit Korollar 3.2 für s = 2 und ν = 1:

Korollar 3.17. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.16 und für einen C2–Rand von
ΩS gilt ∥∥∥u(i) −w(i)

M

∥∥∥
H1(ΩS)

≤ c̄h |u|H2(ΩS)

mit einer positiven Konstante c̄.

Bemerkung 3.18. Es lässt sich zeigen, dass die Differenz zwischen den approximier-
ten Eigenwerten λ̃M des Problems (3.19) und den exakten Eigenwerten λ des FSI–
Eigenwertproblems (2.47) gegen Null geht, denn es gilt∣∣∣λ− λ̃M ∣∣∣ =

∣∣∣(λ− λ̂) + (λ̂− λ̃M)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣λ− λ̂∣∣∣+ ∣∣∣λ̂− λ̃M ∣∣∣→ 0

da einerseits ∣∣∣λ̂− λ̃M ∣∣∣→ 0

gilt wegen Korollar 3.15 und andererseits∣∣∣λ− λ̂∣∣∣→ 0

gilt, was mit den Resultaten aus [9] gefolgert werden kann.



4 Verallgemeinertes
Matrix–Eigenwertproblem

In diesem Kapitel, das sich an [3, 14, 20] orientiert, wird das verallgemeinerte Matrix–
Eigenwertproblem, das aus dem FSI–Eigenwertproblem (3.17) resultiert, angegeben
und auf Eigenschaften der Eigenwerte und Eigenvektoren untersucht. Anschließend
werden zwei Iterationsverfahren, das Arnoldi– und das Lanczos–Verfahren, vorgestellt
um dieses Problem numerisch zu lösen.

4.1 Grundlegende Eigenschaften
Das FSI–Eigenwertproblem (3.17) gehört in die Klasse der ”Generalized hermitian
eigenvalue problems“, siehe [3, Abs. 5.1], im Folgenden GHEP genannt. Es hat die
Form: Gesucht sind die Eigenvektoren x ∈ Rn\{0} und die zugehörigen Eigenwerte
λ′ ∈ R, sodass

AFEx = λ′Bx

gilt mit den reellen, symmetrischen Matrizen

AFE ∈ Rn×n und B := %SMFE + %FTBE ∈ Rn×n

aus Kapitel 3.4. Aus Lemma 3.11 folgt, dass die Matrix B positiv definit ist.

Analog zur verschobenen, diskreten Variationsformulierung (3.21) wird aufgrund der
in Kapitel 3.5 gezeigten Konvergenzresultate im Folgenden ein verschobenes Matrix–
Eigenwertproblem betrachtet: Gesucht sind die Eigenvektoren x ∈ Rn\{0} und die
zugehörigen Eigenwerte λ := λ′ + 1 ∈ R, sodass

Ax = λBx (4.1)
gilt mit der (wegen Lemma 3.8) positiv definiten Matrix

A := AFE +B ∈ Rn×n.

Definition 4.1. [20, Abs. 6.7] Zwei Matrix–Paare (A,B) und (Ã, B̃) heißen äquivalent,
falls nichtsinguläre Matrizen U und V existieren, sodass

Ã = UAV und B̃ = UBV

gilt.

51
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Es folgt Ã− λB̃ = U(A− λB)V für alle λ ∈ R.

Lemma 4.2. Seien (A,B) und (Ã, B̃) äquivalente Matrix–Paare mit Ã = UAV und
B̃ = UBV . Dann gilt: (λ, x) ist ein Eigenpaar von (A,B), genau dann wenn (λ, V −1x)
ein Eigenpaar von (Ã, B̃) ist.

Beweis. Es gilt

U(A− λB)
I︷ ︸︸ ︷

V V −1 x = (Ã− λB̃)V −1x = 0.

Dies ist äquivalent zu (A− λB)x = 0 da U nach Voraussetzung nichtsingulär ist. Die
Umkehrung folgt analog.

Für die symmetrischen Matrizen A,B ∈ Rn×n und positiv definites B wird das Matrix–
Paar (A,B) symmetrisch–definit genannt.

Nach [20, Thm. 1.4.7] existiert die (eindeutige) Cholesky–Zerlegung von B, d.h.

B = RTR,

mit der nichtsingulären, oberen Dreiecksmatrix R ∈ Rn×n.

Durch die Äquivalenztransformation U = R−T , V = R−1 wird das GHEP (4.1) auf
Standardform gebracht: Gesucht sind y ∈ Rn\{0} und λ ∈ R, sodass

Ãy = λy (4.2)

gilt mit der symmetrischen Matrix Ã := R−TAR−1 ∈ Rn×n und mit y = Rx. Es ist
also

B̃ = R−TBR−1 = R−T (RTR)R−1 = I ∈ Rn×n

und nach Lemma 4.2 stimmen die Eigenwerte von (4.1) und (4.2) überein.

Nach [20, Cor. 5.4.21] gilt:

Lemma 4.3. Eine reelle, symmetrische (n× n)–Matrix besitzt genau n reelle, ortho-
normale Eigenvektoren.

Seien y1, ..., yn die reellen und bzgl. des Euklidschen Skalarprodukts orthonormalen
Eigenvektoren der Matrix Ã. Nach Lemma 4.2 sind dann x1 = R−1y1, ..., xn = R−1yn
die Eigenvektoren von (4.1), die orthonormal bezüglich des B–Skalarprodukts sind,
denn es gilt:

(xi, xj)B =
(
R−1yi, R

−1yj
)
B

=
(
BR−1yi, R

−1yj
)

=

RT

I︷ ︸︸ ︷
RR−1 yi, R

−1yj

 =

yi,
I︷ ︸︸ ︷

RR−1 yj

 = δij für i, j = 1, ..., n.
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Insgesamt folgt also, dass das symmetrisch–definite Matrix–Paar (A,B) genau n B–
orthonormale Eigenvektoren x1, ..., xn mit zugehörigen reellen Eigenwerten λ1, ..., λn
besitzt. Des weiteren gilt für die Eigenvektoren des GHEP (4.1)

(xi, xj)A = (Axi, xj) = (λiBxi, xj) = λi(xi, xj)B = λiδij für i, j = 1, ..., n.

Definition 4.4. Der Rayleigh–Quotient zum GHEP (4.1) ist gegeben durch

ρ(x) := (x, x)A
(x, x)B

für alle x ∈ Rn\{0}.

Daher ergibt der Rayleigh–Quotient ausgewertet in einem Eigenvektor xj gerade den
zugehörigen Eigenwert λj.
Da neben der Matrix B auch die Matrix A des GHEP (4.1) positiv definit ist, ist ρ(x)
für alle x ∈ Rn\{0} stets positiv.
Das Min–Max–Prinzip von Courant–Fisher, siehe [14, Thm. 1.9], liefert die folgende
Charakterisierung der Eigenwerte von (4.1):

Satz 4.5. Es gilt

λj = min
dim(U)=j
U⊂Rn

max
x∈U
x 6=0

ρ(x) für alle j = 1, ..., n

bzw. die äquivalente Darstellung

λj = max
dim(U)=n−j+1

U⊂Rn
min
x∈U
x 6=0

ρ(x) für alle j = 1, ..., n.

Daraus folgt, dass für den kleinsten bzw. größten Eigenwert von (4.1) gilt:

λ1 = min
x∈Rn
x 6=0

ρ(x), λn = max
x∈Rn
x 6=0

ρ(x).

Damit können die Eigenwerte λ1, ..., λn ∈ R des GHEP (4.1) aufsteigend sortiert
werden, d.h.

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn.
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4.2 Eigenwertlöser
In diesem Abschnitt werden zwei iterative Löser vorgestellt, die zur Klasse der Krylov–
Unterraum-Verfahren gehören und hier wie in [3, 14] beschrieben werden.

Es seien die kleinsten, positiven Eigenwerte λ1, λ2, ..., und die zugehörigen Eigen-
vektoren x1, x2, ... ∈ Rn\{0} des GHEP (4.1) gesucht. Um die Konvergenzgeschwindig-
keit der im Folgenden betrachteten iterativen Verfahren zu erhöhen wird eine Spektral–
Transformation des FSI–Eigenwertproblems (3.17) durchgeführt. Das transformierte
Problem lautet in Standard–Form: Gesucht sind die Eigenwerte µ1, µ2, ... ∈ R und die
zugehörigen Eigenvektoren y1, y2, ... ∈ Rn\{0} von

Cy = µy (4.3)

mit C = B(A−ηB)−1 ∈ Rn×n, y = Bx, µ = (λ−η)−1. Der sogenannte Shift (aus dem
Englischen: Verschiebung) η ∈ R+ wird nahe an einem gesuchten Eigenwert von (4.1)
gewählt, sodass schnelle Konvergenz gegen diesen erwartet werden kann. Eine solche
Variante wird shift–and–invert–Strategie genannt.

Es ist zu beachten, dass die Matrix C im Allgemeinen nicht hermitesch bezüglich
des Euklidschen Skalarprodukts und das explizite Aufstellen (Berechnen der Inversen,
Matrix–Matrix–Multiplikation) numerisch aufwendig ist. Allerdings ist C symmetrisch
bzgl. des B−1–Skalarprodukts, denn es folgt unter Ausnutzung der Symmetrie von A,B
und damit der Symmetrie von (A− ηB)−1 die Identität

(Cx, y)B−1 =
(
(A− ηB)−1x, y

)
=
(
x, (A− ηB)−Ty

)
=
(
x, (A− ηB)−1y

)
=
(
Bx, (A− ηB)−1y

)
B−1

=
(
x,BT (A− ηB)−1y

)
B−1

=
(
x,B(A− ηB)−1y

)
B−1

= (x,Cy)B−1 für alle x, y ∈ Rn.

Für den vorliegenden Fall des verschobenen Eigenwertproblems (4.1) sind die Matrizen
AFE und MFE dünn besetzt und die Matrix TBE ist im Allgemeinen voll besetzt. Eine
Matrix–Vektor–Multiplikation (MVM) mit (A− ηB)−1 ∈ Rn×n mit

A = AFE +B und B = %SMFE + %FTBE

wird folgendermaßen realisiert: Die Matrix Ã := AFE − η%SMFE ist dünn besetzt und
kann daher effizient faktorisiert (invertiert) werden. Diese Faktorisierung wird hier be-
stimmt mittels des ”Parallel Sparse Matrix Linear Solver Package“, kurz PARDISO,
siehe [16, 17, 18] bzw. http://www.pardiso-project.org/. Es handelt sich dabei
um eine robuste, speichereffiziente, high-performance Software zum Lösen von großen,
dünn besetzten linearen Gleichungssystemen.

http://www.pardiso-project.org/
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Sei u ∈ Rn gesucht und f ∈ Rn gegeben. Anstatt
u = (A− ηB)−1f = (Ã− η%FTBE)−1f

zu berechnen, wird das lineare Gleichungssystem
(Ã− η%FTBE)u = f

mittels des GMRES–Verfahrens, siehe [13, Abs. 6.5], zur residualen Genauigkeit von
ε = 10−12 gelöst. Mit der PARDISO–Inversen Ã−1 lautet das zu lösende Gleichungs-
system

(I − η%F Ã−1TBE)u = Ã−1f. (4.4)
In den im Folgenden beschriebenen Eigenwertlösern ist die MVM mit (A− ηB)−1 ein
Mal pro Iteration auszuführen und daher auch der GMRES–Algorithmus ebenso oft
anzuwenden. In den numerischen Ergebnissen wird auf die dafür benötigte Rechenzeit
hingewiesen.
Weiters ist zu beachten, dass die Matrix der BEM–Diskretisierung

TBE = VBE +
(1

2MBE +KBE

)
D̃−1
BE

(1
2MBE +KT

BE

)
∈ Rn×n

nicht explizit aufgestellt wird, da diese vollbesetzt ist, sondern nur Matrix–Vektor–
Multiplikationen mit den Teilmatrizen ausgeführt werden. Die Inverse der Matrix
D̃BE ∈ Rm×m wird hier mittels einer LAPACK–(”Linear Algebra Package“)–Methode
(via LU–Zerlegung), siehe [2] bzw. http://www.netlib.org/lapack/explore-html/
df/da4/dgetri_8f.html bestimmt.

4.2.1 Arnoldi–Verfahren
Es seien die Eigenwerte µ1, µ2, ... ∈ R und die zugehörigen Eigenvektoren y1, y2, ... ∈
Rn\{0} des transformierten Problems (4.3) gesucht. Das Arnoldi–Verfahren, das sich
eines modifizierten Gram–Schmidt–Orthogonalisierungsprozesses bedient, kann auf
allgemeine, nicht–hermitesche Eigenwertprobleme angewendet werden. Es erzeugt eine
Folge von Hessenberg–Matrizen Hj ∈ Rj×j, deren Eigenwerte die Eigenwerte des Pro-
blems (4.3) bei wachsendem j ∈ N approximieren. Ausgehend von einem Startvektor
y0 ∈ Rn wird eine orthogonale Basis des Krylov–Unterraums

Kj(C, y0) = span{y0, Cy0, C
2y0, ..., C

j−1y0} = span{v1, ..., vj}

aufgebaut. Sei Vj = [v1, ..., vj] ∈ Rn×j die Matrix dieser Basisvektoren. Sei weiters die
Hessenberg–Matrix Hj gegeben durch

Hj =


h11 h12 · · · h1j

h21 h22
. . . ...

. . . . . . hj−1,j
hj,j−1 hjj

 ∈ Rj×j.

Ein Pseudo–Code des Arnoldi–Algorithmus, vgl. auch [14, Algorithmus 6.2], sieht wie
folgt aus:

http://www.netlib.org/lapack/explore-html/df/da4/dgetri_8f.html
http://www.netlib.org/lapack/explore-html/df/da4/dgetri_8f.html
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Arnoldi shift–and–invert

1 Wähle Startvektor v1 = y0 mit ‖y0‖2 = 1.
2 for j = 1,...,m
3 w = Bvj
4 w = (A− ηB)−1w // PARDISO , GMRES
5 for i = 1,...,j
6 hij = (w, vi)
7 w̃ = w − hijvi
8 end for
9 if ‖w̃‖2 < 0.7‖w‖2 // Reorthogonalisierung

10 for i = 1 ,...j
11 h̃ij = (w̃, vi)
12 hij = hij + h̃ij
13 w = w̃ − hijvi
14 end for
15 else
16 w = w̃
17 end if
18 hj+1,j = ‖w‖2
19 Falls hj+1,j = 0→ STOP
20 vj+1 = w/hj+1,j
21 end for
22 Berechne Eigenwerte und Eigenvektoren von Hj

Bemerkung 4.6. Die Matrix Ã = AFE − η%SMFE wird bereits vor der Schleife – also
nur einmal – faktorisiert, während für die MVM in Zeile 4 einmal pro Iteration das
GMRES–Verfahren aufgerufen wird.
Bemerkung 4.7. Da das Gram–Schmidt–Orthogonalisierungsverfahren numerisch in-
stabil ist, muss ggf. in Zeile 9–14 der neue Basisvektor vj+1 nochmals gegen die zuvor
berechneten Basisvektoren v1, ..., vj reorthogonalisiert werden.
Bemerkung 4.8. Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Hessenberg–
Matrix Hj erfolgt hier mittels einer LAPACK–Methode, siehe [2] bzw. http://www.
netlib.org/lapack/explore-html/d8/d66/dhseqr_8f.html

Als Folgerung von [14, Proposition 6.5] gilt:

Lemma 4.9. Angenommen der Arnoldi shift–and–invert Algorithmus bricht nicht ab
vor dem m–ten Schritt. Dann bilden die Vektoren {v1, ..., vm} eine orthonormale Basis
des Krylov–Unterraums Km(C, y0).

Eine Aussage über den Abbruch des Algorithmus (in exakter Arithmetik) kann nach
[14, Proposition 6.7] gewonnen werden:

Lemma 4.10. Der Arnoldi–Algorithmus bricht nach j Schritten ab (d.h. hj+1,j = 0)
genau dann, wenn der Startvektor y0 eine Linearkombination aus j Eigenvektoren
ist. Außerdem ist dann der Unterraum Kj invariant unter C und die approximierten
Eigenwerte und Eigenvektoren sind exakt.

http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d8/d66/dhseqr_8f.html
http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d8/d66/dhseqr_8f.html
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Wegen [14, Proposition 6.6] gilt in jedem Iterationsschritt j = 1, ...,m des Arnoldi–
Prozesses die Relation

CVj = VjHj + hj+1,jvj+1e
T
j (4.5)

mit dem kanonischen Einheitsvektor ej. Multiplikation von links mit V T
j ergibt wegen

der Orthonormalität der Vektoren {v1, ..., vj}

V T
j CVj = Hj.

Das bedeutet, falls (ξ(j)
i , s

(j)
i ) ein Eigenpaar von Hj ist, für das

Hjs
(j)
i = ξ

(j)
i s

(j)
i (4.6)

gilt, dann ist (µi = ξ
(j)
i , yi = Vjs

(j)
i ) ein approximatives Eigenpaar des Problems (4.3)

bzw. ist (λi = 1
ξ
(j)
i

+ η, xi = B−1Vjs
(j)
i ) ein approximatives Eigenpaar des GHEP (4.1).

Der obere Index (j) bezeichnet hier die aktuelle Iterationszahl.

Aus praktischer Sicht ist es hilfreich, die Norm des Residuums in jeder Iteration be-
rechnen zu können um ein Kriterium für den Abbruch des Algorithmus festzulegen.
Nach [14, Proposition 6.8] gilt:

Lemma 4.11. Sei (ξ(j)
i , s

(j)
i ) ein Eigenpaar von Hj und (ξ(j)

i , yi = Vjs
(j)
i ) ein appro-

ximatives Eigenpaar des Problems (4.3). Dann gilt

(C − ξ(j)
i I)yi = hj+1,je

T
j s

(j)
i vj+1

und daher ∥∥∥(C − ξ(j)
i I)yi

∥∥∥
2

= hj+1,j

∣∣∣eTj s(j)
i

∣∣∣ .
Beweis. Multiplikation der Gleichung (4.5) von rechts mit s(j)

i ergibt

CVjs
(j)
i = VjHjs

(j)
i + hj+1,jvj+1e

T
j s

(j)
i = ξ

(j)
i Vjs

(j)
i + hj+1,je

T
j s

(j)
i vj+1

und daraus folgt ∥∥∥∥∥∥∥C Vjs(j)
i︸ ︷︷ ︸

=yi

−ξ(j)
i Vjs

(j)
i︸ ︷︷ ︸

=yi

∥∥∥∥∥∥∥
2

= hj+1,j

∣∣∣eTj s(j)
i

∣∣∣ ‖vj+1‖2︸ ︷︷ ︸
=1

.

Im j–ten Iterationsschritt (j = 1, ...,m) kann also das i–te Residuum (i = 1, ..., j)
in der Euklidschen Norm aus dem Produkt von hj+1,j und dem Absolutbetrag des
j–ten (letzten) Eintrags des Eigenvektors s(j)

i von Hj berechnet werden. In der Praxis
wird der Arnoldi–Algorithmus abgebrochen, entweder sobald alle Residuen im j–ten
Schritt die vorgegebene Genauigkeit (z.B. ε = 10−12) erreichen, oder nach einer fixen
Anzahl an Iterationsschritten m ∈ N.
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4.2.2 Lanczos–Verfahren
Es seien die Eigenwerte µ1, µ2, ... ∈ R und die zugehörigen Eigenvektoren y1, y2, ... ∈
Rn\{0} des transformierten Problems (4.3) gesucht. Das Lanczos–Verfahren, siehe
[3, Abs. 5.5], kann als eine Vereinfachung der Arnoldi–Methode auf selbstadjungierte
Eigenwertprobleme verstanden werden. An die Stelle der Hessenberg–Matrizen Hj tritt
dann eine Folge von Tridiagonalmatrizen Tj ∈ Rj×j, deren Eigenwerte die Eigenwerte
des Problems (4.3) approximieren.
Im Lanczos–Prozess wird, ausgehend von einem Startvektor y0 ∈ Rn, in jedem Schritt
j = 1, ...,m eine Spalte der Basis Vj = [v1, ..., vj] ∈ Rn×j des Krylov–Unterraums

Kj(C, y0) = span{y0, Cy0, C
2y0, ..., C

j−1y0} = span{v1, ..., vj}

aufgebaut. Pro Iteration werden 2 Matrix–Vektor–Multiplikationen benötigt, eine mit
B und eine mit (A−ηB)−1. Bei der shift–and–invert–Strategie des Lanczos–Verfahrens
wird die Basis Vj gemäß der Rekursion

B(A− ηB)−1Vj = VjTj + reTj für j = 1, ...,m, (4.7)

konstruiert mit der reellen, symmetrischen Tridiagonalmatrix

Tj =


α1 β1

β1 α2
. . .

. . . . . . βj−1
βj−1 αj

 ∈ Rj×j

und mit dem Residuum r = βjvj+1. Wird Vj bezüglich B−1 orthonormalisiert, d.h.

V T
j B

−1Vj = Ij für j = 1, ...,m, (4.8)

so folgt nach Multiplikation von (4.7) von links mit V T
j B

−1 und wegen V T
j B

−1vj+1 = 0

V T
j (A− ηB)−1Vj = Tj für j = 1, ...,m.

Bei der Orthonormalisierung (4.8) muss B−1 nicht explizit berechnet werden. Dies
geschieht implizit durch Aufstellen einer B–orthonormalen Basis Wj, d.h.

W T
j BWj = Ij für j = 1, ...,m.

Mit (4.8) folgt daher Vj = BWj und wegen der Symmetrie von B auch V T
j Wj = Ij.

Falls (ξ(j)
i , s

(j)
i ) ein Eigenpaar von Tj ist, d.h.

Tjs
(j)
i = ξ

(j)
i s

(j)
i (4.9)

gilt, dann ist (µi = ξ
(j)
i , yi = Vjs

(j)
i ) ein approximatives Eigenpaar des Problems (4.3)

bzw. ist (λi = 1
ξ
(j)
i

+ η, xi = Wjs
(j)
i ) ein approximatives Eigenpaar des GHEP (4.1).
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Der obere Index (j) steht für den aktuellen Iterationsschritt.
Das i–te Residuum (i = 1, ..., j) im j–ten Schritt (j = 1, ...,m) berechnet sich mit
(4.7) und wegen C = B(A− ηB)−1, yi = Vjs

(j)
i , r = βjvj+1 wie folgt:

r
(j)
i = Cyi − µ(j)

i yi = B(A− ηB)−1Vjs
(j)
i − ξ

(j)
i Vjs

(j)
i

= VjTjs
(j)
i + reTj s

(j)
i − ξ

(j)
i Vjs

(j)
i = ξ

(j)
i Vjs

(j)
i + βjvj+1e

T
j s

(j)
i − ξ

(j)
i Vjs

(j)
i

= βjs
(j)
j,i vj+1.

Hier ist s(j)
j,i der j–te Eintrag des Vektors s(j)

i und daher ein Skalar.
Der Lanczos–Algorithmus wird nach Schritt j abgebrochen entweder sobald alle (i =
1, ..., j) Residuen r(j)

i die vorgegebene Genauigkeit (z.B. ε = 10−12) in einer geeigneten
Norm erfüllen oder nach einer fixen Anzahl an Iterationen m ∈ N. Aufgrund der
B−1–Orthonormalität der Basis Vj kann als Abbruchkriterium das Residuum in der
B−1–Norm gewählt werden, denn es gilt∥∥∥r(j)

i

∥∥∥
B−1

=
∣∣∣βjs(j)

j,i

∣∣∣ für i = 1, ..., j, j = 1, ...,m. (4.10)

Es wird nun ein Pseudo–Code der Methode, siehe [3, Algorithmus 5.5], angegeben:

Lanczos shift–and–invert

1 Setze Startvektor r = y0 , berechne q = Br und β0 = ‖r‖B.
2 for j = 1,...,m
3 wj = r/βj−1, vj = q/βj−1
4 r = (A− ηB)−1vj // PARDISO , GMRES
5 r = r − wj−1βj−1
6 αj = (r, vj)
7 r = r − wjαj
8 Falls notwendig , führe Reorthogonalisierung bzgl.
9 B-Skalarprodukt durch: r = r − (r, wi)Bwi für i = 1, ..., j − 1

10 q = Br
11 βj = ‖r‖B
12 Berechne Eigenpaar (ξ(j)

i , s
(j)
i ) von Tj für i = 1, ..., j

13 Überprüfe Abbruchkriterium nach (4.10):

14 Falls
∣∣∣βjs(j)

j,i

∣∣∣ ≤ ε für alle i = 1, ..., j → STOP
15 end for
16 Berechne approximierte Eigenwerte λi ≈ 1

ξ
(j)
i

+ η für i = 1, ..., j

17 Ggf .: Berechne approx . Eigenvektoren xi ≈Wjs
(j)
i für i = 1, ..., j

Bemerkung 4.12. Die Matrix Ã = AFE − η%SMFE wird bereits vor der Schleife – also
nur einmal – faktorisiert, während für die MVM in Zeile 4 einmal pro Iteration das
GMRES–Verfahren aufgerufen wird.
Bemerkung 4.13. Die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Tridiagonal-
matrix Tj erfolgt hier mittels einer LAPACK–Methode, siehe [2] bzw. http://www.
netlib.org/lapack/explore-html/d7/d48/dstev_8f.html

http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d7/d48/dstev_8f.html
http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d7/d48/dstev_8f.html
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Bemerkung 4.14. Die Reorthogonalisierung in Zeile 8–9 ist dann notwendig, wenn die
Basisvektoren wj aufgrund von Rundungsfehlern in der Gleitkommaarithmetik ihre
B–Orthogonalität zueinander verlieren. Dies kann zur Folge haben, dass bereits ge-
fundene Eigenwerte erneut berechnet werden und die Konvergenz gegen die gesuchten
Eigenwerte verloren geht.
Bemerkung 4.15. Die hier angewendete Variante der Reorthogonalisierung wird ”volle
Reorthogonalisierung“genannt, vgl. [3, Abs. 4.4.4], da der Vektor r gegen alle zuvor
berechneten Vektoren w1, ..., wj−1 B–orthogonalisiert wird. Bei der Implementierung
des Lanczos–Verfahrens und Anwendung auf das GHEP (4.1) wurde die volle Reortho-
gonalisierung ausgeführt, sobald der Vektor r die B–Orthogonalität zur Genauigkeit
von 10−12 verletzt.
Der folgende Satz, siehe [14, Theorem 6.4], erlaubt eine Abschätzung der Differenz
zwischen den exakten und den mittels des Lanczos–Verfahrens approximierten Eigen-
werten des Eigenwertproblems

Mx = λx (4.11)
mit der symmetrischen Matrix M ∈ Rn×n.

Satz 4.16. Seien λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn die Eigenwerte von (4.11) und x1, ..., xn ∈ Rn die
zugehörigen Eigenvektoren. Seien ξ1 ≤ ... ≤ ξn die approximierten Eigenwerte nach j
Iterationsschritten des Lanczos–Prozesses. Dann gilt die Ungleichung

0 ≤ ξi − λi ≤ (λn − λ1)
(

κi tanφi
Cj−1(1 + 2ζi)

)2

mit
κ1 = 1 und κi =

i−1∏
k=1

λn − ξk
λi − ξk

für i > 1

und mit
cosφi = |(xi, x0)|

mit dem Startvektor x0 des Lanczos–Prozesses und mit dem Faktor

ζi = λi+1 − λi
λn − λi+1

und dem Tschebyscheff–Polynom (j − 1)–ten Grades Cj−1(·).

Bemerkung 4.17. Aus Satz 4.16 lässt sich schließen, dass jene Eigenwerte, die am Rand
des Spektrums liegen, und jene, die gut von den anderen isoliert sind, besonders gut
approximiert werden, siehe auch [20].
Bemerkung 4.18. Das Konvergenzresultat aus Satz 4.16 lässt sich auch auf das Lanczos–
Verfahren für das GHEP (4.1) übertragen. Für Konvergenzaussagen für das Arnoldi–
Verfahren sei auf [14, Kap. 6] verwiesen.



5 Numerische Ergebnisse
Das GHEP (4.1) wird nun mit den in Kapitel 4.2 beschriebenen Algorithmen, dem
Arnoldi– und Lanczos–Verfahren, gelöst. Die approximierten Eigenwerte λ(k)

h werden
aufsteigend geordnet graphisch dargestellt. Weiters werden für jedes Verfeinerungs-
level L die Anzahl der Freiheitsgrade #FG bei der FE/BE–Diskretisierung, die An-
zahl der benötigten Iterationen #IT und die Anzahl k der konvergierten Eigenwerte
angegeben. Die maximale Iterationszahl wurde durch 150 begrenzt. Die Rechenzeiten
(in Sekunden) tassembling für die Assemblierung der FE/BE–Matrizen, tGMRES für das
pro Iteration ein Mal aufgerufene GMRES–Verfahren und teigensolver für die insgesamt
benötige Zeit des jeweiligen Algorithmus werden ebenso angeführt.
Außerdem werden die Eigenwerte für verschiedene Shifts η > 0, siehe zur Spektral–
Transformation (4.3), approximiert.
Es ist zu beachten, dass die Eigenwerte des Ausgangsproblems (1.12a)–(1.14) mit ω2

bezeichnet wurden und daher η in der Größenordnung des Quadrats der gesuchten
Eigenwerte liegt.

Für das Gebiet ΩS ⊂ R3 wurde eine sphärische Schale (Stahl), die vollständig vom
Fluid (Wasser) ΩF ⊂ R3 umgeben ist, gewählt, siehe auch Abbildung 1.1.
Die Materialparameter sind wie folgt gegeben:

Dichte %F = 1000 kg/m3,

Dichte %S = 7669 kg/m3,

Elastizitätsmodul E = 207 kN/mm2,

Querkontraktionszahl ν = 0.3.

Es sollen (mindestens) 100 verschiedene Eigenwerte des transformierten Problems

Cx = λx

mit C = B(A− ηB)−1 ∈ Rn×n approximiert werden. Die Ergebnisse, die das Arnoldi–
und das Lanczos–Verfahren für 2 Verfeinerungslevel in der Diskretisierung, für einen
Zufallsstartvektor x(0) ∈ Rn und einer Toleranzgrenze für die Residuen von ε = 10−12

liefern, werden in den folgenden Abschnitten präsentiert.
Bemerkung 5.1. Die Rechenzeiten für die Faktorisierung (Invertierung) der Matrix
Ã = AFE−η%SMFE mittels PARDISO sowie die Invertierung der Matrix D̃BE mittels
LAPACK werden in den Ergebnissen nicht angeführt da sie mit je unter 0.5 Sek. keinen
wesentlichen Beitrag zur Gesamtzeit leisten.
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Bemerkung 5.2. Beim Lösen des linearen Gleichungssystems (4.4) wurde die Anzahl
der GMRES–Iterationen durch 200 begrenzt. Die Konvergenz zur residualen Genau-
igkeit von ε = 10−12 wurde (sowohl beim Arnoldi– als auch beim Lanczos–Verfahren)
bereits nach maximal 43 GMRES–Iterationen auf Level 1 bzw. nach maximal 54
GMRES–Iterationen auf Level 2 erreicht.

5.1 Arnoldi

Tabelle 5.1: Arnoldi für η = 122500⇒ √η = 350
L #FGfem #FGbem tassembling tGMRES teigensolver #IT k

1 2961 492 279 < 1.0 139 109 100
2 12027 2020 2887 < 21.5 2531 113 100

Tabelle 5.2: Arnoldi für η = 1960000⇒ √η = 1400
L #FGfem #FGbem tassembling tGMRES teigensolver #IT k

1 2961 492 279 < 2.8 346 120 100
2 12027 2020 2887 < 68.7 7150 108 100

Tabelle 5.3: Arnoldi für η = 3062500⇒ √η = 1750
L #FGfem #FGbem tassembling tGMRES teigensolver #IT k

1 2961 492 279 < 2.7 292 105 100
2 12027 2020 2887 < 88.9 8839 104 100

Tabelle 5.4: Arnoldi für η = 4.41 · 106 ⇒ √η = 2100
L #FGfem #FGbem tassembling tGMRES teigensolver #IT k

1 2961 492 279 < 3.1 331 107 100
2 12027 2020 2887 < 112 11189 106 100

Mit Ausnahme des Shifts η = 122500, wo der zeitliche Aufwand für die Assemblie-
rung der FE/BE–Matrizen höher ist als für den Eigenlöser selbst, zeigt sich, dass die
meiste Zeit beim Lösen des Gleichungssystems (4.4) (einmal pro Iteration) mittels des
GMRES–Verfahrens verbraucht wird. Dies ist auf die sich verschlechternde Kondition
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der Matrix Ã−1 = (AFE − η%SMFE)−1 für wachsende Shifts η zurückzuführen.
Die Zeiten für die LAPACK–Routine zur Berechnung der Eigenpaare der im Arnoldi–
Verfahren auftretenden Hessenberg–Matrizen tragen mit weniger als 0.02 Sek. pro
Iteration (für beide Level) nur einen sehr geringen Anteil zur Gesamtrechenzeit bei.
An der Anzahl der Iterationen #IT ist zu erkennen, dass der Arnoldi–Algorithmus für
die hier verwendeten Shifts η bereits vor den maximalen 150 Iterationen abbricht da
die vorgegebene Anzahl von 100 gesuchten Eigenwerten erreicht wurde.
Die folgenden Plots visualisieren die Eigenwertapproximationen, deren Residuen der
vorgegebenen Genauigkeit von ε = 10−12 genügen, für verschiedene Shifts η > 0 und
für zwei Verfeinerungslevel:
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5.1.1 Verfeinerungslevel 1
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Abbildung 5.1: Arnoldi: Level 1
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5.1.2 Verfeinerungslevel 2
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Abbildung 5.2: Arnoldi: Level 2
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5.2 Lanczos

Tabelle 5.5: Lanczos für η = 122500⇒ √η = 350
L #FGfem #FGbem tassembling tGMRES teigensolver #IT k

1 2961 492 279 < 1.1 151 116 100
2 12027 2020 2887 < 22.7 2983 127 100

Tabelle 5.6: Lanczos für η = 1960000⇒ √η = 1400
L #FGfem #FGbem tassembling tGMRES teigensolver #IT k

1 2961 492 279 < 2.5 424 138 100
2 12027 2020 2887 < 55.5 8660 150 69

Tabelle 5.7: Lanczos für η = 3062500⇒ √η = 1750
L #FGfem #FGbem tassembling tGMRES teigensolver #IT k

1 2961 492 279 < 2.7 485 145 100
2 12027 2020 2887 < 69.4 10386 150 80

Tabelle 5.8: Lanczos für η = 4.41 · 106 ⇒ √η = 2100
L #FGfem #FGbem tassembling tGMRES teigensolver #IT k

1 2961 492 279 < 3.4 575 149 100
2 12027 2020 2887 < 86.6 12121 150 54

Das Lanczos–Verfahren liefert für das Level 1 immer 100 Eigenwertapproximationen,
deren Residuen die vorgegebene Genauigkeit von ε = 10−12 unterschreiten. Auf Level 2
konvergieren nach 150 Iterationen (abhängig vom Shift η) zumindest 54 Eigenwerte zur
vorgegebenen Genauigkeit. Es müssen also mehrere Shifts (geeignet) gewählt werden
um eine fixe Anzahl an Eigenwerten zu approximieren.
Die Zeiten für die LAPACK–Routine zur Berechnung der Eigenpaare der im Lanczos–
Verfahren auftretenden Tridiagonalmatrizen steuern mit weniger als 0.01 Sek. pro
Iteration (für beide Level) nur einen sehr geringen Anteil zur Gesamtrechenzeit bei.
Die folgenden Plots visualisieren die Eigenwertapproximationen, deren Residuen der
vorgegebenen Genauigkeit von ε = 10−12 genügen, für verschiedene Shifts η > 0 und
für zwei Verfeinerungslevel:
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5.2.1 Verfeinerungslevel 1
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Abbildung 5.3: Lanczos: Level 1
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5.2.2 Verfeinerungslevel 2
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Abbildung 5.4: Lanczos: Level 2
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5.3 Vergleich der Verfahren
Ein Vergleich des Arnoldi– mit dem Lanczos–Algorithmus für den Shift η = 122500
zeigt, dass sich der zeitliche Aufwand pro Iteration etwa die Waage hält. (Bei der
Anwendung der beiden Verfahren sind jeweils 100 Eigenwerte zur vorgegebenen Ge-
nauigkeit von ε = 10−12 konvergiert.)

Tabelle 5.9: Arnoldi und Lanczos für η = 122500⇒ √η = 350
L #FGfem #FGbem tArnoldi tLanczos #ITArnoldi #ITLanczos t̃A t̃L

1 2961 492 139 151 109 116 1.28 1.3
2 12027 2020 2531 2983 113 127 22.4 23.5

In Tabelle 5.9 bezeichnen die Parameter t̃A und t̃L die durchschnittlich benötigte Zeit
in Sek. pro Iteration des Arnoldi– bzw. Lanczos–Algorithmus.
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