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Kapitel 1

Einleitung

An welchem Standort sollte man ein Krankenhaus platzieren? Welchen Ort
wahlt man um eine Schule zu bauen? Wie positioniert man Sendemasten um
eine optimale Netzabdeckung zu erreichen? Das Auffinden eines oder meh-
rerer optimaler Standorte in einem Netzwerk, bestehend aus endlich vielen
verbundenen Punkten, spielt sowohl in einem breiten Spektrum von Anwen-
dungen, als auch bei vielen theoretischen Fragestellungen eine grofte Rolle.
Zunachst stellt sich die Frage was optimal bedeutet. Soll niemand beson-
ders weit vom Krankenhaus entfernt wohnen? Oder soll der durchschnitt-
liche Weg zum Krankenhaus so kurz wie moglich sein? Soll ein Schulbus,
der die Kinder abholt, eine moglichst kurze Strecke fahren miissen? Oder
soll der Schulweg fiir kein Kind besonders lange sein? Die Anforderungen an
den Standort bestimmen die Bedeutung des Wortes ,,optimal® von Fragestel-
lung zu Fragestellung neu. Mithilfe verschiedener Ansétze versucht man die
unterschiedlichen Problemstellungen zu modellieren. Trotz dhnlicher Frage-
stellungen fiihren diese verschiedenen Modelle zu Losungen, die sich stark
voneinander unterscheiden konnen.

Platziert man eine Schule so, dass kein Kind zu weit weg wohnt, ist die Bus-
strecke dann bereits die kiirzest mogliche? Falls nicht, kann man Auskunft
dariiber geben, um wieviel sich die so erhaltene Strecke von der kiirzesten
unterscheidet? Gibt es einen Kompromiss der beide Anforderungen bertick-
sichtigt? Es stellt sich also nicht nur die Frage nach Gemeinsamkeiten und
Unterschieden der unterschiedlichen Modelle, sondern auch die nach mogli-
chen ,Zwischenlosungen®.

Zu den klassischen Mittelpunktsbegriffen, die im Rahmen der Standortop-
timierung auf kreisfreien, zusammenhéngenden Netzwerken untersucht wer-
den, zahlen der Median bzw. das Zentroid und das Zentrum. Hakimi hat in
[3] den Begriff des (gewichteten) Medians beziehungsweise Zentrums verall-
gemeinert, in dem er beliebige Punkte auf Kanten zuliefs. In dieser Arbeit



zeigte er, dass sich auch immer ein Median in einem Knoten befindet. Dies
trifft im Allgemeinen nicht auf das verallgemeinerte Zentrum zu. Im Jahr dar-
auf veroffentliche Hakimi seine Arbeit [4], in der er sowohl den Median als
auch das Zentrum weiter verallgemeinerte, indem er nicht nur nach einzelnen
Punkten, sondern nach p-elementigen Mengen suchte. Zusammen mit Kariv
veroffentlichte er dann in den beiden Arbeiten [11] und [12] algorithmische
Zugénge zu beiden Problemstellungen.

Zwischen Median und Zentroid besteht ein starker Zusammenhang. In einem
Baum ist ein Knoten sogar genau dann ein Median, wenn er auch im Zentro-
id ist. Sowohl Hua als auch Goldman haben unabhéngig voneinander einen
Algorithmus zur Bestimmung des Zentroids angeben (vgl. [10], [1]).
Goldman setzte sich in [2] mit den Eigenschaften und der Bestimmung des
Zentrums auseinander. Er gibt auch Analogien zum gewichteten Fall (nach
Hakimi [3]) an. Handler présentierte in [7] einige interessante Eigenschaf-
ten des (ungewichteten) Zentrums eines Baum und nutzte sie um dieses zu
berechnen.

Halpern préasentierte in [5] eine Moglichkeit die Eigenschaften des (gewichte-
ten) Medians und des (ungewichteten) Zentrums zu kombinieren, den Cent-
Dian. Dieser entsteht als Optimallosung einer Konvexkombination der ur-
spriinglichen Zielfunktionen.

Diese Arbeit gibt einen Uberblick iiber die oben genannten Mittelpunktsbe-
griffe und ihre Eigenschaften. Neben bereits bekannten Ergebnissen, werden
auch einige Eigenschaften und Zusammenhénge prasentiert und an Beispielen
verdeutlicht.

Der Status eines Knoten ist die Summe der Absténde dieses Knotens zu je-
dem anderen Knoten im Graph. Unter dem Status eines Graphen bezeichnet
man den minimalen Status eines Knoten dieses Graphen. Der Radius ist das
Maximumsanalogon des Status. Es wird gezeigt, dass das Extremalverhalten
von Radius und Status grofte Gemeinsamkeiten aufweist. In Abhéngigkeit
von Knotenanzahl und Maximalgrad werden die beiden jeweils durch die
gleichen Graphen minimiert bzw. maximiert.

Weiters wird die Lage von Zentrum und Zentroid in Bezug zueinander un-
tersucht. Motiviert durch die im Allgemeinen sehr unterschiedliche Lage der
beiden, beschéftigt sich die Arbeit mit dem Begriff der minimal zentralen
Teilbdume. Diese wurde in [14] von Nieminen und Peltola bzw. in [6] von
Hamina und Peltola untersucht. Jeder minimal zentrale Teilbaum eines Bau-
mes enthilt das Zentrum und mindestens einen Zentroidknoten dieses Bau-
mes. Es wird ein polynomiellen Algorithmus zur Bestimmung eines minimal
zentralen Teilbaumes vorgestellt, da nach Kenntnis der Autorin ein solcher
bisher nicht bekannt ist.

An dieser Stelle soll noch ein Uberblick iiber den Aufbau dieser Arbeit gege-



ben werden. Kapitel 2 widmet sich den Begriffen Median, Zentroid, Zentrum
und Cent-Dian. Nach einer allgemeinen Einfiihrung besprechen wir in Ab-
schnitt 2.2 den Begriff des Medians und des Zentroids und deren Zusammen-
hang, sowohl im gewichteten als auch im ungewichteten Fall. Am Ende dieses
Abschnitts wird auch der Algorithmus nach Goldman [1| zur Berechnung des
Zentroids eines Baumes prasentiert.

Der Abschnitt 2.3 widmet sich dem Begriff der Zentrums. Nach einer Wie-
derholung von bereits bekannten Ergebnissen, werden im Abschnitt 2.3.2 die
Resultate aus Handler [7| auf das gewichtete Zentrum tibertragen.

Der Abschnitt 2.3.3 ist der unterschiedlichen Lage von Median und Zen-
trum gewidmet. Mithilfe sehr einfacher Beispiele wird demonstriert, dass die-
se Punkte iibereinstimmen konnen, dies aber im Allgemeinen nicht miissen.
Ferner wird demonstriert, dass der Abstand zwischen den beiden auch grofs
werden kann.

Motiviert durch die unterschiedliche Lage, beschéftigt sich der Abschnitt 2.4
dem Cent-Dian, einer Konvexkombination von Median und Zentrum. Hal-
pern, der diesen Begriff in [5] einfiihrte, lief zwar fiir den Median, nicht aber
fiir das Zentrum, Knotengewichte zu. In dieser Arbeit werden diese Resultate
auch auf den Fall eines gewichteten Zentrums iibertragen.

Am Ende dieses Kapitels, in Abschnitt 2.5, wird das Extremalverhalten von
Radius und Status in Abhéngigkeit von Ordnung und Maximalgrad unter-
sucht. Lin, Shang und Zhang haben in [13] Graphen angegeben, die den Sta-
tus minimieren bzw. maximieren. Hier wird eine neue Beweistechnik vorge-
stellt, die die bekannten Ergebnisse zeigt und auch auf den Radius anwendbar
ist. Mithilfe dieser Methode, die auf einer Transformation des betrachteten
Graphen beruht, wird auch ein starker Zusammenhang der beiden Mittel-
punktsbegriffe aufgezeigt.

Die, in Kapitel 2 besprochenen Mittelpunktsbegriffe beziehen sich auf Eigen-
schaften einzelner Punkte, wihrend die in Kapitel 3 vorgestellten sich auf die
Eigenschaften ganzer Teilbdume beziehen.

Kapitel 3 fiihrt zu Beginn in die Theorie der zentralen Teilbdume ein. Einige
der Ergebnisse von Nieminen und Peltola in [14] und Hamina und Peltola [6]
werden aufgearbeitet. Der wesentliche Teil dieses Kapitels befasst sich mit der
Entwicklung eines polynomiellen Algorithmus zur Bestimmung eines minimal
zentralen Teilbaums, der auf komplexen Fallunterscheidungen beruht. Diese
Arbeit ist nach Kenntnis der Autorin die erste Abhandlung iiber einen solchen
Algorithmus. Es wird sowohl die Korrektheit gezeigt, als auch die Laufzeit
analysiert. Die Funktionsweise des Algorithmus wird am Ende des Kapitels
durch ein Beispiels demonstriert.



Danksagung

Ich mochte in erster Linie meinem Betreuer R. E. Burkard dafiir danken,
dass er mir dieses Thema vorgeschlagen hat, sowie fiir die vielen hilfreichen
Gespréche, die mir ermdglicht haben, diese Arbeit zu verfassen. Mein Dank
gilt auch den Mitarbeitern des Instituts fiir Diskrete Mathematik und Opti-
mierung fiir ihr Interesse an meiner Arbeit und ihre Hilfestellungen.



Kapitel 2

Mittelpunkte eines Graphen

2.1 Einfiihrung

Diese Arbeit befasst sich mit Mittelpunktsbegriffen in einfachen, zusammen-
héngenden und ungerichteten Graphen. Der Fokus liegt im Speziellen auf
Baumen. Dennoch wollen wir uns, der Vollstandigkeit halber, die vorkom-
menden Begriffe ganz allgemein auch auf nicht kreisfreien Graphen ansehen.
Sei G = (V,E) ein einfacher, ungerichteter, zusammenhéngender Graph.
Die Ordnung des Graphen ist die Anzahl seiner Knoten. Auf der Menge der
Knoten definieren wir eine Gewichtsfunktion

’l.U:V-)Rzo,

die jedem Knoten des Graphen ein nicht-negatives Gewicht zuordnet. Zusétz-
lich fordern wir an dieser Stelle, dass eine Gewichtsfunktion w nicht konstant
Null ist. Doch nicht nur die Knoten sollen mit Gewichten versehen werden,
auch auf der Menge der Kanten wollen wir eine sogenannte Lange einfiihren.
Daher definieren wir eine Funktion

E:E%R>O’

die jeder Kante eine strikt positive Lénge zuordnen soll. Mithilfe dieser Lén-
gen kénnen wir nun eine Distanzfunktion einfiithren. Ein kirzester Weg oder
eine Geoddte zwischen zwei Knoten x und y ist ein zusammenhéangender Teil-
graph von G der sowohl x als auch y enthélt mit minimaler Summe seiner
Kantenldngen. Ist die Wahl der Knoten in einem solchen Pfad eindeutig oder
nicht relevant, so wollen wir ihn auch kurz mit P(z, y) bezeichnen. Nun kén-
nen wir eine Distanzfunktion auf der Menge der Knoten einfiihren, die jedem
Paar von Knoten die Lange eines kiirzesten Weges zuordnet. Genauer ist die



Distanz von x nach y definiert durch
d:VxV— RZO
(zy) > Y, e

e€E(P(z,y))

Diese Distanzfunktion ist klarerweise symmetrisch und es gilt d(z, z) = 0 fiir
alle Knoten x.

Doch nicht nur Knoten des Graphen werden eine Rolle spielen, sondern auch
beliebige Punkte auf Kanten. Sei (x,y) eine Kante in G und 0 <t < {(z,y)
ein beliebiger Wert zwischen Null und der Kantenldange. Dann ist u = #, )
jener Punkt auf der Kante, der zu  den Abstand ¢ besitzt. Offenbar gilt dann
auch v = ({(x,y) — t)(y.)- Die Menge der Punkte eines Graphen G wollen
wir auch einfach kurz mit G bezeichnen. Nun kénnen wir die oben definierte
Distanzfunktion auf die Menge G x V fortsetzen. Fiir eine Kante (z,y), ein
0 <t </{(x,y) und einen Knoten v € V' sei

d(t(zy),v) = min{t + d(z,v),l(z,y) —t + d(y,v)}.

Bevor wir beginnen, wollen wir noch den Begriff der inzidenten Kante erwei-
tern. Sei u € G\ V ein Punkt des Graphens, der auf der Kante (z,y) liegt.
Diese Kante wird von u in zwei Teile unterteilt. Wir wollen beide Teile als
zu r inzidente Kanten bezeichnen. Ist u € V ein Knoten des Graphens, so
bezeichnen wir die zu x inzidenten Kanten im herkémmlichen Sinn, ndmlich
als jene Kanten des Graphen, die x als Endpunkt haben.

Nun moéchten wir noch einen kiirzesten Weg zwischen einem allgemeinen
Punkt des Graphen und einem Knoten einfiihren. Ist x € G\ 'V und (u,v) die
Kante auf der x liegt. Fiir einen Knoten y sei ohne Einschrinkung d(v,y) <
d(u,y). Dann sei ein kiirzester Weg

P(x,y) = (V(P(v,y)) Uz}, E(P(v,y)) U{(z,0)}),

wobei die Lange der neuen Kante genau dem Abstand von x zu v entsprechen
soll.

2.2 Der Median

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Mittelpunktsbegriffen beschéftigen,
die sich als Optimallésung von Summenzielfunktionen charakterisieren las-
sen. Alle hier besprochenen Begriffe lassen sich als Spezialfille des von Hakimi
in [3] eingefiihrten absoluten Medians eines Graphen ableiten. Daher wollen
wir mit diesem beginnen.



Die Median-Zielfunktion ist definiert als

med : G — RZO

T Z w(v) d(x,v).

veEN

Unter einem (absoluten) Median versteht man einen Punkt z* € G, der die
Median-Zielfunktion minimiert.

Eine Verallgemeinerung dieses Begriffs auf sogenannte p-Mediane beschreibt
Hakimi in [4]. Dieses Konzept befasst sich mit einer Untermenge der Knoten-
menge der Kardinalitat p, die zusammen mit einem passenden verallgemei-
nerten Abstandsbegriff und Zielfunktion eine Optimallosung darstellen. Wir
wollen uns hier nicht weiter mit dieser Arbeit auseinandersetzen. An dieser
Stelle sei der Vollstdndigkeit halber nur erwahnt, dass der oben definierte
Median einen 1-Median darstellt.

Hakimi hat in [4] gezeigt, dass es immer einen Knoten gibt, der auch ein
absoluter Median ist. Daher sprechen wir, sofern nichts anderes behauptet,
immer von einem Knoten, wenn wir von einem Median sprechen.

Sind alle Knotengewichte und Kantenldngen gleich 1, so fallt die obige Defi-
nition der Median-Zielfunktion zusammen mit der Definition des Status, der
erstmals von Harary in [8] eingefiihrt wurde. Die Optimallosung wird in die-
sem Zusammenhang wiederum als Median bezeichnet. Mit dieser Zielfunktion
werden wir uns im Abschnitt 2.5 noch genauer befassen.

Ist der zugrundeliegende Graph ein Baum 7', so gibt es noch einen weiteren
Mittelpunktsbegriff, der in starkem Zusammenhang mit dem Median steht,
das sogenannte Zentroid (siehe z.B. Harary [9]) bzw. der gewichteten Verall-
gemeinerung das sogenannte w-Zentroid (siche Kariv, Hakimi [12]).

Sei u ein Knoten des Baumes T'. Ein Zweig bei u von T, ist ein maximaler

Unterbaum von T der u als Blatt enthalt. Das Gewicht eines solchen Astes
T sei

WIT) = > w).

zeV(T)\{u}
Seien T, ..., T, alle Aste bei u. Das Astgewicht von u ist dann definiert als

W(u) = max W(T;).

i=1,..,k

Ein Knoten v wird als w-Zentroidknoten bezeichnet, wenn

W(v) = min W(u).

ueV(T)
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Die Menge der w-Zentroidknoten wird auch als w-Zentroid bezeichnet. Ist die
Gewichtsfunktion konstant Eins, so fallt dieser Begriff mit dem gewShnlichen
Zentroid zusammen. Dieses tragt unter anderem auch den Namen Schwer-
punkt. In diesem Fall ist das Astgewicht des Knotens die maximale Anzahl
von Knoten oder Kanten eines Baumes.

Man beachte, dass diese Eigenschaft nicht von der Lange der Kanten abhéngt.
Im Falle eines ungewichteten Baumes hat schon Zelinka in [15] gezeigt, dass
ein Knoten genau dann ein Median ist, wenn er ein Zentroidknoten ist. All-
gemeiner konnten dies Kariv und Hakimi in [12] jedoch auch fiir absolute
Medianknoten und w-Zentroidknoten zeigen. Dieses Ergebnis wollen wir an
dieser Stelle nun auch rezitieren.

Satz 2.2.1. (Kariv, Hakimi [12]) Sei T ein Baum, w eine Gewichisfunktion
auf den Knoten vonT' und v ein Knoten von T. v ist genau dann ein absoluter
Median, wenn er ein w-Zentroidknoten ist.

Fiir den Beweis dieses Satzes wollen wir uns zuerst noch das folgende Lemma
ansehen.

Lemma 2.2.2. Sei T' ein Baum, w eine Gewichtsfunktion auf der Men-
ge der Knoten von T und v ein Knoten von T'. v ist genau dann ein w-
Zentroidknoten, wenn

W(v)g% S w(w)
ueV(T)

Beweis des Lemmas. Sei v ein Knoten mit W(v) > %Zuevm w(u) und T,
ein Ast bei v mit W(v) = W(T,). Seien weiteres w der zu v benachbarte
Knoten aus T, und T,, der Ast bei w, der v enthélt (siche Abb. 2.1).

T, )
Q -
R .
o)
S b

Abbildung 2.1: Darstellung der Knoten v und w und zugeh. Aste

Dann gilt



Zusammen erhalten wir nun
W(T,) < W(T,) = W(v).

Da alle anderen Aste bei w Teilbdume von T}, sind, kann deren Astgewicht
jenes von T, nicht iiberschreiten. Insgesamt wissen wir an dieser Stelle also,
dass W(w) < W(v), wobei Gleichheit nur gelten kann, wenn w(w) = 0.
Ist W(w) < W(v), so ist v kein w-Zentroidknoten. Anderenfalls (W(w) =
W(v)) ist auch w ein Knoten, der die Bedingung aus dem Satz nicht erfiillt.
Dann lasst sich dieser Vorgang wiederholen. Da nicht alle Knoten Gewicht
0 haben konnen, findet man nach endlich vielen Schritten einen Knoten, der
ein geringeres Astgewicht als v hat. Sei umgekehrt v ein Knoten von 7', der
die Bedingung

W <z S w)
ueV(T)

erfiillt. Seien weiters w # v ein w-Zentroidknoten, T, der Ast bei v, der w
enthélt, und 7T, der Ast bei w der v enthélt (siche Abbildung 2.2).

Ty —n R 0
. w_ - -O
o ylo O T
i . O
s ST T,

Abbildung 2.2: Darstellung von v und einem w-Zentroidknoten w

Dann gilt

Beweis des Satzes 2.2.1. Seien v ein Knoten von 7" und 7" der Ast bei v fiir
den W(v) = W(T") und w der Nachbar von v in T (siehe Abbildung 2.3).
Ist v kein w-Zentroidknoten, dann gilt



Abbildung 2.3: Darstellung der Wahl von w

Fiir die Zielfunktion des Medians gilt dann

med(w) = Z w(x) d(w, )

zeV(T)
= > w@vr) -+ Y. w@)(dw,z)+1)
zeV(T")\{v} 2@V (T)\{v}
= med(v) + Z w(z) —W(T")
z¢V(T)\{v}
= med(v) + Z w(z) —2W(T")
zeV(T)
< med(v).

Daher ist v auch kein Median.

Seien nun v ein w-Zentroidknoten und w # v ein Median. Wir wissen bereits,
dass w auch ein w-Zentroidknoten sein muss. Seien weiters T, der Ast bei v,
der w enthéalt, und T, der Ast bei w, der v enthélt. Da

C Y w < Y w@) - WI) <WE) <5 Y w), (221)
2 2

zeV(T) zeV(T) zeV(T)

folgt Gleichheit in allen Ungleichungen in (2.2.1). Damit gilt fiir alle Knoten
z e (T,NT,) \ {v,w} dass w(z) = 0. Insgesamt erhalten wir damit

med(v) = med(w) + Z w(z) d(v,w) — Z w(z) d(v,w)

z¢V(To)\{v} zeV(Ty)\{v}
= med(w) + d(v, w)( Z w(z) —2W(T,))
zeV(T)

= med(w).
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Man beachte, dass aus obigem Satz folgt, dass die Lage eines Medians nicht
von den Langen der Kanten abhéngt, sondern ausschlieflich von den Gewich-
ten der Knoten.

Aus dem Beweis ldsst sich auch direkt die nachfolgende Aussage folgern.

Korollar 2.2.3. Sei T' ein Baum, w eine strikt positive Gewichtsfunktion
auf den Knoten von T'. Dann gibt es hichstens 2 Knoten, die einen absoluten
Median darstellen. Diese sind dann adjazent.

2.2.1 Algorithmische Bestimmung

An dieser Stelle wollen wir noch die algorithmische Bestimmung eines abso-
luten Medians besprechen. Bereits im Jahr 1961 veroffentlichten Hua et al.
in [10], einer Arbeit die sich mit den mathematischen Anwendungen der Wei-
zenernte auseinandersetzt, einen solchen Algorithmus. 10 Jahre spéter ver-
offentlichte Goldman unabhéngig davon dieselbe Idee in seiner Arbeit iiber
optimale Standorte in einfachen Netzwerken [1]. Die Idee ist nachfolgend in
Algorithmus 1 zu finden. Die Korrektheit dieses Algorithmus folgt direkt aus
dem obigen Lemma.

Algorithmus 1 FINDCENTROID

Gegeben: Baum 7', Gewichtsfunktion w auf Knoten von T’
Gesucht: Berechnet das w-Zentroid des Baumes.

1 W= EmeV(T) w(z)

2: W(v) = w(v) fur alle v € V(T).

3: 7 :=T

4: loop

5. if [T'| =1 then

6: return 77;

7. else

8: Sei v Blatt von 7" und u adjazent zu v. Dann sei

9: W(u) := W(u) + W(v) und 7" der Baum der durch Ldschen von
10: v und der Kante (u,v) ensteht

11: if W(u) > 1 W then

12: return {u}

14



2.3 Das Zentrum

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem zugehérigen Engpass-Problem
befassen. Die Zentrums-Zielfunktion ist wie folgt definiert.

cen : G — Ry
T > max w(v) d(x,v)

Ein Minimum des Zentrums-Zielfunktion heifst absolutes Zentrum des Gra-
phens G. Es ist leicht einzusehen, dass dieser Punkt im Allgemeinen nicht in
einem Knoten liegt.
Im Spezialfall w = 1 wird die Zielfunktion auch Radius bzw. rad genannt. In
Zusammenhang mit dem Radius werden in der Literatur meist nur Knoten
als Losung zugelassen. Diese spezielle Zielfunktion werden wir zusammen mit
dem Status in Abschnitt 2.5 noch einmal genauer besprechen.
Die verallgemeinerte Zielfunktion, die auch allgemeine Punkte auf Kanten zu-
lasst wurde, wie auch im Summenfall, von Hakimi in [3] eingefiihrt. Weiters
haben sich Kariv und Hakimi in ihrer Arbeit [11] mit p-elementigen Teilmen-
gen, den sogenannten p-Zentren, auseinandergesetzt. Der hier betrachtete
Begriff entspricht einem 1-Zentrum.

2.3.1 Das lokale Zentrum

Die Arbeit von Kariv und Hakimi ([12]) fiihrt das sogenannte lokale Zentrum
ein. Mithilfe dieses Begriffs lassen sich die Eigenschaften eines absoluten Zen-
trums charakterisieren.

Definition 2.3.1. Sei (u,v) € E eine Kante eines Graphen G = (V, E). Ein
Punkt 2 = £(y,) fiir ein 0 < ¢ < ¢(u,v) wird lokales Zentrum genannt, wenn

cen(z*) = Ogtﬂglé(fi’v) cen(teuw))-

Ein lokales Zentrum einer Kante, dessen Zielfunktionswert, den der lokalen
Zentren aller anderen Kanten nicht tiberschreitet, stellt klarerweise ein abso-
lutes Zentrum dar.

Um ein lokales Zentrum einer Kante (u, v) zu bestimmen, betrachtet man die
auf die Kante (u,v) eingeschriankte Distanzfunktion

d| (u,v):[0,0(u,v)] x V— Rso.
(t,w) = w(w) min{t,) + d(u,w), {(u,v) =ty + d(v,w)}

15



Dies ist offenbar eine stiickweise linear Funktion mit hochstens einem Knick-
punkt mit Steigungen + w(w). Dieser stellt, im Falle der Existenz, ein Ma-
ximum in Abhéngigkeit von ¢ dar. Nun definieren wir

E(u,v) . [0, E(u, U)] — Rzo
t— ?ulg&({d(t’w)}

die Ezzentrizitit von t = t(, ..
Ein lokales Zentrum ist ein Punkt «* = ¢7, . sodass Ey,)(1(,,)) < Euw)(t)

fiir alle 0 < ¢ < £(u,v). Offenbar erfiillt ein solches ¢7,
Punkte:

(i) €7,y = (u,v)

(ili) t7,, ist ein Punkt, an dem sich d(t(u),v;) und d(¢(.v),v;) und die

beiden Funktionen an der Stelle Steigung mit unterschiedlichem Vor-
zeichen haben.

einen der folgenden

Fiir alle Stellen 0 < ¢ < ¢(u,v), die einen der obigen drei Punkte erfiillen, ist
t{,.0) einer, der E,,)(t) minimiert. In einem Graphen mit n Knoten gibt es

(u,v
pro Kanten hochstens @ + 2 Kandidatenpunkte.

2.3.2 Das Zentrum in Baumen

Handler hat in [7] einige Eigenschaften des absoluten und des Knotenzen-
trums auf ungerichteten Baumen mit ungewichteten Knoten untersucht. In
diesem Abschnitt werden wir die Ergebnisse dieser Arbeit auf Baume mit ge-
wichteten Knoten verallgemeinern. Im weiteren Verlauf werden wir uns dann
auch mit dem Begriff des Cent-Dians beschéftigen, der von Halpern in [5]
eingefithrt wurde. Die Arbeit von Halpern rezitiert Ergebnisse aus der Ar-
beit von Handler. Die nachfolgenden Ergebnisse werden uns erlauben auch
die Arbeit von Halpern auf gewichtete Knoten zu verallgemeinern. Beginnen
wir mit dem folgenden Lemma.

Lemma 2.3.2. Sei T = (V, E) ein Baum mit E # (. Seien weiters w eine
Gewichtsfunktion auf den Knoten und d eine Distanzfunktion auf T'x V. Ein
absolutes Zentrum liegt nie in einem Blatt von T.

Beweis. Sei € V ein Blatt von 7. Angenommen cen(x) < cen(u) fir alle
u € T und sei w € V ein Knoten fiir den cen(z) = w(w) d(x, w) gilt. Sei y
der zu = adjazente Knoten und 0 < ¢, ,) < {(x,y). Es gilt
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d(t(zy),v) = w) (U2, Yy) — L@y + d(y,v)) fir v # z und
d(t($7y)v T) = w('r)t(a:,y)-

Damit erhalten wir fir 0 <t < {(x,y)

By () = max{w(z)t, max {w(v)(t(z,y) =t+dly,v)}H}. (2:31)

Stellt = das lokale Zentrum von (x,y) dar, dann gilt fiir alle 0 < t < {(x,y)
w(v) d(2,v) = Eay)(0) < Eay) (1)

Da d(z,v) > l(z,y) —t + d(y,v) fur t > 0 wird das Maximum in (2.3.1) im
ersten Argument angenommen. Daher gilt

w(v) d(z,v) < w(x)t fir 0 <t < l(z,y).

Da die rechte Seite dieser Ungleichung beliebig klein werden kann, folgt, dass
w(v) d(z,v) = 0 fiir alle Knoten v. Laut Voraussetzung gibt es einen Knoten
v mit w(v) > 0 und damit folgt © = v, ein Widerspruch. O

Lemma 2.3.3. Sei T = (V, E) ein Baum mit E # (. Seien weiters w eine
Gewichtsfunktion auf den Knoten, d eine Distanzfunktion auf T x V und x*
ein absolutes Zentrum dieses Baumes. Dann gibt es zwei Knoten vy und v
sodass

(a) P(vi,2*) und P(ve, x*) zwei unterschiedliche zu x inzidenten Kanten
beinhalten und

(b) cen(x*) = w(vy) d(z*,v1) = w(ve) d(z*, vs).

o IS

Abbildung 2.4: Darstellung der Knoten z*, v; und vs
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Beweis. Ist 2* kein Knoten des Graphen, so fiigen wir diesen Punkt als Knoten
mit Gewicht Null hinzu. Die Kante auf der z* liegt wird damit in zwei ent-
sprechend lange Teile geteilt. Durch diese Transformation veréndert sich die
Lage des Zentrums nicht. Der transformierte Graph heife wieder T'= (V, E).
Sei v; € V ein Knoten fiir den cen(z*) = w(vy) d(z*, vy). Dann gilt aufgrund
der Voraussetzung an die Gewichtsfunktion jedenfalls w(v;) > 0. Entfernt
man nun die zu z* inzidente Kante (z*,y) in P(z*,v1), so zerféllt T in zwei
Zusammenhangskomponenten, N und V'\ N. Ohne Einschréankung sei N jene
Zusammenhangskomponente, die 2* enthélt (sieche Abbildung 2.5).

a2 V\N 7N

Abbildung 2.5: Wahl der Zusammenhangskomponenten

Sei 0 < t(zry) < (2%, y) beliebiger Punkt auf der Kante (2*,y). Fiir alle
Knoten v € V'\ N mit w(v) > 0 gilt

d(z*,v) > d(txy),v).
Da t(,,) keine bessere Exzentrizitéit als 2* haben kann, gilt
Ege ) (e ) = max{d(lae ), )} = max{d(tee ), v) }-

Es gibt also einen Knoten vy € N sodass d(t(+y), v2) > d(t(x ), v1) fiir alle
0 < tary < L(x*,y). Fir t = 0 folgt: w(vs) d(x*,v2) > w(v1) d(x*,v1) und
damit aufgrund der Wahl von v; auch Gleichheit. O

Korollar 2.3.4. Sei T = (V, E) ein Baum mit E # (. Seien weiters w eine
Gewichtsfunktion auf den Knoten, d eine Distanzfunktion auf T x V' und x*
ein absolutes Zentrum dieses Baumes.

Fiir x € T gibt es immer ein © € V sodass cen(z*) = w(v) d(0,2*) und x*
auf der Geodite zwischen © und x liegt. Daher gilt

cen(x) = cen(z*) + w(0) d(z, z¥).
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Daraus folgt direkt:
Korollar 2.3.5. Das 1-Zentrum eines Baumes ist eindeutig.

Erlaubt man nur Knoten als zuléssige Losungen, so verliert man im Allge-
meinen diese Eindeutigkeit. Dies ist leicht einzusehen. Seien hierfiir sowohl
die Gewichte auf den Knoten als auch die Langen auf den Kanten konstant
Eins. Betrachtet man einen einfachen Pfad ungerader Lange, so sieht man
sofort, dass es zwei benachbarte Knoten gibt, die beide minimalen Radius
besitzen.

2.3.3 Beziehungen zwischen Median und Zentrum

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Lage des Medians und des Zen-
trums befassen. Obwohl beide Begriffe Mittelpunktseigenschaften beschrei-
ben, liegen Median und Zentrum im Allgemeinen in unterschiedlichen Punk-
ten.

Im Folgenden wollen wir uns ein paar einfache Beispiele ansehen, die die-
sen Umstand demonstrieren sollen. Es lassen sich bereits grofse Unterschie-
den feststellen, wenn man sowohl die Gewichtsfunktion auf den Knoten als
auch die Langen auf den Kanten konstant Eins wéhlt. In den nachfolgenden
Beispielen betrachten wir anstatt des absoluten Zentrums auch das Knoten-
zentrum. Aufgrund der Wahl der Kantenldngen lésst sich die Lage des abso-
luten Zentrums dann leicht bestimmen. Gibt es einen zentralen Knoten, so
entspricht dieser auch dem absoluten Zentrum. Ist das Knotenzentrum zwei-
elementig, so sind die beiden Knoten adjazent und das absolute Zentrum
liegt genau in der Mitte der zu beiden inzidenten Kante. In den nachfolgen-
den Beispielen ist das Zentroid immer rot, das Zentrum immer blau markiert.
Die nachfolgenden 5 Beispielgraphen (siehe Abbildungen 2.6, 2.7 und 2.8) de-
monstrieren jede Moglichkeit wie Zentrum und Zentroid einen nicht-leeren
Schnitt haben kénnen.

e N

Abbildung 2.6: Zentrum gleich Zentroid
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Abbildung 2.7: mogliches Inklusionsverhalten von Zentrum und Zentroid

Abbildung 2.8: Schnitt von Zentrum und Zentroid (ohne Inklusion)

Doch kann der Schnitt von Zentrum und Zentroid bereits bei sehr kleinen
Beispielen disjunkt sein, wie die nachfolgenden Beispiele demonstieren (siehe
Abbildungen 2.9 und 2.10).

K> K

Abbildung 2.9: Zentroid (einelementig) und Zentrum disjunkt

PR KL

Abbildung 2.10: Zentroid (zweielementig) und Zentrum disjunkt
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Das Zentrum eines Baumes liegt auf jedem lingsten Weg. Das Zentroid hin-
gegen muss nicht einmal auf einem langsten Weg liegen, wie das folgende
Beispiel zeigt. Das Zentroid ist wiederum rot, das Zentrum blau markiert.
Man beachte dass das folgende Beispiel auch zeigt, dass Zentrum und Zen-
troid nicht benachbart sein miissen.

Abbildung 2.11: Zentroid (rot) liegt nicht am ldngsten Weg

Es gilt jedoch die folgende Proposition.

Proposition 2.3.6. Sei T = (V, E) ein Baum und ¢ die lingste Wegelinge
von T. Wenn |E| < 2¢, dann ist das Zentroid im Zentrum dieses Baumes
enthalten.

Beweis. Sei & ein langster Weg v ein Knoten, der in & nicht vorkommt.
Dann gibt es einen Ast 7" bei v, in dem &2 enthalten ist. Daher gilt

1
W(T) > £ = 5 |E],

und somit v kein Zentroidknoten. Ein Zentroidknoten muss also auf jedem
langsten Weg liegen. Es folgt, dass das Zentroid im Zentrum enthalten ist.
O

Jedoch muss unter den obigen Voraussetzungen ein zentraler Knoten kein
Zentroidknoten sein, wie der linke Graph in Abbildung 2.7 zeigt. Ist ¢ jedoch
gerade, so gibt es nur einen zentralen Knoten, dieser ist unter den obigen
Bedingungen dann offensichtlich auch ein Zentroidknoten.
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2.4 Der Cent-Dian

Der vorige Abschnitt hat verdeutlicht, dass sich Median und Zentrum an un-
terschiedlichen Punkten eines Graphen befinden kénnen. Dennoch wiinscht
man sich oft, dass man einen Punkt im Graphen findet, der bis zu einem
gewissen Grad Eigenschaften sowohl vom Median als auch vom Zentrum be-
sitzt. Halpern fiihrte in [5] zu diesem Zweck den sogenannten Cent-Dian ein.
In der Arbeit von Halpern sind die zugrundeliegenden Graphen ausschlieflich
Baume. Weiters erlaubt er die Knotengewichte zwar fiir den Median, nicht
aber fiir das Zentrum. Auch in diesem Abschnitt wollen wir uns auf Baume
beschranken. Jedoch werden wir sehen, dass sich die Ergebnisse von Hal-
pern auf den Fall eines gewichteten Zentrums erweitern lassen. Seien w; und
wo zwei Gewichtsfunktion auf den Knoten des betrachteten Baumes, med die
Median-Zielfunktion beziiglich w; und cen die Zentrums-Zielfunktion beziig-
lich ws. Fiir ein A € [0, 1] sei die Cent-Dian Zielfunktion definiert als

centdiany : G — Rxq
x = Amed(z) + (1 — ) cen(z).

Ein Minimum dieser Zielfunktion wird Cent-Dian genannt. Um die Abhén-
gigkeit von A hervorzuheben werden wir auch die Bezeichnung A-Cent-Dian
verwenden.

Die Zielfunktion lasst vermuten, dass ein Cent-Dian in der konvexen Hiille des
absoluten Medians und des absoluten Zentrums liegt. Die folgenden beiden
Lemmata beschreiben sogar noch mehr Eigenschaften.

Lemma 2.4.1. Seien T' = (V, E) ein Baum, Tpeq ein absoluter Median und
Teen das absolute Zentrum von T. Fir \ € [0,1] liegt ein A-Cent-Dian liegt

CLUf P(~rcen7 xmed) .

Beweis. Ist x., kein Knoten des Graphen, so fiigen wir diesen Punkt als
Knoten mit Gewicht Null hinzu. Die Kante, auf der x .., liegt, wird damit in
zwei entsprechend lange Teile geteilt. Durch diese Transformation veréndert
sich weder die Lage des Medians noch die des Zentrums. Der transformierte
Graph heifse wieder T' = (V, E).

Sei x ein Punkt von T der nicht auf P(xcepn, Tmea) und s der zu x ndheste
Punkt auf diesem Weg. Da wir den Medianknoten x,,.; wie iiblich als Knoten
des Graphen annehmen, ist s in jedem Fall ein Element der Knotenmenge.

Behauptung. Fir v € P(z,eq, ) gilt

med(v) < med(x).
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Beweis der Behauptung: Sei (ug, uy, ..., urs1) die Knotenfolge, die von v zu
x flihrt, das heifst, v liegt auf (ug,u;) und x auf (ug, ugpr1) wobei v # wuy
und = # ug41. Kappt man nun die Verbindungen von einem Knoten u;
auf diesem Weg mit seinen(m) Nachbarknoten auf eben diesem, so soll die
Zusammenhangskomponente, die u; enthélt, N; heifien (siehe Abb. 2.12).

Abbildung 2.12: Darstellung der Zusammenhangskomponenten Ny, ..., Niy1

Fiir eine Teilmenge N C V sei med(z,N) = > .y w1i(v) d(z,v). Die Ziel-
funktion lasst sich fiir einen Punkt y € P(2eq, ) nun aufspalten in

k
med(y) = med(y, No) + med(y, Nx+1) + Z med(y, N;).

j=1
Nun gilt
med(z, No) = med(v, Ny) + W1(No) d(z,v),
med(z, Nyy1) = med(v, Ngy1) — W1(Ngy1) d(z,v) und
med(x, N;) = med(v, Nj) + W1 (N;)(d(uj, x) — d(u;,v)).
Da d(u;,v) = d(v,z) — d(u;, x) fir j > 0 gilt, erhalten wir

k+1

med(z) = med(v) + d(x,v)(W1(No) ZWl +2ZW1 d(uj, x).

Da Ny den Median enthalt und Wy (V' \ Ny) = ZkH Wi (NV;), ist Wi (No) —
EkH W1(NV;) nicht-negativ. Der dritte Summand von med(z) ist trivialer-
weise nicht negativ und die Behauptung folgt.

Behauptung. Fiir jeden Punkt v € VN P(z, T een)

cen(v) < cen(z).
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Lmed

Abbildung 2.13: Darstellung der Lage von v und des Astes T’

Beweis der Behauptung: Fiir v = =z, gilt die Behauptung trivialerweise.
Sei also v € V ein Knoten auf dem Weg P(z, ). Betrachten wir den
Zweig T' bei v, der x,., enthalt. Dann gibt es einen Knoten © € T’, sodass
cen(v) = wy(0) d(v,v). (Da ansonsten v einen kleineren Zielfunktionswert
ergeben wiirde.). Da nun d(x,?) > d(v,?) folgt die Behauptung.

Insgesamt folgt fiir den Knoten s:

centdiany(s) = Amed(s) + (1 — X) cen(s)
< Amed(z) + (1 — X) cen(z)

= centdiany(x).
Damit liegt ein optimale Punkt auf dem Weg zwischen x .., und x,,.q. ]

Bemerkung. Ist A < 1, so folgt im vorigen Beweis, dass
centdiany(s) < centdiany(x)

und damit befindet sich jeder A-Cent-Dian auf dem Pfad zwischen x,,.; und

xcen .

Lemma 2.4.2. Seien T = (V, E) ein Baum, Tpeq ein absoluter Median, T e,
das absolute Zentrum von T und \ € [0,1]. Dann ist die Zielfunktion des
A-Cent-Dians eingeschrinkt auf P(Teen, Tmeq) Stetig, konvexr und stickweise
linear mit Knickstellen genau in den Knoten dieses Weges.

Beweis. Als Konvexkombination stetiger Funktionen ist

centdiany(z) = A med(x) + (1 — ) cen(x)
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stetig. Betrachten wir die Funktion also auf dem Weg P (Zeq, Teen ). Sel wie-
der (ug,us,...uy) die Knotenfolge zwischen uy = Zpeq und Z e, wobei e,
auf der Kante (uy, ugy1) liegt und falls z.., ein Knoten ist, dann wuy ;. Wie
oben, sei N; die Zusammenhangskomponente von u;, die bei Entfernung der
zu u; inzidenten Kanten in P(Zyeq, Tcen) entsteht (sieche Abbildung 2.14).

N; o Ny ',:"' Niy1
Ny .
Ny bR LUy "'E_QW%—H

Abbildung 2.14: Darstellung der Zusammenhangskomponenten Ny, ..., Niy1

Fixieren wir nun eine Kante (uy, us41). Sei x ein Punkt dieser Kante. Ist
{ = k, dann soll sich x zwischen u;, und z., befinden.

Dann gilt
k+1
med(x) = med(Tmeq) + ZWl(Nj)(d(uj,x) — d(uj, Tea))-
=0

Da d(uj, x) = d(uj, up) + d(ug, x) fiir j < ¢ und d(uj, x) = d(uj, ue) — d(ug, x)
fiir j > ¢, erhalten wir insgesamt

k+1

med(z) = med(Tpeq) + ZWl(Nj)(d(uj,W) — d(Uj, Ted))
"~ ¢ ket
+ d(Ug,l‘)(Zwl(Nj) - Z Wi(N;)).
=0 P

Die ersten beiden Summanden sind unabhéngig von x und daher konstant.
Fiir weitere Zwecke nennen wir

D(O) = WiV = 3° Wiy,

Betrachten wir nun die Zentrums-Zielfunktion. Nach Korollar 2.3.4 gibt es fiir
jeden Punkt z auf P(x cepn, Tmeq) einen Knoten 0, sodass cen(z) = cen(x en)+
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wy (V) d(x, Teen ). Da es ein solches v jedenfalls in Ny, gibt, kann fir alle
Punkte P(Z en, Tmea) dasselbe v gewédhlt werden. Sei nun weiters w = ws(0).
Fiir z € (ug, upsq) gilt

cen(x) = cen(Teen) + W d(T, Teen) = cen(Teen ) + W d(Up, Teen ) — W d(ug, ).

Wiederum sind die ersten beiden Summanden konstant in z.

d(ug, ) beschreibt den Abstand des Punktes x von w,. Da x auf der Kante
(g, upyq) liegt, ist dies ein lineare Funktion mit Steigung 1 ist. Also gilt
<L d(ug,x) = 1. Daher ist die Ableitung nach = von centdian, fiir 0 < x <
O(up, upyq) gleich

d
— centdiany(z) = AD({) — (1 — \)w,
dx
und somit auf der Kante (ug, ug;1) konstant in z. Daher kénnen sich Knicks-
tellen nur in den Knoten wuq, ..., ux befinden. Die Konvexitit folgt aus der
Tatsache, dass D({) offenbar eine monoton wachsende Funktion ist. O

Mit diesen beiden Lemmata erhalten wir nun den folgenden Satz

Satz 2.4.3. Seien T = (V, E) ein Baum, Ty ein absoluter Median, T e,
das absolute Zentrum von T und X\ € [0,1). Ein A-Cent-Dian ist entweder
gleich x .., oder liegt in einem Knoten des Pfades zwischen T ce, und Tyeq.

Beweis. Da A < 1 liegt jeder A-Cent-Dian auf dem Pfad P(zcen, Tmeq). Die
Cent-Dian-Zielfunktion ist auf diesem Pfad, stetig, stiickweise linear und kon-
vex. Ein Minimum wird daher am Rand oder in einer der Knickstellen an-

genommen, das heifft entweder in x., oder in einem Knoten des Pfades.
O
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2.5 Radius und Status in Baumen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Spezialfall, dass sowohl
die Gewichtsfunktion auf der Menge der Knoten also auch die Langen auf den
Kanten konstant Eins ist. In diesem Fall nennt man die Median-Zielfunktion
auch Status und die Zielfunktion des Zentrums Radius.

Zur Erinnerung: Der Status eines Knotens x ist definiert als

s(z) = Z d(z,y).

yev

Ein Knoten mit minimalem Status wird als (ungewichteter Knoten-)Median
bezeichnet. Laut Satz 2.2.1 ist ein Knoten genau dann ein Medianknoten,
wenn er ein Zentroidknoten ist. Der Status eines Graphen G sei hier definiert
als der Status eines Medianknoten, genauer

$(G) = min s(z).

zeV

Der Radius eines Knotens z ist definiert als

rad(r) = max d(x,y).

(@) = max d(a, )

Ein Knoten mit minimalem Radius wird als (ungewichtetes Knoten-)Zentrum
bezeichnet. Der Radius eines Graphen G sei hier definiert als Radius eines
zentralen Knoten des Graphens, genauer

rad(G) = min rad(z).

An dieser Stelle sei bemerkt, dass in diesem Abschnitt mit Median bzw. Zen-
trum immer ein optimaler Knoten beziiglich der ungewichteten Zielfunktion
bezeichnet wird.

Wie wir bereits gesehen haben, befinden sich Zentrum und Zentroid im All-
gemeinen in unterschiedlichen Punkten eines Graphens. Auf den ersten Blick
haben die beiden beziiglich ihrer Lage nicht viel gemeinsam. Jedoch wei-
sen ihre beiden Zielfunktionen, Radius und Status, einige Gemeinsamkeiten
auf. In diesem Abschnitt untersuchen wir das Extremalverhalten der beiden
Zielfunktionen in Abhéngigkeit der Ordnung und des Maximalgrades eines
Baumes. Wir werden sehen, dass beide Zielfunktionen in analogen Baum-
strukturen ihre Minimal- und Maximalwerte annehmen. Des Weiteren erlau-
ben die Untersuchungen auf Baumen auch Aussagen in allgemeinen Graphen,
wie wir am Ende dieses Abschnittes sehen werden.
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Der Status wurde schon von Lin, Shang und Zhang in [13] studiert. In dieser
Arbeit werden jedoch keine Zusammenhénge zum Radius veréffentlicht.
Weiters werden wir fiir den Radius nicht nur analoge Aussagen entdecken,
sondern auch eine neue Beweistechnik entwickeln, die in beiden Féllen an-
wendbar ist. Um zu zeigen, dass die Zielfunktionen in einer bestimmten
Baumstruktur ihr Minimum bzw. Maximum annehmen (abhéngig von Ord-
nung und Maximalgrad), werden wir jeweils eine Transformation verwenden.
Ist ein Baum nicht von der behaupteten Struktur, so lasst er sich durch
,Umhéngen* eines Blattes zu einem Baum derselben Ordnung und desselben
Maximalgrades finden, in dem ein je nach Forderung ,besserer” Zielfunkti-
onswert angenommen wird.

Abbildung 2.15: Umhéngen eines Blattes

Wie wir bereits wissen, ist der Radius eines Baumes der Wert der Exzentrizi-
tat eines zentralen Knotens und der Status eines Baumes der Wert des Status
eines Zentroidknoten. Um die Zielfunktionswerte des gegebenen Baumes und
des transformierten Baumes miteinander vergleichen zu koénnen, miissen wir
also wissen ob und wohin sich das Zentrum bzw. das Zentroid bei der Trans-
formation verschiebt.

Da das Zentrum einen ldangsten Pfad in moglichst gleich grofe Teile teilt,
lésst sich durch einfache Fallunterscheidungen feststellen, ob beide Teile von
der Transformation betroffen sind oder nicht. Die Details werden direkt in
den entsprechenden Beweisen der Aussagen iiber den Radius abgehandelt.
Fiir die Lage des Zentroids nach der Transformation miissen wir ein paar
technische Details ansehen. Es ist nicht ganz so einfach wie beim Zentrum
die Lage im Allgemeinen festzustellen. Mithilfe der beiden nachfolgenden
Transformationen erhalten wir jedoch genau Auskunft, ob und wohin sich
das Zentroid beim Umhéngen eines Blattes verschiebt.
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Proposition 2.5.1. Seien T ein Baum, x ein Zentroidknoten von T, b ein
Blatt, uw # = ein Knoten von T und T der Baum, der aus T entsteht, wenn
man die Kante zwischen b und seinem Nachbarknoten entfernt und stattdes-
sen (u,b) hinzufigt. Seien ferner Ty der Ast von T bei x, der u enthdalt, Ty
jener der b enthdlt und S = (T \ (T1 UT3)) U{z}. Dann gilt:

(a) Ist Ty = Ty, dann ist x Zentroidknoten von T.
(b) Ist Ty # Ty und |Ty| < |T| +|S| — 1, dann ist x Zentroidknoten von T

(c) Ist Ty # Ty und |T1| > |Tz| 4+ |S| — 1, dann ist y, der eindeutige Nach-
barknoten von x auf der Geodite {x} — {u}, ein Zentroidknoten von

T.

Beweis. Ist T} = T5, so bleiben die Astgewichte bei der Transformation gleich.
x bleibt im Zentroid. Von nun an, sei T} # T5,. Je nachdem, welchen Grad
z in T besitzt, enthélt S keinen, einen oder mehrere Aste von T bei z.
Daher sei S’ folgendermafsen definiert. Enthélt S keinen Ast bei x, dann sei
S" = {x}, anderenfalls, sei S” ein Ast bei z in S mit groktem Gewicht. Seien
Ty =Ty U{b} und Ty = Ty \ {b} die transformierten Aste bei x in 7. Dann
ist das Astgewicht von z in T

Wi (x) = max{|Th[, |T2],|S"]} — 1.
Da z ein Zentroidknoten ist, gilt

T <[SUTe|+1=[S]+ [T,
(S < UT U (S\ )|+ 1=[Tf + [Ta] + |S] - [57].

Abbildung 2.16: Zentroidknoten liegt nicht in 75
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Behauptung. Ein Zentroidknoten von T liegt auf jeden Fall im Tj.

Beweis der Behauptung. Sei zuerst z der Nachbar von x in T3 (siche Abbil-
dung 2.16).

Ein Ast von z ist Ty US U {2} mit Gewicht |T}|+ |S| — 1 = |T1| + |S|. Jeder
andere Ast bei z hat ein Gewicht kleiner |T| — 2 = |Ty| — 1 < |S| + |T1].
Daher gilt (zusammen mit den obigen Ungleichungen)

Wr(z) = [Ti| + |S] = 1 > Wr ().
Sei nun z ein Nachbar von x in S und S der Ast bei x, der z enthilt (siehe

Abbildung 2.17). Dann ist Ty U T, U (S'\ S) U {2} mit Gewicht |Ty| + |T3| +
S| = 18] - 1.

Abbildung 2.17: Zentroidknoten liegt nicht in §

Jeder weitere Ast hat Gewicht kleiner |S| — 2. Da weiters

1S —2< |8 -2
<|Ti| + T + |S| = |S'| — 2
<|Ti| + |To| +|S| - |S| -2
= |Th| + |Ta| + |S| — S| - 2,

folgt
Wr(y) = |Tal + |Ta| + [S] = [S] = 1 > |T1| + | To| + |S] = |9 = 1 = Wr(a).

Ist also = kein Zentroidknoten von 7', dann ist es ein anderer Knoten aus 73.
Sei y der Nachbar von x in T (siehe Abbildung 2.18). Ein Ast von y ist
S UTy, U {y} mit Gewicht |S| + |T2| — 1. Jeder andere Ast bei y ist Teil
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von Ty \ {7} und hat damit Gewicht kleiner gleich |T1|_— 2 =T — 1. Ist
|T1| < |S|+|Ts| — 1, dann gilt jedenfalls W (y) = |S|+ |13 — 1. Da nun auch

ITh| =1 =[Th| < Wr(y),
| T5] =1 < Wr(y) und

folgt Wi(x) < Wi(y) und z bleibt ein Zentroidknoten.
Ist nun |71 > |S| + |T2| — 1, dann gilt jedenfalls

Wr(y) < |Th| =1 < |T1] =1 < Wr ().
Weiters folgt dann
T = 1= T = |S| + |To| = 1 > [S'] = 1,|T3| — 1,
und damit Wy (z) = |T1| — 1 > Wr(y).

Abbildung 2.18: Zentroidknoten héchstens 1 von x entfernt

Sei z ein Nachbar von y in 7 ungleich z und T " der Ast bei y, der z enthélt.
Dann ist S UT, U (71 \ T") U {y, 2} ein Ast bei z mit Gewicht |S|+ T3] +
Tl 1T~ 1.
Da die anderen Aste bei z Gewicht kleiner
T'|=1< || =2=Ta| = 1< [S|+ |To| < S|+ Tl + T — 1T - 1
haben, folgt
Wi(z) = |S| +|Te| + |Th| = |T'] = 1 > [S] + |Tz| > Wi (y)-

In diesem Fall ist also jedenfalls y ein Zentroidknoten von 7. Die Aussage
folgt. O
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Proposition 2.5.2. Seien T ein Baum, x ein Zentroidknoten von T, b ein
Blatt von T und T der Baum, der aus T entsteht, wenn man die Kante zwi-
schen b und seinem Nachbarknoten entfernt und stattdessen (x,b) hinzufigt.
Dann ist x ein Zentroidknoten von T.

Beweis. Durch die Transformation entsteht ein neuer Ast bei z, der genau 2
Knoten enthélt (siche Abbildung 2.19). Da jeder Ast mindestens zwei Knoten
enthélt, miissen wir diesen Ast bei der Bestimmung des Gewichts von z in
T nicht beriicksichtigen. Der Ast bei « in T aus dem b entfernt wird, sei 7.
Weiters sei wieder S = (T'\ T3) U {z} und 5" C S ein Ast bei x in S mit
maximalem Gewicht.

Abbildung 2.19: Neuer Ast bei 2 durch Transformation

Da z ein Zentroidknoten ist, gilt
To] < [S]+1,
und damit
Wi(z) = max{|Tz| — 1,|5"|} — 1 < |S|.

Sei z der Nachbarknoten von z in 75. Dann hat z den Ast S U {b, 2} mit
Gewicht |S| + 1. Daher gilt

Wi (z) = [S[+1 > Wr(z).

Sel nun z ein Nachbarknoten von z in S und sei S der Ast bei z, der z
enthilt. Ein Ast bei z ist jedenfalls Ty U {b} U (S'\ S) U {2} mit Gewicht
|T1| + |S| — |S]. Daraus folgt

Wr(z) = |Ta| + S| = |S].
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Jedenfalls ist dann W (2) > |T1| — 2. Weiters gilt, da S” ein Ast bei x ist mit
S| < 19]
Wi(z) > [Th| +[S| — |9
> [Th] + |S] = [5]
> ||
> S| — 1.

x ist demnach Zentroidknoten von T. O

2.5.1 Die untere Schranke

Fiir die untere Schranke der beiden Zielfunktionen sind balancierte Baume
interessant. Wir nennen einen Baum 7' k-vollstindig, wenn es einen Knoten z
gibt, sodass alle Knoten u mit Abstand d(z,u) < rad(z)—1 einen Grad gleich
k haben. Ein Baum T wird k-balanciert genannt, wenn 7' nach Entfernen
aller Knoten u mit Abstand d(z,u) = rad(z) ein k-vollstdndiger Baum ist.
k-balancierte Baume der Ordnung n werden hier mit B, ; bezeichnet.

Sei B, ein k-vollstdndiger Baum und h = rad(B,, ). Durch einfaches Ab-
zéhlen erhalt man die Ordnung Ny, dieses Baumes.

Nepn=1+k+k(k—1)+k(k—1)+...+k(k—1)""
_{%—1 fiir k = 2

1 =Dt fiir > 2,

2

Die Anzahl der Knoten eines k-balancierten Baumes der Hohe h liegt offenbar
zwischen Ny 1 + 1 und Ny p.
Es gilt der folgende Satz.

Satz 2.5.3. Sei T' ein Baum mit n Knoten und A(T) = k. Dann gilt
rad(By) < rad(T),

das heifit der Radius nimmt seinen minimalen Wert in k-balancierten Bdu-
men an.

Beweis. Seien r = rad(T) und x ein zentraler Knoten von 7. Dann gilt
er(z) = r. Sei weiters h € N, sodass Ny -1 +1 < n < Nij und B, ein
beliebiger k-balancierter Baum. Offenbar gilt rad(B,, ;) = h.

Angenommen 7' ist kein k-balancierter Baum. Dann gibt es einen Knoten
w € V(T), mit degr(u) < k mit d = dp(z,u) < r — 2. Sei b ein Blatt
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eines langsten Pfades. Da hierfiir in jedem Fall mindestens zwei Blétter zur
Verfiigung stehen, sei b ohne Einschrankung so gewéhlt, dass die Abtrennung
des Knotens den Maximalgrad des so entstandenen Baumes nicht verédndert.
Sei weiters 7' der Baum, der durch Abtrennen von b und Hinzufiigen der
Kante (u,b) entsteht. T ist dann ein Baum der Ordnung n mit Maximalgrad
gleich k.

Wenn T' nur einen langsten Pfad besitzt und dieser von ungerade Lénge ist,
dann ist 2 kein zentraler Knoten von 7'. Dieser ist jedoch ein direkter Nachbar
von x und hat damit in 7" Abstand zu b kleiner gleich r. Da der lingste Pfad
von T bei der Transformation um 1 verkiirzt wird, folgt rad(T) < rad(T).
Ist ein langster Pfad von gerader Lange oder gibt es mehr als einen, so bleibt
x als zentraler Knoten von 7" erhalten. Da dp(x,b) < r—1, bleibt der Radius
in diesem Fall bei der Transformation erhalten.

Insgesamt folgt rad(T) < rad(T). Die Aussage folgt. O

Beispiel. Gibt es kein h, sodass die Ordnung n eine Baumes 7' n # Ny, er-
fiillt, dann kann 7" den minimal méglichen Radius rad(B,, ;) annehmen ohne
selbst k-balanciert sein. Der rechte Baum der folgenden Abbildung hat Ord-
nung 13, Maximalgrad 3. Obwohl dies kein 3-balancierter Baum ist, nimmt
er den minimalen Radius rad(B;s3) an.

O

Abbildung 2.20: B33 Abbildung 2.21: T' # B33

Nun zur Zielfunktion des Zentroids, dem Status. Wiederum sind es k-balanc-
ierten Béume, in denen der Status sein Minimum annimmt (in Abhéngig-
keit von Ordnung und Maximalgrad). Dieses Ergebnis erzielten bereits Lin,
Shang und Zhang in [13]. Wir wollen den Beweis dieser Arbeit jedoch nicht
rezitieren, sondern wieder dieselbe Transformation wie oben verwenden um
das dhnliche Extremalverhalten der Zielfunktion deutlich zu machen. Bei der
Auswahl des Blattes b fiir die Transformation muss man jedoch etwas vor-
sichtiger vorgehen, da man jedenfalls sicherstellen muss, dass sich der Ma-
ximalgrad des transformierten Baumes nicht von dem des Ausgangsbaumes
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unterscheidet. Weiters lésst sich im folgenden Beweis der Status durch die
Transformation strikt verkleinern. Daher nimmt der Status sein Minimum
nur in k-balancierten Baume an.

Satz 2.5.4. Sei T' ein Baum mit n Knoten und A(T) = k. Dann gilt
$(Bni) < s(T)
und Gleichheit gilt genau dann, wenn T' = B, .

Beweis. Angenommen 7 ist kein k-balancierter Baum. Wir zeigen, dass sich
in diesem Fall eine Transformation von 7' zu einem Baum 7" der Ordnung n

und A(T) = k durchfiihren lisst, sodass s(T) < s(T).
Seien x ein Zentroidknoten von 7" und r = rad(x). Wir unterscheiden 2 Félle:

(1) deg(x) = k
(2) deg(x) < k

Sei zuerst deg(z) = k. Ist T nicht k-balanciert, so gibt es einen Knoten u mit
dr(z,u) <r —2und degr(u) < k. Wahle ein Blatt b mit dp(z,b) = r, ohne
Einschriinkung sei b so gewiihlt, dass A(T\{b}) = k. Sei T der Baum, der aus
T entsteht, indem man b abtrennt und (u,b) hinzufiigt. Dann hat 7" genau
n Knoten und der Maximalgrad ist wieder k. Seien weiters 77 der Ast von T
bei z, der b enthilt, T5 jener, der w enthélt, und S = (T'\ (73 U T3)) U {x}.
Aus deg(z) = k folgt x # u und damit erhalten wir mit Proposition 2.5.1,
dass  Zentroidknoten von T ist, wenn T} = T oder, falls Ty # T5, also
|T1| < |T2] + |S| — 1 gilt. Dann gilt

zeT
= > dr(z,2) + dp(z,b)
z€T\{b}
=s(T) — dp(z,b) + dp(z,u) + 1
< s(T).

Ist 71 # T5 und |Th| > |T3| + |S] — 1, dann sei y der eindeutige Nachbar von
x auf der Geodéte {z} — {u} ein Zentroidknoten von 7" (siche Abb. 2.22).
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Abbildung 2.22: y ist Zentroidknoten nach Transformation

Es gilt
s(T) = s(y) =Y dr(y,2)
z€T
= Y. diy, )+ D), dr(y,2)
ze(Thu{b})\{z} zeSU(T2\{b})
z€T1\{z} 2€SU(T2\{b})

= s(T) — dr(z,b) — (|T1] — 1) + dp(z,u) + |S| + |To| — 2

= s(T) + (dr(z,u) — dr(z,b)) + (IS] + |T2| = [T = 1)

< s(T).
Sei nun degp(z) < k. Ist T nicht k-balanciert, so gibt es jedenfalls ein Blatt
b mit dp(z,b) > 1 sodass der Nachbar von b nicht der einzige Knoten von T’
mit Grad gleich £ ist. Denn: Sei z der einzige Knoten mit Grad k& und 7" der

Ast bei z, der z enthélt. Dann gilt |7”| > k + 1. Angenommen jeder andere
Ast bei x besteht aus genau zwei Knoten, dann gilt wegen degr(x) < k

T'|>k+1> [(T\T)U {z}| +1.

Dann kann jedoch z kein Zentroidknoten sein. Ein Widerspruch.

Sei also b ein Blatt mit dp(z,b) > 1 so gewdhlt, dass die Transformation,
die b von T abtrennt und die Kante (z, b) hinzufiigt, den Maximalgrad nicht
verdndert. Wiederum sei der transformierte Baum mit 7' bezeichnet. Dann
ist laut Proposition 2.5.2 z ein Zentroidknoten von 7" und es gilt wie oben

s(T) = s(T) — dp(z,b) +1 < s(T).

Die Aussage folgt. H
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2.5.2 Die obere Schranke

Fiir die oberen Schranken der beiden Zielfunktionen betrachten wir sternfor-
mige Baume, genauer werden diese folgendermafsen definiert. Der vollstandig
bipartite Graph S,, = K; ,_1 wird auch n-Stern genannt. Unter einem einfa-
chen k-Kometen S, j verstehen wir hier einen Baum mit n Knoten, der aus
einem k-Stern mit 2 < k£ < n — 1 besteht, an dessen inneren Knoten noch
ein Pfad der Lange n — k angefiigt wurde. Ein zweifacher k-Komet S, j ¢ ist
ein einfacher k-Komet S,y ;_1, mit einem weiteren Pfad der Lange ¢, der an
den inneren Knoten des Sternes gehdngt wurde.

Offenbar gilt: S,, = S, -1 = Spp—21 und Sy = Sp—1,1. Der Begriff des
Kometen ist daher eine einfache Verallgemeinerung des Sterns. Wir werden
des Weiteren, falls keine genaue Unterscheidung notwendig ist, alle drei als k-
Kometen bezeichnen. Der maximale Knotengrad eines k-Kometen ist immer
k und wird von genau einem Knoten angenommen, genau k£ Knoten haben
den Grad 1 und die restlichen n — k — 1 den Grad 2.

Beispiel. Hier zwei einfache Beispiele von 9-Kometen.

&

Abbildung 2.23: Si29 Abbildung 2.24: Si493

Satz 2.5.5. Sei T' ein Baum mit n Knoten und A(T) = k. Dann gilt
rad(T) < rad(Sh ).

Ein Baum T erfillt Gleichheit, wenn entweder T' = S, 1, fiir ein £, oder es
einen Knoten z gibt, sodass T\ {2z} = Sp_1 k.-

Beweis. Sei x ein zentraler Knoten von 7', z ein Knoten mit Grad gleich k,
nicht notwendigerweise ungleich z. Sei b ein Blatt von T mit d(z, b) = rad(z).
Ist T # S, %, dann gibt es zwei Knoten u # v mit d(z,u), d(z,v) > 2,
insbesondere gibt es ein Blatt b # b mit d(z,b) > 2. Sei nun y der zu b
adjazente Knoten.
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Betrachten wir nun die folgende Transformation. Sei 7' der Baum, der aus T
durch Entfernen der Kante (y,b) und Hinzufiigen der Kante (b, b) entsteht.
Besitzt T genau einen lingsten Pfad und ist b ein Knoten dieses Pfades, so
bleibt die Léange des lingsten Pfades bei der Transformation gleich. Es folgt
e(T) = e(T).

Sei nun entweder b kein Knoten des einzigen langsten Pfades oder es gibt
mehr als einen ldngsten Pfad in T'. Ist x der einzige zentrale Knoten von T,
so hat jeder langste Pfad von T gerade Lange und damit jeder langste Pfad
von T ungerade Linge. = bleibt bei der Transformation ein zentraler Knoten,
die Exzentrizitit hat sich um genau eins erhoht. Es gilt e(T) > e(T).

Ist das Zentrum zweielementig, so hat jeder langste Pfad von T ungerade
Lange. Damit hat jeder solche Pfad in T gerade Lénge und z ist nicht mehr
zentral in T. Der Nachbarknoten von x auf der Geodite {z} — {b} bleibt
jedoch zentral. Der Radius bleibt daher bei der Transformation unverandert.
Insgesamt folgt rad(T) < rad(T). O

Beispiel. Dieser Baum 7T hat 14 Knoten und Maximalgrad 9. Obwohl er
kein 9-Komet ist, erfiillt er rad(T) = rad(S1a9) = 3.

Abbildung 2.25: Si493

Auch der Status nimmt auf sternférmigen Bédumen seine Maximalwerte an.
Auch dieses Resultat iiber den Status ist bereits aus [13] bekannt. Doch ldsst
es sich, wie bereits angekiindigt, mithilfe derselben Transformation zeigen.
Weiters lésst sich, mit einer guten Auswahl des zu transformierenden Kno-
tens, der Status immer strikt erhéhen. Dadurch erhalten wir zusétzlich, dass
nur einfache Kometen den maximalen Status erreichen kénnen.

Satz 2.5.6. Sei T' ein Baum mit n Knoten und A(T) = k. Dann gilt
s(T) < s(Snx)

mit Gleichheit genau dann, wenn T ein einfacher Komet S, j ist.
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Beweis. Fiir k = 2 gilt T' = S, o, daher sei 0.E. £ > 2. Sei  ein Zentroidknoten
von T und z ein Knoten mit deg(z) = k, nicht notwendigerweise z # x. Ist
T # S, x, dann gibt es zwei Blitter b und b mit dr(z,b), dr(z,b) > 1. Daher
kénnen wir b und b so withlen, dass gilt dg(x,b) > dp(x,b) > 1.

Sei T jener Baum, der aus 7 durch Abtrennen von b und Hinzufiigen der
Kante (b, b) entsteht. T ist wieder ein Baum mit n Knoten und A(T) = k.
Kann man b und b so withlen, dass = auch ein Zentroidknoten von 7T ist, dann

gilt (wie im Beweis fiir die untere Schranke)

s(T) = s(x) = Z dr(z,u)
= Z dT(ZE,U)+dT(x76)

w€T\{b}
=Y dr(w,u) = dr(x,b) + (dr(z,b) + 1) (2.5.1)

> (1) +1
> s(T).

An dieser Stelle stellt sich nun die Frage, wie die beiden Blétter gewéhlt
werden miissen um entweder x als Zentroidknoten erhalten zu kénnen oder
anderenfalls s(T') > s(T) garantieren zu kénnen.

Sei nun 77 der Ast bei z, der z enthéalt. Gibt es in T} zwei Blatter von T die zu
z Abstand gréfer Eins haben, dann wihle b und b, so dass dp(z,b) > dr(x,b)
(siche Abb. 2.26). Wegen Proposition 2.5.1 ist dann x wieder Zentroidknoten.

Nach (2.5.1) gilt s(T") > s(T).

Abbildung 2.26: T} enthilt zwei passende Blatter

Gibt es einen Ast Ty # T} bei x, der kein Pfad ist, dann enthélt 75 mindestens
2 Blatter von T (siche Abb. 2.27). Da sich die Blétter im selben Ast befinden
haben sie zu  und damit auch zu z Abstand groéfer Eins.
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Abbildung 2.27: Ast bei z, der keinen Pfad darstellt

Wir wihlen zwei Blitter b und b in Ty, sodass drp(z,b) > dp(x,b). Laut
Proposition 2.5.1 ist z ein Zentroidknoten von T und nach (2.5.1) folgt damit
s(T) > s(T).

Sei nun jeder Ast ungleich 77 ein Pfad und enthalte T} hochstens ein Blatt
mit Abstand zu z grofer 1. Weiters seien b ein Blatt von 7" mit maximalem
Abstand zu x und b ein beliebiges Blatt mit dp(z,b) > 1. Jedenfalls befinden
sich die beiden Bléitter dann in unterschiedlichen Asten bei z. Sei T} der
Ast von T bei x, der b enthélt und T} jener, der b enthilt. Weiters sei S =
(T'\ (T, U T;)) U {z}. Mithilfe der Proposition 2.5.1 wissen wir nun weiters,
dass falls |Ty| < |T3| +|S| — 1, = einen Zentroidknoten von T darstellt. Damit
folgt, nach (2.5.1), wieder s(T') > s(T).

Anderenfalls, wenn |Ty| > |T;| + |S| — 1, ist der eindeutige Nachbarknoten y
von z auf der Geodite {z} — {b} ein Zentroidknoten von b.

Dann gilt (wie im Beweis fiir die untere Schranke)

s(T)=s(y) =Y _ dr(y. u)

ucT
= > drlyw)+ ) drly,w)
u€Ty\{z} u€SUT,
= dr(w,u) = dp(2,0) = [Ty] + 1+ dr(w,b) +|S| + |T3| — 2

ueT

= s(T) + (dr(z,b) — dr(z,)) + (IS| + |T5| — T3] - 1).
An dieser Stelle unterscheiden wir in die folgenden zwei Félle.
1. b kann aus einem Ast T}, # T} gewihlt werden (siche Abb. 2.28).

2. b muss aus 77 gewahlt werden.

Fall 1. Da T}, # T gilt dr(z,b) = |Tp| — 1. Gilt nun |S| > 1, dann folgt aus
|S| + |T3] — 1 < |T3|, dass

dT<SL’,Z_)) < ‘TE| —1< ‘Tb| —1= dT<SL’,b)
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Insgesamt gilt

(ISI+1T5] = || — 1) + (dr(x,b) — dr(z,b)) > 0.

Somit folgt auch in diesem Fall s(7") > s(T).

Abbildung 2.28: b liegt nicht in 73

Ist |S| = 1, dann hat x genau zwei Aste, T, und T; = T}. Laut Annahme
ist T, ein Pfad der Léange |Tp| — 1. Nun muss 7} jedenfalls einen Knoten mit
Grad k (> 2) enthalten. Daraus folgt, dass dr(z,b) < |Ti] — 1 — (k — 2).
Insgesamt gilt daher

s(T) = s(T) = (dr(2,b) — dr(x,0)) + (IS| +|Ta| — [T — 1)
> (1) =1) = (1| = (k= 1)) + A+ [Th[ = [Ty = 1)
=k-2
> 0.

Auch in diesem Fall gilt s(7') > s(T).
Gehen wir nun zu Fall 2. Muss b aus 7] gewidhlt werden, so gilt fiir alle
anderen Blatter b’ von T'

dT<SL’, b) > dT(Jf, bl),
und damit folgt direkt
(IS +1T3| = |Ty| = 1) + (dr(2,b) — dr(2,b)) > 0.

Die Aussage folgt. H

An dieser Stelle berechnen wir nun noch den Radius und den Status eines Ko-
meten. Die Lénge eines langsten Pfades eines Kometen S,  ; betréagt offenbar
n — k + 1. Daher ist der Radius

rad(S) = [” 3 ﬂ .
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Fiir den Status sind nur mehr einfache Kometen 5, ; von Interesse. Seien
V ={x1,...,2,} die Knotenmenge und £ = {(z;,z;41) | j=1,...,n—k}U
{(xn—kt1,7j) | j=n—k+2,...,n} die Kantenmenge des Kometen.

Sei zuerst 2 < k < |5]. Wegen Lemma 2.2.2, stellt z|n |41 einen Zentroid-
knoten dar. Sein Status betragt

s(xL%J+1):1+2+-~-+LgJ+1+2+~-~+(n— PJ—k)

2
4 (k—1)(n— {gJ —k+1).

Ist nun [§] < k < n, stellt offenbar z,_;41 einen Zentroidknoten dar. Sein

Status ist
$(Tppr1)=14+24--+n—k+(k—-1)

Insgesamt erhalten wir also

S(SWZ{Z” i+ itk =Din-k- 5 +1) 2<k<|3)

1+2+~-~+(n—k:)+(k;—1) 15] <k<n.

2.5.3 Schranken in allgemeinen Graphen

Sei G ein beliebiger, einfacher, ungerichteter Graph. Fiir jeden Knoten = von
G gibt es einen Spannbaum 7, von G, sodass fiir alle Knoten y in G gilt

da(z,y) = dr(z,y).

Daher konnen wir aus den, in den letzten beiden Abschnitten hergeleiteten
oberen und unteren Schranken, Aussagen iiber allgemeine Graphen ableiten.
Fiir allgemeine zusammenhéngende Graphen erhalten wir nun den folgenden
Satz.

Satz 2.5.7. Sei G = (V. E) ein zusammenhdngender Graph mit n Knoten
und Mazimalgrad A(G) = k. Dann gilt

rad(Bp) < rad(G) < rad(S, k)

und
$(Bni) < s(G) < s(Snx)-

Weiters erhalten wir

(1) Ist By ein Spannbaum von G, dann gilt rad(G) = rad(B,, ).
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(11) Ist rad(G) = rad(S,yx), dann enthdlt G einen Spannbaum T, sodass
T = Sy e oder es gibt einen Knoten z, sodass T'\ {z} = Sy_1¢ fiir
ein {.

(111) s(G) = s(Bnx) genau dann, wenn G einen B, enthdlt.

(iv) Ist s(G) = s(Snk), dann ist S, ein Teilbaum von G.

Beweis. G enthilt jedenfalls Spannbdume T3, T, sodass rad(G) = rad(T})
und s(G) = s(T3). Der erste Teil der Aussage folgt somit direkt aus den
Aussagen, der beiden vorigen Abschnitte.

Sei nun 7" ein Spannbaum von G. Da fiir alle Knoten z,y € V gilt, dass
da(z,y) < dr(z,y), folgt dass rad(G) < rad(T) und s(G) < s(T'). Damit
folgt auch der zweite Teil der Aussage. O

An dieser Stelle sei bemerkt, dass ein Graph G unter den Voraussetzungen
des obigen Satzes einen Kometen S, 1 » enthalten kann, deren Radien jedoch
nicht ibereinstimmen miissen.

Beispiel. Der folgende Graph G hat 9 Knoten und Maximalgrad 3.

Abbildung 2.29: |G| =9, A(G) =3

Dieser Graph enthalt sowohl einen By 3, als auch Sy 3 als Spannbaum.

Abbildung 2.30: Spannbaum By 3 Abbildung 2.31: Spannbaum Sy 3

Mithilfe des obigen Satzes erhalten wir nun, dass rad(G) = rad(Bg3) = 2
und s(G) = s(By3) = 13. Doch rad(Sy3) = 4 und s(Sg3) = 19.
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Kapitel 3

Minimal zentrale Teilbaume

3.1 Einfiihrung

Die bisher untersuchten Mittelpunktskonzepte in Graphen waren auf die Ei-
genschaften einzelner Punkte im Graphen beschrankt. Aus diesem Schema
wollen wir nun in diesem Abschnitt ausbrechen und uns mit den Eigenschaf-
ten von ganzen Teilbdumen eines Baumes auseinandersetzen. Diese bilden
zusammen mit der Enthaltensrelation (bzw. , Teilbaum-Relation) einen obe-
ren Halbverband. Diese Relationen lassen sich mittels eines Hasse-Diagramms
graphisch ausdriicken. Aus diesem speziellen Graphen lasst sich nun ein Ab-
standsbegriff auf der Menge der Teilbdume ableiten. Minimal zentrale Teil-
béaume sind spezielle Teilbdume die, in der Menge aller Teilbaume, einerseits
,zentral“ beziiglich dieses Abstands liegen und andererseits mit dieser Eigen-
schaft von minimaler Ordnung sind.

Nieminen und Peltola bzw. Hamina und Peltola haben in [14] bzw. [6] dieses
Konzept beschrieben und einige interessante Figenschaften erforscht, jedoch
keine Moglichkeit prasentiert einen solchen Teilbaum zu bestimmen. Zu die-
sem Zeitpunkt ist der Autorin keine Verdffentlichung eines solchen Algorith-
mus bekannt. Der folgende Teil dieser Arbeit beschreibt nun erstmals eine
Méglichkeit einen minimal zentralen Teilbaum in polynomieller Zeit (bzgl.
der Ordnung des Baumes) zu bestimmen.

Beginnen wir mit den grundlegenden Begriffen und Notationen. In diesem
Abschnitt werden nur Knoten des Baumes oder des Hasse-Graphen betrach-
tet. Wir verwenden ab hier die Notation x € T" um auszudriicken, dass x ein
Knoten des Baumes 7' ist.

Definition 3.1.1. Eine teilgeordnete Menge (V, <) heifst oberer Halbverband,
wenn zu je zwei Elementen w,v € V auch das Supremum wu Vv := sup(u, v)
in V existiert.
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Seien T} und T3 zwei Teilbdume eines Baumes 7. Ist T3 ein Teilbaum von 75,
dann schreiben wir 77 C T5. Die Relation C ist offensichtlich eine Halbord-
nung auf der Menge der Teilbdume eines Baumes. Mit dieser Halbordnung
bildet die Menge der Teilbdume einen oberen Halbverband. Dieser wird im
Folgenden mit £(T') bezeichnet. Das Supremum 77 V T3 ist der kleinste Teil-
baum von 7', der beide Teilbaume T} und 75 enthélt, das heifst der von 77 und
T, induzierte Teilbaum. Haben die Knotenmengen von 7} und 75 nicht-leeren
Schnitt, so ist das Infimum 77 AT, der grofte Teilbaum, der in beiden Teil-
béumen enthalten ist. In diesem Zusammenhang wird (), §)) nicht als Baum
aufgefasst, daher existiert das Infimum im Allgemeinen nicht und £(7") bildet
keinen Verband.

Das zugehorige Hasse-Diagramm wollen wir als Graph auffassen und mit
Gz (1) bezeichnen. Da alle Teilbdume in 7" selbst enthalten sind, ist der Graph
Gr(r) zusammenhéngend. Mithilfe dieses Graphen kann man nun eine Di-
stanzfunktion d; auf dem Halbverband £(7") definieren.

Definition 3.1.2. Seien T} und 75 zwei Teilbdume von T'. Der L-Abstand
dr(T1,T3) sei definiert als die Lénge eines kiirzesten Weges von T; nach Ty in
G (T). Fiir einen Teilbaum S ist die £-FEzzentrizitdt definiert durch ez (S) =
maxXges(r) de(S,S"). Ein zentraler Teilbaum ist ein Element S € L£(T) von
minimaler £-Exzentrizitat. Ein minimal zentraler Teilbaum ist ein zentraler
Teilbaum mit minimaler Knotenanzahl.

Man beachte, dass jeder Knoten des Hasse-Graphen einem Teilbaum ent-
spricht. Daher werden der einfachen Lesbarkeit halber im Rahmen dieser
Arbeit, Hasse-Knoten und Teilbdume identifiziert.

Beispiel. Sei T' der Pfad, der aus drei Knoten besteht.

®\@/@

Abbildung 3.1: Pfad mit 3 Knoten

Das assoziierte Hasse-Diagramm G ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Es ist
einfach zu iiberpriifen, dass {2} von minimaler L-Exzentrizitat (2) ist. In die-
ser sehr kleinen Instanz ist dieser Teilbaum eindeutig mit dieser Eigenschaft.
Weiters stellt der Knoten klarerweise das Zentrum und auch das Zentroid
des gegebenen Baumes dar.
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{1,2,3}

PN

{1,2} {2,3}

N

{1 2y {3

Abbildung 3.2: Hasse-Diagramm zu Baum mit 3 Knoten

Minimal zentrale Teilbdume sind im Allgemeinen jedoch nicht eindeutig wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel. Betrachten wir den Baum 7' der Abbildung 3.3.

Abbildung 3.3: Baum bestehend aus zwei zusammengefiithrten Pfaden

Dieser Teilbaum enthélt, trotz seiner relativ einfachen Form, bereits 162 un-
terschiedliche Teilbaume. Wie die folgende Abschnitte jedoch zeigen werden,
miissen wir nicht alle diese Teilbdume bei der Bestimmung betrachten. Ein
Kandidat fiir einen minimal zentralen Teilbaum enthélt kein Blatt des Bau-
mes. Daher kommt nur ein Teilbaum von 7" = {2,3,4,5,6,9,10} in Frage.
Zuséatzlich werden wir herausfinden, dass jeder minimal zentrale Teilbaum
das Zentrum enthélt und das Zentroid schneidet. Da diese beiden in unserem
Beispiel im Knoten 4 zusammenfallen, kénnen wir die Auswahl weiter ein-
schranken. Um die £-Exzentrizitdt eines Teilbaumes S von 7" mit 4 € S zu
bestimmen, miissen wir in diesem Beispiel den £-Abstand zu insgesamt nur
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5 Teilbdumen berechnen. Auch dieses Vorgehen wird spéiter noch ausfiihr-
lich erklart. Diese Teilbdume sind der ganze Baum und die vier Teilbaume,
die nur aus einem Blatt bestehen, d.h. {1}, {7}, {8} und {11}. Die beiden
Teilbdume in Abbildung 3.4 stellen die beiden einzigen minimal zentralen
Teilbdume in diesem Beispiel dar.

Abbildung 3.4: Minimal zentrale Teilbdumes des Baumes in Abb. 3.3

Betrachten wir den Teilbaum S = {3,4,5,9}. Um z.B. den £-Abstand zu 1
zu bestimmen, muss man im Hasse-Graphen einen kiirzesten Weg zwischen
diesen beiden Teilbdumen betrachten. Wie wir spéater sehen werden, gibt es
immer einen kiirzesten Weg, der durch das Supremum der beiden Teilbdume
fiihrt. Es gilt

SV{1} = {1,2,3,4,5,9)}.
Die Knotenfolge im Hasse-Graphen von 1 zu SV{1} ist
{1y € {1,2} € {1,2,3} € {1,2,3,4} C {1,2,3,4,5} C {1,2,3,4,5,9}.
Zusammen mit der Knotenfolge von S zu S V{1}, d.h.
(3,4,5,9} € {2,3,4,5,9}  {1,2,3,4,5,9},

erhalten wir einen kiirzesten Weg der Lange 7. Analog erhélt man die L-
Abstédnde zu den anderen 4 Teilbdumen. Mithilfe der beiden Propositionen
3.1.4 und 3.1.4 lésst sich auch einfach argumentieren, warum diese beiden
Teilbdume die einzigen aus der Menge der moglichen Teilbdume sind, die
den Abstand zu den obigen 5 Teilbdumen minimieren. Die minimale L£-
Exzentrizitat betragt 7.

Die Anzahl der Teilbdume eines Baumes muss nicht polynomiell in der Ord-
nung des Baumes sein. Der Hasse-Graph kann daher im Allgemeinen sehr
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grof werden. Insbesondere bedeutet das, dass das Betrachten aller Mog-
lichkeiten keinen effizienten Ansatz darstellt einen minimalen Teilbaum zu
bestimmen.

Nieminen und Peltola haben in [14] eine Mdoglichkeit présentiert, die es er-
laubt, den L£-Abstand zwischen zwei Teilbdumen ohne den Hasse-Graphen zu
bestimmen. Hierzu dient ein zweiter Abstandsbegriff. Seien 77 und T5 zwei
Teilbdume von T'. Der Abstand dieser beiden in T ist die Lange des Pfades,
der die beiden in 7" verbindet. Falls die beiden Teilbdume einen gemeinsa-
men Schnitt haben, ist dieser Abstand Null. Im weiteren Verlauf bezeichnen
wir den Abstand der Teilbdume im urspriinglichen Baum 7" mit dp(77,T5).
Dies ist eine Verallgemeinerung des iiblichen Abstands zwischen 2 Knoten in
Graphen. Fiir einen Knoten x kiirzen wir daher dr(77, {z}) mit d¢(7}, z) ab.

Lemma 3.1.3. (Nieminen, Peltola, 1999,[14]) Sei T ein Baum und Sy, S3 €
L(T) zwei beliebige Teilbaume. Dann gilt

|51|+|SQ|+2(CZT(51,SQ)—1) wenn SlﬁSQZ(b

dg(51,9%) = ’
E( 1 2) {|51|+|52|_2|51m52| wennSlﬁSQ%@

Beweis. Seien S; und S; zwei Teilbdume von T. Zwei Teilbdume sind im
Hasse-Graph direkt durch eine Kante verbunden, wenn sie sich um genau
einen Knoten unterscheiden. Ein Pfad von S; zu S, kann als Transformation
von S zu Sy interpretiert werden. Ein Schritt iiber eine Kante ,nach oben*
im Hasse-Graphen entspricht dem Hinzufiigen eines Blattes, ein Schritt ,nach
unten dem Entfernen eines Blattes. Die Lange eines Pfades von S; nach S,
entspricht daher der Anzahl der Schritte, die die entsprechende Transforma-
tion benotigt.

Seien S und S5 nicht disjunkt. Um S; in Sy umzuwandeln miissen alle Knoten
aus Sp \ Sy entfernt und alle aus Sy \ S; hinzugefiigt werden. Auf einem
kiirzesten Weg in G wird sonst kein Knoten hinzugefiigt oder entfernt. Daher
gilt

de(S1,S2) = [S1\ Sa| +[S2\ Si
= |S1] + |S2| — 2|51 A Sal.

Seien S7 und S; nun disjunkt. In diesem Fall muss vorsichtiger vorgegangen
werden. Jedenfalls miissen alle Knoten von S; hinzugefiigt werden und alle
von Sy entfernt werden. Doch kann im Allgemeinen kein Knoten von S
als Blatt zu S; hinzugefiigt werden. Daher miissen zuerst die Knoten auf
der Geodéte S7 — Sy hinzugefiigt werden. Nach Aufnahme der Knoten von
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Sy konnen, Schritt fiir Schritt, die Knoten von S; und der Geodéte wieder
entfernt werden. Bis auf die Reihenfolge ist dies die kiirzeste Moglichkeit fiir
die Transformation von S; zu S,.

Damit folgt

de (S, S2) = [S1]| + [Sa| + 2(d(S4, S2) — 1).

O

Mithilfe der beiden Formeln aus Lemma 3.1.3, kann man nun den £-Abstand
zweier Baume ausrechnen. Da sich im Hasse-Graphen zwischen zwei Teilbéau-
men genau dann eine Kante befindet, wenn sich die beiden um ein Blatt eines
der beiden unterscheiden, kann man durch Hinzufiigen bzw. Entfernen eines
solchen den £-Abstand zu anderen Teilbdumen vergrofern oder verkleinern.
Die beiden folgenden Propositionen geben den genauen Zusammenhang zwi-
schen der Wahl des Knotens und dem Teilbaum, zu dem der L£-Abstand
betrachtet wird, wieder.

Proposition 3.1.4. Sei T" ein Baum und S und S zwei beliebige Teilbdume
von T mit SNS # 0. Weiters sei v ein Knoten inT, der zu S inT benachbart
ist, d.h. ein Knoten sodass |SV{v}| =|S|+ 1. Dann gilt

(a) Istv e S, dann de(SV{v},S) = de(S,S) — 1.
(b) Istv ¢ S, dann dz(SV{v},S) = d(S,S) + 1.
Beweis. Ist v € S, so gilt |SA S|+ 1= (S V{v}) AS|. Damit erhilt man

de(SV{v}, S) = [SV{v} + [S] = 2[(S V{v}) A S|
=S| +1+1[S|—2(]SAS|+1)
=d(S,S5) - 1.

Ist v ¢S, sogilt |[SAS|=[(SV{v})AS|. Damit erhilt man

de(SV{v}, S) =[S V{v} + 5] = 2/(S V{v}) A S|
=S|+ 1+|S|—2|SAS]
=dg(S,9) + 1.

O

Proposition 3.1.5. Se: T' ein Baum und S und S zwei beliebige Teilbdume
von T mit SNS = (). Weiters sei v ein Knoten inT, der zu S in T benachbart
ist, d.h. ein Knoten sodass |SV{v}| =|S|+ 1. Dann gilt
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(a) Liegt v auf der Geodite S — S, dann ds(SV{v},S) = d.(S,S) — 1.
(b) Liegt v nicht auf dieser Geodite, dann dg(SV{v},S) = dc(S,S) + 1.

Beweis. Sei zuerst v ein Knoten auf der Geodite von S zu S. Gilt v € S,
so sind die beiden Teilbiume S und S benachbart, d.h. dp(S,S) = 1. Thr
L-Abstand betragt

de(S,S) = |S] + |S| +2(dr(S, §) — 1) = |S] + |S].
Weiters gilt dann
de(SVA{v}, S) =S V{v} + S| = 2[(S V{v}) A S|
=S| +1+]S] -2
=[S+ 15| - 1.

Liegt v nicht in .S, so verringert sich der Abstand der Teilbdume in 7" durch
durch Hinzufligen von v zu S jedoch um 1. Daher erhalten wir

de(S V{v}, ) = [SV{v}| + S| + 2(dr(S V{v}, 5) — 1)
=S|+ 1+ |S| +2(dr(S,S8) —1—1)
=dg(S,5) - 1.

Ist nun v kein Knoten auf der Geodite von S zu S gilt dp(SV{v},S) =
d7(S,S) und es folgt

de(SV{v}, S) = [SV{v} + |S]| + 2(dr(S V{v},S) — 1)
= [S]+ 1+ S| +2(dr(S,S) —1)
= dr(S,S) + 1.

O

Hamina und Peltola haben in [6] weitere Eigenschaften von minimal zentralen
Teilbadumen veroffentlicht. Diese werden hier im Folgenden zusammengefasst.
Insbesondere die letzten beiden sind fiir uns von besonderem Interesse.

Lemma 3.1.6. (Hamina, Peltola, 2011 [6]) Seien C' ein minimal zentraler
Teilbaum eines Baumes T, v ein zu C' adjazenter Knoten und C, = C V{v}.
Sei weiters Sy ein Teilbaum, der e (C,) = dc(Cy, SY) erfillt. Dann gilt

ec(C) < ex(C) < ex(C) + 1.

Weiters ist v ¢ Sy und wenn C' N Sk = 0, dann liegt v auch nicht auf der
Geoddte C' — S;.
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Beweis. Folgt direkt aus den beiden Propositionen 3.1.4 und 3.1.5. U

Sei nun S jener Zweig bei v, der C' enthdlt und S, = (T \ S)V{v} der
Teilbaum, der durch Entfernen dieses Zweiges ohne den Knoten v entsteht
(sieche Abbildung 3.5). Mithilfe des Lemmas 3.1.6 folgt, dass S} C S. Die von
C, am weitesten entfernten Teilbdume liegen also in demselben Ast bei v, in
dem auch C' liegt.

| N
\ SU ’ Tl
\ /

N7 e

Abbildung 3.5: Skizze der Lage von S}

Lemma 3.1.7. (Hamina, Peltola, 2011, [6]) Seien C' ein minimal zentraler
Teilbaum eines Baumes T, v ein zu C' adjazenter Knoten und C, = C'U{v}.
Sei weiters S ein Teilbaum, der ep(Cy,) = de(Cy, SY) erfiillt, S jener Ast bei
v, der C enthdlt und S, = (T'\ S) V{v}. Dann gilt

de(Cy, Sy Vv Sy) = de(Cy, Sy) + |Sy| — dr(S,, S)) — 1.

Beweis. Sei v* der Knoten mit d7(S,,S}) = dr(v,v*). Da laut Lemma 3.1.6
v ¢ S¥und v ¢ C — S*, gilt jedenfalls v # v* und C, A(S¥V S,) # (. Ist
C,NS; # 0, so gilt
4e(Cor STV S0) =1Cl + 1S5V 4] — 2/Cu A(S: VS,
=|Co| + [S5] + [So] + dr(Sy, S7) — 1
= 2(1C, N S;] + dr(Sy, 5,))
=de(Cy, S)) + 1S5 — dr(S,, S)) — 1.

Ist C,NS: =0, so gilt |C, A(SEVS,)| = dr(S,, SE) — dr(C,, )+ 1. Es folgt

d(Cy, SV Sy) =[Co| + S5V Sy = 2[C, A(SyV Su)
=|Co| + |S5| + |Su] + dr(Sy, Sy) — 1

— 2(dp(S,, S¥) — dp(C,y, SF) + 1)
=de(Cy, S) +|S0| — dr(S,, S)) — 1.

Aus diesen Lemma folgt nun direkt
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Korollar 3.1.8. (Hamina, Peltola, 2011, [6]) Seien C' ein minimal zentraler
Teilbaum eines Baumes T, v ein zu C' adjazenter Knoten und C, = C'U{v}.
Sei weiters S} ein Teilbaum, der ep(Cy,) = de(Cy, Sy) erfillt, S jener Ast bei
v, der C enthdlt und S, = (T'\ S) V{v}. Dann gilt

|Sy| < dr(Sy, S).

Beweis. Da v € S}V S,, kann nach Lemma 3.1.6 S} V.S, nicht maximalen

L-Abstand zu C, haben, es gilt also e.(C,) > dz(C,, S, V S!). Daher
de(Cy, Sy) > de(Co, SV S)) = de(Cy, 87) + 10| — dr(S,, 57) — 1
und damit
dr(Sy, ;) +1 > |5,].
]

Proposition 3.1.9. Sei T' ein Baum der Ordnung n, der kein Pfad gerader
Léinge ist. Dann gilt fiir mindestens einen Zentroidknoten v

ec({v}) < de({v},T) = n — 1,

Beweis. Fiir einen Teilbaum S von T" mit nicht-leerem Schnitt mit dem Teil-
baum, der nur aus dem Knoten v besteht, gilt

de({v}, 5) = |S[+ 1 =2[S Mo} = [S| =1 <|T| = 1 = de({v}, T).

Betrachten wir also Teilbdume, die v nicht enthalten. Ein solcher Teilbaum
S ist klarerweise in einem Ast bei v enthalten, und dieser kann nicht mehr
als | 5] + 1 Knoten besitzen. Da dieser Ast auch die Geodédte von S zu v
enthalt, gilt

S1+ dr(S. (v} < 5] +1

Des Weiteren kann die Geodéte von S zu v keinesfalls langer als [ %] sein.
Daher gilt die folgende Abschétzung

de({v},S) =1+ |5+ 2(dp(S,{v}) — 1)
=S|+ dr(S,{v}) + dr(S,{v}) — 1

n n

§L2J+1+L2J—1
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Ist n also ungerade, so erhalten wir sofort d;({v},S) <n—1=d:.({v},T).
Sei nun n gerade. Falls dz({v}, S) = n, dann muss S aus einem Blatt bestehen
von dem v genau 5 Kanten entfernt ist. Dies bedeutet jedoch, dass der Ast bei
v, der S enthélt, die Ordnung 7 +1 hat. Es ist einfach nachzurechnen, dass es
nun einen zweiten Zentroidknoten gibt, der zu w benachbart ist. Dieser liegt
klarerweise in demselben Ast wie S, da anderenfalls sein Gewicht grofer als §
ist. Fiir w gilt dann klarerweise dr(S,{w}) = dr(S,{v}) — 1 und damit auch
de({w},S) < n—1=d.({w},T). Da T laut Voraussetzung kein Pfad ist,
kann es nun keinen Ast bei w geben, der ein Pfad der Lénge 5 ist. Daher gilt
die eben genannte Abschétzung fiir jeden Teilbaum S, der w nicht enthélt.

O

Lemma 3.1.10. (Nieminen, Peltola, 1999, [1}]) Sei T ein Baum mit Ord-
nung grofler 2. Dann enthalt kein minimal zentraler Teilbaum von T ein Blatt
von T'.

Beweis. Sei C' ein minimal zentraler Teilbaum mit b € C' ein Blatt von 7'
Sei weiters S ein beliebiger Teilbaum von 7. Wir miissen zeigen, dass bei
Entfernen von b aus C die L£-Exzentrizitat nicht steigt, denn dann kann C
kein minimal zentraler Teilbaum sein.

Sei zuerst C'NS = (. Da b ein Blatt ist, gilt b ¢ C' — S und wir erhalten mit
Proposition 3.1.5 d(C \ {b},5) = d.(C,S) — 1.

Seinun CNS # (). Ist b ¢ S, so erhalten wir mit Proposition 3.1.4 wiederum
de(C\{b},S) = ds(C,S)—1.Ist nun b € S, aber |S| > 1, so muss, da b ein
Blatt ist, C' A S mehr als nur den Knoten b enthalten. Daher ist (C\{b}) A .S =
CA(S\ {b}) # 0. Weiters gilt

de(C\{b},5) = [C\ A} + [S] = 2[(C\ {b}) N S|
= O]+ [S\Ab} =210 N (S {b})]
= de(C, 5\ {b})
< ec(C).

Zum Schluss betrachten wir noch den Fall S = {b}. Es ist leicht nachzu-
rechnen, dass e (7)) = |T| — 1. Laut Proposition 3.1.9 gibt es in einem
Baum, der kein Pfad gerader Lange ist, immer einen Zentroidknoten v, der
ec({v}) = |T| — 1 erfiillt. Daher gilt in diesem Fall C' # T. Sei also T
ein Pfad gerader Linge und S = {v;,vs} sein Zentroid. T' besitzt genau
2 Blatter b; und bs. Ohne Einschrinkung seien diese so nummeriert, dass
dr(vj,b;) = AR gilt. Wegen der Propositionen 3.1.4 und 3.1.5 sind die

2
Teilbdume mit maximal moglichem L-Abstand zu S die drei Teilbdume T,
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{b1} und {by}. Es gilt

de(S,T) = |T| — 2 und

de (S, {b;}) = 2+1+2(|2ﬂ —2)=1T| - 1.

Daher ist auch in diesem Fall C' # T.
Da C # T, gibt es jedenfalls ein Blatt x von 7' mit ¢ C und damit

4e(C, (o) > de(C, {b}) = de(C\ {b}, {b}) — 1.
Daraus folgt, dass d.(C\ {b},{b}) < ec(C). O

Mithilfe der bisher gezeigten Ergebnisse lassen sich nun die folgenden beiden
Satze beweisen.

Satz 3.1.11. (Hamina, Peltola, 2011, [6]) Das Zentrum eines Baumes ist
in jedem minimal zentralen Teilbaum dieses Baumes enthalten.

Beweis. Sei Z das Zentrum von T und C' ein minimal zentraler Teilbaum,
der Z nicht enthélt. Dann gibt es einen Knoten v € Z \ C. Weiters sei v der
eindeutige Nachbar von C' auf der Geodéte C' — {u}. Sei S der Ast bei v,
der C enthélt, S, = (T'\ S) V{v} und S} ein Teilbaum mit e (C' V{v}) =
de(C'V{v},S?). Dann ist u € S, und es gibt einen Punkt v' € S,, sodass
dr(u,v") > rad(T) — 1.

Abbildung 3.6: Darstellung der Lage von v, u und v’

Daher gilt
dr(v,v") = dr(v,u) + dr(u,v") > dr(v,u) + rad(T) — 1.
Dann gilt mit Korollar 3.1.8
dr(v,u) + rad(T) < dp(v, ') + 1 < |S,| < dp(Sy, SF) = dr(v, SY).
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Da weiters
dr(v,5)) = dr(u, 57) — dr(u, v),
folgt
2dp(u,v) < dr(u,S)) —rad(T) < 0.

Also gilt u = v.

Angenommen, das Zentrum hat leeren Schnitt mit C'. Dann liegt es vollstén-
dig in S,, das heifst, es gibt einen Knoten v’ € S, mit dr(v,v") = rad(T) und
damit

rad(T) + 1 < |S,| < dr(Sy, S)) < rad(T),

ein Widerspruch.

Nun gibt es noch die Moglichkeit, dass das Zentrum zweielementig ist, Z =
{v,w} mit w € C ein Nachbar von v. Dann gibt es in S, einen Knoten v’ mit
dr(v,v") = rad(T) — 1. Somit gilt

dr(C,v") = dp(w,v") = rad(T)
und
rad(T) < |S,| < dr(Sy, Sy) < rad(T).

Also gilt |S,| = dr(S,, S%) = rad(T). S} besteht nur aus einem Blatt von T
und damit gilt nach Lemma 3.1.10 C' N S* = (. Insgesamt folgt

de(C{v'}) =|C 4+ 1 +2(dr(C,0") — 1)
=|CV{v}| —1+|S;| +2(rad(T) — 1)
=|CV{v} +|S;| + 2(dr(C V{v},S)) — 1)
+2(rad(T) — dr(C V{v},S))) — 1
= dp(CV{v}, 8%) + 1+ 2(rad(T) — 1 — de(CV{v}, S7))
=ec(CV{v})+142(rad(T) — 1 — dp(C V{v}, S))).
Da dr(C V{v},S}) < rad(T) — 1, gilt nun
ec(CV{v}) < e(C),

ein Widerspruch. O

Satz 3.1.12. (Hamina, Peltola, 2011, [6]) Jeder minimal zentrale Teilbau-
mes eines Baumes hat einen nicht-leeren Schnitt mit dessen Zentroid.
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Beweis. Sei Z das Zentroid und C' ein minimal zentraler Teilbaum mit CNZ =
(). Sei u ein Zentroidknoten mit dp(C,Z) = dp(C,u) und v der eindeutige
Nachbar von C auf der Geodéte C' — {u}. Sei S der Ast bei v, der C' enthélt
und S, = (T'\ S) V{v}. Weiters sei S der Ast bei u der C' enthélt, S, =
(T'\ Sz) V{u} und S¥ ein Teilbaum mit e;(C' V{v}) = d.(C V{v}, S¥).

Abbildung 3.7: Darstellung der Lage von v und u

Dann gilt S C Sz und |[SzNZ| = 1. Ist |T| = 2m, so gilt |S| < |Sz| < m, ist
|T| =2m + 1, so gilt |S| <|Sz| < m+ 1. In beiden Fillen gilt

1S, =T = [S|+1>m+1. (3.1.1)

Wir wissen bereits, dass S} C S. Daher gilt dr(S,,Sy) < |S| — 1. Mithilfe
von Korollar 3.1.8 und der Ungleichung (3.1.1) erhélt man nun

m+1<|S,| < dp(S,,Sy) < |S] - 1.
Insgesamt folgt nun
m+ 2 < |S| < |Sz‘ Sm,

ein Widerspruch. O

Korollar 3.1.13. Sei T' ein Baum der Ordnung n und Cr = {u,w} das
Zentroid von T . Ist w nicht in einem minimal zentralen Teilbaum enthalten,
so ist der Ast bei w, der u enthilt, ein Pfad der Linge 5.

Beweis. Sei C' ein minimal zentraler Teilbaum, der w nicht enthélt. Aufgrund
des vorigen Resultats wissen wir bereits, dass dann jedenfalls u in C' enthalten
sein muss. C'U {w} ist also wieder ein Teilbaum von 7. Sei S der Ast bei w
der C enthélt und S, = (T'\ S) U {w} Da u € S, gilt |S| = § + 1. Daher
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ist |S,| = 5. Ist S}, ein Teilbaum mit maximalem £-Abstand von C'U {w},
dann gilt nach Korollar 3.1.8

2 = 1Su] < dr(Su, Sux) < S| —1 =2
2 2
Da nun dg(Sy,S;,) = dr(w,S;,) = %, folgt, dass S}, nur aus einem Blatt
besteht. Weiters enthilt S genau 7 + 1 Knoten und ist daher ein Pfad von
w zu 5. U

Beispiel. Besteht das Zentroid aus 2 Knoten, so miissen diese nicht beide in
einem minimal zentralen Teilbaum enthalten sein. Betrachten wir den Baum

in Abbildung 3.8.

Abbildung 3.8: Baum mit minimal zentralen Teilbaum, der Zentroid nicht enthélt

Ein minimal zentraler Teilbaum dieses Baumes besteht aus den Knoten 5
und 6 und der zugehorigen Kante. Dieser enthélt das Zentrum (blau) und
einen, aber nicht beide Zentroidknoten (rot). Man beachte, der Ast bei 4, der
5 enthilt, ist ein Pfad der Lénge 4.

Insbesondere bedeutet dies, dass es einen Zentroidknoten gibt, der in jedem
minimal zentralen Teilbaum enthalten ist. Zusammen mit Satz 2.4.3 konnen
wir nun auch die nachstehende Aussage iiber den Cent-Dian schlussfolgern.

Korollar 3.1.14. Seien T ein Baum, w ein zentraler Knoten, v ein Zen-
troidknoten, der in jedem minimal zentralen Teilbaum von T enthalten ist
und X € [0,1). Ein \-Cent-Dian ist in jedem minimal zentralen Teilbaum
enthalten.

Ein A-Cent-Dian muss sich daher (fiir A < 1) stets in jedem minimal zentralen
Teilbaum befinden.
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3.2 Algorithmische Bestimmung

Wie bereits im vorigen Abschnitt erwahnt, ldsst sich die Anzahl der Teilbau-
me eines Baumes nicht polynomiell in der Anzahl der Knoten des Baumes
beschranken. Es ist also naheliegend, bei der algorithmischen Bestimmung ei-
nes minimalen Teilbaumes auf die Bestimmung aller Teilbdume (und damit
auch den Hasse-Graphen) verzichten zu wollen. Die folgenden Zeilen beschrei-
ben nun die Grundidee des hier présentierten Algorithmus, der polynomiell
in der Anzahl der Knoten des Baumes ist.

Sei S ein beliebiger Knoten des Hasse-Graphen G, und S’ ein Knoten mit
de(S,S") = ec(S). Zwischen je zwei Knoten von G, existiert genau dann
eine Kante, wenn die beiden Teilbaume sich um ein Blatt eines der beiden
unterscheiden. Einen Nachbarknoten von S (im Hasse-Diagramm), der néher
zu S’ liegt, erhélt man, indem man entweder ein Blatt von S entfernt oder
hinzufiigt.

Ist S nicht zentral, so kann bei geeigneter Wahl des Teilbaumes S’ und des
Blattes von S, ein Teilbaum mit besserer £-Exzentrizitat gefunden werden.
Ausgehend von einem echten Teilbaum S eines minimal zentralen Teilbaumes
lasst sich nun immer ein zu S benachbarter Knoten v angeben, der zusammen
mit S wieder in einem minimal zentralen Teilbaum enthalten ist. Zusdtzlich
kénnen wir eindeutig angeben, wann die Aufnahme weiterer Knoten keine
Verkleinerung der L-Exzentrizitit bewirkt.

Auf diesem Weg ,rutschen” wir im Hasse-Graphen Kante fiir Kante in Rich-
tung eines zentralen Teilbaumes bis eine der Stoppbedingungen erreicht wird.
Wir wissen bereits aus Satz 3.1.12, dass jeder minimal zentrale Teilbaum
nicht-leeren Schnitt mit dem Zentroid hat. Weiters konnten wir in Korol-
lar 3.1.13 bereits beobachten, welche Eigenschaften ein Zentroidknoten hat,
der nicht in einem minimal zentralen Teilbaum enthalten sein muss. Ein
Zentroidknoten stellt jedoch auf Grund seiner Mittelpunktseigenschaften in
einem Baum einen exzellenten Startknoten dar. Daher wollen wir uns zuerst
mit der Frage auseinandersetzen, welchen Zentroidknoten man jedenfalls als
Startknoten wéhlen kann.

Lemma 3.2.1. Sei T ein Baum, kein Pfad gerader Linge, und v ein Zentro-
idknoten mit der Eigenschaft ex({v}) < |T'|—1. Dann ist v in jedem minimal
zentralen Teilbaum enthalten.

Beweis. Besteht das Zentroid aus nur einem Knoten, folgt die Aussage direkt
aus Satz 3.1.12. Sei nun das Zentroid zweielementig. Da e, ({v}) < |T| — 1,
gilt fir jedes Blatt b von 7', dass d.({v}, {b}) < |T| — 1. Insbesondere gibt

es dann kein Blatt b, sodass dr(v,b) = |—§‘ Daher hat v keinen Ast, der
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einen Pfad der Lange @ darstellt. Aus Korollar 3.1.13 folgt, dass v in jedem
minimal zentralen Teilbaum enthalten sein muss. O

Ein Zentroidknoten mit dieser Eigenschaft ist fiir den hier vorgestellten Al-
gorithmus sehr wichtig. Wir wissen bereits mit Proposition 3.1.9, dass jeder
Baum mit Ausnahme der Pfade gerader Lénge einen solchen Zentroidknoten
besitzen. Daher wollen wir an dieser Stelle Pfade behandeln. Die einfache
Struktur dieser Baume erlaubt uns, die folgende Aussage zu machen.

Satz 3.2.2. Sei T ein Pfad. Der vom Zentrum von T induzierte Teilbaum
st der einzige minimal zentrale Teilbaum von T.

Beweis. Laut Satz 3.1.11 ist das Zentrum in jedem minimal zentralen Teil-
baum enthalten. Sei nun S der vom Zentrum induzierte Teilbaum und n die
Ordnung von 7. Ist n < 2, so ist S offensichtlich minimal zentral. Sei also
n > 3. Sei S’ ein Teilbaum von 7', der S enthéalt. Dann gilt

de(S,8") = IS+ 15| = 215] = |9'| = [S| < [T| = |S] = dc(S, T)

mit Gleichheit genau dann, wenn S’ = T Ist n gerade, so ist |S| = 2 und
es gibt Teilbdume S’ mit nicht-leerem Schnitt mit S, die nur einen Knoten
w aus S enthalten. Ein solcher Teilbaum kann maximal § Knoten enthalten.
Daher gilt

de(S,8) =2+|9|—2< g <|T| =2 = de(S,T),

wobei Gleichheit nur im Fall n = 4 gelten kann.
Sei S’ ein zu S disjunkter Teilbaum. S’ liegt in einem der Teilpfade, die bei
Entfernung von S aus T bestehen. Da T ein Pfad ist, besitzt T genau zwei
Blatter b; und by. Diese sind nicht in S enthalten. Sei ohne Einschriankung
b, das Blatt, das im selben Teilpfad wie S’ liegt. Dann gilt
de(8,5") =[S+ |8 + 2(de(S5, 5") — 1)
<|S|+ |S"V{bi}| + 2(dr(S, S v{b}) — 1)
= dp(S, 8" V{bi})
mit Gleichheit genau dann, wenn b; in S’ enthalten ist. Ein zu S disjunkter
Teilbaum kann nur maximalen £-Abstand zu S haben, wenn er auch das
zugehorige Blatt enthélt. Sei nun S’ ein Teilbaum und b; das Blatt mit b; €
S’. Dann gilt
de(9,8") = |S] + 15" + 2(dx(S5, §') = 1)
=[S+ 1+ (19 = 1) + 2(d(5,b1) — (19 = 1) = 1)
=S|+ 1+2(dp(S,b1) — 1) — (|S'| — 1)
= d(S.A{bi}) = (1] = 1).
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Die Teilbdume, die nur aus einem Blatt von T bestehen, maximieren also den
L-Abstand zu S unter allen disjunkten Teilbdumen. Zusétzlich gilt

de(S,{b;}) =[S+ 1+ 2(dz(S, b;) — 1).
Ist nun n ungerade, so gilt

dﬁ(s,{bj}):1+1+2(”7_1—1):n—1.

Ist n gerade, so gilt
n—2
de(5,{b;}) :2+1+2<T —1H)=n-1

Die L-Exzentrizitat von S betragt also in jedem Fall n—1. Sei C' ein Teilbaum
mit S C C. Dann enthélt C' jedenfalls Knoten, die zu S adjazent sind. Sei u;
der zu S benachbarte Knoten auf der Geodéte S —{b;} (j = 1,2). Dann gilt

de(SV{ur}, {ba}) = de (S, {b2}) +1 > e£(S5) und
de(SV{ug,ust, {bo}) = de(S,{b2}) + 1 —1=e.(S).

Die analoge Aussage gilt fiir b;. Ein minimal zentraler Teilbaum enthélt kei-
nen der beiden Nachbarn alleine. Durch die Aufnahme beider wird die L£-
Exzentrizitat aber nicht mehr verbessert. Durch iterative Anwendung dieses
Arguments erhélt man, dass ein solcher Teilbaum C' nicht minimal zentral
sein kann. O

Bemerkung. In einem Pfad ist das Zentrum gleich dem Zentroid. Der ein-
deutige minimal zentrale Teilbaum eines Pfades ist also ebenso gleich dem
vom Zentroid induzierten Teilbaum.

3.2.1 S-Gewichte und assoziierte Teilbaume

Von nun an sei T kein Pfad und v ein fixer Zentroidknoten, der es({v}) <
|T'| —1 erfiillt. Weiters sei S ein Teilbaum eines minimal zentralen Teilbaumes
C'mitv e S. Ist S C C, so gilt e£(S) > es(C). Daher gibt es einen Teilbaum
S mit es(S) = de(S,5") > d(C,S"). C enthilt also einen Knoten, der den
L-Abstand zu S’ verringert. Die beiden Propositionen 3.1.4 und 3.1.5 geben
nun Auskunft iiber die Lage dieses Knotens. Ist S’ zu S disjunkt, so enthalt
C mindestens einen Knoten auf der Geodate S — S, sind die beiden nicht-
disjunkt, so enthélt C' einen Knoten aus S’, der noch nicht in S ist. Um zu
entscheiden, ob und welche Knoten S noch fehlen, miissen wir die Teilbaume
kennen, die von S den gréfiten £-Abstand haben.
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Definition 3.2.3. Fiir einen Knoten w ist T,, der maximale Teilbaum von
T, der w, aber keinen weiteren Knoten des Pfades von v nach w enthélt, d.h.
ein Teilbaum maximaler Ordnung mit T, A({v} — {w}) = {w}.

Das S-Gewicht Ag(w) eines Knotens w ist der maximale Wert, um den sich
der L-Abstand zu S eines Teilbaumes S’, mit S’ NT, = {w}, vergrofert,
wenn man S’ mit einem Teilbaum S” C T, zusammenfiigt, der w enthélt.
Mit S, bezeichnen wir einen Teilbaum von T, mit w € S,,, sodass fiir jeden
Teilbaum S" mit S'NT, = {w} gilt

dE(S, S,\/ Sw) = dL(S, S/) + As(w)

und unter allen Teilbdumen von T, mit dieser Eigenschaft von minimaler
Ordnung ist. (Wir werden spéter sehen, dass ein solcher Teilbaum existiert
und eindeutig ist.)

Ein Knoten w # v mit Grad (in 7') ungleich 2 wird T-Gabelungsknoten
genannt. Auf der Suche nach den Teilbdumen mit maximalem £-Abstand zu
S unterscheiden wir jene, die v enthalten und jene, die dies nicht erfiillen. S,
ist per Definition der Teilbaum mit v € S, und maximalem Abstand zu S.
Unter den Teilbaumen, die v nicht enthalten, reicht es sich auf S, mit einem
T-Gabelungsknoten w zu beschrianken. Dies folgt aus den Propositionen 3.1.4
und 3.1.5.

Im Folgenden werden wir uns mit der Bestimmung eines Teilbaumes S,, befas-
sen. Mithilfe dieser Konstruktion werden wir sehen, dass ein solcher Teilbaum
immer existiert und auch eindeutig ist. Sei zuerst w ¢ S. Durch Unterschei-

dung ob SNS" =0 oder SN S’ # O, erhilt man

de(S,S'V Sy) = de(S, ) + [Tl — 1 — [Ty \ Sl

Daher ist S, = T, und Ag(w) = dg(S5,5"V Sy) — de(S,S") = |T,| — 1. Sei
also w € S. Da

de(S, 8"V S,) = |S|+ |5 + [Sw| =1 —=2(]SN S| +]SN S| — 1)
=d(S,5) + |Su| — 2|5 N Sy| + 1,

folgt
Ag(w) = |Syp| —2|S N S| + 1.

Fiir die Bestimmung der S,, unterscheiden wir zwei Fille, degg(w) = 1 und
degg(w) > 1. Sei zuerst w ein Blatt von S. Dann ist w der einzige Knoten in
SNT,. Es gilt

Ag(w) = S| =2|SN Sy +1=|Su| —1 < |Ty| — 1.

61



In diesem Fall folgt S, = T,.
Sei also degg(w) > 1 und seien Ai,..., A, die Aste bei w in T,,. Fiir jeden
Ast A; definieren wir einen Knoten x; wie folgt.

(a) Ist SAA; = {w}, dann sei x; der zu w adjazente Knoten in A;.

(b) Haben alle Knoten ungleich w in S A A; Grad gleich 2, dann sei x; €
SN A; der Knoten mit maximalem Abstand zu w.

(c) Gibt es einen Gabelungsknoten in S A A;, dann sei z; jener Gabelungs-
knoten, sodass alle Knoten auf der Geodéte {w} —{z;} ungleich w und
x; einen Grad gleich 2 haben.

Abbildung 3.9 soll die 3 eben beschrieben Fille nochmal graphisch darstellen.
Der Knoten w hat in T, Grad 3, z; ist zu w adjazent, jedoch nicht mehr in S
enthalten. Der Ast Ay enthélt in S aufer w keinen Knoten mit Grad ungleich
2, daher ist x5 der am weitesten von w entfernte Knoten in S. Der Ast Az
enthélt einen Gabelungsknoten in S, x3 ist jener Gabelungsknoten ungleich
w mit minimalem Abstand zu w.

Abbildung 3.9: Auswahl der Knoten z;

Ist z; € A; kein Element von S, dann gilt klarerweise S,, C S,,. Sei also
x; € SN A;. Da der Teilbaum S,, per Definition die bestmdgliche Wahl eines
Teilbaumes von T, darstellt, der x; enthdlt, um den L£-Abstand zu S zu
maximieren, stellt sich fiir den Knoten w nur noch die Frage ob z; € 5.
Betrachten wir die Geodéte {w} — {x;}. Sei w # y € {w} — {x;} der von w
am weitesten entfernte Knoten. Ist y # x;, dann ist degg(y) = 2 und S, \ {y}
ein Teilbaum mit groferem L£-Abstand zu S (laut Proposition 3.1.4). Daher
gilt entweder S, A({w} —{z;}) = {w} oder S, A\({w} —{z;}) = {w} — {z;}.
Sei u der Nachbar von w in A;. Dann wissen wir jetzt, dass von {u}V S,,
entweder jeder oder kein Knoten in Sy, liegt.
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Sei nun S’ =S, \ ({u} Vv S,,). Es gilt

de(S, SV S,.) =S|+ |5 + dp(w, z;) + |Ss,| — 1
—2(|SAS| + dp(w, z;) + |Se, AS| — 1)
=de(S,5") + |Se,| — 2|8, AS|+ 1 — dp(w, x;)
=de(S,5") + As(x;) — dp(w, x;).

Daher ist S,, genau dann in S, enthalten, wenn Ag(x;) — dp(w,z;) > 0
(Gleichheit ist ausgeschlossen, da S, mit maximalem L£-Abstand minimale
Ordnung besitzt.)

Definiert man

Js(x) =Az; |i=1,...,s, x; ¢ S oder Ag(z;) — dr(w,z;) > 0},

dann gilt

Se=\ S,

yeJs(z)

Weiters erhalt man

Asw) = > (Asly) —de(w, )+ Y |T,l.

yeJg(z)NS y€Js(z)\S

Bemerkung. Fiir einen Knoten w héngt S,, immer von dem zugrundelie-
genden Teilbaum S eines minimal zentralen Teilbaumes ab. Mit der Vergro-
fserung von S kann sich S, im Allgemeinen verkleinern.

Bemerkung. Aus dieser Konstruktion lasst sich nun einfach erkennen, dass
es genau einen Teilbaum mit den Eigenschaften von S, gibt. Ist w ¢ S
oder degs(w) = 1, dann ist S,, = T;, und jeder echte Teilbaum S’ von T,
mit w € S hat strikt kleineren £-Abstand. Ist w € S, so hat man fiir alle
Aste A; bei w in T, zu entscheiden, ob z; samt S,, in S, enthalten ist oder
nicht. Da x; nur aufgenommen wird, wenn sich dadurch der £-Abstand zu
S strikt vergrofert, muss jeder Teilbaum S C T, mit w € S’ und Ag(w) =
|S’| —2|S"N S|+ 1 den Knoten z; enthalten. Damit folgt S, C 5.

Man beachte, dass v, aufgrund seiner speziellen Rolle, bereits per Defini-
tion kein T-Gabelungsknoten ist, selbst wenn degp(v) > 2. Fiir einen 7-
Gabelungsknoten w gilt also jedenfalls v ¢ S,,. Die eben beschrieben Kon-
struktion lésst sich aber auch fiir v durchfithren. Der Teilbaum S, spielt auch
wahrend des Algorithmus eine besondere Rolle.
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Satz 3.2.4. Seien T ein Baum und C ein minimal zentraler Teilbaum von
C. Sei weiters v € C' ein Zentroidknoten mit ec({v}) = |T| — 1. Dann gilt

de(C,Cy) > ec(C) — 1.

Beweis. Ist C' = {v}. Dann gilt C,, = T und laut Voraussetzung d.(C,T) =
€L<C).

Sei also {v} C C. Aufgrund der Definition von C,, gilt fiir alle Teilbdume S’
mit v € 5

dE<Cu S/) < d£<Cu Cv)

Es gentiigt also zu zeigen, dass es einen Teilbaum S’ geben muss, der v € S
und dg(C,S") > ep(C) — 1 erfiillt.

Da C' mehr als einen Knoten enthélt, gibt es jedenfalls 2 Blatter b; und by von
C. Ist v kein Blatt von C, dann konnen b; und by aus verschiedenen Asten
bei v gewéhlt werden. Sei nun w ein T-Gabelungsknoten. Ist w ¢ C' so liegt
hochstens einer der beiden Knoten b; oder by auf der Geodate C — C,,. Ist
w € C so liegen alle Blétter von C' in C,, im selben Ast bei v. C, enthélt
daher hochstens einen der beiden Knoten b; oder b,. Wegen der Propositionen
3.1.4 und 3.1.5 gilt daher

de(C\ (b1, bo}, ) < de(C,C) +1—1 < e(C).

Aufgrund der Wahl der Teilbdume C,, gilt nun klarerweise fiir alle Teilbdume
S’, die v nicht enthalten

de(C\{b1,b2},5") < de(C,S)+1—1<e(C).
Da C minimal zentral ist, muss es jedoch einen Teilbaum S’ geben, sodass
de(C\ {b1,b2},5") > ec(C).

Ein solcher Teilbaum muss also v enthalten.

Ist v ein Blatt von C, so wihle b; = v und by ein beliebiges Blatt von C'. Die
Entfernung von b; und by hat auf alle Teilbdume denselben Effekt wie eben
beschrieben. Die Aussage folgt. O

3.2.2  S-Giiltigkeit

Es reicht jedoch nicht aus fiir einen Teilbaum S nur die Teilbdume der Form
S, auf ihren £-Abstand zu S zu untersuchen. Ein langster Pfad im Hasse-
Graphen kann im Allgemeinen ungerade Lénge haben. Daher interessieren
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uns nicht nur die Teilbdume mit maximalem £-Abstand, sondern auch jene
deren £-Abstand um genau Eins weniger als der maximale Abstand betragt.
Sei y ein beliebiger Knoten. Ist S, ein Teilbaum, zu dem wir den Abstand
verkleinern wollen, dann miissen wir zu S einen Knoten ,in Richtung* S,
hinzufiigen, das heifit entweder einen Knoten aus S, oder einen auf der Geo-
date S — S,. Damit ndhern wir uns automatisch auch jedem Teilbaum, der
S, enthalt.

Wir interessieren uns daher fiir Teilbdume von S, deren £-Abstand um Eins
weniger betragt als jener von S,,.

Notation. Sei y ein Knoten von T'. Mit S_y bezeichnen wir von nun an einen
Teilbaum von S, der y enthélt und

de (S, S_y) =dg(S,5,) —1
erfillt.

Im Allgemeinen gibt es mehr als einen solchen Teilbaum von S,. Dennoch
wollen wir auf einen solchen immer mit S_y verweisen. Jeder solche Teilbaum
von Sy ldsst sich aus S, konstruieren. Dafiir gibt es die nachfolgenden drei
Moglichkeiten.

(a) Sei b ein beliebiges Blatt von 7" in S,. Dann ist .S, \ {b} ein Teilbaum
Sy.

(b) Ist y € S und gibt es ein w € Jg(y) NS mit Ag(w) — dr(y,w) = 1,
dann sei u der Nachbar von y auf der Geodéte {y} — {w}. Dann ist
Sy \ {u} vSy,) ein S,.

(c) Ist y € S und w € Jg(y), dann ist der Teilbaum, der aus S, entsteht,

wenn man S, durch ein S, ersetzt, ein Teilbaum S,.

Sei nun x ein Knoten von 7. Gilt x € S, x ¢ S, oder gibt es ein y und
einen Teilbaum S, sodass z € S, \ S, dann bezeichnen wir z als S-ungiiltig.
Anderenfalls wollen wir diesen Knoten als S-giiltig bezeichnen. Ist klar um
welchen Teilbaum S es sich handelt, werden wir die Knoten auch kurz mit
giiltig und ungiiltig bezeichnen.

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass sich der Teilbaum S so auf-
bauen lédsst, dass wir in jedem Schritt (bis auf eventuell einen) nur S-giiltige
Knoten aufnehmen diirfen. Daher wollen wir noch einen weiteren Begriff ein-
fithren und zwar jenen der S-giiltigen Richtung.

Definition 3.2.5. Seien S ein Teilbaum und v ein Knoten des Zentroids mit
ec({v}) = |T| —1 und v € S. Ein Teilbaum der Form S, mit + = v oder
x ein T-Gabelungsknoten, heifst S-giiltige Richtung, wenn eine der beiden
folgenden Bedingungen erfiillt ist.
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(a) x € S und S, enthélt mindestens einen giiltigen Knoten.

(b) x ¢ S und der eindeutige Nachbar von S auf der Geodéte S-S, ist ein
S-giiltiger Knoten.

Weiters bezeichne
D(S) ={x €T | S, ist S-giiltige Richtung}.
Ist S, keine S-giiltige Richtung, so wird diese als S-ungiiltig bezeichnet.

Giiltige Richtungen sind also jene Teilbaume S,, zu denen man durch Hin-
zufiigen eines S-giiltigen Knotens den Abstand verkleinern kann.

3.2.3 Aktualisierungsschritt

Sowohl die Teilbdume der Form S, fir einen Knoten z als auch die S-
Giltigkeit der Knoten (und damit auch der Richtungen) hangt vom betrach-
teten Teilbaum S eines minimal zentralen Teilbaumes ab. Wird ein zu S
adjazenter Knoten zu S hinzugefiigt, so konnen sich diese verandern. Um
diesen Vorgang beschreiben zu kénnen, muss man zuerst verstehen, inwie-
fern sich das S-Gewicht eines Knotens verdndert. Die folgende Proposition
gibt dariiber Auskunft.

Proposition 3.2.6. Sei S ein Teilbaum, der einen Zentroidknoten v mit
ec({v}) = |T| — 1 enthdlt. Sei weiters w ein zu S adjazenter Knoten und x
ein T'-Gabelungsknoten. Dann gilt

Agviwy (1) < Ag(z) falls w # z,w € S, und
Agviwy(x) = Ag(x) falls w =z oder w ¢ S,.

Insbesondere gilt: Sei x # w ein T-Gabelungsknoten mit w € S,. Ist w €
(SV{w}).,, dann

ASV{w}<x> = AS<.I‘) — 2

Beweis. Sei x ein T-Gabelungsknoten. Dann gilt

S= "\ S,

yEJs(x)
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und

As(x) = Y (Asly) —dr(z,9) + Y IT|.

yeJs(x) yeJs(x)
yeS y¢S

Ist w ¢ S,, dann ist w ¢ Jg(y) fiir alle Knoten y in S,. Daraus folgt, dass
Agsviwy(x) = Ag(z). Ist = w, dann gilt (S V{w}), = S, = T, und damit

Asviwy(w) = |Ty| = 2[(SV{w}) AT +1
= |Tw| -1

Sei also x # w und w € S,. Sei zuerst x ein T-Gabelungsknoten, sodass alle
Knoten auf der Geodéite {x} — {w} ungleich z und w Grad gleich 2 besitzen
und sei u € S der zu w adjazente Knoten. Ist u = x, dann ist w € Jg(x) mit
w ¢ S. Gilt Agyquy(w) — dp(z,w) > 0, dann ist Jsywy(z) = Js(x) und es
gilt

Asviuy () = As(x) — |Tw| + Asviwy(w) — dr(z, w)
= Ag(x) — [Ty + [Tw] =1 -1
= As(l’) - 2.

Gilt Agvwy(w) — dp(z,w) <0, dann ist Jgyqy(2) = Js(x) \ {w} und es gilt
ASV{w}(x) = AS(SL’) — |Tw| < AS<J})
Da dp(z,w) = 1, ist dies genau dann der Fall, wenn Ag gy (w) = |T,| =1 < 1,
d.h. |T,| < 2.
Ist x # u, also degp(u) = 2, dann gilt
Agviwy(w) = Ag(u) — 1 und dp(z,w) = dp(x,u) + 1.
Daraus folgt
AS\/{w}(w) - dT(xa U}) - AS(U) - dT(IE,U) - 2.

Ist Agviwy(w) —dp(z,w) > 0, dann ist Jgyuy(x) = (Js(x) \ {u})U{w}. Fiir
alle anderen y € Jg(z) gilt Agyqwy(2) = Ag(x). Da u € S gilt nun

Agviwy (@) = Ag(z) — (As(u) — dr(z,u)) + (Agviwy(w) — dp(z, w))
= As(l‘) -2
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Ist Agviwy(w) — dp(z,w) <0, so ist wegen Ag(u) — dr(z,u) >0
Asviwy(x) = As(x) — (As(u) — dr(z,u)) < As(z)

Sei nun z ein T-Gabelungsknoten mit z # w und w € S,. Sei x so gewahlt,
dass es ein z € Jg(z) gibt, sodass w # z und w € S,. Setzen wir voraus, dass
z die Aussagen des Satzes bereits erfiillt. Mithilfe der Uberlegungen bisher,
kénnen wir die Berechnung der (S V{w})-Gewichte von ,aufien nach innen*
durchfithren. Fiir alle y € Jg(z) mit y # z gilt dann w ¢ S, und daher

Asviwy(y) = As(y).

Insbesondere gilt w ¢ Jg(x). Daraus folgt dass Jgvquy(x) \ S = Js(x) \ S.
Ist Agviwy(2) — dr(z, 2) > 0, dann gilt Jgyqwy(z) = Js(z) und damit

Agviwy(z) = As(z) — (As(z) — dr(z, 2)) + (Asviw)(2) — dr(z, 2))
= Ag(x) + Asviuwy(2) — As(2).

Ist w € (SV{w})., dann gilt laut Voraussetzung Agy(w}(2) = As(z) — 2.
Dann ist auch w € (S V{w}), und es gilt Agyqu)(z) = As(z) — 2.
Ist Agviuwy(2) = drp(x, 2) <0, dann gilt Jgyquwy(z) = Js(z) \ {#} und damit

Agviwy () = As(z) — (As(2) — dp(w, 2)).
Da z € Jg(z) gilt Ag(z) — dp(x,z) > 0 und damit Agy(wy(z) < Ag(z). O

Bemerkung. Die Aussage in Proposition 3.2.6 gilt ebenso fiir S,,.

Die Teilbdume der Form S, und damit auch die der Form S, stehen in di-
rektem Zusammenhang mit dem S-Gewicht von x und damit insbesondere
vom Teilbaum S. Verdndert sich fiir einen Knoten z die Menge Jg(x) bei
der Aufnahme eines neuen Knotens, so verkleinert sich auch jeder Teilbaum
Sy, der z (und damit S,) enthédlt. Auch die Menge der S-giiltigen Knoten
kann sich daher bei der Aufnahme des Knotens w zu S verkleinern. Daher
wollen wir uns an dieser Stelle damit auseinandersetzen wie die Teilbdume
(SV{w}), und (S V{w}), (in Abhingigkeit von S, und S,) aussehen.

Sei x der zu w am néhesten gelegene T-Gabelungsknoten in Richtung v und
u € S der zu z adjazente Knoten auf der Geodéte {z} — {w}.

Ist u = w und |T,| < 2, dann ist

(SV{w})e = Sz \ Top-

Tw ¢ (SV{w}), und enthilt damit keine (S V{w})-giiltigen Knoten mehr.
Insbesondere kann kein Teilbaum von T, eine (S V{w})-giiltige Richtung
darstellen.
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Ist v # w und Agygwy(w) — dr(z,w) <0, so gilt

(S\/{w})x = Sx \ ({u} \/Tw)'

Wieder ist ({u}VT,) € (SV{w}), und enthilt damit auch keine (S V{w})-
giiltigen Knoten mehr. Insbesondere gibt es in S, \ (S V{w}), keine (S V{w})-
giiltige Richtungen mehr. In jedem anderen Fall gilt (S V{w}), = S,. Fiur
alle z mit x = w oder w ¢ S,, gilt auch (S V{w}), = S;.

Die Teilbdume der Form S, und kénnen sich nur verdndern, wenn sie w ent-
halten. Weiters sind S-ungiiltige Knoten auch (S V{w})-ungiiltig. Es konnen
jedoch neue (S V{w})-ungiiltige Knoten bei der Aufnahme von w zu S ent-
stehen.

Seien nun z und y zwei beliebige T-Gabelungsknoten auf der Geodéte {v} —
{w} mit y # w bzw. x = v mit dp(v,z) < dr(v,y), sodass jeder Knoten auf
dem Pfad von x nach y (exkl. z, y) Grad gleich 2 besitzt. Dann gilt

(a) Ist Agvqur(y) — dr(z,y) < 1, so ist jeder Knoten in T, S(V{w})-
ungiiltig. Insbesondere ist kein Teilbaum von T, eine (S V{w})-giiltige
Richtung.

(b) Tst Agvu)(y) —dr(z,y) < 0,s0ist (S v{w})y = (S, \({y} VSu)) Viy}-

Algorithmus 2 stellt diesen Aktualisierungsschritt nun noch einmal detailliert
dar.
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Algorithmus 2 UPDATE

Gegeben: TB S eines min. zentralen TB, Knoten w, der zu S aufgenommen
wird und Liste der TB S,, Gewichte Ag, der S-giiltigen Knoten ¥V und
der S-giiltigen Richtungen D.

Gesucht: Aktualisiert die iibergebenen Listen.

G sei eine Liste aller T-Gabelungsknoten (inklusive v) mit w € S,.

if w ¢ G then

Fiige w zu G hinzu.

Ordne G absteigend bzgl. dem Abstand zu v.

D=2

R=10

r = G[0]

=1

fori=1,i<|G;i=1i+1do

1 y = GJi]

11:  if Ag(z) — dr(x,y) <1 then

12: V=V\S,

13: D=D\S,

14: if i == 1 und dp(x,w) == 1 then

15: D=2

16: As(y) = As(y) = D

17:  else if Ag(x) — dr(x,y) <0 then

18: R=({y}VvS:)\{y}
19: Sy =5,\ R

— O

20: D = As(l’) — dT(l’,y) +D
21: As(y) = As(y) - D
22: else

23: Sy =95, \ R
24: Ag(y) = Ag(y) —D
25: =1

3.2.4 Auswahl eines Knotens

Ist S nicht minimal zentral, so miissen weitere Knoten aufgenommen wer-
den. Die nachfolgenden Aussagen helfen uns dabei zu entscheiden, welcher
Knoten aufgenommen werden darf. In diesem Abschnitt werden wir sehen,
dass unter gewissen Voraussetzungen an den Teilbaum S nur Knoten aus S,
aufgenommen werden diirfen. Weiters werden wir sehen, dass wir héchstens
einmal einen S-ungiiltigen Knoten aufnehmen diirfen. Dies geschieht, falls
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notwendig, im letzten Schritt und wird im néchsten Abschnitt noch einmal
genauer behandelt.

Lemma 3.2.7. Sei S ein echter Teilbaum eines minimal zentralen Teilbau-

mes C mit ex(S) = dg(S,Sy,). Dann gilt
C\ScS,.

Beweis. Angenommen (C'\ S)\ S, # (. Ohne Einschriankung sei w ein Blatt
von C'in C'\ S mit w ¢ S,. Wir zeigen, dass dann ein Blatt b € C'\ S von
C' existiert, sodass es(C'\ {b,w}) < es(C).

Sei 2z ein Knoten mit

de(C,C,) = e-(C) und
de(C\ {w}, (C\ {w}):) = ec(C) + 1.

Ein solcher Knoten existiert, da anderenfalls das Entfernen von z zu einer
geringeren L-Exzentrizitét fiihren wiirde. Weiters ist offenbar z # v.

Ist w ¢ (C'\ {w}),, dann auch nicht in C, und der Knoten muss auf der
Geodéte S —{z} liegen. Damit ist w das einzige Blatt von C'in C'\ 5, das den
Abstand zu (C'\ {w}), verringert bzw. dessen Entfernen die £-Exzentrizitit
erhoht. Besitzt C'in C'\ S ein weiteres Blatt, so kann dieses gewéhlt werden.
Angenommen es gibt kein solches Blatt, dann verringert jeder Knoten in
|C'\ S| den Abstand in Richtung z (genauer muss dann jeder Knoten von
C'\ S auf der Geodéte S — {z} liegen). Daher gilt

de(C,C,) = de(S,S,) —|C\ 5.
Da laut Voraussetzung jedoch ez (S) = d(5,.S,) gilt andererseits

de(C,Cy) > dp
> dp
> de
= dll

Su) = [([C\S) N S[ + [(C\S)\ 5
Sy) = C\ S| +1

S.) - |0\5|+1

C:) +

Daraus folgt nun d(C, C,) < e.(C'), ein Widerspruch. In diesem Fall existiert
also jedenfalls ein solches Blatt b.

Sei nun y ein Knoten, sodass w € (C'\ {w}), und d.(C,C,) > e.(C) — 1.
Gesucht ist ein Blatt b mit der Eigenschaft

de(C\A{bY, (C\A{D})y) = de(C, Cy) —

(5,
(5,
(5,
(€,
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Angenommen fiir alle Blétter b gilt

de(C\A{b}, (C\AD})y) = de(C C).

Dann ist jeder Knoten in C'\ S entweder auf der Geodite S — {y} oder
in einem entsprechenden Unterbaum von 7). Sei U die Menge jener Knoten
x € C'\ S die den Abstand in Richtung y bei der Aufnahme der Knoten aus
C'\ S nicht erhéht haben. Dann gilt

de(C,C,) = de(S,S,) — |C\ S|+ |U|.

Da w nicht in S, liegt, folgt, dass y ¢ S, und damit gilt «4 N S, = 0. Die
Menge (C'\ S) \ S, lésst sich also unterteilen in ¢/ und ((C'\ S)\ S,) \U. Da
jedenfalls w ¢ U gilt

de(C, Cy) = de (S, 50) = [(C\S)NSy| + [(C\S) \ Sy
S

(
> de(5,5,) = |C\ S|+ U+ [(C\ )\ S) \ U
=de(C,C,) + 1,

womit wir wieder einen Widerspruch erhalten. Das gesuchte Blatt b muss
also existieren.
Weiters wissen wir, dass w ¢ S, und damit w ¢ (C'\ {w}),. Insbesondere ist

dann C, = (C'\ {w}), und damit gilt

de(C\A{w}, (C\A{w})) = de(C, Cy) — 1.
Es folgt sofort

de(C\ {b, w}, (C\ b, w})o) < de(C C).

Insgesamt erhalten wir also es(C'\ {b,w}) < es(C).
U

Wir kénnen die Auswahl der Knoten sogar noch weiter einschranken. Wie
das néchste Lemma zeigt, darf auch héchstens ein S-ungiiltiger Knoten zu
S hinzugefiigt werden. Den Begriff der S-Giiltigkeit haben wir in Abschnitt
3.2.2 definiert.

Lemma 3.2.8. Sei S ein echter Teilbaum eines minimal zentralen Teilbau-
mes C mit ex(S) = dg(S,S,). Dann kann C'\ S mazximal einen S-ungiiltigen
Knoten enthalten.

Beweis. Seien w; und wq zwei verschieden S-ungiiltige Knoten in C'\ S. Ohne
Einschréankung konnen wir w; als Blatt annehmen.
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Behauptung. Ist der Nachbar von w; innerhalb von C' S-ungiiltig, dann

gilt wy & (C'\ {w1})y.

Beweis der Behauptung. Sei wy € C' der Nachbar von w;. Dann ist w, auch
(C'\ {wy, ws})-ungiiltig. Daher gibt es einen Knoten x und einen Teilbaum
(C\ {wy,wa}), mit we € (C\ {wy,wa}), \ (C\ {wr,ws}), (siche Abschnitt
3.2.2). Zur Erinnerung: Es gilt

de(C\ {wy, wa}, (C\ {w, wa}),) = de(C\ {wy, wa}, (C\ {wr, wa}),) —

Daraus folgt

(C\A{wi})z = (C\ {ws, wa})e.

Insbesondere folgt: wy ¢ (C'\ {w:}), und damit auch wy ¢ (C'\ {w;}),. D
jedoch w; € T, kann w; kein Element von (C'\ {w;}), sein.

Sei 2z ein Knoten mit

de(C,C,) = e (C) und
de(C\ {wi}, (C\{wr}):) = ec(C) + 1.

Da w; auch (C'\ {w; })-ungiiltig ist folgt, dass z # v.

Sei zuerst wy ¢ (C'\ {w1}),. Dann ist wy das einzige Blatt von C' in Richtung
z. Angenommen der Nachbar von w; in C ist auch S-ungiiltig, o.E. sei ws
dieser Nachbar. Dann gilt wegen der Behauptung zu Beginn des Beweises,

dass wy ¢ (C'\ {w1}),.

Gibt es in C'\ S also ein weiters Blatt b von C', dann kann dieses gemeinsam
mit w; aus C entfernt werden ohne den Abstand in Richtung z und v zu
vergrofern. Ein solches muss dann existieren, da anderenfalls folgt

de(C,C,) = de(S,S,) — |C\ S
=dc(S,S:.) — (|C\ S[—2) -2
< de(S,8) — (IC\ S| —2) -2
< dﬁ(C\{wlaU&} (C\ {wr, wa})y) —
< dc(C, )
< es(C

) -

Ist der Nachbar von w; in C' nicht S-ungiiltig, so kann wy ebenfalls als Blatt
von C' angenommen werden. In diesem Fall folgt sofort

de(C\ {wy, we}, (C\ {wy,wa}),) = de(C,C,) und
de(C\ {wy, wa}, (C\ {w, we})y) < de(C, Cy).
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Sei nun y # ein Knoten mit dg(C,Cy) > e£(C) — 1 und wy € (C'\ {w1}),.
Wir zeigen nun, dass es in diesem Fall ein S-ungiiltiges Blatt w, gibt, sodass

de(C\ {ws}, (C\ {wa})y) = de(C, Cy) —
Angenommen fiir alle Blatter von C' in C'\ S gilt

de(C\ {wa}, (C\ {wa})y) = de(C,Cy).

Dann sei U die Menge der Knoten von C'\ S, die den Abstand in Richtung
y nicht erhoht haben. Dann gilt

de(C,Cy) = de (S, 5y) = [C\ S|+ U|.

Nun haben wir die folgenden Informationen. Da wy € (C'\ {w;}),, muss der
Nachbar von w; in C' S-giiltig sein (wegen der Behauptung zu Beginn des
Beweises). Daher kann ws ebenfalls als Blatt von C' angenommen werden.

Ist wy € (C'\ {w2}),, dann gilt

de(C\ {ws}, (C\ {wa})y) = de(C,Cy) +1
und damit folgt we ¢ U. Da auch wy ¢ U, folgt
de(C,Cy) < dg(S,8,) = [C\ S|+ U]
< de(C\ {wy, wa}, (C\ {wr, wa})y) —
< ec(C) -2,

ein Widerspruch zur Annahme. Daraus folgt, dass ws ¢ (C'\ {ws}), und
damit auch nicht in (C'\ {wy, ws}), liegt. Damit erhalten wir

de(C\ {wr, wa}, (C\ {wr, wa})y) = de(C, C,).
und somit e, (C'\ {wy,ws}) < e(C) (Man beachte, dass durch Wahl von ws
auch der Abstand zu z erhalten bleibt). O

Satz 3.2.9. Sei S ein Teilbaum eines minimal zentralen Teilbaumes mit
ec(S) = de(S,S,). Sei weiters S, ein Teilbaum mit x € S, der einen S-
gultigen Knoten w enthdlt, sodass S V{w} wieder in einem minimal zentralen
Teilbaum enthalten ist und es (S V{w}) < es(S). Weiters seien

M(S,x) = max 2dr(S,y) + As(y),

rAYET,
2dp(S A

N(Sz)=  max  2dr(Sy)+ As(y),
T(S,2) = {y € T0 | 2dx(S, ) + As(y) = M(S,)} und
S(5,7) ={y € . ND(S) | 2dx(S,y) + As(y) = N(5,2)}.
Sei weiters die Menge A(S, x) definiert wie folgt:
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(i) Sei M(S,x) > N(S,x) und T(S,z) = {h}. Dann ist h ¢ S und ¢ der
zu S benachbarte Knoten, sodass dp(SV{c},Sy) < dc(S,Sh). Gibt es
y € S8(S,x), sodass Sy einen (S V{c})-giltigen Knoten w enthdlt, dann
sei A(S,x) die Menge all jener y.

Ezistiert kein solcher Knoten in S(S, x) und enthalt S, einen (S V{c})-
glltigen Knoten w, dann gilt A(S,z) = D(S V{c}) NT,.

Enthdlt S, keinen (S V{c})-giiltigen Knoten, dann sei A(S,z) gleich
D(S)NT,.
(ii) Ist M(S,x) = N(S,z) oder |T(S,z)| > 1 sei A(S,z) = S(S, ).
Dann gilt

(a) Gibt es einy € A(S,z)\ S, dann kann w als der eindeutige Nachbar
von S auf der Geoddite S — S, gewdhlt werden.

(b) Sei y € A(S,z) mit y € S beliebig. Dann gibt es einen S-giltigen
Knoten w € Sy, sodass SV{w} in einem minimal zentralen Teilbaum
enthalten ist.

Beweis. Im Rahmen dieses Beweises miissen aufgrund der Definition der Men-
ge A(S, ) einige Fallunterscheidungen gemacht werden. Daher wollen wir uns
hier, zu Beginn des Beweises, mit dessen Aufbau auseinandersetzen.

Wir wollen folgendermafen vorgehen. Sei y € A(S,z) und C' ein minimal
zentraler Teilbaum, der S aber keinen S-giiltigen Knoten in Richtung y ent-
hélt. Wir werden ein Blatt b € C'\ S von C und eine Knoten w in Richtung
y angeben, sodass

ec((C\A{b}) V{w}) = ec(C).

Daraus folgt, dass es einen minimal zentralen Teilbaum gibt, der S V{w}
enthélt.
Im Wesentlichen gehen wir in zwei groften Schritten vor.

1. Wir zeigen, dass sich b immer so wahlen lasst, dass
de((C\A{b}) V{w}, ((C\{b}) V{w}),) < de(C, Cy).
2. Die Auswahl des Blattes in 1. erfiillt fiir jeden Knoten z # v

de((C\A{D}) Viw}, ((C\A{b}) V{w}):) < de(C C).
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Bei der Auswahl des Blattes b muss vorsichtig vorgegangen werden. Wir
wahlen b aus S,, da wir die Existenz eines solchen Blattes aufgrund der
Voraussetzungen garantieren konnen. Sei w ein S-giiltiger, zu S benachbarter
Knoten aus Sy, bzw. der Geodéte S — S,. Es gibt einen Gabelungsknoten g,
der zu v maximalen Abstand hat mit den Eigenschaften (sieche Abb. 3.10)

(a) g€ S

(b) w € T, (der Ast bei g, der w enthélt, heife A)

(¢) T, enthélt einen S-giiltigen Knoten v € S, N (C'\ S)

(d) Mit diesen Eigenschaften habe g maximalen Abstand zum Knoten v

Sei weiters b ein Blatt von C' mit u € {g} — {b}. (u = b ist offenbar mdoglich.)

Abbildung 3.10: Wahl der Knoten w und b

Beginnen wir mit Schritt 1. Aufgrund der Wahl von ¢ kann w nicht in A
enthalten sein. Wegen Lemma 3.2.8 kann C'\ S hochstens einen S-ungiiltigen
Knoten ¢ enthalten. Dieser Knoten ist der einzige Knoten aus C'\ S, der in A
enthalten sein kann. Eine weitere wichtige Unterscheidung in diesem Beweis
ist, ob und wann ¢ in A enthalten sein kann.

Ist ¢ nicht in A, so verdndert sich S, in diesem Ast beim Ubergang von S
zu C' nicht, da aus diesem Ast keine Knoten zu S hinzugefiigt wurden. Da w
S-giiltig ist, erhalten wir w € S, und damit w € S;. Damit erhalten wir in

diesem Fall w € (C'\ {b}),. Ist b (C'\ {b})-giiltig, so liegt (C'\ {b}), in jedem

(C\ {b}), und damit ist auch w (C'\ {b})-giiltig. Ist b (C'\ {b})-ungiiltig, so
muss aufgrund derselben Uberlegung w auch (C'\ {b})-ungiiltig sein.
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Ist ¢ € A, so werden wir sehen, dass wir immer einen Knoten w wahlen
kénnen, der (S V{c})-giiltig ist. Damit ist w jedenfalls in jedem (C'\ {b}),
enthalten (sieche Abschnitt 3.2.2).

In beiden Féllen gilt dann

de((C\AbY) V{w}, ((C\ A{b}) V{w})y) < de(C, Cy). (3.2.1)
Fall 1: Ist M(S,z) = N (S, z), so ist A(S,z) = S(S, z). Es gilt
de(C, Cy) = de (5, Sy) +]C\ Sl

Enthélt A einen S-ungiiltigen Knoten ¢ und zeigt dieser in eine Richtung
z # 1y, dann gilt

d£<Ca Cz) < dg(S, Sz) + ‘C\S‘ -1
und damit
GL(C) > dg(c, Cy) > dg(c, Cz)

Entfernt man nun ¢ aus C, so vergrofert sich der Abstand in Richtung z
héchstens um Eins. Die L£-Exzentrizitat vergrofert sich dadurch nicht, ein
Widerspruch. Daher kann A keinen S-ungiiltigen Knoten enthalten und wir
erhalten wegen (3.2.1)

de((C\A{bY) V{w}, (C\{b}) V{w}).) < de(C, Cr).

Fall 2: Ist M(S,z) > N (S,z) und |T(S,z)| > 1. Seien by, by € T(S, ). Da
diese Knoten keine S-giiltigen Richtungen darstellen, kann der £-Abstand
wegen Lemma 3.2.8 nicht mehr zu beiden verringert werden. Da laut Vor-
aussetzung C'\ S mindestens einen S-giiltigen Knoten enthélt, wird durch
diesen der £-Abstand zu S, und Sp, um Eins erhoht. Angenommen C'\ S
enthélt einen S-ungiiltigen Knoten a, o.E. in Richtung b;, dann gilt

dg(c, CbQ) = dL(S, SbQ) + |C \ S| und
dl:<Cu Cbl) = dE(‘Su Sbl) + |C\S‘ -1

Da 63(0) Z dE(C, Cb2) > dL(C,Cbl) gllt dL(C\{GJ},SbZ) S 63(0). Da a
S-ungiiltig ist, gilt

de(C\{a}, (C\{a})y) = de(C, Cy) < ec(C).

Das Entfernen von a kann den Abstand zu anderen Teilbdumen erhéhen.
Aufgrund der Wahl von b; jedoch kann der Abstand nicht gréfser werden als
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zu Cp, . Dies ist ein Widerspruch zu C' minimal zentral. In diesem Fall enthalt
Sy A(C'\ S) keinen S-ungiiltigen Knoten. Mit (3.2.1) erhalten wir nun, dass

de((C\AD}) Viw], (CA\A{b}) Viw})y) < de(C, Co).

Fall 3: Sei M(S,z) > N(S,z) und T(S,z) = {h}. Ist ¢ € S, dann muss
aufgrund der Wahl von g auch w € S, sein. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme, dass h eine ungiiltige Richtung darstellt. Daher ist ¢ der eindeutige
Nachbar von S in Richtung h.

Da ¢ € S, gibt zwei Gabelungsknoten ¢;,co € S, mit ¢ € S.,, sodass
dr(v,c1) < dr(v,ce), auf der Geodéte zwischen den beiden kein weiterer
Gabelungsknoten liegt und

Ag(cy) — dp(cy, ) = 1.

Sei u ein S-giiltiger Nachbarknoten von S, sodass u (S V{c})-ungiiltig ist.
Da u kein Blatt von T ist, gibt es zwei Gabelungsknoten x; und zo mit
u € (SV{c})s,, sodass dr(v, 1) < dr(v, x2), auf der Geodéte zwischen ihnen
kein weiterer Gabelungsknoten liegt und

Agviey(x2) — dp(z1,22) = 1.

Da u S-giiltig ist, folgt x5 € S, und

A5<SL’2) — dT(.Tl,SL’g) > 1

Daher muss sich das Gewicht von zo bei der Aufnahme von ¢ verdndert
haben. Dies kann nur passieren, wenn c € S, .

Weiters folgt aus der S-Giiltigkeit auch, dass u ¢ S.,. Damit muss ¢; € S,
gelten. Insbesondere gilt dann, dass

ASV{C}(‘%Q) = AS(ZUQ) —1.
Daraus folgt nun, dass
Ag(xe) — dp(xy, 29) = 2.

Da u, ¢ € S,, und beide Nachbarn von S sind, folgt x5 € S und damit u # z,.
Daher gilt laut Proposition 3.2.6 Agyqu(22) < Ag(z2). Gilt Agyquy(r2) =
Ag(z2) — 1, dann u € (S V{u}),, und damit auch in (S V{u}),,. Dann folgt
wegen Proposition 3.2.6, ein Widerspruch. Daher gilt

As(x2) — dp(z1,72) <0
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und so folgt ¢ ¢ (S V{u}),.

Laut Voraussetzung gibt es einen Nachbarknoten u von S mit ez (S V{u}) <
ec(S). Insbesondere gilt e (S V{u}) = de(S V{u}, (SV{u}),). Gibt es in S,
keine (S V{c})-giiltigen Knoten, dann ist insbesondere ein solches u (S V{c})-
ungiiltig und es folgt wegen Lemma 3.2.7, dass ¢ ¢ C.

Gibt es keine (S V{c})-giiltige Knoten in S,, so ist also ¢ ¢ A und es gilt
wegen (3.2.1)

de((C\AD}) Viw], ((C\A{b}) Viw})y) < de(C, Co).

Gibt es (S V{c})-giltige Knoten in S(S,z), dann enthélt A(S, z) auch nur
(S V{c})-giiltige Richtungen. In diesem Fall wéhlen wir den Knoten w als
(S V{c})-giiltig. Daher gilt auch in diesem Fall

de((C\A{bY) V{w}, (C\A{b}) V{w})y) < de(C,C).

Damit ist Schritt 1 abgeschlossen und wir kénnen mit Schritt 2 beginnen.
Sei z # v ein Gabelungsknoten von T'. Wir unterscheiden, ob z ein Element
von T, \ {z} oder nicht.

Sei zuerst z ¢ T, \{z}. Wir haben in Schritt 1 b so gew&hlt, dass b € (C'\{b}),
genau dann, wenn w € (C'\ {b}),. Damit gilt

de((C\A{D}) Viw}, ((C\A{b}) V{w}):) < de(C C).
Sei also z € T, \ {z}, o.E. kénnen wir annehmen, dass
de(C\AbY, (C\A{b}):) = de(C, C2) + 1

gilt und w ¢ (C'\ {b}). (anderenfalls erhoht der Austausch den Abstand zu
2z nicht).
An dieser Stelle unterscheiden wir wieder in 2 Fille,

(a) A(S,z)NS(S,z) =0
(b) A(S,z) N S(S,x) # 0.

Fall a. In diesem Fall ist M(S,z) > N (S,z), T(S,z) = {h} und es gibt in
S(5, z) keinen (S V{c})-giiltige Richtung. Da u ein giiltiger Knoten Richtung
z ist, ist z eine S-giiltige Richtung. Ist z ¢ S(S, x), dann ist

dﬁ(Sa SZ) < dﬁ(sa Sh) —2.
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Daher gilt

/‘\
\_/

AVAR AR AVARLY,

, Ch)
,Sp) +|C\S|—1
)+|C\S|+1
C.)+

Durch den Austausch von b und w wird der Abstand in Richtung z um
maximal 2 erhoht, daher gilt

de((CA\AD}) Viw], (C\{b}) V{w}):) < ec(C).

Ist z € §(S,2), dann muss v und damit auch b (S V{c})-ungiiltig sein. In
Fall 3 des ersten Schrittes haben wir uns bereits {iberlegt, dass dann ¢ kein
Element von C' sein kann. Damit ist wieder

L Q
w9 Q

&&&.&
/-\/-\/-\/-\

A
\_/

AVAR AVAR AVARLY,

£(C,Ch)

(S, Sh) +|C\ S|
(S, )+\C\S\+1
£(C,C2) +

&.&.&&.

und dieser Fall ist abgeschlossen.

Fall b. Sei nun M(S,z) = N (S, z) oder |T(S,z)| > 1. Dann ist y € S(S, z).
Da b entweder ein S-giiltiger Knoten ist oder in dieselbe Richtung wie u zeigt,
stellt z eine S-giiltige Richtung dar und es gilt laut Voraussetzung

2dp(S,2) + As(z) < 2dr(S,y) + As(y).

Zum Schluss unterscheiden wir noch ein letztes Mal in die 3 Falle, z ¢ C,
z€ Caber z¢ Sund z € S.
Ist z ¢ C, dann gilt dr(C, z) < dr(S, 2)—1, dr(C,y) = dr(S,y) und C, = ..

de(C,C,) = |Cl+|C,| + 2(dr(C, 2) — 1)
< |C| +|S.] +2(dr(S,2) —1—1)
=|Cl=14+2dp(S,z) + As(z) — 2
<|C| = 1+2dr(S,y) + As(y) — 2
=|C] = 1+2dr(C,y) + Ac(y) — 2
=de(C,Cy) —2
<e(C)—2.
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Ist z € C, aber z ¢ S. Es gilt jedenfalls C, C S, und damit

de(C,C2) = [C] + |G| = 2(|C.n CY)
<I|C|+1|C.| -2
<O+ 82| =2+ 2(dr(S, 2) — 1)
=|C|—14+2dr(S,z) + As(z) — 2
<Ol =14 2dr(S,y) + As(y) — 2
=[Ol =1+2dr(C,y) + Ac(y) -2
=de(C,Cy) —2
<e(C)—2.
Ist z € S, dann gilt auch z € C. Dann v € C, C S,. Da u ¢ S, gilt
u # z damit laut Proposition 3.2.6 Ac(z) < Ag(z) — 2. Weiter ist wiederum
dr(S,y) = dr(C,y). Da d(S, z) = 0 gilt
de(C,CL) =|Cl =14 Ac(2)
<|Cl—=142d7(S,2) + As(z) — 2
<O =1+ 2d2(S,y) + As(y) — 2
=[Ol =1+2dr(C,y) + Ac(y) -2
=dc(C,Cy) —2
<ec(C)—2.

Daraus folgt, dass
de((C\AbY) V{w}, (C\A{b}) V{w}):) < de(C,C2) +2 < ep(C).
(C'\ {b}) V{w} ist minimal zentraler Teilbaum. O

Bemerkung. Die Menge A(S, z) enthélt nur giiltige Richtungen.

Mithilfe von Algorithmus 3, CALCULATEDIRECTIONS, lassen sich diese Rich-
tungen nun berechnen. Dieses Codestiick berechnet die Menge A(S, x) aus
Satz 3.2.9.
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Algorithmus 3 CALCULATEDIRECTIONS

Gegeben: TB S eines min. zentralen TB, Knoten = sodass Teilbaum S,,
der einen Knoten w enthilt, der aufgenommen werden kann
Gesucht: Berechnet die Richtungen in 5., in die S vergrofert werden kann

1: M = maxyer, y£. 2 dr(S,y) + As(y)

2: N = maXyer,np(s)y#e 2 dr(S, y) + As(y)

3: B={y el |y#ux2dr(Sy)+ As(y) = M}

4: A={y e T.ND(S) |y # x,2dr(S,y) + As(y) = N}

5 C=T,N D(S)

6: if M > N und |B| == 1 then

7 Y= B[O]

8: @ sei eine Liste aller T-Gabelungsknoten (inklusive v) auf {v} — {y}.
9:  Ordne G absteigend bzgl. dem Abstand zu v.

10 fori=0;i<|G|—-1;i=i+1do

11: if Ag(G[i+ 1]) — dr(GJ[i], G[i + 1]) == 2 then

12: Losche die Knoten von ({G[i + 1]} V Sgp)) \ {G[i + 1]} aus A.
13: Losche die Knoten von ({G[i + 1]} V Sgp)) \ {G[i + 1]} aus C.
14:  if A ist leer then

15: A=C

16:  if A ist leer then

17: A=T,ND(S)
18: return A

Kann man die Menge A(S, z) berechnen, so steht der Bestimmung des Kno-
tens, der im néchsten Schritt zu S aufgenommen werden kann, nichts mehr
im Weg, wie Algorithmus 4, FINDVERTEX, darstellt.

Algorithmus 4 FINDVERTEX

Gegeben: TB S eines min. zentralen TB, Knoten = sodass Teilbaum S,,
einen Knoten enthélt, der aufgenommen werden kann.
Gesucht: Zu S adj. Knoten w, sodass S V{w} in einem min. zentralen TB
1. y==zx
2: loop
d = CALCULATECANDIDATEDIRECTIONS(S, )
if dN(T\ S) # 0 then
return Nachbar von S in Richtung d|0]
else
k = d[0]
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3.2.5 Stoppbedingungen

Um einen vollstandigen Algorithmus angeben zu konnen fehlen uns an dieser
Stelle noch die Stoppbedingungen. Von nun an sei

M(8) = M(S,v) = |S| = 1+ max (2 dr(S,y) + As(y)).

In jedem Schritt wird ein Knoten w zu S aufgenommen, der den £-Abstand in
Richtungen gewisser Knoten verkleinert. Richtungen unterschiedlicher Kno-
ten konnen, aus der Perspektive des Teilbaumes S, dieselbe Richtung darstel-
len. Wir miissen im Laufe des Algorithmus unterscheiden, welche Richtungen
sich ,wirklich unterscheiden, in dem Sinne, dass wir unterschiedliche Kno-
ten zu S hinzufiigen miissen um den £-Abstand zu ihnen zu verringern. Um
festzustellen wie viele unterschiedliche Nachbarn von S in einem Schritt be-
riicksichtigt werden miissen, brauchen wir eine Moglichkeit, die iiberfliissigen
Richtungen auszusortieren.

Definition 3.2.10. Sei K eine Menge von Knoten von 7. Dann sei K* die
kleinste Teilmenge von K, die die folgenden beiden Punkte erfiillt.

(a) Fiir jedes y € K\ S gibt es einen Knoten z € K* mit y € T,.
(b) Fiir jedes y € K NS gibt es einen Knoten x € K* mit z € T,,.

Mithilfe von Algorithmus 5 kénnen wir ausgehend von einer Menge K von
Knoten, die in moglicherweise gleiche Richtungen (ausgehend von S) zeigen,
die redundanten Knoten aussortieren, d.h. die Menge K* bestimmen.

Algorithmus 5 DIRECTIONS

Gegeben: Menge von Richtungen K, aktueller Teilbaum S
Gesucht: Loscht redundante Richtungen aus K
1: D=K \ S
2 N=KnS§S
3: for y € D do
4.  if es existiert x € D mit x # y und y € T,, then
5: Losche y aus K
6: for y € N do
7. if es existiert x € K mit z # y und y € T, then
8 Losche x aus K
9: return K
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Satz 3.2.11. Sei T ein Baum, S ein Teilbaum eines minimal zentralen Teil-
baumes, v ein Zentroidknoten mit ec({v}) = |T| —1 und v € S. Sei

M(S) = dc(S,5,)
und
KA (S)={zeT||S|—1+2dp(S,x) + As(x) > M(S) — 1}*.
Ist K*(S) € D(S) oder |K*(S)| > 1, dann ist S minimal zentral.

Beweis. Es gilt ez(S) = dg(S,S,). Ist S nicht minimal zentral, so diirfen nur
noch Knoten aus S, und hochstens ein S-ungiiltiger Knoten zu S aufgenom-
men werden.

Es gilt M(S) = dg(S,5,). Es gibt daher ein z; # v mit dg(S,5,) =
de(S,8:,). Ist [K*(S)] > 1, dann sei xo € K*(S) mit x; # xo. Es gilt
de(S,Sy) — 1 < de(S,S,,). Seien weiters w; und wy Nachbarn von S mit
w; € Sy, falls z; € S und w; € S — 5, sonst. Dann gilt

dﬁ(Sv{w]}7Sm]) = d£<S7 Sm]) — 1 fiir .] = 1727
de(SVIwn}, Sh)) = de(S,S,,) + 1> M(S) und
de(SV{ws}, Suy) = de(S,S:,) +1=M(S) + 1.

Weder die Aufnahme von wy, noch die eines anderen Knotens ws, kann M(.5)
verkleinern. Um den £-Abstand zu S, zu verringern, muss jedoch w; (bzw.
ein giiltiger Knoten in dieselbe Richtung) zu S hinzugefiigt werden. Da da-
durch der Abstand zu S, auf M(S) steigt, muss in einem Teilbaum C' mit
S C C und geringerem M (C') auch wy (bzw. ein giiltiger Knoten in dieselbe
Richtung) enthalten sein. Werden beide Knoten hinzugefiigt, so folgt

dE(S \/{wl,wg}, Sazl) = dg(s, Sazl) —1+1= M(S) und
de (S V{wy, wa}, Sg,) = de(S, Sz,) — 1+ 1 < M(S).

Jedes weitere Hinzufligen von Knoten hat offenbar denselben Effekt auf
M(S) wie eben beschrieben. S ist daher minimal zentral.

Sei nun K*(S) € D(S) und = € K£*(S) mit « ¢ D(S). Jeder S-giiltige Knoten
wiirde den Abstand zu S, erhéhen. Gibt es einen Nachbarknoten von S in S,
der den Abstand zu S, verringert, so erhoht dieser jedoch den Abstand zu
einem S,. Ein Teilbaum, der S echt enthilt, kann daher bestenfalls dieselbe
L-Exzentrizitat haben, keinesfalls jedoch eine kleinere. Daher ist S minimal

zentral.
O
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Satz 3.2.12. Sei T ein Baum, S ein Teilbaum eines minimal zentralen Teil-
baumes, v ein Zentroidknoten mit ec({v}) = |T| — 1, v € S und es gilt

M(S) =dg(S,S,) — 1.
Seien

K5(S) = {w € T| 8] — 1 +2de(S, ) + As(z) = M(S)}* und
K5(S) = {z € T||S| — 1 +2dw(S,z) + As(z) > M(S) — 1}*,

(a) Ist |K7(S)| > 2 und |[KC5(S)| > 2, dann ist S minimal zentral.

et = {T1,Taf. Sind Sy, und S,, beide S-ungiltige Richtungen,
b) Sei K7(S Sind Sy, d S,, beide S ) Rich
dann ist S minimal zentral.

(c) Sei xy € Ki(S) und S,, eine S-ungiltige Richtung. Gibt es keinen
Nachbarknoten wy von S mit wy € S,, sodass dg(SV{wi},S:,) =
de (S, Sz,) — 1, dann ist S minimal zentral.

(d) SeiKCi(S) = K5(S) = {x1,22}. Seien S, und S,, S-giiltige Richtungen
und wy ein S-giltiger Nachbarknoten von S, sodass dz(S V{w:}, Sy,) =
de (S, Sz,) — 1. Dann gilt:

(i) Gibt es einen zu S benachbarten Knoten wy mit we € (S V{w1}),,
sodass dp(SV{ws}, Sy,) = de(S,S.,) — 1, dann ist S V{w, ws}
minimal zentral.

(ii) Gilt fir jeden zu S adjazenten Knoten we mit de (S V{ws}, Sy,) =
de (S, Sz,) — 1, dass wy ¢ (S V{w1}),, dann ist S minimal zentral.

(e) Sei Ki(S) C K5(S) = {x1, 22} und x, € K3(S) mit x1 ¢ D(S). Seien
weiters Sy, eine S-giltige Richtung und wy ein Nachbarknoten von S
mit wy € Sy, sodass dg(SV{w:}, Sy,) = de(S, Sy, ) — 1. Dann gilt:

(i) Istxy € D(SV{w.}), dann gibt es einen (S V{w, })-giltigen Nach-
barn wy von S mit dp(S V{ws}, Sy,) = de(S,Sz,) —1. S V{wy, ws}

1st minimal zentral.

(ii) Ist xo ¢ D(SV{w,}), dann S minimal zentral.

(f) Sei K5(S) = {x1}, sei xy ¢ D(S) und wy ein Nachbarknoten von S mit
wy € Sy, sodass dp(SV{wi}, Sy) = de(S, S,) — 1.

(i) Gibt es einen (S V{w})-giltigen Nachbarn we von S, dann ist
S V{wy, wy} minimal zentral.
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(ii) Enthdlt T keine (S V{wn})-giltigen Knoten mehr, dann ist S mi-
nimal zentral.

Beweis.
Zu (a). Sei |Kj(S)| > 2 Seien x1,z5 € Kj(S) und z3 € K5(S) paarweise
verschiedene Richtungen. Dann gilt

d£(57 Sl'l) = M<S)7
de (S, Sz,) = M(S) und
de (S, Szy) > M(S) — 1.

Weiters sei C' ein Teilbaum, der S echt enthélt. Jeder Knoten in C'\ S kann
den £-Abstand zu héchstens einem der 3 Teilbdume verringern, erhoht aber
gleichzeitig den Abstand zu den anderen beiden. Daher gilt in jedem Fall
ec(S) < es(C). Somit ist C' nicht minimal zentral.

Zu (b). Ist K5(S) = {21, 22} und wy; und wy Nachbarn von S in Richtung
Sy, bzw. S,,. Laut Voraussetzung sind beide S-ungiiltig. Um den £-Abstand
sowohl zu S,, als auch zu S, nicht zu vergrofern miissen beide aufgenom-
men werden. Wegen Lemma 3.2.8 konnen aber nicht beide in einem minimal
zentralen Teilbaum enthalten sein, der bereits S enthélt. Daher ist S schon
minimal zentral.

Zu (c). Gibt es eine Richtung in *(S) zu der der Abstand nur mehr durch
einen Knoten auferhalb S, verkleinert werden kann, ist S wegen Lemma
3.2.7 minimal zentral.

Fiir die Félle (d)-(f) gilt fiir x # x1, x9, v gilt jedenfalls
42(8,8.) < M(S) — 1 = eg(S) — 2
und damit unabhéngig von der Wahl von w; und ws
de (S V{wy, wa}, (S V{wy, wa}).) < ec(S).

Sei w9 ein S benachbarter Knoten, sodass dg (S V{ws}, Ss,) = de(S, Sa,) — 1.
Dann gilt fiir 2 = 1,2

de (S V{wr, wa}, Sy,) = de(S, Sy,)-
Zu (d). Wir wissen, dass
de (S V{ws}, (S V{wi}),) < de(S, S).
Ist wy € (S V{w;}),, dann gilt weiters

de (S V{wy, wa}, (S V{wy, we}),) < de(SV{wi}, (SV{w})y).
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Insgesamt gilt damit in diesem Fall ez (S V{w, we}) = M(S). Jede weitere
Aufnahme von Knoten kann den £-Abstand zu beiden S,, bestenfalls halten.
Damit ist S V{ws, ws} minimal zentral.

Gibt es jedoch keinen Nachbarn ws von S mit wy € (S V{w,}),, dann gilt

dL(S \/{wl, wg}, (S \/{wl, U)Q})U) > dE(S \/{wl}, (S \/{wl})v).

Die L-Exzentrizitdt kann daher nicht mehr verbessert werden.

An dieser Stelle wollen wir uns {iberlegen, dass die Wahl des Knotens w;
die Existenz eines passenden Knotens wy nicht beeinflusst. Sei g ein Gabe-
lungsknoten, sodass 7}, die Teilbdume S, und S;, enthélt. Da w; und ws
unterschiedliche Nachbarknoten von S sind, muss g € S gelten und x; und
x5 in verschiedenen Asten bei g liegen. Jede mogliche Wahl des Knotens wy
liegt im selben Ast wie x;. Bei der Aufnahme eines Knotens aus diesem Ast
verdndert sich das S-Gewicht von g immer auf dieselbe Weise, unabhingig
von der Wahl von w;. Damit gilt: Gibt es eine mogliche Wahl von wy, sodass
g € (SV{w}),, dann gilt dies fiir jede mogliche Wahl von w;. wy befindet
sich in einem anderen Ast bei g. Dieser Ast verdndert sich innerhalb von S,
bei der Aufnahme von w; nicht. Daher gilt wy € (S V{w;}), genau dann,
wenn g € (S V{wi}),.

Wihlt man g mit maximal moglichem Abstand zu v, so kénnen wir an dieser
Stelle die analoge Uberlegung fiir (e) anstellen. Wieder verdndert sich der
Ast bei g von z2 (und damit jeder moglichen Wahl von w,) innerhalb von S,
bei Aufnahme von wy nicht. Ist jede Wahl von wy (S V{w; })-ungiiltig, dann
ist entweder wy bereits S-ungiiltig oder g ist (S V{w;})-ungiiltig. In beiden
Féllen, kann die Wahl des Knotens w; dies nicht beeinflussen.

Zu (e). Laut Voraussetzung ist S,, eine S-ungiiltige Richtung und es gibt
einen zu S benachbarten Knoten w; € S, in Richtung S,,. Es gilt

de(SV{w}, (SV{wi})y) = dc(S,Sy).
Gibt es eine (S V{w, })-giiltige Wahl fiir w9, dann folgt
de (S V{wy, wa}, (S V{wy,we}),) < de(SV{w:}, (SV{w})y).

In diesem Fall folgt wieder e, (S V{wy,wa}) < es(S). Eine weitere Verbesse-
rung wie in (d) kann nicht mehr erreicht werden. Wiederum ist die Wahl von
w; nicht relevant.

Zu (f). Um die £-Exzentrizitdt zu verkleinern muss jedenfalls ein Nachbar
von S mit den Eigenschaften von w; zu S aufgenommen werden werden.
Analog zum vorigen Fall gilt

de(SV{wr}, (SV{w})e) = de(S, S,).
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Daher muss noch ein weiterer Knoten aufgenommen werden, der den Ab-
stand zu (S V{w;}), und allen (SV{w}), verringert. Dies kann nur ein
(S V{w:}),-gliltiger Knoten tun. Gibt es einen solchen, dann auch einen
zu S benachbarten Knoten wy. Dann gilt e (S V{wi,ws}) < er(S). Da
ec(SV{wy,we}) = M(S) resultiert jede weitere Aufnahme von Knoten in
keiner Verbesserung mehr.

Existiert kein solcher Knoten, so kann die £-Exzentrizitdt nicht mehr ver-

bessert werden. Die Aussage folgt.
U

Tritt einer der Fille des Satzes 3.2.12 ein, so terminiert der Algorithmus in
diesem Schritt. Algorithmus 6 présentiert die Uberpriifung der Bedingungen
(c) bis (f) aus dem Satz 3.2.12 algorithmisch. Man beachte, dass diese Rou-
tine nur aufgerufen werden soll, wenn |K5(S)| < 2 und héchstens einer der
beiden Knoten in dieser Menge S-ungiiltig ist.
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Algorithmus 6 FINDLASTTWOVERTICES

Gegeben: TB S eines min. zen. TB, Liste L mit max. 2 Richtungen, TB S,
Gesucht: Uberpriift ob keiner oder zwei Knoten zu S aufgenommen werden
1: if |L| == 2 then

e el e e e e e e T

NN B
w o

O
T2

if L[1] ¢ D then
N L1], y = L[0]
x = L[0], y = L[1]

else
x = L[0]
if x ¢ D then

W sei Menge der Nachbarknoten von S die Abstand zu x verringern.
for w e W do

if w¢ S, then

Losche w aus W

if W == () then

return ()
w = W0
UPDATE(S, w, T, W, V, D)
if D == then

return ()
else if |L| == 2 und y ¢ D then

return ()
else

return {w, FINDANNEXATIONVERTEX(S, S,)}

. else if |L| == 2 then
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:

w = FINDANNEXATIONVERTEX(S, S,)
UPDATE(S, w, T, W, V, D)
U sei Menge der Nachbarknoten von S die Abstand zu y verringern.
for u e U do
if u ¢ S, then

Losche u aus U

if U == () then
return ()
else

return {U[0],w}

Algorithmus 7 zeigt das Zusammenspiel der bisherigen Ergebnisse auf. Sowohl
die Korrektheit als auch die Laufzeit des gesamten Algorithmus werden im
Anschluss untersucht.
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Algorithmus 7 FINDLCS

Gegeben: Baum T
Gesucht: Ein minimal zentraler Teilbaum C von T.

1: Z = FINDCENTROID(T).
2: if T ist Pfad then
3: return 7
4: Sei v € Z mit ex({v}) <|T] -1
5: .5 = {U}
6: Fir alle Knoten x € T setze S, = T, und Ag(z) = |T,| — 1.
. V=T\({v}U{zeT|degr(x)=1})
8: F ={v}U{z | degr(z) # 2}
9: W= {As(x) | z € F}
10 T =4S, |z € F}
11: D={z |z € F mit degr(z) # 1 oder dr(v,z) # 1}
12: loop
132 M=|S|—-1+max{2dr(S,y) + As(y) | y € F\{v}}
14: Ky = DIRECTIONS({x € T'| |S| = 1 + 2 dp(S, z) + Ag(z) = M})
15: Ky = DIRECTIONS({z € T' | |S| = 1+ 2dp(S,z) + As(z) > M —1})
16:  if D = () then
17: return S
18:  if M =dg(S,S,) und (4| >1V K, € D) then
19: return S
20: if M = dg(s, Sv) — 1 then
21: if ;] > 2 then
22: return S
23: if |1 ==2 then
24: if |KCo| > 2 then
25: return S
26: else
27: if |[/Cy \ D| > 1 then
28: return S
29: else
30: return SV FINDLASTTWOVERTICES
31: else
32: if o\ D =0 then
33: return SV FINDLASTTWOVERTICES
34: w = FINDANNEXATION VERTEX
35: S=SVw
36:  UPDATE(S,w,T,W,V,D)
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3.2.6 Korrektheit des Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir die Korrektheit des Algorithmus besprechen.
Alle dafiir notwendigen Ergebnisse sind bereits in den vorigen Abschnitten
beschrieben. Zur Erinnerung beschreiben wir an dieser Stelle noch einmal
die dem Algorithmus zugrundeliegende Idee. Ist der Baum T ein Pfad, so
wissen wir wegen Satz 3.2.2, dass der vom Zentrum induzierte Teilbaum der
einzige minimal zentrale Teilbaum ist. Dies wird in Zeile 2 iiberpriift und
gegebenenfalls zuriickgegeben.

Ist T" kein Pfad, so gibt es laut Proposition 3.1.9 einen Zentroidknoten v mit
ec({v}) = |T|—1. Ein solcher Zentroidknoten ist, laut Lemma 3.2.1, in jedem
minimal zentralen Teilbaum von 7" enthalten. Der Teilbaum S = {v} stellt
daher mit Sicherheit einen Teilbaum eines minimal zentralen Teilbaumes dar.
Da S, = T gilt bereits zu Beginn e, (S) = dz(S, S,).

In jedem Schritt, bis auf eventuell den letzten, haben wir einen Teilbaum S
eines minimal zentralen Teilbaumes C' mit e, (S) = d(S, S,). Ist C'\ S # 0,
so gilt, aufgrund der minimalen Ordnung von C'

65(5) > GL(C).

Daher gibt es einen Teilbaum S, mit ez (S) = dg(S,S") > de(C,S’). Dieser
Teilbaum S’ ist von der Form S, fiir ein z = v oder einen T-Gabelungsknoten
x. Wegen der Propositionen 3.1.4 und 3.1.5 wissen wir nun, dass S C C
mindestens einen Knoten in Richtung S’ enthélt. Wir wissen weiters, dass
C\ S C S, und dass C'\ S maximal einen S-ungiiltigen Knoten enthalten
kann.

Sei wiederum

M(S) =S| — lm;gXZ dr(v,z) + Ag(x)

Ein minimal zentraler Teilbaum teilt als zentraler Knoten im Hasse-Graphen
jeden ldngsten Pfad auf dem er liegt in zwei Halften. Die Léngen dieser
Hilften miissen nicht unbedingt gleich lang sein, sie kénnen sich um 1 unter-
scheiden. Daher sind fiir uns nicht immer nur die Teilbdume mit maximalem
L-Abstand von Interesse, sondern auch jene mit £-Abstand um 1 geringer.
Wir unterscheiden 3 Félle:

(i) de(S.Su) — 1> M(S)
(ii) de(S,S,) —1=M(S)
(iii) dz (S, 5,) = M(S)
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Beginnen wir mit Fall (7). Um die £-Exzentrizitdt zu verringern, muss der
Abstand zu S, und zu jedem S, verringert werden. Dies kann durch die Auf-
nahme jedes, zu S benachbarten, S-giiltigen Knoten erreicht werden. Gibt
es noch einen S-giiltigen Knoten, so gibt es auch einen solchen zu S benach-
barten Knoten w. Dann gilt

de(SV{u},S,) = de(S,S,) —1=e(S) — 1 und
de(SVA{u}, S,) = de(S,8,) — 1= ec(S) — 2.

Fiir Knoten = # v gilt
dL(S,S_x) < dL(S, Sx) < GL(S) — 1.

Durch die Aufnahme der Knotens u zu S werden diese Abstédnde um maximal
1 erhoht. Daher ist ez (S V{u}) < es(S) und S kann nicht minimal zentral
sein. In diesem Fall wissen wir, dass S, jedenfalls einen S-giiltigen Knoten
enthélt, der zu S hinzugefiigt werden kann. Mithilfe von Satz 3.2.9 kann dieser
Knoten nun bestimmt werden. Insbesondere stellt S, eine giiltige Richtung
dar, der Algorithmus kann also nicht in Zeile 16 terminieren.

Gibt es keinen S-giiltigen Knoten mehr, so ist es nicht mehr moglich die £-
Exzentrizitat zu verbessern. S ist in diesem Fall bereits minimal zentral. Der
Algorithmus stoppt in Zeile 16, da es keine giiltigen Richtung mehr gibt.
Zu Fall (ii). Seien hierfir

K5(S) = {z € TS| — 1+ 2dr(S, 2) + Ag(z) = M(S)}* und
K5(S) = {z € T | |S] — 1+ 2dp(S,z) + Ag(z) > M(S) — 1}*.

Der einzige Fall, der in Satz 3.2.12 nicht abgedeckt ist, ist wenn KCj(S) =
{z} und z eine S-giiltige Richtung darstellt. Dann gibt es einen S-giiltigen
Nachbarknoten w von S, sodass gilt

de(SV{w},S,) = de(S,S.) — 1 =ec(S) — 2,
de(SV{w}, S,) = de(S,S,) — 1 =e,(S) — 1 und
de(SV{w}, S,) = de(S,8,) =1 = ec(S) — 2.

Fiir Knoten y # v, x gilt
dg(S,S_y) < dL(S, Sy) < 65(5) — 1.

Durch die Aufnahme von u zu S werden diese Absténde um maximal 1
erhoht. Damit ist ez (S V{w}) < es(S) und S kann nicht minimal zentral
sein. 9, ist jedenfalls ein Teilbaum, der die Voraussetzungen des Satzes 3.2.9
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erfiillt. Mithilfe dieses Satzes kann der Knoten also bestimmt werden. Man
beachte, dass in S, eine giiltige Richtung darstellt, der Algorithmus kann also
nicht in Zeile 16 terminieren.

Betrachten wir nun Satz 3.2.12. Ist |[K7(S)| > 2 (siehe (a)), dann terminiert
der Algorithmus in Zeile 21. Sei zuerst Kj(S) = {1, z2}. Ist dann |[IC5(S)| > 2
(siehe (a)), so terminiert der Algorithmus in Zeile 24. Sind beide Knoten aus
KCi(S) S-ungiiltig (siehe (b)), dann endet der Algorithmus in Zeile 27.

Tritt keiner dieser Félle auf, dann wird die Routine FINDLASTTWOVER-
TICES die Bedingungen (c) bis (f) tberpriifen. Wir wissen an dieser Stelle
bereits, dass hochstens einer der beiden Knoten x; oder x5 einen S-ungiiltige
Richtung darstellt. Sei zuerst o.E. x; eine S-ungiiltige Richtung und gilt fiir
alle Nachbarn w von S, die den Abstand zu S,, verringern kénnten, dass
w ¢ S (siehe (c)), dann gibt die Routine in Zeile 13 die leere Menge zuriick.
Insgesamt wird dann in Zeile 30 der Teilbaum S zuriickgegeben.

Gibt es einen Knoten w € S, der den Abstand zu S,, verringern kann, dann
berechnet UPDATE unter anderem alle (S V{w})-giiltigen Richtungen. Ist xo
eine solche Richtung, dann (siehe (e)) bestimmt FINDVERTEX einen Knoten u
in Richtung S,,. Dies folgt aus der Wahl der Menge A(S, x) in Satz 3.2.9. Der
Algorithmus gibt in Zeile 30 S V{u, w} zuriick. Ist x5 eine (S V{w})-ungiiltig
Richtung, so wird dies in FINDLASTTWOVERTICES in Zeile 19 festgestellt
und der Algorithmus gibt in Zeile 30 S aus.

Ist x; jedoch eine S-giiltige Richtung (dann o.E. auch x3), dann bestimmt
man mit FINDVERTEX einen Knoten w, der den Abstand zu S,, verringert.
Nun berechnen wir in FINDLASTTWOVERTICES mithilfe UPDATE den Teil-
baum (S V{w}),. Gibt es einen Nachbarn u € (S V{w}), von S, der den Ab-
stand zu S, verringern kann, so ist dieser laut (f) in einem minimal zentralen
Teilbaum enthalten. FINDLASTTWOVERTICES gibt {u, w} zuriick und unser
Algorithmus stoppt in 30 mit dem minimal zentralen Teilbaum S V{u,w}.
Gibt es einen solchen Nachbarn u nicht, erkennt dies FINDLASTTWOVERTI-
CES in Zeile 30 und der Algorithmus gibt S zuriick.

Damit ist der Fall |[KC7(S)| = 2 abgeschlossen.

Sei nun z; der eindeutige Knoten aus K3(S), dann wird FINDLASTTWO-
VERTICES in Zeile 33 aufgerufen. Da x; eine S-ungiiltige Richtung ist, muss
die Bedingung in (c¢) wieder tiberpriift werden. Dies funktioniert auf selbem
Weg wie vorhin. Ist (¢) nicht erfiillt und w € S, ein Nachbarknoten von S in
Richtung S,,, so tiberpriifen wir noch ob es eine (S V{w})-giiltige Richtung
gibt (nach (f)). Ist dies der Fall so berechnet der Algorithmus diese mithilfe
von FINDVERTEX, anderenfalls wird S zuriickgegeben.

Zu Fall (7i7). Es sei

K*(S) = {x € T | 2de(S, x) + As(z) > M(S) — 1}*.
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Laut Satz 3.2.11 gilt, dass S minimal zentral ist, wenn *(S) € D(S) oder
|KC*(S)| > 1. Dies wird in Zeile 18 iiberpriift. Sei also K*(S) = {z} C D(S).
Da z eine giiltige Richtung darstellt, gibt es einen S-giiltigen Nachbarn w
von S, sodass gilt

de(SV{w}, S;) = de(S,5,) —1=ec(5) — 1,
de(SV{w}, Sy) = de(S,S,) — 1 =es(S) — 1 und
de(SV{w}, S,) = de(S,8,) — 1= ec(S) — 2.

Fiir Knoten y # v, x gilt
dg(S,S_y) < dL(S, Sy) < 65(5) — 1.

Durch die Aufnahme von u zu S werden diese Abstdnde um maximal 1
erhoht. Damit ist ez (S V{w}) < es(S) und S kann nicht minimal zentral
sein. S, ist jedenfalls ein Teilbaum, der die Voraussetzungen des Satzes 3.2.9
erfiillt. Mithilfe dieses Satzes kann der Knoten also bestimmt werden. Man
beachte, dass in S, eine giiltige Richtung darstellt, der Algorithmus kann also
nicht in Zeile 16 terminieren.

Gibt es keine giiltigen Richtungen mehr, dann ist S in jedem der 3 Félle
minimal zentral. Die Stoppbedingung in Zeile 16 ist daher auch korrekt.

3.2.7 Laufzeit

In diesem Abschnitt wollen wir eine grobe Laufzeitanalyse des vorgestellten
Algorithmus angeben. Hierfiir beziehen wir uns auf die obigen Codestiicke
und vernachléssigen jede Moglichkeit einer effizienteren Implementierung der
algorithmischen Idee. Sei hierfiir n die Ordnung des Eingabebaumes. Im Rah-
men dieser Analyse wird angenommen, dass der Abstand eines Knotens zum
Startknoten v in einer Liste abgelegt wurde. Ein Zugriff auf den Wert dz(v, x)
kann jedenfalls in O(n) Schritten geschehen. Man beachte hier, dass sich der
Abstand dp(z,y) aus dr(v,z) und dr(v,y) berechnen lasst sofern einer der
3 Knoten auf der Geodite der anderen beiden liegt. Weiters wollen wir hier
auch annehmen, dass die Gewichte Ag(z) und die Teilbdume S, der Kno-
ten ebenfalls in Listen abgelegt werden. Ein Zugriff auf eines dieser benotigt
somit ebenfalls O(n) Rechenschritte. Wéhrend des gesamten Algorithmus
werden arithmetische Operationen auf Zahlen kleiner gleich n ausgefiihrt.
Diese benétigen damit O(logn) Rechenoperationen.

Beginnen wir mit der Subroutine UPDATE (Algorithmus 2). Fiir die Erstellung
der Liste G miissen O(n) Knoten = betrachtet werden. Um festzustellen ob
der betrachtete Knoten w in S, liegt benétigt man wiederum O(n) Rechen-
operationen. Das Erstellen der Liste benétigt also O(n?) Rechenoperationen.
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Da die Liste nicht mehr als n Knoten enthélt, bendtigt das Ordnen dieser
O(nlogn) Schritte. Dies kann in Anbetracht des Aufwands der Erstellung der
Liste vernachléssigt werden. Die Schleife iteriert O(n) mal. Betrachten wir
eine Iteration genauer. Die arithmetischen Berechnungen konnen wir hier
vernachlassigen, der Rechenaufwand entsteht durch das Aktualisieren der
Liste der giiltigen Knoten V und der Liste der giiltigen Richtungen D. Fiir
jeden Knoten, der aus einer solchen Liste entfernt wird, braucht man O(n)
Schritte und es werden gegebenenfalls auch O(n) Knoten entfernt. Eine sol-
che Aktualisierung kostet demnach O(n?) Rechenschritte. Die Berechnung
der Knotenmenge in Zeile 18 kann z. B. durch eine Tiefensuche innerhalb
von S, durchgefiihrt werden, da S, bekannt ist und man nur noch die Kno-
ten der Geodéte {y} — {z} bestimmen muss. Dies gelingt jedenfalls in O(n).
Insgesamt benotigt die Schleife und damit die gesamte Routine O(n3) Re-
chenoperationen.

Nun zu Algorithmus 3, der Subroutine CALCULATEDIRECTIONS. Die Men-
gen A, B, C =T, ND(S) und die Werte M und N lassen sich jedenfalls in
O(n?) Schritten bestimmen. Wie in UPDATE wird eine Liste G bestimmt und
geordnet, dies kostet O(n?) Rechenoperationen. Die Schleife iteriert wieder
O(n) mal. In einer Iteration wird auf einmal auf die Liste der Gewichte Ag
und zweimal auf die Liste der Abstéinde dr zugegriffen, dies kostet jeweils
O(n) Operationen. Auch die Bestimmung der zu l6schenden Knoten lésst sich
wieder in O(n) Schritten durchfiithren, das Loschen selbst benétigt zwei Mal
O(n?) Schritte. Damit konnen alle Zuweisungen und arithmetischen Opera-
tionen wieder vernachlassigt werden. Insgesamt braucht die Routine wieder
O(n?) Rechenoperationen.

Die Routine FINDVERTEX besteht aus einer Schleife, die O(n) Iterationen
durchfiihrt. In jeder Iteration wird die eben beschriebene Subroutine CAL-
CULATEDIRECTIONS aufgerufen. Die Uberpriifung in der if-Abfrage kostet
O(n?) Operationen. Die Bestimmung des Nachbarknotens von S kann z.B.
folgende Weise geschehen. Angenommen wir haben eine gerichtete Kopie des
Baumes T, in der alle Kanten in Richtung v fithren (eine Erstellung dieses
Baumes ist einmalig und kostet O(n) Rechenschritte), dann kann man aus-
gehend vom Knoten d[0] der die Richtung angibt, dem gerichteten Pfad in
Richtung v folgen und in jedem Schritt iiberpriifen ob man sich bereits in S
befindet. Merkt man sich den im jeweils vorigen Schritt betrachteten Kno-
ten, so bendtigt dieses Vorgehen O(n?) Rechenschritte. Insgesamt erhalten
wir hier also O(n*) Rechenoperationen.

In CLEANDIRECTIONS iterieren beide Schleifen zusammen O(n) mal, die if-
Abfrage kostet jedoch O(n?) Rechenschritte. Insgesamt erhélt man hier also
O(n?) Rechenoperationen.

Bevor wir die Hauptroutine analysieren, betrachten wir noch FINDLASTT-
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WOVERTICES. Die Initialisierung von x und gegebenenfalls y mitsamt der
notigen Uberpriifung und auch die Abfrage, ob z ein giiltiger Knoten ist,
benotigt O(n) Rechenschritte. Nun unterteilt sich die Routine in zwei grofse
Verzweigungen, die sich aber sehr analog analysieren lassen. Ein wichtiger
Teil in beiden Zweigen ist die Bestimmung aller Nachbarknoten zu S die den
L-Abstand in eine bestimmte Richtung verkleinern kénnen. Befindet sich der,
die Richtung angebende Knoten aufierhalb von S, so kénnen wir wie in FIND-
VERTEX vorgehen. Anderenfalls lésst sich mittels Breiten- oder auch Tiefen-
suche vorgehen und in jedem Schritt iiberpriifen ob der betrachtete Knoten
noch in S liegt. In beiden Fillen benétigt man O(n?) Rechenoperationen. In
beiden Zweigen wird die Kandidatenmenge dann mittels einer Schleife unter-
sucht und Knoten, die sich nicht in S, (bzw. dem aktualisierten S,) befinden
geloscht. Dieser Vorgang benétigt wiederum O(n?) Rechenoperationen. An-
sonsten wird in beiden Zweigen hochstens einmal UPDATE und FINDVERTEX
aufgerufen. Alle anderen Schritte sind im Vergleich vernachléassigbar. Insge-
samt benotigt FINDLASTTWOVERTICES also O(n*) Rechenoperationen.
Nun da wir den Rechenaufwand der Einzelteile abgeschétzt haben, kénnen
wir und mit der Laufzeit von FINDLCS auseinandersetzen. Die Bestimmung
des Zentroids lasst sich mithilfe von Algorithmus 1 durchfiihren, dies kann in
O(n?) Rechenoperationen umgesetzt werden. Sowohl die Uberpriifung ob T
ein Pfad ist als auch ob ein Zentroidknoten einen Ast besitzt der ein Pfad der
Linge % ldsst sich in O(n) Schritten durchfiihren. Mittels einer Tiefensuche
ausgehend von v kann man die Teilbdume 7, und auch die Ordnung die-
ses Teilbaumes fiir jeden Knoten x bestimmt werden. Die Initialisierung der
Listen V (Liste der giiltigen Knoten), F (Liste der Gabelungsknoten und v)
und D (Liste der giiltigen Richtungen) lisst sich jedenfalls in O(n?) Schritten
umsetzen.

Nun zur Schleife. Diese iteriert O(n) mal. In einer Iteration wird M in O(n),
KCr und K3 in O(n?) + O(n®) Rechenoperationen bestimmt. Bei der Uber-
priifung der Stoppbedingungen werden entweder arithmetische Operationen
ausgefiihrt (die vernachléssigt werden konnen), tiberpriift ob eine Liste mehr
Elemente als eine Konstante hat (O(1) Rechenschritte) oder ob bzw. wie-
viele Elemente einer Liste in der Liste der giiltigen Richtungen liegen (O(n)
Operationen). Tritt keine dieser Bedingung ein so wird noch FINDVERTEX
und UPDATE mit insgesamt O(n*) Rechenoperationen ausgefiihrt. Insgesamt
haben wir also O(n) Iterationen die O(n*) Rechenschritte bendtigen plus
eventuell in der letzten Iteration ein Aufruf von FINDLASTTWOVERTICES.
Damit erhalten wir als Gesamtergebnis eine sehr grobe Laufzeitabschatzung
von O(n®), d.h. polynomiell in der Anzahl der Knoten.
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3.2.8 Ein Beispiel

Zum Schluss wollen wir den Algorithmus noch anhand eines kleinen Beispiels
demonstrieren. Wir betrachten den Baum in Abbildung 3.11.

Abbildung 3.11: Baum mit Zentroid {9}

Sein Zentroid besteht aus dem Knoten 9 und ist rot markiert. Da das Zentroid
nur aus einem Knoten besteht, muss es in jedem minimal zentralen Teilbaum
enthalten sein. Wir wihlen S = {9} und beginnen mit der Berechnung.
Dann sind 1, 2, 5, 7, 11, 16 die Gabelungsknoten des Baumes. Sy ist zu
Beginn der ganze Baum, die Teilbaume Sy, S5, S7, S11 und Sig bestehen aus
jeweils nur einem Knoten. Der Teilbaum S5 hat die folgende Form.

(2)
1) (5)

Abbildung 3.12: Der Teilbaum S; fiir S = {9}

Die nachstehende Tabelle listet nun die £-Abstande zu den eben beschriebe-
nen Biaumen auf.

Sz So | S1 | S2| S5 | S7| S| Sie
de(Sy, ) [ 15[ 4 [11] 8 |10 10 | 12

Zu Beginn sind alle Blatter und der Knoten 9 ungiiltig, das heifst, die Menge
der giiltigen Knoten ist

{2,3,4,6,8,10,12,13, 14, 15,17}.
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Die S-giiltigen Richtungen sind damit 2,5,7,9,11 und 16. Es gilt

ec(S) =15 und
M(S) = 12.

Sy erfiillt alle Voraussetzungen des Satzes 3.2.9. Mit der Notation aus dem
Satz erhalten wir M(S,9) = N (S,9) und damit S(S,9) = {16}. Da 16 nicht
in S liegt, kann der eindeutige Nachbar von S auf der Geodéte S — Sig zu S
hinzugefiigt werden, d.h. S = {9,4}. Die aktualisierten Abstande sind

Sy So | S1|S2| S5 | S7| S| Sie
de(Se, )y [ 145 [12] 9 11|11 | 11

und damit e, (S) = 14, M(S) = 12. Sy erfiillt wieder die Voraussetzungen
von Satz 3.2.9 und A(S,9) = {2}. Wir kénnen den Knoten 8 zu S hinzufiigen.
Die aktualisierten £-Abstande sind

Sy Sg | S1 | So | S5 | 57| Su | Sie
do(S,, ) [1376 [11] 8 |10 10 | 12

und daher gilt e,(S) = 13 und M(S) = 12. Da Sjs eine giiltige Richtung
darstellt, tritt keine der Bedingungen in Satz 3.2.12 ein. Eine Erweiterung
in Richtung S verkleinert offenbar die L-Exzentrizitdt. Da dies offenbar
die einzige Moglichkeit ist, enthélt wiederum Sy einen giiltigen Knoten der

mitsamt S in einem minimal zentralen Teilbaum enthalten ist. Wir erweitern
S nach Satz 3.2.9, d.h. § = {14, 4,9, 8}. Die aktualisierten Absténde lauten

Sy So | S1|S2| S5 | S7| S| Sie
de(Sy, Sy [ 127 [12] 9 11|11 |11

Nun gilt ez (S5) = 12 = M(S). Wihlt man, wie in Satz 3.2.11, die Menge
K*(S)={zeT|2dp(S,z) + As(x) > M(S) — 1} = {2, 16}.

dann erhalten wir mit demselben Satz, dass keine Verbesserung mehr moglich
ist. Der Teilbaum in Abb. 3.13 ist minimal zentral.

Abbildung 3.13: Ein minimal zentraler Teilbaum des Baumes aus Abb. 3.11
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