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Kurzfassung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Analyse des mit GPS bestimmten kinemati-
schen Orbits des Satelliten GOCE, um das statische Gravitationsfeld der Erde zu
bestimmen. Ausgehend von der Newton-Eulerschen Bewegungsgleichung wird die
Position des Satelliten durch Losung einer Anfangswertaufgabe mit numerischer
Integration bestimmt, wobei kurze Bahnbogen fiir die Berechnung verwendet wer-
den. Anschlieffend werden die berechneten Positionen als Taylorpunkt eines lineari-
sierten Modells verwendet und aus den Residuen zu den kinematischen Positionen
werden differentielle Verbesserungen des Gravitationsfeldes geschétzt. Die Lineari-
sierung erfolgt mit den Variationsgleichungen.

Die im Rahmen dieser Arbeit implementierte Software ANKOR (Analyse kine-
matischer Orbits) fithrt die Berechnung der Gravitationsfeldlosung in zwei Schritten
durch. Der 1. Schritt stellt die numerische Integration des Orbits dar, wohingegen
im 2. Schritt die Integration der Variationsgleichungen erfolgt, um die Zuschldge
zu den ndherungsweise bekannten Potentialkoeffizienten des Erdgravitationsfeldes
bestmoglich zu schétzen.

Es werden zwei Ansitze fiir die Gravitationsfeldbestimmung verfolgt. Einerseits
werden Bahnbodgen der Linge 30 min verwendet, wobei die nicht deterministisch
modellierbaren Storeinfliisse durch die Einfithrung konstanter empirischer Beschleu-
nigungen absorbiert werden. Andererseits werden Bahnbogen der Lange 15 min ver-
wendet. Da sich durch die kiirzere Aufteilung der Bahnbogen die unmodellierten
Signalanteile geringer auswirken kann auf die Einfithrung empirischer Beschleuni-
gungen verzichtet werden.

Die Validierung mit einer externen Gravitationsfeldlosung zeigt, dass die berechne-
ten Gravitationsfeldlosungen im lang- und mittelwelligen Bereich die Qualitét errei-
chen, die aus der Analyse des kinematischen GOCE Orbits zu erwarten ist.



Abstract

This thesis focuses on the analysis of the GPS-derived kinematic orbit of the satellite
GOCE, in order to determine the static gravity field of the earth. The approach is
based on the solution of Newton’s equation of motion, formulated as an initial va-
lue problem, by numerical integration, considering short orbital arcs. The computed
position of the satellite is used as approximate value in a linearised model to de-
termine the differential improvements of the gravity field from the residuals to the
kinematic position. The use of the variational equations provides the linearisation of
the model.

Within the framework of this thesis, the software ANKOR (Analysis of kinematic
Orbits) is developed to determine the gravity field in two steps. The numerical in-
tegration of the orbit is computed in the first step and the second step proceeds the
integration of the variational equations to estimate the differential improvements of
the potential coefficients of gravity field.

As a consequence of investigations, two approaches for gravity field determination
are pursued. On the one hand, 30 min orbital arcs are used, by introducing con-
stant empirical accelerations to account for non-deterministic signals. On the other
hand 15min orbital arcs are considered, which leads to the mitigation of additional
empirical parameters.

The validation with an external gravity field solution based on the acceleration ap-
proach shows that the computed solutions achieve the same quality in the long- and
medium-wavelength spectrum.

Vi
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Ein zentrales Aufgabengebiet der Geodésie ist die Bestimmung des Schwerefeldes
der Erde. Seit der Geburtsstunde der Satellitengeodésie ist dies nicht nur mit Beob-
achtungen auf der Erdoberfliche moglich, sondern auch mit Beobachtungen im Au-
flenraum. Diese satellitengestiitzten Beobachtungsverfahren ermoglichen es in kur-
zer Zeit eine Vielzahl an global homogen verteilten Informationen zu sammeln. Die
genaue Kenntnis des Gravitationsfeldes ist fiir viele geowissenschaftliche Diszipli-
nen, wie z. B. Geophysik, Geodésie, Ozeanografie und Klimatologie, ein Gewinn. Im
Folgenden werden einige Anwendungsgebiete beschrieben:

1. Das Schwerefeld der Erde spiegelt den integralen Effekt der Massenverteilung
unseres Planeten wider, daher kann die genaue Kenntnis des Gravitationsfel-
des einen Einblick in die dynamischen Prozesse im Erdinneren geben. Ein dy-
namischer Prozess ist u.a. die Mantelkonvektion, die die Bewegung der Li-
thosphdrenplatten verursacht, an deren Grenzen vermehrt Erdbeben und Vul-
kanismus vorkommen. Weiter kann eine lokale Bestimmung des Gravitations-
feldes fiir die Prospektion in der Geologie genutzt werden.

2. Durch die zeitliche Verdnderung des Gravitationsfeldes konnen Riickschliisse
auf Massenverdnderungen gezogen werden. Dazu zdhlt der Anstieg des Mee-
resspiegels, das Abschmelzen von Eismassen, die Gezeiten oder die Variation
der kontinentalen Wasserspeicher. Der zeitlich variable Teil des Gravitations-
feldes gibt auch Aufschluss iiber den Massentransport im System Erde, z.B.
verursacht durch die postglaziale Hebung.

3. Um diese Variationen auf ein globales physikalisches Referenzsystem zu bezie-
hen wird das Geoid verwendet. Das Geoid entspricht der Aquipotentialfliche
der ruhenden Ozeane. Diese Referenzfldche ist Voraussetzung fiir ein global
einheitliches Hohensystem, das auch bei ingenieurgeodétischen Anwendun-
gen Verwendung findet.

4. Da das Geoid mit der Fliache des ruhenden mittleren Meeresspiegels zusam-
menfiallt, ist es moglich, durch Messungen der Meerestopographie mittels Al-
timeter Satelliten, die Ozeanstromungen abzuleiten. Das dynamische System
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der Meeresstromungen ist zu einem grofien Teil fiir den globalen Warme- und
Energietransport verantwortlich und somit ein wichtiger Indikator fiir Klima-
verdnderungen.

5. Die Satellitenbahn, vor allem von niedrig fliegenden Satelliten, wird insbeson-
dere vom Schwerefeld der Erde beeinflusst. Die genaue Kenntnis des Gravita-
tionsfeldes ermoglicht eine prézise Orbitbestimmung, z. B. fiir Altimeter Satel-
liten.

Das Aufgabengebiet der Bestimmung des Gravitationsfeldes der Erde ist somit in
einen interdisziplindren Prozess eingebunden, um das dynamische System Erde bes-
ser zu verstehen. Fiir weitere Informationen siehe Ik u. a. [15].

1.2 Beobachtungskonzept — Schwerefeldmissionen

Um den Genauigkeitsanforderungen der in Kapitel 1.1 beschriebenen Anwendungs-
gebiete Rechnung zu tragen, wurden die drei Satellitenmissionen CHAMP (Chal-
lenging Minisatellite Payload), GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment)
und GOCE (Gravity field and steady-state Ocean Circulation Explorer) speziell fiir
die Bestimmung des Erdgravitationsfeldes initiiert.

Die Konfiguration der Satellitenmission CHAMDP ist Satellite-to-Satellite Tracking im
high-low Modus (SST-hl). Der Orbit des Satelliten wird mit GPS (Global Positioning
System) bestimmt, wobei die nicht-gravitativen Kréfte mit einem Akzelerometer im
Massenzentrum gemessen werden. Die Satellitenmission CHAMP wurde im Sep-
tember 2010 beendet, das Beobachtungskonzept jedoch wird auch bei den anderen
Missionen und vermutlich ebenso bei zukiinftigen Missionen verwendet. Mit der
Konfiguration SST-hl wird der lang- und mittelwellige Anteil des Gravitationsfeldes
bis etwa zum Grad 70 einer Kugelfunktionsreihenentwicklung bestimmt.

GRACE besteht aus zwei in einem Abstand von ca. 220 km aufeinanderfolgenden
Satelliten, somit steht neben SST-hl auch Satellite-to-Satellite Tracking im low-low
Modus (SST-1I) zur Verfiigung. Bei dem Konzept SST-11 wird die Distanz bzw. die
Distanzdnderung zwischen den beiden Satelliten erfasst. Dies ermdglicht auch die
Anteile des Gravitationsfeldes bis zum Grad 180 zu erfassen. Diese Satellitenmission
wurde vorrangig entwickelt um die zeitliche Verdnderung des Schwerefeldes zu
erfassen.

Das Messprinzip der Satellitenmission GOCE ist Satellite Gravity Gradiometry (SGG).
Dabei messen 6 Akzelerometer, die auf 3 orthogonalen Achsen angeordnet sind,
Beschleunigungsdifferenzen, die mit den zweiten Ableitungen des Gravitationspo-
tentials in Verbindung gebracht werden. Durch dieses Konzept und die niedrige
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Flughohe von ca. 260 km kann das statische Gravitationsfeld der Erde bis zum Grad
250 aufgelost werden. Bedingt durch die niedrige Flughohe entstehen grofie nicht-
gravitative Krafte (Luftwiderstand, Strahlungsdruck der Sonne, Erdalbedo), die kon-
tinuierlich kompensiert werden. Die langwelligen Komponenten des Gravitationsfel-
des werden mit SST-hl bestimmt.

Der limitierende Faktor der Schwerefeldmissionen ist die Flughohe, die wie ein Tief-
passfilter wirkt. Um dieser Abschwéchung der hoheren Frequenzen entgegenzuwir-
ken, werden Ableitungen des Gravitationspotentials “gemessen”. Durch die unter-
schiedlichen Konzepte ergeben sich unterschiedliche Beobachtungstypen. Mit dem
Konzept SST-hl werden erste Ableitungen “beobachtet”, SST-1I entspricht den Dif-
ferenzen der ersten Ableitung und mit SGG werden praktisch zweite Ableitungen
erfasst. In dieser Arbeit werden Daten der Satellitenmission GOCE mit dem Konzept
des SST-hl analysiert.

Da SGG im niedrigen Frequenzbereich nicht sensitiv ist, werden diese Gravitations-
feldanteile mit SST-hl bestimmt. Die Losung des Erdschwerefeldes ergibt sich dann
durch die Kombination der Gradiometrie (SGG) und der Analyse der Bahnstérungen
(SST-hl) auf Normalgleichungsebene, vgl. Pail u. a. [24]. Auch bei GRACE stabilisiert
die Analyse der Bahnstorungen die Losung, siehe Mayer-Giirr [20]. Der kinemati-
sche Orbit entspricht der epochenweise, rein geometrisch bestimmten Position des
Satelliten. Um das Gravitationsfeld aus einem kinematischen Orbit eines Satelliten
zu bestimmen, wurden einige Methoden entwickelt, wobei drei dieser Ansédtze im
Folgenden angefiihrt werden:

1. Der Beschleunigungsansatz verwendet als Beobachtungsgleichung den Gradi-
enten des Gravitationspotentials, V'V, aus der direkt die Koeffizienten der Ku-
gelfunktionsreihe des Gravitationspotentials V geschatzt werden. Die benétigte
Beschleunigung des Satelliten wird mit Methoden der numerischen Differen-
tiation aus den kinematischen Positionen bestimmt. Fiir mehr Informationen
siehe Baur u.a. [5].

2. Einen weiteren Ansatz stellt das Energieintegral dar, vgl. Badura u.a. [3]. Da-
bei findet das Prinzip der Energieerhaltung Anwendung. Bei diesem Ansatz
wird die Geschwindigkeit des Satelliten benottigt, die ebenfalls aus den kine-
matischen Positionen mit numerischer Differentiation ermittelt wird.

3. Diese Arbeit beschiftigt sich damit, unmittelbar die Positionen des Satelliten
zu verwenden, um die Koeffizienten der Kugelfunktionsreihe des Gravitati-
onspotentials zu bestimmen. Dazu wird in einem ersten Schritt numerisch ein
Orbit integriert, der in einem zweiten Schritt mit den gemessenen kinemati-
schen Positionen verglichen wird, um Zuschldge zu den a priori Koeffizienten
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zu schitzen. Die Linearisierung erfolgt mit den Variationsgleichungen. Ver-
gleichbare Ansédtze sind der celestial mechanics approach, siehe Beutler u.a.
[6] und die Integralgleichungsmethode in Mayer-Giirr [20].
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Um mit einem Satelliten als Testmasse das statische Gravitationsfeld der Erde zu
bestimmen, werden berechnete Beobachtungen mit den gemessenen kinematischen
Positionen verglichen und aus den Residuen werden Zuschldge zu den Nadherungs-
werten geschitzt. Die Analyse der Bahnstorungen wird in dieser Arbeit in zwei
Schritte aufgeteilt. Dieses Kapitel umfasst den ersten Schritt, der als Synthese be-
zeichnet wird, da aus dem ndherungsweise bekannten Gravitationsfeld die Positio-
nen berechnet werden.

Es handelt sich um eine Anfangswertaufgabe. Dazu wird das physikalische Modell
der Satellitenbewegung vorgestellt und auf die Losung dieser Anfangswertaufgabe
eingegangen. Die Bewegungsgleichung ist von den Kréften, die auf den Satelliten
wirken abhingig. Die Modellierung der Krifte mit dem grofiten Einfluss auf den
Satelliten GOCE wird in diesem Kapitel beschrieben. Dazu z&hlt das Gravitations-
feld der Erde, welches die dominierende Kraftkomponente darstellt und im zweiten
Schritt, der Analyse, bestimmt wird. Weiter sind jedoch die direkten und indirek-
ten Storbeschleunigungen anderer Planeten, besonders von Sonne und Mond zu
berticksichtigen. Auf eine Modellierung der nicht-gravitativen Krifte wurde verzich-
tet, da diese im Falle von GOCE bereits im Orbit grofitenteils kompensiert werden.
Die Modellierung der wirkenden Krifte erfolgt nicht nur im Inertialsystem, daher
werden in diesem Kapitel die verwendeten System-Transformationen beschrieben.
Anschliefsend wird gezeigt, dass mit Hilfe der Variationsgleichungen die Initialwerte
der State-Vektoren bestmoglich an die gemessenen kinematischen Positionen ange-
passt werden konnen. Die Abbildung 2.1 zeigt den Arbeitsablauf der Synthese bzw.
der Orbitintegration, wobei auf die einzelnen Teile im Laufe dieses Abschnitts ndher
eingegangen wird.
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Abbildung 2.1: Arbeitsablauf der Synthese — Orbitintegration



2 Synthese — Orbitintegration
2.1 Physikalisches Modell

Das zweite Newtonsche Axiom besagt, dass in einem Inertialsystem die Anderung
einer Bewegung durch eine Kraft F verursacht wird
dp

T p=F, (2.1)

wobei der Impuls des Teilchen p definiert ist durch
p = mi. (2.2)

Setzt man (2.2) in (2.1) ein und bildet die Ableitung des Impulses nach der Zeit,
ergibt sich
mi + riti = F. (2.3)

Da die Massendnderung in (2.3) zwar bei einem Satelliten vorhanden sein kann,
jedoch sehr klein ist, wird im Allgemeinen 7z = 0 gesetzt. Dadurch ergibt sich die
Newton-Eulersche Bewegungsgleichung

mi = F. (2.4)

Es wird die spezifische Kraftfunktion a eingefiihrt, die sich auf die Einheitsmasse
bezieht a = i+ F. Nun ergibt sich die kompakte Form

o%r

Ero i ¥ =a(t 1), (2.5)

mit der die Bewegung eines Satelliten beschrieben werden kann. Die Beschreibung
erfolgt im Inertialsystem, da in einem bewegten bzw. in einem rotierenden System
im Allgemeinen noch die Beschleunigung des Bezugssystems und die Zentrifugal-
kraft berticksichtigt werden muss. Es konnen noch zusitzliche Scheinkréfte auftre-
ten. Wenn das Bezugssystem nicht konstant rotiert, muss die Eulerkraft berticksichtigt
werden, treten Geschwindigkeiten im bewegten System auf, so ist die Corioliskraft
zu berticksichtigen

T - .
f=—F-R—-— dx(dxr) — dxr — 2dxt , (2.6)
m —_—— N—— SN——"
Zentrifugalbeschl. Eulerbeschl.  Coriolisbeschl.

mit dem Drehvektor d und der Beschleunigung des Bezugssystems R.

Wie bereits erwidhnt, ist das Gravitationsfeld der Erde die dominierende Kraftkom-
ponente, die Gravitationsfeldstdrke wird durch den Gradienten des Gravitationspo-
tentials, VV, dargestellt und mit g bezeichnet. Das Gravitationspotential V wird mit
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einer Kugelfunktionsreihe beschrieben, siehe Abschnitt 2.2. Es wirken jedoch noch
Gravitationskrifte von anderen Planeten auf den Satelliten, vor allem von Sonne
und Mond. Diese Kréfte beeinflussen einerseits den Satelliten direkt und anderer-
seits beeinflussen sie die Gravitationswirkung auf die Erde. Es resultiert eine Mas-
senverlagerung der festen Erde sowie der Ozeane, die einen indirekten Effekt (Ge-
zeiteneffekt) auf die Satellitenbahn austiben. Weitere Storbeschleunigungen ergeben
sich durch nicht-gravitative Kréfte, wie Luftwiderstand, Strahlungsdruck der Sonne
und Erdalbedo. Die genannten Krifte stellen den grofiten Einfluss auf die Bewegung
eines Satelliten dar. Die Bewegungsgleichung eines Satelliten kann somit durch

i(t,r,f) =a=g+aq+as+a,+ap+a (2.7)

geschrieben werden.

Die Berechnung der Drittkorpereffekte aq ist in Abschnitt 2.4 beschrieben. Der Ein-
fluss der Gezeiten der festen Erde as sowie der Ozeangezeiten a, und der Polgezei-
ten a, wird mit dem Gradienten des entsprechenden Gezeitenpotentials modelliert.
Die Modellierung erfolgt mit Variation der Potentialkoeffizienten, siehe Abschnit-
te 2.5 bis 2.7. Die Berechnung erfolgt in der Subroutine satacc, vgl. Abbildung 2.1.
Auf die nicht-gravitativen Kréfte a,, wird in dieser Arbeit nicht ndher eingegangen.

2.2 Gravitationsfeld der Erde

Der grofste Einfluss auf die Bewegung eines Satelliten wird durch das Gravitations-
feld der Erde verursacht. Es handelt sich um ein konservatives Kraftfeld, somit ist
die Arbeit, die aufgebracht werden muss, um von einem Punkt P zu einem Punkt
Q zu gelangen vom Weg unabhéngig. Das Gravitationspotential V ist ein Skalarfeld,
durch Gradientenbildung entsteht das Vektorfeld g = VV. Dieses Vektorfeld ist im
AuBlenraum quellenfrei (V,VV) = AV = 0, daher kann das Gravitationspotential
in eine Reihe von Kugelfunktionen entwickelt werden, siehe Heiskanen und Moritz

[14]:

00 n+l n
V(r,,A) = TM ; ( ) Z—;o Py (sin @) (Cpp cos(mA) + Sy sin(mA)) — (2.8)

Die Parametrisierung von V erfolgt mit den sphéarischen Koordinaten r, ¢, A im erd-
festen Referenzsystem. Dadurch ergibt sich durch Gradientenbildung ein sphérisches
lokales Horizontsystem, der Ursprung liegt im Beobachtungspunkt und die Ba-
sisvektoren formen ein Rechtssystem. Die Basisfunktionen der Kugelfunktionsrei-
he sind die Kugelfldchenfunktionen Py, (sin ¢) cos(mA) und Py, (sin @) sin(mA) mit
den vollstindig normierten zugeordneten Legendrefunktionen erster Art P, (sin ¢).



2 Synthese — Orbitintegration

Die Koeffizienten der Kugelfunktionsreihenentwicklung werden mit Cy;;, und Sy,
bezeichnet und einem Erdgravitationsfeldmodell entnommen. Diese Potentialkoef-
tizienten entsprechen den gesuchten Grofien der Analyse von Bahnstorungen. Fiir
R wird der mittlere Aquatorradius verwendet und die geozentrische Konstante GM
ist die Gravitationskonstante G multipliziert mit der Erdmasse M. Der Zentralterm
(n = 0) der Reihenentwicklung ist % und beschreibt das Gravitationspotential ei-
ner homogenen Kugel.

Der Gradientenoperator V, ausgedriickt in sphédrischen Koordinaten, lautet

0 10 1 0

V=t 505 T reosgan®h

Der Operator angewendet auf (2.8) fiihrt auf

(2.9)

0 10 1 9
g(r, o A) =VV(r,e ) = <8r + - %e‘P—I_MﬁeA) V(r, @A), (2.10)

mit den partiellen Ableitungen nach den sphérischen Koordinaten

00 n+l n

g_‘; — GIZQVI Z ( > Z n(sin @) (Cpy cos(mA) + Sy sin(mA)), (2.11)
00 n+l n

av GM CM ¢ ( > P (50 ) (— Coun SIN(1A) + S cOS(mA)) 1, (2.12)
n=0 m=0

oV GM & 1 /R n+l n

—=— Z (n+1)=(— Y Pum(sin @) (Cum cos(mA) + Sy sin(mA)),

or R = r r 0

(2.13)

wobei die Ableitung der zugeordneten Legendrefunktionen %Pm (sin @) mit P}, (sin ¢)

bezeichnet wird. Die Anwendung des Gradientenoperators (2.9) ergibt somit, vgl.
Schifer [28]

GM & (R\""? &
g(r, o, A) = =z Z (7) Z — (1 + 1) Py (sin @) (Cppm cos(mA) + Sy sin(mA) ) e+
n=0 m=0
Py, (sin @) (Cpm cos(mA) + Sy sin(mA)) e+
i — i A A
s q)an(sm @) (—Cpm sin(mA) + Spm cos(mA))e,

(2.14)

Die Berechnung von g(7, ¢, A) wird mit den Satellitenpositionen im erdfesten Re-
ferenzsystem parametrisiert in sphdrischen Koordinaten durchgefiihrt. Durch die
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Parametrisierung liegt die Beschleunigung in einem sphérischen lokalen Horizont-
system vor, g(r, ¢, A). Wie in Abschnitt 2.1 erwidhnt, ist die Formulierung der Be-
wegungsgleichung eines Satelliten im Inertialsystem einfacher. Aus diesem Grund
ist g; f(r, @, A) vom sphérischen lokalen Horizontsystem in das erdfeste kartesische
Referenzsystem g.¢(x,y,z) (Abschnitt 2.3.1) und anschlieffend in das Inertialsystem
g::(x,y,z) (Abschnitt 2.3.2) zu transformieren. Das folgende Kapitel 2.3 beschreibt
sdamtliche benétigte Transformationen sowie die in (2.15) und (2.16) verwendeten
Rotationsmatrizen.

gef(x’ y’ Z) = Ulfzefglf(rz §0; )\) (2.15)
8ir(X, Y, Z) = Uepit8et (%, Y, 2) (2.16)

2.3 Referenzsysteme und System-Transformationen

Die Beschleunigung eines Satelliten aufgrund des Erdgravitationsfeldes in (2.14) be-
zieht sich auf das sphérische lokale Horizontsystem. Die Bewegungsgleichung eines
Satelliten ldsst sich jedoch im Inertialsystem einfacher darstellen, vgl. Abschnitt 2.1.
Daher sind Transformationen zwischen den verwendeten Referenzsystemen not-
wendig, die in diesem Abschnitt ndher beschrieben werden.

2.3.1 Transformation vom spharischen lokalen Horizontsystem in
das erdfeste kartesische Referenzsystem

Die sphérischen Koordinaten berechnen sich aus den erdfesten kartesischen Koordi-
naten mit

r=/x2+y>+2? ¢ = arctan \/%yz A = arctan % (2.17)

Der Vektor x im erdfesten kartesischen Koordinatensystem ldsst sich durch

cos @ cos A
x =7 | cosgsinA | =rcos@cosAey + rcos¢sin e, + rsin ge, (2.18)
sin ¢

in Kugelkoordinaten darstellen.

10
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Es handelt sich um ein topozentrisches System, der Ursprung liegt im Beobachtungs-
punkt. Die Basisvektoren e,, e, und e, werden aus den normierten Tangentenvek-
toren an die Koordinatenlinien r = const, ¢ = const und A = const gebildet:

3 —sin@cos A ox —sin@cos A
_X - o inA - E)zp . o nA
50 " singsinA | ; ey = singsinA |,

¢ cos ¢ “ ” cos ¢

ox
I35l =" (2.19)
ox ) —C (():(S)s [ sin)\)\ ' B 3_}\ (T sm}\)\
— — @ cos ; e, = = | cos ,
oA X

0 15X 0

H || = rCos @, (2.20)
Ix cos ¢ cos A ax Cos ¢ cos A
5 = cos@sinA | ; e, — cos@sinA |,

r sin ¢ “ or “ sin ¢
|| || =1 (2.21)

In Matrizenschreibweise ergibt sich dann aus den Gleichungen (2.19), (2.20) und
(2.21)

ey —singpcosA —sinA cos@cosA ey
e, | = | —singsinA cosA cos@sinA e\ . (2.22)
e, cos ¢ 0 sin ¢ e

Somit ergibt sich die Rotationsmatrix mit der die Transformation vom sphérischen
lokalen Horizontsystem in das erdfeste kartesische Referenzsystem berechnet wird

zu
—singcosA —sinA cos@cosA

Ulfpef = | —sing@sinA  cosA cosg@sinA | . (2.23)
cos ¢ 0 sin ¢
Bei den verwendeten Referenzsystemen handelt es sich um Orthonormalsysteme,
daher gilt fiir alle Rotationsmatrizen

ul=u" vlu=uuT =1, |detUl| = 1. (2.24)

Ist det U = —1, handelt es sich um eine Dreh-Spiegelungsmatrix, vgl. (2.23). Die in-
verse Transformation, vom erdfesten kartesischen Referenzsystem in das sphérische
lokale Horizontsystem, berechnet sich mit

—singpcosA —singsinA cos g
Ueo1f = Ulezef = —sin A cos A 0 . (2.25)
cos@cosA  cos@sinA  sing

11
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Verwendet man die Rotationsmatrix aus (2.23) in Gleichung (2.15) erhédlt man die
Beschleunigung des Satelliten aufgrund des Erdgravitationsfeldes im erdfesten Re-
terenzsystem, vgl. Petrovskaya und Vershkov [27].

2.3.2 Transformation vom erdfesten Referenzsystem in das
Inertialsystem

Das erdfeste kartesische Referenzsystem International Terrestrial Reference System (ITRS)
rotiert mit der Erde mit, wobei der Ursprung im Geozentrum der Erde liegt, Ozeane
und Atmosphaére sind inkludiert. Die Realisierung des ITRS ist der Referenzrahmen
International Terrestrial Reference Frame (ITRF).

Das Inertialsystem Geocentric Celestial Reference System (GCRS) ist eigentlich ein quasi-
Inertialsystem, da es raumfest ist, aber mit der Erde mitbeschleunigt wird. Der Re-
terenzrahmen International Celestial Reference Frame (ICRF) realisiert das GCRS.

Die Transformation vom ITRF ins ICRF wird wie in den GOCE Standards [12] be-
schrieben gemdfs den IERS Conventions 2003 (McCarthy und Petit [22]) durchgefiihrt.
Es werden zwei Ansdtze von McCarthy und Petit [22] fiir die Transformation an-
gefiihrt, der Aquinoxien basierte Ansatz und der Celestial Intermediate Origin (CIO)
basierte Ansatz. In dieser Arbeit wurde der CIO basierte Ansatz verwendet. Es wur-
den die Fortran Subroutinen des IERS Conventions Center' verwendet. Einige dieser
bereitgestellten Subroutinen verwenden Teile der Standards of Fundamental Astronomy
(SOFA) Software Kollektion=.

Die Koordinatentransformation vom ITRF in den ICRF erfolgt mit der Rotationsma-
trix Ugpie durch

rif = Ugpaiffef, Ueoif = Q(t)R(£)W(2). (2.26)

Die Matrix W(t) beriicksichtigt die Polbewegung und beschreibt die Bewegung des
Celestial Intermediate Pole (CIP) im erdfesten System. Die Drehung um den CIP wird
mit dem Erdrotationswinkel bzw. der Matrix R(t) angebracht. Der CIP bewegt sich
aufgrund von Prazession und Nutation im raumfesten System, diese Bewegung wird
mit der Matrix Q(t) berticksichtigt. Die inverse Transformation ist mit der Drehma-
trix Ugfzif gegeben. In den folgenden Abschnitten wird die Berechnung der einzelnen
Matrizen ndher beschrieben.

*http:/ /tai.bipm.org/iers/conv2003/conv2003_c5.html
*http:/ /www.iausofa.org/2012_0301_F/CompleteList.html

12
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Polbewegung

Die Rotationsmatrix W(t) berticksichtigt die Polbewegung und wird mit

R(t) = Rs(—s")Ra(xp)Ry (vp) (2:27)

berechnet. Da die Polbewegung nicht ausreichend mit mathematischen Modellen
beschrieben werden kann, werden die Polkoordinaten des CIP im ITRF vom IERS
(International Earth Rotation and Reference Systems Service) bereitgestellt. In dieser
Arbeit werden die Polkoordinaten xp und yp, in Bogensekunden aus dem Datenfile
EOPo5Co4° entnommen. Die Werte sind tageweise angegeben und werden linear
interpoliert. Die Matrizen Ry, Ry und Rj entsprechen den elementaren Drehmatrizen
um die x- , y- und z- Achse.

Fiir s/ wird die Approximation
s’ = —47-arcsec- T (2.28)

verwendet, wobei T die Zeit in Julianischen Jahrhunderten seit 1. Janner 2000 12:00

(J2000) darstellt:
ttt — 2451545
T = 36505 . (2.29)

Die Zeit tpr bezieht sich auf die Terrestrial Time TT und wird mit dem Julianischen
Datum in (2.29) eingefiihrt. In dieser Arbeit beziehen sich samtliche Zeiten auf TT.

Erdrotation

Die Erdrotation wird durch die Drehung um den Erdrotationswinkel ® in der Form
R(t) = R3(—0) (230)
angebracht, wobei © berechnet wird aus

O(Ty) = 27(0.7790572732640 + 1.00273781191135448T,,),
Ty = tuT: — 2451545. (2.31)
Es fliefst die Zeit seit J2000 in UT1 ein, der Zeitunterschied (UT1 — UTC) wird eben-
falls vom IERS im Datenfile EOPo5Co4 zur Verfligung gestellt. Da samtliche Zeiten

in TT verwendet werden ist noch der Unterschied zwischen TT und UTC anzubrin-
gen, wobei n die Anzahl der eingefiihrten Schaltsekunden bezeichnet:

TAI =TT — 32.184 sec
UTC = TAI — n. (2.32)

3http:/ /data.iers.org/products/ 177/ 11221/ 0orig/eopco4-05_1AU2000.62now

13
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Prazession und Nutation

Aufgrund von Prdzession und Nutation bewegt sich der CIP im raumfesten System.
Durch das Modell IAU2000 wird diese Bewegung beschrieben. Die Matrix Q(t) setzt
sich aus den Koordinaten X und Y des CIP im ICRF zusammen

1—aX?> —aXY X
Q(t) = | —aXY 1—aY? Y Rs(s). (2.33)
—X Y 1-a(X*>+Y?

Die Grofien Z und a ergeben sich nach Capitaine u.a. [8] mit

Z=\/1-(X2+Y?), a=1/(1+2). (2.34)

Der Ausdruck s (CIO-Locator) stellt die Position des Celestial Intermediate Origin
(CIO) im ICRF dar

1 XYy —YX

s(t) = ) 15 Z dt + so. (2.35)

2.3.3 Quaternionen — Hamilton Parametrisierung

Die Transformation vom erdfesten Referenzsystem in das Inertialsystem wird fiir
den kinematischen Precise Science Orbit (PSO) von GOCE in Form von Quaternionen
mitgeliefert, siehe GOCE Level2 Product Data Handbook [13]. Der beobachtete kinema-
tische Orbit wird in dieser Arbeit als Referenzorbit bezeichnet. Die Berechnung der
Rotationsmatrix Usgg,ir, wie in Abschnitt 2.3.2 beschrieben, erfolgt nur zu Simulati-
onszwecken, indem der Referenzorbit mit numerischer Integration aus einem einzi-
gen initialen State-Vektor [r(tg), #(fo)] generiert wird. Andernfalls wird die Rotation
mit dem Referenzorbit in Form von Quaternionen bereitgestellt.

Die Quaternionen stellen eine Erweiterung der komplexen Zahlen dar. Es handelt
sich um ein vierdimensionales Zahlensystem mit eindimensionalem Realteil. Somit
lasst sich ein Quaternion g mit den reellen Zahlen qo, 41, g2 und g3 eindeutig be-
schreiben:

qg=qo+iq1+jg2+kqs mit 2 = j2 =K =-1. (2.36)

Der Imaginérteil verhdlt sich also analog zu den komplexen Zahlen. Die Verwen-
dung von Quaternionen wird auch als Hamilton Parametrisierung bezeichnet. Eine

14
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Rotationsmatrix ldasst sich mit den normierten Parametern eines Quaternions mit

97 — 45 — 5 + 45 2(q142 + %2!10) ) 2(q193 — 9240)
U= | 2(q192 —9390) —97+4q5—q5+4; 22(‘12%2+ 0712070) )
2(9195 + 9290) 2(q293 — q190)  —q1 — 493 — 953 + 45

mit

VR R B =1 (237)

berechnen. Die Reorthogonalisierung einer Rotationsmatrix kann mit dieser Para-
metrisierung vermieden werden, da die Anfélligkeit gegeniiber Rundungsfehlern
gering ist. Weiter werden nur vier Parameter benttigt um die Rotationsmatrix auf-
zustellen. Da die Quaternionen zum Zeitpunkt der kinematischen Position des Refe-
renzorbits gegeben sind, kann es notwendig sein die Quaternionen zu interpolieren.
Diese Notwendigkeit ergibt sich bei der numerischen Integration mit Einschrittver-
tahren, vgl. Abschnitt 2.8. Nachstehend wird die Interpolation von Quaternionen
beschrieben.

Interpolation von Quaternionen

Es seien zwei Quaternionen g, und g, in der Form (2.36), zu den Zeitpunkten ¢,
und t, gegeben. Gesucht ist das Quaternion g; zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢. In
einem ersten Schritt ist zu tiberpriifen, ob das Skalarprodukt der Parameter negativ
ist, siehe Gruber u. a. [13]

qp = —qp wenn Ja19p1 + Ga2qp2 + Ga3qps < 0 (2.38)

Die differentielle Rotation zwischen g, und g, berechnet sich mit

Jab0 = 9a09b0 + Ja1q9b1 + Ga2qv2 + Ga39p3
Jabl = 940961 — 9a19b0 T+ 9a39v2 — Ga29b3
Jab2 = 9a0962 — 9a2950 + Ja19b3 — Ga3qp1
Gab3 = Ga0963 — 9a3q60 + Ga2qp1 — Ga1qb2s (2.39)

wobei sich der Rotationswinkel durch
®,p = 2arccos(qap0) (2.40)

ergibt. Die lineare Interpolation dieses Rotationswinkels geniigt den Genauigkeits-
anforderungen:

(2.41)
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Das Quaternion, das dem interpolierten Rotationswinkel entspricht, kann mit

q>at q)ut q’at

D, sin & sin & sin St
Gato = COS —=, Qart = a1 g+ a2 = Qa2 g+ a3 =das—__—q, (242)
sin T” sin T" sin T“

ermittelt werden. Die Komponenten des gesuchten Quaternions g; berechnen sich
dann aus

gt0 = 9a09at0 + Ga19atl + qa2qat2 + Ga3qat3,
gt1 = Ja09at1 — Ga19at0 + qa3qat2 — Ga2qat3,
gt2 = Ja0qat2 — Ga29at0 + Ga1qat3 — Ga3qat1,
9t3 = Ga09at3 — 9a39at0 + Ga2qatl — Ja1qat2- (243)

2.3.4 Transformation vom Bahnsystem in das Inertialsystem

Im zweiten Schritt, der Analyse der Bahnstorungen, kénnen empirische Beschleuni-
gungen mitgeschitzt werden, siehe Abschnitt 3.3. Diese Beschleunigungen werden
im Bahnsystem des Satelliten, also in radial, cross-track und along track Richtung
angesetzt, sieche Montenbruck und Gill [23]. Da die Normalgleichung im Inertial-
system berechnet wird, muss die Transformationsmatrix zwischen dem Bahnsystem
und dem Inertialsystem Uy, bekannt sein.

Der Ursprung des Referenzsystems ist das Massenzentrum des Satelliten, die x-
Achse (along track) zeigt in Richtung des Geschwindigkeitsvektors i, die y-Achse
(cross track) ist parallel zum Drehimpulsvektor und die z-Achse (quasi-radial) kom-
plettiert das Orthonormalsystem, vgl. Gruber u.a. [13]. Damit kann die Rotations-
matrix Ugp,ir mit

I rxr i x (rxr)
[#l] [l £ [ (e x 1)

Uofzif = (

angeschrieben werden.

) (2.44)
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2.4 Drittkorperkrafte

Abgesehen vom Gravitationsfeld der Erde wirken auch Gravitationskrifte anderer
Himmelskorper auf den Satelliten. Insbesondere der Mond Y wegen seiner Nahe zur
Erde und die Sonne © wegen ihrer groflen Masse bewirken eine Beschleunigung
des Satelliten. Aufgrund der grofien Entfernung von Mond und Sonne reicht die
Approximation mit einer Punktmasse aus, um die Beschleunigung auf den Satelliten
zu bestimmen:

GM GM r r
=V (—) = —— = —GMj—=. (2.45)
r 72 ir] I(l®
Die Masse des Mondes M5 bewirkt also die Beschleunigung des Satelliten mit
.. r—1T5 Is) —t
f=-GMy|+———5 | =GMy | 7——= |, (2.46)
> (Fmap) = (=) !

wobei r5 die Position des Mondes und r die Satellitenposition im ICRF bezeich-
net. Die Positionen der Himmelskoérper werden mit den Ephemeriden JPL-DE4o05*
ermittelt. Die Beschleunigung ¥ bezieht sich auf das quasi-Inertialsystem mit dem
Ursprung im Geozentrum der Erde. Die Erde wird jedoch selbst von der Masse des
Mondes beschleunigt mit

L rs
= GM$—||1'$||3' (2.47)

Damit ergibt sich nach Gleichung (2.6) die Beschleunigung des Satelliten verursacht
durch die Drittkérper Mond  und Sonne O mit

o Iy - Iy
r$_GM?(||ra—r||3 ||r3||3>' (2.48)
S I I  To
rO‘GMG’(||ro—r||¢‘v ||ro||3)' (2-49)

eine schematische Visualisierung ist mit Abbildung 2.2 gegeben.

4http:/ /ssd.jpl.nasa.gov/?ephemerides
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——wirkende Kraft auf Bezugssystem
——=wirkende Kraft auf Satellit

—resultierende Kraft

Abbildung 2.2: Wirkung der Drittkorperkrifte auf den Satelliten

Die Gesamtbeschleunigung des Satelliten verursacht durch die Drittkorperkréfte,
vgl. (2.7), wird damit
aq = Iy + 1o (2.50)

2.5 Gezeiten der festen Erde

Die Drittkorperkréfte beeinflussen nicht nur den Satelliten direkt, sondern auch die
Massenpartikel der Erde, dhnlich Abbildung 2.2. Aufgrund der Gravitationskraft
von Mond und Sonne resultieren Deformationen und Massenverlagerungen der fes-
ten Erde, die wiederum einen indirekten Effekt auf die Satellitenbahn niedrig flie-
gender Satelliten austiben. Diese zeitabhédngige Variation des Gravitationspotentials
wird mit Korrekturen der Potentialkoeffizienten C,;,, und S,;; modelliert. Die Kor-
rekturen ACy;;, und AS;;;, werden mit Hilfe der Love Zahlen ausgedriickt. Die Erde
wird als anelastisch angenommen, somit reagiert sie mit einer Phasenverzogerung
auf die Gezeitenkrifte. Die Modellierung der Gezeiten der festen Erde erfolgt nach
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den IERS Conventions 2010 (Petit und Luzum [25]) in drei Schritten. Zuerst wird der
frequenzunabhiéngige Anteil berechnet, der dann um einen frequenzabhéngigen An-
teil korrigiert wird. Der dritte Schritt behandelt die Permanentgezeiten, siehe 2.5.1,
wobei in der Berechnung der ersten beiden Schritte der zeitunabhédngige Beitrag der
permanenten Gezeiten bereits inkludiert ist.

Im ersten Schritt werden die Korrekturen AC,;;, und AS;;; mit den frequenzunab-
hédngigen Anteilen der Love Zahlen k;;, berechnet. Die folgende Darstellung resul-
tiert aus der Reihenentwicklung des gezeitenerzeugenden Potentials in Kugelfunk-
tionen:

K GM: [ R n+1
=20 J

Da die Erde als anelastisch angenommen wird, haben die Love Zahlen reelle und
imagindre Anteile. Damit ergeben sich die Komponenten zu

7

N———

GM. 3 1 R n+l o,
ACum(t) = Y} ] ( ) Y Pum(sin¢)) (kfm cos(mA;) + k2 sin(mA;)

250 GM = 2n+1 \r; 0
1
GM; 3. 1 R\
ASm(t) = J = Py (sin @) (K% sin(mA;) — k3 A .
ol f_go GM 1§22n+1 (W’) m=0 nM(SlngD])( o SIN(A;) = iy cos(m ]))

(2.52)

Die zeitabhdngigen sphéarischen Koordinaten von Mond  und Sonne O im erdfes-
ten Referenzsystem werden mit 7;, ¢; und A; bezeichnet. Weiter wird der Einfluss der
Tiden vom Grad zwei auf die Potentialkoeffizienten vom Grad vier angebracht:

3
. Ke) — GM; (R i
[Ac4m_ZAS4m](t):% Y. G—M] (7 Py (sing;)e ™ (m =0,1,2). (2.53)
j=2,0 j

Die Komponenten dieser ellipsoidischen Korrektur berechnen sich mit den Love
Zahlen kg;) tiber

3
1GM; [R\ & ,
ACyn(t) = ) 5 ]<f> P2m(sm(p]-)kg_n:) cos(mA;)
i m=0

iy GM ri
1GM; [R) ¢ : .
ASy(t) = EG—] (—) Py (sin (p]-)ké?;) sin(mA;). (2.54)
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Der 2. Schritt beriicksichtigt die frequenzabhédngigen Anteile, die aufgrund von Re-
sonanzeffekten entstehen. Die Korrekturen der AC,,;;, und AS,,;;, aus Schritt 1 lassen
sich als Summe der Beitrdge der jeweiligen diskreten Frequenzen f in den drei Fre-
quenzbandern der Konstituenten darstellen:

ACx(t) = Y (AobksHy)e'®r, (2.55)
£(2,0)
[ACom — iASom)(t) = 1w Y, (Amk¢Hy) ¢'0r, (m=1,2). (2.56)
f(2,m)

Das astronomische Argument © beschreibt dabei die diskreten Frequenzen als Li-
nearkombination der Bewegung von Mond und Sonne gemafs

6
Or =) nip;, (2.57)
i=1
wobei B; die Doodson Elemente bezeichnen und n; ganzzahlige Multiplikatoren dar-
stellen. In dieser Arbeit wurde ; mit einer Linearkombination aus den Fundamental-
Argumenten berechnet. Die Amplituden ( A0k ¢Hy) fiir die frequenzabhéngige Kor-

rektur werden zu in-phase Amplituden Ampj(fp ) und zu out-of-phase Amplituden

Amp](f)p ) zusammengefasst und konnen fiir die zugehorigen Frequenzen aus Petit
und Luzum [25] entnommen werden. Damit ergibt sich aus Gleichung (2.55) fiir das

langperiodische Frequenzband (m = 0) die Korrektur

ACy(t) = ) Ampj(fp) cos Oy — Ampj(fp) sin O. (2.58)
f(20)
Fiir das tagliche Frequenzband (m = 1) konnen die Korrekturen gemafs Gleichung (2.56)
mit 771 = —i ermittelt werden. Es ergibt sich fiir die Korrekturen
ACx(t) = ) Amp](fp) sin®; + Amp](f’p) cos Oy,
f(21)
ASy(t) =) Ampj(fp) cos Oy — Amp}‘)p) sin Oy. (2.59)
f21)

Die Komponenten des halbtdglichen Frequenzbandes (m = 2) ergeben sich unter
Berticksichtigung, dass 17, = 1 ist, mit

ACy(t) =) Ampyp) cos Oy,
f(22)

ASp(t) =) Amp](fp) —sinOy. (2.60)
f(22)
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2.5.1 Permanentgezeiten

Der zeitliche Mittelwert des gezeitenerzeugenden Potentials ist von Null verschie-
den. Daher entsteht eine permanente Deformation durch die Gezeiten der festen Er-
de. Dieser zeitunabhingige Beitrag der Permanentgezeiten beeinflusst die geraden
zonalen Koeffizienten, wobei der grofite Einfluss mit dem Koeffizient Cyg verkniipft
ist.

Im 3. Schritt der Modellierung der Gezeiten der festen Erde wird dieser permanente
Einfluss berticksichtigt. Die Berechnung der ersten beiden Schritte inkludiert bereits
den zeitunabhingigen Beitrag. Somit sind die Permanentgezeiten nicht enthalten
und es ergibt sich ein sogenanntes tide free Gravitationsfeldmodell.

Wenn der zeitunabhéngige Beitrag enthalten ist spricht man vom zero tide Gravita-
tionsfeldmodell und der Einfluss der Permanentgezeiten muss an die Korrekturen
aus Schritt 1 und Schritt 2 wieder angebracht werden:

ACE™ = 4.4228-1078. (—0.31460)- ka9
AC3, = ACy — ACH™. (2.61)

Es wird in dieser Arbeit das tide free System gewdhlt. Der Einfluss der Gezeiten der
festen Erde wird in Form von Geoidhohen in Abbildung 2.3 dargestellt.

15
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Abbildung 2.3: Einfluss der Gezeiten der festen Erde dargestellt in Geoidhohen
am 01.11.2009 0:00 UTC
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2.6 Ozeangezeiten

Der Einfluss der Gravitationskraft von Mond und Sonne wirkt auch auf die Was-
sermassen der Ozeane, die indirekt auf den Orbit eines niedrig fliegenden Satelliten
wirken. Es wird ein Ozeangezeitenmodell verwendet. Die Modellierung ist komplex,
da z. B. die Kiistenlinien das freie Stromen der Wassermassen beeinflussen. In dieser
Arbeit wurde das Modell FES2004° mit dem Konstituent S1° verwendet. Die Phase
der langperiodischen Konstituenten (); und ), wurde nach Petit und Luzum [26]
auf 5 korrigiert. Die Modellierung der Ozeangezeiten erfolgt wie bei den Gezeiten
der festen Erde durch Variation der Potentialkoeffizienten AC,,;, und AS,,,. Nach
den [ERS Conventions 2010 (Petit und Luzum [25]) berechnet sich die Korrektur der
Potentialkoeffizienten mit

[ACum — iASu] () = 1) (Com F iS5 ) €5, (2.62)
f +

wobei O dem astronomischen Argument entspricht, vgl. Gleichung (2.57). Die Ko-
effizienten der zugehorigen Frequenz (C; o Sjjf, ) €rgeben sich durch

ct 47tGpw (1+k§1> ot

fim Qe 2n+1
471G 1+Kk\ 4
S?’nm — gepw <2n - ’i) Cfi,nm cos(sfnm + Xf)- (2.63)

Die verwendeten Konstanten py, = 1025kg m > und ge = 9.7803278 m s~ 2 entspre-
chen der Dichte des Meerwassers bzw. der mittleren Schwere am Aquator. Die Auf-
lastkoeffizienten kj, beriicksichtigen die Deformation des Ozeanbodens aufgrund der
Massenverlagerungen. Aus dem Modell FES2004 werden die Tidenhohenkoeftizienten

in Form von Amplituden Cﬁn ., und Phasen le/nm entnommen. Der Phasenbias ) r

wird tiber die Vorzeichen der Cartwright-Tayler Amplitude Hy bestimmt, siehe Cart-
wright und Tayler [9]. Zusammengefasst konnen die Komponenten der Korrektur
der Potentialkoeffizienten ACy, () und AS,,(t) wie folgt angeschrieben werden.

f
f
Aoe = C}tnm + C_,nm Boc = S}_,nm + S_,nm
COC — _ijjnm + C_,nm DOC — S]—;nm - Sf_"nm (2.64)

5ftp:/ /tai.bipm.org/iers/convzo1o/chapter6/tidemodels/fes2004.dat
bftp:/ /tai.bipm.org/iers/conv2010/chapter6/tidemodels /S1.dat
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2 Synthese — Orbitintegration

Die Abbildung 2.4 zeigt den Einfluss der mit dem Modell FES2004 berechneten
Ozeangezeiten in Form von Geoidhohen.

[em]

Abbildung 2.4: Einfluss der Ozeangezeiten (FES2004 mit S1) dargestellt in Geoidhohen
am 01.11.2009 0:00 UTC

2.7 Polgezeiten

Die Polgezeiten werden durch die Zentrifugalkraft der Polbewegung erzeugt. Die
Berechnung erfolgt nach den IERS Conventions 2010 (Petit und Luzum [25]).

Die durch die Polbewegung hervorgerufene Deformation der festen Erde wirkt sich
auf die Potentialkoeffizienten C,; und S,; mit

ACy1(t) = —1.333-1077 (m + 0.0115m,),
ASy(t) = —1.333-107 (my — 0.0115m,), (2.65)

aus, wobei m; und my die Position des mittleren Rotationspols im erdfesten Refe-
renzsystem darstellt und in Bogensekunden eingefiihrt wird. Die Berechnung von
my und my erfolgt durch

my = xp(t) _fp(t)
mz = —(yp(t) = 7, (1) (266)
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2 Synthese — Orbitintegration

Dabei sind x,(t) und yp(t) die Polkoordinaten im erdfesten Referenzsystem, vgl.
Abschnitt 2.3.2. Die Mittelwerte xp(t) und ¥,(t) werden mit dem IERS(2010) mean

pole model bestimmt, siehe Petit und Luzum [25].

Es werden auch die Ozeane von den Polgezeiten beeinflusst. Die Polbewegung un-
terliegt der Chandler Periode (~ 430 Tage) und jahrlichen Variationen. Die Modellie-
rung der Ozeanpolgezeiten wird mit dem self-consistent equilibrium model von Desai”
berechnet. Die Berechnung erfolgt mit der Anderung der Potentialkoeffizienten:

AC AR & A3 &
") () = Ry w) (myyy +myys) + | 8 ) (mayy —mivs) ¢,
Asnm Bnm Bnm

R _ OPR*41Gpy (1+K,
" GM g \2n+1)°

Die Koeffizienten Ay, = A% +iA}, und By, = BY, + B}, werden dem Modell
von Desai entnommen, wobei die Modellierung als Funktion von m; und my (2.66)
in Radiant erfolgt. Die verwendeten Konstanten sind die Winkelgeschwindigkeit der
Erde Q = 7.292115- 10~ % rad s !, die Dichte des Meerwassers p;, = 1025kg m 3 und
die mittlere Schwere am Aquator g, = 9.7803278 m s—2. Die Auflastkoeffizienten k/,
und die Werte fiir ¢ = 'yz% + i’yz% sind nach Petit und Luzum [25] implementiert. Der
grofite Beitrag der Ozeanpolgezeiten stammt von den (n,m) = (2,1) Koeffizienten.
In dieser Arbeit wird die Modellierung bis zum Grad 10 berechnet, damit kénnen
99% des Potentials der Ozeanpolgezeiten aufgelost werden.

(2.67)

2.8 Losung der Anfangswertaufgabe

Die Bewegungsgleichung (2.5) stellt ein System von drei Differentialgleichungen
2. Ordnung dar. Inklusive der zuvor beschriebenen Storeinfliisse ergibt sich somit
die Beschleunigung eines Satelliten mit (2.7). Die Losung der Bewegungsgleichung
entspricht dem State-Vektor y mit der Position r(t) und der Geschwindigkeit 1(t)

des Satelliten
y(t) = ng) . (2.68)

Da die Storkréfte zu berticksichtigen sind, ist keine analytische Losung moglich, da-
her erfolgt die Losung der Bewegungsgleichung mit numerischer Integration. Dazu
wird das System von 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung in ein System von 6 Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung tibergefiihrt

) = 22—t y0) = (11 ) (2:69)

7ftp:/ /tai.bipm.org/iers/conv2o10/chapter6/desaiscopolecoef.txt.gz
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2 Synthese — Orbitintegration

Die Kraftfunktion a(t,r) ist selbst von der gesuchten Position r(t) des Satelliten
abhéngig. Die Kraftfunktion ist nicht von der Geschwindigkeit des Satelliten abhédngig,
da nicht-gravitative Kréfte keine Berticksichtigung finden. Ausgehend von den sechs
Anfangswerten [r(tg),#(fp)] werden dann Position und Geschwindigkeit mit kon-
stantem Sampling durch numerische Integration bestimmt:

tit1
r(ti) = r(k) + /t i()dt, (270)

i

tiy1
i(tip 1) = t(t;) +/t a(t,r)dt. (2.71)

i

Es werden die numerischen Integratoren Gauss-Jackson 14 und DOPRIS8-13 verwen-
det. Die Implementierung wurde von der Software ARCSST von Arsov und Pail [1]
tibernommen. Das Mehrschrittverfahren Gauss-Jackson 14 fiir Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung ist der Klasse der Pradiktor-Korrektor Verfahren zuzuordnen und
benotigt 13 Startwerte. Das Einzelschrittverfahren DOPRI8-13 liefert die benotigten
Startwerte, vgl. Abbildung 2.1. Es sei fiir ndhere Details der numerischen Integrati-
onsverfahren auf z. B. Montenbruck und Gill [23] verwiesen.

2.8.1 Aufteilung in Bahnbogen

Typischerweise wird fiir niedrig fliegende Satelliten die numerische Bahnintegrati-
on mit kurzen Bahnbogen durchgefiihrt, vgl. z. B. Mayer-Giirr [20] oder Beutler u. a.
[6]. Es gibt daher fiir jeden Bahnbogen i einen initialen State-Vektor [r(t)),t(t})].
In der 1. Iteration entsprechen die initialen State-Vektoren den mit GPS bestimm-
ten kinematischen Positionen bzw. den Geschwindigkeiten, wobei die Geschwindig-
keiten aus den kinematischen Positionen mit numerischer Differentiation abgeleitet
werden, siehe Abschnitt 4.2. Um das statische Gravitationsfeld der Erde zu bestim-
men, werden die Residuen des gemessenen kinematischen Orbits (Referenzorbit)
zu dem numerisch integrierten Orbit betrachtet. Werden die Intervalle der einzel-
nen Bahnbogen kurz gehalten, wirkt sich das nur ndherungsweise bekannte a priori
Gravitationsfeld der Erde nicht so stark auf die Residuen aus. Dariiber hinaus wird
durch die Aufteilung in kurze Bahnbogen die Auswirkung der nicht modellierbaren
Bahnstorungen geringer. Weiter vereinfacht die Aufteilung in Bahnbégen den Um-
gang mit Datenliicken. Da nach einer Datenliicke ein neuer Bahnbogen beginnt, ist
sichergestellt, dass innerhalb eines Bogens die kinematischen Positionen mit kon-
stantem Sampling vorliegen. Die Verwendung von sehr kurzen Bahnbogen wirkt
sich jedoch nachteilig auf die Schitzung der Koeffizienten niedrigen Grades aus,
da diese eine langperiodische Verdnderung der Satellitenbahn verursachen, siehe
Locher [18].
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2 Synthese — Orbitintegration
2.9 Schatzen neuer Anfangswerte

Der initiale State-Vektor des i-ten Bahnbogens besteht in der 1. Iteration aus der
beobachteten kinematischen Position und aus der mit den kinematischen Positionen
numerisch differenzierten Geschwindigkeit des Satelliten (Abschnitt 4.2)

v = (1)) (272)

Es handelt sich dabei bereits um eine sehr gute Ndherung des initialen State-Vektors,
wobei die Berechnung des integrierten Orbits auch von den a priori Ndherungswerten
der Potentialkoeffizienten abhdngt. Die berechneten Positionen dienen dann in der
Analyse bzw. der Gravitationsfeldbestimmung als Taylorpunkt eines linearisierten
Modells, vgl. Kapitel 3. Da die Beobachtungsgleichungen nicht linear sind, wird die
Losung von einem Linearisierungsfehler verzerrt, der von der Qualitit des Taylor-
punktes abhingig ist. Weicht somit der berechnete Orbit zu stark vom beobachteten
Orbit ab, muss ein Iterationsverfahren erfolgen, indem iterativ mit den verbesserten
Naherungswerten ein Orbit integriert wird aus dem wieder Verbesserungen der Po-
tentialkoeffizienten geschitzt werden. Da dies rechentechnisch sehr aufwandig und
zeitintensiv ist, werden nur die initialen State-Vektoren iterativ an den beobachteten
Referenzorbit angepasst, um dann mit diesen Residuen in einem Schritt die Potenti-
alkoeffizienten zu schitzen.

Im Allgemeinen erfolgt bei nicht-linearen Beobachtungsgleichungen die Linearisie-
rung mit einer Taylorreihenentwicklung und dem Abbruch nach dem linearen Term.
Die linearisierte Beobachtungsgleichung eines Bahnbogens mit konstanten Potenti-
alkoeffizienten lautet

5 or
r(t) = ¥(t) + 3y(te) ifs)’(to)- (2.73)

Die beobachtete kinematische Position im Inertialsystem ist r(#) und #(t) bezeich-
net die aus den Ndherungswerten berechnete Position im Inertialsystem. Die Zu-
schldge dy(tp) werden pro Bahnbogen geschétzt, daher werden die initialen State-
Vektoren auch als lokale Parameter bezeichnet. Die Schitzung erfolgt mit der Me-
thode der kleinsten Quadrate. Die partielle Ableitung der berechneten Position nach
dem initialen State-Vektor wird als State-Transition-Matrix ®,(t,ty) bezeichnet, wo-
bei die numerische Bahnintegration sehr sensitiv auf geringe Anderungen des initia-
len State-Vektors reagiert, vgl. Arsov und Pail [1].

Die State-Transition-Matrix stellt den ersten Teil der Variationsgleichungen dar, ihre
Berechnung wird im Folgenden vorgestellt, siehe Montenbruck und Gill [23]. Ausge-
hend von der Bewegungsgleichung als System von Differentialgleichungen 1. Ord-
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2 Synthese — Orbitintegration

nung
d B _ (1)
v =ty = (10, (2.74)
mit dem State-Vektor
r(t
wird die partielle Ableitung nach dem initialen State-Vektor y(t() gebildet
9 d_ .. of(ty(t) _of(ty(t) dy(t
= — = . 2.76
oyt a”) = Tay() oy ay(to) (27
Die State-Transition-Matrix ist
or(t)
_oy(t) _ (@ _ [ ayi)
2t = 5= (&) - (—5““ | 77
y(to)

Da der initiale State-Vektor y(() nicht von der Zeit t abhdngt, kann in (2.76) die Dif-
ferentiation nach der Zeit und nach dem initialen State-Vektor vertauscht werden,

%q)(t, tg) = %@(t, to). (2.78)

Fiir die partiellen Ableitungen der Geschwindigkeit des Satelliten nach dem State-
Vektor y(t) ergibt sich

0 di(t)

ont) 03,3 3t I3a (2.79)

Damit folgen aus Gleichung (2.78) die Komponenten

d @, 0333 I3,3 .
E(ﬁb(t, to) = (<I> ) = | da(t,r,i) oa(tr,¥) ®(t,tp). (2.80)
' or(t) ok (t) 6x6

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn die Kraftfunktion a nicht von der Ge-
schwindigkeit des Satelliten abhdngt, siehe (2.69). Die Losung der State-Transition-
Matrix wird zusammen mit der Losung der Anfangswertaufgabe (Abschnitt 2.8) mit
numerischer Integration aus

. da(t,r)

q)r(t/ tO) = T(t)q)r(tr tO) (2-81)

berechnet. Zum Zeitpunkt ty (Startwert der numerischen Integration) entspricht die
State-Transition-Matrix ®(tp, tg) = 1¢x6. Ndhere Details zu der partiellen Ableitung
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2 Synthese — Orbitintegration

der berechneten Beschleunigung des Satelliten nach der Position bzw. zu den Ele-
menten des Gravitationstensors, sind dem Abschnitt 3.2.1 zu entnehmen.

Die Linearisierung der Beobachtungsgleichung zur Schitzung des initialen State-
Vektors eines Bahnbogens erfolgt also mit der State-Transition-Matrix, vgl. (2.73)

(1) — (1) = @, (1, o)y ko), (2.82)
mit den Komponenten

oOx Jx dx Jdx dx = Ox

E)xo ayo aZO aXO ayo 820

_for(t) or(t)\ _ | dy dy dy dy dy 9y
q)r(t/tO)—( ~ B EEE TR T (2.83)
d z Jz
dxg dyo 9dz d¥ Jyo 9%

Somit ergibt sich aus (2.82) ein lineares Gleichungssystem, in der Form
014+ v = Ady(ty), (2.84)

wobei 61 den Vektor der Orbitresiduen darstellt und Jy(ty) die zu schitzenden
Zuschldge zum initialen State-Vektor. Die State-Transition-Matrix wird als Design-
Matrix A bezeichnet. Mit der Bedingung, dass die Quadratsumme der Verbesserun-
gen v ein Minimum bildet, kann das Normalgleichungssystem eines Bahnbogens
mit

(ATA)59(ty) = ATal (2.85)
angeschrieben werden. Die Beobachtungen werden als gleich genau und unkorre-
liert angenommen. Mit der Losung dieses Normalgleichungssystems werden dann
die Zuschldge zu den initialen State-Vektoren bestimmt. Formal erhilt man die an-
gepassten initialen State-Vektoren der entsprechenden Bahnbogen mit

y(to) = y(to) + 09(to)
(;gigg (r ) + (ATA) AT, (2.86)
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2 Synthese — Orbitintegration

Néhere Details zu der Methode der kleinsten Quadrate sind im Abschnitt 3.4 ent-
halten. Die Anpassung der initialen State-Vektoren erfolgt iterativ. Dabei wird der
Taylorpunkt bei jedem Iterationsschritt verbessert, wobei im Fall von GOCE drei
Iterationen ausreichen. Bei der Bestimmung des Gravitationsfeldes hat sich jedoch
gezeigt, dass der Linearisierungsfehler bereits nach der 1. Iteration klein genug ist,
wenn kurze Bahnbogen verwendet werden, siehe Abbildung 5.3. Daher ist es ausrei-
chend, die kinematischen Positionen und die numerisch differenzierten Geschwin-
digkeiten des Satelliten als Ndherungswerte zu verwenden.
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Gravitationsfeldbestimmung

Ziel dieser Arbeit ist es, das statische Gravitationsfeld der Erde mit einem Satelli-
ten als Testmasse zu bestimmen. Dazu werden die berechneten Positionen aus der
Synthese (Kapitel 2) mit den GPS bestimmten kinematischen Positionen verglichen
und aus den Residuen werden Zuschldge zu den Ndherungswerten geschéatzt. Dieses
Kapitel beschreibt den zweiten Schritt der Analyse der Bahnstorungen, in dem die
Zuschldge zu den ndherungsweise bekannten Potentialkoeffizienten des Erdgravi-
tationsfeldes bestmoglich geschitzt werden. Die differentiellen Verbesserungen der
Potentialkoeffizienten des Gravitationsfeldes werden mit einem linearisierten Mo-
dell berechnet, wobei die in der Synthese berechneten Positionen als Taylorpunkt
dienen. Die durch die Losung der Anfangswertaufgabe erhaltenen Positionen ¥(t)
sind nicht nur von den initialen State-Vektoren des entsprechenden Bahnbogens
y(t) abhéngig, sondern auch von den niherungsweise bekannten Potentialkoeffizi-
enten des Gravitationsfeldes. Die Linearisierung der Beobachtungsgleichung erfolgt
mit den Variationsgleichungen, wobei der erste Teil die Abhdngigkeit von den in-
itialen State-Vektoren mit der State-Transition-Matrix ®,(t, ty) berticksichtigt, siche
Abschnitt 2.9. Der zweite Teil berticksichtigt die Abhdngigkeit von den Potential-
koeffizienten mit der Parameter-Sensitivity-Matrix S,(¢), deren Berechnung in die-
sem Kapitel ndher beschrieben wird. Die Berechnung von ®,(t,ty) sowie von S, (t)
benotigt die Bestimmung des Gravitationstensors. Weiter wird in diesem Kapitel auf
die Aufstellung sowie auf die Losung des Normalgleichungssystems eingegangen.
Da in der Analyse eine grofie Anzahl an Parametern mitgeschétzt werden, jedoch
nicht mehr explizit von Interesse sind, werden Teile der Parameter eliminiert. Die Eli-
mination eines Teiles der Parameter betrifft vor allem die lokalen Parameter (initale
State-Vektoren), aber auch etwaige nicht deterministisch modellierbare Storeinfliisse.
Diese Storeinfliisse werden als empirische Beschleunigungen bezeichnet und kénnen
optional mitgeschitzt werden. Der Arbeitsablauf der Analyse bzw. der Gravitations-
feldbestimmung ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Die Implementierung verwendet
Routinen der Automatically Tuned Linear Algebra Software (ATLAS)" bzw. des Linear
Algebra PACKage von Netlib (LAPACK 3.4.1)°.

Thttp:/ /math-atlas.sourceforge.net
*http:/ /www.netlib.org/lapack
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berechnete Position

|
berechnete Geschwindiikeit

State Trans Matrix
~ kinematische Position Normalgleichung

Parameter Sensitivity Matrix

State Trans@n Matrix
kinematische Posiion

Néachster Bogen

Lésung des

Abbildung 3.1: Arbeitsablauf der Analyse — Gravitationsfeldbestimmung
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3 Analyse — Gravitationsfeldbestimmung
3.1 Linearisierung mit den Variationsgleichungen

Die Losung der Bewegungsgleichung in Form einer Anfangswertaufgabe (Abschnitt 2.8)
liefert die berechnete Position des Satelliten ¥(¢) in Abhédngigkeit von den lokalen
Parametern y(tp) und den Potentialkoeffizienten des Erdgravitationsfeldes

(t) = £(t,p,y(to)), (3.1)

wobei die Potentialkoeffizienten als globale Parameter bezeichnet werden und bis
zu einem maximal gewiinschten Grad n zum Vektor p zusammengefasst werden

p = (C20,Co1,C2,--.,Cun, S21,522,531, - - -, Sun)- (3.2)

Die Liange des Parametervektors, u, wird durch den maximalen Grad nmax be-
stimmt
U = (Nmax + 1)2 —4. (3-3)

Es kénnen noch weitere Parameter angesetzt werden, um die nicht deterministisch
modellierbaren Storeinfliisse mitzuschdtzen, siehe Abschnitt 3.3. Die linearisierte
Beobachtungsgleichung ergibt sich demnach aus der Taylorreihenentwicklung und
dem Abbruch nach dem linearen Term,

or

r(t) =%(t) + p ai

P ay()
vgl. (2.73) und (2.82). Die partielle Ableitung der Position nach den lokalen Parame-
tern wird mit dem ersten Teil der Variationsgleichungen, der State-Transition-Matrix
®,(t,t9) berechnet, wobei die Zuschlidge zu den initialen State-Vektoren mit dy(#y)
bezeichnet werden, siehe Abschnitt 2.9. Die partielle Ableitung der Position nach
den globalen Parametern ergibt sich aus der Parameter-Sensitivity-Matrix S,(t), die
den zweiten Teil der Variationsgleichungen darstellt, siehe Montenbruck und Gill
[23]. Die zu schdtzenden Zuschldge zu den Potentialkoeffizienten werden mit ép
bezeichnet. Die Berechnung der Parameter-Sensitivity-Matrix erfolgt analog zu der
State-Transition-Matrix (2.76) durch

d ay(t) _ of(t,y(t),p)dy(t)  of(ty(t),p)
it ap _ ayt) op | op 55)

~5Y(t0)/ (34)

wobei die gesamte Parameter-Sensitivity-Matrix durch

or(t)
ay(t S, -
-3 (3)- (%)
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3 Analyse — Gravitationsfeldbestimmung

dargestellt wird. Somit ergeben sich analog zu (2.80) die Komponenten der Differen-
tialgleichung der Parameter-Sensitivity-Matrix aus

J S 0343 I3xs 03y
%S(t) = (Sr) = | da(t,r,t,p) oa(t,rt,p) S(t) + | oa(t,r,1,p) .
' or(t) ot(t) 6x6 op o
(3-7)
Die Kraftfunktion a ist nicht von der Geschwindigkeit des Satelliten abhdngig, siehe
(2.69), deshalb vereinfachen sich die Differentialgleichungen zu

®:(1,10) = 5P (1) 69)
” da(t,r, da(t,r,
5, (1) = 22t (1) . AL 59

Die Losung der Variationsgleichungen erfolgt mit numerischer Integration, wie in
Abschnitt 2.8 beschrieben. Der Initialwert der State-Transition-Matrix ist ®(tg, tg) =
Isxe und fiir die Parameter-Sensitivity-Matrix gilt S(tp) = 04y, weil zum Zeitpunkt
to keine Abhidngigkeit von den globalen Parametern besteht. Da die Variationsglei-
chungen in der Analyse (2. Schritt) separat integriert werden, ist darauf zu ach-
ten, dass die Bahnbogenldnge und das Sampling der Positionen dem der Synthese
(1. Schritt) entsprechen. Dies gilt auch fiir das verwendete a priori Erdgravitations-
feldmodell, zumal die berechneten Positionen als Taylorpunkt verwendet werden.
Den grofiten rechentechnischen Aufwand stellt die Integration der Variationsglei-
chungen dar. Aufgrund der niedrigeren Genauigkeitsanforderungen an die parti-
elle Ableitung %, also an den Gravitationstensor, kann jedoch ein vereinfachtes
Kriftemodell verwendet werden, sieche Montenbruck und Gill [23]. In der Analy-
se wird der Gravitationstensor, siehe Abschnitt 3.2.1, mit den a priori Potential-
koeffizienten bis zum Grad zehn entwickelt, es werden keine anderen Storkrifte
berticksichtigt. Wird der Gravitationstensor in der Synthese bis zum Grad zehn ent-
wickelt, ergeben sich im Vergleich zur Entwicklung bis zum Grad n = 150, Differen-
zen im Bereich von 1077 m, wobei die Integralgleichungsmethode von Mayer-Giirr
[20] dhnliche Differenzen zeigt. Die partielle Ableitung der Kraftfunktion nach den
Potentialkoeffizienten ist im Abschnitt 3.2.2 ndher beschrieben.

3.2 Partielle Ableitungen der Kraftfunktion

In diesem Abschnitt werden die partiellen Ableitungen, die zur Bildung der Diffe-
rentialgleichung der State-Transition-Matrix ®,(t, to) sowie der Parameter-Sensitivity-
Matrix S,(t) benétigt werden, bereitgestellt. Die Berechnung erfolgt in der Subrou-
tine satacc, vgl. Abbildung 3.1.
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3 Analyse — Gravitationsfeldbestimmung

3.2.1 Ableitung der Kraftfunktion nach der Position —
Gravitationstensor

Die Ableitung der Kraftfunktion a nach der Pos1t10n, 5 entspricht der 2. Ableitung
des Gravitationspotentials V und wird als Gravitationstensor bezeichnet. Die Gravi-
tationsgradienten werden im Gravitationstensor zusammengefasst. Das theoretische
Konzept geht auf Antonio Marussi zuriick, daher wird der Tensor 2. Ordnung auch
als Marussi Tensor M benannt. Die Berechnung der g Elemente erfolgt durch die An-
wendung des Gradientenoperators V auf den Gradienten des Gravitationspotentials
\YA%

Msis =V(VV)=VeVYV, (3.10)

mit dem dyadischen Produkt ®. Durch die Definition des Gradientenoperators (2.9)
und dem Gradienten des Gravitationspotentials VV (7, ¢, A) (2.14), parametrisiert in
sphérischen Koordinaten, ergibt sich

M e J +e 19 +e ! i
S R P rog | rcos@dA

GM & 2
Rz )3 Z ( ) [Vrer + Vopey + Vaey] (3.11)

n=0m=0
mit

Vi = —(n+ 1) Py (sin @) (Cpm cos(mA) + Sy sin(mA))
Vo = Py, (sin @) (Cpm cos(mA) + Sy sin(mA))

m . .
V) = —Cosq)pnm(sm @) (Cum sin(mA) — Sy cos(mA)) . (3.12)

Der Marussi Tensor M3,3 ist symmetrisch und besitzt eine verschwindende Spur,
tr(Masys) = 0, da das Gravitationspotential im Auflenraum quellenfrei ist und somit
die Laplace Gleichung AV = 0 gilt, siehe Abschnitt 2.2. Daher sind nur 5 Elemente
linear unabhingig. Beachtet man die Ableitungen der sphérischen Basisvektoren,
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3 Analyse — Gravitationsfeldbestimmung

ergeben sich diese 5 Komponenten des Marussi Tensors wie folgt:

az GM e} n R n+3
MV}’ = WV(}/’ @, A) = F Z (7) — (Vl +2)Vr,

n=0m=0

82 GM & 1 R n+3
qu; = WV(V’ q),)\) = F Z Z (7) - (n +2)V(p,

n=0m=0

92 GM & L (R\""
M}’A WV(V, q?, )\) = Fnzomgo (7) — (n +2)VA,
92 GM & & R\ AV,
Moy = a—(PzV(T/ ¢,A) = Fr;OmZO (7) Vit 5o
92 GM & & (R\"" V)
Mgy = agDa/\V(r, p,N) = Fr;);ﬂ;o (7) tan V) + % (3.13)

Die partielle Ableitung aa% fiihrt auf die 2. Ableitung der zugeordneten Legendre-
funktionen %Pmm(sin @) = P/, (sin ) und die partielle Ableitung aaqu wird mit der
1. Ableitung der zugeordneten Legendrefunktionen P}, (sin ¢) berechnet.

Durch die Erfiillung der Laplace Gleichung im Aussenraum bzw. durch die ver-
schwindende Spur des Gravitationstensors folgt

02 02 02
WV(r, P,A) = — (ﬁV(r, P,A) + a—(PZV(r, go,/\)> ,
My = — (M + Mqoqo)- (3-14)
Die restlichen Elemente ergeben sich aus der Symmetrie von Ma,3:
Mgor = quJr My, = M;p, M/\q) = MgoA- (3.15)

Damit kann der Marussi Tensor bzw. die Ableitung der Kraftfunktion nach der Po-
sition im sphérischen lokalen Horizontsystem durch

Mrr Mr(p Mr)\
M(r,go,A):%(rt’)P): (M(,,, Moy MW) (3.16)

angeschrieben werden. Da die Normalgleichungen im Inertialsystem aufgestellt wer-
den, muss der Tensor 2. Ordnung geméafs den Transformationsregeln zuerst in das
erdfeste kartesische Referenzsystem transformiert werden und anschlieffend in das
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3 Analyse — Gravitationsfeldbestimmung

kartesische Inertialsystem. Die entsprechenden Transformationsmatrizen sind im
Abschnitt 2.3 beschrieben.

Met(x, ¥, 2) = UlpetM(7, (P,)\)Uﬂzef, (3.17)
Mit(X,Y, Z) = UepitMes(x,y, 2) Ul (3.18)

Bei der Transformation vom sphérischen lokalen Horizontsystem in das erdfeste
Referenzsystem mit der Rotationsmatrix (2.22) ist auf die Reihenfolge der Basisvek-
toren zu achten.

Somit konnen die Differentialgleichungen der Variationsgleichungen ®,(t,t;) und

S/(t) mit dem Gravitationstensor im Inertialsystem Mj¢(x, y, z), bzw. mit der partiel-

len Ableitung %ﬁ’)}))f aufgestellt werden.
1

3.2.2 Ableitung der Kraftfunktion nach den Potentialkoeffizienten

Fiir die Differentialgleichung der Parameter-Sensitivity-Matrix S, (¢) (Abschnitt 3.1)
wird die Ableitung der Kraftfunktion a nach den globalen Parametern, g—;, benotigt.

Die globalen Parameter entsprechen den Potentialkoeffizienten bis zum gewiinschten
Grad nmax, zusammengefasst zu dem Parametervektor p mit der Lange u. Die empi-
rischen Beschleunigungen (Abschnitt 3.3), die optional mitgeschitzt werden kdnnen,
werden hier nicht berticksichtigt. Die Kraftfunktion a(t,r, p) wird in der Synthese
mit den globalen Parametern p unter Berticksichtigung der Drittkorperkrifte aus-
gewertet. Da das statische Gravitationsfeld der Erde bestimmt werden soll, werden
die Gezeiten durch Variation der Potentialkoeffizienten berticksichtigt. Daher wird
die partielle Ableitung des Gradienten des Gravitationspotentials VV (r, ¢, A) nach
den globalen Parametern an den in der Synthese berechneten Positionen () in
sphérischen Koordinaten bestimmt,

da(t,r,p) (BVV(r, (p,)\))
3xu

Damit ergibt sich aus Gleichung (2.14) mit den Komponenten (3.12) die partielle
Ableitung im sphérischen lokalen Horizontsystem mit

v, v,
acnm asnm
da(t,r,p) _ GM (E)nﬂ Wy IV (3.20)
= R 9Cum  9Sum ’ :
d R r vy vy

OCum  9Sum’/ 3xu

wobei die Reihenfolge durch den globalen Parametervektor p vorgegeben ist. Die
Systemtransformation vom sphérischen lokalen Horizontsystem in das kartesische
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Inertialsystem erfolgt analog zu (2.15) und (2.16) mit

%altrp) _y,, 220rp) (3.21)
P o Iy
daltrp) _y,,2205p) (3.22)
P P o
Die partielle Ableitung %’pnp)if im Inertialsystem kann dann in (3.9) verwendet

werden, um die Differentialgleichung der Parameter-Sensitivity-Matrix S,(t) zu bil-
den.

3.3 Empirische Beschleunigungen

Die nicht deterministisch modellierbaren Storeinfliisse werden als empirische Be-
schleunigungen bezeichnet. Die empirischen Beschleunigungen werden eingefiihrt
um die unmodellierten Signalanteile zu absorbieren, damit diese nicht in die Losung
des Gravitationsfeldes einflieflen, siehe Beutler u. a. [6]. Dieses Konzept wird mit der
Einfiihrung konstanter Beschleunigungen airfnp im Bahnsystem, siehe Abschnitt 2.3.4,
umgesetzt. Es handelt sich um Parameter, die pro Bahnbogen geschétzt werden. Das
Zeitintervall, in dem die empirischen Beschleunigungen geschitzt werden, ist von
grofler Bedeutung, da die Gefahr besteht, dass auch Signalanteile mit Gravitations-
feldinformation absorbiert werden. Da durch die Losung der Anfangswertaufgabe
Korrelationen entstehen, erfolgt die Schiatzung pro Bahnbogen und nicht in Subin-
tervallen eines Bahnbogens. Die konstante empirische Beschleunigung im Inertial-
system ergibt sich mit der Rotationsmatrix (2.44) aus

2T = Uypr(1)a™™. (3.23)

Der globale Parametervektor p wird um die zu schédtzende konstante Beschleuni-
gung erweitert, p, = azrfnp. Die Gesamtanzahl der Parameter ist u + 3. Die partielle
Ableitung

oasy™”

P,

kann dann in (3.9) verwendet werden. Die Berechnung der partiellen Ableitung er-
folgt mit der berechneten Geschwindigkeit des Satelliten in der Subroutine satacc,
vgl. Abbildung 3.1. Die dadurch erzeugte Abhéngigkeit der Kraftfunktion von der
Geschwindigkeit wird vernachldssigt. Durch die Losung der Differentialgleichung
S/(t) konnen die konstanten empirischen Beschleunigungen pro Bahnbogen mit-
geschitzt werden. Da die empirischen Beschleunigungen an sich nicht von Interesse
sind, wird das Normalgleichungssystem reduziert, siehe Abschnitt 3.4.2.

= Uopaif(t), (3-24)
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3 Analyse — Gravitationsfeldbestimmung
3.4 Normalgleichungssystem

In diesem Kapitel wird die Aufstellung des Normalgleichungssystems zur Schatzung
des Erdgravitationsfeldes mit der Methode der kleinsten Quadrate bereitgestellt.
Weiter wird die Berechnung der Zuschldge zu den Potentialkoeffizienten bzw. die
Losung des reduzierten Normalgleichungssystems beschrieben. Das reduzierte Nor-
malgleichungssystem resultiert aus der Elimination eines Teiles der Parameter.

3.4.1 Aufstellen des Normalgleichungssystems

Ausgehend von der Linearisierung durch Taylorreihenentwicklung und dem Ab-
bruch nach dem linearen Term (3.4), kann die lineare Beobachtungsgleichung mit
den Variationsgleichungen angeschrieben werden, mit

r(t) —#(t) = S, (t)op + @, (t, to)dy(to). (3-25)

Zusammengefasst in Matrix-Vektor Notation lautet die lineare Beobachtungsglei-
chung

r(f) — () = [Sy() @(t,t0)] ( 5 j(ljo)) . (3.26)

Wird die Inkonsistenz mit den Verbesserungen v berticksichtigt, kann die lineare
Verbesserungsgleichung in der bekannten Form fiir einen Bahnbogen i

ol + v, = A;dx, (3.27)
mit
ol = 1i(t) — (1), ox = ( op ) , (3.28)
ay(tp)
und der Design-Matrix fiir den i-ten Bahnbogen mit k Beobachtungen

Ai(t) S,(t1) @ (t1,t))
Ai(ty) Sr(tk) @r(tet0) | 3ax(urers)

angeschrieben werden. Der zu schitzende Parametervektor dx beinhaltet die loka-
len sowie die globalen Parameter und J1; bezeichnet die Orbitresiduen. Gilt fiir
den Erwartungswert der Verbesserungen E(v) = 0, bzw. kann angenommen wer-
den, dass es sich bei den Verbesserungen v um zufillige Fehler handelt, kann das
tiberbestimmte Gleichungssystem mit der Methode der kleinsten Quadrate gelost
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werden. Die Bedingung der Losung ist die Minimierung der Quadratsumme der
Verbesserungen
viv — min, (3.30)

wobei die Beobachtungen als gleichgenau und unkorreliert angenommen werden.
Die Kofaktorenmatrix der Beobachtungen wird also mit

Z(1) = Io? (3.31)
angenommen, wobei ¢? die Gewichtseinheitsvarianz ist. Die Bedingung (3.30) fiihrt
auf das Normalgleichungssystem

Néx = n mit N =ATA und n = AT4l. (3.32)

Die gesamte Normalgleichungsmatrix N wird mit allen Beobachtungen der entspre-
chenden Bahnbogen durch Summation aufgestellt, wobei die Anzahl der Beobach-
tungen eines Bahnbogens mit k bezeichnet wird und die Anzahl der Bahnbogen mit
b gekennzeichnet ist. Somit gilt fiir die Normalgleichungsmatrix

b
:ZZ Ai(t)) (3.33)

und analog gilt fiir die rechte Seite die Matrix-Vektor Multiplikation

k
Z t) ol (t (3-34)

m@

Dadurch ist nur die Design-Matrix A zu jedem Zeitpunkt ¢ aufzustellen und da-
nach das Produkt der Form AT A mit der LAPACK Funktion DSYRK zu bilden. Die
LAPACK Funktion DSYRK berechnet das sogenannte Rang k Update von A, die
anschlieffende Summation wird auch von der Funktion tibernommen.

Da die Normalgleichungen der Anfangswerte der entsprechenden Bahnbogen i =
1,...,b untereinander unkorreliert sind, folgt die symmetrische positiv definite Nor-
malgleichungsmatrix der Form (Kaula [16]),

[ Ni1 |Nig1 Nizp ... Nigp)
N21,1 N22’1 0 e 0
N=|[Naz| o Nxpp , (3-35)
Noip| o e N2z p

wobei der Block Nj; den Normalgleichungen der globalen Parametern entspricht.
Die Blocke Nj;;; entsprechen den Normalgleichungen der lokalen Parameter des
entsprechenden Bahnbogens i. Die Dimension dieser Matrix ist

dim(N) = (u+ (6 +3)-b)x(u+ (64 3)-b). (3.36)
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Aufgrund dieser enormen Grofie wird die Normalgleichungsmatrix reduziert. Vor
allem, da die initialen State-Vektoren in der Analyse nicht mehr von Interesse sind.
So kann unnétiger Rechenaufwand vermieden werden und Arbeitsspeicher einge-
spart werden. Die Reduktion der Normalgleichungsmatrix entspricht der Elimina-
tion eines Teiles der Parameter. Die Verwendung der empirischen Beschleunigun-
gen ist optional. Da jedoch das Konzept der empirischen Beschleunigungen darauf
abzielt, die unmodellierten Signalanteile zu absorbieren (Abschnitt 3.3) und die nu-
merischen Werte selbst nicht interessieren, werden diese Parameter auch eliminiert,
siehe Abschnitt 3.4.2.

Die Losung des Normalgleichungssystems ist in Abschnitt 3.4.3 ndher beschrie-
ben.

3.4.2 Elimination eines Teiles der Parameter

Es werden Parameter in das Parametermodell aufgenommen, deren numerische
Werte nicht oder nicht mehr von Interesse sind. Solche Parameter sind die initialen
State-Vektoren der entsprechenden Bahnbogen, also die lokalen Parameter sowie die
empirischen Beschleunigungen, die den globalen Parametern zuzuordnen sind. In
den meisten Féllen {iibersteigt die Anzahl dieser Parameter sogar die Anzahl der
gesuchten Potentialkoeffizienten des Erdgravitationsfeldes, daher werden diese Tei-
le der Parameter aus dem Gleichungssystem eliminiert. Die Beobachtungen werden
als unkorreliert und gleichgenau angenommen. Die lineare Verbesserungsgleichung
eines Bahnbogens (3.27) wird in zwei Teile aufgeteilt,

01+ v = A10p + Axdy(to). (3-37)
Somit lautet das Normalgleichungssystem, vgl. (3.32), eines Bahnbogens i,
ATA; AlA sp \ _ [Aldl
ATA, ATA,) \oy(ty)) — \Alsl)’
N1y N12> <5§<1> <n1>
. | = : 38
(N21 N2, /) \ % ny (5:38)
Die Blocke der lokalen Parameter Ny, entsprechen den einzelnen Bahnbogen und
sind untereinander unkorreliert, vgl.(3.35). Der Block Ny; ist den gesuchten Potenti-
alkoeffizienten bzw. den globalen Parametern zuzuordnen, auf die Parameterelimi-

nation der empirischen Beschleunigungen wird spéter in diesem Abschnitt einge-
gangen. Damit konnen die Komponenten des Normalgleichungssystems durch

N116%1 + N126%2 = ny, (3-39)
N316%1 + N22d%2 = ny, (3-40)
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angeschrieben werden. Es wird die zweite Gleichung (3.40) betrachtet und nach dem
Parametervektor, der die zu eliminierenden lokalen Parameter enthilt, umgeformt.
Existiert die Inverse Ngzl, so ist

6%y = N (ng — Np1d%g) = Npo'np — N, Npp6%. (3.41)

Setzt man den Parametervektor 6%, (3.41) in die erste Gleichung des Normalglei-
chungssystems (3.39) ein, ergibt sich

N110%1 + N12Nyy'ny — N3oNo,!Noy ok = ny, (3-42)
wobei das Herausheben von %; die finale Form liefert
(N11 — N12N»,'Npp)6%1 = ny — NpoNo,'ny, (3-43)
vgl. Kaula [16]. Somit kann das reduzierte Normalgleichungssystem mit
N11 = Ni; — NoNo,'Ny (3-44)
fi; = n; — NNy 'np (3-45)

angeschrieben werden. Die Reduktion bzw. die Elimination der lokalen Parameter
wird nach jedem Bahnbogen durchgefiihrt, siehe Abbildung 3.1.

Mathematisch handelt es sich bei der Elimination der Parameter X, um eine Projek-
tion der Gleichung (3.37) in den zu A, orthogonalen Raum. Mit der Projektionsma-
trix

Iz, =1-Tla, =1 - Ay(AJAz) 'A] (3.46)
ergibt sich die Projektion der Verbesserungsgleichung aus
I, 61+ Iy v = Ix A1 5p + Ix As Sy (to). (3.47)
— N N—— ——
dl v Ay =0

Der reduzierte Verbesserungsvektor v ist identisch mit dem urspriinglichen Verbes-
serungsvektor v, somit kann die Verbesserungsgleichung des reduzierten Systems

S+ v = Aidp, (3.48)

verwendet werden, um die Zuschldge der Potentialkoeffizienten mit der Methode
der kleinsten Quadrate zu schétzen. Diese Losung entspricht der Losung mit dem
reduzierten Normalgleichungssystem (3.44) und (3.45). Details zur Losung des Nor-
malgleichungssystems sind im Abschnitt 3.4.3 enthalten.

Die Elimination eines Teiles der Parameter hat also auch Einfluss auf das Skalar-
produkt der Beobachtungen 171, das benétigt wird um die Kovarianzmatrix der
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geschitzten Parameter X(X) bzw. die formalen Fehler zu bestimmen. Die formalen
Fehler werden iiber die direkte Berechnung der Quadratsumme der Verbesserungen
ermittelt, siche Abschnitt 3.4.3. Fiir das Skalarprodukt der Beobachtungen 111 gilt
somit durch die Elimination der Parameter, siehe Ehrig und Nowak [10],

Ti=11- nl N2_21n2. (3-49)

Implementierung der Elimination eines Teiles der Parameter

Da die Normalgleichungsmatrix symmetrisch und positiv definit ist, erfolgt die Im-
plementierung nach Ehrig und Nowak [10] mit der Cholesky Zerlegung von Nj, in
eine obere Dreiecksmatrix

Ny, =U'U. (3-50)

Verwendet wird die LAPACK Routine DPOTRF. Daraus ergibt sich dann mit Glei-
chung (3.44), folgender Ausdruck fiir die Reduktion der Normalgleichungsmatrix,

Ny = Ny — N (UTU) !Ny

=Ny — NpU U INT,
= Ni — (U'NJ)"U N, (3.51)
Das Produkt der Dreiecksmatrix U~T mit Np; wird mit der LAPACK Routine DTRSM
berechnet, wobei diese Funktion das Gleichungssystem UTX = Nj; nach X auflost.
Damit wird effizient die Matrix U~TN,; ermittelt. AnschlieBend ist noch das Rang
k Update dieser Matrix mit DSYRK zu bestimmen, vgl. Abschnitt 3.4.1. Ausgehend

von (3.45) wird die rechte Seite n; reduziert. Somit folgt mit der Cholesky faktori-
sierten Matrix (3.50)

n; =n; — Np(UTU) 'ny

=n; — N12U71U7T1‘lz

=n; — (U*TN{Z)TU*TIQ, (3.52)
wobei U™ Tn, mit der LAPACK Routine DTRSV berechnet wird. Die LAPACK Rou-
tine DTRSV, stellt das vektorielle Gegenstiick zu der LAPACK Routine DTRSM

dar. Anschlieflend wird das Matrix-Vektor Produkt mit der Transponierten Matrix
(UTNL)T gebildet, die Matrix wurde bereits in (3.51) bestimmt.

Die Reduktion des Skalarproduktes der Beobachtungen (3.49) ergibt sich durch die
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Cholesky Faktorisierung der Matrix Np; (3.50) aus

Ti=171- n} (UTU) 'n,
=1"1-nJU U Ty
=1"1— (U "np)"U "y (3-53)

Damit ist nur noch das Skalarprodukt, des aus (3.52) bereits bekannten Vektors
U Tn, mit sich selbst zu berechnen.

Elimination eines Teiles der globalen Parameter

Die empirischen Beschleunigungen zdhlen zu den globalen Parametern. Durch die
in Abschnitt 3.3 beschriebene Berechnung sind die empirischen Beschleunigungen
von den Anfangswerten abhingig, jedoch bahnbogenweise unkorreliert. Daher kann
die Schatzung bzw. Elimination analog zu den lokalen Parametern nach jedem Bahn-
bogen erfolgen. Um diese globalen Parameter mitzuschétzen, wird das Normalglei-
chungssystem um die konstanten empirischen Beschleunigungen erweitert. Die Er-
weiterung betrifft den Block der globalen Parameter Ny; in (3.38), daher gilt fiir
einen Bahnbogen

N1 Ny | N2 o%1 ny
Ny1 Ngg | N Kol = |ng |- (3-54)
\N21 Ny [N/ \d%; n,

Die Elimination der Parameter erfolgt durch die Zusammenfassung des zu schitzenden
Parametervektors der empirischen Beschleunigungen 6%, und des Parametervektors
des initialen State-Vektors dX, zu einem Vektor

55 = (‘”‘) - (3.55)

5%

Werden die Matrizen entsprechend zusammengefasst, ergibt sich das Normalglei-
chungssystem,

(N1 | N1, Nip) (5)A(1> (N1

kgal A\ Na2) 5y n; |. (3.56)
21

N2, Nz ny
Da keine Korrelation der empirischen Beschleunigungen zwischen den Bahnbogen
auftritt, kann die Elimination der entsprechenden globalen Parameter pro Bahnbo-
gen durchgefiihrt werden. Mit den zusammengefassten Matrizen (3.56) werden die
empirischen Beschleunigungen sowie die lokalen Parameter durch (3.51) und (3.52)
aus dem Normalgleichungssystem eliminiert.
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3.4.3 Losung des Normalgleichungssystems

Das Normalgleichungssystem nach der Elimination der Parameter lautet

N116%; = 1y, (3-57)

wobei die Losung dieses iiberbestimmten Gleichungssystem die beste lineare erwar-
tungstreue Schitzung darstellt. Die Beobachtungen werden als gleich genau und
unkorreliert angenommen, siehe Kofaktorenmatrix der Beobachtungen (3.31). Der
globale Parametervektor 6%x; wird formal durch

1
0%1 = Npp my (3.58)

bestimmt. Da die reduzierte Normalgleichungsmatrix Nj; eine symmetrische po-
sitiv definite Matrix ist, wird der globale Parametervektor bzw. die Zuschldge zu
den Potentialkoeffizienten des Erdgravitationsfeldes durch das Cholesky Verfahren
berechnet. Dazu wird die LAPACK Routine DPOSV verwendet. Die gesuchten Po-
tentialkoeffizienten des Erdgravitationsfeldes C,m und S,,,, werden dann mit den

Néherungswerten aus
SA - SO 1. 3-59
nm nm

ermittelt, wobei C3,, und S9,, die Potentialkoeffizienten des a priori Erdgravitations-
feldmodelles bezeichnen.

Die Kovarianzmatrix der geschétzten Parameter ergibt sich dann aus
N ~—1,9
Z(X) = N11 o, (360)

wobei 62 die a posteriori Gewichtseinheitsvarianz darstellt. Diese Varianz der Ge-
wichtseinheit wird aus den Verbesserungen v und der Anzahl der Beobachtungen 7
sowie der geschdtzten Parameter y durch

o Vv

o =
/A

bestimmt. Der Verbesserungsvektor ergibt sich aus der Verbesserungsgleichung (3.27)

(3.61)

v =A% — 0l = 61— 41, (3.62)

mit den ausgeglichenen Beobachtungen 41. Da die Design-Matrix A zu jedem Zeit-
punkt neu berechnet wird und das Normalgleichungssystem durch Akkumulation
aufgestellt wird, vgl. Gleichung (3.33) bzw. (3.34), erfolgt die Berechnung der Qua-
dratsumme der Verbesserungen v’v direkt. Aus Gleichung (3.62) folgt, dass v!v mit
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dem Skalarprodukt der Beobachtungen berechnet werden kann. Somit ergibt sich
mit dem reduzierten Skalarprodukt der Beobachtungen (3.49) die Quadratsumme
der Verbesserungen aus

viv=T1-alN;'f; =11 alo%i. (3-63)

Damit kann die Kovarianzmatrix der geschitzten Parameter X(X) bestimmt werden.
Die formalen Fehler entsprechen der Quadratwurzel der Diagonalelemente der Ko-

varianzmatrix der geschitzten Parameter, \/diag L(X).
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4 Prozessierung der GOCE Realdaten

In dieser Arbeit wird der kinematische Orbit der Satellitenmission GOCE zur Erd-
gravitationsfeldbestimmung verwendet. Dieses Kapitel geht auf die verwendeten
Realdaten sowie auf die Vorverarbeitung dieser Daten ein. Nach dieser Vorverarbei-
tung erfolgt die Bestimmung des Erdgravitationsfeldes durch die im Rahmen dieser
Arbeit implementierte Software ANKOR (Analyse kinematischer Orbits). Die Soft-
ware generiert in der Synthese (Kapitel 2) aus den Néaherungswerten den Taylor-
punkt fiir die Analyse. AnschliefSend werden in der Analyse (Kapitel 3) die Poten-
tialkoeffizienten des Erdgravitationsfeldes mit dem linearisierten Modell geschitzt.
Damit ist die Analyse kinematischer Orbits mit Variationsgleichungen zum Zwecke
der Gravitationsfeldbestimmung abgeschlossen. Weiter beschiftigt sich dieses Kapi-
tel mit dem Vergleich verschiedener Gravitationsfeldlosungen.

4.1 Kinematische GOCE Orbits

Die Precise Science Orbits der GOCE Mission werden tiber das ESA (European Space
Agency) Level 2 Produkt SST_PS0_2_ bereitgestellt, siehe Gruber u. a. [13], wobei aus-
schliefllich der kinematische Orbit verwendet wird. Im Gegensatz zum ebenfalls be-
reitgestellten reduziert dynamischen Orbit, wird der kinematische Orbit rein geo-
metrisch aus den GPS Beobachtungen bestimmt. Die Berechnung erfolgt durch die
Precise Orbit Determination (POD) innerhalb der GOCE High-level Processing Facility,
siehe Bock u.a. [7]. Es sind die kinematischen Positionen im erdfesten Referenz-
system sowie die Transformation in das Inertialsystem in Form von Quaternionen
gegeben, vgl. Abschnitt 2.3.3. Die konstante Samplingrate betrdgt At = 1s. In dieser
Arbeit wird der kinematische Orbit im Inertialsystem als Referenzorbit bezeichnet.
Die Analyse des Referenzorbits wird fiir den Zeitraum vom 01.11.2009 bis 31.12.2009
durchgefiihrt. Fiir Sensitivitdtsstudien wird aus laufzeittechnischen Griinden indes-
sen eine Periode von 30 Tagen, der Zeitraum vom 01.11.2009 bis 30.11.2009, ana-
lysiert, siehe Kapitel 5. Der folgende Abschnitt beschreibt die Vorverarbeitung des
kinematischen Orbits.
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4.2 Vorverarbeitung der Daten

Die initialen State-Vektoren der einzelnen Bahnbdgen beinhalten neben der kine-
matischen Position auch die Geschwindigkeit des Satelliten. Die Ableitung der Ge-
schwindigkeit aus den kinematischen Positionen erfolgt mit numerischer Differen-
tiation und wird im Abschnitt 4.2.1 ndher angefiihrt. Anschlieffend folgt die De-
tektion von groben Ausreiflern auf Ebene der Beschleunigung des Satelliten, siehe
Abschnitt 4.2.2. Die Berechnung der Beschleunigungen aus den kinematischen Posi-
tionen erfolgt ebenfalls mit numerischer Differentiation.

4.2.1 Numerische Differentiation

Die numerische Differentiation der kinematischen Positionen r(¢) wird mit der Ab-
leitung eines stiickweise angepassten Polynoms berechnet, sieche Mayer-Giirr [20]. Es
wird also ein Polynom vom Grad M stiickweise an die diskreten gleichabstdndigen
Zeitpunkte t; des kinematischen Orbits angepasst

M
1(7) =) m'ay (4.1)
n=0

Das Interpolationspolynom mit den Polynomkoeffizienten «;, wird durch M +1
Stiitzstellen eindeutig festgelegt. Die Zeitvariable T ergibt sich aus dem geraden
Polynomgrad M und dem konstanten Sampling des kinematischen Orbits At und
beschreibt mit t; 4 T die Zeitpunkte der beteiligten Stiitzstellen. Somit kann das an-
gepasste Interpolationspolynom fiir den mittleren Zeitpunkt wie folgt angeschrieben
werden:

I‘(tk + T()) 1 1 Tg ... Téw &0 M
: =[: : : mit 7= (j— )AL (4.2)
I‘(tk—l-TM) 1 ™ T]%/I TAA/;I &0
w

Die Polynomkoeffizienten werden aus der Losung des Gleichungssystems (4.2) be-
stimmt mit

&0 r(t + 1)
— W1l :
& r(tk + TM)
M
any = ) wyir(ty + 1) (4-3)
j=0
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4 Prozessierung der GOCE Realdaten
Die Elemente der inversen Matrix werden mit w,; bezeichnet. Setzt man nun die
Polynomkoeffizienten in (4.1) ein, dann ergibt sich
M M
(1) = 3 7Y wyr(t + 7). (44

n=0  j=0

Da die Geschwindigkeit des Satelliten berechnet werden soll, wird die 1. Ableitung
von (4.4) nach der Zeit gebildet,

M M
i(t) =Y nt" 1Y wyr(y). (4.5)
n=1 j=0

Die 2.Ableitung von (4.4) nach der Zeit liefert die Beschleunigung des Satelliten,

M M
t(1) = Y nn—1)7T"2Y w,r(t + 7). (4.6)
n=2 j=0

Diese numerisch differenzierte Beschleunigung wird fiir die Detektion grober Aus-
reifSer verwendet, siehe Abschnitt 4.2.2.

Es wird der Polynomgrad M = 8 verwendet, siche Austen und Reubelt [2], Mayer-
Giirr [20] oder Baur u. a. [5]. Das Polynom wird im mittleren Stiitzpunkt, also an der
Stelle T = 0 ausgewertet, da besonders an den Rdndern ein Schwingen des Polynoms
auftritt. Somit vereinfacht sich die Berechnung der Geschwindigkeit (4.5) fiir einen
Zeitpunkt t; auf

M
i(0) = ) wijr(ty + 7). (4.7)
j=0
Die numerisch differenzierte Beschleunigung (4.6) zum Zeitpunkt t; vereinfacht sich
zu

M
t(0) = ) 2wyir(t + 7). (4.8)
j=0
Die Auswertung entspricht der Anwendung eines Differentiationsfilters. Der Filter-
kern [wy;] fiir die 1. Ableitung und der Filterkern [2wy;] fiir die 2. Ableitung wird
punktweise bis zum Ende des Bahnbogens verschoben. Am Beginn und am Ende
jedes Bahnbogens werden % Zeitpunkte verworfen.

Die Geschwindigkeit des Satelliten kann demnach aus der Anwendung des Diffe-
rentiationsfilters gemafs (4.7) berechnet werden, um die initialen State-Vektoren der
Bahnbogen aufzubauen.
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4 Prozessierung der GOCE Realdaten

4.2.2 Detektion von groben AusreiBBern

Die Detektion von groben Ausreifiern wird durch den Vergleich der numerisch dif-
ferenzierten Beschleunigungen (4.6) mit vorwérts gerechneten Beschleunigungen
realisiert. Die vorwadrts gerechneten Beschleunigungen werden dabei wie im Ka-
pitel 2 beschrieben an den kinematischen Positionen r(¢) mit einem Erdgravitati-
onsfeld berechnet. Die Ausreifierschranke und das Erdgravitationsfeldmodell soll-
ten so gewdhlt werden, dass die Gravitationsfeldlosung von der AusreifSerdetektion
unabhéngig ist. Daher wird fiir die Berechnung der Beschleunigungen das Modell
EGMog6 (Lemoine u. a. [17]) verwendet. Es ist also keine Gravitationsfeldinformation
von GRACE enthalten. Das Modell EGMg6 wird bis zum Grad n = 10 verwendet.
Auf die Modellierung der Drittkorperkrédfte und Gezeiten kann ebenso verzichtet
werden, da die AusreifSerschranke grofs genug gewdhlt wird. Die Ausreifierschranke
wird in etwa mit dem 15-fachen RMS der Residuen angenommen. Es werden mit
einer Ausreiflerschranke von ¢ = 0.5m s~2 weniger als 0.01% der Daten als Ausrei-
er detektiert und eliminiert. Nach jedem detektierten AusreifSer beginnt ein neuer
Bahnbogen. Die Abbildung 4.1 zeigt die Residuen der AusreifSerdetektion des kine-
matischen GOCE Orbits. Die numerische Differentiation verstarkt das hochfrequente
Rauschen des kinematischen Orbits, vgl. Baur u. a. [5].
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Abbildung 4.1: Residuen der Beschleunigungen innerhalb der AusreifSerdetektion des kinematischen
GOCE Orbits (61 Tage)
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4 Prozessierung der GOCE Realdaten

Sensitivittstests haben gezeigt, dass mit der Ausreiferschranke von 0.5m s2 die
groben Ausreifler eliminiert werden. Mit einer Ausreiferschranke von ¢ = 0.1 m s~2,
das entspricht dem dreifachen RMS der Residuen, werden zwar 0.6% der Daten

eliminiert, jedoch vergleichbare Ergebnisse erzielt.

4.3 Vergleich der Gravitationsfeldlésungen

Nach der Bestimmung der Gravitationsfeldlosung mit den vorverarbeiteten Realda-
ten, soll die Qualitdt dieser Losung analysiert werden. Dazu wird ein Vergleich mit
einem statischen hochgenauen Erdgravitationsfeldmodell durchgefiihrt. Im Folgen-
den wird die GRACE-only Gravitationsfeldlosung ITG-Gracezo1os (Mayer-Gtirr u. a.
[21]) als Referenzmodell verwendet.

Ausgehend vom Gravitationspotential V' wird meist das Storpotential T betrach-
tet. Da es sich um eine kleine Grofse handelt, werden Schwerefeldgrofien meist als
Funktionale des Storpotentials dargestellt. Das Storpotential ist die Differenz des
Gravitationspotentials V und dem Normalpotential U eines Referenzellipsoids (z. B.
GRS80),

T=V-U. (4-9)

Die Geoidhohe N entspricht der Abweichung des Geoids von einem Referenzellip-
soid und wird mit der Formel von BRUNS,

T
N=>, (4.10)
y 4

berechnet (Heiskanen und Moritz [14]). Die Normalschwere y wird durch die sphérische
Approximation erhalten,

’)/ ~ F (4'11)

Durch die Orthogonalitdtsbeziehungen der Kugelflachenfunktionen lédsst sich die
spektrale Leistungsdichte (PSD) der Gravitationsfeldlosung pro Grad mit den Grad-
varianzen o7 darstellen,

n
Z (C2, + Sam). (4.12)

Die Varianz des Storpotentials ¢%(T) wird durch die Multiplikation mit dem Dimen-
sionstrdger berechnet

2 o
2= (%) Le (413)
n=2
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4 Prozessierung der GOCE Realdaten

Somit erhdlt man durch die Anwendung der Formel von BRUNS und (4.11) die
Varianz der Geoidhohen aus

o?(N) = R? i o2, (4.14)
n=2

Der Vergleich mit der Referenzlosung (CSf, S™f) erfolgt mit den sogenannten Fehler-

gradvarianzen
n

Aoz =Y ((Cish = Com)? + (S5t — Sum)?) (4.15)

m=0
Der Durchschnittswert des Signals pro Grad wird durch den RMS der Fehlergrad-
varianzen (DE-RMS,,) ausgedriickt. Fiir die Geoidhohen ergibt sich

1
DE-RMS, (N) = Ry/ 5 A0k (4.16)

Der DE-RMS,, als Funktion der Geoidhhen gibt die Ubereinstimmung der Gravita-
tionsfeldlosungen im Spektralbereich an.

Aufgrund des Orbitdesigns der Satellitenmission GOCE mit einer Inklination von
96.7° gibt es keine Beobachtungen in der Polarregion. Dieses Polloch spiegelt sich
auch im RMS der Fehlergradvarianzen wider, daher werden die Ordnungen m < 5
in der Berechnung des DE-RMS,, vernachldssigt, siehe Baur u.a. [41]. Der DE-RMS,,
berechnet sich mit der Berticksichtigung des Polloch-Problems mit

1 & ) -
7 _8 Y ((CHh — Com)? + (Sish — Sum)?). (4.17)

m=>5

DE-RMS, (N) = R\/

Diese Formel wird fiir die folgenden Vergleiche der Gravitationsfeldlésungen ver-
wendet.
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5 Ergebnisse

Die mit der implementierten Software ANKOR erzielten Ergebnisse werden in die-
sem Kapitel vorgestellt. Diesbeziiglich werden die Einfliisse der verwendeten Para-
meter untersucht und im Abschnitt 5.1 angefiihrt. Um die Auswirkung der einzelnen
Parameter zu ermitteln, wird der kinematische Orbit von GOCE, auch als Referen-
zorbit bezeichnet, fiir einen Zeitraum von 30 Tagen analysiert. Anschliefiend werden
zwei finale GOCE Gravitationsfeldlosungen prasentiert, die mit dem Referenzorbit
tiir den Zeitraum vom 01.11.2009 bis 31.12.2009 (61 Tage) berechnet werden. Ab-
schlieflend erfolgt ein Vergleich der finalen Gravitationsfeldlosungen mit der exter-
nen Losung von Baur u. a. [5], berechnet mit dem Beschleunigungsansatz.

5.1 Einfluss der verwendeten Parameter

Nach der Vorverarbeitung des Referenzorbits, siehe Abschnitt 4.2, erfolgt die Syn-
these. Die Berechnung der Positionen aus den Ndherungswerten kann iterativ erfol-
gen, indem die initialen State-Vektoren der entsprechenden Bahnbogen verbessert
werden. Die Anzahl der benétigten Iterationen sowie die Abhdngigkeit der Gravita-
tionsfeldlosung vom a priori Erdgravitationsfeldmodell werden in diesem Abschnitt
untersucht. Weiter wird auf Aliasing Effekte eingegangen, die durch die hochfre-
quenten Anteile des Gravitationsfeldes entstehen. Auf das Polloch-Problem wird in
Abschnitt 5.1.4 eingegangen. Weitere wahlbare Verfahrensparameter sind die Samp-
lingrate und die Bahnbogenldnge.

Nach der Berechnung der Synthese erfolgt die Analyse, wobei dasselbe a priori Erd-
gravitationsfeldmodell als Naherungsfeld verwendet wird. Das gilt auch fiir die ver-
wendete Samplingrate sowie fiir die Bahnbogenldnge. Der Einfluss dieser Parameter
wird im Folgenden gezeigt. In der Analyse konnen auch empirische Beschleunigun-
gen mitgeschitzt werden. Der Einfluss dieser (konstanten) empirischen Beschleuni-
gungen wird mit unterschiedlicher Bahnbogenldnge untersucht.

Die geschétzten Potentialkoeffizienten werden mit dem Gravitationsfeldmodell ITG-
Gracezo10s (Mayer-Giirr u. a. [21]) verglichen und in Form des RMS der Fehlergrad-
varianzen dargestellt, siehe Abschnitt 4.3. Zur Vereinfachung wird im Folgenden der
RMS der Fehlergradvarianzen vom Grad n mit DE-RMS,, bezeichnet.
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5 Ergebnisse

5.1.1 Iterative Schdtzung der Anfangswerte

Da die Beobachtungsgleichungen nicht linear sind, erfolgt die Gravitationsfeldbe-
stimmung in der Analyse mit einem linearisierten Modell. Die in der Synthese be-
rechneten Positionen werden als Taylorpunkt verwendet, somit wird die Gravita-
tionsfeldlosung von einem Linearisierungsfehler verzerrt, der von der Qualitadt des
Taylorpunktes abhédngig ist. Daher kann eine iterative Anpassung der initialen State-
Vektoren an den beobachteten Referenzorbit erfolgen, sieche Abschnitt 2.9.

Der initiale State-Vektor der einzelnen Bahnbogen besteht in der 1. Iteration der
Synthese aus der tiber GPS bestimmten kinematischen Position und aus der mit
den kinematischen Positionen numerisch differenzierten Geschwindigkeit des Satel-
liten. Die Abbildung 5.1 zeigt die Residuen des beobachteten Referenzorbits zu dem
numerisch integrierten Orbit nach der 1. Iteration. Der numerisch integrierte Orbit
wurde mit dem a priori Erdgravitationsfeldmodell EGMg6 (Lemoine u.a. [17]) bis
zum Grad 150 berechnet. Die Samplingrate wurde mit 5s gewihlt und die maxima-
le Bahnbogenldnge betrdgt 30 min. Es ist anzumerken, dass nach jedem Ausreifler
ein neuer Bahnbogen beginnt, dehalb sind viele Bahnbogen kiirzer als die maxima-
le Bahnbogenldnge. Die initialen State-Vektoren der 1. Iteration stellen bereits eine
gute Ndherung dar, wobei eine iterative Anpassung der initialen State-Vektoren die
Residuen deutlich verkleinert. Die Abbildung 5.2 stellt die Residuen nach der 3. Ite-
ration der Synthese, berechnet mit denselben Verfahrensparametern, dar. Nach der
3. Iteration stellt sich keine weitere Verbesserung der initialen State-Vektoren ein.
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Abbildung 5.1: Residuen nach der 1. Iteration mit EGMg6 als Naherungsfeld bis Grad 150 mit einer
maximalen Bahnbogenldnge von 30 min und einer Samplingrate von 5s
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Abbildung 5.2: Residuen nach der 3. Iteration mit EGMg6 als Ndherungsfeld bis Grad 150 mit einer
maximalen Bahnbogenldnge von 30 min und einer Samplingrate von 55
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Aus den Residuen nach der 1. Iteration (Abbildung 5.1) sowie aus den Residuen
nach der 3. Iteration (Abbildung 5.2) werden die Potentialkoeffizienten bis zum Grad
n = 90 geschitzt.
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Abbildung 5.3: Ergebnisse der Analyse des kinematischen Orbits (30 Tage) mit unterschiedlicher An-
zahl der Iterationen der Synthese (max. Bahnbogenldnge 30 min, Samplingrate 5s)

Die Abbildung 5.3 visualisiert die geschétzten Potentialkoeffizienten. Es zeigt sich,
dass der Linearisierungsfehler bereits nach der 1. Iteration klein genug ist, da sich
die beiden Losungen kaum voneinander unterscheiden, obwohl die Orbitresiduen
nach der 3. Iteration um zwei Gréfienordnungen kleiner sind. Die unterschiedlichen
Samplingraten (1s, 5s und 10s) und die untersuchten Bahnbogenldngen (15min,
30 min, 90 min und 1 Tag) wirken sich nicht auf den Linearisierungsfehler aus.

Daher ist es fiir die Gravitationsfeldbestimmung ausreichend die kinematischen
Positionen und die numerisch differenzierten Geschwindigkeiten des Satelliten als
Néherungswerte zu verwenden. Es ist somit kein iteratives Verfahren notwendig.

5.1.2 A priori Erdgravitationsfeldmodell

Die Berechnung des integrierten Orbits ist auch von den a priori Ndherungswerten
der Potentialkoeffizienten abhdngig. Um die Residuen nach 3 Iterationen noch weiter
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zu minimieren, wird das kombinierte hochgenaue Erdgravitationsfeldmodell GO-
COo2s (Goiginger u. a. [11]) als Naherungsfeld verwendet. Die erhaltenen Orbitresi-
duen nach 3 Iterationen sind der Abbildung 5.4 zu entnehmen.
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Abbildung 5.4: Residuen nach der 3. Iteration mit GOCOozs als Ndherungsfeld bis Grad 150 mit max.
Bahnbogenlidnge 30 min und Samplingrate 5s

Die aus den Orbitresiduen (Abbildung 5.4) geschétzten Potentialkoeffizienten un-
terscheiden sich nur geringfiigig von den Potentialkoeffizienten, die aus den Resi-
duen nach einer Iteration und dem Modell EGMgé6 als Naherungsfeld, siehe Abbil-
dung 5.1, berechnet wurden. Somit kann bestitigt werden, dass der Linearisierungs-
fehler nach einer Iteration ausreichend klein ist. Die Abbildung 5.5 (durchgezogene
Linie) zeigt den DE-RMS,, der berechneten Potentialkoeffizienten. Auf die gestrichel-
te Linie wird im Abschnitt 5.1.3 eingegangen.
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Abbildung 5.5: Ergebnisse der Analyse des kinematischen Orbits (30 Tage) mit unterschiedlichen
a priori Erdgravitationsfeldmodellen und 3 Iterationen der Synthese
(max. Bahnbogenldnge 30 min, Samplingrate 55s)

5.1.3 Aliasing Effekte

Die hochfrequenten Anteile des Gravitationsfeldes konnen aufgrund der mit der
spektralen Auflosung in etwa quadratisch zunehmenden Anzahl der unbekannten
Parameter nur mit einem sehr hohem rechentechnischem Aufwand geschitzt wer-
den, siehe Abschnitt 3.4.1. Die Potentialkoeffizienten werden daher bis zum Grad
n = 90 in der Analyse geschitzt. Vernachlédssigt man die hochfrequenten Anteile des
Gravitationsfeldes ab Grad n = 91, so treten sowohl in der Synthese als auch in der
Analyse Aliasing Effekte auf. Darum wird das a priori Ndaherungsfeld in der Synthe-
se bis zum Grad n = 150 berticksichtigt. Die Abbildung 5.6 zeigt den DE-RMS,, der
geschdtzten Potentialkoeffizienten berechnet mit dem Naherungsfeld EGMg6, wobei
in der Synthese einerseits bis zum Grad n = 90 aufgelost wird und andererseits die
hochfrequenten Anteile bis zum Grad n = 150 berticksichtigt werden. Wie in der
Abbildung ersichtlich, treten die Aliasing Effekte entlang des gesamten Spektrums
auf, wobei der Bereich ab dem Grad n =~ 85 besonders betroffen ist. Die Verwen-
dung einer hoheren spektralen Auflosung (n > 150) in der Synthese bewirkt keine
Verbesserung der berechneten Gravitationsfeldlosungen.
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Abbildung 5.6: Ergebnisse der Analyse des kinematischen Orbits (30 Tage) mit unterschiedlicher
Berticksichtigung der hochfrequenten Anteile in der Synthese
(max. Bahnbogenldnge 30 min, Samplingrate 55s)

Fiir eine weitere Untersuchung wird das Erdgravitationsfeldmodell GOCOo2s unter
Verwendung der Grade 91 < n < 10 als Ndherungsfeld verwendet. Der entsprechen-
de Verlauf des DE-RMS;, in der Abbildung 5.5 (gestrichelte Linie) zeigt einerseits die
Unabhéingigkeit der berechneten Gravitationsfeldlosungen vom a priori Erdgravita-
tionsfeldmodell. Andererseits wird deutlich, dass die Berticksichtigung der hochfre-
quenten Anteile des Gravitationsfeldes ab dem Grad n = 91 einen grofieren Einfluss
auf die Gravitationsfeldlosung hat, als die Grofienordnung der Residuen. Dies gilt
insbesondere, da die Potentialkoeffizienten nur bis zum Grad n = 90 in der Analyse
geschatzt werden.
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5.1.4 Problem der polaren Datenliicken

Durch das Orbitdesign der Satellitenmission GOCE sind keine Beobachtungen in
den Polarregionen verfiigbar. Dieses Beobachtungsloch an den Polen spiegelt sich
in den geschitzten Potentialkoeffizienten wider. Daher werden in dieser Arbeit die
Ordnungen m < 5 in der Berechnung des DE-RMS,, vernachlidssigt, sieche Formel (4.17).
In der Abbildung 5.7 ist die Gravitationsfeldlosung aus Abschnitt 5.1.3 (hellblaue Li-
nie) fiir alle Ordnungen bzw. fiir die Ordnungen m > 4 dargestellt.
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Abbildung 5.7: Ergebnisse der Analyse des kinematischen Orbits (30 Tage), einerseits alle Ordnungen
berticksichtigt und andererseits Ordnungen m < 5 vernachldssigt
(max. Bahnbogenldange 30 min, Samplingrate 55s)

Eine weitere Visualisierung des Polloch-Porblems erfolgt mit dem Betrag der geschétzten
Potentialkoeffizienten zu den Potentialkoeffizienten des Modells ITG-Grace2010s.
Das Koeffizientendreieck in Abbildung 5.8a zeigt, dass die niedrigen Ordnungen
deutlich schlechter bestimmt werden kénnen. Deshalb wird hier auf die Darstellung
der Ordnungen m < 5 verzichtet, siehe Koeffizientendreieck in Abbildung 5.8b. Es
werden alle Ordnungen in der Analyse mitgeschéatzt, die Ordnungen werden ledig-
lich in der Berechnung des DE-RMS,, vernachléssigt.
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Abbildung 5.8: Betrag der Differenz der geschdtzten Potentialkoeffizienten zum Modell ITG-
Grace2010s

5.1.5 Samplingrate

Ein weiterer wéhlbarer Verfahrensparameter ist die Samplingrate bei der Integrati-
on, abgesehen davon, dass der kinematische Orbit von GOCE mit einem konstanten
Sampling von At = 1s gegeben ist. Um einen Interpolationsschritt der beobach-
teten kinematischen Positionen zu vermeiden, ist die kleinste untersuchte Samp-
lingrate 1s. Es ist dieselbe Samplingrate in der Synthese (Integration des Orbits),
als auch in der Analyse (Integration der Variationsgleichungen) zu verwenden, sie-
he Montenbruck und Gill [23]. Die Gravitationsfeldlosungen werden wiederum mit
dem Modell EGMg6 als Ndherungsfeld berechnet, wobei in der Synthese bis Grad
n = 150 aufgelost wird. Die maximale Bahnbogenldnge ist 30 min. Der Einfluss der
unterschiedlichen Samplingraten ist in der Abbildung 5.9 dargestellt. Erwartungs-
gemdf3 stellt sich heraus, dass die Samplingrate von 10s den grofiten Fehler zeigt,
vor allem im mittel- und kurzwelligen Bereich. Die Verwendung der Samplingra-
ten 1s und 5s zeigt dhnliche Fehler. Daher wird die Samplingrate von 5s hinsicht-
lich der rechentechnischen Performance verwendet. Weiter ist anzumerken, dass bei
langeren Bahnbodgen die Erh6hung der Samplingrate zu einer stdrkeren Verschlech-
terung fiihrt.
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Abbildung 5.9: Ergebnisse der Analyse des kinematischen Orbits (30 Tage) mit unterschiedlicher
Samplingrate (max. Bahnbogenldnge 30 min)

5.1.6 Bahnbogenlange

Die numerische Bahnintegration sowie die Integration der Variationsgleichungen
bzw. die Bestimmung des statischen Gravitationsfeldes der Erde wird mit kurz-
en Bahnbogen durchgefiihrt. Das bringt den Vorteil, dass durch die Aufteilung in
kurze Bahnbogen die Auswirkung der nicht modellierbaren Bahnstdérungen gerin-
ger ist und der Umgang mit Datenliicken vereinfacht wird, siehe Abschnitt 2.8.1.
Nach jeder Datenliicke und nach jedem Ausreifier beginnt ein neuer Bahnbogen,
daher variiert die Bahnbogenldnge und es wird nur die maximale Bahnbogenlidnge
angegeben. In der Synthese und in der Analyse wird dieselbe maximale Bahnbo-
genldnge verwendet. Um die Wahl der Bahnbogenldnge zu untersuchen, werden
Gravitationsfeldlosungen mit einer Samplingrate von 5s und dem Modell EGMog6
als Naherungsfeld berechnet. In der Synthese wird das a priori Ndherungsfeld bis
Grad n = 150 berticksichtigt.

Die Abbildung 5.10 zeigt Gravitationsfeldlosungen mit unterschiedlicher maximaler
Bahnbogenlidnge. Die maximale Bahnbogenldnge von 90 min (ca. ein Bahnbogen pro
Umlauf) zeigt dhnlich grofle Fehler wie die maximale Bahnbogenldnge von 1 Tag.
Deshalb fillt die Wahl auf die kiirzeren Bahnbdgen mit 15 min und 30 min Lénge.
Bei maximaler Bogenldnge von 15 min wirkt sich die Aufteilung in kurze Bahnbogen
noch nicht nachteilig auf die Potentialkoeffizienten niedrigen Grades aus.
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Abbildung 5.10: Ergebnisse der Analyse des kinematischen Orbits (30 Tage) mit unterschiedlicher
Bahnbogenldnge (Samplingrate 5s)

5.1.7 empirische Beschleunigungen

Die konstanten empirischen Beschleunigungen, siehe Abschnitt 3.3, stellen die nicht
deterministisch modellierbaren Storeinfliisse dar. Sie konnen optional als unbekann-
te Parameter angesetzt und in der Analyse mitgeschétzt werden, um die unmodel-
lierten Signalanteile zu absorbieren. Die Schidtzung erfolgt pro Bahnbogen, da durch
die Losung der Anfangswertaufgabe Korrelationen entstehen.

Wie im Abschnitt 5.1.6 beschrieben, fillt die Wahl der Bahnbogenldnge auf 15min
oder auf 30 min. Es ist allerdings das Zeitintervall indem die empirischen Beschleu-
nigungen geschitzt werden entscheidend, da die Gefahr besteht, dass auch Signalan-
teile mit Gravitationsfeldinformation absorbiert werden. Die Gravitationsfeldlosungen
werden unter Berticksichtigung der empirischen Beschleunigungen mit den Bahn-
bogenldngen 15min und 30min berechnet. Als N&dherungsfeld dient das Modell
EGMg6, das in der Synthese bis zum Grad n = 150 aufgelost wird. Die Samplin-
grate betradgt 5s.

In der Abbildung 5.11 sind die Losungen unter Beriicksichtigung der empirischen
Beschleunigungen dargestellt. Es ist ersichtlich, dass sich mit einer maximalen Bahn-
bogenldnge von 30 min die Fehler durch die Hinzunahme der empirischen Beschleu-
nigungen im gesamten Spektrum verkleinern. Die Bertiicksichtigung der empirischen
Beschleunigungen bei einer maximalen Bahnbogenldnge von 15 min bewirkt jedoch
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nur eine geringe Verbesserung, da sich durch die kiirzere Aufteilung der Bahnbogen
die nicht modellierbaren Storeinfliisse geringer auswirken. Durch die Hinzunah-
me der empirischen Beschleunigungen mit einer maximalen Bahnbogenldnge von

15 min wird der Fehler im langwelligen Bereich grofser.
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Abbildung 5.11: Ergebnisse der Analyse des kinematischen Orbits (30 Tage) mit und ohne

Berticksichtigung der empirischen Beschleunigungen
(Samplingrate 55s)

Somit werden zwei Ansdtze weiterverfolgt, einerseits die Verwendung der empiri-
schen Beschleunigungen mit einer maximalen Bahnbogenldnge von 30 min und an-
dererseits die Verwendung der kiirzeren Bahnbdgen mit einer maximalen Lange von
15 min ohne Einfiihrung der empirischen Beschleunigungen. Diese beiden Losungs-
ansitze werden verwendet, um das statische Gravitationsfeld der Erde aus dem ki-
nematischen Orbit von GOCE fiir einen Zeitraum von 61 Tagen zu bestimmen.
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5.2 GOCE Gravitationsfeldlosungen

Die mit der implementierten Software ANKOR berechneten Gravitationsfeldlosungen
werden im Folgenden vorgestellt. Ausgehend von dem durch die Precise Orbit Deter-
mination (POD) innerhalb des GOCE High-level Processing Facility bestimmten kine-
matischen Orbit von GOCE, siehe Bock u. a. [7], wird das statische Gravitationsfeld
der Erde bestimmt. Die Samplingrate des kinematischen Orbits betrdgt 1s, inner-
halb der Datenvorverarbeitung werden die kinematischen Positionen aber auf eine
Samplingrate von At = 5s ausgediinnt. Weiter werden grobe AusreifSer aus dem
Datensatz eliminiert und die Geschwindigkeit des Satelliten zur Aufstellung der in-
itialen State-Vektoren berechnet. Der kinematische Orbit wird fiir den Zeitraum vom
01.11.2009 bis 31.12.2009 (61 Tage) analysiert. Diese Periode entspricht dem ersten
Wiederholungszyklus der Satellitenmission GOCE.

Die Berechnung der Positionen aus den Naherungswerten der initialen State-Vektoren
und dem a priori Erdgravitationsfeldmodell EGMg6 wird in der Synthese durch-
gefiihrt. Folgende Einfliisse werden in der Synthese berticksichtigt:

Drittkorperkréfte tiber die Ephemeriden JPL-DE4o05 (Standish [29])

Gezeiten der festen Erde

Ozeangezeiten iiber das Modell FES2004 (Lyard u. a. [19])

Polgezeiten

Die gravitativen Storkréfte sind nach den IERS Conventions 2010 (Petit und Luzum
[25]) modelliert. Die Potentialkoeffizienten werden bis zum Grad n = 90 geschitzt.
Da durch die hochfrequenten Anteile des Gravitationsfeldes Aliasing Effekte auf-
treten, wird in der Synthese das a priori Ndherungsfeld bis zum Grad n = 150
aufgelost.

Die berechneten Positionen aus der Synthese werden dann in der Analyse als Taylor-
punkt eines linearisierten Modells verwendet. Es findet kein stochastisches Modell
Anwendung. Im Folgenden werden zwei Losungsansétze verfolgt:

1. Verwendung einer maximalen Bahnbogenldnge von 30 min und Einfithrung
empirischer Beschleunigungen, um die unmodellierten Signalanteile zu absor-
bieren

2. Verwendung einer maximalen Bahnbogenldnge von 15min. Dadurch wirken
sich die Storeinfliisse geringer aus, weshalb auf die Einfiihrung empirischer
Beschleunigungen verzichtet wird.
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Die Abbildung 5.12 zeigt die geschitzten Potentialkoeffizienten sowie die berech-
neten formalen Fehler. Die Potentialkoeffizienten wurden bis Grad n = 90 in der
Analyse geschitzt, wobei Aliasing Effekte in den hoheren Graden ab n ~ 80 auf-
treten. Diese Effekte werden durch hochfrequente Fehler des a priori Erdgravitati-
onsfeldmodells EGMg6 verursacht. Deshalb wurden die Potentialkoeffizienten auch
bis zum Grad n = 120 geschitzt. Wie in Abbildung 5.12 ersichtlich, wird durch die
hohere Auflosung die Auswirkung des Aliasing geringer, der langwellige Bereich
wird nicht beeinflusst. Das Gravitationsfeld kann mit diesen Losungen bis zu einem
Grad von n ~ 95 aufgelost werden. Ab diesem Grad sind die Fehler grofier als das
Signal, es ergibt sich demnach ein Signal-zu-Rausch Verhaltnis kleiner eins.
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Abbildung 5.12: Gravitationsfeldlosungen aus dem kinematischen Orbit von GOCE
fiir den Zeitraum vom 01.11.2009 bis 31.12.2009 (61 Tage)
durchgezogene Linien entsprechen den DE-RMS;,
gestrichelte Linien stellen die entsprechenden formalen Fehler dar

Zur Validierung werden die geschétzten Potentialkoeffizienten, die bis zum Grad
n = 120 aufgelost wurden, mit der externen Gravitationsfeldlosung aus Baur u.a.
[5](Abbildung 5, rote Kurve) verglichen. Diese Losung basiert auf dem Beschleuni-
gungsansatz. Es handelt sich um eine vergleichbare Losung, da die Beobachtungen
auch als unkorreliert und gleich genau angenommen werden. Der Vergleich der
DE-RMS,, in Abbildung 5.13 zeigt eine gute Ubereinstimmung im lang- und mit-
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telwelligen Bereich bis zum Grad n ~ 75. Weiter ist die Auswirkung des Polloch-
Porblems in der externen Gravitationsfeldlosung mit dem Beschleunigungsansatz
geringer.

Wie in Mayer-Giirr [20] beschrieben, entsprechen die “wahren” Fehler nicht den
berechneten formalen Fehlern, da kein stochastisches Modell verwendet wird. Die
“wahren” Fehler werden durch den DE-RMS,, mit dem GRACE-only Gravitations-
teldmodell ITG-Grace2010s (Mayer-Giirr u. a. [21]) dargestellt.

10 T T E
10 -
107 T
| :
= § =
2 107 , A :
x | B o i ?
| L P 1
A oA APt ]
W T ‘
10_4?\' :,”" : : : : — - - - : e =
YN LT — Signal (ITG-Grace2010s)
- : 30min Bogenlaenge mit R
5| empirischen Beschleunigungen |]
10 7k : : : : : : geschaetzt bis Grad/Ordnung 120
; 15min Bogenlaenge ]
geschaetzt bis Grad/Ordnung 120
sl Baur u.a. [5] i
10_ | | | | T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Grad n

Abbildung 5.13: Gravitationsfeldlosungen aus dem kinematischen Orbit von GOCE
fiir den Zeitraum vom 01.11.2009 bis 31.12.2009 (61 Tage)
zum Vergleich mit der externen Gravitationsfeldlosung aus Baur u. a. [5]
durchgezogene Linien entsprechen den DE-RMS,,
gestrichelte Linien stellen die entsprechenden formalen Fehler dar

Abschliefiend ldsst sich sagen, dass mit dem hier vorgestellten Ansatz die zu er-
wartende Qualitdt der Gravitationsfeldlosungen aus dem kinematischen Orbit von
GOCE erreicht werden kann. Die Verwendung eines stochastischen Modells konnte
die Gravitationsfeldlosung noch weiter verbessern.
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Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Bestimmung des statischen Gravitationsfeldes
der Erde mit dem aus GPS bestimmten kinematischen Orbit des Satelliten GOCE.
Ausgehend von der Newton-Eulerschen Bewegungsgleichung wird die Position des
Satelliten berechnet. Dazu wird die nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung
in Form einer Anfangswertaufgabe fiir die einzelnen Bahnbogen durch numerische
Integration geldst. Die Ndherungswerte der initialen State Vektoren entsprechen den
kinematischen Positionen und den aus diesen Positionen numerisch differenzierten
Geschwindigkeiten des Satelliten. Da mit den Naherungswerten der Potentialko-
effizienten aus einem a priori Erdgravitationsfeldmodell die Positionen berechnet
werden, wird dieser Schritt als Synthese bezeichnet. Die Potentialkoeffizienten des
Gravitationsfeldes werden dann in der Analyse bestmoglich geschitzt. Die Beob-
achtungsgleichung ist nicht linear, daher werden die in der Synthese berechneten
Positionen als Taylorpunkt eines linearisierten Modells verwendet und aus den Re-
siduen zu den mit GPS bestimmten kinematischen Positionen werden Zuschldge zu
den Nadherungswerten der Potentialkoeffizienten geschitzt. Die Linearisierung der
Beobachtungsgleichung erfolgt mit den Variationsgleichungen. Demnach handelt es
sich um ein differentielles Verfahren, das im Grunde iterativ anzuwenden ist. Es
konnte jedoch gezeigt werden, dass durch die Verwendung kurzer Bahnbogen der
Linearisierungsfehler bereits nach einer Iteration ausreichend klein ist.

Es werden zwei Ansitze fiir die Gravitationsfeldbestimmung verfolgt, wobei die
Berechnung mit der im Rahmen dieser Arbeit implementierten Software ANKOR
(Analyse kinematischer Orbits) erfolgt. Einerseits werden Bahnbdgen mit einer ma-
ximalen Lange von 30 min verwendet, wobei die nicht deterministisch modellierba-
ren Storeinfliisse durch die Einfithrung konstanter empirischer Beschleunigungen
absorbiert werden. Andererseits werden kiirzere Bahnbogen (~ 15min) verwendet.
Da sich durch die kiirzere Aufteilung der Bahnbogen die unmodellierten Signal-
anteile geringer auswirken kann auf die Einfithrung empirischer Beschleunigungen
verzichtet werden. Die Validierung mit einer externen Gravitationsfeldlosung aus
Baur u.a. [5] zeigt vergleichbare Ergebnisse. In der auf dem Beschleunigungsan-
satz basierenden externen Losung werden die Beobachtungen auch als gleich genau
und unkorreliert angenommen. Tatsédchlich besitzt die radiale Bahnkomponente im
Bahnsystem eine geringere Genauigkeit. Aus diesem Grund wiirde die Verwendung
eines stochastischen Modells die Gravitationsfeldlosung verbessern. Weiter wiirden
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die formalen Fehler durch die Verwendung eines stochastischen Modells realisti-
sche Angaben im Vergleich zu den “wahren” Fehlern liefern, siehe Mayer-Giirr [20].
Dabei stellt sich jedoch das Problem, dass das Normalgleichungssystem in dieser
Arbeit im Inertialsystem aufgestellt wird. Eine Rotation der Kofaktorenmatrix der
Beobachtungen vom Bahnsystem ins Inertialsystem vermischt die genauen mit den
ungenauen Koordinaten, somit ist eine Separation der ungenaueren radialen Bahn-
komponente nicht mehr moglich. Ein moglicher Losungsansatz ist die Anpassung
einer Autokovarianzfunktion an die Verbesserungen des Parameterausgleichs um
eine empirische Kovarianzmatrix der Beobachtungen zu generieren, siehe Baur u. a.
[5]. Eine weitere Moglichkeit stellt eine Kovarianzfortpflanzung der Kofaktorenma-
trix der Beobachtungen dar.

Die Implementierung erfolgte unter Verwendung der Automatically Tuned Linear Al-
gebra Software (ATLAS) mit dem Linear Algebra PACKage von Netlib (LAPACK 3.4.1).
Die numerische Integration der Variationsgleichungen ist dennoch sehr zeitaufwéandig.
Eine Gravitationsfeldlosung aufgelost bis Grad n = 90 berechnet aus dem kinemati-
schen Orbit von GOCE fiir einem Zeitraum von 61 Tagen dauert in etwa 30h. Eine
Parallelisierung konnte die Prozessierungszeit erheblich verringern.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Gravitationsfeldlosungen, die mit der
Software ANKOR bestimmt wurden, im lang- und mittelwelligen Bereich die Qua-
litat erreichen, die aus der Analyse des kinematischen GOCE Orbits zu erwarten ist.
Allerdings wiirde die Bertiicksichtigung eines stochastischen Modells die Gravitati-
onsfeldlésung noch verbessern.
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