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ZUSAMMENFASSUNG

In R-Funktionen, welche in der Lage sind Modelle mit zufilligen Effekten
zu schitzen, ist momentan noch keine Methode implementiert, um
Standardfehler sinnvoll zu berechnen. Akkurate Standardfehler sind
jedoch bei der Interpretation von Modellparametern von essentieller
Bedeutung. Diese Unzuldnglichkeit soll in der vorliegenden Arbeit
behoben werden. Dazu werden Techniken vorgestellt, um Standard-
fehler in Modellen mit zufélligen Effekten basierend auf einer Ver-
teilung aus der einparametrigen, linearen Exponentialfamilie beziehungs-
weise auf der Negativen Binomialverteilung herzuleiten. Diese werden
abschlieflend durch eine Simulationsstudie validiert und an mikro-
biologischen Daten angewandt.

ABSTRACT

Yet there are no methods implemented in R functions estimating Ran-
dom Effect Models that calculate acceptable standard errors. However,
accurate standard errors are of great importance when interpreting
model parameters. This thesis shall eliminate those shortcomings.
Therefore, methods to calculate standard errors in Random Effect Mo-
dels based on distributions belonging to the single-parameter, linear ex-
ponential family or the negative binomial distribution are derived. The
techniques are evaluated through a simulation studie and applied to
microbiological data.
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EINLEITUNG

Ausgehend von Generalisierten Linearen Modellen wird die Theorie
der Modelle mit zufilligen Effekten Schritt fiir Schritt aufgebaut. Dabei
werden zundchst die einfachsten Modelle dieser Art - soganannte
Uberdispersionsmodelle - vorgestellt, welche zu Modellen mit zufilligen
Koeffizienten und schliefllich Varianzkomponentenmodellen erweitert
werden. Es werden stets zwei Schiatzmethoden behandelt: Ist die
Annahme gerechtfertigt, dass die zufilligen Effekte normalverteilt
sind, kann die Gaufi-Hermite Quadratur herangezogen werden, um
die ansonsten nicht analytisch 16sbaren Integrale zu approximieren.
Kann diese Annahme nicht getroffen werden, dient als Alternative
eine nichtparametrische Schitzung der Dichte der Zufallseffekte.
Es wird gezeigt, dass diese Dichte in Wahrheit eine diskrete Wahr-
scheinlichkeitsfunktion ist, welche durch die Angabe der Anzahl an
Massepunkten sowie deren Lage und Gewicht vollstandig spezifi-
ziert ist. Wahrend die Anzahl der Massepunkte a priori festgesetzt
werden muss, werden die Lage und Gewichte der Massepunkte als
Modellparameter aufgefasst und geschatzt.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird der stufenweise Aufbau fiir
Modelle basierend auf Verteilungen aus der einparametrischen, li-
nearen Exponentialfamilie durchgefiihrt. Im zweiten Teil lassen wir
diese Einschrankung fallen und erkldren die Theorie fiir die Negativ
Binomialverteilung. Diese Verteilung stellt eine gute Alternative zur
Poissonverteilung bei der Modellierung von Anzahlen dar. Der grofse
Vorteil dabei ist, dass Erwartungswert und Varianz nicht als ident
angenommen werden miissen.

Teil drei stellt einen kurzen Uberblick iiber die derzeit verfiigbaren
R-Pakete dar, welche in der Lage sind Modelle mit zufilligen Effekten
zu schitzen.

Im vierten Teil wird eine Methode vorgestellt, um akkurate Standard-
fehler zu erhalten. Zur Zeit berechnen samtliche Funktionen aus den
R-Paketen, die in Teil drei genannt werden, Standardfehler {iber die
Inverse der negativen vollstindigen Hessematrix. Louis| (1982) zeigt
jedoch auf, dass sich zur Schitzung der Standardfehler die beobachtete
Fisher Informationsmatrix weit besser eignet. In diesem Teil wird diese
alternative Methode nachvollzogen. Als Anwendung werden die
konkreten Formeln fiir Modelle basierend auf der Poisson- und der
Negativ Binomialverteilung hergeleitet.

Im fiinften und letzten Teil werden die vorgestellten Methoden
schliefslich validiert. Dazu fithren wir eine Monte Carlo Studie durch,



EINLEITUNG

die zum Ergebnis kommt, dass die Variabilitdt der Regressionspa-
rameter durch die tiber die nach |Louis| (1982) benannten Formeln
berechneten Standardfehler sehr gut beschreibt. Es wird auch
deutlich, dass die in den R-Paketen bisher verwendete Methode die
tatsdchlichen Standardfehler deutlich unterschitzt. Als Ergdnzung
wird als Abschluss ein Beispiel anhand mikrobiologischer Daten
vorgefiihrt.

Fiir die theoretischen Ausfiihrungen werden drei Hauptquellen
herangezogen. Die Ausfiihrungen zu den Exponentialfamilienmodel-
len basieren haupsidchlich auf |Aitkin et al| (2009). Der Erweiterung
auf die Negativ Binomialfamilie liegt hingegen Booth et al.| (2003) zu
Grunde. Als Hauptquelle fiir die Herleitung der Standardfehler in
Exponentialfamilienmodellen dient Friedl und Kauermann| (2000).

Der eben beschriebene Aufbau der Arbeit ist in kom-

pakt zusammengefasst.

Exponentialfamilie

GLM

~7
‘ Uberdispersiondmodelle ‘

Zufallige Intercepts

( Zufillige Koeffizienten Modelle W
L Zufillige Intercepts und Parameter J

Avd
‘ Varianzkomponentenmodelle

Standardfehler

Clusterung, zufillige In-
tercepts und Parameter

Negativ Binomialverteilung —

‘ Varianzkomponentenmodelle ‘

Clusterung, zufillige In-
tercepts und Parameter

Abbildung 1: Aufbau der Arbeit
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Teil I

EXPONENTIALFAMILIENMODELLE MIT
ZUFALLIGEN EFFEKTEN

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliefdlich Model-
le basierend auf der einparametrigen, linearen Exponen-
tialfamilie. Zunachst wiederholen wir in aller Kiirze die
Theorie der Generalisierten Linearen Modelle und stellen das
Prinzip des EM-Algorithmus vor. Im Anschluss daran bau-
en wir Schritt fiir Schritt méachtigere Modellklassen auf:
Wir beginnen mit Uberdispersionsmodellen - den einfachsten
Modellen mit Zufallseffekten, gehen weiter zu Zufilligen
Koeffizientenmodellen und schlieffen mit der alles bisherige
umfassenden Klasse der Varianzkomponentenmodellen.



GRUNDLAGEN

2.1 GENERALISIERTE LINEARE MODELLE

Generalisierte Lineare Modelle stellen die Basis jener Modellklasse
dar, die im Folgenden ndher beschrieben werden soll: Modelle mit
zufilligen Effekten. Darum werden hier kurz die definierenden Eigen-
schaften wiederholt. Die Notation dafiir wird weitgehend aus |Aitkin
et al.| (2009) tibernommen.

Im Zentrum der Betrachtung steht eine besondere Klasse von Ver-
teilungen, die Exponentialfamilie.

Definition 1 (Exponentialfamilie) Die Verteilung einer Zufallsvaria-
blen y stammt aus der linearen, einparametrigen Exponentialfamilie,
falls deren Dichte- bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion in der folgenden kano-
nischen Form darstellbar ist:

Y9 —b(9)
a(d)

wobei a(-), b(-) und c(-) bekannte Funktionen sind und a(¢p) > 0. 9, der
einzige freie Parameter, ist der kanonische Parameter der Verteilung und ¢
der Skalierungsparameter.

f(yld) =exp ( +C(U/¢)> ,

Wichtige Mitglieder der Exponentialfamilie sind beispielsweise die
Normalverteilung, die Poissonverteilung oder die Gammaverteilung.
Eine einfache Rechnung - vgl. Aitkin et al|(2009), Abschnitt 2.9 - lie-
fert

E [yl =b'(d), (1)
Varyl = a($p)b”(9). (2)

Ein Generalisiertes Lineares Modell (GLM) wird nun durch die fol-
genden drei Komponenten definiert:

1. Eine Verteilung aus der Exponentialfamilie mit Parameter 9,
aus der per Annahme die Response-Variable y = (yq,... ,yn) "
stammt. Die y;, i =1,...,n, seien unabhingig.

2. Ein linearer Priadiktor n = (n1,...,Mn) ' in den erklirenden
Variablen x; = (x”,...,xnj)T, j=1,...,p—1 - zusammenge-
fasst zur Designmatrix X = (xg,...,Xp_1 )T - und p Parametern

B=(Bo,.--,Bp—1)",
n=X'B.
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Die erste Spalte der Designmatrix beschreibt iiblicherweise den
Intercept. In diesem Fall gilt xo = (1,...,1 )T

3. Eine Link-Funktion g(u), welche den Zusammenhang zwischen
dem linearen Pradiktor n und dem Vektor der Erwartungswerte
u = Ely] beschreibt,

n=g(w.

Da der Erwartungswert in der Exponentialfamilie unabhidngig vom
Skalierungsparameter ¢ ist (siehe (1)), beeinflussen die erkldrenden
Variablen x; im GLM nur den kanonische Parameter 9.

Mit V; = V(u;) soll nun die Varianzfunktion und mit y; der Erwar-
tungswert der i-ten Responsekomponente bezeichnet werden,

Varlyil = ai(¢)V(pi) und p; == Ely;l.

Im Zuge der Maximum-Likelihood Schitzung im GLM - vgl
zum Beispiel |Aitkin et al. (2009), Abschnitt 2.9.3 - wird die Log-
likelihoodfunktion £(f3,9ly) ermittelt,

(g oh) =3 (Y2 et 00).

i=1

Daraus erlangt man die Scorefunktion fiir 3,

U« (yi—px
S(B) = 35 7
0B & Vig'(w) ©
wobei x; = (xio,...,xi(p,”)T die i-te Zeile der Designmatrix be-

zeichnet. Eben diese Scorefunktion wird spédter bei der Maximum-
Likelihood Schitzung in Modellen mit normalverteilten, zufilligen
Effekten wieder vorkommen.



2.2 TECHNISCHE HILFSMITTEL

2.2 TECHNISCHE HILFSMITTEL

In diesem Abschnitt werden zwei vollig voneinander unabhédngige
Hilfsmittel - der EM-Algorithmus und die GaufS-Quadratur - vorgestellt,
die im Weiteren fiir die Schdtzung der Parameter in Modellen mit zu-
filligen Effekten hilfreich sein werden.

2.2.1  EM-Algorithmus

Der EM-Algorithmus (Expectation-Maximization algorithm) ist ein
breit anwendbarer, iterativer Algorithmus, um Maximum-Likelihood
Schitzungen im Falle unvollstandiger Daten zu erhalten (Little und
Rubin| [1987, Kapitel 7). Der Algorithmus basiert auf einer einfachen
Idee, wie mit unvollstandigen Daten umgegangen werden kann:

1. Ersetze fehlende Werte durch geschitzte Werte.

2. Schitze die Parameter des Modells basierend auf dem erganz-
ten Datensatz.

3. Schitze die fehlenden Werte erneut unter der Annahme, dass
die geschdtzen Parameter korrekt sind.

4. Wiederhole Schritt 2 und 3 bis Konvergenz eintritt.

Auf Grund der recht intuitiven Herangehensweise wurde der
Algorithmus immer wieder in den verschiedensten Gebieten ange-
wandt. [Little und Rubin (1987) datieren die fritheste Anwendung
(im medizinischen Bereich) auf das Jahr 1926. 1977 wurde der Name
EM-Algorithmus von Dempster, Laird und Rubin eingefiihrt und
einige grundlegende Resultate bereitgestellt.

Wir gehen nun von folgender Situation aus: Es liegt ein Modell fiir
die vollstindigen Daten y mit Dichte f(y|9) vor. Dabei ist der Parame-
ter ¥ unbekannt. Die Daten setzen sich aus einem beobachteten Teil
Yo und einem fehlenden Teil y,, zusammen, y = (yo,Ym). Der Al-
gorithmus erlaubt es nun die Likelihoodfunktion zum beobachteten
Teil

£0lyo) = [ 1y, ymO)dym ()
iber ¥ zu maximieren.

Ein Vorteil des EM-Algorithmus ist die zuverldssige Konvergenz.
Dempster, Laird und Rubin haben 1977 gezeigt, dass bereits unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen in jedem Iterationsschritt die
Loglikelihoodfunktion vergrofiert wird. Allerdings héngt die Konver-
genzrate von der Anzahl der fehlenden Beobachtungen ab: Je mehr
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Beobachtungen fehlen, desto langsamer konvergiert das Verfahren.

Wie bereits weiter oben angedeutet, besteht jeder Iterationsschritt
aus zwei Stufen: Im M-Schritt wird eine Maximum-Likelihood
Schéitzung fiir © basierend auf den vollstindigen Daten durchgefiihrt.
Im E-Schritt wird der bedingte Erwartungswert der Loglikelihood-
funktion {(dly) gegeben die beobachteten Daten und die aktuelle
Schitzung 9'*) aus dem M-Schritt berechnet. Dieser Erwartungswert
wird schliefllich im M-Schritt wieder dafiir verwendet, eine neue
Schétzung 9(*+1) zu erhalten. Im E-Schritt werden also nicht direkt
die fehlenden Daten y,, durch Approximationen ersetzt. Vielmehr
wird die einzige Funktion, in der y, vorkommt, im E-Schritt aktua-
lisiert.

Wir betrachten nun den Zusammenhang

f(yld)

flyod) = ——m—
o) = 5y o, ) ®)
und wenden den Logarithmus darauf an
€(19|Uo) = f(ﬁly) - log f(UthoﬂS)- (6)

Wir erhalten somit eine Verbindung zwischem dem Likelihood der
beobachteten Daten {(9ly,) und dem Likelihood der vollstindigen Daten
{(dly). Wir betrachten nun den konditionalen Erwartungswert von
{(dyo) gegeben die beobachteten Daten fiir irgendeinen Wert dy:

E [t191yo) |y, 0] = [ €0lya)f(ymlya, B0)dym
= t(0lyo) [ fymlyo, Do)dym = Udlya)
Gemeinsam mit (6) ergibt sich
{(Blyo) = E [L(O¥Y)|yo, V0] — E [log f(ymlyo,®)|yo, Do) -
Uberlicherweise wird die Bezeichnung
Q(900) = E [¢(PlY) [yo, Do] 7)

eingefiihrt. Sei nun 9t die aktuelle Schéitzung fiir 9. Im E-Schritt
wird die Funktion Q(99(Y)) berechnet,

Qo) = Juay)f(ymmo,s — 9 dym. ®)

Der M-Schritt legt im Anschluss 9**!) durch Maximieren dieser er-
warteten Loglikelihoodfunktion QDY) fest:

QP = 9.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass das Maximieren von QM) tatsich-
lich gleichbedeutend mit dem Maximieren der Loglikelihoodfunktion
£(Bly,) ist. Dies kann mit Hilfe der Jensen Ungleichung gezeigt und
in Robert und Casellal (1999), Theorem 5.3.4, nachgelesen werden. Es
gilt also in jedem Schritt

£ o) > £ yo).
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn
Q(ﬁ(t+1)|8(t)) — Q(ﬁ(t)|1(}(t))~

Somit konvergiert der EM-Algorithmus gegen einen stationdren
Punkt von £(dly,), welcher jedoch nicht unbedingt die Maximum-
Likelihood Schédtzung sein muss. In der Praxis schlagen Robert
und Casella (1999) deshalb vor, den EM-Algorithmus mehrmals mit
zufallig ausgewdhlten Startpunkten laufen zu lassen.

In weiterer Folge werden wir immer wieder auf die Funktion
Q(9 M) zuriickgreifen. Dabei wird insbesondere die Darstellung in
(9) von Nutzen sein. Aus (5) erhalten wir

Y fYolym, ) flymld)
ymlyo 9 = 5067 = 7 fiyo)

und daraus schlief3lich

Q) — Jewy)f(ymmo,sm)dym

_ f(Yolym, 8) (t)
= Jf(ﬁy)wf(ymﬁ Jdym

1 " .
_f(yo|19(t))J€(19|U)f(yo|ym;19 V(ymP ) dym. (9)

2.2.2  Gauf$-Hermite-Quadratur

Allgemein ist die Gaufi-Quadratur eine Methode, um Integrale der
Form

b
J f(z)w(z)dz
a

durch endliche Summen zu approximieren, wobei a < b und w eine
positive Gewichtsfunktion ist.

Im Speziellen werden wir spéter an der sogenannten Gauf$-Hermite-
Quadratur interessiert sein. Dabei ist das Intervall, tiber das integriert
wird, gleich (—o0, 00) und die Gewichtsfunktion w(z) = e_zz,

—00

00 k
J f(z) exp(—z%)dx ~ ) mf(z;). (10)
j=1

8
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Fiir die Approximation ist also die Berechnung von k Masse-
punkten z; und zugehorigen Gewichten 71; notwendig. Dabei sind
die Massepunkte die Nullstellen des Hermitepolynoms k-ten Grades.

Prinzipiell gibt es zwei unterschiedliche Definitionen der Hermite-
polynome: Einmal beztiglich der Gewichtsfunktion w(z) = e = ( phy-
sikalische Hermitepolynome Hy) und einmal beziiglich der Gewichts-

funktion w’(z) = e 5 (probabilistische Hermitepolynome, He, ). Da in
weiterer Folge iiber die Normalverteilungsdichte integriert wird, sind
in unserem Fall insbesondere die probabilistischen Hermitepolyno-
me von Interesse. Allerdings wird bei den tiblichen R-Funktionen -
gauss.quad() aus Smyth! (2013) bzw. gqz () aus [Einbeck et al. (2012) -
mit den physikalischen Hermitepolynomen gerechnet. Dies ist jedoch
sofort in den Griff zu bekommen, da ein einfacher Zusammenhang
zwischen den beiden Polynomtypen (Abramowitz und Stegun, |1964)
besteht,

He (z) = 27 %H, <\2> . bzw.
Hn(z) = 23 He, (V22).

Damit ergibt sich zusammen mit und der Definition der Dichte
der Standardnormalverteilung ¢(-)

ﬁo f(z)b(2)dz = Jiof(z) e e T dzn Z f”] Ot (vaz)

und weiter die Transformation fiir die neuen Massepunkte z; und

Gewichte 7'[]-/ ,

zj’ = \fZZj und 7'[]~/ =

et

9



UBERDISPERSIONSMODELLE

Bei der Modellschidtzung kann es vorkommen, dass die tatsdchliche
Varianz der Daten grofier ist, als jene, die sich aus der Verteilungsan-
nahme ergibt. Dieses Phanomen wird als Uberdispersion® bezeichnet.
Griinde dafiir konnen zum einen positive Korrelation innerhalb der
Daten oder zum anderen das Fehlen wichtiger erklarender Variablen
im Modell sein. Oft ist auch nicht bekannt, welche erklarenden Varia-
blen zusédtzlich notig waren, um ein addquates Modell zu erhalten.
Um diesem Problem Rechnung zu tragen, wird im Uberdispersions-
modell angenommen, dass es zusitzlich zu den bereits im Modell be-
riicksichtigten erkldrenden Variablen x; = (1,xi1,--- ,xi(p_”)T wei-
tere g-dimensionale Vektoren z; = (zn,...,ziq)T mit unbeobachte-
ten Variablen gibt und dass die eigentlichen linearen Pradiktoren die
Form n; = g(w) = xiTB +ziTy haben. Dabei ist v = (71,...,yq)T
der Koeffizientenvektor zu den unbeobachteten Variablen. Zu beach-
ten ist, dass ziT v skalarwertig ist. Somit kann ohne Beschrankung der
Allgemeinheit angenommen werden, dass

ni:Xg—B—i_Zi/

wobei Z; eine Zufallsvariable - genannt zufdlliger Effekt - mit einer
(voerst) nicht ndher spezifizierten Verteilung ist. Diese zufélligen
Effekte werden als unabhédngig und identisch verteilt angenommen.
Weiters soll deren Verteilung nicht von den anderen erkldarenden
Variablen abhdngen.

Im Unterschied zum GLM kommen hier zufillige Pradiktoren vor,
die nicht mehr direkt den Erwartungswert p; = E[yi] modellieren,
sondern den bedingten Erwartungswert gegeben die zufilligen Ef-
fekte, i = Elyi|Z;].

3.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass die zufélligen Effekte
Z; unabhingige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind. Der
lineare Pradiktor fiir die i-te Beobachtung ist gegeben alsn; = x| B +
0Z; und die marginalen Dichten von y; als

f(yslo) = J flys, Zi9)dZ; = Jf(yuzi,ﬁ)f(zi)dzi,

1 engl. overdispersion

10



3.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

mit ¥ = (B, 0). Auf Grund der Normalverteilungsannahme koénnen
die marginalen Dichten geschrieben werden als

f(yslo) = J flyilZe, 9)(Z1)dZs,

wobei ¢(-) die Dichte der Standardnormalverteilung bezeichnet. Da
die zufélligen Effekte als unabhédngig angenommen wurden, ist die
Likelihoodfunktion der Stichprobe

n

coty) =T [ rtvize 010 (zez.

i=1

Das Integral ist im Allgemeinen? nicht analytisch 16sbar. Die in
vorgestellte GauB8-Hermite-Quadratur liefert als Appro-

ximation

n k
£(3ly) %HZ f(yilz;, 9), bzw.
t(dly) Zlog ZT[J (Yilzj, )

Die Likelihoodfunktion ist also approximativ die einer endlichen
Mischverteilung3 mit Dichten aus der Exponentialfamilie. Hier sind
die Gewichte 71; und die Massepunkte z; fiir vorgegebenes k jedoch
bekannt und miissen nicht mehr geschétzt werden. Der lineare Pra-
diktor der i-ten Beobachtung in der j-ten Mischkomponente ist

MNij :X;rﬁ-i-O'Zj.

Aus den allgemeinen Resultaten fiir endliche Mischverteilungen in
Aitkin et al.| (2009), Kapitel 7 folgt nun direkt

f" alogfij n k

] 1 0
E b — E E wijsi;(B)
im1 Zl 1 mfi i=1j=1

Dabei bezeichnen s;;(3) die Scorefunktion fiir  im GLM, fi; =
f(yilzj, ¥) und

Qs fij
Y mfu
Die Scorefunktion fiir {3 ist nach (3)

(11)

Wij =

Yi — Hij

sij(B) = Vijg' (i)

1

Einzig im Falle von konjugierten Verteilungen (Aitkin et al., 2009, Abschnitt 8.2) ist
dieses Integral analytisch 16sbar.
Details dazu findet man zum Beispiel in |Aitkin et al.| (2009), Kapitel 7.

11



3.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

Fiir den Parameter o zum Zufallseffekt erhdlt man auf dhnliche Weise
Yi— Wy

Vijg/ (1)~

Durch Nullsetzen dieser beiden Funktionen ergeben sich Scoreglei-

chungen, die sich nur durch die Gewichtung mit wi; von denen eines

GLMs unterscheiden. Aus dieser Beobachtung kann sofort ein EM-

Algorithmus abgeleitet werden: Im E-Schritt werden die Parameter

mittels gewichtetem GLM#* geschidtzt. Im M-Schritt werden darauf-

hin unter Verwendung der zuvor geschétzten Parameter die Gewich-

te wij nach aktualisiert.

Man beachte, dass in jedem M-Schritt das folgende grofie, gewichtete

GLM geschatzt werden muss (Friedl, 1998):

sij(0) =

Tabelle 1: Erweiterte Modellmatrix - GQ

y w 3 o)
Yy Wi | X111 ... X1p  Z]
Yn  Wni | Xn1 oo Xnp 21
Yi Wiz | X111 ... X1p 22
Yn Wn2 | Xnl ... Xnp 22
Y1 Wik X11 e X]p Zk
Yn Wnk | Xni e Xnp Zk

Die Response hat nun die Liange nk. Der Parameter zur letzten
Spalte der Designmatrix ist o und somit die Standardabweichung
zum zufélligen Effekt.

Die Gewichte wy; haben noch eine andere Interpretation: Es kann
gezeigt werden, dass sie die a posteriori Wahrscheinlichkeiten dafiir
sind, dass ein gegebenes y; aus einer Verteilung mit Dichte fj;
stammt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir noch die zentrale
Funktion im EM-Algorithmus Q(9[9!)) an. Aus (9 folgt in unserem
Fall

QDY) = QDY) = 3 3 wi llogm +log flyilz;, 9)]. (12)
i=1j=1

Nahere Details zur Herleitung sind in [Abschnitt A.1|zu finden.

In der Funktion glm() gibt es das Argument weights, tiber das vordefinierte Gewich-
te als Liste tibergeben werden konnen.

12



3.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

3.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Oftmals entbehrt die Normalverteilungsannahme jeglicher Grundla-
ge. In diesem Fall sollte die Verteilung nichtparametrisch geschatzt wer-
den. Wir betrachten wieder ein Modell mit zufélligen Effekten,

ni =x{ B+ Zi,

wobei dieses Mal die Dichte der zufélligen Effekte f(Z;) nicht bekannt
ist. Die marginale Dichte kann analog zu vorher geschrieben werden
als

f(ylo) = J flys/Ze, 9)F(Z0)dZs, (13)

dabei ist ¥ ein Vektor, der alle Parameter des Modells enhilt. Da wir
keine Annahmen {iiber f(Z;) treffen, behandeln wir die Dichte als ei-
ne weitere Unbekannte, die geschitzt werden soll. Die Likelihood-
funktion ist nun mit Z = (Z1,...,Zn) "

n

c@,120) = [ [ iz, 9)1(z)az:

i=1

Laird (1978) hat gezeigt, dass unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen, die nichtparametrische Maximum Likelihoodschdtzung
der Verteilung der zufdlligen Effekte diskret mit einer endlichen
Anzahl an Massepunkten ist. Die geschdtzte Verteilungsfunktion ist
demnach eindeutig durch die Lokalisierung dieser Massepunkte Z;
und deren Gewichtung #; fiir j = 1,... ,k charakterisiert. Somit ist
die Profile-Likelihoodfunktion gleich

P(dly) = H Zf yil2), 9)

i=1 \j=1

Dabei sind Zj,7t; und k> Funktionen in 9. Dies kann umformuliert
werden zu

L,k 1,0, T—1,21,...,2k[Y) H nydl], ) | . (14)
i=1 \j=1

Hier kommen in der Liste der zu schitzenden Parameter nur die k — 1
Gewichte 7y, ..., 1 vor, da der Parameter 7t durch die Bedingung
Z};] m; = 1 festgelegt ist.

Die Likelihoodfunktion in ist beinahe dieselbe wie zuvor bei der

Der Parameter k wird im Allgemeinen nicht geschétzt, sondern a priori festgelegt.
Durch eine a posteriori Analyse der Modellgtite fiir verschiedene Werte fiir k kann
ein finaler Wert recht gut ermittelt werden. Darum wird ab nun nicht mehr die
Schéatzung k sondern vielmehr der feste Wert k verwendet.

13



3.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Annahme von normalverteilten zufélligen Effekten mit dem Unter-
schied, dass die Gewichte und Massepunkte nicht bekannt sind, son-
dern ebenfalls geschitzt werden miissen. Dieses Schatzproblem kann
wieder mit Hilfe des EM-Algorithmus gelost werden. Dazu betrach-
ten wir den linearen Pradiktor zur i-ten Beobachtung und zum j-ten
Massepunkt,

i =x{ B +2;.

Dieser kann durch die Einfithrung eines k-stufigen Faktors umge-
schrieben werden zu

Nij :XiTB—i-Z] .O_|_..._|_Z].71 .0_|_Z]..]_|_Z].+1 0442z - 0.

Nun sind die unbekannten Massepunkte z; die Slope-Parameter zu
diesen Dummy-Variablen (k-dimensionale kanonische Einheitsvekto-
ren). Dabei ist zu beachten, dass es sinnvoller ist, in der Matrix der
bekannten erkldrenden Variablen X keinen Intercept einzubinden, da
nicht zwischen diesem und dem Parameter zur ersten Faktorstufe der
Dummy-Variablen z; unterschieden werden kann. Ahnlich wie zuvor
wird nun der Datensatz erweitert. In jedem M-Schritt miissen nun
die Schdtzungen zum folgenden gewichteten GLM berechnet werden
(Friedl, |1998):

Tabelle 2: Erweiterte Modellmatrix - NPML

y w B z

Y1 W11 X11 X1p 1 0 ... o
Yn Wni Xn1 e Xnp 1 0 ... (0}
Y1 W12 X11 X1p o 1 ... (0}
Yn Wn2 | Xni c.. Xnp o 1 ... O
Y1 Wik X11 X1p o O ... 1
Yn Wnk | Xni1 ceo Xnp O O ... 1

Im darauffolgenden E-Schritt werden wie zuvor die Gewichte wy;
auf Grundlage der neuen Schéatzungen - also nach - aktualisiert.
Darin kommen jedoch die nun unbekannten Parameter 7t; vor. Da-
zu maximieren wir die logarithmierte Likelihoodfunktion in , {,
unter der Bedingung Z;(:1 7; = 1 bzgl. dieser Parameter. Unter Ver-

14



3.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG 15

wendung eines Lagrangemultiplikators A ergibt sich nun mit den No-
tationen = (71y,...,m—1) und z = (z1,...,2k)

n

d fi;
2 e®,x,m zly) — M1 =Y —9 A
0T ]Z] 1Z1 S mfa

n

DR

Durch Nullsetzen und Summation tiber j erhilt man

Ai”ﬁ :iiwﬁ :iiwii

j=1 j=T1i=1 i=1j=1

und mit Z}‘Z] wij = 1 und 21;1 73 = 1 schliefllich A = n.
Die Parameter 7t; kénnen also tiber

]n
72 wij

geschatzt werden.

;s



3.3 VORHERSAGEN

3.3 VORHERSAGEN

Nun stellt sich noch die Frage, wie in diesen Modellen Vorhersagen
getroffen werden konnen. Dabei gibt es verschiedene Ansitze, die
nun besprochen werden.

Zunichst betrachten wir das konditionale Modell. Wir wollen also ei-
ne Schitzung fiir ui; = Elyilz;] fiir jede Beobachtung y;, i=1,...,n,
und jeden Massepunkt z;, j = 1,..., k. Dies fiihrt wegen g(ui;) = ny
unmittelbar zu

Ay = XITB +Z; und (15)
fliy =g~ (Ay). (16)
Mit Hilfe dieser Schétzer kann auch das marginale Modell, also E[ys],
geschitzt werden. Dazu wird die marginale Dichte aus benotigt.

Die Gaufi-Hermite Quadratur bzw. die nichtparametrische Schatzung
liefert dann

Elyi] = inf(yi|8)dyi = inJf(9i|zir‘9)f(zi)dzidyi
K

k
ys 2 flyilzy, O)midys = 3 | wifluilzs, 0)dys
j=1 j=1

Elyilz] = Zﬂj Hije
=1

Aus dieser Uberlegung resultieren Schitzer fiir die Erwartungswerte

K
i =Ely Zﬁj fLij

~
~

I
.I\/]K‘ %
3

1

)

und fiir lineare Pradiktoren

Al = g(fL).

Nun werden Bayes Schitzer hergeleitet. Dazu sind die folgenden
Uberlegungen hilfreich. Fiir allei=1,...,n gilt

f(yi, Zil®) = f(Zilyi, 9)f(yild), (17)
f(yi, Zi¥) = f(yilZi, 9)F(Z3), (18)
f(ylo) = jf(yi, Z9)dz:. (19)

Daraus schliefd3t man

. flyi, ZilY) @ flyilZi, 9)F(Zi)
BN T )
f(yilZi, O)f(Zi) @  flyilZi, 9)f(Zi)

T [y, Z9)aAz, [ f(uilZy, 9)F(Zi)dzZy

16



3.3 VORHERSAGEN

Der a posteriori Mean eines Zufallseffekts Z; gegeben die Beobach-
tung y; ist definiert durch E(Z;|yi] = [ Zif(Zilyi, 9)dZ;. Mit Hilfe der
vorigen Uberlegung ergibt sich

f(yilZi, 9)f(Z4)
| flyilZy, 9)f(Zi)dZ;

E(Zilyi] = Jzif(zihji/ﬁ)dzi = Jzi dz;

k
Z 91|Z]/ )7[]

Zl 1f91|ll/ )

Der Bruch in der letzten Zeile enspricht genau den Gewichten wy;
von zuvor. Es ist also naheliegend im a posteriori Mean den Bruch
durch die im letzten EM-Schritt berechneten Gewichte und die z;
durch die zuletzt geschdtzten Massepunkte zu ersetzten. Dadurch er-
hélt man den empirischen Bayes Schiitzer

K
E(Zily;] = Z ZiWyj. (20)
=1

Daraus lassen sich nun unter Verwendung von (15, und der Tat-
sache Z}‘:] Wy = 1 wieder Schdtzungen auf beiden Skalen (Beobach-
tungen und linare Pradiktoren) angeben

K
= +E[Zily:] = ZWU ( 2]') = Zwijﬁijr
=1
=g (M)

Schlussendlich ist es moglich im Falle normalverteilter zufdlliger
Effekte und konditional Poissonverteilter Response mit dem kano-
nischen log-Link analytische Formeln fiir Schitzungen anzugeben.
Aus der Turmeigenschaft und den bekannten Erwartungswerten fiir
Poisson- bzw. lognormalverteilte Zufallsvariablen folgt

wi = Elyi] = E[E[ys|Zi]] = Ele* PTo%] = ex/ f+3¢”

17



ZUFALLIGE KOEFFIZIENTEN MODELLE

Die bisher betrachteten Uberdispersionsmodelle sind ein wichtiger
Spezialfall der grofieren Modellklasse der zufilligen Koeffizientenmodel-
le* (engl. random coefficient models). Im Uberdispersionsmodell ha-
ben wir sozusagen nur einen zufélligen Intercept erlaubt, weswegen
Uberdispersionsmodelle in diesem neuen Kontext auch als zufillige
Interceptmodelle (engl. random intercept models) bezeichnet werden.
Betrachten wir das Modell von zuvor mit linearen Pradiktoren

intercept T
n; PE=x{ B+ Z;.

Der zufillige Effekt Z; kann mit dem Modellintercept 3o kombiniert
werden, sodass wir einen zufilligen Intercept Bigp = o + Z; erhalten.
Bio hat dann Erwartungswert 3¢ und Varianz 02, die Varianz des
zufélligen Effekts. Der lineare Pradiktor kann also dquivalent als

n; TPt = Bio + (x7,) T B]

geschrieben werden, wobei ] alle Parameter mit Ausnahme des
Intercepts enthélt und x;_die i-te Zeile der Modellmatrix ohne In-
terceptspalte bezeichnet. Dieses Konzept ldsst sich derart erweitern,
dass nicht nur ein zufélliger Intercept, sondern auch ein zufalliger
Slope-Parameter zugelassen wird. Der zufillige Parameter Bij zur
erklldarenden Variablen x1; soll Erwartungswert 37 haben und sozu-
sagen durch eine Zufallsvariable U; mit Erwartung 0 gestort werden,
Bi1 = B1 + U;. Es bezeichne X} analog zu vorher die Modellmatrix
ohne Interceptspalte und ohne erkldrende Variable x; und p/ den
Parametervektor ohne Intercept 3o und 31, den Parameter zu x;. Da-
mit kann der lineare Pradiktor fiir dieses neue Modell geschrieben
werden als

ni = Bio + Burxi1 + (x3,) " B)
=Bo+Zi+ (B1+Ui)xis + (x5,) B
= Bo+Bixi1 + (x5,) ' Bs + Zi + Uixi
+ Z;i + Uixyg

= X B
S~~~ -

deterministische Terme stochastische Terme

Die gemeinsame Dichte von Z; und U; sei f(Z;, U;[9). Die Likelihood-

funktion ist dann

n

L(Bly) = H”f(ydzi, Uy, 9)F(Z3, Uil9)dZ;dUs, (21)

i=1

wobei ¥ alle im Modell vorkommenden Parameter enthilt.

1 vgl.|Aitkin et al.|(2009), Abschnitt 8.8

18



4.1 GAUSS-QUADRATUR

4.1 GAUSS-QUADRATUR

Wir nehmen nun an, dass f(Z;, U;|9) die Dichte einer zweidimen-
sionalen Normalverteilung mit unbekannter Kovarianzmatrix ist. Z;
und U; sind im Allgemeinen nicht unabhéngig, weswegen es nicht
so einfach ist, die Integrale in der Likelihoodfunktion numerisch zu
berechnen. Darum transformieren wir Z; und U; zu unabhéngigen
Zufallsvariablen. Seien G% und Gﬁ die Varianzen von Z; bzw. U; fiir
allei=1,...,n. Der lineare Pradiktor ist

ni =x{ B+0zZi +oullixit,

wobei von nun an Z; und U; bivariat normalverteilt sind mit Erwar-
tungswert 0, Varianz 1 und Korrelation corr(Z;, U;) = p. Nun trans-
formieren wir jedes Z; zu

75 . Zi —pl;
1 /_] — pz

Somit ist jedes Z; standardnormalverteilt. Der lineare Pradiktor kann
umformuliert werden zu

ni=x{ B+oz (pui +v1- pzziﬂ) +oulUixi
=x{ B+AoZ: + (A1 + Aaxiq)Us.

Die neuen Parameter stehen mit den urspriinglichen Parametern in
folgendem Zusammenhang;:

Ao =0zV1—p?,
)\1 =0zp,
}\2 = 0oyu.

Berechnet man Schatzungen fiir Ao, A1 und A, lassen sich auch direkt
Schitzungen fiir die urspriinglichen Parameter p, 0z und oy ableiten,

da
| M
p== ,
Ag+ A

A
0z =—,

(Y
ou :7\2.

Durch die Bedingung oz > 0 wird p eindeutig festgelegt. Es gilt also

A2
p = sign(Aq) 1.
A5+ AT

Mit dem Verschiebungssatz fiir Kovarianzen und der Definition des

Korrelationskoeffizienten folgt (Details sind in zu fin-
den)

Cov[Z{,U;] =0.

19



4.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Somit sind Zf und U; unkorreliert, was im Falle der Normalvertei-
lung dquivalent zur Unabhéngigkeit ist. Die Likelihoodfunktion aus
kann also geschrieben werden als

n

£(dly) = Hj ( J f(wz:‘,ui,a)d»(zz‘)dzz‘) (Uy)dUs,

i=1

mit 9 = (,A0,A1,A2). Sowohl das innere als auch das dufSere Integral
konnen durch Gaufi-Hermite Quadratur approximiert werden,

ko k
L(Dly) %HZZf Yilzj, uy, ).

i=1j=11=1

Somit ist der lineare Pradiktor zu jedem Massepunkt z;, j = 1,...,k
und u, L=1,...,k gleich

NijL ~ x{ B +Aozj + (A1 +Aaxi1)w

Es miissen also zusitzlich zu den Parametern zum Intercept und
den erkldrenden Variablen auch noch jene zu den Massepunkten
zj und w; sowie zur Interaktion xi; : u; berechnet werden. Diese
Schitzungen erfolgen nun analog zum Uberdispersionsmodell
mittels EM-Algorithmus und gewichteten GLMs.

Noch zu bemerken ist, dass bei R zufdlligen Koeffizienten fiir die
Integration kR Terme aufsummiert werden miissen, weshalb dieser
Ansatz fiir eine grofie Anzahl an zufélligen Koeffizienten impraktika-
bel ist.

4.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Soll keine Verteilungsannahme getroffen werden, kann diese wieder
nichtparametrisch geschétzt werden. Die Likelihoodfunktion aus
ist

n

cloty) =TT | | ftwize, U, 006020, U aziaus

i=1

n
HJ (YilZi, Uy, 9)F(Zi, Ui )dA @ A(Zg, Uy)

P
—_

mit Lebesgue-MafS A. Die gemeinsame Verteilung ist nun wieder ei-
ne diskrete Verteilung auf k < oo zweidimensionalen Massepunkten
(zj,145). Zu den k geschitzten Massepunkten (25, 1;) gehoren wieder-
um geschétzte Massen ;. Somit ist die Likelihoodfunktion dhnlich
wie zuvor

n k
e|y :HZ yx|ZJ,U]/ 7Yy

20



4.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG 21

mit 0 = (9, k,m,..., 1, (z1,u1),..., (zk, uk)). Zur Modellierung
konnen wieder 2k Dummy-Variablen eingefiihrt werden, sodass der
lineare Pradiktor n; = XiT B+ Z;i + Uixi1 komponentenweise geschrie-
ben werden kann als
Nij =%{ B+2z1-04+zj_1:-042z-T+zj41-04 - +2z -0
+u -0+ +u_1-0+uy - T+ujpq -0+ -+ - 0)xq7.

Die Modellmatrix zum gewichteten GLM sieht nun so aus:

Tabelle 3: Erweiterte Modellmatrix - zuféllige Koeffizienten

y w 3 z u

Y Wit | X11 ... X1p I 0 ... O X11 (6] (6]
Yn Wni | Xni Xnp 1 0 (0} Xn1 (¢} O
Y1 Wiz [ X11 ... Xip o1 ... O (0} X111 ... O
Yn Wn2 | Xnl ... Xnp o1 ... O (0} Xn1t ... O
Yr Wik | X11 ... Xlip O o0 ... 1 (0} (6] cee X117
Yn Wnk | Xnl ... Xnp O o ... 1 (0} (¢} vee Xn1

Durch Hinzunahme weiterer zufélliger Koeffizienten steigt die Di-
mension der Modellmatrix enorm. Auch grofle Werte fiir k wirken
sich noch deutlicher als im Uberdispersionsmodell auf die Dimensi-
on aus.



VARIANZKOMPONENTENMODELLE

Oft ist die Annahme, dass sdmtliche Beobachtungen eines Da-
tensatzes unkorreliert sind, nicht angebracht. Es konnten etwa
hierarchische Daten vorliegen, in denen es mehrere Gruppen gibt,
die in gewisser Weise homogen sind. Man konnte sich dazu ei-
ne Untersuchung von SchiilerInnen aus verschiedenen Klassen
vorstellen. Die Ergebnisse von SchiilerInnen, die aus derselben
Klasse stammen, werden wohl in gewisser Weise dhnlich sein. So
haben ja beispielsweise alle SchiilerInnen in einer Klasse dieselben
LehrerInnen, dieselbe Klassengrofse, et cetera. Vergleicht man jedoch
zwei SchiilerInnen aus unterschiedlichen Klassen, haben diese nicht
mehr dieselben Voraussetzungen. Es ist also oft angebracht, die
Daten zu mehr oder weniger homogenen Gruppen zusammenzufassen.
Die Zusammenfassung sollte so geschehen, dass es Korrelationen
innerhalb der Gruppen gibt, aber keine zwischen den verschiedenen
Gruppen.

In Uberdispersionsmodellen wurden zufillige Effekte unter anderem
dazu eingefiihrt, um positive Korrelationen innerhalb der Daten
(siehe zu beschreiben. Es ist also naheliegend, dass nun
nicht mehr fiir alle Beobachtungen eigene Zufallseffekte vegeben
werden, sondern jeder homogenen Gruppe derselbe Zufallseffekt
zugeordnet wird.

-

Abbildung 2: Untersuchung an Schulen’

1 Karte basierend auf |http://d-maps.com/carte.php?&num_car=17741&lang=de| von
Daniel Dalet, 25.4.2013
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VARIANZKOMPONENTENMODELLE

Nattirlich kann man sich auch weitere hierarchische Stufen tiberle-
gen: Beispielsweise konnte diese Untersuchung in mehreren Klassen
an unterschiedlichen Schulen in verschiedenen Bundeslandern
durchgefiihrt werden. Dies wird in illustriert: Man
konnte sich eine Untersuchung vorstellen, die in den Bundesldndern
Niederosterreich, Steiermark und Tirol durchgefiihrt wird. In jedem
Bundesland werden unterschiedliche Anzahlen von Schulen (griine
Formen) mit jeweils unterschiedlich vielen Klassen (rote Kreise)
analysiert. Nun sollten allen Schiilerlnnen aus einer Klasse, allen
aus einer Schule und allen aus einem Bundesland ein gemeinsamer
Zufallseffekt gegeben werden. Somit erhilt jede und jeder SchiilerIn
drei Zufallseffekte.

Solch strukturierte Datensituationen konnen mit Varianzkomponen-
tenmodellen erfasst werden. Zur Illustration beschranken wir uns
nun auf Zwei-Stufen-Varianzkomponentenmodelle. Die Beobachtun-
geny = (y1,...,yn) werden in r Gruppen (PSUs - primary samp-
ling units) zusammengefasst. Die i-te Gruppe fiir i = 1,...,7 ent-
hilt n; Mitglieder (SSUs - secondary sampling units), welche mit Hil-
fe des Index j = 1,...,n; gezdhlt werden. Insgesamt gilt natiirlich
> !_;ni =n. Zu bemerken ist, dass das klassische Uberdispersions-
modell ein Spezialfall der Varianzkomponentenmodelle mit n; = 1
fur alle 1 und r = n ist. Oft wird r als Clusteranzahl und n; als Clus-
tergrofie bezeichnet. Die r Cluster wéren im vorherigen Beispiel etwa
die verschiedenen Klassen und die Clustergrofien n; die jeweilige An-
zahl von SchiilerInnen. Die erkldrenden Variablen konnen sowohl auf
dem Niveau der PSUs (x11) als auch auf dem der SSUs (x2i;) gemes-
sen werden. In unserem Beispiel konnte als erkldrende Variable in
x1i etwa die Anzahl der Mathematikstunden pro Woche in der i-ten
Klasse enthalten sein. In x,i; kdnnten hingegen die Noten der letzten
Mathematikschularbeit der j-ten SchiilerIn vorkommen.

Die linearen Pradiktoren sind nun im Allgemeinen gegeben durch
T iid
Ny =x45B8+2Zi, Zi ~ F
wobei F die Verteilung der Zufallseffekte mit Erwartungswert O ist
und

T T T
Xi5B =x73B1 + %245 B2-
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5.1 NORMAL-NORMAL MODELL

5.1 NORMAL-NORMAL MODELL

Als Spezialfall - vgl. Aitkin et al. (2009), Abschnitt 9.2 - betrachten wir
ein Modell, in dem sowohl die Beobachtungen als auch die Zufallsef-
fekte normalverteilt sind. Die Linkfunktion sei g(-) = id(-),

iid
YilZi ~ N(wy, 0%),
Wij =My = XiTjB +0zZy,

z: N, 1), (22)

Nun kann das Modell als lineares Modell geschrieben werden: Defi-
. iid 5
niere £;; ~ N(0,0°) und setze
eij = Gzzi + Eij-

Dabei sind die &;; unabhéngig von den zufélligen Effekten Z;. Damit
gilt weiter e ~ N(0, 02 + 0%) und

Yij = X35 B + €35
Also ist yi; ~ N(xg 3, 0% + 02). Fiir die Kovarianzen gilt (siehe
fiir eine detaillierte Herleitung)

Covlyij, yxil = 03 E[ZiZy].

und somit insgesamt

O'%, fallsi=kundj #1

Covlyij, yxll =
ok 0, fallsi+k, j belicbig.

Fiir i = k und j # 1 ist der Korrelationskoeffizient ungleich 0 und
wird nun mit p bezeichnet,

2
0z

= corr(Uij, Yil) = 45—
p (Ul) Yit) O‘%—i—(iz

Wir haben also genau den Effekt erzielt, den wir erreichen wollten:
Korrelation innerhalb der Gruppen, aber keine zwischen den Grup-
pen!

Wir fithren noch eine andere Parametrisierung des Modells ein:

YijlZi ~ N(x245B2 + Zi, 0%),
Zi ~N(x{;B1,0%). (23)

In dieser Parametrisierung wird die Zuordnung der erkldrenden
Variablen x7; und x2i; zu den jeweiligen Stufen des Modells klarer.
Auffallend ist auch, dass in der Parametrisierung 0% als Re-
gressionsparameter und in der Parametrisierung hingegen als
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5.2 GAUSS-QUADRATUR

Varianz auftritt. Aitkin et al.| (2009) verweisen weiters darauf, dass
die Konvergenzrate beim Modellfit mittels EM-Algorithmus bei der
Parametrisierung von oz abhidngt, bei der Parametrisierung
jedoch nicht. Weiters wird bemerkt, dass der EM-Algorithmus
beim Normal-Normal-Modell nicht der schnellste Algorithmus ist.
Fir Modelle, bei denen nicht beide Male die Normalverteilung
angenommen wird, sticht er jedoch heraus, da er sehr effizient und
einfach zu programmieren ist.

Das Integral in der Likelihoodfunktion - siehe auch - ist im Fal-
le der Normal-Normal-Modelle analytisch 16sbar und muss demnach
nicht approximiert werden. Da dies jedoch ein seltener Spezialfall ist,
wird darauf nicht ndher eingegangen. Details dazu findet man bei-
spielsweise in Aitkin et al. (2009), Abschnitt 9.2.

5.2 GAUSS-QUADRATUR

Nun gehen wir davon aus, dass die Verteilung der yi;j|Z; aus der
Exponentialfamilie stammt. Die Verteilung der Zufallseffekte Z; sei
wieder die Standardnormalverteilung. Im Weiteren verwenden wir
die Parametrisierung (22). Die Matrix der erkldrenden Variablen ent-
halte nun sowohl die Variablen zu den PSUs als auch zu den SSUs
und gegebenenfalls deren Interaktionen. Eine Spalte in der Matrix,

die eine Variable x; zu den PSUs enthilt, hat die Gestalt
(X7, ey X1, X2, e ey X2y e Xy e Xy) |
~—

4

n;—mal ny—mal n,—mal

wihrend eine, die eine Variable xi; zu den SSUs enthilt, folgende

Struktur hat
T
(X1]l-"/X1T11/X211"-/X2TL2/"-/Xr1/-"/XTTLT)

Unter diesen Annahmen folgt
f(yilZ, ) = H f(ys1Zs,9),

flyi, Zi¥) = f(yi\zi,ﬁ)d)(zi),
und damit die Likelihoodfunktion

ol = | nylﬂzus $(20)dz: | . (24)

i=1

Das Integral wird nun durch Gauf-Hermite Quadratur approxi-
miert. Dazu verwenden wir wieder k Massepunkte z; mit zugehori-
gen Gewichten mt;. Die Likelihoodfunktion ist nun anndhernd

T n;g

K
L) ~]] Z [Tfwslzu® | m

i=1

25



5.2 GAUSS-QUADRATUR

Wie bereits in handelt es sich bei der Likelihoodfunkti-
on approximativ um eine Likelihoodfunktion endlicher Mischungen
von Exponentialfamiliendichten mit bekannten Massepunkten z; und
Mischungsanteilen 7t;. Die linearen Pradiktoren sind nun

-
NijL = X45B + 0zz1.

Ahnlich wie zuvor - siehe |Aitkin et al.| (2009), Abschnitt 9.3 - erhalt
man

ae T ng k
B > > ) wasiu(p), mit
i=1j=11-1
Ml

Zﬁ:] TtmMim

Wil =

(25)

mit der Abkiirzung
miy = [ | fyijlze,9)
j=1
und den Scorefunktionen

(Y15 — U)Xy

Sii = und
() Vijig’ (Kiji)
(Y — gz
sin(0z) = Vijig/ (nil)

Durch Nullsetzen der Scorefunktionen erhidlt man die Scoreglei-
chungen eines gewichteten GLMs. Der EM-Algorithmus besteht nun
abermals aus abwechslendem Aktualisieren der Gewichte und Schét-
zen der Parameter im GLM.
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5.3 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

5.3 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Wie in|[Abschnitt 3.2 wird nun keine Annahme zur Verteilung der zu-

falligen Effekte getroffen, sondern diese nichtparametrisch geschatzt.
Die linearen Pradiktoren sind
NijL = X3P +z1,

mit unbekannten Massepunkten z;, | = 1,..., k. Die Likelihoodfunk-
tion ist wieder

Lk, ..., m—1,21,...,2¢[Y) H (Zmuﬂl)

i=1 \1=1

Der Parameter k wird wie bereits zuvor als bekannte Grofie ange-
nommen und sequentiell erhoht, bis das Maximum erreicht wird.
Um die Gewichte m zu schitzen, wird die Loglikelihoodfunktion
(©Oly), © = (9,m1,...,m—1,21,...,2K), unter der Nebenbedingung
S K, m =1 maximiert. Es gilt

{(6ly) Z log <Z mﬂm>

Wir fiihren wieder einen Lagrangemultiplikator A ein:

a;( (Bly) — [Z nm—1]) ZV:I‘—A.

i=1

Durch Nullsetzen und Summation tiber 1 = 1,.. ., k ergibt sich analog

zu [Abschnitt 3.2
1 T
= - ZW“' (26)
T
i=1

Anzumerken bleibt, dass wir hier implizit immer von gleich grofien
Clustern ausgehen. Kommen unterschiedliche Grofsen vor, miisste
beispielsweise in der Schiatzung von 7 eine mit n; gewichtete Summe
berechnet werden.

5.4 ERWEITERUNGEN UND ALTERNATIVE ANSATZE

Grundsitzlich andere Ansdtze - also nicht mittels nichtparame-
trischer Schdtzung bzw. Approximation durch Gaufi-Quadratur -
werden in |Aitkin et al.| (2009), Abschnitt 9.4, kurz zusammengefasst.
Dort werden auch die jeweiligen Quellen angegeben.

Die eben beschriebenen Modelle konnen als Zufillige Interceptmodel-
le aufgefasst werden. Ganz analog zu Uberdispersionsmodellen kénnen
diese auf Modelle mit zufilligen Koeffizienten erweitert werden. Dies
wird in Aitkin et al. (2009) kurz in Abschnitt 9.6 angerissen.
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Teil 1T

MODELLE BASIEREND AUF DER NEGATIVEN
BINOMIALVERTEILUNG

Mochte man Anzahlen modellieren, wird dazu oftmals
das Poissonmodell mit dem kanonischen log-Link heran-
gezogen. Jedoch ist dieses Modell recht starr, da Erwar-
tungswert und Varianz stets gleich sind. Diese Einschran-
kung ist in vielen Anwendungen nicht angebracht und
man mochte mehrparametrige Verteilungen fiir Anzahlen
- wie etwa die Negative Binomialverteilung - verwenden.
Allerdings ist diese Verteilung kein Mitglied der einpara-
metrigen, linearen Exponentialfamilie, weshalb die bishe-
rigen Uberlegungen nicht direkt angewandt werden koén-
nen.



DAS NEGATIV BINOMIALMODELL

Um die Theorie fiir Modelle basierend auf einer Negativen Binomi-
alverteilung aufzubauen, fithren wir nun zundchst den Begriff der
konjugierten Verteilung ein.

6.1 KONJUGIERTE VERTEILUNGEN

Zu jeder Verteilung aus der Exponentialfamilie gibt es eine konjugier-
te Verteilung fiir den kanonischen Parameter ¥ (Aitkin et al., |2009).
So ist die konjugierte Verteilung zu Z vom selben Typ wie die von
Y|Z. Daraus resultieren dann oftmals einfache Formen der margina-
len Verteilungen von Y. Zum Beispiel gilt fiir Y|Z ~ N(9 + Z, 0%) und
Z~N(y, ¢2),dass Y ~N@ +p, 02 + ¢2).

Dartiber hinaus sind auch solche Mischungen von grofiem Interesse,
bei denen sowohl Z als auch Y|Z und Y bekannte Verteilungen haben,
die analytisch leicht handhabbar sind. Gerade bei Modellen mit zu-
falligen Effekten liegt die Hauptschwierigkeit in der Berechnung von
Integralen der Form (siehe auch (13))

flylo) = | flyiz,9)1(2)az

Betrachtet man zum Beispiel die Zusammensetzung Y|Z ~ N(y, 02/Z)
und Z ~ T'(r/2,2/7), folgt, dass (Y — n)/o t-verteilt ist mit r Freiheits-
graden. Aus dem Spezialfall Y|Z ~ N(0, 1/Z) resultiert also als margi-
nale Verteilung von Y direkt die t-Verteilung mit r Freiheitsgraden.

6.2 DAS MODELL

Wir betrachten nun eine Mischung aus der Poisson- und Gammaver-
teilung und werden schliefSlich feststellen, dass daraus als marginale
Verteilung die Negative Binomialverteilung resultiert. Die folgenden
Ausfiihrungen basieren auf [Booth et al. (2003).

Wir verwenden die Dichte der Gammaverteilung in der folgenden
Parametrisierung,

X
_ ox—1 .
dabei bezeichnen TI'(-) die Gammafunktion, &« > 0 und f > 0 die
Parameter. Die Gammafunktion ist definiert durch

Mz) = J t¥7 e tat.
0
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6.2 DAS MODELL

Als Momente erhilt man fiir X ~ I'(«, 3)

E[X] = = und
p
o
WQT[X] = @.
Nun bauen wir das gewiinschte Modell auf. Es sei dazu

(Zy,...,Zy) eine Zufallsstichprobe aus der Gammaverteilung mit Er-
wartungswert 1, das bedeutet

vied, . ..,n): Zi e w).

Weiters seien Y; weitere Zufallsvariablen, sodass Y;|Z; Poissonverteilt
ist mit Parameter Z;py,

fyilZi, i) = !

i

Nun betrachten wir die marginale Dichte der Y;. Diese ist

o _F(gi—l—cx) i Yi o« o«
f(ythl)_ F(OC)yl' <H1+OC> <u1+0£> .

Eine detaillierte Rechnung ist in |[Abschnitt A.4/zu finden. Wir setzten

nun p; = M‘_"F ~- Dann gilt 1 —p; = u:i ~- Nach |Abramowitz und
Stegun| (1964) gilt fiir u,v € IN
Mu+T)

u
Fv+1)=v! und <v> TV (u—v+1)

Setzt man u = y; + o« — 1 und v = y;, resultiert
Myi+o) (yi—i—oc—])
Mo)yi! Yi ’

woraus fir &, y; € IN schlieSlich

Yi+x—

1

flyilw) = ( ]>P{x(1 —pi)¥t

folgt. Dies ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Negativen Bino-

ind
mialverteilung. Wir schreiben von nun an Y; R NegBin(«, 1i). Aus
der Turmeigenschaft ergeben sich die ersten beiden Momente fiir Y;

(in ist deren Herleitung angegeben),

]E[Y'L] = Wi, (27)
ue
Var[Y;] = ui + o (28)

Im Unterschied zum Poissonmodell kommt zur Varianz noch ein
positiver Term hinzu. Uber diesen zusitzlichen Term £i ist es somit
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63 MAXIMUM LIKELIHOOD SCHATZUNG

moglich Uberdispersion aus dem Poissonmodell in den Griff zu be-
kommen. Hier gibt der Parameter o den Grad der Uberdispersion an.
Ein kleiner Wert fiir « steht fiir groSe Uberdispersion, wohingegen
o = oo keine Uberdispersion induziert.

Nun kann ein loglineares Modell mit Negativ Binomialverteilter

Response formuliert werden. Seien Y; nd NegBin(«, 1ti). Der Erwar-
tungswert p; sei tiber einen log-Link mit den erkldrenden Variablen
xi{ verbunden, logpn; = XI B, wobei 3 wieder den Parametervektor
bezeichnet.

63 MAXIMUM LIKELIHOOD SCHATZUNG

Fiir das eben vorgestellte Modell wollen wir nun die Scoregleichun-
gen fur o« und  herleiten. Diese Berechnungen sind auch in Booth
et al| (2003), Anhang A, zu finden. Die Loglikelihoodfunktion fiir
Yy = (Y1,...,Yn) ist gegeben durch

i+o) (w \V o \®
0o, Bly) = 1og[]_[ Fodui] <M+“> <M+a>

nfolog x —log '« +Z [logr Yi + o) —logy;!

i=1

> — alog(pi + oc)]

[aa?
+y; L
Y Og(u-Jroc

1

Die Loglikelihoodfunktion muss nun beziiglich der Parameter («, 3)
maximiert werden. Wir fithren die folgenden Notationen ein

talo, B) = 2% P,
lp(x, B) = E)ﬂ(og,ﬁﬁly)’ sowie

Coa(x, B), Lap(x, B) und €gp(x, B) analog.

Die Schatzfunktion nach « ist

lolo, B) =n(logx+1—1(x))

yﬁ—oc

ol (29)
1

+Z[ (yi + o) —log(pi + &) —

dabei bezeichnet P (z) = % logI'(z). Die erste Scoregleichung ergibt
sich schlieSlich durch Nullsetzen von (29).
Um die zweite Scoregleichung zu erhalten, muss die Loglikelihood-
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64 NUMERISCHE VERFAHREN 32

funktion nach (3 abgeleitet werden. Dabei beachte man den Zusam-
menhang log p; = x{ B:

lp(x, aaBZ{gleB Yi log( ﬁ—koc)—oclog(exjﬁ—i—oc)}

_Z [Ul zl—:-yol( 1] i = Z [(yi]lki)ﬁ] ‘ (30)

i=1

Fiir « — oo ist (30) identisch der Scoregleichung eines Generalisier-
ten Linearen Modells basierend auf der Poissonverteilung.

Nun berechnen wir noch die zweiten Ableitungen. Dabei bezeich-
net {’(z) = aa—; logI'(z).

(1 ke T WiV
Eoux(oc/ B) —TL( 11) ) Z |: yl—’_(x W + o (P'i'f"x)z

taplo,B) = Y [‘m] %,

i=1

V8 +
3[3[5 0(, —(XZ|: L}J—IFO( ]xixg—.

Zur besseren Ubersicht fiihren wir eine n x n Diagonalmatrix D(c, )
ein, welche als Diagonaleintrdge fliri=1,...,n

o (Yi + )
(hi + «)?

enthélt. Mit X bezeichnen wir wie iiblich die Designmatrix. Damit
lasst sich £ (, 3) umschreiben zu

diy =

tpp (o, B) = —X Do, B)X.
Als nichstes berechnen wir die Fisher-Information fiir f3.
Iplo, B) = —E [lap(a, B)] =X "E[D(a, B)I X =X W(e, B)X,

wobei W(x, 3) eine n x n Diagonalmatrix mit Diagonaleintrdagen i =
1,...,n

Xy (Elyi] + o) = (o e I, o

- =F[di;] = —— = all
Wii [ 11] (Hi“‘(x)z |-1—i+0( 1_1_%

Fiir « — oo entspricht wi; der Varianz p; im log-linearen Poissonmo-
dell.

64 NUMERISCHE VERFAHREN

In diesem Abschnitt wollen wir nun verschiedene Methoden vor-
stellen, um die Scoregleichungen numerisch zu losen. In all die-
sen Methoden miissen die in den Scoregleichungen vorkommenden
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Funktionen 1(z) bzw. \/(z) berechnet werden. Die Funktion {)(z) =
a% log I'(z) ist die sogenannte Digammafunktion, wahrend \'(z) als Tri-
gammafunktion bezeichnet wird. Nach Abramowitz und Stegun! (1964)
konnen allgemein alle Polygammafunktionen tiber

a)tne—zt

an dn+1

== (z) = W1og MNz) = (—1)n+! J

dt
0 1—et

Y™ (z)

berechnet werden. In R (R Core Team, |2012) stehen im Basispaket da-
fiir die Funktionen gamma(z), digamma(z) und trigamma(z) zur Ver-
figung. Weiters konnen mittels der Funktion psigamma(z, deriv=0)
auch hohere Ableitungen von 1(z) durch Spezifizierung des Ablei-
tungsgrades tiber deriv berechnet werden.

6.4.1 Newton-Raphson

Die wohl intuitivste Methode ist die direkte Anwendung des mehrdi-
mensionalen Newton-Raphson Algorithmus:

1
plt+1) gLt tp lop lp

wobei die Loglikelihoodableitungen auf der rechten Seite in
(atV), B(V)) betrachtet werden.

Ein Nachteil dieser Methode ist das Fehlen eines naheliegenden Start-
werts (eine mogliche Wahl wird in [Abschnitt 6.4.2| dargestellt). Wei-
ters tritt bei einer direkten Schidtzung gelegentlich das Phanomen auf,
dass negative Werte fiir « generiert werden. Dies ldsst sich durch die
Parametrisierung «* = exp(«) vermeiden.

6.4.2 Iteratively Reweighted Least Squares

Wird der Parameter « als fest angenommen, ldsst sich die Schiatzung
des Parametervektors 3 auf die Schitzung eines GLMs zurtickfiihren.
Dies ist moglich, da die Negative Binomialverteilung fiir ein fixes o
Mitglied der einparametrigen, linearen Exponentialfamilie (vgl.
ist. Die Varianzfunktion ist durch

Vi) = wi (1 +%)

gegeben - siehe zum Beispiel Hilbe (2011) fiir die Herleitung. Als
Pseudobeobachtung resultiert der (n x 1)-dimensionale Vektor z(3),
dessen i-te Komponete als log ; + 9% gegeben ist. Die Iterations-
vorschrift ist schliefdlich

BT = (XTW(al, BO)X) T XTWia®), B(1z(p ).
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Wurde Bt berechnet, wird im Anschluss ein neuer Wert fiir «
durch den eindimensionalen Newton-Raphson Algorithmus berech-
net. Dabei wird § = 1) fixiert:

o Lalalt),pC+D)

t+1) _ o (t) _
loae (V) BLEFT))

ol

Fiir & = oo entspricht - wie bereits diskutiert - das Negative Binomi-
almodell einem Poissonmodell mit log-Link. Es ist also naheliegend
als Startwerte 3(°) die im Poissonmodell geschitzten Koeffizienten
zu verwenden.

Fir o wire demzufolge der Startwert (%) = co angemessen, der je-
doch nicht brauchbar ist. Alternativ konnte fiir «(®) schlicht eine grofie
Zahl verwendet werden. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, « zu-
ndchst durch die Momentenmethode zu schidtzen und das Ergebnis
als Startwert heranzuziehen. Wir nehmen an, dass die Beobachtun-
gen unabhdngig und identisch verteilt sind mit Erwartungswert p.
Weiters gehen wir davon aus, dass die ersten beiden Momente durch

und gegeben sind:

1 & |
ﬁzEZyiip,

i=1
1 & | n
2 _ b _m2 L B
s? = n;(yl y) u(l +‘X)-
1=
Daraus ergibt sich schliefilich der Startwert
2

0 _ Y
0.6 Sz—g.

Es ist durchaus moglich, dass die empirische Varianz s? kleiner ist als
das arithmetische Mittel y. Dies wiirde zu einem negativen Startwert
fiihren, weshalb man besser

—2
«l®) = max <2y,0>
$°—y

setzt.

In R (R Core Team, |2012) steht im Paket MASS (Ripley und Venables,
2002) die Funktion theta.ml() zur Verfiigung, welche die Schitzung
von « durchfiihrt, zur Verfiigung. Weiters existiert ebenfalls im Paket
MASS die Funktion glm.nb(), welche Negativ Binomialmodelle nach
der eben beschriebenen Methode schétzt. Dartiiber hinaus ist eine Im-

plementierung dieser Methode in [Abschnitt B.1{zu finden.
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NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

7.1 DAS ALLGEMEINE MODELL

Ahnlich wie bereits in [Kapitel 3| [Kapitel 4| bzw. konnen
nun auch hier wieder zuféllige Effekte zu den linearen Pradikto-
ren hinzugefiigt werden. Nun betrachten wir gleich das allgemei-
ne Varianzkomponentenmodell. Dazu seien y;; fiiri = 1,...,7 und
j = 1,...,m; die Beobachtungen. Fiir n; > 1 fiir mindestens ein
i sprechen wir wieder von clusterspezifischen und fir n; = 1 fir
alle i von beobachtungsspezifischen zufélligen Effekten. Die zufélli-
gen Effekte werden mit Z; bezeichnet. Da wir neben zufilligen Inter-
cepts auch zufillige Parameter zulassen, sind die zufilligen Effekte
g-dimensionale Zufallsvektoren. Dabei ist die Anzahl der zufélligen
Steigungsparameter gleich q — 1. Weiters fassen wir die Beobachtun-
gen zu yi = (Yi1,.. .,yini)T zusammen. Es bezeichnen xi; und uy;
erklarende Variablen zu yi; und 3 den p-dimensionalen Parameter-
vektor. Schlussendlich soll noch gelten, dass

yylZs ind NegBin(e, ui;) und
wij = E [yg1Zi] = exp (x{jB +ujjZi).

7.2 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

Zundchst betrachten wir normalverteilte zuféllige Effekte. Diese sind
insbesondere von Interesse, da die Kovarianzstruktur flexibel aufge-
baut werden kann. Es gelte nun also

Z1,.o0 Ze S NG(O,5),

wobei L die Varianz-Kovarianzmatrix bezeichnet. Die Kovarianz-
struktur sei bekannt (diese ist ja durch die Clusterung vorgegeben),
die jeweiligen Varianzen jedoch nicht. Den Vektor der unbekannten
Varianzen bezeichnen wir mit 0. Damit gilt 0% = diag(Z) und wir
schreiben £ = X(0?). Wir fassen nun alle zu schitzenden Parameter
zud=(B",(02)") T zusammen.

Wie wir bereits bei den Zufilligen Koeffizientenmodellen in ge-
sehen haben, ergeben sich bei der Maximum-Likelihood Schéatzung r
Integrale der Dimension q, welche im Allgemeinen auch numerisch
nur durch grofsen Aufwand gelost werden konnen. Bei hochdimensio-
nalen Problemen eignen sich deshalb Monte Carlo Methoden besser.
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7.3 DER MONTE CARLO EM ALGORITHMUS

Der von Wei und Tanner|(1990) bzw. Booth und Hobert (1999) entwor-
fene Monte Carlo EM Algorithmus (MCEM) umschifft das Problem
der Berechnung hochdimensionaler Integrale. Erinnern wir uns zu-
riick an den deterministischen EM-Algorithmus aus [Abschnitt 2.2.1}
Dabei muss im t-ten Schritt die Funktion

Q@) = E [E(SIy,Z)

u, 0] = [0l 2)r(zly, 0 = o) az

beziiglich & maximiert werden. f(Z|y, 9 = 9(t)) berechnet sich tiber

f(y, ZPM)
fl2w o) = ST

Der Nenner in ist nichts anderes als die Likelihoodfunktion
L£(®M]y), die jedoch nicht bekannt ist. Ebenso steht auch die gemein-
same Dichte f(y, ZI9t)) nicht dirket zur Verfiigung. Eine analytische
Losung ist somit im Allgemeinen nicht moglich. Im Falle einer klei-
nen Dimension q der Zufallseffekte konnte das Integral wieder mit-
tels Gaufi-Hermite Quadratur approximiert werden. Fiir hohere Di-
mensionen wird dieser Schritt - der E-Schritt im EM-Algorithmus -
nun durch eine Monte Carlo Simulation ersetzt.

Dazu muss zundchst eine Stichprobe z41, ..., ztm aus der konditiona-
len Verteilung f(Z[y,dt)) gezogen werden. Details dazu sind in

zu finden. Daraufhin wird die Funktion Q(9}9t)) durch

(31)

Qo)) =

M=

1
p— 1 By, z¢1) (32)

—_

approximiert und beziiglich ¥ maximiert. (32)) zerfdllt in zwei Teile,
die getrennt voneinander maximiert werden kénnen,

T ng

Q) = L3 5T Y el Blyg ze) - > Y UZyig 2

1=1i=1j=1 1=11i=1

Der erste Teil hangt nun ausschlieSlich von den Parametern « und 3
ab, wohingegen der zweite Teil nur den Parameter X mit den unbe-
kannten Varianzen o enthilt. Der vordere Teil kann mittels Newton-
Raphson Algorithmus optimiert werden. Die dafiir notigen Ableitun-
gen sind in Booth et al. (2003), Appendix B, zu finden. Zu bemerken
ist, dass £(Z|yij, zit1) = log (zi1|Z). Da sowohl iiber 1 als auch iiber
i aufsummiert wird, ist der zweite Teil gleich der Loglikelihoodfunk-
tion zu einer Zufallsstichprobe der Lange r-m aus der Ng4(0,X) -
Verteilung. Als Schitzung fiir X ergibt sich im t + 1-ten Schritt deswe-
gen

.] m T

T
— Zit1Zi¢1-
mr E E 1 itl

1=11i=1

Z(t-l—])
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7.3 DER MONTE CARLO EM ALGORITHMUS

Robert und Casellal (2010) weisen darauf hin, dass beim MCEM Al-
gorithmus eine Fehleranalyse durgefiihrt werden sollte. Booth und
Hobert| (1999) haben dafiir eine Approximation des Monte Carlo Feh-
lers hergeleitet.

7.3.1  Verwerfungsmethode (Rejection Sampling)

Booth und Hobert (1999) schlagen zur Gewinnung einer Zufallsstich-
probe aus der konditionalen Verteilung die Verwerfungsmethode vor.
Wir bezeichnen nun die konditionale Verteilung zu Z|y mit h(Z). An-
genommen diese kann geschrieben werden als

h(Z) =c-g(Z)e(Z),

wobei c eine normalisierende Konstante ist, die nicht von Z abhingt,
und e(-) eine Dichtefunktion ist, aus der Stichproben gezogen werden
konnen. Mit|Algorithmus 1/ kann nun aus h(-) simuliert werden.

Algorithmus 1 Verwerfungsmethode

Schritt 1:
Simuliere z aus e.
Simuliere unabhédngig davon w aus U(0, 1).

Schritt 2:
Setzte T = sup,{g(z)}.
if w< @ then
Akzeptiere z.
else
Gehe zu Schritt 1.
end if

Dieser Algorithmus geht auf (Geweke|(1996) zuriick. Booth und Ho-
bert (1999) weisen darauf hin, dass die Berechnung des Supremums
in Schritt 2 dquivalent zur Bestimmung des Maximum Likelihood
Regressionsparameters in einem GLM mit Offset ist. Weiters erkla-
ren Booth und Hobert (1999) in Abschnitt 4.1, dass es nicht immer
notwendig ist, in jedem Schritt ein neues T zu berechnen. Falls die
Akzeptanzrate sehr gering und damit der Algorithmus sehr langsam
ist, kann auf Importance Sampling (Booth und Hobert, 1999, Abschnitt
4.2) zurilickgegriffen werden.

In unserem Fall ergibt sich wegen

f(Zly,®) =] [ f(Zilys,9)
i=1
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7.3 DER MONTE CARLO EM ALGORITHMUS

furallei=1,...,r die Zerlegung

(Ui‘zi, &, B)(p(zll Z)
flyild)

ng o« x ul] Yij
=c-p(Z, X .
¢ otz )H<Mj+o‘> (Mﬁ“)

j=1

f
f(zl‘yuﬁ) =

Die Konstante enthdlt nun neben dem Binomialkoeffizienten aus
der Negativ Binomialverteilung auch noch den von Z unabhéngigen
Term m. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde bei 9 auf die
Superskripts (t) verzichtet. In der obigen Notation gilt nun

ng o . Yij
(08 Hij
e(Z;) = @(Z;,9) und Z; :ll _ .
(21) = 0(2,9) 9(Z:) =1 (Hij—l—oc) (Hij—i—oc)

Um im Schritt 2 das Supremum T zu berechnen, muss also das Maxi-
mierungsproblem

T x o« i\ Y9
su g )
zip H <Hij + “) <Mj +a (33)

i=1

gelost werden. (33) ist 4quivalent zur Maximierung von

log ﬁ o \T (kg T
o7 \Mij T Hij + o

i

=nialog(a) + > yijlog(iy) — ) (& +yij) log(wij + ).
=1 =1

Man beachte, dass dies die Likelihoodfunktion des Negativ Binomi-
almodells ohne die von Z unabhédngigen Terme ist. Die Berechnung
von T wird also tatdchlich auf die Berechnung von Maximum Like-
lihood Schitzern zuriickgefiihrt. Da pi; = exp(xiTj B+ uiT]. Z;), ist der
Offset xiTj B.

Booth et al. (2003) schlagen vor, dieses Optimierungsproblem mittels
Newton-Raphson Verfahren zu losen. Es ergeben sich die folgenden
Ableitungen

dlogg(Zi) o [Hij - Mij:|
— 09T x Y gy |2 Y
aZi J; K Hij +

0% log g(Z4) nZ [CXM)‘(OC-FUU)] T
— 2 =Y gy ||z

0Z; j=1 (bij + )2 v
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NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

8.1 DAS MODELL

Nun lassen wir die Normalverteilungsannahme fallen und gehen nur
noch davon aus, dass Z = (Z1,...,Z,)" eine Zufallsstichprobe aus
einer unbekannten Verteilung mit Dichte f(Z) sind. Die Likelihood-
funktion ist nun wie zuvor
T
£l B, 120 = [ | fluslze, o B)1(20) a2
i=1
Wieder konnen wir davon ausgehen, dass f die Massefunktion einer
diskreten Verteilung an k Massepunkten z = (z7,... ,zi) | mit zuge-
horigen Gewichten 1 = (71y,...,m) " ist. Wir legen k a priori fest.
Der Vektor der zu schitzenden Groflen ist somitd = (o, 7,2z, 7" .
Wir betrachten nun den EM-Algorithmus. Wir bezeichnen mit

1) alt) v 0\
oV, BV und g = (Z1 , T )1 die Ergebnisse des t-ten EM-

Schritts. Wie zuvor - vgl. (25) - sind d1e a posteriori Wahrscheinlich-
keiten fiir L = 1,...,k gegeben als

(U (t)
W(t) = ! H?:] f(yiﬂzi/ O‘(t)/ Fli)'l)

il k t ~ t
2 m—1 i) [H)T;H flyylZi, «t), ngjn)

4

wobei f(ylZ;, oV, 1) die D1chtefunkt1on der NegBin(a(V), HEJI))

Verteilung mit pgﬂ) =

lich, Qk({}lﬁ(t)) in geschlossener Form darzustellen:

exp(xiTj B+ uij z1 ) bezeichnet. Es ist nun mog-

(9 ZZZW (log f(yijlz, ot, miji) + log )

i=1j=11=1

r o n ok .k
- Z Z ZWE{) log f(yij|2, &, uijl) + Z ZWE{) lOgT[l.

i=1j=11=1 i=11=1

Die beiden Teile von Qi (8/9(t)) kénnen nun getrennt voneinander
maximiert werden. Wir betrachten zundchst den zweiten Teil. Wie
bereits in den vorgegangenen Kapiteln wird 7 unter der Bedingung
Z{‘Z] m = 1 optimiert. Dazu fithren wir abermals einen Lagrange-
multiplikator A ein. Es resultiert

1 T
al ZZW logm — <Z nm—1>] m; S)_}\.

i=11=1 i
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8.1 DAS MODELL 40

Nullsetzten fithrt zur bereits bekannten Formel

t+1
Zwll :

Bei der Optimierung bzgl. «, 3 und z ist nur der erste Teil von
Qi (dp) relevant Zunéchst berechnen wir die Ableitung nach o.
Wegen Y 1, w11 =Tgiltmit) | ;ni=n

aaZZZWIL log f(yijlz, &, Kijt)

i=1j=11=1

-3 33 e[ () (o)
o Moyt \ i+« Hijl+

i=1j=11=1

8 E yij + o
= (t iy _ Y —1 iy
ZZZWll |:Uf)(y1) + «) Wiy + o Og(MuhL o‘):|

i=1j=11=1
+nlloga+1—YP(a)]. (34)

Beim Vergleich mit erkennt man, dass es sich bei (34) um die
gewichtete Scoregleichung beziiglich « aus dem Negativ Binomial-
modell handelt. Diese kann also mittels der in vorgestellten
Methoden gelost werden.

Die Scorefunktion fiir 3 ergibt sich als

ZZZWu log f(yijlz, &, niji) Z 11
11=1

11)111 i=1j=

Yij — Mjl] B
LLiju 1)
T+

(35)

Firl=1,...,k erhalten wir das System

aZZZZWﬂ 108f91]|2106 Hl]l ZZZWII

Hiju
i=1j=11=1 i=1j=11=1 1+0€

(36)

(35) und (36) sind wiederum gewichtete Versionen der Scorefunktio-
nen aus dem Negativ Binomialmodell. Zu beachten ist, dass hier eine
erweiterte Modellmatrix (vgl. beispielsweise resultiert, was
einen deutlich grofieren Rechenaufwand zur Folge hat.

Yij — Hijl] w;



Teil III

MODELLSCHATZUNG IN R

In diesem Kapitel werden R Pakete vorgestellt, mit deren
Hilfe die in den vorherigen Kapiteln diskutierten Modelle
geschatzt werden konnen.



R PAKETE

9.1 DAS PAKET npmlreg

Das R-Paket npmlreg (Nonparametric maximum likelihood estimation for
random effect models) wurde von Jochen Einbeck, Ross Darnell und
John Hinde (Einbeck et al., |2012) entwickelt und ermoglicht den Um-
gang mit Modellen basierend auf der Exponentialfamilie. Konkret
stehen zur Zeit als konditionale Verteilungen die Normal-, Poisson-,
Binomial- und Gammaverteilung zur Verfiigung. Prinzipiell ist
sowohl eine nichtparametrische Schitzung sowie die Approximation
mittels Gaufs-Hermite Quadratur moglich.

Die beiden Funktionen alldist() und allvc() stellen das
Herzstiick des Pakets dar. Mittels alldist() konnen Zufillige
Koeffizientenmodelle (und nattirlich der hé&ufige Spezialfall der
Uberdispersionsmodelle) geschdtzt werden, wohingegen allvc() fiir
Varianzkomponentenmodelle gedacht ist.

Eine grofie Einschrankung besteht darin, dass bei Varianzkompo-
nentenmodellen nur eine einzige Hierarchiestufe modellierbar ist.
Weiters ist im Falle normalverteilter zufélliger Effekte nur die Mo-
dellierung eines zufélligen Intercepts moglich - zuféllige Parameter
konnen nur nichtparametrisch geschitzt werden.

Im nédchsten Teil dieser Arbeit werden Methoden vorgestellt, um
Standardfehler der zu schdtzenden Parameter zu erhalten. Dies mag
zundchst als tiberfliissig erscheinen, da alldist() und allvc() be-
reits Standardfehler zur Verfiigung stellen. Diese konnen iiber einen
summary ()-Aufruf auf ein Objekt, das von einer der beiden Funktio-
nen erzeugt wurde, abgerufen werden. Was hier jedoch als Standard-
fehler eines Modells mit zufdlligen Effekten angegeben wird, sind
schlicht die Standardfehler des im letzten EM-Schritt berechneten
GLMs. Diese unterschitzen die wahren Standardfehler zumeist, da
die zusitzliche, durch den EM-Algorithmus generierte Unsicherheit
nicht beachtet wird.

9.2 DAS PAKET gamlss.mx
Das Paket gamlss.mx ist ein Zusatzpaket zu gamlss (Rigby und

Stasinopoulos, 2005). Dieses Paket enthilt die Funktion gamlssNP(),
welche die Funktionen alldist() und allvc() aus dem Paket
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9.3 DIE FUNKTION glm.nb()

npmlreg zusammenfasst und deutlich erweitert. Als konditiona-
le Verteilung stehen sdmtlich Verteilungen aus der sogenannten
gamlss.family zur Verfiigung. Unter anderem ist auch die Negative
Binomialverteilung in dieser Familie enthalten. Eine vollstindige
Liste erlangt man durch den Aufruf ?gamlss.family.

Zusatzlich zur grofleren Verteilungsauswahl ist mit gamlssNP()
auch die Methode der Gaufi-Quadratur zur Modellierung zufalliger
Parameter moglich.

9.3 DIE FUNKTION glm.nb()

Im Paket MASS (Ripley und Venables, |2002) steht die Funktion
glm.nb() zur Verfiigung, welche das Negativ Binomialmodell aus
ohne zufillige Effekte schatzt.
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Teil IV

STANDARDFEHLER

Ein grofser Nachteil bei der Verwendung des EM-
Algorithmus ist jener, dass nicht automatisch eine Schit-
zung der Varianz-Kovarinazmatrix von B zur Verfiigung
steht. Im folgenden Abschnitt wird die von
Kauermann| (2000) entwickelte Methode vorgestellt, um
Standardfehler in Exponentialfamilienmodellen zu be-
rechnen. Ergdnzend dazu wird ein Konnex zum Missing
Information Principle von hergestellt. Als Ab-
schluss dieses Teils leiten wir fiir zwei konkrete Modelle
die Formeln fiir die Berechnung der Standardfehler her
und geben Hinweise zu deren Implementierung in R.




EXPONENTIALFAMILIENMODELLE

10.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

Im ersten Schritt gehen wir von normalverteilten zufdlligen Effekten
aus. Wie fiir Uberdispersionsmodelle (vgl. (12)) gilt auch fiir den Fall
der Varianzkomponentenmodelle

r ok

19|19 ZZW [log 71 + log f(yilzy, 9)].
i=11=1

Hier ist jedoch f(yilzi, 9) = H]T;H f(yijlzi, 9). Zur besseren Ubersicht
fithren wir fiir die durch Gauf-Hermite-Quadratur approximierten
Dichtefunktion folgende Notation ein

k
Flul9) = [ iz 900 (Zi)dz: ~ 3 tlyilzr, 9)m = filyi)
1=1

Damit lassen sich die Gewichte wg) schreiben als
wt) f(yilzy, 9Y)m
i fie(yi[d1)

Im M-Schritt des EM-Algorithmuses muss jeweils Qi maximiert wer-
den. Dies fiihrt zum System

0
g 2o ZZWI1 sit=0, (37)
i=11=1

mit sy = a% log f(yilz1,¥). Man beachte, dass hier WS) nicht von 9

abhéngt, da wir die Massepunkte z; und Gewichte 71y mittels Gauf3-
Hermite-Quadratur erhalten haben und sie damit bekannte Grofsen
sind. So wie in [Friedl und Kauermann| (2000) setzen wir nun

d -
go (V) = £Qk(9lﬁ) B

9=9

Offensichtlich gilt fiir alle EM-Schédtzungen gy (9()) = 0. Wir betrach-
ten nun den Erwartungswert von gy (9) fiir den wahren Parameter
9 und approximieren dabei die wahre Dichte f(y;i[) durch fi (yi[9).
Dann gilt E [gy(¥)] ~ Ek [go(D)]. Dabei deutet der Subskript k an,
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10.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

dass der Erwartungswert bzgl. der approximativen Dichte fi gemeint
ist. Es gilt

=

M=~

Ey [go (¥
11

)
I
I

mf(yilzy, V)

lelsllfk 91‘19 dyl
J K (Yild)

)
(yllﬁ) log f(yilzi, ) dyi

I
M -
I\/]r

11=1

,ﬂ
Il

I
M-
M=~

0
Mg Jf(ydll,ﬁ)dyi =0. (38)
- 09

o
Il
-

Friedl und Kauermann| (2000) definieren nun den wahren Parameter
implizit tiber die Gleichung Ey [gy ()] = 0. Als nédchsten Schritt be-
trachten wir die Taylorentwicklung ersten Grades von gg(ﬁ(t)) um 9.
Wegen go(d(t)) = 0 gilt

0~ go(9) + 5500(9) () —9)
d —1
00—~ (5900 golo) (39)

In der Berechnung von %gg({)) kommt die Ableitung der Gewichte
wy nach © vor. Diese wollen wir zunidchst bestimmen und nutzen
dabei aus, dass die Dichte f(yilzi,d) zur Exponentialfamilie gehort
und somit eine Darstellung der Form wie in angegeben
hat. Eine detailierte Berechnung findet sich in [Abschnitt A.5.1l Als
Ergebnis resultiert:

k
owy;
asll = Wil (Su— Z Wimsim> .

m=1

Insgesamt erhalten wir fiir die Ableitung von gy (9)

898 ZZ aswllsll

i=11=1

r k k
aSl], T
= Z Zwll SUST+ o | =D D> D> WiWimSuSim.

i=11=1 i=11=1 m=1
(40)

Wir betrachten nun den Erwartungswert der ersten Komponente bzgl.
der approximativen Dichte und erkennen, dass

aSﬂ:|

Ey [Wususﬂ =~y [Wua%

(Details sind in [Abschnitt A.5.1/zu finden).
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10.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

Daraus erhalten wir die (gewichtete) approximative Fisher-
Information Fy (V) als

r k k
Fi(®) = Ex {—aaﬁgs(ﬁ)] =Ex [) ) ) WuWimSilSim
im1 =1 m—1
= Ex [90(9)9] (9)] . (41)

Als nichstes ersetzen wir in @ die Hessematrix durch ihren appro-
ximativen Erwartungswert. Als Varianz erhalten wir schliefdlich

Var [ﬁ(t)} ~ Vary [ﬁ(t)} =F.'(9).

In der resultierenden Matrix sind die approximativen Varianzen aller
geschidtzten Parameter enthalten. Ist man beispielsweise nur an der
Varianz zu B(t) interessiert, muss dazu die entsprechende Submatrix
betrachtet werden.

10.1.1  Berechnung von Fy (¥)

Fi (9) hangt vom wahren Parameter ¥ ab, der natiirlich nicht bekannt
ist. Die naheliegendste Moglichkeit ist sicherlich ¥ schlicht durch die
Schétzung 9 zu ersetzten® und anstelle der Information Fi () deren
empirische Version ?k @),

T k

K
EUEDIDE
i=11=1

zu berechnen. [Friedl und Kauermann| (2000) weisen jedoch darauf
hin, dass diese direkte Methode nicht immer angebracht ist. Ist das
Modell unpassend, dufiert sich dies in hohen Werten von §;;, was
schlussendlich dazu fiihrt, dass die Varianzen in diesem Fall unter-
schitzt werden.

Eine alternative Bestimmung einer Schitzung von Fy (9) ist, Fr(9)
durch Monte Carlo Simulation (siehe |Abschnitt 10.3) zu berechnen.
Dies fithrt zu Fy (). [Friedl und Kauermann| (2000) schlagen schliefs-
lich vor, die Varianz durch eine Kombination dieser Alternativen
(Sandwich) zu schitzen

A A A AT
WWimSilSim, (42)
1

m=

T A n~_ AT AN A
Var(®) = F OFOF (D). (43)
Weiters gilt fiir den Freiheitsgrad df =n — (p + 1) mit der Dimension
p + 1 von 9. Ist das Modell recht gut, produzieren die Monte Carlo
und die direkte Berechnung dhnliche Ergebnisse. In diesem Fall gilt

AL

also F;] (DF(®) =~ I und damit

~ A,\,-v],\ ~

ORI ~F ') ~F D).

Hier und im folgenden bezeichnet 9 die im letzten EM-Schritt erzeugte Schatzung
von 9. Auf analoge Weise sind auch andere Variablen mit Dach zu verstehen.
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10.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Da ?;1 (9) im Falle eines passenden Modells die Varianz gut approxi-
miert, tut dies auch das gesamte Sandwich. Die Approximation wird
durch Multiplikation mit 3% um den Freiheitsgrad korrigiert, um vor
allem bei einem kleinen Stichprobenumfang noch bessere Ergebnis-
se zu erhalten. Im Falle eines unpassenden Modells wird durch die
Verwendung des Sandwichs die Gefahr der Unterschidtzung der Vari-
anz gemindert, da {iber den Monte Carlo-Teil auch empirische Werte
miteinfliefSen.

10.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Nun treffen wir keinerlei Annahmen {tiber die Verteilung der zufal-
ligen Effekte, sondern schétzern diese mit. Die linearen Pradiktoren
schreiben wir als

T T T
nijl:XijB+Zl:XijB+el z,

wobei z der Vektor der geschitzten Massepunkte und e; der k-
dimensionale Einheitsvektor ist. Diese Schreibweise wird in weiterer
Folge hilfreich sein. Wir approximieren Q(99)) durch

k
k(o ZZW log i + log f(yilz1, ).

i=11=1

Die Gewichte 7ty konnen tiber die bereits bekannte Formel

.] T
= T Z WS) (44)
i=1

geschitzt werden. Mochte man auch unterschiedliche Clustergrofien
zulassen, erhilt man

.I T
i=

Mit } {_;ni = n sieht man leicht, dass (44) ein Spezialfall von (45)
mit ny = c furallei = 1,...,r und einer Konstanten ¢ € IN ist. Wir
erinnern uns zurtiick, dass bei der Schiatzung der m; die Restriktion
Z]f:] m = 1 beachtet werden muss, da es sich bei den m ja um
Gewichte handelt. Um jedoch einen beschrankten Parameterraum zu
vermeiden, fithren wir gleich wie Friedl und Kauermann! (2000) eine
Reparametrisierung von 7y ein: Setze

S exp(or—«k(g)), furl=1,..., k-1
' exp(—«k(@)), furl=k

= fur alle

Dabei ist k(@) eine differenzierbare Funktion mit aaK (@)

l=1,...,k— 1. Damit sind mit allen ¢ € R*"! samtliche Restriktio-
nen an 7t erfillt.
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10.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Wir haben nun zwei Parametervektoren: Zum einen den p + k-
dimensionalen Vektor 8 = (B',z")T und zum anderen den k — 1-
dimensionalen Vektor ¢ = (¢1,...,@x_1) . Gleich wie bei den nor-
malverteilten zufélligen Effekten erhalten wir nun fiir 9 die Schétz-
funktion

d  ~
3 = —9(d%
gs (9, @) 689( [9)

Z Z WitlSit. (46)

9=0  i711=7

Aus den Definitionen kann man ablesen, dass wj; von beiden Para-
metervektoren abhdngt, also wii = wi(9, @), si1 jedoch nur von 3,
also Sil1 = Sﬂ(%).

Nun benétigen wir noch eine Schitzfunktion fiir ¢, die dhnlich
zZu ist. Dafiir schreiben wir (45) folgendermafien um: Fiir 1| =
1,...,k—1ist (45) dquivalent zu

an( Wi —7tl ):O.

Dies ladsst sich zusammenfassen zu

WA\ (0

.
D_m : =
i=1

Damit erhalten wir eine (k — 1)-dimensionale Schitzfunktion fur ¢,
namlich

T

K—1
=> > n@(wn—m), (47)
o111

wobei €1 der k — 1-dimensionale kanonische Einheitsvektor ist.

Die EM-Schidtzungen definieren wir auf natiirliche Art und Weise via
g®Y, V) =0mit g() = (go() T, ge()T) .

Ananlog zu (38) erhalten wir, dass der wahre Parameter
Ex [go (9, @)] = 0 erfiillt. Fiir ¢ erhalten wir dasselbe Ergebnis (sie-
he|Abschnitt A.5.2|fiir Details). Damit ergibt sich insgesamt

Die Taylorentwicklung ersten Grades von g(dt), @) um (9, @) ist
wegen g(d(t), oY) = 0 gleich

-1
( 3t —9 >%_< goo Yoo ) < go (9, @) )
e — o doo Joo 9o (9, ¢)
wobei die Abkiirzungen in der Jacobimatrix fiir ggy =

dgs (D 9ge(Vo 990 (®
ga@—%,g@a %undgwp_%@)stehen.

9gs(9,9)
aﬁT 7
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10.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG 50

Die Ableitung gpp ist bereits aus bekannt. Fiir die anderen
Ableitungen benotigen wir zundchst die entsprechenden Ableitungen
der Gewichte wi;. Deren Herleitung ist in [Abschnitt A.5.2|zu finden.
Furl'=1,...,k—1 gilt

owiy
o/
mit ;1 = 1 falls | = I und 0 sonst.
Damit erhalten wir die restlichen Ableitungen (Details in

Schnitt A5
agﬁ(ﬁr (P) _ agq)({)/ (P)

= Witd1—1/ — Wy wjir

doT aa
ag 19 (P T r k k-1
27 = Z Z Wlmslme Z Wllwlmslle
(P i=1 m=1 i=11=1 m=1
(48)
d a .
9“’ ®) =) Z N€m e (Wim — Ttm)
i=1 m=1
r k—1 k—1
-y > Ni€1E (WilWim — 7170 ). (49)
i=11=1 m=1

Wir schreiben die gesamte Fisher Informationsmatrix als Fy (9, @) =

dg(9,
—IEy {%} Diese setzt sich aus vier Teilmatrizen zusammen,

Fe(9, ) = ( Fi00(-) ‘ Froe(s) >’

Fk,(p\‘)(') ‘ Fk,(p(p(')

wobei Firoo () = Fpol(-) |- Froo(-) ist bereits aus bekannt. Als
nichsten Schritt halten wir fest, dass Ey [wi] = 1y und Ey [wiisit] =0
(dies wird in [Abschnitt A.5.2|nachgerechnet). Daraus ergibt sich

0agg (Y,
Fioe (D, @) =Ex [_gngT(p)]

r k k—1

_ Z Z Z Ey Witwimsi] €

i=11=1 m=1
= Ey [gs(ﬁ,@)gm(ﬁ,@ﬁ] :

Weiters erhalten wir wegen Ey[(wit — m)Wim — )] =
Ey [wiiwim] — My, auch die letzte Submatrix

0g¢ (9,
Fupol®,9) = Ei |- 29200))
k

r k—1 k—1
- Z Z Z nieren Ex [(wit — m) (Wim — 7tm )]
im1 1=1 m—1
B T
=Ex |go (D, 0)ge (D, @) }



10.3 MONTE CARLO SIMULATION

Damit gilt fiir die approximative Varianz von (§(t), o))

Var [sm,cp(”] ~ Vary [ﬁ“%cp“)} = (9, 0) .

10.2.1 Berechnung von Fy (9, @)

Wie bereits bei den normalverteilten zufélligen Effekten in
legen wir eine Varianzapproximation durch das Sand-

wich

nahe. Dabei bezeichnet fk(é, ®) zilvnalog zu vorher die empirische Ver-
sion von F (9, ¢). Ebenso steht Fi (9, @) fiir die Monte Carlo Schit-
zung von Fy (9, @), die wie in |Abschnitt 10.3| angegeben berechnet
wird.

10.3 SCHATZUNG VON Fy¢(9) BZw. F¢(d, ) DURCH MC SIMULATI-
ON

Wir wollen nun zwei Moglichkeiten vorstellen, wie eine Schitzung
von Fi (8) durch Monte Carlo Simulation erhalten werden kann. Die
erste Variante ist die wohl intuitivste: Zundchst werden n zufllige
Effekte z7 aus der diskreten Verteilung mit Massepunkten z; und Ge-
wichten 7ty simuliert. Im Falle der Gaufs-Hermite Quadratur sind die
Masspunkte und Gewichte fixe, bekannte Grofien. Bei der nichtpa-
rametrischen Schidtzung werden dafiir die zuletzt geschitzten Werte
herangezogen. Gegeben diese simulierten zufdlligen Effekte ist die
Dichte f(ylz},xij,9) ein bekanntes Mitglied der Exponentialfamilie.
Unter Verwendung des final geschitzen Parameters 9 konnen schlie3-
lich daraus die yj; gezogen werden. In jedem Simulationsschritt wird
der Erwartungswertet in durch die simulierten empirischen Mo-
mente ersetzt. Nach B Monte Carlo Schritten wird {iber alle Ergebnis-
se gemittelt. Dies ergibt schlussendlich Fy (§). Je grofer B ist, desto ge-
nauere Ergebnisse werden erzielt. Gleichzeitig bedeutet ein grofses B
auch einen grofien numerischen Aufwand. Aus diesem Grund schla-
gen |Fried]l und Kauermann! (2000) eine andere Variante vor, bei der
die Simulation der zufélligen Effekte zi obsolet ist. Dabei wird aus-
genutzt, dass fx(-) eine gewichtete Summe der bekannten Dichten
f(-|zi,¥) ist. Akzeptiert man den geschdtzten Parametervektor, kann
also direkt aus diesen Dichten simuliert werden. Als jeweilige Repli-
kationszahl By wird By = [1 + 7 B] herangezogen. Friedl und Kauer;
mann| (2000) gehen nun nach [Algorithmus 2| vor:
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10.3 MONTE CARLO SIMULATION

Algorithmus 2 Schitzgun von Fy (¥) durch Monte Carlo Simulation

forl=1—kdo
forb=1— B; do
Simuliere yfj aus f(ylzy, xij,é).
Berechne w* und s* basierend auf y*.
Berechne F{, = S0y 351 55y Wiy Wiy Sty sty (Gaug-
Quadratur) bzw. F{, = Fr (9%, @*) nach den Formeln in
(nichtparametrische Schitzung)? .

end for
x _ 1 v By *
Berechne F}y = By 2_b—1 b
end for

Berechne F, = Y 1 i Fr.

2 Die Sternchennotation bedeutet, dass in den Erwartungswerten der entsprechenden
Formeln w und s jeweils durch w* bzw. s* ersetzt werden.
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STANDARDFEHLER IN NEGATIV
BINOMIALMODELLEN

11.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

Da die Negativ Binomialverteilung kein Mitglied der Exponentialfa-
milie ist, konnen die Resultate aus |[Abschnitt 10.1| nicht zur Gédnze
iibernommen werden. Die Gewichte w;i; sind nun von der Form

T ()P (e )"
Ul Lj=1 (e Hijlt+o
e [ Migm ) Y0 o\
m=1"M1L=1 \ njm+ta Hijm+a

awﬂ

Wil =

Fiir die Ableitungen =5
mialverteilung

erhalten wir im Falle der Negativen Bino-

mit Cf‘l = Z;i] [M +10g<

T )] Fiir die Ableitung nach 3
gilt

Hijit+o

6w-1
a[?: = Wil { Z Wlmclm}

. Kiji(yiy+ o)
mit ¢y = % xy; (91) W)
Eine detailierte Herleltung der obigen Ergebnisse findet sich in[Ab]

schnitt A.6l

Weiters bendtigen wir die Scorefunktionen s;;. Diese wurden fiir das
Modell ohne Zufallseffekte bereits in berechnet (vgl.
und (30)). Unter Beriicksichtigung der Zufallseffekte sowie einer po-
tentiellen Clusterung ergeben sich

sit(o) = ilong (Yijlzt,9) = ni(log e + 1 =P ()

Yy +

+ + o) —1 -
Z[ (yij + &) —log(piji + &) — o

und

a i i — Wi 1
sit(B) = 6 long yijlz,9) = Z M

Hiji
= T+
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11.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE 54

Als ndchsten Schritt berechnen wir die Ableitungen der Scorefunktio-
nen und erhalten

i 2
dsit(a) < / / HijL T XYij
=3 Wty o - (e + ST
ox )Z1 9y o pijr + o)
ni
astl Z yu Hl)l Hij1Xij und
= Hl)l + ot)?
asll T Hl)l Yij + OC)X"
Hl)l)z -
= x

Wir setzten nun g«(9) = Y [, Z{{:]wusu(oc) und gg (V) =
> Z]f:] wisit(B) und berechnen deren Ableitungen:

ago( awll asll( )
ZZ( sito) +wit o )’

i=11=1
agoc ZZ <awll asil(“))
sit(a) +wiy ’
i=11=1 aﬁ aﬁ
39[3(19) _ 0g«(D)
dx 6[3 und
0 ow 0s;
9[3 ZZ ( aﬁﬂsll ) +wiy aléﬁ)> )
i=11=1

Nachdem sich die Ausdriicke durch Einsetzen der zuvor berechneten
Terme nicht wesentlich vereinfachen, sehen wir davon ab. Die appro-
ximative Fisher Information ist nun

Fk,ococ Fk,oc(S

F (D) = .
Fk,oqs Frpp

mit den Submatrizen

[ 9g«(D) Owiy 9sit (o) |
Fraa®) = By |[——5—|=-) Y Ex sit(a) +wi ,

| Oa | =5 | Jx ox |

[ 3ga(d)] L& [owy dsit(0)]
Frap(®) = Ex |- ggcé ) =—) ) Ex Tﬁﬂsu(aﬂ-wu ;é ) ,

. / i1 L .

[ 9gp(D)] [Ow; 0s; |
Frpp(®) = Bu | =220 ) =3 5y | T () 4w PP

: / i1 L /

Als approximative Varianz erhalten wir damit

Var [19“)} ~ Vary [ﬁ(tq —F.'(9).



11.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Zur praktischen Schitzung von Fy(d) sei auf [Abschnitt 10.1.1] und

Abschnitt 10.3| verwiesen.

11.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

In diesem Abschnitt wollen wir Standardfehler im Falle der nicht-
parametrischen Schiatzung im Negativ Binomialmodell herleiten. Bei
den folgenden Ausfiihrungen bauen wir direkt auf die Ergebnisse in
auf. Auch die Notationen werden aus diesem Kapitel
tibernommen. Da die einfache Struktur der einparametrigen, linea-
ren Exponentialfamilie nicht mehr ausgenutzt werden kann, ist die
Berechnung jedoch etwas aufwendiger. Die Grundideen bleiben aber
dieselben.

Die a posteriori Wahrscheinlichkeiten w;i; und deren Ableitungen
nach « bzw. 3 sind uns im Falle der Negativen Binomialverteilung

bereits aus bekannt. Die Ableitung nach z erfolgt sym-

metrisch zu jener nach 3 und wir erhalten

ez SN GT (o Hi(Yite)
mit ¢ =) ;% e (yu Mot )

Fir die Gewichte 7; erhalten wir die Schitzformel

T
(v 1 (t)
el —Ez niwy,
i=1

- vergleiche dazu (45). Fiir 7, verwenden wir analog zu[Abschnitt 10.2]

eine Reparametrisierung, um einen eingeschrankten Parameterraum
zu umgehen. Insgesamt arbeiten wir dieses Mal mit vier Parameter-
vektoren: Zundchst das Skalar «, weiters der p-dimensionale Vektor
B sowie der k-dimensionale Vektor z und schliefllich der k — 1-
dimensionale Vektor ¢ = (@1,..., ®x_1). Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit verwenden wir ab und an die Notation ® = («, 8 7,z") 7.

Durch Umformungen ergibt sich fiir ¢ analog zu (47)

r k—1

9o, 0):=) ) mie(wiu—m).

i=11=1

gu(9, @) und gg (P, @) sind bereits aus |[Abschnitt 11.1| bekannt. Wir
benotigen also nur noch g, (9, @): Dafiir leiten wir zunéchst die Sco-
refunktion si1(z) her. Als Ergebnis erhalten wir

a nyg s Go— Wi
sit(z) = alOng(yiﬂZl/ o, B) = Z e?%.
j=1 j=1 «
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11.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Als néchstes berechnen wir jene Ableitungen der Scorefunktionen,
die wir noch nicht aus kennen. Wir erhalten

Osu(a) _ ier wijt(yij — i)

1
0z j—1 (ij1 + )2

asll T Hl]l Ul) + (X)
Z H’L]l)z 1]’
X

und

asll T Hl]l Ul) + O()
H’ljl)z

x
Nun stehen sdmtliche Bausteine bereit, um die noch ausstehende
Schatzfunktion

r ok
=> ) wausulz)
i=11=1
anzugeben. Wir fassen nun alle Schatzfunktionen zusammen zu
9(-) = (9a(-), 95() ", g2(-) ", gq,(-)T)T. Die EM-Schitzungen definie-
ren wir {iber g(«(*), V), z(), (V) = 0. Die Taylorentwicklung erster
Ordnung ergibt nun

ot — Joux YGaxp Gaz YGao gu(9, @)
B =B | o | 95« 9BE 9Bz 9Be 989, @)
2t —z 9z 9zp Yzz 9ze 9z(9, @)
oM —o Jox YGeB Yoz YJoo go (D, @)

Die Notation g.. ist wie in zu verstehen. Daftir benoti-

gen wir noch

K
99« (V, @) Z <aWil asil(“))
— = sit(o) +wig ,

0z =5 0z 0z
3gs(9,0) & < [ dw; ds;
9156(922< azﬂsil(ﬁ)-i-wil ;(B)>,und

z i=11=1 z
T k

0g.(9, @) owyy 0si1(z)
T 22 Pt

i=11=1

Die Ableitung M ist bereits aus |Abschn1tt 10.2| - siehe

- bekannt. Auch d1e iibrigen Ableitungen ag%(:z ay Agﬁa((‘z @)

w kennen wir schon, da sie allesamt von der Gestalt (48) sind.

und
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Somit konnen wir die Fisher Informationsmatrix tiber Fy (8, ¢) =

11.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

—Ey [aa(g&i‘m} definieren. Diese Matrix sieht nun wie folgt aus:
Fk,occx(') Fk,cxﬁ(') Fk,ocz(') Fk,oc(p(')
Frap ()T Frpp(’) Fe.pz(+) Frpols)
Fk(sl (P) =
Fk,ocz(')T Fk,ﬁz(')T Fk,zz(') Fk,zq) ()
Fk,oc(p(')T Fk,ﬁ(p(')T Fk,ch(‘) Fk,(p(p(')

dabei ist zu beachten, dass Fy ««(-) skalarwertig, alle anderen Eintré-
ge jedoch Vektoren bzw. Matrizen sind. Die einzelnen Submatrizen
sind analog zu [Abschnitt 11.1| und [Abschnitt 10.2| zu verstehen und
werden nicht gesondert angefiihrt. Mit Hilfe dieser Matrix kénnen

wir nun die approximative Varianz iiber

Var [ﬁ(t),(p(t)} ~ Vary {ﬁ(t),@(t)} =F(®, )"

angeben.
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DIE LOUIS FORMEL

In diesem Abschnitt wollen wir eine alternative Herangehensweise
zur Herleitung der beobachteten Informationsmatrix diskutieren.
Dieser Weg basiert auf |Louis| (1982), welcher die resultierende
Formel Missing Information Principle nennt. Diesem Abschnitt liegt
die nichtveroffentlichte Ausfithrung Information Principles in Random
Effects Models von H. Friedl und G. Kauermann zu Grunde.

Wir betrachten zundchst den recht allgemeinen Fall von Daten,
die sich aus einem beobachteten und einem nicht beobachtetem Teil
zusammensetzten. Um keine Verwirrung zu stiften, verwenden wir
nicht die naheligende Notation aus |[Abschnitt 2.2.1, wo der beobach-
tete Teil der Daten mit y,, der nicht beobachtete Teil mit y,,, und
die vollstindigen Daten mit y = (Yo, Ym) bezeichnet werden, son-
dern bleiben dabei y als den beobachteten Teil und z als den nicht
beobachteten Teil aufzufassen. Dies erlaubt in weiterer Folge einen
einfachen Ubergang zur Anwendung auf Modelle mit zufalligen Ef-
fekten, in denen wie tiblich y den beobachteten Responsevektor und z
den nicht beobachtbaren Zufallseffekt reprasentieren.

12.1 VOLLSTANDIGE INFORMATION

Wie tiblich bezeichnet ¥ den Vektor aller unbekannten Parameter. Mit
L. (Vly, z) = log f(y, zIV)

bezeichnen wir die vollstindige Loglikelihoodfunktion. Die vollstandi-
ge Scorefunktion ist damit

2 f'(y, zI9)

Sc(y,zl®¥) = <Oy, z2) = ——=,

c(y,zP) = 55t Oly, 2) fly, 210)

wobei mit f’(y, z|9) stets die Ableitung nach ¥ gemeint ist. Die voll-
standige Fisher Information J. erhdlt man tiber den Erwartungswert
der negativen zweiten Ableitung der vollstindigen Loglikelihood-
funktion. Dazu berechnen wir zunéchst die negative zweite Ablei-
tung und bezeichnen sie mit I,

2
Le(y, z¥) = —Wﬂc(ﬁlyﬂ)
My, 2D | (Y, 2Z)f (y, 2 ) T
f(y, zI9) f(y, z19)?
f”(U/Z|3) T
=——"——+Sc(y,z0)Sc(y,z]P) .
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12.2 BEOBACHTETE INFORMATION

12.2 BEOBACHTETE INFORMATION

Bereits in|Abschnitt 2.2.1/haben wir gesehen, dass wir zum Erhalt der
Schitzung 9 die beobachtete Loglikelihoodfunktion, wie die marginale
Loglikelihoodfunktion in diesem Setting genannt wird,

(Bly) =log J f(y,z¥)dz

maximieren miissen. Fiir die folgende Rechnung benétigen wir die
Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation, die in all un-
seren bisherigen Anwendungen stets gegeben war. Die beobachtete

Scorefunktion ist nun

35 [ fly,z9)d
2 yrppy) = 28 My zi)dz
09 [ fly, zI¥)dz
[y, 2D)dz _Jf’(y,ZIS) flyzl)
[ fly,z2®)dz ) fly,zI9) [f(y,z9)dz

'y, z1¥)
= | ———f(zly,9¥)dz
oy feiw0

= E [Sc(y,z9)|y] . (51)

S(yl) =

Die negative zweite Ableitung ergibt sich als

aZ
I(ypd) = —W(}f(ﬁhﬁ
:_J'f”(y,zlﬁ)dz ['(y,z9)dz [ f'(y,2z9) Tdz
[ fly,zI9)dz (f f(y,zlf))dz)2

[y, 2®) fly,z9) .
N Jf(y,ZIS) jf(g,z|s)dzdz+S(y\ﬁ)s(ylﬁ)

_g | ) .
_]E[ f(y, zI9) |‘J]+S(9|19)5(y|19) .

12.3 MISSING INFORMATION PRINCIPLE

Aus (50) ergibt sich

" (y, zI¥) .
) B
fly,29) — Le(¥ ) = Scly, z9)Se (y, 210)

und damit gemeinsam mit
1(yl9) = E [Lely, 219)[y] — E [Sc(y,219)Sc (v, 29) T[]
+E [Scly, 29)|y] E [Scly,29)[y]
=E [Ic(y,219)|y] — Var [Sc(y,z19)|y] . (52)

Diese Formel wird Louis Formel oder Missing Information Principle
genannt.
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12.3 MISSING INFORMATION PRINCIPLE 60

Wir stellen zunichst fest, dass

Cfy,2) 71 [, 2) fly, 219)
¥ [IE[ f(y, zl9) ’y” B J(J f(y,zd) f(yd) dZ) fyld)dy

aZ
= —3505T JJf(y,zlﬁ)dzdy
=0
und analog
" (y, zI¥) ” J(Jf”(y,zﬁ) fly, z19) >
E¢ |E | —————~ = — dz | f(u, z|9)dzd
B oy ]| = oy ey o) fvazay
=— J’f(y,zlﬁ) i Jf( z|9)dz | dzd
- fy) | avasT )Y Y
W—/ \—v_/
=f(zly,d) =f(yld)
—— | <Jf(z|y,19)dz> dy
J .
:—ij(y|8)dy
—0,

Dabei zeigt der Superskript c an, dass der Erwartungswert beziiglich
der gemeinsamen Dichte f(y,z|9) gemeint ist. Ein Erwartungswert
ohne Superskript ist - konform zur restlichen Notation - beziiglich
der marginalen Dichte f(y[9) zu verstehen.

Damit ergeben sich nun aus die beobachtete - J(8) - und die
vollstandige - J. (V) - Fisher Informationsmatrix

I(®) = E [I(y[v)]

= [E [T (y, 29)|y]] ~ E [E [Se(y, 219)Sc(y, 219)Tfy]
+ [E [Sc(y, 219)|y] E [Sc(y, 2:9) [y |
£ 5 |- 2y ] [swioisim) ]

= E [S(yl®)S(ylo) ]

und

_ e "(y, zI9) ¢
Je®) =E [IE [—W‘UH +E |:SC(yIZ|19)SC(y/Z|8)Ti|

= E° [Sc(y,219)Sc(y, 219)7] .
Héaufig wird im Missing Information Principle in der linke Teil

als vollstindige Information und der rechte Teil als fehlende Information
bezeichnet. Diese Namensgebung ist durch die folgende Betrachtung



12.3 MISSING INFORMATION PRINCIPLE

von McLachlan und Krishnan! (1997) nachvollziehbar.
Aus f(y, zI¥) = f(yld)f(zly,d) folgt

LBly) = Lc(Bly, z) —log f(zly, D)

und damit
22 2 2
—Wﬂ(ﬁly) T 39097 © L (Vly, z) + 39007 log f(zly, 9)
2

Uber die letzte Gleichung ziehen wir den Erwartungswert beziiglich
der konditionalen Dichte f(z|y,d) und erhalten

aZ

McLachlan und Krishnan/ (1997) definieren schliefSlich auf naheliegen-
de Weise

Je (y‘{}) =E [Ic(y/ Z|19)’y] ’
aZ
m(y®) :=E [ Jo00T log f(zly,d \y}

Jc(yl®) wird nun als die vollstindige Information und I (yld) als die
fehlende Information bezeichnet, da J. (y[9) auf der gemeinsamen Dich-
te f(y,zl®) und I, (y|®) auf der konditionalen Dichte f(zly,d) der
nicht beobachteten Daten gegeben die beobachteten Daten basiert.
I(yl®) kann nun geschrieben werden als

Iyd) =Tc(y®) —Im (yld).
Vergleicht man diese Identidt mit ergibt sich
Im(yP®) = Var [Sc(yz Zlﬁ)\y] .

Schliefdlich betrachten wir noch
E 0] = | ([ ety, 200ttaly, 010z ) ftuiv)ay
= [ [1ctu 2011y, 201 azay
Jc (D).
Mit (53) ergibt sich so

I®) =Tc(®) —E [Tm(yd)].
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12.4 DIE LOUIS FORMEL IM EM-SETTING

Der EM-Algorithmus maximiert die Zielfunktion

QP = F [ec(fny,z) y,ﬁ(t)}

aus @ Zur Berechnung von Standardfehlern haben wir stets auf die
Funktion

0 ~
9) = —=<Q(dI9
9o (D) = —<QLI)

=9

zuriickgegriffen. Betrachtet man diese Definition im Setting der Louis
Formel, erkennt man, dass auf Grund der vorausgesetzten Vertausch-
barkeit von Differentiation und Integration

9o (9) = E [Sc(y, z0)lyl = S(yP)
gilt. Weiters erhalten wir

9gs(¥) _ 0S(yly) _
T T oe W

Hiermit schliefit sich der Kreis, da wir in der direkten Berechnung

der Standardfehler in [Abschnitt 10.1]l und [Abschnitt 10.2| die Varianz-

Kovarinzmatrix tiber die Inverse von E [—aga‘giém und nach der

Louis Formel durch die Inverse von (%) = [E [[(y[®)] berechnen.

Abschliefiend wollen wir noch einige praktische Anmerkungen zur
Berechnung der Varianz-Kovarianzmatrix mit Hilfe der Louis Formel
machen. Die Erwartungswerte in der Louis Formel konnen analog zu
[Abschnitt 10.1/ und [Abschnitt 10.2] tiber Erwartungswerte beziiglich
der approximativen Dichte fi (y[¥) angendhert werden. Tut man dies
erhilt man

(@) = F (D).

Um eine Schidtzung von Ji(9) zu erhalten, wird dies nun wieder
durch die empirische Version Tk (d) mit § = 9() ersetzt. Fiir deren
Berechnung ist zu beachten, dass

62
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= E [Le(y, 20y, 91| =3 (ylo®).
¥=0()

Fiir die fehlende Information gilt fiir alle EM-Schétzungen 9(t) zu-
néchst

0
0=go(0")) = S E [tc(0Vly,2)|y, 0|

= E [Scly, 219"y, 0] = S(ylo™).
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12.4 DIE LOUIS FORMEL IM EM-SETTING 63

Damit erhalten wir

Tm(y,8) = Var [Sc(y, 29)[y] [y_s )

= E [Scly, 208y, 2 T|y] |- (54)
Insgesamt gilt
T(9) = Te (yld) + Exc [Tm (y19)]
= [Le(y, 29Iy, 8] + Ex [ [Sc(y, 29)5c(y,29) Ty]| ]

ic (y|1§) wird von Programmen, die eine EM-Schitzung durchfiih-
ren im Allgemeinen mitgeliefert. Bei den Funktionen alldist()
und allvc() aus dem npmlreg-Paket von [Einbeck et al| (2012)
erhdlt man diese Matrix - als QR-Zerlegung im qr-Format - tiber
object$lastglm$qr. Bei der Funktion gamlssNP() aus dem Paket
gamlss.mx von Rigby und Stasinopoulos (2005) ist die Matrix im
selben Format abgespeichert und kann iiber object$mu.qr abgerufen
werden.

Die eben zitierten Funktionen ziehen zur Schitzung der Standard-
fehler nicht die gesamte Matrix A(f}), welche auch die fehlende
Information beachtet, heran, sondern ausschliefslich die Matrix
ic (yld). [Efron und Hinkley (1978) weisen jedoch darauf hin, dass
dies keine gute Herangehensweise ist.

Um die Qualitédt der geschétzten Standardfehler zu verbessern, soll-
te auch hier wieder eine Kombination aus Monte Carlo Simulation
und direkter Schitzung - also das sogenannte Sandwich - verwendet
werden.



ANWENDUNGEN

Wir wollen nun die Louis Formel heranziehen, um eine Schit-
zung der Standardfehler zu erhalten. Dazu betrachten wir in
[schnitt 13.1.1] bzw. [Abschnitt 13.2.1] das Poisson Modell und in [Ab}
ischnitt 13.1.2|bzw. |Abschnitt 13.2.2|das Negativ Binomialmodell.

13.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

Zundchst gehen wir von normalverteilten zufélligen Effekten aus und
geben konkrete Formeln zur Berechnung der Standardfehler an. Er-
ganzt werden diese mit Hinweise zur Implementierung.

13.1.1 Das Poisson Modell

Wir betrachten ein Modell, in dem y;|Z; Poissonverteilt ist mit Pa-
rameter p; = exp(xiT B + 0Z;). Weiters seien die zufdlligen Effek-
te Z; standardnormalverteilt. Fiir den Parametervektor gilt somit
9 = (BT,0)". Es ist sinnvoll, eine erweiterte Systemmatrix X ein-
zufiihren, die neben der urspriinglichen Designmatrix X auch den
Vektor der zufdlligen Effekte Z beinhaltet. Damit kann

ki = exp(x{ B + 0Z;) = exp(%{ 9)
formuliert werden und es gilt

Opi _ -
6‘8 1“1‘

Wenn wir solch ein Modell mit Hilfe der R-Funktionen alldist () bzw.
allvc() oder gamlssNP() schitzen, erhalten wir auf sehr einfache

Art und Weise die vollstindige Information (vgl. [Abschnitt 12.4)). Den-

noch wollen wir die Formeln zur Berechnung der vollstindigen In-
formation herleiten, da wir diese beispielsweise zur Berechnung des
Sandwichschitzer brauchen werden. Dazu bendétigen wir zunéchst
die vollstandige Scorefunktion

Scly,Z9) = Y %{ (yi — i) (55)
i=1

Die Herleitung dieses Ergebnisses ist in|Abschnitt A.7|zu finden. Aus

dieser Herleitung ist auch ersichtlich, dass

_f'lylZz,9) 9
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13.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

Damit gilt gemeinsam mit (55)

o2 log f(y|Z,9) = 0 —(Sc(y, Z9) "
T ovonT OBTWIST = as Y
= _% Z 723— (91
i=1

N

= Z HiRi%{
i=1

und damit
62

T

k
~ § i 1X11X Lwll/
11=1

.ﬂ
I

dabei ist Xi; = (xiT,zl)T. Wir werden in der Monte Carlo Simulati-
onsstudie diese Herangehensweise testen. Dabei féllt auf, dass es zu
kleinen Abweichungen zwischen der direkt iiber den Modelloutput
generierten und der iiber die eben hergeleitete Formel berechneten
vollstindigen Information kommt. Diese Ungenauigkeiten resultie-
ren aus numerischen Fehlern und sind klein genug, um fiir unsere
Zwecke vernachldssigt zu werden.

Wir sind nun noch daran interessiert, wie wir moglichst effizient
zur fehlenden Information gelangen. Fiir die fehlende Information gilt

nach (54)

T (y,9) = [Scly, ZI9)Sc (y, Zi9) T [y] ~E [Sc(y, ZI9)|y| E [Sc(y, 219)[y]

Die bedingten Erwartungswerte approximieren wir nun wieder mit
Hilfe der Gaufi-Hermite Quadratur, indem wir die bedingte Dichte
f(Zilyi, ¥) durch wy; anndhern. Damit erhalten wir

E [Sely, Z)Se [y, 20)Tfy]

T T T
=E Zf(i — )+ lexd ti)(ya —ually
i=1 i=1d=1
d#1
T k
~ . T
~ Z XX (yi — 1) wq
i=11=1
T T k k
+ Z Z Z %i1%qm (Ui — 1it) (Yd — Hdm)WilWdam
=T gzl =T m=1
1
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13.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

und

E [Sc(y, ZI9)|y] E [Se(y, Z19)[y]

Tk T k
~ <Z Z Xi(yi — llu)Wu> <Z %gm(yd - Hdm)de> .
=1

i=11=1 d=Tm

Wir wissen zwar bereits, dass der zweite Teil
E [Sc(y,Z\ﬁ)’y] E [Sc(y,ZI{})T‘y] fir alle EM-Schitzungen ()
gleich 0 ist. Dennoch lohnt es sich, diesen Teil zu berticksichtigen, da
man dadurch eine schonere Darstellung der fehlenden Information
erhilt. Es gilt namlich insgesamt

T k
Jm(y,9)~ Z Z RuXi (Yi — min)*wit
i1 1=1
T "
- Z Z Z %it%im (Y1 — Hi1) (Yi — Bim ) Wil Wim.
i1 1=1 m—1

(56)

13.1.1.1  Implementierung

In |Abschnitt 12.4] haben wir bereits darauf hingewiesen, dass die
vollstindige Information ein Nebenprodukt der Modellschdtzung mit
alldist() bzw. allvc() und gamlssNP() ist. Wir wollen also noch an-
geben, wie man auf effiziente Weise zur fehlenden Information kommt.
Dazu gehen wir davon aus, dass ein Modell mittels der Funktion
gamlssNP() geschdtzt und unter object abgespeichert wurde. (Fiir
die anderen beiden Funktionen ist die Herangehensweise analog.)
Laut (56) miissen wir eine Doppel- und eine Dreifachsumme berech-
nen. Jeder Summand besteht aus einer Matrix iﬂfcgml, die mit ei-
nem Skalar (y; — pin)?wi bzw. (yi — 1) (Yi — Him)WitWim gewich-
tet wird. Die Matrix X, die als Zeilen jeweils die Vektoren %1 ent-
hilt, ist tiber x.tilde=object$mu.x abrufbar. Die Matrizen fmigm
erhélt man schliefslich tiber das Kroneckerprodukt X ® X, das in R via
kronecker(x.tilde,x.tilde) berechnet werden kann. Das Ergebnis
ist eine k? - n?-dimensionale Matrix. In den Zeilen dieser Kronecker-
matrix steht nun jeweils eine als (p + 1)-dimensionaler Vektor umfor-
matierte Matrix %1% ], :

kT‘]] kT1q
: W(krn,...,qu1,...,kr1q,...,quq >,
qu] coe quq

In @]} kommen zwar nur Terme vor, die nicht mehr vom Index d abhéngen, dennoch
werden wir sehen, dass es leichter ist, simtliche Terme zu berechnen und danach erst
jene zu filtern, die tatsalich fiir die Berechnung benotigt werden.
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13.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

dabei ist q die tatsdchliche Anzahl der zu schédtzenden Parameter,
also q = p bei Modellen ohne Intercept (p — 1 Regressionsparame-
ter und o) und q = p + 1 bei Modellen mit Intercept (p Regressi-
onsparameter und o). Die genaue Anordnung der Zeilen lasst sich
leicht an Hand der Definition von Kroneckerprodukten nachvollzie-
hen und ist in in der Spalte Matrix %1%, festgehalten.
Durch das Kroneckerprodukt erhalten wir samtliche Kombinationen
von iuigm. Zu den jeweiligen Kombinationen fiigen wir vier Spal-
ten hinzu, welche die jeweiligen Werte der Indizes 1, |, d und m an-
geben. Dies legen wir als data.frame ab und fiigen aufSerdem noch
die zur jeweiligen Auspriagung der Indizes passenden Werte von vy,
pw und w hinzu. Das Schema des gesamten Datenframes, welchen
wir einfach mit mat bezeichnen, ist in dargestellt. Mit Hilfe
der letzten flinf Spalten lassen sich die Gewichte (y; — ti1)?wi bzw.
(Yi — Hit) (Yi — Him)Wiutwim leicht berechnen.

Zeile i 1 d m| Matrix giligm Yi | Hil | BMim | Wil | Wim
1 T 11 1| — %%y —[yr | win | man | wir | wig
2 211 1| — Rn¥{; —|y2 | H2r |21 | w21 | wa
n nl1 1 — 7~<n17~<1T1 — | Yn | Bn1 | Hn1 | Wn1 | Wni
n+1 |12 1 1 |— R&; — |y | w2 | wn | wiz | wi
2n n21 1|— 721127?;'—] — | Yn | kn2 | Kn1 | Wn2 | Wn1
nk nk 1 1|— %nki;r] — | Yn | Hlnk | Kn1 | Wnk | Wni
nk+1 |1 1 2 1 |— %1%, —|yr | ®i1 | Hit | Wi | wig
nk+n|(n 1 2 1 |— %n1%3; — |Un | Hnl | Hnt | Wnt | Wai
2nk nk 2 1|— ink*}] — | Yn | Knk | Hn1 | Wnk | Wni
lek nkn 1|— 72nk£11 — | Yn | Unk | Hn1 | Wnk | Wn1
nk+101 11 2| — xiX{, —|yr | wir | w2 [ win | wiz
21,2 -
n“k® |n k n k XnkXnx Yn | Hnk | Bnk | Wnk | Wnk

Tabelle 4: Berechnungsschema der Fehlenden Information

Zur Berechnung der Doppel- bzw. Dreifachsumme bendtigen
wir jedoch nicht sdmtliche Kombinationen von fcufcgm. Deshalb
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13.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

bilden wir zwei Subdatenframes: Fiir die Doppelsumme benoti-
gen wir alle k- n Kombinationen, fiir die gilt i = d und 1 = m.
Diese konnen einfach durch mat.1 = subset(mat, (i==d & 1==m))
gefiltert werden. Die Eintrdge werden schliefilich mit dem entspre-
chenden Gewichtsvektor zeilenweise (das heifst alle Eintrdge einer
Zeile erhalten dasselbe Gewicht) multipliziert. Daraufhin werden
iiber apply(mat.1,2,sum) spaltenweise Summen gebildet und der
resultierende q-dimensionale Vektor wieder zu einer q x q-Matrix
umgewandelt.

Bei der Dreifachsumme geht man analog vor. Man beachte jedoch,
dass hier k? - n Kombinationen benétigt werden, welche iiber mat .2
= subset(mat,i==d) gefiltert werden konnen. Schlussendlich werden
die beiden resultierenden Matrizen subtrahiert und man erhélt die
Matrix der fehlenden Information.

Um die in [Abschnitt 10.3| vorgestellte Sandwichschidtzung zu er-
halten, adaptieren wir [Algorithmus 2| und gehen nun nach

[ 3] vor.

Algorithmus 3 I(y[d) durch Monte Carlo Simulation

Setze mu = exp(object$mu.lp).
Setze mass = object$prob.
Setze I.MC = I.temp = matrix(0,q,q).
forl=1—kdo
forb=1— B do
Simuliere y.star = rpois(n,mu[, 1]).
Berechne w.star - die a posteriori Wahrscheinlichkeiten - ba-
sierend auf mu und y.star.
Berechne die beobachtete Information I basierend auf y.star
und w.star.
Setze I.temp = I.temp + I.
end for
Berechne I.MC = I.MC + mass[l]/By * I.temp.
Setze I.temp = matrix(0,q,q).
end for

13.1.2 Das Negativ Binomialmodell

Nun betrachten wir das Modell, in dem yi|z; Negativ Binomialver-
teilt ist mit Parametern o und p; = exp(x; B + 0Z;). Die Zufallsef-
fekte Z; seien wieder unabhingige standardnormalverteilte Zufalls-
variablen. Praktischerweise schreiben wir X; = (x;r ,Zi) " und in wei-
terer Folge auch Xi; = (xiT ,z1) . Damit kann p; = exp(fciT ¥) mit
9=(B"7,0)" und 0 = (o, d") T geschrieben werden. Wir erhalten so-
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13.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

fort die vollstandigen Scorefunktionen direkt aus (29) und (30), wobei
dort x; jeweils durch %; ersetzt werden muss:

S¢(y,Z|0) = r(log x + 1 —1(a))

yi+oc
+Z[ i+ o) —logli+e) =2l (57)
S2(y,218) = 3 [W‘] | (59)

i=1
Es sind nun zwei Herangehensweisen denkbar: Zum einen koénn-
ten die Standardfehler von ¥ und « getrennt voneinamder geschétzt
werden - so arbeitet beispielsweise die Funktion gamlssNP (). Dies ent-
spreche der Annahme unabhénigiger Maximum Likelihood Schitzer.
Die Unabhéngigkeit ist jedoch nicht gegeben, weshalb zu beachten
ist, dass bei einem derartigen Vorgehen gewisse Wechselwirkungen
aufler Acht gelassen werden. Zum anderen konnten die Scorefunktio-
nen zusammengefiigt

Sely, 210) = (S2(y, 200),52y, 210)7) |

und gemeinsam weiter verwertet werden. Diese Variante ist natiir-
lich die korrekte, aber auch die aufwandigere. Wir werden nun bei-
de Herangehensweisen weiterverfolgen und in der Simulationsstudie
schliefllich testen, ob ein wesentlicher Unterschied zwischen den bei-
den Ansitzen besteht.

13.1.2.1 Variante A: Getrennte Schitzung

Zunéichst halten wir fest, dass die Scorefunktion S?(y, z[9) nur eine

mit 1+ TS . gewichtete Variante der Scorefunktion im Poisson-

modell ist. Damit kann die fehlende Information direkt aus den bereits
bekannten Formeln fiir das Poisson Modell hergeleitet werden. Es gilt
also

T k 2
X
UEDY z(“ﬂt ) sy pawa

k k
<. o1
Xi1X;
Z Z O""Hll“"'“nn vom

i=11=1m=1

(Yi — i) (Yi — Bim JWitwim. (59)
Bei der Scorefunktion SX(y,Z|0) handelt es sich um ein Ska-
lar. Mit den Abkiirzungen ¢ = r(loga +1—VP(«)) und X =
i [Ib(yl—l-oc)—log(ul—i—oc) ﬁ%} erhalten wir

E [(S&(y,Z16))*|y] = E [(c+Z)*|y]
=c? +2cE [Zy] + E [Z?|y]
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13.1 NORMALVERTEILTE ZUFALLIGE EFFEKTE

und

E [S%(y, ZIO)[y)* = (c + E [Zly])?
= ¢? 4+ 2cE [Zly] + E [Zjy)?.

Die fehlende Information ist also

7% (y,0) = E [(S(y, Z10))?|y] — E [$%(y, ZIO)ly]*
E [2*]y] - E [zly]”
T T T T 2
= Zsf—l—ZZs saly| —E Zsi y]
i=1d=1 i=1
d#1
T k T T k k
~ Z Z sfwi + Z Z Z Z $i1SdmWilWdam
i=11=1 i=1d=11=1m=1
d#1
r k T k
- <ZZSuWu> ( Z Sdedm)
i=11=1 d=1m=1
r k r k k
= Z Z Sizlwu - Z Z Z S SimWilWim,
i=11=1 i=11=1m=1
mit s; = P(yi + «) — log(wi + o) — ym bzw. sii =

P(yi + o) —log (it + ) — T

kZ X TLZ-

Zur Implementierung erstellen wir wieder eine
dimensionale Matrix mit den Spalten 1i,d,l, m,sit, Sim, Wi, und
Wim. Die Reihenfolge der Zeilen ist wieder dieselbe wie die in
Damit lassen sich die Doppel- und Dreifachsumme ganz
analog wie in|Abschnitt 13.1.1.1{berechnen.

Auflerdem ist darauf zu achten, dass die in gamlssNP() verwendete
Negative Binomialverteilung NBI() anders parametrisiert ist als hier.
NBI() kennt den Parameter u - genau so wie er hier verstanden wird
- und den Parameter ¢ = 3; Es ist also & = 1/object$sigma.coef.
Deshalb muss auch die vollstindige Information fiir « selbst berech-

net werden. Ahnlich wie bei der Poissonverteilung erhalten wir mit

G2

P (T(logoc+1—1|)(oc))

Yi +«x
1 _1 1
+Z[ (yi + «) —log(pi + &) — HH_O(])

_ (1 _ ity
< (o)« X [ - B

|
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und damit

2
IE(yle) =E [—aiczbgf(ylzﬁ)\y}

0
E |——S&
5S¢ (v, Z10) \y]

x

T

k
. C 2pnta—vyi|
Z; [11) it o)== o ]Wu-

i=1 1=

= r (- ve)

13.1.2.2 Variante B: Gemeinsame Schitzung

Wir betrachten stets alle Parameter gemeinsam und widmen uns zu-
ndchst der fehlenden Information. Dazu benotigen wir zuallererst die
vollstandige Scorefunktion, welche durch

Sely, 200) = (52(4,210),52(y,210)7)

gegeben ist. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verwenden wir in
diesem Abschnitt nun die Abkiirzungen S& = S&(y, Z[6) und S’g =
S2(y, Z|8). Damit gilt

(S2)2 sx(sY)T )

Sc(y,Z10)Sc(y,Z16)" =
‘ ‘ sxs?  s(s2)T

Die Terme (S%)? und S2(S2) " sind uns bereits aus [Abschnitt 13.1.2.1|
bekannt. Da S& ein Skalar ist, gilt weiters S*(S2)T = (S‘C"S‘B)T. Um
zur fehlenden Information zu gelangen, bedarf es also nur noch einer
Betrachtung von S&S?:

T

S¥SY = r(log o+ 1 — Z

i=1

]+H1

Yyi+ 06] (Yi — 1i)%s

—i—Z[ (yi + «) —log (i + o) — o) TFE

i+ — %
+ZZ{ (yi + @) —log (i + o) — El ](y‘i]_:ti)d
&

i=1d=1 Hi o
d#1
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Wir approximieren nun analog zu allen bisherigen Fillen fehlende
Information fiir die gemischen Terme tiber

1) (y,0) = B [SES2y] — E [SHIy] E [S2y]

— X
(log“‘i_]_w( ))Z (91 }‘L:.Lll) llwll
i=11=1 T+
T k y-+oc
+ (yi + o) — log(piy + o) — ——— }
;;[w i (ki o
Kk
(y PLll Xll .
) 1—1—“” 11—ZZZ (yi + &)
i=11=1 m=1
i+ o | (Yi — Him) X
—108(H11+06)—3_11+“] yl]r& EWHWim.
1 «
L& Hit)&i
=) ) ( +91“;%TLWu
i=11=1 x
T

k k
2 U’lm)xlm .
DIDIPITE S L

i=11=1 m=1

¢! =r(logax+1—1(x)),

z Yitx
= —1 .
Cil ll)(yﬁ-(x) Og(HaJer) Wi+
Die fehlende Information ist schliefdlich

7% (y,0) IV (y,0)T
Inly,0) = .
v (J“‘S (,0)  72(y,0)

Nun betrachten wir noch die vollstindige Information, da wir die-
se leider aus dem Output von gamlssNP() im konkreten Fall nicht
direkt mitgeliefert bekommen. Nach (50) gilt fiir die vollsténdige In-
formation

Je(ylo) = E [Le(y, ZI6) [y]
_ {_f”(y,zw)

T

Da fiir EM-Schitzungen 0 stets E [Sc(y, Z|0(V) |y, 0] = 0 gilt, ist

Je(ylo't)) = <1E [—M'y} t Var [sc(y,zw)\y])

)
_]E[ f(y,ZIG)‘ ]

=0

m(yle™)).

p=0(1)
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Es muss also nur noch der Erwartungswert E { ;’722”96‘ y] berech-
net werden. Fiir die Hessematrix gilt

aZ
f//(y ZIG) — aZ(XZ (U, Z|e) - Wf(g,zm)

Wir kennen bereits aus [Abschnitt 13.1.2.1] die nach o und 9 getrennt
berechneten vollstindigen und fehlenden Informationen. Es gilt

2%f(y,zl0) | ]
E|__ 00 ~ J%(y,0M) — 3% (y,0(t)),
L dle=0t)
[ 92f(y,z|o) | ]
E 09097 ~ T (y,0)) — 70 (y,0(V),
L dle=0t)
02 r(y,z[0)
Somit miissen wir nur noch E | — ffgag‘Te) y | berechnen. Dazu halten

wir fest, dass

(y,20) _ 1"(ylZ,0)9(Z) _ "(ylZ,0)
fly,ZI0) ~ T(uiz,0)0(2) ~ T(uiz,0)

Fiir allei =1,...,r erhalten wir (vergleiche |[Abschnitt A.7)

02 .
thjdzh e) = f(yi|zi/ G)Rl mit
Wi — mi%i [O“I)(‘JHHX) i + i — i
- B .
' w4 o | Ny + )2 oap(«) o a
Wegen
62

30097 H f(yilZi, 0) = Rif(y11Z1,9)f(y2122,9) ... f(yr|Zs, D)
i=1
+ f(y11Z1,9)R2f(y2lZ2,9) ... f(y+[Zr, D)
+...
+ (Y1121, 9)f(y2lZ2,9) ... Ref(yr|Zy, )

=f(ylZ,0) ) R
i=1

ergibt sich damit

dox aﬁT (9|Z e) - %HIZ] f(91|zue)
f(ylZ,0) [Ti; f(yilZi, 0)
fYIZ,O) Y R

f(ylZ,0)

.
=> Ru
i=1
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Somit gilt
9°f(y,Z10) T Tk
_1{);7% y| =E _;Ri U] %—;I_Z]Ruwu,
mit
Ry = (Yi Mlllz)iu [Tﬁl(l;(?jrt‘;) (o + M +:1Hj:ocyioc} .
Da

I(ylo™) = 9. (ylo™)) — 3, (ylo™)
el "y Zl6)
_]E[ f(y,zw)‘ ]

[_f"(y,zw)‘ ]
(y, ZI6)

+Im(yle™) — T (yle)

0—0(t)

p=p0t)

benotigten wir zur Berechnung der Standardfehler die fehlende Infor-
mation nicht explizit. Um jedoch Vergleiche zwischen den einzelnen
Methoden anstellen zu konnen, ist sie dennoch hilfreich.

13.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

Nun lassen wir die Annahme der normalverteilten zufdlligen Effekte
fallen und gehen von einer nichtparametrischen Schitzung aus.

Ganz allgemein betrachten wir nun Modelle mit y1; = exp(x] B +
Z;), wobei die Verteilung der zufélligen Effekte Z; unbekannt ist.
Diese unbekannte Verteilung wird durch eine diskrete Verteilung
mit k Massepunkten z = (z1,...,zx) ' und zugehorigen Gewichten
= (m,...,m)" geschdtzt. Das bedeutet, dass fiir allei = 1,...,7
und 1 =1,...,k der Schitzer durch

P(Z; = zlm) =m (60)

charakterisiert ist. Fiir die Gewichte gilt weiterhin " ;7 = 1 und
m > 0 flirallel =1,..., k. Der konditionale Erwartungswert p; kann
nun geschrieben werden als

Uy = exp(xiT[S + eiTz) = exp(i?ﬁ)

mit X = (Xg—leg—)—l—/ v = (BT/ZT)T und €L = (eﬂr---/eik)—r ii'd
MN(1, 7). €; ist also multinomialverteilt mit Umfang 1 und Wahr-

scheinlichkeitsverteilung 7t. Damit ist gleichbedeutend mit

K
P(Zi = zilm) = Pley = erln) = [ [ (Y,
1=

74



13.2 NICHTPARAMETRISCHE SCHATZUNG

wobei e, eine spezielle Realisation von e; ist mit e =
(ei1,...,ei) = (0,...,1,...,0)7. Dabei ist die Eins an der l-ten
Stelle. Wir sehen hier nun explizit, dass die diskrete Schiatzung der
Diche der zufilligen Effekte f(Z) nur von m abhdngt. Hingegen ist
die konditionale Dichte f(y|Z) wieder bekannt - in unseren Anwen-
dungen also die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Poisson- bzw. Ne-
gativ Binomialverteilung - mit Parameter 9. Die beiden Wahrschein-
lichkeitsfunktionen hidngen also von unterschiedlichen Parametersets
ab, weswegen sie getrennt voneinander behandelt werden konnen.

13.2.1 Das Poisson Modell

Wir nehmen nun an, dass f(yi|Z;) die Wahrscheinlichkeitsfunktion
einer Poissonverteilung ist mit Parameter ;. Wir haben bereits fe-
stegestellt, dass wir die Parametersets ¥ und 7t getrennt voneinander
betrachten konnen und wenden uns zunéichst & zu. Die vollstindige In-
formation kann wieder direkt aus dem durch gamlssNP() geschétzten
Modell entnommen werden. Fiir die fehlende Information benotigen
wir die vollstindige Scorefuntkion, die nach @ durch

5 TIZ,0)f(Zlm) 2,

o —
S BN =Nz iz an BTVEY) = Z"

gegeben ist. Somit kann die fehlende Information analog (56) berech-
net werden und wir erhalten

T (y,d Z Z KXy (Y — i) wit

i=11=1
T k k
- Z Z Z Ri%m (Ui — i) (Yi — Rim)WilWim.
i1 =1 m—1

Nun betrachten wir den Prametervektor 7t. Auf Grund der Bedingung
Z]f:1 m = 1 schreiben wir nun ohne Beschrdnkung der Allgemein-
heitmy =1T—m —- - —m_1=1— Z{‘;ﬂ 1. Damit erhalten wir

log f(Z|m) long (Zi|m) = ZlogHﬂ
i=1
T k—1
= Z [Z eil logm + elklog ( Z 7T1>] .
i=1 L1=1 1=1

Die vollstandige Scorefunktion ist damit

L f(ylZ,9)f(Zlm)
s __ 0T _
STy, ZIm) = Iz 972 ——aﬁlogf(ZITt).

Farl=1,... k gilt

0 ! €il €ik
9 _ i1 ik )
o og f(Z|m) Z <Tf1 nk>
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Insgesamt resultiert

r k—1
STy, ZIm) = ZZe <eﬂ—elk>,

i=11=1

wobei e der k — 1-dimensionale kanonische Einheitsvektor (1 an der
l-ten Stelle und Nullen sonst) ist. Die zweiten Ableitungen sind

Lg (rly, Z) 7ii fir _ Cik
amanm c 7Y, N a7'[m m 9%

i=1
—y (S, fallsm=1,
— 1 T
—2 i ‘; , falls m # L.
Somit erhalten wir
IZ /
r k—1 k-1
Z el 1k T+Zzel €il T
i=11=1 m=1 i=11=1 1

Nach dem Satz von Bayes und der Definition von wj; gilt fiir den
bedingten Erwartungswert

j j mf(yilen =1
Eleulyi] = Zﬂp(eil =jlyi) =Plen = lyi) = l(yf(|‘:ll))

_ mf(yilzy, 9)
f(yild)

Damit gilt fiir die vollstindige Information

~ Wit.

I7(y, ZIm) = E [I7(y, ZIm) |y]
r k—1 k—1

Y Y Y en|%
i=11=1 m=1 (o
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Nun betrachten wir die fehlende Information. Diese ist (vgl.
schnitt A.7)
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Man beachte weiters, dass
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Abschlieflend konnen wir die beobachtete Information beztiglich aller
Parameter schreiben als

o
I(yl9, 1) = (I (g"‘” I“(;n) )

In den Nebendiagonalen steht aufgrund der Unabhingigkeit der Pa-
rametersets O und 7t jeweils die Null.

13.2.2 Das Negativ Binomialmodell

Auch hier ldsst sich die beobachtete Information wieder getrennt nach 7t
und ¥ berechnen. Die beobachtete Information beztiglich 9 ist bereits
aus [Abschnitt 13.1.2|bekannt, jene beziiglich 7 wird auf dieselbe Art
und Weise berechnet wie in [Abschnitt 13.2.1}




Teil V

NUMERISCHE ERGEBNISSE

In diesem Teil werden die Methoden zur Berechnung von
Standardfehlern, welche im letzten Teil vorgestellt wur-
den, zunichst durch eine Monte Carlo Simulationsstudie
validiert. Dabei werden die Methoden exemplarisch an ei-
nem Mitglied der linearen, einparametrigen Exponential-
familie - der Poissonverteilung - sowie der Negativ Bino-
mialverteilung getestet. Daraufhin werden die Methoden
an einem konkreten Datenbeispiel angewandt.



MONTE CARLO STUDIE

14.1 STANDARDMODELL

Um die Methoden der vorangegangenen Kapiteln zu evaluieren,
legen wir ein Modell vollstindig fest, das bedeutet wir spezifi-
zieren die Modellklasse, den Stichprobenumfang, die erkldrenden
Variablen sowie sdmtliche Parameter. Aus diesem Modell - dem
Standardmodell - simulieren wir schliefslich den Responsevektor y.
Daraufhin behandeln wir die Parameter wieder als unbekannt und
schidtzen diese. Somit sind sowohl die wahren Werte als auch die
Parameterschiitzer bekannt und Vergleiche konnen angestellt werden.
Wiederholt man diesen Vorgang oftmals kénnen auch Monte Carlo
Schétzungen berechnet werden.

Wir legen das Standardmodell nun wie folgt fest: Die 40 elementige
Responsevariable y wird durch x erkldrt. Dabei ist x dquidistant aus
dem Intervall [2,4]. In unseren Modellen verzichten wir im Falle der
nichtparametrischen Schitzung auf einen Intercept. Dies ist sinnvoll,
da es dadurch zu keinerlei Identifikationsproblemen mit Massepunk-
ten kommt.

Insgesamt werden wir vier verschiedene Varianten des Standard-
modells betrachten: Einerseits unterscheiden wir zwischen normal-
verteilten Zufallseffekten (gq) und Zufallseffekten ohne Verteilungs-
annahme (npml) und andererseits zwischen der Poisson- und Nega-
tiv Binomialverteilung als konditionale Verteilung der Response. Die

verschiedenen Varianten sind in dargestellt.

[ Modellvarianten ]

( npml } f 8q
i )

W = exp(B1x +2) u:exp(ﬁoﬂs]xwz)j

Poisson ] Poisson ]
Negativ Binomial W Negativ Binomial W
k Varianten A und B J L Varianten A und B J

Abbildung 3: Modellvarianten
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Bei der nichtparametrische Schiatzung simulieren wir die Zufallsef-
fekte aus einer zuvor spezifizierten Verteilung und nehmen dies als
Grundlage fiir die Schatzung.

Weiters verwenden wir stets die kanonische Linkfunktion zur
Poissonverteilung - also den log-Link. Wir wollen ausschliefilich
einen zufélligen Intercept modellieren und von zufélligen Parame-
tern absehen. Weiters wollen wir zu Demonstrationszwecken nur
Uberdispersionsmodelle betrachten. Dies erhalten wir dadurch, dass
die Anzahl der Cluster gleich der Anzahl der Beobachtungen ge-
wahlt wird. Schlussendlich fassen wir samtliche Parametervorgaben
sowie weitere Spezifikationen der Monte Carlo Studie in

zusammen.

Parameter | Wert | Anmerkung

n 40 | Anzahl der Beobachtungen

T n | Anzahl der Cluster

Bo 1 Intercept (falls verwendet)

1 0 Slopeparameter

o 0.5 | Standardabweichung des zufilligen
Intercepts

o 0.5 | Parameter der Negativ Binomialver-
teilung

B 1000 | Monte Carlo Replikationszahl (fiir
die Poissonverteilung)

Bsw 30 | Monte Carlo Replikationszahl zur

Berechnung des Sandwichschiitzers

k 10 | Anzahl der Gaufl-Hermite Quadra-
tur Punkte

Tabelle 5: Modellspezifikationen

Um nun einen Responsevektor y zu erzeugen, der den obigen An-
forderungen gentigt, gehen wir nach |Algorithmus 4| vor. Dieser Algo-
rithmus erlaubt neben der Simulation aus einfachen Uberdispersions-
modellen auch jene aus Varianzkomponentenmodellen.

|Algorithmus 4| ist in der Funktion rand.y(X, distribution,
random.distribution="normal’, sigma, beta, alpha, r, seed)
implementiert. Uber die Argumente beta, sigma und alpha wer-
den die gewiinschten Parameter spezifiziert. Das Arguement X
steht fiir die Designmatrix - egal ob mit oder ohne Interceptspalte
(diese wird wenn notig - also wenn beta einen Parameter mehr
als die Spaltenanzahl von X enthdlt - vom Programm hinzuge-

8o



14.1 STANDARDMODELL

Algorithmus 4 Zufallszahlengenerator

Wihle 1, X, 3, o, Verteilungstyp fiir nichtparametrische Schatzung
und ggf. «.

if GQ then

Simuliere Z; ~ N(0,02) firi=1,...,r.
else if NPML then

Simuliere Z; ~F(0) furi=1,...,r
end if

Setzte Z = (Z1,...,21,2Z3,...,2Z3,...,Z;) mit Clusterlinge n/r.
Setze u =X B+ Z.

if Poisson then

Simuliere y; ~ Poisson(u).
else if NegBin then

Simuliere y; ~ NegBin(u, «).
end if

fiigt). Uber distribution kann man zwischen ’poisson’ und
"negbin’ als konditionale Verteilung fiir y wahlen. Das Argument
random.distribution gibt die Verteilung der Zufallseffekte an.
Implementiert sind 'normal’ fiir die Normalverteilung, 't’ fiir
die Studentsche t-Verteilung, die Gleichverteilung auf [0,1], die
logistische Verteilung sowie die Lognormalverteilung. Dabei nehmen
wir stets einen Erwartungswert von 0. Im Falle der Normal-, t-
und der logistischen Verteilung wird der Parameter o dahingehend
verwendet, dass die Varianz gleich 0?2 ist. Im Falle der Lognormal-
verteilung ist o der zweite Parameter. Der erste Parameter p wird
so berechnet, dass die Verteilung einen Erwartungswert von 1 hat.
Daraufhin werden die generierten Zufallszahlen um —1 verschoben,
sodass wir insgesamt wieder einen Erwartungswert von 0 erreichen.
Die Clusteranzahl wird tiber r festgesetzt. Dabei ist zu beachten,
dass nur gleich grofie Cluster zugelassen sind. Mochte man einen
bestimmten Seed festlegen, kann man dies iiber das Argument seed
tun.

Als Riickgabewerte stehen vy, type, Intercept, distribution,
random.distribution, mu und p zur Verfiigung. Der wichtigste
Wert ist klarerweise y, der generierte Responsevektor. Die tibrigen
Werte dienen hauptsachlich der Information. So ist Intercept=TRUE,
falls im Laufe der Berechnung eine Interceptspalte zur Designmatrix
hinzugefiigt wurde. In type wird angegeben, ob es sich um ein
Uberdispersionsmodell (also v = n) oder ein Varianzkomponentenmodell
handelt. Der Wert p gibt die Anzahl der Regressionsparameter - also
die Dimension von 3 - an. Im Riickgabewert mu sind die realisierten
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konditionalen Erwartungswerte w; = g~ ' (x;/ B + 0Z;) abgespeichert.

Der Code zu rand.y() ist in[Abschnitt B.2| zu finden.

14.2 ERGEBNISSE

Zur Validierung der Studienergebnisse berechnen wir mehrere Kenn-
zahlen. Dies ist zum einen das Monte Carlo Mittel der geschétzten
Parameter - mean(f) sowie gegebenenfalls mean(6) und mean(&). Da-
durch ldsst sich erkennen, wir gut die einzelnen Modelle im Schnitt
die wahren Parameter reproduzieren. Weiters berechnen wir deren
jeweilige Monte Carlo Standardabweichungen sd(f3) und gegebenen-
falls sd(6) und sd(&). Diese Werte vergleichen wir mit den mittleren
durch die Sandwichschitzer ermittelten Standardfehler sdsang, jenem
durch die beobachtete Information berechnetem Standardfehler sd,
sowie jenem, den die Funktion gamlssNP() zur Zeit verwendet, sd..
Weiters wird unter EM angegeben, in wie vielen Fillen der EM-
Algorithmus konvergiert hat.

14.2.1  Ergebnisse: Poisson - GQ

Die Ergebnisse fiir den Fall normalverteilter zufélliger Effekte sind in
zusammengefasst. Die empirischen Mittel der geschitzten
Parameter passen sehr gut zu den wahren Werten. Einzig im Fall von
o trifft der Schitzer im Mittel den wahren Wert nicht so gut. Es besta-
tigt sich die These, dass die Schédtzung der Standardfehler ausschlief3-
lich basierend auf der vollstindigen Information sd. keine brauchbaren
Werte liefert. Im Vergleich zu diesen sind die tiber die beobachtete Infor-
mation berechnete Schiatzung sd, sowie der Sandwichschétzer sdsang
deutlich besser. Diese Aussagen gelte zumindest fiir die relevanten
Parameter 3o und (1.

Poisson - GQ: EM: 999 (k =10)

Bo=1 | mean(Bo) =0.947 | B1 =0 | mean(B7) =0.019
o0 =05 | mean(6) =0.392

sd(d) Sdsand sd, sdc
Bo | 0.869 0.634 0.600 0.479
B1 | 0.283 0.210 0.195 0.156
o | 0.187 0.357 0.171 0.093

Tabelle 6: Ergebnisse der Monte Carlo Studie

In sind die Monte Carlo Histogramme der Parameter-

schitzer o und B dargestellt. Man erkennt deutlich, dass im Mittel
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14.2 ERGEBNISSE

die wahren Parameter gut geschitzt wurden. Weiters gab es auch kei-
ne extremen Werte. Solche extremen Schitzungen konnen vor allem
dann vorkommen, wenn der EM-Algotihmus nicht innerhalb der vor-
gegebenen maximalen Iterationszahl 200 konvergiert.
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Abbildung 4: Monte Carlo Verteilung der Parameterschitzer

14.2.2 Ergebnisse: Poisson - NP

Wir betrachten nun drei verschiedene Szenarien. Dabei unterscheiden
sich die Szenarien darin, aus welcher Verteilung die Zufallseffekte

gezogen werden. Details sind in zu finden.

Szenario 1: N(0,0.5%)
Szenario 2: uo, 1)
Szenario 3: N(0.5,0.7%)

Tabelle 7: Szenarien

Bei der Annahme normalverteilter zufélliger Effekte legen wir die
Anzahl der Gaufi-Hermite Quadraturpunkte, mit der die Integrale
approximiert werden, vorab fest. Im Falle der nichtparametrischen
Schitzung ist die Anzahl der zu schdtzenden Massepunkte k nicht
a priori klar und miisste eigentlich mitgeschidtzt werden. Da dies
jedoch nicht moglich ist, fithren wir in jedem Monte Carlo Schritt
einen Test durch, um einen sinnvollen Wert fiir k zu ermitteln. Dazu
schiatzen wir zundchst ein Modell mit k = 2 und berechnen die
Disparitat®, —2 - £(fily). Daraufhin erhohen wir k in jedem weiteren

1 Diese Disparitat wir auch Globale Devianz genannt.
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Schritt um 1. Dies tun wir solange, bis die relative Verdnderung der
Disparitdt des Modells mit k + 1 Massepunkten im Vergleich zum
Modell mit k Massepunkten kleiner als die vorgegebene Schranke
¢ = 0.01 ist. Falls der EM-Algorithmus im Modell mit k + 1 Masse-
punkten keine Konvergenz erreicht hat, wird ebenfalls das Modell
mit k Massepunkten préferiert. Insgesamt ist eine Hochstanzahl von
k = 10 vorgegeben.

In geben wir eine Auswertung an, mit welchen Werten fiir
k in der Monte Carlo Studie schliefSlich gerechnet wurde.

Replikationszahl: 1000

k=2 k=3 k=4
Szenario 1 | 97.8%  2.2% 0%
Szenario 2 | 97.9% 2.1% 0%
Szenario 3 | 87.3% 12.1% 0.6%

Tabelle 8: Anzahl der Massepunkte k

Nun betrachten wir die Standardfehler fiir den Regressionsparame-
ter 31 = 0. Diese Ergebnisse sind in zusammengefasst®. Es
ist deutlich erkennbar, dass der Sandwichschitzer sdsang die empiri-
sche Standardabweichung am besten erreicht. Insbesondere ist auch
darauf hinzuweisen, dass die bisher verwendeten Standardfehler sd,
die ausschliefSlich auf der vollstindigen Information basieren, die tat-
sdchliche Variablitdt ungemein unterschiatzen und nicht fiir Analysen
herangezogen werden sollten. Der Standardfehler basierend auf der
beobachteten Information sd, liefert auch bereits eine gute Ndherung.
Dieser ist insbesondere interessant, da die Berechnung kaum numeri-
schen Aufwand in sich birgt. Dieser zuséitzliche Aufwand bei der Be-
rechnung von sdsang kann insbesondere bei groflen Modellen (grofser
Stichprobenumfang, viele erkldrende Variablen, grofies k) eine nume-
rische Hiirde darstellen.

Die Verteilung des geschitzten Regressionsparameters 1 ist in
(beispielhaft fiir Szenario 1) als Histogramm dargestellt.
Wieder sind keine extremen Werte erkennbar und die Verteilung ist
zentriert um den wahren Parameterwert 0.

Es werden stets nur jene Ergebnisse herangezogen, wo der EM Algorithmus Konver-
genz erreicht hat.
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Poisson - NP

mean(1) sd(B1) sdsang  Sdo  sdc
Szenario1 p; —0.014 0372 0307 0.292 0.262
Szenario 2 31 —0.012 0.258 0.236  0.222 0.208
Szenario3 (7 —0.009 0.431 0.248 0.244 0.197

EM
9296
995
999

Tabelle 9: Ergebnisse der Monte Carlo Studie

150 200
| |

Haufigkeit
100
|

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Abbildung 5: Monte Carlo Verteilung von f3; im Szenario 1
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14.2.3 Ergebnisse: Negativ Binomial - GQ

Die Durchfiihrung einer Simulationsstudie im Falle der Negativen Bi-
nomialverteilung erwies sich als schwieriger als fiir die Poissonvertei-
lung. Dies hat mehrere Griinde: Das Funktion gamlssNP (), welche zur
Schétzung der Modelle verwendet wird, 1dsst auch negative Schéatzun-
gen des Parameters « zu. Die Negative Binomialverteilung ist jedoch
nur fiir strikt positive Werte von o definiert. In diesen Fallen ist somit
auch keine Berechnung von Sandwichschitzern mehr moglich. Wei-
ters treten vergleichsweise viele Félle mit Konvergenzschwierigkeiten
- sowohl Divergenz beziiglich des Parameters o also auf Divergenz
des EM-Algorithmus - auf. Ein weiteres Problem ist dadurch gege-
ben, dass hin und wieder recht hohe Werte fiir die Response-Variable
y simuliert wurden. In diesen Fillen ist die numerische Auswertung
der Gamma-, Digamma und Trigammafunktion nicht mehr méglich
und R setzt die Resultate auf Inf. Nachdem somit fiir die Analyse
nur noch ein kleiner Teil der Ergebnisse verwendbar ist, wurde bei
der Gaufi-Quadratur die Replikationszahl auf 5000 erhoht. Damit er-
halten wir 4335 brauchbare Datensétze. Bei der nichtparametrischen
Schitzung traten die zuvor genannten Probleme vermehrt auf, wes-
wegen eine alternative Herangehensweise gewahlt wurde: Die Repli-
kationszahl wurde nicht mehr zu Beginn fix vorgegeben. Vielmehr
wurde diese solange erhoht, bis zumindest 500 vollstandige und giil-
tige Datensédtze vorlagen.

Auf Grund all dieser Probleme muss darauf hingewiesen werden,
dass die prasentierten Ergebnisse mit Vorsicht zu genieflen sind.
Zukiinftige Untersuchungen betreffend der Negativen Binomialver-
teilung sollten zur Modellschdtzung nicht die Funktion gamlssNP()
heranziehen beziehungsweise diese zunédchst dahingegen adaptieren,
dass zumindest der gewaltigste Nachteil - die potenzielle negative
Schitzung von « - nicht auftritt. Diesem Problem konnte man etwa
durch eine interne Reparametrisierung o* = exp(«) Herr werden.

In sind die Ergebnisse der Simulationsstudie angegeben.
Auf Grund der zuvor beschriebenen Unzuldnglichkeiten werdern kei-
ne Ergebnisse fiir den Parameter o angegeben. Ansonsten zeigt sich
wieder ein dhnliches Bild wie bereits bei der Poissonverteilung: Die
Standardfehler, die einzig auf der vollstindigen Information basie-
rend berechnet werden, unterschitzen die tatsichlichen Standardfeh-
ler (ausgedriickt durch die Monte Carlo Standardabweichung) gewal-
tig. So unterschitzt etwa sd.c fiir den Regressionsparameter 37 bei
der Variante B die wahre Standardabweichung um 23.7%. Die Scht-
zung durch sd.o - also basierend auf der beobachteten Information -
liegt im gleichen Setting jedoch nur um 5.1% daneben.

Bei der Negativen Binomialverteilung vergleichen wir weiters zwei
Schétzvarianten: Dabei muss man - wie in |Abschnitt 13.1.2| dargelegt
- erwarten, dass Variante B stets bessere Ergebnisse liefert als Varian-
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te A. Diese Erwartungen werden fiir die Regressionsparameter auch
durchgehend erfiillt!

Wie wir bereits bei der Poissonverteilung gesehen haben, sind die
Ergebnisse fiir die beiden Regressionsparameter 3o und 31 sehr gut,
wohingegen fiir die Schitzung der Varianz der Zufallseffekte o2 nicht
so gute Ergebnisse erzielt werden. Dies ist auch nicht weiter verwun-
derlich, da es sich um einen gewissermafSen impliziten bzw. versteckten
Parameter handelt. Dariiber hinaus ist die Schatzung dieses Parame-
ters sowie die genaue Kenntnis dessen Standardfehlers nicht sonder-
lich relevant fur die Betreibung statistischer Inferenz.

Negativ Binomial - GQ: # 4335 / 5000

Variante A Variante B
9 mean(®) sd@®) | sd.o sd.c | sd.o sd.c
Bo 1 0.984 1598 | 1483 1.284 | 1.505 1.209
B; 0 —0.005 0.521 | 0487 0.420 | 0495 0.398
o 05 0225 0327|0304 0.250 | 0.458 0.247

Tabelle 10: Ergebnisse der Monte Carlo Studie

14.2.4 Ergebnisse: Negativ Binomial - NP

Wie bereits im letzten Abschnitt erldutert wird bei der nichtparame-
trischen Schatzung nicht mehr eine fixe Replikationszahl vorgegeben.
Vielmehr wird diese solange erhoht, bis zumindest 500 verwertbare
Datensédtze vorliegen. Die Anzahl der benotigten Replikationen ist

zum Teil sehr grof und wird in angegeben.

Anzahl der giiltigen Datensdzte Replikationszahl
Szenraio 1 519 125,000
Szenraio 2 535 22,500
Szenraio 3 607 20,000

Tabelle 11: Replikationszahlen

Die Ergebnisse der Simulationsstudie sind in[Tabelle 12|zusammen-
gefasst. Bei allen giiltigen Simulationsschritten wurde - dhnlich wie
bei der Poissonverteilung - schlussendlich mit k = 2 gerechnet. Der
wahre Parameter 3o = 0 wurde im Mittel in allen drei Szenarien sehr
gut getroffen. Bei den Standardfehlern werden bei der Betrachtung
der beobachteten Information bessere Ergebnisse erzielt als bei der
Betrachtung der vollstindigen Information. Dies ist konsistent zu al-
len bisher préasentierten Simulationsergebnissen und untermauert die



14.2 ERGEBNISSE

in dieser Arbeit hervorgehobene Relevanz der Hinzunahme der feh-
lenden Information. Dariiber hinaus werden bei Variante B wiederum
- wie erwartet - bessere Ergebnisse erzielt als bei Variante A.

Negativ Binomial - NP

Variante A Variante B

mean(f1) sd(Pf1)  sdo sd. sd, sd.
Szenario 1 (34 0.022 0.398 0.360 0.359 0.381 0.219
Szenario 2 34 0.021 0405 0.351 0.350 0.381 0.209
Szenario3 (7  0.031 0501  0.354 0.353 0.379 0.204

Tabelle 12: Ergebnisse der Monte Carlo Studie

In|Abbildung 6|ist beispielhaft fiir Szenario 1 die Verteilung von {3

dargestellt. Es zeigt sich deutlich, dass die geschdatzen Werte um den
wahren Parameterwert 0 zentriert sind.
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Abbildung 6: Monte Carlo Verteilung von 37 im Szenario 1
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14.3 CONCLUSIO

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass bei der Berechnung von
Standardfehlern basierend auf der beobachteteten Information so-
wohl bei der Poisson- als auch bei der Negativen Binomialverteilung
sehr gute Ergebnisse erzielt werden. Dies ist insbesondere bei den
zur Betreibung statistischer Inferenz wichtigen Regressionsparame-
tern der Fall. Zum Vergleich wurden auch stets Standardfehler basie-
rend auf der vollstaindigen Information berechnet, da dies die aktuell
iibliche Methode darstellt. Bei allen Simulationsergebnissen erzielte
diese Methode (zum Teil sehr deutlich) schlechtere Ergebnisse, was
die Relevanz der hier vorgestellten Methode untermauert.
Verwendet man die Funktion gamlssNP(), um Negativ Binomial-
modelle zu schitzen, ist darauf zu achten, dass in einer groflen An-
zahl an Fillen negative Werte fiir o« geschitzt werden. Da die Ne-
gative Binomialverteilung jedoch nur fiir strikt poisitve « definiert
ist, stellt dies erhebliche Probleme dar. Eine Korrektur der Funktion
gamlssNP() ist daher notwendig, um die Ergebnisse der Funktion di-
rekt zur Berechnung der Standardfehler heranziehen zu kénnen.
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15.1 DATEN

Wir wollen nun unsere Methoden zur Berechnung von Standardfeh-
lern an einem konkreten Datenbeispiel demonstrieren. Dazu wird
auf das Ergebnis einer Studie des Landeshygienikers fiir die Steier-
mark zuriickgegriffen. In dieser Studie wurden {iiber ein Jahr® hin-
weg alle zwei Wochen an insgesamt sieben verschiedenen Orten in
Graz Messungen durchgefiihrt. Gemessen wurden in dieser Studie
die Bakterien- und Pilzkonzentration in der Aufienluft. Die sieben
verschiedenen Orte zeichnen sich durch je eine Besonderheit bzgl.
Bakterien- bzw. Pilzbelastung aus. Fiir unser Beispiel werden nur die
Daten zur Bakterienbelastung an zwei Orten (A und B) verwendet.
Diese beiden Orte liegen sehr nahe beieinander und unterscheiden
sich nur durch ein Merkmal: In unmittelbarer Ndhe zu Ort B befin-
det sich eine Kompostierungsanlage.

Approximate Corresponding
size of site of depaosition

N
fm-rrujz
) . \
Lllllllll : Cearelons

ﬁlllll i £ (o
] f

Air out to pump

Abbildung 7: Sechsstufiger Luftsammler?

Die Bakterienkonzentration wurde mit Hilfe eines sechsstufigen
Luftsammlers (Andersen Air Sampler) gemessen. Dabei wird die
Auflenluft durch sechs nach unten hin immer feiner werdende Filter
gezogen. Die grofiten Mikroorganismen bleiben demnach in den

1 8. Mérz 1995 bis 21. Februar 1996
2 http://archive.bio.ed.ac.uk/jdeacon/FungalBiology/chapl0_3.htm, 12.4.2013
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obersten Filtern hiangen, wohingegen kleinere Mikroorganismen erst
durch die unteren Filter aufgefangen werden. Ein dhnliches Filtersys-
tem ist auch das menschliche Atemsystem - je kleiner die Keime in
der Luft sind, desto weiter konnen sie vordringen. Insbesondere stel-
len jene Keime, die auf den Stufen 4-6 aufgefangen werden, fiir den
Menschen eine Gefahr dar, da sie bis in die Lunge vordringen. Die

Funktionsweise des Luftsammlers ist auch in[Abbildung 7]dargestellt.

Da die Anzahl der kolonienbildenden, luftgetragenen Mikroorga-
nismen, CFU3, vom Wetter abhédngt, enthdlt der Datensatz weiters
auch die jeweilige Temperatur (in Grad Celsius), temp, und relative
Luftfeuchtigkeit (in %), humi.

Der Datensatz wurde als data.frame unter dem Namen data
abgespeichert. Dabei steht site fiir den Ort und date fiir den Tag
(im Format dd.mm) der Messung. Die Variablen b;, fiiri =1,...,6
stehen fiir die Anzahl der CFUs auf der Stufe i. Der vollstindige
Datensatz ist im zu finden.

Fiir die spdteren Beispiele ist es oft notwendig, die Struktur des
Datensatzes anzupassen: Ziel ist es, dass die Bakterienanzahl in nur
einer Variablen (bac) abgespeichert ist und eine neue Variable stage
(die Stufe im Luftsammler) eingefiihrt wird. Zusétzlich sollen die Va-
riablen stage und site als Faktoren abgespeichert werden.

Code 1: Datentransformation

data.bac <- rbind.data.frame(cbind(data[,1:4], stage = 4, bac =
data$b4), cbind(datal[,1:4],stage = 5, bac = datas$bh5), cbind(
data[,1:4], stage = 6, bac = data$b6))

data.bac$stage = as.factor(data.bac$stage)

data.bac$site = as.factor(data.bac$site)

In den Daten gibt es einen unrealistisch hohen Wert (Bakterienan-
zahl von 36 auf Stufe 6), weshalb beide Beobachtungen an dem Tag
mit der extremen Messung nicht verwendet werden.

falsch <- subset(data.bac, data.bac$bac >20)$date
data.bac <- data.bac[data.bac$date != falsch,]

15.2 MODELL

Wir gehen davon aus, dass die Bakterienanzahlen bei einer Messung
auf den unterschiedlichen Stufen des Luftsammlers nicht unabhéangig
sind. Um deren Korrelation zu berticksichtigen, bekommen die am

3 colonies forming units
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selben Tag und am selben Ort durchgefiihrt wurden einen gemeinsa-
men Zufallseffekt. Unsere Clustergrofien sind demnach n; = 3. Die
folgenden vier Code-Zeilen zeigen, wie eine geeignete Cluster-Zeile
erzeugt werden kann.

Code 2: Clusterung

0 <- order(data.bac$site,data.bac$date)
data.bac <- data.bac[o,]

cluster <- gl(50,3)

data.cluster <- data.frame(data.bac,cluster)

Wir betrachten nun das Modell
bac ~ 1+ stage xsite 4+ temp + tempz.

Dabei nehmen wir an, dass bac konditional Poisson- bzw. Negativ
Binomialverteilt ist. Wir schitzen die Verteilung der Zufallseffekte so-
wohl nichtparametrisch also auch parametrisch unter Annahme einer
Normalverteilung. Der folgende Code zeigt den Aufruf zur Modell-
schdtzung im Falle der Poissonverteilung. Fiir die Negativ Binomial-
verteilung muss family=NBI() gesetzt werden.

Code 3: Modellschdtzung

mod.np <- gamlssNP(bac~stagexsite+temp+I(temp”2)-1, family=PO(),
random=~1|cluster,data=data.cluster, mixture="np", K=2)

mod.gq <- gamlssNP(bac~stagexsite+temp+I(temp”2), family=PO(),
random=~1|cluster, data=data.cluster, mixture="gq", K=5)

In unserem Modell werden die Messstelle, in deren Néihe sich
keine Kompostierungsanlage befindet, sowie die Stufe 4 des Luft-
sammlers als Referenzgrofien genommen.

Anzumerken ist noch, dass bei einer Modellschdtzung mittels
gamlssNP() bei der nichtparametrischen Schitzung ein Intercept hin-
zugenommen werden muss. Dieser entspricht dann dem ersten Mas-
sepunkt. Bei Modellen, die mit alldist() oder allvc() geschétzt
werden, ist ein Intercept bei der nichtparametrischen Schiatzung aus-
geschlossen. Die Parameter zu den Massepunkten werden also direkt
als Slopeparameter geschitzt. Schiatzt man dasselbe Modell einmal
mit gamlssNP() - modl - und einmal mit alldist() bzw. allvc()
- mod2, erhdlt man die Massepunkte von mod2, indem man den ge-
schatzten Intercept aus modl zu den geschidtzten Parametern der je-
weiligen Massepunkte hinzuzdhlt. Es ist jedoch darauf zu achten,
dass beide Modelle nicht exakt dieselben Werte liefern. Die Unter-
schiede sind allerdings meist marginal.
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15.3 ERGEBNISSE

Die Ergebnisse unserer Schitzung sind in zusammen-
gefasst. Der Wert fiir k im Falle der nichtparametrischen Schiatzung

wurde vorab sequentiell bestimmt: Begonnen wird mit k = 2. Dar-
authin wird k schrittweise erhoht, bis sich die Disparitit* nicht mehr
verkleinert. Dies tritt dann ein, wenn Massepunkte nicht mehr unter-
schieden werden konnen. Durch diese Methode wurde im Poisson-
modell ein k = 2 als optimal bzw. gut genug identifiziert. Die Dispa-
rititen und AIC-Werte sind in zusammengefasst. Im obi-
gen Teil der Abbildung ist die Entwicklung der Disparitit im EM-
Algorithmus dargestellt. Im unteren Teil sind die geschitzten Masse-
punkte zu sehen. Es ist deutlich erkennbar, dass die beiden Masse-
punkte klar unterscheidbar und somit fiir die Modellierung relevant
sind.

Das Modell ist mit 150 Beobachtungen und insgesamt 8 Regressions-
parametern recht grof. Dies merkt man insbesondere bei der Berech-
nung der Sandwichschétzer. Auf Grund des Umfangs wurde im Falle
der Schitzung mittels Gauf-Hermite Quadratur nur ein k = 5 ge-
wiahlt.

Poisson
NPML (k=2) GQ (k=5)
Effect B Sdsand sdc B Sdsand sdc
Intercept> —0.045 0.280 0.196 0.214  0.291  0.190
stage 5 0353 0.253 0.176 0398 0325 0.197
stage 6 —0.340 0.295 0.216 | —0.296 0.348 0.233
site B —0.033 0.322 0.213 0.026 0341 0.212

stage 5:site B | —0.442 0436 0.289 | —0.442 0473  0.289
stage 6:site B | 0418 0456 0.309 | 0418 0481 0.310

temp 0.076  0.026 0.018 | 0.062 0.026 0.018
e’ | —0003 00009 0.0006 | —0.002  0.0009 0.0006
o 0.595  0.082  0.069
Disparitat: 525.02 529.185
AIC: 545.02 547.185

Tabelle 13: Ergebnisse

4 Im Zweifelsfall kann zusétzlich das AIC-Kriterium herangezogen werden.

5 Im Falle der nichtparametrischen Schatzung wurde ohne Intercept modelliert, um
Identifikationsprobleme zu umgehen. Die présentierten Ergebnisse sind also fiir
stage 4 zu verstehen.
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In den Ergebnissen ist erkennbar, dass der Sandwichschétzer stets
hohere Werte liefert als der bisher verwendete Schitzer sd.. Dies ist
ein Indikator dafiir, dass sd. die tatsdchlichen Standardfehler unter-
schatzt.

k=2 k=3 k=4
Disparitat | 525.02 525.029 525.03
AIC 545.02 549.029 553.03

Tabelle 14: A priori Festlegung von k im Poissonmodell

Im Falle der nichtparametrischen Schiatzug werden auch zwei Mas-
sepunkte geschitzt. Allerdings wird nur der zweite (also der grofsere
der beiden) im Output angezeigt, da der erste im Intercept (also im
Schéitzer zur Variablen stage 4) enthalten ist. Die Ergebnisse sind in

[Tabelle 15 angegeben.

‘ MASS1 MASS2

Massepunkte 1.089
Gewichte 0.792  0.208

Tabelle 15: Geschédtzte Massepunkte und Gewichte wie in Output

Mochte man die beiden Massepunkte explizt haben, kann diese
leicht tiber den Zusammenhang

MASS1.exp = Intercept,
MASS2.exp = MASS2 + Intercept.

berechnet werden. Damit erhilt man die in angegebenen
Ergebnisse.
MASS1.exp MASS2.exp

Massepunkte —0.045 1.044
Gewichte 0.792 0.208

Tabelle 16: Geschitzte Massepunkte und Gewichte (explizit)

In sind die Entwicklungen der Disparitdt sowie der

geschidtzen Masspunkte im Laufe des EM-Algorithmus dargestellt.
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Abbildung 8: Poissonmodell: NP

15

Schitzt man das Modell unter der Annahme einer konditionalen
Negativen Binomialverteilung, erhdlt man sowohl bei der Schiatzung
mittels GaufS-Hermite Quadratur als auch bei der nichtparametri-
schen Schitzung negative Werte fiir &. Wie bereits in den vorherigen
Kapiteln diskutiert, ist in diesem Fall die Berechnung der Standard-
fehler problematisch, weswegen auf die Angabe der Ergebnisse ver-

zichtet wird.
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Teil VI

APPENDIX

Der Appendix gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil
werden Ergdnzungen - insbesondere ausfiihrliche Rech-
nungen und Herleitungen - zu den vorangegangenen Ka-
piteln angegeben. Dies soll das schnelle und einfache Ver-
stindnis der Theorie erleichtern. Der zweite Teil ist Imple-
mentierungen gewidmet. Einige Methoden, die in dieser
Arbeit vorgestellt werden, wurden in R implementiert und
sind - sofern es der Code-Umfang zuldsst - in diesem Ab-
schnitt zu finden. Der letzte Teil sind die Daten, mit denen
gearbeitet wurde, abgedruckt. Dadurch ist die Nachvoll-
ziehbarkeit der Ergebnisse gewdhrleistet.



BERECHNUNGEN

A.1 UBERDISPERSIONSMODELLE

In diesem Abschnitt sind Details und Ergdnzungen zu zu
finden.

In wird die fiir den EM Algorithmus zentrale Funktion
zitiert. Die Herleitung dieser wird an dieser Stelle nachgeholt.

Q9P

I
M=

1
7. 17 96 (Z:)dZs
- F{y:o10) Jlogf(yuzllﬂ)f(yllzuﬁ )$(Zi)dZ;

Z 1ng Yi, Z; |‘8) (UI|Z]/8(t))7—[)
Z] 1f(yl|Z]/ )7[]

|_..
Il

|_.
I
=

Il X
M= 1M
|:|x

i log f(yi,z19)

._.
I
-
-
I
-

wi} llog m; + log f(yilz;, )],

|
M-
M-

,4
I
=
-
[
=

7t Ty
Y mfu
Da wir stets nur die Approximation von Q(9}9(t)) benstigen werden,
fithren wir die Notation

wobei wij = und fy; = f(yilz;, 9).

19|19 ZZW llog 7t; + log f(yilz;, V)]

ein.
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A.2 ZUFALLIGE KOEFFIZIENTENMODELLE

Hier werden Ergdnzungen zu angegeben. Die Berechnung

der Kovarianz der transformierten zufélligen Effekte in [Abschnitt 4.1
kann in der folgenden Rechnung nachvollzogen werden.

Ziui — pr

V1 —p2

Cov[Zi, W] = E[Z{U;] —E[Z{] E[U;] = E
=0

1
=—— | E[Z;U;] — p Var[U;]
1—p? H/—’1
1
=——— | Cov[Z;, Ui] + E[Z{] E[Ui] —p
1— pz S~ N
—0 =0
1
= p/Var[Z;] /Var[U]—p | =0.
Y

=1 =1
A.3 VARITANZKOMPONENTENMODELLE

Im Normal-Normal Modell gilt yi; ~ N (xiTj B, O'ZZ + 02). Fiir die Kova-
rianzen ergibt sich daraus schliefslich

Covlyij, yxtl = Elyijyt] — ElyylEyal
=E [(XEB)(XLB) +xfiBext + X Beij + eijert
— (x{;B) (x4 B)
= XiTj B Elext] +xu B Elei;] +E[eijer1]
-0 -0
=E [(02Z; + &) (02 Zk + &x1)]
= 02E[Z{Z)].
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A.4 DAS NEGATIV BINOMIALMODELL

Dieser Abschnitt dient als Ergdnzung zu Die marginale
Dichte der Y; im Negativ Binomialmodell kann wie folgt hergeleitet
werden:

flyilw) = L f(yilZy, i) f(Zy)dZ;

x * Yi,—Zipni 7x—1 —ocZ
= (niZy)Yie “iHizZ? tdZy
r( )Ul 0
Yi oo
T
- Tledyq!

a*uft Tlyit+o)

- T(yi! (ny + x)yite
- Tlyi+«) ( Hi >yi< o >“
C T(edyi! \mi+« mit+o)

Fir Y; ind NegBin(«, pi) erhdlt man aus der Turmeigenschaft die
ersten beiden Momente {iber,

E[Y;] = E [E[Yi|Z{)] = wE[Z;] = uig =,

Var[Y;] = E[Var[Yi|Zi]] + Var [E [V;|Zi]] = wE [Zi] + p?Var [Z4]

x 5
= Wi +uf 7 =m+ -

A.5 STANDARDFEHLER IM EXPONENTIALFAMILIENMODELL

A.5.1  Normalverteilte zufillige Effekte

Die folgenden Herleitungen sind [Abschnitt 10.1] zuzuordnen. Zu-
néchst ist eine detaillierte Berechnung der Ableitung der Gewichte
wit nach dem Parameter 9 (vgl. angegeben.

aWu . 0 exp <ﬂyl )( +C(yud))) ™
oY aﬁ Zmz] f(yi|zm/ )Tfm

f(yilzy, 9)m [yi—b'(ﬁ) pE ﬂmaa‘gf(ydzm,ﬁ)]

fic(yil0) ald) fic (yil9)

sl 0 flyilzi, ) a
= 4 i /‘8
(U 9) < f(Yilzm, D Z m e (Yald) (Ul‘zm )

2 K
35 f(Yilzm, D) 25 f(Yilzm,9)
29 Z 29
= W; -_— Wi P ——
ll( flyilze, ) =" flyilzi,9)

k
=Wit | Sit— Z WimSim | -

m=1
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Im Falle von Varianzkomponentenmodellen, muss die
Clusterung  beachtet werden. Also gilt f(yilz,d) =

]_[)Ti1 exp (ﬁyg(;d;(ﬁ) + c(yij, cb)). Die Ableitung von wj nach 9
findet man in diesem Fall jedoch analog zur obigen Rechnung. Die
Ergebnisse sind dabei ident.

Als néchstes wird nachgewiesen, dass

88'1
Ey [Wususﬂ = —Ex [Wuaé} -
Wir berechnen zunédchst den Erwartungswert auf der linken Seite.

.
Ey [Wususﬂ = | wirsusi fr (yi9)dy:

[ f(yilzy,9)m [0 2
= | s 39 logflyilzy, fr (us .
| ety \ a9 o8 iz d) ) filyi®)dy

[ f(yilzy,9)m [0 2
S A L e AP (N O Y 4
| Fuiz, 02 \ 29 (yilz,9) ) dyy
.

0
= ﬂlsil%f(ydllzﬁ)dyi'

Man beachte, dass bei den quadratischen Ausdriicken das jeweili-
ge Vektorprodukt gemeint ist. Zum Beispiel steht (2 log f(yilzi, 19))2

fur a% log f(yilzi, d) [% log f(yilzl,m‘})] T Der Erwartungswert auf der
rechten Seite vereinfacht sich zu

0s; [ 0s;
i 11} = Wuai{;lfk(yﬂﬁ)dyi

r

o [0
=— f(yi|21119)7'[l$ (aﬁlogf(yilzhﬁ)> dy;

f(yilzy, D (yilzy, 9) — ' (yilz, 9)?
— | (Yilze, 9" (yilz1, D) (Yilz1,9) dy;
J f(Ui‘leﬁ)

r

0
= — | mf”(yilzy, 9 dyi + Jﬂlsila%ﬂyizlra)dyi

0
= Jﬂlsuaﬁf(ydll,ﬁ)dyi-

In der obigen Notation bezeichnen die nicht ndher spezifizierten
Ableitungen stets Ableitungen nach .

A.5.2  Nichtparametrische Schitzung

Die Herleitungen in diesem Abschnitt sind [Abschnitt 10.2| zuzuord-
nen.
Zundchst berechnen wir Ey [g, (9, @)]. Wegen an:] m = 1 gilt
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r k—1
IE [9(9(‘9 (P) Z Z nlelJ’ Wit _Wl)dyl
i=1 1=1
r k—1
mf(yilzy,
= Z Z J <W — m) fi(yild)dys
i=11=1 kUi
r k—1 r
=) ) nam Jf(Ui|Zl/8)dyi —Jfk(ydﬁ)d}h}
i=1 1=1 L
S - K
= Z Z nieym | 1— Z ﬂme(yi|Zmrﬁ)dyi]
i=1 1=1 -
S - K
= Z Z n{élm 1— Z ﬂm]
i=1 1=1 -
=0.

Hier ist die Berechnung der Gewichte wi; nach den Parametern ¢
fir ' = 1,...,k— 1 angegeben. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
geben wir zundchst die Ableitung von fy (yi[¥) an.

afk(‘th9
dors a(Pv Z f(Yilzm, D)
k—1
= 2 ftydei 0)e <) 4 3 tlyilem, d)een 12
P —
= (—a;(é‘l‘f)) [f(yazk,a)ew
k—1
T Z f(yi|zm/8)e(pmﬂ<((p) +f(yi|zll,{))e‘91'*'<((9)
m=1

= mAf(yilzi, 9) —mr Y f(yilzm, 9)mm

= my [f(yilzy, 9) — fic(yi[9)].
Fur U7 # 1 gilt damit

owit 0 mf(yilzy, 9)
dor oy fi(yild)
—mf(yilzy, 9 fyilzy, 9)
fi(yil9)?2
= —WiuWwiqu
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und fiir I/ =1
owit 0 mflyilz, )

o1 01 fr(yild)
m (1 —m)f(yilze, 9)fi (Yild) — mf(yilzy, 9) [F(yilzy, 9) — fi (yild)]

i (yil9?)
mf(yilzy, 9)[fi (yild) — mflyilzy, 9)]
fic(yi9)?

2

Die obigen Resultate verwenden wir nun, um die folgenden Ablei-
tungen zu erhalten. Fireinm € {1,...,k — 1} gilt

9gs (9, @) owiy
0Qm Z Z ( , ) .
= Zwlmslm Z Zwllwlmsll

i=11=1

Insgesamt erhalten wir also
k-1

T k _
agﬁ 8 (P Z Z Wlmslme;_ Z Z Wllwlmslle

i=1 m=1 i=11=1 m=1

T

Wir betrachten wieder zundchst die Ableitung nach ¢, fiir ein m €

{1,...,k—1%

r k—1

9910 ) =y anel Wu—m)

0
Pm i=11=1
r k—1

=Y > mie wibiom — WiWim — T (81—m — 7w )]
i=11=1
r k—1

T
= ) Ni€mWim —7tm) — ) ) Mi@(WiWim — 7).
i1

i=11=1

Fiir die Ableitung nach dem gesamten Vektor ¢ ergibt sich damit

9go (9, -
g(p @) ZZTHeme (Wim — Ttm)

i=1 m=1
T

K—T kT
~ =T
- E E E €€, (WiutWim — M7 ).
im1 1=1 m—1

Als Hilfsmittel benétigen wir die folgenden beiden Resultate:

Exlwill = Jwitfk(yif})dyi = WLJf(yi|ZL,19)dyi =m
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und

fi(yild)dys

Jf(ydlt,ﬁ) 0 log f(yilz1,9)
fr(yild) 0d

J (yilzl, ¥)dyy

A6 STANDARDFEHLER IM NEGATIV BINOMIALMODELL

Die folgenden Ergdnzungen beziehen sich auf Zunichst
berechnen wir die Ableitung der a posteriori Wahrscheinlichkeiten
wyy. Allgemein gilt

m [T fyylz, 9)
fie(yild)

T 1—[ 91;+0€) Hiji Yij o *
=1 Tlayyy! it Mijit+o
Zk T 1—[ (91]4‘“) Hijm Yy x «
m=1"M1L=1 T(a)yy! \ tijm+e Hijm+&
m [T pi \ Y9 o x
Ul Lj=1 i+ Hijito
K T (R )P (e )
m=1"M1L=1  nijm+a Hijm+ o

Es bezeichne nun

wil =

5 - s Hijm v x x ( |19) s r( )yl)
= Tt —um %) = f(us Y
Z ml:[ (Hijm‘f’(x) <Hijm+(x> Kt r(‘:h)"‘“)

Auflerdem schreiben wir

exp :ﬁ Cmg \PY L« T
l. o7 \HijL T mijLto/)

Wegen exp; = el°8¢*P1 gilt

exp, =exp | Y yijlog piji — yij log(uij + ) + eclog o — aclog (st + )

i=1
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Die Ableitung nach « ist dann weiter

owiy 0 1L eXpy

o Y mmexpy,

ny
- Hijl — Yij x
= T exp, - []]—i-lo ()]
P ]; Hijl + 8 Hijt+ &

k ng
- Hijm — Yij x
— 3! Tl €X [ ) ) +1o ()}
Z_1 me Kijm + & & Wijm + &

j=1
m (T a2 ) flyilzt, 9)
(T ) felyi)
St o (T ) f(yilzm, 9)ess,
(T Fo st ) i (yilo)

k
Y 2 me1 Tmf(yilzm, 9,
' fie(yild)

x
Ci1 —

k
x X
= Wil Cil_E WimCim (-
m=1

mit ¢ = 3, [% + log (Mjfﬂm)]. Fiir die Ableitung nach §3

stellen wir zunéchst fest, dass

OLiit 0
LA ~—exp (xiT]-B +ugzl> = xgpiﬂ.

op 0B
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Damit gilt
owyr 0 eXp,

aﬁ B Z]%:1 T[mexpm

ny

_ OMiji (Ui' Yy +
=2 'mex ) L _ =
LRy ]; 0B \Hijt  Mijlt+«a

g

k
= Owijm (Yiyj Yy +«&
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- X mE_1 Tim €XP,, E B < - )
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A.7 DIE LOUIS FORMEL

Hier geben wir Erganzgunen zu an. Fiir unsere erste An-
wendung in [Abschnitt 13.1.1 - namentlich die Herleitung der Stan-
dardfehler tiber die Louis Formel im Poissonmodell mit normalver-
teilten zufélligen Effekten - benttigen wir die vollstandige Scorefunk-
tion. Diese erhilt man tiber

f'ly, Z19) _ f'(ylZ,9)e(Z)

Sc(y, ZP) = =
W20 = 719) = TwiZ )0 (Z)
f'(ylZ,9) 03 -«
= = — log f(yilZ,d
’ aa{) :111 e M ’ %eim aa}él PL?I 1(91_H1)
- ME - Z ME
i=1 y‘i! e Hi i=1 1;)11! e Hi
i at‘;l (yi — i) _ i %;rul(yl i)
i M i Ui
N
= ij (91 - }‘Ll)l

i=1

wobei ¢(-) die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung ist.
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Im Negativ Binomialmodell benétigen wir in|{Abschnitt 13.1.2.2|den

22 f(y;1Z;,0) T . N .
Ausdruck %“—Z/Eg‘)aﬁ Dazu berechnen wir zunéchst nur die ge-
1 17

22 (yilZ:,8).
2T

? Tlyito) [ wm \V ([ a \©
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IMPLEMENTIERUNGEN

B.1 IRLS-METHODE

Code 4: IRLS

IRLS = function(y,x,weights,offset,beta®,alpha0,tol,max_iter){

require(MASS)

n <- length(y)

p <- dim(x)[2]

alpha <- alpha0

beta <- beta0

iter <- 1

cond <- TRUE

alpha.dev <- matrix(,nrow=1l, ncol=max_iter)
alpha.dev[1l] <- alpha

beta.dev <- matrix(, nrow=p, ncol=max_iter)
beta.dev[,1] <- beta

while(cond){
mu <- exp(x%x*%beta + offset)
w <- as.numeric(mu/(1l+mu/alpha))
W <- diag(w)
z <- log(mu) + (y-mu)/muxweights

beta.old <- beta
mat <- t(x)%x% W %*% X

e <- sqrt(.Machine$double.eps)

Xsvd <- svd(mat)

Positive <- Xsvd$d > max(e x Xsvd$d[1L], 0O)

if(!all(Positive)) warning(gettextf("Matrix (almost) singular
in iteration %d! Moore Penrose Inverse is used.", iter))

beta <- ginv(mat)%*%t (X)%*%Wes*%z
alpha.old <- alpha

psil <- digamma(alpha)

psi2 <- digamma(y+alpha)

psi3 <- trigamma(alpha)

psi4 <- trigamma(y+alpha)

la <- sum(weights=*(log(alpha)+1l-psil+psi2-log(mu+alpha)- (y+
alpha)/(mu+alpha)))
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16

B.2 ZUFALLSZAHLENGENERATOR
laa <- sum(weightsx*(1l/alpha-psi3+psi4-1/(mu+alpha)-(mu-y)/(mu
+alpha)”2))
alpha <- alpha.old-la/laa
iter <- iter+l
alpha.dev[iter] <- alpha
beta.dev[,iter] <- beta
old <- rbind(alpha.old, beta.old)
new <- rbind(alpha, beta)
delta <- norm(old-new)
cond <- (iter<max_iter) && (delta > tol)

fit <- list(alpha=alpha, beta=beta, iter=iter, delta=delta, alpha
.dev=alpha.dev, beta.dev=beta.dev)

B.2 ZUFALLSZAHLENGENERATOR

Fiir die Durchfiihrung der Monte Carlo Studie benétigen wir einen
Zufallszahlengenerator, der einen Responsevektor, der vorgegebenen
Modellspezifikationen gentigt, erzeugen kann. Dafiir steht die Funkti-

on rand.y () zur Verfiigung, welche in vorgestellt wird.

Code 5: rand.gq()

rand.y <- function(X, distribution, random.distribution="normal’,
sigma, beta, alpha, r, seed){
require(npmlreg)
Call <- match.call(expand.dots=TRUE)

if(!missing(seed)){set.seed(seed)}
n <- dim(X)[1]

if(missing(r)){r <- n}

size <- n/r

if(r == n){type <- "overdispersion"}

if((size-floor(size)==0)&(r<n)){type <- "variance component"}

if(r>n){stop("number of clusters must be smaller than sample
size")}

if(size-floor(size)!=0){stop("only clusters of the same size
are supported")}

if(!(distribution %in% c("poisson", "negbin"))){stop("only '
poisson’ and ’'negbin’ supported")}

if(distribution=="negbin"&&missing(alpha)){stop("alpha must be
specified for ’'negbin’")}
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B.2 ZUFALLSZAHLENGENERATOR

if(!(random.distribution %in% c("normal", "t", "uniform",
logistic", "lognorm"))){stop("random.distribution not
supported")}

if(random.distribution=="t"&sigma<l) (stop("sigma must be
greater than 1 in case of Student’s t-distribution"))

p <- length(beta)
d <- dim(X)[2]

if(d==p){Intercept=FALSE}
if(d==p-1){Intercept=TRUE}
if(!(d %in% c(p,p-1))){stop("beta and X do not fit")}

if(Intercept){X <- cbind(rep(1,n),X)}

if(random.distribution=="normal"){Z <- rnorm(r,0,sigma)}
if(random.distribution=="1t"){

df <- 2xsigma~2/(sigma”2-1)

Z <- rt(r,df)

}
if(random.distribution=="uniform"){Z <- runif(r,-1,1)}
if(random.distribution=="1ogistic"){

scale <- pi™2/(3xsigma”2)

Z <- rlogis(r,location=0,scale=scale)
}
if(random.distribution=="1ognorm"){

mu <- -sigma”2/2

Z <- rlnorm(r,mu,sigma)-1

}
Z <- matrix(expand(t(Z),size),n,1)
mu <- exp(as.matrix(X)%*%beta+Z)

if(distribution=="poisson"){y <- rpois(n,mu)}
if(distribution=="negbin"){y <- rnbinom(n,size=alpha,mu=mu)}

list(Call=Call, y=y, type=type, Intercept=Intercept,
distribution=distribution, random.distribution=random.
distribution, mu=mu, p=p)
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DATEN

C.1 DATENBEISPIEL

Fiir unser Datenbeispiel verwednen wir die Ergebnisse einer Studie
zur Bakterienbelastung. Der vollstindige Datensatz ist hier nun abge-
druckt. Details zu den Bezeichnungen sind in zu finden.

Code 6: Datenbeispiel

> data

date site.all humi temp bl b2 b3 b4 b5 b6
6 8.03 6 29 106 2 1 0 2 1 1
7 8.03 7 23 16 1 06 06 1 1 0
13 22.03 6 37 7 2 1 2 1 3 2
14 22.03 7 38 7 1 2 2 4 2 0
20 5.04 6 31 12 3 2 4 5 1 1
21 5.04 7 32 12 3 061 06 2 0
27 19.04 6 33 2. 9 3 1 1 2 1
28 19.04 7 38 20 2 11 2 2 7
34 2.05 6 25 22 2 1 1 2 11
35 2.05 7 27 19 1 06 2 3 0 2
40 16.05 6 30 19 0 3 3 412 1
41 16.05 7 36 20 61 2 3 2 3
47 7.06 6 72 17 1. 06 2 1 3 3
48 7.06 7 71 17 6 6 2 06 1 1
54 13.06 6 45 20 2 1 1 06 1 1
55 13.06 7 54 18 3 2 3 1 4 2
61 27.06 6 47 24 3 2 4 1 3 3
62 27.06 7 45 25 3 5 1 1 0 3
68 12.07 6 40 30 0 0 0 1 1 1
69 12.07 7 39 30 2 061 1 0 1
75 25.07 6 33 3111 7 06 0 0 1
76 25.07 7 35 30 5 3 4 4 2 1
82 8.08 6 53 28 0 1 0 2 0 0O
83 8.08 7 48 28 2 2 1 2 3 1
89 22.08 6 43 29 1 06 3 06 2 0
90 22.08 7 45 29 3 6 6 2 1 2
9% 5.09 6 36 21 9 1 4 1 3 2
97 5.09 7 42 201 1 2 4 0 1
103 19.09 6 83 17 2 1 1 2 2 0
104 19.09 7 85 16 2 1 1 2 2 0
110 4.10 6 44 241 1 1 1 0 5
111 4.10 7 48 24 1 2 3 1 5 8
116 17.10 6 51 17 2 2 0 6 7 3
117 17.10 7 58 15 5 6 3 2 2 1
123 31.10 6 88 12 01 2 2 2 0
124 31.10 7 88 12 3 06 2 3 2 3
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C.1 DATENBEISPIEL

11 3 4 0 0 2 3
10 6 5 0 5 6 5
8 2 0
9 2 1

65

6
7

130 14.11
131 14.11
136 28.11

71

1 0 0 4

1

67

2 12 36

69

137 28.11

143 13.12
144 13.12

149 3.01

6

74 -1 61 061 1
-1 3 2

86
85

1 0 1

1

-2 4 3 3 3 3 2
331 06 1 4 2

3
-5

150 3.01

86
87
77
81

156 9.01
157 9.01
163 23.01
164 23.01
170 6.02
171 6.02
177 21.02
178 21.02

1 2 06 21

1

0
2

1 41
-6 3 0 06 0 1
-2 01
-2 0 0

1 0
30

1

1

1
1 2 312 0

51

1 06 0

56
58
60

5 06 2 06 6 0 0
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