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Kurzfassung

Variationsungleichungen treten in vielen Anwendungen auf, wie zum Beispiel in einigen
Bereichen der Physik und Mechanik. In dieser Arbeit wird das Signorini-Randwertpro-
blem der Poisson-Gleichung als Modellproblem betrachtet. Ziel ist es, ein Losungsver-
fahren zu entwickeln, um Néaherungslosungen des Problems zu bestimmen. Dazu wird
gezeigt, dass das kontinuierliche Problem unter gewissen Voraussetzungen eine ein-
deutige Losung besitzt. Weiters wird eine diskrete Version des Problems hergeleitet.
Auch fir die diskrete Version wird die eindeutige Losbarkeit unter gewissen Voraus-
setzungen gezeigt, sowie die Konvergenz der Naherungslosungen gegen die Losung
des kontinuierlichen Problems. Zur Losung des diskreten Problems wird ein halbglat-
tes Newton-Verfahren hergeleitet und gezeigt, dass dieses Verfahren einer Aktiven-
Mengen-Strategie entspricht. Mit diesem Verfahren werden schliefSlich zwei numerische
Beispiele gerechnet und die Ergebnisse présentiert.



Abstract

Variational inequalities arise in many applications, such as in the fields of physics and
mechanics. In this work the Signorini boundary value problem of the Poisson equation
is considered as a model problem. The aim of the work is to develop an algorithm to
calculate approximated solutions of the problem. For this purpose it is shown that the
continuous problem has a unique solution under certain conditions. Then a discretized
formulation of the problem is derived for which the unique solvability is shown too,
as well as the convergence of the approximated solutions to the solution of the conti-
nuous problem. In order to solve the discrete problem, a semi-smooth Newton method
is derived and it is shown, that this method can be interpreted as an active set strat-
egy. Finally two numerical examples are solved with this method and the results are
presented.
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Einleitung

Viele Probleme aus den Bereichen der Physik und Mechanik, aber auch aus der Opti-
mierung und den Wirtschaftswissenschaften, fithren auf Variationsungleichungen. Ei-
nige Beispiele sind in [11] zu finden. Fiir einige Jahre war das Signorini-Problem das
wichtigste Beispiel fir die Anwendung von Variationsungleichungen in der klassischen
Physik. Ein kurzer Uberblick iiber das Signorini-Problem und die Geschichte von Va-
riationsungleichungen wird in [1] gegeben.

In dieser Masterarbeit wird ein Signorini-Randwertproblem der Poisson-Gleichung als
Modellproblem betrachtet. Ziel der Masterarbeit ist es, die bendtigte Analysis und
Numerik zur Losung des Modellproblems zu erarbeiten und schliefSlich ein spezielles
Losungsverfahren, ein halbglattes Newton-Verfahren, zu entwickeln, um Néherungslo-
sungen des Signorini-Randwertproblems zu bestimmen.

Im ersten Kapitel wird das Signorini-Randwertproblem der Poisson-Gleichung vor-
gestellt, welches in dieser Arbeit als Modellproblem verwendet wird. Anschlieend
wird eine dazu aquivalente Variationsungleichung hergeleitet. Fiir diese Variations-
ungleichung wird dann eine allgemeinere Formulierung angegeben. Die Inhalte dieses
Kapitels sind [7] und [8] entnommen. Im zweiten Kapitel wird untersucht, unter wel-
chen Voraussetzungen diese allgemeine Formulierung eindeutig 1osbar ist. Als Grund-
lage wurde hier [14], [15], und [16] verwendet. Das dritte Kapitel beschaftigt sich mit
der Diskretisierung der allgemein formulierten Variationsungleichung. Es werden Be-
dingungen angegeben, unter denen die Losungen des diskretisierten Problems gegen
die kontinuierliche Losung konvergieren. Die Darstellung ist [7] entnommen. Im vier-
ten Kapitel werden die allgemeinen Ergebnisse auf das Signorini-Randwertproblem
angewandt. Zuerst wird gezeigt, dass das Modellproblem unter gewissen Vorausset-
zungen eine eindeutige Losung besitzt. Anschliefend wird ein kurzer Uberblick tiber
finite Elemente gegeben, mit deren Hilfe dann eine diskrete Version des Problems
angegeben wird. Die Darstellung tber finite Elemente ist [2] und [13] entnommen.
Fir das diskrete Problem wird ebenfalls die eindeutige Losbarkeit gezeigt, sowie die
Konvergenz der Naherungslosungen gegen die Losung des kontinuierlichen Problems.
Als Grundlage fir die Konvergenzanalysis wurde [3] verwendet. AbschlieBend wird ei-
ne zur diskreten Variationsungleichung dquivalente Formulierung angegeben, die im
néichsten Kapitel verwendet wird. Im fiinften Kapitel wird zunéchst ein halbglattes
Newton-Verfahren eingefithrt, und dieses auf die letzte Formulierung aus dem vier-
ten Kapitel angewandt. Anschlielend wird gezeigt, dass das so erhaltene Verfahren
einer Aktiven-Mengen-Strategie entspricht. Abschlieend werden Bedingungen ange-
fithrt, fiir die das halbglatte Newton-Verfahren, angewandt auf das Modellproblem, fiir
beliebige Anfangsvektoren gegen die eindeutige Losung konvergiert. Basis fiir dieses
Kapitel ist [9] und [10]. Im sechsten Kapitel werden zwei numerische Beispiele mit dem
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Algorithmus aus dem fiinften Kapitel gerechnet und die Ergebnisse préasentiert. Im ab-
schliefenden Kapitel werden noch einige offene Probleme und mogliche Erweiterungen

angesprochen.



1 Problemstellung

Variationsungleichungen treten in vielen Anwendungen auf. Als ein Beispiel seien rei-
bungsbehaftete Kontaktprobleme in der Mechanik genannt. In diesem Kapitel wird zu-
erst das Signorini-Randwertproblem der Poisson-Gleichung vorgestellt, das in weiterer
Folge als Modellproblem dient. Anhand eines kurzen Beispiels wird gezeigt, wie eine
mathematische Modellierung zu den speziellen Randbedingungen am Signorini-Rand
fithren kann. Anschliefend wird eine zum Signorini-Randwertproblem dquivalente Va-
riationsungleichung hergeleitet. Zum Schluss wird eine allgemeinere Formulierung die-
ser Variationsungleichung angegeben. Die Grundlagen fiir dieses Kapitel sind [7] und
8] entnommen.

1.1 Signorini-Randwertproblem

Als Modellproblem betrachten wir das Signorini-Randwertproblem der Poisson-Glei-
chung,

—Au = f in{,

u = 0 aufIp,
0
—u = gy aufly,
on
0 0
u<gs, —u<0 —u(u—gs) = 0 auflg. (1.1)

on on

Dabei sei 2 C R” (n = 2,3) ein Lipschitz-Gebiet, I' := 092 der Rand des Gebietes €2

und es gelte, dass I' die disjunkte Vereinigung von I'p, I'y und I's ist. Der Einfachheit

halber setzen wir im Folgenden I'p N T's = ) voraus. Andernfalls ist g¢ € H'/?(I'g)

geeignet zu wahlen. Die dritte Bedingung %u (u— gs) = 0 am Signorini-Rand zeigt,

dass sich der Rand I's in zwei Teile aufspalten léasst, wobei auf einem Teil © = gg und
0

auf dem anderen 7-u = 0 gilt. Findet man diese zunédchst unbekannte Aufteilung, so

ist auch das Problem gelost. Man hat also ein freies Randwertproblem.

Beispiel

Das folgende Beispiel zeigt eine Moglichkeit, wie sich die Signorini-Randbedingungen
durch die Modellierung einer Stromung ergeben konnen. Im Gebiet {2 befinde sich
eine Fliissigkeit, deren Druck im stationdren Zustand u sei. Die Fliissigkeit kann iiber
den Rand I's das Gebiet verlassen, allerdings kann von auflen keine Fliissigkeit in das
Gebiet eintreten. Am Signorini-Rand wird ein Druck gg aufgebracht. Es konnen zwei

11
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Falle unterschieden werden. Gilt u(z) < gs(z), so wiirde Fliissigkeit von aufien in das
Gebiet €2 flielen. Dies wird jedoch vom Rand verhindert. Der Fluss ist also gleich Null
und es gilt Zu(z) = 0. Die Annahme u(z) > gg(z) fithrt auf Zu(z) < 0, da der
Rand ein Ausstromen der Fliissigkeit zulésst. Da u in einer Umgebumg von z stetig
ist, gilt fir einen unendlich diinnen Rand u(z) = gg(z) [5]. Damit ergeben sich die
drei Bedingungen am Signorini-Rand.

1.2 Aquivalente Variationsungleichung

Im Folgenden wird eine zum Signorini-Randwertproblem équivalente Variationsunglei-
chung hergeleitet. Sei die Menge K der zuladssigen Funktionen als

K = {w € Hyp(Q), w—gs<0 auf FS}
mit
H) p(Q) = {w e H'(Q), w|r, =0}

definiert. u und v werden im Folgenden aus der Menge K gewéhlt. Multiplikation
der Poisson-Gleichung mit (v — u), Integration tiber das Gebiet Q2 und Anwenden der
Greenschen Formeln ergibt

/f(v—u)dx:/—Au(v—u)d:v:/Vu-V(v—u / u(v — u)ds,.
Q 0

Q

Da u und v aus K sind, ist das Integral iiber den Dirichlet-Rand Null und man erhalt
/Vu Vv—uda;—/fv—udfn—l—/a—u dsgc—l—/gNU—u)dsm

Fiir das Integral tiber den Signorini-Rand I'g gilt unter Berticksichtigung der Randbe-
dingungen und der Eigenschaften der Elemente aus der Menge K

/—uv—udsx / u(v—gs dsl,—i—/ u(gs — u) ds; > 0.
=0

Dadurch ergibt sich die folgende Variationsungleichung: Suche v aus K, sodass

/Vu V(v —u)dz > /f(v —u)dx + /gN(U —u)ds, YveK (1.2)

gilt. Diese Variationsungleichung ist dquivalent zum Signorini-Randwertproblem (1.1).
Eine Richtung der Aquivalenz wurde durch die Herleitung von (1.2) gezeigt. Um die
andere Richtung zu zeigen, geht man von der Variationsungleichung aus und setzt
v =u+ ¢ mit ¢ € C°(2). Das heifit, ¢ sei ein Element aus der Menge der unendlich
oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger. Das ist moglich, da ¢ am
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Rand Null ist und C§°(£2) eine Teilmenge von H'(Q). u+ ¢ ist also wieder ein Element
aus K. Damit ergibt sich

/Vu-V¢d:v > /fd)dx Vo € C(Q).
Q Q

Das Integral iiber den Neumannrand fallt weg, da ¢ am Rand Null ist. Setzt man
v =u — ¢, so erhalt man

/ Vu - Vodr < / fode Vo€ O(Q)
Q Q

und somit zusammen

/Vu Vedz = /fqbdx Vo € C2(9).
Q Q

Dies entspricht der Gleichung —Au = f in € im distributionellen Sinn. Da u aus K
ist, gilt sowohl u = 0 auf I'p, als auch u < gg auf I'g. Multiplikation der Poisson-
Gleichung mit (v — u), Integration tiber das Gebiet € und Anwenden der Greenschen
Formeln ergibt

/—uv—udsz /Vu Vv—udx—/fv—u Vv € K.

Berticksichtigt man die Variationsungleichung (1.2) so ergibt sich

/—uv—udsx>/gN v—u)ds, Yve K. (1.3)

Sei die Menge V' definiert als

Vi={peC®Q), ¢lr, =0, ¢lry =0}

Sei weiters v € V. Da u aus K ist, ist auch u £ aus K. Setzt man einmal v = u+ ¢
und einmal v = u — 9, so erhalt man

B
/ S uds, = / gnbds, Vi €V
Tn Tn

Damit gilt 2u = gy im Sinne von H~'/*(T'y). Zusammen mit Gleichung (1.3), sowie
unter Berucksmhtlgung, dass u = 0 und v = 0 auf I'p gilt, erhilt man

/—uv—udsx>0 Vv e K. (1.4)
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Sei jetzt 1 > 0 auf I's. Setzt man v|p, = u|ry — 9 so erhdlt man

/auwdsgﬁ <0 V>0
on

s

und damit u < 0 fast tberall auf I'g. Setzt man nun v|p, = gg bezichungsweise
Vlpg = 2U|[‘S — gs in Gleichung (1.4) ein, so ergibt sich

/—uu—ggdsx—()

und damit %u(u — gs) = 0 fast iiberall auf I's. Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

1.3 Allgemeine Formulierung der
Variationsungleichung

Allgemeiner lasst sich die Variationsungleichung (1.2) wie folgt formulieren: Suche u
aus K, so dass
a(u,v—u) >1l(v—u) YvekK (1.5)

gilt. Dabei sei X ein reeller Hilbert-Raum und K eine nichtleere abgeschlossene und
konvexe Teilmenge von X. X* bezeichne den Dualraum von X. Die Bilinearform

a(-,-): X x X =R
sei stetig und X-elliptisch und das lineare Funktional

[: X —R

sei stetig, das heifft [ ist aus X*. Im Folgenden wird zunéchst die Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung von (1.5) unter bestimmten Bedingungen gezeigt. Anschlie-
Bend wird fiir eine Approximation des Raumes X und der Menge K ebenfalls die
Existenz und Eindeutigkeit einer Naherungslosung gezeigt, sowie die Konvergenz der
Naherungslosungen gegen die exakte Losung. Ziel ist schlieBlich die Konstruktion eines
Losungverfahrens, um Naherungslosungen des Signorini-Randwertproblems zu bestim-
men.



2 Eindeutige Losbarkeit von
Variationsungleichungen

Ziel dieses Kapitels ist es, die eindeutige Losbarkeit von Variationsungleichungen der
Gestalt (1.5) unter moglichst schwachen Voraussetzungen zu zeigen. Dazu wird zuerst
das Minimierungsproblem

inf [F(v) — (1, v)) (2.1)

betrachtet und gezeigt, unter welchen Bedingungen dieses Problem eine Losung besitzt.
F ist dabei eine Abbildung von einer Teilmenge K eines Banach-Raumes X in die
reellen Zahlen. (I,v) bezeichnet den Wert des Funktionals [ € X* in v, das heifit I(v).
Im nachsten Schritt wird gezeigt, dass dieses Minimierungsproblem unter gewissen
Voraussetzungen der folgenden Variationsungleichung entspricht: Suche u € K, so

dass
(F'(u) —l,bv—u) >0 YveK (2.2)

gilt. Dabei ist F'(u) die Gateaux-Ableitung von F'(u). Weiters wird gezeigt, dass die
Losung eindeutig ist, sofern sie existiert. Mithilfe dieser beiden Aussagen lasst sich
dann die eindeutige Losbarkeit von Variationsungleichungen der Gestalt (1.5) zeigen,
sofern die Bilinearform a(-,-) symmetrisch ist. Da dies fiir das Signorini-Randwert-
problem der Poisson-Gleichung der Fall ist, wird dieses Ergebnis verwendet, um in
Kapitel 4 die eindeutige Losbarkeit des Modellproblems zu zeigen. AbschlieBend wird
in diesem Kapitel noch ein allgemeineres Ergebnis vorgestellt, das die eindeutige Los-
barkeit der folgenden Variationsungleichung zeigt: Suche u € K, so dass

(Au—liv—u)>0 YveK (2.3)

gilt. Dabei wird weder die Symmetrie noch die Linearitét des Operators A : X — X*
vorausgesetzt. Die Grundlagen in diesem Kapitel wurden [14], [15] und [16] entnom-
men.

Bevor nun die angefiihrten Aussagen gezeigt werden, werden einige Begriffe definiert
und ein Lemma gezeigt, das fiir die kommenden Beweise benotigt wird.

2.1 Grundlagen

Definition 2.1. [14, S. 215]
Sei X ein Banachraum und (u,) eine Folge in X . Die Folge (u,) konvergiert schwach
gegen den Grenzwert u € X, wenn

(f.u) = Jim (f.u) VfE X"

15
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gilt. Im Folgenden wird der schwache Grenzwert als

u = w-lim u,
n—oo

bezeichnet.

Definition 2.2. [16, Definition 37.2]
Sei X ein Banachraum. Eine Abbildung F : K C X — R heifst schwach folgen-
unterhalbstetig in u € K, wenn fir alle schwach konvergenten Folgen (u,) aus K mit

schwachem Grenzwert u
F(u) < lim F'(u,)

qgilt.

Definition 2.3. [16, Theorem 39.1a/
Sei X ein Banachraum. Eine Menge K C X heif$t schwach folgenabgeschlossen, wenn
fiir alle schwach konvergenten Folgen (u,) aus K auch der Grenzwert in K liegt, also

w-lim u, =u € K (2.4)

n—oo
qgilt.

Definition 2.4. [14, Definition 4.1]

Sei f: U C X =Y, wobei U offen ist und X beziehungsweise Y Banach-Rdume sind.
Die Gateaux-Ableitung f'(xo) von f and der Stelle xo € U in Richtung h € X ist dann
als

(a0l =l (F (a0 + 1) — f(z0))

definiert, sofern der Limes existiert.

Definition 2.5. [14, Definition 24.1]
Sei A . X — X* ein Operator, der von einem Banach-Raum X in den Dualraum X*
abbildet. A heifit streng monoton, wenn

(Au— Av,u—v) >0 Vu,ve X
gilt. Der Operator A heifst stark monoton, wenn
(Au— Av,u —v) > cllu—v||* VYu,v € X
mit einer Konstanten ¢ > 0 gilt.

Lemma 2.6. [15, 16]

Sei X ein reeller reflexiver Banach-Raum, F : X — R, F' : X — X* und F'(u)
existiere als Gateaux-Ableitung. Sei o(t) = F(u+t(v—u)) fir allet aus dem Intervall
[0,1]. Dann gilt:

(1) F ist (streng) konver auf X <= ¢ ist (streng) konvex auf [0, 1].
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(2) ¢ ist streng monoton auf [0,1] <= F' ist streng monoton auf X.
(3) F ist streng konver auf X <= F" ist streng monoton auf X.

Beweis. Nach Definition ist

Gt) = T (ol + ) — plt) =l (Flut (-4 B0 — ) = F(u+ o — u)

= (F'(u+t(v—u),v—u).
zu (1) [16, Satz 40.1]: Sei F* konvex auf X, dann gilt

Ot + (1= Nta) = Fu+ (M1 + (1= Nta)(v —u))
FAMu+ti(v—u)+ (1 = X)(u+t2(v—u))
AF(u+t(v—u))+ (1 =N F(u+ta(v —u))
= Ap(t1) + (1 = Ae(tz)

IA

und damit ist ¢ konvex auf [0, 1]. Ganz analog folgt fiir F' streng konvex, dass ¢ streng
konvex auf [0, 1] ist. Sei jetzt ¢ konvex auf [0, 1], dann gilt

Foau+1—=XNv) = Flu+(1—=XNw—u)=p(l—-X) =pA0+(1-XN)1)
< 2p(0) + (1= Np(1) = AF(w) + (1 - N F(v)

und damit ist F' konvex auf X. Wieder ganz analog folgt aus ¢ streng konvex auf [0, 1],
dass I streng konvex auf X ist.
zu (2) [15, Beispiel 24.4]: Sei ¢’ streng monoton auf [0, 1], dann gilt

(F'(v) = F'(u),v —u) = ¢'(1) = ¢'(0) > 0.

Sei umgekehrt F’ streng monoton auf X, dann gilt fiir 0 < s <t

S(t) — ' (s) = tiS(F’(u + 10— u)) = Fllu+ (v —u)), (t = 5)(v — ) > 0.

zu (3) [16, Satz 40.3]: Es gilt ¢ streng konvex auf [0, 1] <= ¢’ streng monoton auf
0, 1]. Zusammen mit (1) und (2) ergibt sich die Aussage. O

2.2 Eindeutige Losbarkeit

Mit diesen Vorbereitungen lasst sich nun zeigen, dass das Minimierungsproblem (2.1)

inf [F(v) — (I, v)]

veK

unter gewissen Bedingungen eine Losung besitzt.
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Satz 2.7. [16, Therorem 39.1a]
Unter den Voraussetzungen:

(a) F: K CX — R, X sei ein reeller, refleviver Banach-Raum, K # ().

(b) F sei schwach folgenunterhalbstetig.

(¢) K sei schwach folgenabgeschlossen.

(d) K sei beschrinkt oder es gelte fir alle Folgen (u,) mit Elementen aus K

Bl = 00 =5 T [Fn) = {1 )] = +o0.

qgilt:
(1) Das Minimierungsproblem (2.1) besitzt fir festes | € X* eine Losung u € K.
(2) FEs existiert stets eine Minimalfolge (u,,), das heifit es gilt

up € K Vo und - lim [F(un) — (L, un)] = F(u) — (I, u).

(8) Jede Minimalfolge (u,) besitzt eine schwach konvergente Teilfolge (u,) mit schwa-
chem Grenzwert u, wobei v das Minimierungsproblem (2.1) lost.

Beweis. Sei G(v) := F(v) — (l,v) fir alle v aus K. Da F laut Voraussetzung schwach
folgenunterhalbstetig ist, gilt dies auch fiir G. Weiters sei

a:= infG(v) mit —oo < a < 0.
veEK

Dann existiert eine Folge (u,) aus K, fur die

Jim Gl,) = o
gilt. Wegen der Voraussetzung (d) ist diese Folge beschriankt. Daher existiert eine
schwach konvergente Teilfolge (u,,) mit schwachem Grenzwert u. Da K schwach folgen-
abgeschlossen ist, liegt u in K. Verwendet man die schwache Folgenunterhalbstetigkeit
von G, so erhélt man

a<Gu) <lmGuy)=a = Gu)=a

[

Beispiel 2.8. Sei X ein reeller Hilbertraum und K eine nichtleere, beschrinkte, ab-
geschlossene und konvexe Teilmenge von X. Sei weiters F': K C X — R konvexr und
unterhalbstetig. Dann sind alle Voraussetzungen von Satz 2.7 erfillt. Das gilt, da ein
Hilbert-Raum ein reflexiver Banach-Raum ist, abgeschlossene und konvexe Teilmengen
von Banachriumen schwach folgenabgeschlossen sind, sowie konvexe und unterhalbst-
etige Funktionale schwach folgenunterhalbstetig sind.
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Der néchste Satz zeigt, dass jede Losung u des Minimierungsproblems (2.1)

inf [F(v) — (I, v)]

veK

auch der Variationsungleichung (2.2), suche u € K, so dass
(F'(u) = l,bv—u) >0 YveK

gilt, geniigt. Weiters wird die Aquivalenz von (2.1) und (2.2) gezeigt, sowie die Ein-
deutigkeit einer Losung, sofern diese existiert.

Satz 2.9. [16, Theorem 44.1]
Sei F: KCX — R, K konvex, K # () und X ein Banach-Raum. Dann gilt:
(1) Ist u Lésung von (2.1) firl € X*, dann gilt

t—0t

lim 1(F(u+t(v—u)) — F(u)) —(l,v—u) >0 firalle veK,

falls die linke Seite existiert. Existiert F'(u) als Gateaux-Ableitung, dann ist diese
Ungleichung identisch mit (2.2).

(2) Ist F streng konvex auf K, dann besitzt (2.1) fir jedes | aus X* hochstens eine
Losung u.

(8) Ist F' konvex und existiert F'(u) als Gateauz-Ableitung auf K, dann gilt
u ist Losung von (2.1) <= u ist Losung von (2.2).

Beweis. zu (1): Sei

o(t) == Flu+tlv—u)) — (l,u+t(v—u)).
Es gilt ¢(t) > ¢(0) fiir alle ¢ aus dem Intervall [0, 1], da w Lésung von (2.1) ist. Daher
gilt

lim = (o(1) — 9(0)) = i~ (Fu+ (0 — u)) — F(u) — ((Lu+ #(0 — ) ~ (1))

t—0+ 1 t—0+

= liml(F(u—i—t(v—u))—F(u)) — (l,v—u) > 0.

t—0t 1

zu (2): Sei G(v) := F(v) — (l,v). Da F streng konvex ist, ist es auch G. Angenommen,
es existieren zwei Losungen v und @ fur (2.1) mit u # @, das heifit es gilt

G(u) = G(u) = infG(v) =: a.

veK
Aufgrund der strengen Konvexitéit von G ergibt sich jedoch wegen
u+u
2

agG( ><;«%m+am»:a
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ein Widerspruch. Damit muss v = w sein.

zu (3): Sei zuerst u Losung von (2.1). Wegen (1) ist u dann auch Losung von (2.2).
Sei jetzt u Losung von (2.2). Damit ist ¢'(0) > 0. Da I konvex ist, ist wegen Lemma
2.6 auch ¢ konvex auf [0, 1] und damit ist ¢’ monoton. Es gilt also

p(1) —p(0) =¢'(1) 2 ¢(0) >0 fir 0<v<l.
Setzt man fiir ¢(1) und ¢(0) ein, so erhélt man
F(v) — (l,v) > F(u) — (l,u) Vv € K.

]

Satz 2.7 und Satz 2.9 ergeben also zusammen die Aquivalenz von (2.1) und (2.2), sowie
die Existenz einer eindeutigen Losung unter den entsprechenden Voraussetzungen. Da-
mit lasst sich nun die eindeutige Losbarkeit von Variationsungleichungen der Gestalt
(1.5) zeigen, sofern die Bilinearform a(-, ), zusétzlich zur schon geforderten Stetigkeit
und X-Elliptizitdat, auch symmetrisch ist. Dazu betrachten wir das Minimierungspro-
blem

inf 1OL(v,v) —l(v) (2.5)

veK | 2

und die Variationsungleichung (1.5), die hier noch einmal angefithrt wird: Suche u € K,
so dass

a(u,v—u) >1l(v—u) YvekK (2.6)
gilt. Der folgende Satz zeigt, unter gewissen Voraussetzungen, die Aquivalenz von (2.5)
und (2.6) sowie deren eindeutige Losbarkeit.
Satz 2.10. [16, Theorem 44.2]
Unter den Voraussetzungen:

(a) Sei (X,(-,-)) ein reeller Hilbert-Raum, K eine nichtleere, abgeschlossene und
konvezxe Teilmenge von X.

(b) a(-,-): X x X — R sei bilinear, beschrankt, symmetrisch und X -elliptisch.
(c) 1: X — R sei linear und stetig.
gilt:
(1) (2.5) und (2.6) sind dquivalent.
(2) (2.5) und (2.6) besitzen genau eine Losung u € K.

Beweis. Jeder beschrankten Bilinearform a(-,-) : X x X — R ldsst sich ein linearer
und beschrankter Operator A : X — X™* zuordnen, so dass

a(u,v) = (Au,v) VYu,v e X
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gilt [15, Satz 20.6]. Sei F(u) := La(u,u) = 3(Au,u) fiir alle u aus X. Dabei ist
A: X — X* linear, stetig und wegen der X-Elliptizitdt von a(-,-) auch streng mono-
ton. Dann folgt

(P'(u)e) =l (Flut t0) = F(w)

1.1 1 1
= lim—(§<Au, u) + t(Au,v) + §t2<Av,v> — §<Au, u))

t—0¢

= (Au,v) = a(u,v).

Also ist F/ = A und damit ist F” streng monoton. Wegen Lemma 2.6 ist F' streng
konvex auf X. Auflerdem ist F’ stetig. Weiters gilt

1
F(u) —l(u) = i(Au,u) —l(u) > c’14||u||2 - cl2||u|| — 400 fur ||lu|| = +oc.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2.7 und Satz 2.9 erfiillt. Aus diesen Sétzen
folgen die Behauptungen. O

Um die Einschréinkung der Symmetrie der Bilinearform a(-, - ) zu vermeiden, bendtigt
man Projektionen. Wir betrachten dazu fiir gegebenes ¢ € X das Minimierungspro-
blem
. 2
min|[v — cff. (2.7)

Das heifit, es werden Elemente v aus K gesucht, die den kleinsten Abstand zu dem
Element ¢ aus X haben. Der nichste Satz zeigt, dass das Minimierungsproblem (2.7)
unter gewissen Voraussetzungen stets eine eindeutige Losung besitzt.

Satz 2.11. [16, Satz 44.2]
Sei (X, (+,-)) ein reeller Hilbert-Raum und K eine nichtleere, konvexe und abgeschlos-
sene Teilmenge von X. Dann gilt:

(1) Ve € X besitzt das Minimierungsproblem (2.7) genau eine Losung u =: Pc.
(2) P: X — K ist monoton und nichtexpansiv, das heifst

(Pc— Pd,c—d) >0 und ||[Pc—Pd|<l|c—d| Ve deX.

(3) Es gilt
u=Pc<= (u—c,v—u) >0 YvekK.

Beweis. Sei a(v,v) := (v,v) und {(v) := (¢,v). Dann gilt
lv—c|® = (v—c,v—-c)=(v,0)—2(c,v) + (c,c)
= a(v,v) = 2l(v) + (¢, c).
Damit ist das Minimierungsproblem (2.7) dquivalent zu

e
min | Sa(v,v) = I(v)] ,
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was dem Minimierungsproblem (2.5) entspricht.
Damit folgt (1) aus Satz 2.10. (3) folgt ebenfalls aus Satz 2.10 und zwar mit

a(u,v —u) —l(v—u) = (u,v —u) — (c,v —u) = (u—c,v —u) > 0.

zu (2): Setzt man u = Pcund v = Pd in (u — ¢,v — u) ein, so ergibt sich wegen der
Aussage (3)

(Pc—c¢,Pd— Pc) >0, also (Pc,Pc— Pd)< (c,Pc— Pd).
Ebenso ergibt sich mit © = Pd und v = Pc

(Pd—d,Pc— Pd) >0, also (Pd,Pc— Pd)> (d,Pc— Pd).
Damit gilt

0 < ||Pc— Pd|? (Pc — Pd, Pc — Pd) = (Pc, Pc — Pd) — (Pd, Pc — Pd)

(¢, Pc — Pd) — (d, Pc — Pd) = (¢ — d, Pc — Pd)
le = dll[| Pe — Pd]|.

IAINA

]

Mit Hilfe dieses Satzes kann nun die eindeutige Losbarkeit der Variationsungleichung
(2.3), suche u € K, so dass

(Au—lv—u) >0 YveK,

gilt, gezeigt werden, ohne die Symmetrie oder Linearitit das Operators A : X — X*
vorauszusetzen. Wie der nachste Satz zeigt, entspricht diese Variationsungleichung der
Fixpunktgleichung

u=Plu—tJ(Au—1))=: Liu fir t>0. (2.8)

Dabei ist J : X* — X die Dualitatsabbildung, die sich aus dem Darstellungssatz von
Riesz ergibt [15, Satz 20.4]. Fir diese Abbildung gilt

(Jfiv)=({fv) YoeX und [Jf]x = /]

X*-
Satz 2.12. [16, Theorem 44.4]
Unter den Voraussetzungen:

(1) A: X — X*, X sei ein reeller, separabler Hilbert-Raum und K eine nichtleere,
abgeschlossene und konvexe Teilmenge von X.

(2) A sei stark monoton, also

cMu—v|% < (Au— Av,u —v) Vu,v € X.
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(3) A sei Lipschitz-stetig, also

|Au — Av||x < cfllu—v|x VYu,v € X,

qgilt:
(1) (2.3) und (2.8) sind dquivalent.
(2) Die Abbildung L; : X — X mit

Liu= P(u—tJ(Au —1))
ist fiir festes t mit 0 < t < 2cit/(cy))? kontraktiv, das heift
ILeu = Livllx < kllu—vllx VuveX mit 0<k*=1-2ct+(c))* <1.

Beweis. Sei ¢ :=u —tJ(Au —1).

zu (1): Gelte zuerst (2.3). Dadurch ist (tJ(Au—1),v—u) > 0 und wegen der Definition
von ¢ auch (u — ¢,v —u) > 0 fur alle v aus K. Wegen Satz 2.11 gilt daher u = Pc und
damit (2.8).

Gelte nun (2.8) und damit u = Pec. Wegen Satz 2.11 gilt (u — ¢,v —u) > 0 fur alle v
aus K und damit auch

0<(J(Au—1),v —u) = (Au—l,v —u) Yov € K.
zu (2): Wegen Satz 2.11 gilt
|Liw — Lov||% < |lu—tJ(Au —1) — (v — tJ(Av = D)||%
= |lu—v|% = 2t(J(Au—1) — J(Av — 1), u — v)
+2)|J (Au — 1) — J(Av = 1)||%
= |lu—ov|% = 2t{Au — Av,u — v) + t*|| Au — Av|
< (=20t + (e lu = vllk = Fflu — vl

2
X*

Die eindeutige Losbarkeit von (2.8) und damit auch von (2.3) folgt nun aus dem
Banachschen Fixpunktsatz. O

Dieser Satz lasst sich auch auf Variationsungleichungen der Gestalt (1.5) anwenden.
Wie schon im Beweis zu Satz 2.10 angefiihrt, lasst sich jeder beschrénkten Bilinear-
form a(-,-) : X x X — R ein linearer und beschrankter Operator A : X — X*
zuordnen. Ist die Bilinearform X-elliptisch, so ist der Operator stark monoton. Die
in Satz 2.12 geforderte Lipschitz-Stetigkeit des Operators A folgt aus der Linearitat
und Beschrénktheit der Bilinearform, siche [13, Lemma 3.1]. Damit ist also Satz 2.10
gliltig, auch ohne die Symmetrie der Bilinearform zu fordern.

Bemerkung 2.1. Die eindeutige Losbarkeit von Variationsungleichungen der Ge-
stalt (2.8) lasst sich unter noch schwdcheren Bedingungen zeigen. Siehe zum Beispiel
[4, Theorem 1].






3 Approximation der Raume

Im vorangegangenen Kapitel wurden Bedingungen genannt, unter denen Variations-
ungleichungen der Gestalt (1.5) eindeutig losbar sind. Um solche Variationsunglei-
chungen numerisch zu l6sen, miissen diese in endlichdimensionalen Rdumen formuliert
werden. Wesentlich dabei ist, dass die numerische Losung ebenfalls eindeutig ist und,
bei entsprechender Wahl der endlichdimensionalen Réume, beliebig nahe bei der konti-
nuierlichen Losung liegt. Ziel dieses Kapitels ist es, allgemeine Bedingungen zu finden,
unter denen das der Fall ist. Die Grundlagen in diesem Kapitel wurden [7] entnommen.
Sei (X )n eine Familie von abgeschlossenen (in der Praxis endlichdimensionalen) Teil-
raumen von X. Weiters sei (Ky)y eine Familie von abgeschlossenen, konvexen und
nichtleeren Teilmengen von X, fiir die Ky C Xy fir alle N gilt. Im Allgemeinen wird
nicht Ky C K angenommen. (K )y soll zwei Bedingungen erfiillen:

1. Sei (vy) so, dass vy € Ky fir alle N und (vy) beschriankt in X ist. Dann gehoren
die schwachen Haufungspunkte von (vy) zu K.

2. Es gebe eine Teilmenge xy von X mit ¥ = K und eine Abbildung ry : x — Ky,
fir die
lim ryv=v Yv ey
N—oo
ist.

Bemerkung 3.1. Fualls Ky C K fiir alle N gilt, dann ist die erste Bedingung erfillt,
da K schwach abgeschlossen ist (K ist abgeschlossen und konver).

Bemerkung 3.2. Aufgrund der ersten Bedingung gilt N Ky C K.

In diesen Rédumen lasst sich die Diskretisierung der Variationsungleichnung (1.5) wie
folgt schreiben: Suche uy aus Ky, so dass

CZ(UN,UN — UN) > l(’UN — ’LLN> Yoy € Ky (31)

gilt. Erfillt die Variationsungleichung (1.5) die Voraussetzungen aus Satz 2.12, so
erfilllt auch (3.1) diese Voraussetzungen und damit ist (3.1) eindeutig l6sbar. Der
nachfolgende Satz zeigt, dass die Losungen (uy) von (3.1) gegen die Losung u von
(1.5) konvergieren.

Satz 3.1. [7, Theorem 5.2, Seite 13]
Sei uy Losung von (3.1) und u Lésung von (1.5). Dann gilt:

Jim fluy —ufx = 0.

25
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Beweis. Der Beweis gliedert sich in drei Teile:
1. A priori Abschétzung fir (uy).
2. Schwache Konvergenz von (uy).
3. Starke Konvergenz von (uy).

zu (1): Es wird gezeigt, dass es zwei Konstanten ¢; und ¢, unabhéngig von N gibt, so
dass
lun® < erllun|| + ez VN

gilt. Damit ist dann auch gezeigt, dass (uy) beschréankt ist. Ausgehend von (3.1) gilt
a(uy,uy) < aluy,vy) —l(oxy —uy) Yoy € Ky.

Verwendet man die Elliptizitdt und die Stetigkeit der Bilinearform af(-,-), sowie die
Stetigkeit von [, so ergibt sich die Abschatzung

e llunl* < ez lunllllowll + y(lowll + llunl) - Yoy € K.

Sei vy € x beliebig aber fest und vy = ryvg € Ky. Wegen der zweiten Bedingung
an Ky konvergiert ryvy gegen vy und daher gilt ||uy|| < m fiir eine Konstante m.
Dadurch erhalt man die Abschatzung

1
x| < 25 {(mes + ) lfuxll + hm} = erllunl] + ez

zu (2): Da (uy) beschrankt ist, existiert eine Teilfolge (uy,), die gegen u* schwach in
X konvergiert. Aufgrund der ersten Eigenschaft fir (Ky)y ist «* aus K. Im Folgenden
wird gezeigt, dass u* (1.5) 16st. Wieder ausgehend von (3.1) gilt

a(un,,un;) < a(un,,vn,) — vy, —un,) Yoy, € Ky,.
Sei v € x und vy, = ry,v. Eingesetzt in obige Ungleichung ergibt sich
a(un,,un,) < alun,, 7n,0) — U(ry,v — up;,).
rn,v konvergiert stark gegen v und uy,; konvergiert schwach gegen w*. Dabei gilt

J\flilglooa(uNi’TNiv> =a(u*,v) und NlignooKTNiU —uy,) = l(v—u").

Daraus folgt
ma(uNiauNi) < a(U*av) - l(U - U*) Vo € X-

Andererseits gilt
0 <a(uy, —u*,uy, —u*) = aluy,, un,) — a(un,, u*) — a(u*, uy,) + a(u*, u*)

und damit
a(uy,,u’) + a(u*,uy,) — a(u,u*) < aluy,, uy,).
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Wird der Grenziibergang durchgefiihrt, so erhélt man
a(u*,u") <lima(uy,, un;,).
Zusammen ergibt sich also
a(u*,u*) <a(u*,v) —Il(v—u*) VYvey.

Da x dicht in K ist und sowohl a(-,-) als auch [ stetig sind, gilt dies auch fiir alle v
aus K. Damit 16st u* (1.5). Wegen der eindeutigen Losbarkeit von (1.5) muss u* = u
gelten. u ist also der einzige Haufungspunkt von (uy) in der schwachen Topologie von
X. Daher konvergiert (uy) schwach gegen w.

zu (3): Aus der Elliptizitat der Bilinearform a(-,-) folgt

0 < Muy —ul® <aluy —u,uy — u)
= a(un,uyn) — aluy,u) — a(u,uy) + a(u, u).
Aus (3.1) ergibt sich
a(uy,uy) < aluy,ryv) —U(ryv —uy) Yo € x.
Zusammen erhalt man

0 ¢4 lim [Juy — u* < ¢ lim [Juy — u|]?
lim {a(un, rnv) — U(ryv — uy) — a(uy, u) — a(u,uy) + a(u,u)}

= a(u,v) —l(v—u) — alu,u)

IAIA

= a(u,v—u)—Il(v—u) Yvé€Ey.
Da x dicht in K ist und sowohl a(-,-) als auch [ stetig sind, gilt
0 < ¢ lim |Juy — ul]* < @ Tim |luy — ul|* < a(u,v —u) — (v —u) Yo € K.
Setzt man in dieser Ungleichung v = u, so erhélt man

. B 2:
Jim = ulf* =0,






4 Eindeutige Losbarkeit und
Diskretisierung

In diesem Kapitel wird das Signorini-Randwertproblem genauer untersucht. Zuerst
wird gezeigt, dass das Modellproblem unter gewissen Voraussetzungen eine eindeutige
Losung besitzt. Anschliefend wird ein kurzer Uberblick iiber finite Elemente gegeben,
mit deren Hilfe dann eine diskrete Version des Problems angegeben wird. Fiir das dis-
krete Problem wird ebenfalls die eindeutige Losbarkeit gezeigt, sowie die Konvergenz
der Naherungslosungen gegen die Losung des kontinuierlichen Problems. AbschlieSend
wird eine zur diskreten Variationsungleichung aquivalente Formulierung angegeben,
die im nachsten Kapitel verwendet wird.

Fiir eine bessere Ubersicht wird hier die Variationsungleichung des Signorini-Randwert-
problems (1.2) noch einmal angegeben. Sei X = Hj ;,(€2) und

K = {w € Hyp(Q), w—gs<0 auf FS}.

Die Variationsungleichung lautet dann: Suche w aus K, sodass

/Vu V(v —u)dr > /f(v —u)dx + /gN('U —u)ds, YveK (4.1)

gilt. Damit ist die Bilinearform af(-,-) als

a(u,v) = /Vu - Vudz
Q
und die Linearform [(-) als
[(v) ::/fvda:—l— /ngdsw
Q 'y

definiert.

4.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losung des
kontinuierlichen Problems

Um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (4.1) zu zeigen, wird Satz 2.10
verwendet und es ist zu zeigen, dass alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind.

29
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Die Voraussetzung an X ist erfiillt, da X = Hj ,(€2) ein reeller Hilbert-Raum ist. Sei
gs € HY*(I') mit gs|r, = gs und gs|r,, = 0. Gilt TpNTs = (), wie in Kapitel 1 voraus-
gesetzt, dann geniigt es, wenn gg aus H'/?(I'g) ist. Sind I'p und I's aber benachbarte
Randstiicke, dass heifit es gilt [p N Tg # (), dann muss gg aus H'/%(T's) geeignet ge-
wahlt werden. Aufgrund des inversen Spursatzes [13, Satz 2.10] existiert eine Funktion
u, € H'(Q), welche die geforderten Bedingungen am Rand erfiillt. Damit ist K nicht
leer. Sei (v,,) eine Folge von Funktionen aus K, die gegen eine Funktion v konvergieren.
Der Spursatz [13, Satz 2.9] zeigt, dass der Spuroperator v : H'(Q) — H'/2(T') stetig
ist. Damit konvergiert v{"'v,, gegen ~™v. Da v, = 0 auf I'p und v, < gg auf I'y
fir alle n gilt, gilt dies auch fir v™v. Damit ist K abgeschlossen. Seien v und w aus
K. Aufgrund der Linearitat des Spuroperators gilt

W (tv + (1 —thw) =ty v + (1 —t)7"w =0 auf I'p
und . ' ‘
Yty + (1 — tw) =ty + (1 — )y w < gs  auf I's.
Also ist tv + (1 — t)w fiir 0 < t < 1 ein Element aus K und K damit konvex. Damit

ist gezeigt, dass die Voraussetzungen an K erfiillt sind. a(-, ) ist offensichtlich bilinear
und symmetrisch. Die Beschréanktheit folgt aus

la(u,v)| = < Vull o VOl o) < [Jullar@llv]l ar@)-

Q/ Vu - Vudz

Aufgrund des Normierungssatzes von Sobolev [13, Satz 2.2] ist
2

lolid @y, = IV 0l3ye + | [ o(@)ds,
I'p

in H'(Q2) eine zur H'(Q2)-Norm dquivalente Norm. Damit folgt die X-Elliptizitit der

Bilinearform aus
2

au,u) = HVU||%2(Q) = HVU”%z(Q) + /U($)d5x = ||u”%ll(Q)ID > ClHUH%ﬂ(Q)'
I'p
Als letztes ist noch zu zeigen, dass die Voraussetzungen an [(-) erfillt sind. [(-) ist
offensichtlich linear. Sei f aus dem Dualraum von H'(Q) und gy aus dem Dualraum
von H'/?(T'y), dann folgt aus der Definition und der Stetigkeit des Spuroperators

ll(v)] = /fvdx + /ngdsx

) L'y
< iz @lolm@ + lanlla-zwm 6 vl azm < cllvllme

und damit die Stetigkeit.

Da alle Voraussetzungen des Satzes 2.10 erfiillt sind, folgt also die Existenz und Ein-

deutigkeit der Losung u € K der Variationsungleichung (4.1).
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4.2 Finite Elemente

Eine Moglichkeit, Variationsprobleme zu losen, ist, Finite-Element-Raume zu verwen-
den. Dabei wird das gegebene Gebiet 2 in endlich viele Teilgebiete zerlegt. Diese
Teilgebiete konnen zum Beispiel fiir zweidimensionale Gebiete Dreiecke oder Vierecke
sein, fiir dreidimensionale Gebiete sind unter anderem Tetraeder oder Wiirfel moglich.
Es werden Funktionen verwendet, die auf jedem der Teilgebiete Polynome sind. Die
folgende Darstellung iiber Finite Elemente ist [2] und [13] entnommen.

Fiir alle weiteren Betrachtungen wird €2 als zweidimensionales polygonales Gebiet an-
genommen, das in Dreiecke zerlegt wird.

Definition 4.1. Zuldssige Zerlegung
Fine Zerlegung Ty = {1, Ts,...,Tn} von § in finite Elemente T; heifst zuldssig, wenn
folgende Punkte erfillt sind:

e O=UM T,
o Besteht T;N'T; aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt von T; und T;.

o Besteht T;NT} fiir i # j aus mehr als einem Punkt, so ist T; T} eine Kante von
T; und Tj.

Fir jedes Element T einer Zerlegung 7y ist das Volumen als

Ay = /dm,
T

die lokale Maschenweite als
hg = Aé/Q,

und der Durchmesser als
dg = sup |z —y|
z,y€Ty
definiert. Sei 7, der Radius des grofiten in 7, enthaltenen Kreises. Eine Familie von
Zerlegungen Ty heifit formregular, falls

ngCFT'g Wzl,...,N

mit einer Konstanten ¢ unabhéngig von der Zerlegung gilt. Sei die globale Maschen-
weite als
h = hpax := max hy

=1,...,

definiert und
Amin := eimin hy.

e

Gilt fiir eine Familie von Zerlegungen Ty

hmax
< cg
hmin
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mit einer Konstanten ¢ unabhéngig von N, so heifit diese Familie global gleichméfig.
In dem Beispiel aus Kapitel 1 liegt die gesuchte Losung in Hj ;,(€2). Der folgende Satz
zeigt, dass Funktionen, die auf €2 stetig und auf den Elementen stetig differenzierbar
sind, in H'(Q) liegen.

Satz 4.2. [2, Satz 5.2]
Sei k > 1, Q beschrinkt und v : Q — R stickweise k-mal stetig differenzierbar. v
gehdrt genau dann zu H*(Q), wenn v € C*~1(Q) ist.

Beweis. Siehe [2]. O

Die Formfunktionen der Finiten Elemente konnen also (bei einem konformen Ansatz)
aus dem Raum

M(l)(TN) = M1<TN) N CO(Q)

gewahlt werden, wobei
M (Ty) = {v € Ly(Q); vy € Py fiir jedes T € Ty}
ist.

Definition 4.3. Nodale Basis

Zu einem Finite-Element-Raum gebe es eine Menge von Punkten (Knoten), sodass die
Funktionen durch die Werte in den Punkten bestimmt sind. Die Funktionen, die in
einem Punkt ungleich Null und in den anderen Punkten gleich Null sind, bilden eine
nodale Basis.

Eine mogliche Wahl der Punkte sind die Eckpunkte der Dreiecke, in die das Gebiet
Q) zerlegt wurde. In jedem Dreieck gibt es dann genau ein Polynom vom Grad 1, das
vorgegebene Werte in den Eckpunkten annimmt. Da die Grenzwerte der Polynome
an Kanten iibereinstimmen, sind die Funktionen auch global stetig. Eine mogliche
nodale Basis sind die linearen Funktionen, die den Wert 1 in einem Knoten und 0 in
den anderen annehmen. Sei {z;}1L, die Menge der Eckpunkte, dann ldsst sich diese
nodale Basis des Ansatzraumes M} (Ty) als

1 fir z = xy,
() =4 0 firz=x, [#k,

linear sonst

schreiben. Jede Funktion aus dem Ansatzraum ist damit als Linearkombination
M
un() =Y vrepp()
k=1

darstellbar. Im Folgenden sei Ty eine zuldssige Zerlegung von €2 in N Dreiecke mit M
Knoten. Als Ansatzraum wird der Raum M (Ty) der stiickweise linearen und global
stetigen Funktionen mit der Basis {ok(z)}, verwendet.
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4.3 Existenz und Eindeutigkeit der diskreten
Losung

In diesem Abschnitt wird nun mit Hilfe von finiten Elementen eine diskrete Version
der Variationsungleichung (4.1) angegeben. AnschlieBend wird die Existenz einer ein-
deutigen Losung gezeigt. Zuerst werden die Réume festgelegt, in denen die diskrete
Losung gesucht wird. X, wird als

Xy = {w e MY(Tw), wlr, =0}
festgelegt. Damit ist X, eine Teilmenge von X fiir alle N. K, wird als

Ky = {w € My(Txn), wlr, =0, w(zg) —gs(zy) <0 fir x, € Fs}

definiert. {z;}2, ist dabei, wie im vorherigen Abschnitt angegeben, die Menge der
Knoten. Im Allgemeinen ist Kj; damit keine Teilmenge von K. Die diskrete Variati-
onsungleichung lautet dann: Suche u, aus Ky, sodass

/Vuh -V(vp, —up)dx > /f(vh — up)dx + /gN(vh —up)dsy Vv, € Ky (4.2)
Q Q I'n

gilt. Um die Existenz und Eindeutigkeit der diskreten Losung zu zeigen, wird wieder
Satz 2.10 verwendet. Funktionen in M} (7Ty) sind durch ihre Werte in den M Knoten
7y, eindeutig bestimmt. Deshalb ldsst sich M{(Ty) mit dem R identifizieren.

YM:{MERM, wk:O fur LEkEFD}

ist ein Hilbertraum. Es existiert ein Isomorphismus zwischen den Elementen von X,
und Xy, da jedem Element w; von X,; mit

wn(x) = kZ_: Wiy ()

eineindeutig ein Element w aus X, m zugeordnet werden kann mit

w1

S
Il

Wy

f(/M = {w S RM, wp,=0 fir x € FD, wy < gs(l’k) fur xp € FS}

ist offensichtlich nichtleer, abgeschlossen und konvex. Seien u; und v, zwei Elemente
aus Xy mit den Darstellungen

un(w) = kZ_: uppy () und  vy(z) = kX_: V()
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die den Elementen u und v aus X, M it

Uy U1

und v =

IS
I

Upnr Vm
entsprechen, dann lasst sich a(uy,vy,) als
M
alun,vi) = 323 wivy [ Vik(w) - Viph(w)de = (Aara,v) (4.3)
)

i=1j5=1

schreiben, mit (-, -) als Skalarprodukt im R und der Matrix Ay, € RM*M die als

AM[i,j]Z/w}(x)-w;(x)dx fir 4,j=1,...,M (4.4)
Q

definiert ist. A, ist offensichtlich symmetrisch und wegen
(A, u) = alup, up) > collunllfng Yo € Xy

auch positiv definit. (Ay;-, -) ist damit offensichtlich bilinear, beschrénkt, symmetrisch
und wegen der positiven Definitheit von Aj; auch X-elliptisch. Sei vy, wie zuvor ein
Element aus X, mit dem entsprechenden Element v aus Xy {(v,) lasst sich als

M
o) = Yo | [ felda+ [ gnlds.| = (f.0) (45)
=11 Ty
schreiben, wobei der Vektor f als
Sfli] = /fga,}dx+ /gNgozldsI fir i=1,...,M
Q I'n

definiert ist. (f,-) ist offensichtlich linear und stetig.
Da alle Voraussetzungen des Satzes 2.10 erfiillt sind, folgt die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung u, € Ky der diskreten Variationsungleichung (4.2).

4.4 Konvergenz der diskreten Losung

Es bleibt noch zu klaren, ob die Folge der diskreten Losungen uy, aus Ky, gegen die
kontinuierliche Losung v aus K konvergiert. In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass dies der
Fall ist, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind.

1. Sei (vp) so, dass vy, € Ky fiir alle Paare (h, M) und (vy) beschriankt in X ist.
Dann gehoren die schwachen Haufungspunkte von (vy) zu K.
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2. Es gebe eine Teilmenge x von X mit ¥ = K und eine Abbildung r, : x — Ky,
fiir die

limryv =v Yo €
h—0 h X

ist.
Da Kj; im Allgemeinen keine Teilmenge von K ist, ist der erste Punkt nicht trivia-
lerweise erfiillt. Anstatt zu zeigen, dass die obigen zwei Punkte erfiillt sind, wird ein
direkterer Ansatz gewahlt [3]. Sei u die eindeutige Losung der Variationsungleichung

(4.1) und wuy, die eindeutige Losung der diskreten Variationsungleichung (4.2). Sei A
als

A= Au—1

definiert, wobei A : X — X* wie im Beweis von Satz 2.10 der der Bilinearform a(-, -)
zugeordnete Operator ist. Damit erhdlt man die Ungleichung

a(u—up,u—up) = alu—up,u—uvy)+ alu— uy, vy — up)
= a(u—up,u—uvy)+ (A vy — up)
+(l, Vp — uh) — a(uh,vh — uh)

< alu —up,u—vy) + (Ao —up) Yo, € Ky,
da wegen (4.2) (I,v, — up) — a(up, vy, — up) < 0 ist. Sei weiters I, : C(Q2) — X,y der
lineare Interpolationsoperator. Ersetzt man in der obigen Ungleichung v, durch [,u,
so erhalt man

alu —up,u—up) < alu —up,u — Iyu) + (A, Tyu — uy). (4.6)

Aus der Definition von A ergibt sich

(A, o) = a(u,vy) — (L) = /aanuvhdsm Yo, € Ky

und damit

(A, Thu — up,) /—u (Inu—wup)ds, = / u(Ipu— Ings dsx—l—/ u(Ipgs — up)ds,.

Da am Signorini- Rand 7.0 < 0 und up < Ipgs gilt, ist das letzte Integral kleiner oder
gleich Null und somit

0
(A, Tpu — up) < / %U(Ihu — Ings)ds,.

I's
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Berticksichtigt man, dass am Signorini-Rand %u (u—gs) = 0 gilt, so lasst sich die
obige Ungleichung als

(A, Lyu —up) < / u(Ipu — Ings)ds, — /*u U — gs)ds,

= / a—nu((fhu — ]hgs) — (U - gS))dsx

0
< ||%U||L2(F)||(U —gs) — (Inu — Ings)| £, m) (4.7)

schreiben. In [13, Lemma 10.3] wird gezeigt, dass fiir Funktionen v € H*(T") und eine
hinreichend glatte Randkurve I' die Fehlerabschéitzung

[ = Inol Loy < ch® ’U|H2(F)

gilt. Damit lasst sich die Ungleichung (4.7) weiter mit
9 2
A Inw = un) < |l 5 ullowyeh” [u = gslaqr)

abschitzen, sofern v € H°?(Q) und damit u|r € H?*(T) sowie g5 € H?*(Tg) ist.
Zusammen mit Ungleichung (4.6) sowie der Elliptizitdt und der Beschrénktheit der
Bilinearform a(-, -), ergibt sich

el — uthql(Q) < alu —up,u—up) < alu —up,u— Iyu)+ (N Ihu —up)
< Alu—unlm@llu — Il meo

0
o~

5,n7~LHLz(F)Ch2 u— 95|H2(r) : (4.8)

Wie in [13, nach Lemma 9.7] beschrieben wird, gilt fiir eine formregulére, zulassige und
global gleichméBige Unterteilung 7y und Funktionen v € H?() die Fehlerabschétzung

lv = Iyv|| g1 < ch |U|H2(Q) .
Damit gilt fiir Ungleichung (4.8)

CAN

e —unline < llv—unllme Ah|UIHa @ + g eleam o “h2 = g5 e

= Cth'LL—UhHHI(Q —|—Cgh .

Durch quadratische Erganzung erhélt man daraus

c1 .\ 2 c 5
(”u_uhHHl(Q)_2h) < Z—i—CQ h=.
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Zieht man daraus die Wurzel, so ergibt sich

2
C C
e — wnll ey — ;h‘ <nf2to,

llu — uhHHl(Q) <ch

woraus

folgt. Unter den Voraussetzungen, dass die Losung u der Variationsungleichung (4.1)
in H°2(Q) und gg in H?(I's) liegt, erhilt man also die Konvergenz der diskreten
Losungen gegen die Losung des kontinuierlichen Problems.

4.5 Diskrete Variationsungleichung und
aquivalente Formulierungen

In diesem Abschnitt werden dquivalente Formulierungen zur diskreten Variationsun-
gleichung (4.2) hergeleitet. Die letzte Formulierung wird dann im folgenden Kapitel
fiir das dort beschriebene Losungsverfahren benétigt. Sei ¢ € M (Ty) und ¢ = 0 auf
['p UT's und uy Losung der Variationsungleichung (4.2). Dann ist sowohl u;, + ¢ als

auch uy, — ¢ ein Element aus der Menge K ;. Setzt man diese Funktionen fiir vy, in die
Variationsungleichung (4.1) ein, so ergibt sich

/ Yy, - Voda — / Fods + / gnbds,.
Q Q T'n

Sei C' die Menge der Indizes der Knoten am Signorini-Rand und I die Menge der Indizes
der Knoten im Inneren des Gebiets und am Neumann-Rand. Die Basisfunktionen ¢},
erfiillen die Bedingungen an ¢ fiir k aus I, das heifit es gilt

/ Yy, - Vplda = / Foldr + / gnpids, Vkel. (4.9)
Q Q 'y

Die diskrete Variationsungleichung (4.2) ldsst sich mit Hilfe von (4.3) und (4.5) schrei-
ben als: Suche u aus K, sodass

(Apu,v —u) > (fu—u) Yue Ky

gilt. Seien die Teilmatrizen Ay, Arc, Acr und Ace von Ay definiert als

Al g) = Aumli,gl, i€l jel,
Arcli,j) = Aumliyjl, i€el,jeC,
Actli,j] = Aumli,jl, i€C,jel,
Accli,jl = Aumli,jl, ieC,jeC.
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Bei entsprechender Nummerierung der Knoten lasst sich dann A,; als
Ay = Arr Are
Acr Acc

schreiben. Teilt man auch die Vektoren entsprechend auf, so ergibt sich fiir die Varia-
tionsungleichung

(G o) (o) () ()= () () - () o

Wegen Gleichung (4.9) gilt
Arrur + Arcue = [

Da A positiv definit ist, ist auch A;; invertierbar und w; lasst sich als
ur = Af_flL — Aff Arcuc
schreiben. Setzt man u; in Acju; + Accue ein, so erhilt man
Acrur + Accuc = ActArf |, — Act At Arcuc + Accuc
beziehungsweise
Acrur + Accuc = (Ace — AciArf Aro)uc + Act A f -
Dadurch lésst sich die Ungleichung (4.10) reduzieren auf

((Ace — ActAff Arc)ug, ve — ue) > (f — AcrAilf ve — uc)

Sei M die Anzahl an Knoten am Signorini-Rand und der Vektor g, definiert als
(94)x = gs(xx) fiir alle Knoten z, € I's. Damit wird Ky als

Ky = {w eRM < (gs)k}
festgelegt. Sei weiters das Schur-Komplement definiert als
Sy = ACC’ — AC]A;IIA[C € RMXM (411)

und die rechte Seite als

o~

[ = iC — AC'IA]_IIiI S RM
Damit lautet die reduzierte Variationsungleichung: Suche u aus K N, sodass
(Sywv—u) > (fu—u) Vo€ Ky (4.12)

gilt. Dabei ist Sy positiv definit, da das Schurkomplement positiv definiter Matrizen
wieder positiv definit ist.
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Lemma 4.4. Fine zu Vamatzonsunglezchung (4.12) dquivalente Formulierung ist ge-
geben durch: Suche u € RM ynd AE RM, sodass

i— Snu = A,
A >0,
u < gg
(A, gg— u) = 0 (4.13)

komponentenweise gilt.

Beweis. Geht man von der Variationsungleichung (4.12) aus, so erhilt man

0> (f — Snvu,v—u) = (\v—1u) = Z)\z’(%‘ — ;).

Gelte v; < u; < (gg); fiir ein j und sonst v; = u,;. Damit ist A\;(v; —u;) < 0 und daher
A; > 0. Setzt man v = g, S0 ergibt sich wegen (9s)i —u; >0

M
Z i —u;) >0

und daher

(A gg —u)=0.
Damit ist eine Richtung gezeigt. Um die andere Richtung zu zeigen, geht man von der
Formulierung (4.13) aus. Man erhélt fiir v aus Ky

(f = Svuwv—u) = Av—gy+gs—u)=Av—g)+Agg—u =QAuv—g,) <0

Die Ungleichung gilt, da A; > 0 und v; — (gs); < 0 fiir v aus Ky ist. Damit ist auch
die zweite Richtung gezeigt und die Aquivalenz bewiesen. O

Bemerkung 4.1. Die Formulierung (4.13) entspricht dem aus der Optimierung be-
kannten linearen Komplementaritditsproblem.

Lemma 4.5. Die komponentenweisen Bedingungen A > 0, u < 9g und (A, 9g —u) =0
aus der Formulierung (4.13) sind dquivalent zu

A—mar{0,A+c(u—g )} =0 Ve>0. (4.14)
Die Gleichung und der Mazximum-Operator sind dabei komponentenweise zu verstehen.

Beweis. Geht man von den drei Bedingungen aus, so folgt aus \;((gs); — u;) = 0,
dass A; = 0 oder (gs); = u; ist. Sei zuerst \; = 0. Aus u < g, und ¢ > 0 folgt
c(u; — (gs):) < 0 und die Gleichung (4.14) ist erfiillt. Sei jetzt (gs); = w;. Da A; > 0
gilt, ist die Gleichung (4.14) ebenfalls erfiillt. Gelte umgekehrt die Gleichung (4.14).
Es ist offensichtlich, dass A > 0 sein muss. Sei \; > 0. Dann muss ¢(u; — (gs);) = 0 und
damit u; = (gs); sein. Ist A; = 0, so muss ¢(u; — (gs);) < 0 sein und damit u; < (gs);.
Somit sind die drei Bedingungen erfiillt. O
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Die Formulierung (4.13) lésst sich also auch schreiben als: Suche u € R und \ € RM ,
sodass

E_SNQ = )\,
A—max{0,A+c(u—gy)} = 0 VYe>0 (4.15)

gilt.



5 Halbglattes Newton-Verfahren

In diesem Kapitel wird zunéchst ein halbglattes Newton-Verfahren eingefiihrt und
gezeigt, unter welchen Bedingungen es konvergiert. Anschliefend wird dieses Verfahren
auf die Formulierung (4.15) angewandt und gezeigt, dass es einer Aktiven-Mengen-
Strategie entspricht. Weiters wird die Konvergenz untersucht. Basis fiir dieses Kapitel
ist [9] und [10].

5.1 Newton-Iteration

Definition 5.1. /9, Definition 1.]

Seien X und Z Banach-Rdume und U eine offene Teilmenge von X. Die Abbildung
F: X — Z heifst Newton-differenzierbar auf U, wenn eine Familie von Abbildungen
G:U — L(X,Z) existiert mit {||G(x)||x—z : x € U} beschrinkt und

1
lim——I||F(z+h) — F(x) — Gz + h)h||z =0 (5.1)
h=0 Al x
fir alle x € U, wobei h € X ist.

Definition 5.2. [9, Theorem 1.1]

Sei x* Lésung von F(z) = 0, F sei Newton-differenzierbar in einer offenen Umge-
bung U von z* und {||G(2)~Y|z»x : @ € U} sei beschrinkt. Das halbglatte Newton-
Verfahren ist dann durch die Iteration

[Ek+1 — $k . G([Bk)_lF(ﬂjk)
gegeben.

Satz 5.3. [9, Theorem 1.1]

Das in Definition 5.2 beschriebene halbglatte Newton-Verfahren konvergiert superlinear
gegen die Léosung x* der Gleichung F(x) = 0, vorausgesetzt der Startvektor x° liegt
hinreichend nahe bei der Losung x*, das heift ||x° — x*||x ist klein genug.

Beweis. Ausgehend von der Newton-Iteration gilt fiir zF € U
" -2t = (28 — 1) — G(aF) T R (2F) = G(aF) ! (G(mk)(xk — ") — F(xk)) .
Beriicksichtigt man, dass F(z*) = 0 ist, so ergibt sich wiederum fiir 2* € U

Iz =2 lx < (G T zox G (" —2%) — F(ah)] 2
= |G zox|F(*) = F(a*) = Ga*) (" —2")]z. (5.2)

41
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Sei B(z*,r) C U eine Kugel mit Radius r und Zentrum z*. Weiters sei M so gewahlt,
dass [|G(2) 7|z x < M fiir alle z € B(z*,r) gilt. Wegen (5.1) gibt es daher fiir jedes
€ (0,1) ein p € (0,7), so dass

|F(a* +h) = F(z) = Gla® + hhllz < Z-lblx VIl < p.

Setzt man h* := 2% — 2* so erhélt man zusammen mit (5.2)

2"t =2 |lx < |G@™) T zox |1 F (2" +75) = F(a") = G(a" + h)RF|| 2 < nllh*x (5.3)
vorausgesetzt, dass ||h*||x < p héilt. Sei nun ||2° — 2*||x klein genug, dass heifit

|2° —a*|x =h" < p<r.
Dann ist 2° € B(z*,r) und somit auch z° € U. Durch Induktion gilt das wegen
(5.3) auch fiir alle weiteren z*. Damit ist die Iteration wohldefiniert und da 7 € (0, 1)
beliebig gewahlt werden kann, ist die Konvergenz superlinear. ]

Das folgende Lemma zeigt, dass die Verkniipfung einer Newton-differenzierbaren Ab-
bildung mit einer affinen Abbildung wieder Newton-differenzierbar ist und es wird ein
verallgemeinerter Gradient angegeben.

Lemma 5.4. [10, Proposition 3.2.]

Seien X, Y und Z Banach-Rdume und U eine offene Teilmenge von X. Die Abbildung
Fy 1Y — X sei durch Fy(y) = By + b gegeben mit B € L(Y,X) und b € X. Sei
weiters Fy : X — Z Newton-differenzierbar mit verallgemeinertem Gradient G. Ist
Fy'(U) nichtleer, dann ist F = Fy o Fy Newton-differenzierbar auf Fy '(U) und der
verallgemeinerte Gradient ist durch G(y) = G(By + b)B € L(Y, Z) gegeben.

Beweis. Sowohl G(z) fir € U als auch B sind linear, daher ist auch G(y) line-
ar fiir y € Fy'(U). Das selbe gilt fiir die Beschrinktheit. Fiir y € Fy'(U) gilt
w:=By+beU und fir h € Y gilt h := Bh € X. Da F, Newton-differenzierbar
ist mit verallgemeinertem Gradienten G, gilt

}llgthH IF(y+h) = F(y) — G(y)hl|z

lim— [|Fy(u 4 B — Fy (1) — G|,

H I | Fy (u _|_h) Fy(u) — G(U>EHZ

- }HOH I

MHH HUF (uth) = Fi(u) = Guhllz = 0.
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5.2 Newton-Verfahren fiir das diskretisierte
Signorini-Randwertproblem

In diesem Abschnitt wird das halbglatte Newton-Verfahren aus Definition 5.2 auf die
Formulierung (4.15) angewandt. Dazu wird zundchst ein verallgemeinerter Gradient
hergeleitet. Anschliefend wird gezeigt, dass die Newton-Iteration fiir diesen verallge-
meinerten Gradienten konvergiert.

Um nun das halbglatte Newton-Verfahren auf die Formulierung (4.15) anwenden zu

konnen, definiert man eine Abbildung F': RM x RM 5 RM x RM as

SNQ‘FA_]?
F(@,A) = <)\_ maX{Q,A—i—c(Q— 95)}> . (54)

Damit entspricht die Gleichung F(u,A) = 0 der Formulierung (4.15). Aufgrund der
eindeutigen Losbarkeit der Formulierung (4.15) besitzt die Gleichung F'(u, A\) = 0 eine
eindeutige Losung (u*, A*). Nun wird ein verallgemeinerter Gradient fir die Abbildung
(5.4) benoétigt. Dazu muss zunéchst gezeigt werden, dass die Abbildung

(27 A) - maX{Q7A + C(Q - 25)}
Newton-differenzierbar ist und ein verallgemeinerter Gradient angegeben werden kann.

Definition 5.5. Sei d € RM ein beliebiger Vektor. Die Abbildung G : RM —y RMxM
wird definiert als

Gs(y) = diag(gi(y1); - 95 (Wir);
wobei g; : R — R durch

0 firz<0,
gi(z)=< 1 firz>0,
0; firz=0.

gegeben ist.

Lemma 5.6. [9, Lemma 3.1.]
Die Abbildung y — max{0,y} ist Newton-differenzierbar und Gs ist ein verallgemei-
nerter Gradient.

Beweis. G(y) entspricht einer linearen Abbildung und {||Gs(y)| : v € RM} ist be-
schrénkt. Gelte

18]l = max{|hal,. ..,

By < minlul - v # 0} (5.5)
und sei
D;(y, h) := |max{0,y; + h;} — max{0,y;} — g:(y;i + hi)hil .

Ist y; + h; < 0, so ist g;(y; + h;) = 0. Wegen (5.5) gilt auch y; < 0 und damit ist
D;(y,h) = 0. Fiir y; + h; = 0 ist g;(y; + h;) = 6;. Wegen (5.5) gilt y; = 0 und h; =0
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und damit ist wieder D;(y, h) = 0. Der letzte Fall ist, dass y; + h; > 0 gilt. Dann ist
gi(y; + h;) = 1 und wegen (5.5) ist y; > 0. Damit ist auch in diesem Fall D;(y, h) = 0.
Gilt also (5.5), so ist

H maX{O?E + ﬁ} - maX{Ovy} - GQ(E + ﬁ)ﬁH =0
und daher ist die Bedingung (5.1) erfiillt. O

Verwendet man Lemma 5.4 und Lemma 5.6, so lasst sich nun ein verallgemeinerter

Gradient fiir die Abbildung
(2, A) = max{0,A +c(u—gg)}

finden. Sei G’ := G, also die Abbildung aus Definition 5.5, wobei der Vektor § der
Null-Vektor ist. Dann ist G’ wegen Lemma 5.6 ein verallgemeinerter Gradient der
Abbildung Fi(y) = max{0,y}. Sei Fy(u,A) = A+ c(u — g,), dann kann F, auch
dargestellt werden als

Fy(u,\) = B @) +b=(cI I) (K) — g

Lemma 5.4 zeigt, dass Fy o Fy Newton-differenzierbar ist und einen verallgemeinerten
Gradienten GG mit

Gu,)) = G(Fy(u,))B=GM\+clu-gy) (I 1)
= (CG’(A +elu—ygy) GQA+clu— gs)))
besitzt. Damit ist folgendes Lemma gezeigt.

Lemma 5.7. Die Abbildung (5.4) ist Newton-differenzierbar und ein verallgemeinerter
Gradient G kann als

Glw2) = (—cG'(A +elw—gy) I—G'A+clu- gs>>> i
angegeben werden.

Fiir verschiedene Betrachtungen ist es praktisch, wenn die Vektoren u und A und damit
auch die Matrix G/(u, \) speziell angeordnet sind.

Definition 5.8. Die Menge I der inaktiven Indizes sei definiert als
Z={i: ) \+clu—gg)i <0}
und die Menge A der aktiven Indizes sei definiert als

A={i: \i+c(u—gy)i >0}
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Sei nun P eine Permutationsmatrix, die den Vektor v (und damit auch den Vektor \)
so umordnet, dass zuerst die inaktiven und dann die aktiven Indizes auftreten. Es gilt
also

Hat man ein Gleichungssystem G(u, A)g = z mit beliebigen Vektoren y € RQM und

z € R?M 50 lasst sich dieses auch als

(b b)ewa=(] 1) 7

schreiben. Da die Inverse einer Permutationsmatrix gleich der Transponierten ist, also
PPT = [ gilt, lisst sich das Gleichungssystem auch als

<]g g) G(u, \) (POT POT> (15 2,) Y= (103 2) 2 (5.8)

ausdriicken. Setzt man fiir G(u, \) ein und setzt

1

yz(g?jQ) mit yl,gzeRM und z:<

1 _
) mit 2% € RV,

R2 R

so erhalt man

PSNP—r I Pyl B Pgl

Die Matrix G'(A +c(u—g)) ist eine Diagonalmatrix und die Eintrége auf der Diago-
nalen sind 0 fiir einen inaktiven Index und 1 fiir einen aktiven Index. Somit gilt

! T 0z 0
PG'(A+c(u—g,))P :<0 IA>'

Schreibt man PSyP T noch als

n_ ((Sv)zz (Sn)z
(PSP )—<(SN>AI (SN)Ai>’

so erhélt man aus dem Gleichungssystem (5.9)

(Sn)zz (Sw)za Iz O H% 27

(Sn)az (Sn)aa 0 Ia| |y, _ |24
y A A (5.10)
0 —cla 0 0/ \y 2%

Dies ist also nur eine Umordnung des Gleichungssystems G(u,A)y = 2. Aus Lemma
5.7 und Satz 5.3 lasst sich nun die Konvergenz des halbglatten Newton-Verfahrens fiir
die Gleichung (5.4) zeigen.
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Satz 5.9. [9, Theorem 3.1]
Die Newton-Iteration

GZ:) - (ii) - <—CG’(>\ JrS]cV(u —g5) I-G'(A +]c(u - gs))> ) F(u*,A%) (5.11)

konvergiert superlinear gegen die eindeutige Losung (u*, \*) der Gleichung F(u, ) = 0,
sofern die Anfangsvektoren (u®,\°) nahe genug bei der Losung liegen.

Beweis. Um Satz 5.3 anwenden zu konnen, muss gezeigt werden, dass G(u, ) ™! exis-
tiert und ||G(u, A)"!||> unabhingig von u und )\ beschrinkt ist. Seien u € RM und

A € RM beliebig aber fix, sowie Z und A die Indexmengen aus Definition 5.8. Diese
sind von den Vektoren u und A abhangig. Es gibt allerdings nur endlich viele unter-
schiedliche Kombinationen der Indexmengen. Fiir den Spezialfall A = () erhalt man

—1 -1
Gu, A) = (SON §> mit  G(u,A) " = (Sg _§N>’

wie sich durch Nachrechnen sehen lisst. Fir den Spezialfall Z = () ergibt sich

Sy I . (0 =i
G(“’A):<—2VI 0) mit - G(u,A) 12([ 1§N>'

Sei nun A # () und Z # 0. Sei weiters z € R*" beliebig aber fix. Um die Existenz
der Inversen zu beweisen, wird gezeigt, dass es einen eindeutigen Vektor y € R2M
gibt, der G(u,\)y = z erfilllt. Wie vor dem Satz gezeigt wurde, ldsst sich dieses
Gleichungssystem auch als

(Sv)zz (Sw)za Iz O\ (vt 27

(Sv)azr (Sn)aa 0 Lal||y,| _ |24
0 0 Iz 0|2 |23 (5:12)
0 —clya 0 0/ \¢, 2%

schreiben. Die dritte Zeile von (5.12) ergibt y2 = 27. Aus der vierte Zeile von (5.12)
erhilt man —cy!, = 2% und damit y', = —12%. Die erste Zeile von (5.12) ergibt

(Sn)zzyy + (SN)zAY) + U5 = 21

Da Sy positiv definit ist und PSyPT die selben Eigenwerte hat wie Sy, ist auch
PSNPT positiv definit. Daher ist (Sy)zz invertierbar und man erhélt

vy = (Sn)z2 |~ (Sn)zayly — v + 23],

wobei g% und yi‘ schon bestimmt sind. Aus der zweiten Zeile von (5.12) erhélt man
schliefilich

(SN)azyy + (Sn)aayly + 4% = 24
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und somit

Yo = —(Sw)azyy — (Sv)aay, + 2u-
Auch hier sind alle Vektoren auf der rechten Seite bekannt. Damit ist der Vektor Y
eindeutig bestimmt und die Invertierbarkeit von G(u, A) ist gezeigt. Es bleibt noch die

Beschranktheit der Inversen zu beweisen. Da fur alle v und A und damit auch fir alle
moglichen Indexmengen Z und A die Inverse von G(u, \) existiert, gilt

yll2 < 1G (w, 1)~ allzll2 = e(Z, A) 122

Die Konstante ¢(Z, A) ist allerdings von den Indexmengen Z und A und damit von u
und A abhangig. Da es aber nur endlich viele Kombinationen der Indexmengen gibt,
lasst sich eine Konstante ¢ finden, fur die

lyll2 < ellz]2

gilt. Die Konstante ¢ ist aber von der Diskretisierung des Gebietes abhéngig. O]

5.3 Aktive-Mengen-Strategie

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das halbglatte Newton-Verfahren (5.11) einer
Aktiven-Mengen-Strategie entspricht.
Die Newton-Iteration (5.11) ldsst sich auch als

SN I Qk . Qk+1
<—CG’(A te(u—gg) IT—G'A+clu— gS)>> </\’“ - Wl) = F(" X)) (5.13)

schreiben. Seien nun die Indexmengen aus Definition 5.8 fiir die k-te Iteration als
T ={i: A +c(u — g )i <0}

und
A ={i: A+ c(u* —g,); > 0}

gegeben. Ordnet man die Matrizen und Vektoren so an, dass zuerst die inaktiven und
danach die aktiven Indizes auftreten, so lésst sich Gleichung (5.13) als

M)z, (SyuP 4+ \F — ]?)Ik

[S

(SN>Ika (SN)IkAk IIk 0 (gk o

(Sv)aze (Sv)apa, 0 La, | | @ = o) | | (Swub + 2N — f)a,
0 0 I, 0 [| Q" =X |~ M
0 —CIAk 0 0 (Ak k—H)Ak _C(Qk - gs)Ak

S
ES

(5.14)

>
> |

5

[>~

schreiben. Betrachtet man die erste Zeile in Gleichung (5.13), so ergibt sich
Sn(uf — ) £ NF M = Sk + \F - f

und damit
SNuk+1 + )\k+1 _ JZ-\
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Die dritte Zeile in Gleichung (5.14) ergibt
(Ak _Ak+1)l'k — Aék

und daher
MHL =0 fiir i € T,

Aus der vierten Zeile von Gleichung (5.14) erhélt man

—C(gk o QkJrl)Ak — —C(gk o gs)Ak
und daher
ubtt = (gg);  filr i € Ay

Damit entspricht das halbglatte Newton-Verfahren aus Satz 5.9 der folgenden Aktiven-
Mengen-Strategie:
Algorithmus 5.10. Aktive-Mengen-Strategie

(1) Initialisiere u® und M. Setze k = 0.

(2) Setze T, = {i: \j + c(u — go)i <0} und Ay = {i : A\f + c(u—g)i > 0}.

(3) Lose

o~

SyuFtt 4\ = /
uitt = (gs)i firie Ay,
0

7
AL — fiir i € T,

Y

(4) Stopp oder setze k = k + 1 und gehe zu (2).

5.4 Konvergenz fiir beliebige Anfangsvektoren

In Satz 5.9 wurde gezeigt, dass das halbglatte Newton-Verfahren (5.11) superlinear
gegen die eindeutige Losung konvergiert, sofern die gewahlten Startvektoren nahe ge-
nug bei der Losung liegen. Unter gewissen Voraussetzungen an die Matrix Sy lésst
sich die Konvergenz auch fiir beliebige Anfangsvektoren u® und \° zeigen.

Definition 5.11. Eine Hauptuntermatriz einer Matriz A € R™*" ist eine Matriz, die
aus A hervorgeht, indem man sich eine Indexmenge J C {1,...,n} vorgibt, und fir
alle i € J die i-te Zeile und i-te Spalte von A streicht.

Definition 5.12. Fine Matriz A = (a;;) € R"*" heifit Z,,-Matriz, wenn alle Elemente,
die nicht auf der Hauptdiagonale liegen, nichtpositiv sind. Das heifit es gilt a;; < 0 fiir
i
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Satz 5.13. [6, Theorem 5.1]
Sei A eine Z,-Matriz. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist requlir und A=Y > 0 (elementweise).
2. Alle Determinanten der Hauptuntermatrizen von A sind positiv.

3. FEs existiert ein Vektor x > 0, so dass Ax > 0 gilt.
Beweis. Siehe [6]. O

Definition 5.14. Eine Z,-Matrix A, die eine der Bedingungen aus Satz 5.13 erfillt
heifst M -Matriz.

Lemma 5.15. Set A € R™" eine M -Matriz und P € R™™" eine Permutationsmatriz.
Dann ist PAPT wieder eine M -Matriz.

Beweis. A ist eine Z,,-Matrix und bei der Transformation PAPT bleiben die Elemente
der Hauptdiagonalen von A auf der Hauptdiagonalen. Damit ist auch PAPT eine
Z,-Matrix. Da A eine M-Matrix ist, gilt die dritte Bedingung von Satz 5.13. Es gibt
also eine Vektor x > 0, so dass Ax > 0 ist. Daher gilt auch

PAx = PAP" Pz > 0.
Da auch Pz > 0 ist, ist PAPT eine M-Matrix. ]

Satz 5.16. [6, Theorem 5.13]
Sei A € R™"™ eine M -Matriz. Dann ist jede Hauptuntermatriz von A eine M -Matriz.
Sei A11 eine Hauptuntermatriz von A. Dann ist das Schurkomplement

[AJA1] i= Ay — Ay Ay Ao
ebenfalls eine M -Matriz.
Beweis. Siehe [6] O

Satz 5.17. [9, Theorem 3.2/

Sei Sy eine M -Matriz. Dann konvergiert die Newton-Iteration (5.11) fiir beliebige An-
fangsvektoren (u°, \°) gegen die eindeutige Losung (u*, \*) der Gleichung F(u, ) = 0.
Weiters gilt u* < u*' < u* fir k> 1 und v* < 9 fir k> 2.

Beweis. Da Sy eine M-Matrix ist, ist wegen Lemma 5.15 auch PSy P fiir jede Per-
mutationsmatrix P eine M-Matrix. (Sy)z,7, ist eine Hauptuntermatrix von PSyP"
und wegen Satz 5.16 eine M-Matrix. Da PSyP" eine M-Matrix ist, sind alle Eintrige
von (Sy)z, 4, nichtpositiv. Unter Berticksichtigung der ersten Bedingung von Satz 5.13
erhilt man damit

(Sn)z)7, 20 und  (Sn)z'7 (Sn)zea, <0 (5.15)

kL —
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fiir jede Aufteilung Z;, und Aj,. -
Zuerst wird die Monotonie von u* gezeigt. Fiir k > 1 und alle i € {1,..., M} gilt

M =0 oder uf=(g5)i, (5.16)
was man in Algorithmus 5.10 sehen kann. Sei nun i € Ag. Damit ist

Mt c(uf — (gs)i) >0 und  ul™t = (gs)i.

7

Gilt die zweite Bedingung von (5.16), so ist u¥ = (gg); = uf ™. Gilt die erste Bedingung
von (5.16), so folgt u¥ > (gg); = uf™'. Zusammen ergibt sich also uf > uf™! fiir i € A,

und k& > 1. Sei nun ¢ € Z;,, das heif3t
Mote(uf —(gs);) <0 und AT =0.

Gilt die erste Bedingung von (5.16), so folgt A¥ — \itt = 0. Gilt die zweite Bedingung
von (5.16), so folgt A¥ < 0 und damit A\¥ — ¥ < 0. Zusammen erhélt man also
N — ML <0 fiir 4+ € 7 und k > 1. Die erste Zeile von Gleichung (5.14) ergibt fiir
E>1

(SN)Zka (gk - QkJrl)Zk + (SN)IkAk (Qk - QkJrl)Ak + (Ak - Ak—H)Ik = 07

da die rechte Seite fiir £ > 1 Null ist, wie man an Algorithmus 5.10 sehen kann. Daraus
erhdlt man unter Berticksichtigung von (5.15)

(W — "7, = —(Sw)Z)7 (SN)zea, (W — W) 4, — (Sn)ZZ, (AF = AFH)Z, > 0.

Damit ist «f > uf* also auch fiir i € Z; und die Monotonie von u* gezeigt.

Als néichstes wird gezeigt, dass die Ungleichung u* < gg fir k > 2 gilt. Aufgrund der

Monotonie von u* geniigt es, die Ungleichung fiir k = 2 zu zeigen. Sei die Indexmenge
V' definiert als

Vo= {i:uj > (g5)i}-

Fir i € V gilt wegen (5.16) A¥ + c(uf — (gs);) > 0 und damit i € Aj. Daher ist
u? = (gs);- Ist i ¢ V, also u} < (gs);, so ist wegen der Monotonie auch u? < (gs);.
Als néchstes wird die Ungleichung u* < uk fur k> 1 gezeigt. Die Gleichung

SNQ‘FA:J?

gilt sowohl fiir die eindeutige Lésung (u*, A*) als auch fiir (u*, A¥) mit k& > 1. Beriick-
sichtigt man noch Algorithmus 5.10, so erhélt man

o~

Iz, = ONznnug + 8z 4, + 27,
= (SN)kalzkflugk,l + (SN)kalAkflglitk,l + )\%971

= (SN)kaﬂkflgz,l + (SN)Zk—l-Ak—1<gS)~Akfl
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und damit

(SN)Ik—Ikal (uk - u*)l—k—l = (SN>Ik71Ak71(Q* - QS)Akfl + )‘;k_l'

Aus dieser Gleichung erhalt man zusammen mit (5.15)

(uk - u*>Ik71 = (SN>£]C1_1Z]€_1 (SN>Ik71Ak71<Q* - gs)Akfl + (SN)Ekl_lIk_l)\;k_l 2 07

da fir die Losung A* > 0 und u* < 9 gilt. Damit ist @%_1 > uy, fir £ > 1 gezeigt.
Weiters gilt gﬁk_l = (9s)a,_, und wegen u* < 9 also @Zk_l > gjlk_l. Zusammen ist
damit u* > v* fiir K > 1 gezeigt.

Als nachstes wird gezeigt, dass es einen Index kg glbt so dass \* > 0 fiir k& > ko ist.
Angenommen, es gibt fiir einen Index i einen Schritt & > 1, so dass )\k < 0 ist. Dann
folgt daraus, dass i € A;_, ist und somit u} = (gg); gilt. Damit ist /\k +c(u —(gs):) <

0, also ¢ € Z;.. Daraus folgt wiederum, dass )\k“ = 0 ist, und wegen ukJrl < (gg); fur

k>1ist )\kH + c(u; k1 — (gs):) < 0. Somit ist auch i € Ik+1 Durch Induktion folgt,

dass i € 7, fNur k> k -+ 1 ist und damit auch )xf =0 fiir k > k. Das gilt fiir alle Indizes
i€{l,..., M}, woraus die Existenz von kq folgt.

Nun lasst sich die Konvergenz der Newton—lteration (5.11) gegen die eindeutige Losung
zeigen. Wegen der Monotonie von u* und der Ungleichung v* < u* < gg fur k > 2 gibt

es ein 4 mit limu* = @ < g Weiters gibt es wegen f Syuf =\ >0 fir k > kg ein
A mit lim A¥ = X > 0. Zusammenfassend 15st (4, )\) also die Gleichung Syu 4+ A = i
und es gilt u < gg sowie 2 > 0. Weiters gilt wegen (5.16) auch (A,g — gs) = (0 fur das
Skalarprodukt (A, @—g,). Damit ist (2, A) eine Losung fiir die Formulierung (4.13). Da
diese Formulierung dquivalent ist zur Gleichung F'(u, A) = 0 und die Losung eindeutig

ist, gilt (@, A) = (u*,A"). O

Die Matrix Ay aus (4.4) ist unter gewissen Voraussetzungen an die Diskretisierung
eine M-Matrix.

Definition 5.18. Sei T eine Triangulierung einer Punktmenge P im R?. Wenn fiir
jedes Dreieck T der Triangulierung T gilt, dass sich kein Punkt der Punktmenge
P im Inneren des Umkreises von T befindet, so heifit die Triangulierung Delaunay-
Triangulierung.

Satz 5.19. [12, Theorem 2.4] Sei Ay die Matriz aus (4.4). Sei die Triangulierung
Tn des konvexen Gebietes Q0 C R? eine Delaunay-Triangulierung. Weiters liege der

Umkreismittelpunkt keines Randdreiecks auflerhalb des Gebietes 2. Dann ist Ay eine
M -Matrix.

Beweis. Siehe [12] O

Die Matrix Sy ist das Schurkomplement von Ay, (siehe (4.11)). Wegen Satz 5.16 ist
das Schurkomplement einer M-Matrix wieder eine M-Matrix. Daher ist Sy also eine
M-Matrix, falls Ay eine M-Matrix ist. Damit ist folgender Satz gezeigt.
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Satz 5.20. Gelten fiir die Diskretisierung die Bedingungen aus Satz 5.19, so kon-
vergiert die Newton-Iteration (5.11) fiir belicbige Anfangsvektoren (u°,\°) gegen die
eindeutige Losung (u*, \*) der Gleichung F(u,\) = 0.



6 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel werden zwei Beispiele vorgestellt, die mit dem in Kapitel 5 gezeigten
Verfahren gelost wurden. Als Algorithmus fiir die Berechnungen wurde die Newton-
[teration (5.11) verwendet. Die Konstante ¢ des Algorithmus wurde auf 1 gesetzt.
Es kam ein Finite-Elemente-Code mit linearen Ansatz- und Testfunktionen zum Ein-
satz. Als Gebiet €2 wurde das Einheitsquadrat gewéhlt. Dieses wurde mit Dreiecken
diskretisiert. Auf der linken Seite des Quadrats, also fir x = 0, wurden homogene
Dirichlet-Randbedingungen aufgebracht. Der restliche Rand ist der Signorini-Rand
['s, das heifit die gesuchte Funktion v muss

0 0
u < gs, %uSO und %u(u—gs):()

auf I'g fir eine gegebene Funktion gg erfiillen. Aufgrund der homogenen Dirichlet-
Randbedingungen muss fiir die Funktion gg noch g5(0,0) = 0 und gg(0,1) = 0 gelten.

Beispiel 1
Fur die Funktion
U(I,y) = _x2

gilt
—Au=f=2.

Die Normalenableitung ergibt sich als

0 aufy=1
0 — )
—u=Vu-n= 20 (m =—2an; = —2 aufz=1,
on 0 Ny _

0 aufy=0.

Damit ist die Bedingung %u < 0 erfiillt. Wahlt man gg = —a3, so sind sowohl die
beiden anderen Bedingungen am Signorini-Rand, als auch gg(0,0) = 0 und ¢g5(0,1) =0

erfillt. Fiir das erste Beispiel wurden also

f(z,y) =2 und gg(z,y) = —2*

gesetzt. In Tabelle 6.1 wurden die Ergebnisse fiir diese Berechnung zusammengefasst.
N ist dabei die Anzahl der finiten Elemente, M ist die Knotenzahl und M ist die
Anzahl der Knoten am Signorini-Rand. “It* steht fiir die bendtigte Anzahl an Itera-
tionen fiir das halbglatte Newton-Verfahren. “Error* ist der Fehler in der Ls-Norm,

53



54 6 Numerische Beispiele

N M| M|It Error

8 9 51 2| 4.56e-2

32 25| 11| 3| 1.14e-2
128 81| 23| 4| 2.85e-3
512 289 | 47| 4 | 7.13e-4
2048 | 1089 | 95| 5| 1.78e-4
8196 | 4225 | 191 | 6 | 4.47e-5
32768 | 16641 | 383 | 8 | 1.12e-5

Tabelle 6.1: Ergebnisse fiir Beispiel 1.

das heiBt ||u — un||1,), wobei u die Losung des kontinuierlichen Problems ist und
uy die berechnete Nédherungslosung. Bei jeder Verfeinerungsstufe wird ein Dreieck in
vier Dreiecke zerlegt. Damit vervierfacht sich die Anzahl der Elemente von einer Ver-
feinerungsstufe zur nichsten und die globale Maschenweite h halbiert sich in jedem
Schritt. Der Lo-Fehler verhélt sich proportional zum Quadrat der Maschenweite, das
heilt der Fehler nimmt in jedem Schritt in etwa um den Faktor vier ab. Die Anzahl an
[terationen fiir das halbglatte Newton-Verfahren nimmt in etwa linear mit den Verfei-
nerungsstufen zu. Nur beim Schritt von 128 auf 512 Elemente bleibt sie gleich und beim
Schritt von 8196 auf 32768 Elemente steigt sie von 6 auf 8. Die Abbildung 6.1 zeigt die
Naherungslosung uy fiir die Diskretisierung mit 2048 Elementen. Die Abbildung 6.2
zeigt die Werte fiir die aus dieser Naherungslosung berechneten Normalenableitung
in den Segmenten am Rand. Auf der x-Achse ist der Rand des Einheitsquadrats auf-
getragen, ausgehend vom Punkt (0,0). Der Rand wird im Urzeigersinn durchlaufen.
Da lineare Ansatzfunktionen verwendet wurden, ist die Normalenableitung in jedem
Element konstant.

Beispiel 2
Fiir die Funktion

u(z,y) = x(cos(my) — 1)
gilt

—Au = f = 1w cos(my).

Die Normalenableitung ergibt sich als

gu =Vu-n= <cos(7ry) - 1) (nl) = (cos(my) — 1)ny — wasin(mwy)nsy

on —mzsin(my) ) \ng
und somit
9 0 auf y =1,
—u =1 cos(my) —1 aufz=1,
on

0 auf y = 0.
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Damit ist die Bedingung %u < 0 wiederum erfillt. Fiir dieses Beispiel wurden

—2x? auf y =1,
f(z,y) = m*wcos(ry) und gs(z,y) =< cos(my) —1 aufz =1,
1—=x auf y =0

gesetzt. Fiir diese Wahl von gg ist auch die zweite und dritte Bedingung am Signorini-
Rand erfiillt, sowie g5(0,0) = 0 und gg(0,1) = 0. In Tabelle 6.2 wurden die Ergebnisse
fir diese Berechnung zusammengefasst. Die Berechnungen wurden fir die gleichen

N M| M|It Error

8 9 5| 31| 1.26e-1

32 25| 11| 3| 3.11e-2
128 81| 23| 4| 7.55e-3
512 289 | 47 | 4| 1.88e-3
2048 | 1089 | 95| 4 | 4.58¢e-4
8196 | 4225|191 | 5| 1.13e-4
32768 | 16641 | 383 | 5 | 2.80e-5

Tabelle 6.2: Ergebnisse fiir Beispiel 2.

Diskretisierungen durchgefiithrt wie im ersten Beispiel. Wie auch im ersten Beispiel
nimmt der Lo-Fehler bei jeder Verfeinerungsstufe in etwa um den Faktor vier ab. Die
Anzahl an Iterationen des halbglatten Newton-Verfahrens nimmt noch schwécher zu
als im ersten Beispiel. Die Abbildung 6.3 zeigt wieder die Néherungslosung uy fiir
die Diskretisierung mit 2048 Elementen und die Abbildung 6.2 zeigt die aus dieser
Naherungslosung berechneten Normalenableitung in den Segmenten am Rand.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Signorini-Randwertproblem der Poisson-Gleichung be-
handelt. Das Hauptaugenmerk lag auf der Entwicklung eines halbglatten Newton-
Verfahrens zur Berechnung von Néherungslosungen fiir das Signorini-Randwertpro-
blem. Es wurde auch gezeigt, dass dieses halbglatte Newton-Verfahren einer Aktiven-
Mengen-Strategie entspricht. Schlieflich wurden mit Hilfe dieses Verfahrens zwei nu-
merische Beispiele in 2D gerechnet. Die Ergebnisse der Berechnungen zeigen eine mit
den Verfeinerungsstufen in etwa linear ansteigende Anzahl an Iterationen des halb-
glatten Newton-Verfahrens.

Im Folgenden sollen noch einige offene Probleme und mogliche Erweiterungen an-
gesprochen werden. Fiir die Berechnung der numerischen Beispiele wurden in dieser
Arbeit lineare Ansatz- und Testfunktionen verwendet. Eine mogliche Erweiterung wé-
re, Ansatz- und Testfunktionen héherer Ordnung zu verwenden. Weiters konnten Be-
rechnungen in 3D durchgefithrt werden. Um das lineare Gleichunssystem der Newton-
Iteration (5.11) zu losen, kénnte ein vorkonditioniertes Verfahren verwendet werden.
In dieser Arbeit wurde das halbglatte Newton-Verfahren auf das diskretisierte Problem
angewandt. Es ist aber auch moglich, das halbglatte Newton-Verfahren auf das konti-
nuierliche Problem anzuwenden, wie in [10] gezeigt wird. Allerdings wird dort die Ana-
lysis fiir den verallgemeinerten Gradienten zumindest zum Teil in Ly(I") durchgefihrt.
Vielleicht ist es méglich, diese auch in HY/2(T") durchzufiihren. Aus dem Signorini-
Randwertproblem der Poisson-Gleichung lésst sich auch eine Variationsungleichung
mit Randintegraloperatoren herleiten. Dementsprechend kann die weitere Analysis
und Numerik auch mit den Mitteln der Randelementmethoden durchgefiihrt werden.
Das in dieser Arbeit gezeigte halbglatte Newton-Verfahren koénnte auch auf andere
Probleme angwandt werden, zum Beispiel auf Variationsungleichungen, die sich aus
der Modellierung von Kontaktproblem mit und ohne Reibung oder von nichtlinearen
Transmissionsproblemen ergeben.
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