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Einleitung

Lérm ist ein Faktor, welcher bei technischen Produkten eine sehr wichtige Rolle
spielt. Gute/schlechte akustische Eigenschaften eines Produkts konnen wesentlich
zum Produkterfolg/misserfolg beitragen. Es ist daher wichtig, sich Gedanken tiber
die akustischen Eigenschaften zu machen. Experimente und Simulationen kénnen ver-
wendet werden, um diese Eigenschaften zu untersuchen. Da Experimente sehr teuer,
manchmal sogar unmoglich sein kénnen, ist die Simulation ein wichtiger Beitrag zur
Verbesserung von Produkten.

Das Hauptaugenmerk in dieser Arbeit liegt auf der Untersuchung von akustischen Ei-
genschaften von Schiffen. Es ist naheliegend, eine Unterscheidung von schwimmenden
Schiffen, das heifit nur zum Teil untergetauchten Schiffen und untergetauchten Schif-
fen, Unterseebooten, zu treffen. Der Vorteil bei Unterseebooten besteht darin, dass
das Boot nur von Wasser umgeben ist. Man kann sich vorstellen, dass dies sowohl bei
der Modellierung als auch bei der Analysis bzw. Numerik einfacher zu handhaben
ist, als bei schwimmenden Schiffen. Es werden daher im Weiteren Unterseeboote be-
trachtet. In [3] werden sowohl Unterseeboote als auch schwimmende Schiffe auf ihre
akustischen Eigenschaften untersucht.

Um einen akustischen Effekt beobachten zu kénnen, benétigt man eine “larmerzeu-
gende” Grofle. Die Hauptmaschine des Bootes sowie die Schiffspropeller sind wesent-
lich fiir den Larm verantwortlich. Diese beiden Groéflen iiben Kréfte auf das Boot aus
und infolgedessen kommt es zu Verformungen des Bootes. Diese Verformungen sind
ausschlaggebend fiir die Entstehung von Druckschwankungen im Wasser, es entsteht
Lérm. Man interessiert sich nun fiir die Lautstdrke an gewissen Punkten auflerhalb
des Bootes.

Es stellt sich die Frage, ob man die beiden Bereiche Verformung aufgrund der An-
regung und Ausbreitung der akustischen Welle getrennt voneinander untersuchen
kann, oder ob das Wasser wesentlichen Einfluss auf die Verformung hat. Dies héngt
von den Materialeigenschaften, Eigenschaften vom Fluid und ganz besonders von der
Geometrie ab. Man kann sich leicht vorstellen, dass eine sehr dicke Wand sich weniger
vom Fluid beeinflussen lassen wird als eine sehr diinne Wand. Da die Wandstérke
bei Schiffen gering ist, kann der Einfluss vom Wasser durchaus sehr grof3 werden.

Der Vorteil der getrennt voneinander durchgefithrten Untersuchung (One Way Coup-
ling) ist der, dass die einzelnen Teilprobleme, d.h. die Verschiebung und die Akustik,
einfacher zu behandeln sind, als wenn man beides zugleich behandelt. Nichtsdesto-
trotz wird in dieser Arbeit die zweiseitige Kopplung (Strong Coupling) untersucht,
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Einleitung

da sie ein realistischeres Modell erlaubt.

Die zugrundeliegenden Modelle der Verschiebung sowie der Akustik werden in Ka-
pitel [1| motiviert. Man erhélt das Modell der linearen Elastizitdtstheorie sowie die
Wellengleichung. Besonders elegant wird es, wenn man zeitharmonische Anregungen
betrachtet. Im Weiteren wird ausschlieBlich auf diese Art von Anregungen eingegan-
gen. Dartiber hinaus ist eine Beziehung der beiden Modelle zueinander notwendig. Es
werden zwei Transmissionsbedingungen motiviert, welche einerseits die Krafte und
deren Ubertragung und andererseits die Gleichheit der Normalenkomponente der
Geschwindigkeiten behandeln. In Summe erhélt man ein System von Differentialglei-
chungen mit zwei Transmissionsbedingungen und Randbedingungen. Diese Randbe-
dingungen sowie Volumskréfte sind fiir die Anregung zustiandig.

In Kapitel |2 werden zunéchst allgemeine Resultate der Funktionalanalysis diskutiert
sowie die zugrundeliegenden Riume, die Sobolevraume, eingefithrt. Als wesentliches
Hilfsmittel wird sich der Satz von der Fredholmschen Alternative herausstellen. Mit
diesen Hilfsmitteln werden zunéchst die beiden Modelle getrennt auf (eindeutige)
Losbarkeit untersucht. Fir die lineare Elastizitédtstheorie wird die Variationsformu-
lierung hergeleitet und genauer untersucht. In der Akustik hat man die Helmholtz-
gleichung, das ist die Gleichung, welche man aus der Wellengleichung bei zeithar-
monischen Anregungen erhélt, in einem unbeschrankten Gebiet zu lésen. Fir die
Helmholtzgleichung ist die Fundamentallosung wohlbekannt und somit kann die sehr
elegante Methode der Randintegralgleichungen verwendet werden. Der wesentliche
Vorteil dieser Methode besteht darin, dass unbeschrinkte Gebiete ohne gréflere Pro-
bleme betrachtet werden kénnen, da lediglich Integrale tiber den Rand benétigt wer-
den. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass man ein bestimmtes Abklingverhalten
der Losung fordern muss, um physikalisch realistische Modelle zu erhalten. Dieses
Abklingverhalten, die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung, ist in einer natiirlichen
Weise in den Randintegralgleichungen eingebaut. Hat man die beiden Teilprobleme
getrennt voneinander untersucht, wird im Anschluss das gekoppelte Problem unter
die Lupe genommen. Es wird nicht wie in [3] vorgegangen, wo einerseits der Ansatz
von Burton und Miller und andererseits eine Formulierung mit Lagrangemultiplika-
tor verwendet wird. Stattdessen wird die Idee von [14] [I§] weiterverfolgt, wo eine
symmetrische Formulierung hergeleitet wird. Es wird sich herausstellen, dass der
Druck auf dem Kopplungsrand nicht eindeutig ist, was jedoch keine Auswirkungen
auf die Verschiebung bzw. auf den Druck auflerhalb des Bootes hat. Fiihrt man eine
geeignete zusédtzliche Bedingung fiir den Druck ein, kann dieser fixiert werden und
man erhélt eine eindeutige Losung des gesamten Systems, falls keine Eigenfrequenzen
vorliegen.

In Kapitel 3] wird das in Kapitel [2] hergeleitete System mit der Finiten-Elemente-
Methode und der Randelementmethode diskretisiert. Fiir den Fall, dass der Kern
des hypersinguldren Operators trivial ist, kann eine numerische Analysis angegeben
werden. Ist der Kern jedoch nicht trivial, wird in dieser Arbeit keine Aussage iiber
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Einleitung

Konvergenz usw. angegeben. Beispiele in Kapitel ] zeigen jedoch, dass auch fiir diesen
Fall die theoretischen Aussagen aus Kapitel [3] zu funktionieren scheinen. Letztendlich
wird eine Simulation fiir ein einfaches Unterseeboot betrachtet. Dieses Beispiel ist ein
Nachbau des Beispiels aus [3].
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1 Modelle und Problemstellung

Ziel dieses Abschnittes ist es, die verwendeten Modelle, das heifit die Modelle der
linearen Elastizitdtstheorie und der linearen Akustik, vorzustellen. Fiir eine genaue
Herleitung der Modelle wird auf einschlidgige Literatur verwiesen. Weiters wird auf
die Kopplung dieser beiden Modelle eingegangen.

1.1 Modell der linearen Elastizitatstheorie

Fiir eine genauere Betrachtung sei an dieser Stelle auf [4], T1] verwiesen.

Die wesentlichen Grundlagen fiir die Herleitung der (linearen) Elastizitatstheorie sind
die Masseerhaltung, Impulserhaltung, sowie die Drehimpulserhaltung. Des
Weiteren wird noch ein Materialgesetz benotigt.

Die Masseerhaltung ist ein Axiom, welches besagt, dass sich die Masse einer Menge
an Partikeln fiir alle Kontrollvolumina w(t) beziiglich der Zeit nicht verdndert. Dies
kann auch wie folgt formuliert werden:

S [ etey@aye <o

w(t)
Dabei ist p die Dichte des Materials.

Das Axiom der Impulserhaltung postuliert, dass die Anderung des Impulses be-
ziiglich der Zeit gleich den angreifenden Kréften ist: Es gilt

S [ eyt y@iayo = [ e yeaavo+ [ uu,nang

w(t) w(t) Ow(t)
fiir alle Kontrollvolumina w(t) mit dem zugehoérigen Rand dw(t). ¢ ist die Dichte,
v die Geschwindigkeit und f bzw. t beschreiben die Volums- bzw. die Oberflachen-

krafte. Weiters ist n der normierte duflere Normalenvektor.

Das Axiom der Drehimpulserhaltung beschreibt die Anderung des Drehimpulses
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1 Modelle und Problemstellung

beziiglich der Zeit:

d

dt / y(t) x o(t,y(t))v(t,y(t))dy(t) =

w(t)

= [y < Fty@dy® + [ y(o) x ey n)duyg

w(t) Qw(t)

fiir alle Kontrollvolumina w(t).

Als Resultat der physikalischen Erhaltungsgesetze erhilt man mit dem Reynoldschen
Transporttheorem fiir hinreichend stetig differenzierbare Funktionen die Gleichge-
wichtsgleichungen

2

d
gsﬁu—divT:Q&f fir x € Q,t € (0,7), (1.1)

wobei € C R? ein beschriinktes Lipschitz Gebiet und (0,T) das zugrunde liegende
Zeitintervall ist.

u(x,t) beschreibt die Verschiebung,

0s() beschreibt die Dichte zum Zeitpunkt ¢ = 0,
T beschreibt den Spannungstensor und
f(x,t) beschreibt die Volumskrifte.

Weiters bendtigt man ein Materialgesetz, um den Spannungstensor beschreiben zu
konnen. In dieser Arbeit wird das Hooksche Gesetz verwendet:

T = —pol + o, (1.2)
o =2ue+ Atre,
mit
£ = 1 ( rad u + ( radu)T>
uund A werden Lamé-Koeffizienten genannt und kénnen durch den Elastizitdtsmodul
FE und der Querkontraktion v wie folgt beschrieben werden:

Ev E

A aroa=m)y M it

Um ein Gespiir fiir die Gréflenordnungen und Einheiten zu bekommen, werden in Ta-
belle die Koeffizienten F und v fiir einige Materialien aufgelistetEl Zusétzlich zur

'Die Daten sind aus http://en.wikipedia.org/wiki/Iron, http://en.wikipedia.org/wiki/
Aluminium, http://de.wikipedia.org/wiki/Beton| und http://en.wikipedia.org/wiki/
Titanium entnommen
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1.1 Modell der linearen Elastizitatstheorie

Material E in GN/i2 v 0 in kg/m?
Eisen 211 0.29 7874
Aluminium 70 0.35 2700
Beton 26 — 37 0.15—0.25 2000 — 2600
Titan 116 0.32 4506

Tabelle 1.1: Stoffeigenschaften.

Differentialgleichung ((1.1)) werden noch Anfangs- und Randbedingungen benétigt.
Als Anfangsbedingungen werden die Anfangsverschiebung und die Anfangsgeschwin-
digkeit vorgegeben, d.h.

u(x,t)|i=0 = up(x) fir x € Q und

d . (1.4)
—u(x,t) =wvo(x) firxze .

de =0
In dieser Arbeit werden zwei Randbedingungen betrachtet. Einerseits wird die Ver-
schiebung am Rand durch Dirichletrandbedingungen vorgegeben, andererseits wird
die auf die Oberfliche wirkende Kraft durch Neumannrandbedingungen vorgegeben.
Dazu wird der Rand I' von 2 in zwei disjunkte Teile I'p und 'y aufgeteilt. Auf I'p
werden Dirichletrandbedingungen vorgegeben und auf I'y Neumannrandbedingun-
gen, d.h.

u(zx,t) =gp(x,t) firaxeTp,te (0,7) und

o(u(z,t))n(x) = gy(x,t) firxzely,te (0,T),

wobei n(x) den dueren Normalenvektor bezeichnet.

(1.5)

Das bedeutet, dass bei gegebener Geometrie €2, gegebener Dichte g5, gegebenen Elas-
tizitdtsmodul F und gegebener Querkontraktion v die drei GroBen f(x,t),gp(x,t)
und gy (, t) ausschlaggebend fur die Verformung sind. Im Weiteren werden fiir diese
drei Grofien zeitharmonische Anregungen betrachtet:

Fla,t) =R (' f(@)),
gp(@.t) =R (¢“'gp(@))
und
gn(@,t) =R (“'gn (@),
bei gegebener Kreisfrequenz w. Dies motiviert den Ansatz
u(z,t) =R (ei”tﬁ,(cc)) .

Um die Notation einfacher zu halten, werden die Funktionen £, §p,§n und @ wieder
mit f,gp, gy und u bezeichnet. Wird dieser Ansatz in die Differentialgleichung (1.1)
eingesetzt, erhélt man folgende zeitunabhéngige Differentialgleichung

—osw?u —dive = g5 f fiir z € Q (1.6)
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1 Modelle und Problemstellung

mit dem Materialgesetz
o =2pue+ Atre (1.7)
und den Randbedingungen

u(x) =gp(x) x€lp,

o(u(@))n(@) = gy(®) Ty (18

Es sei hier noch erwéhnt, dass es sich bei dem hier verwendeten Materialgesetz um
ein sehr einfaches handelt. Fiir viele Materialien ist dieses Gesetz nicht geeignet und
es miissen kompliziertere Gesetze verwendet werden. In [I0, [I5] werden zum Beispiel
(nicht-lineare) Materialgesetze behandelt. Dies wirkt sich jedoch nicht auf die in
dieser Arbeit behandelte Kopplung mit der Akustik aus.

1.2 Modell der linearen Akustik

Dieses Kapitel lehnt sich grofitenteils an 6, [I1] an.
Ahnlich wie im vorigen Kapitel ist die Grundlage fiir die Herleitung des Modells der
linearen Akustik die Masseerhaltung und die Impulserhaltung. Dariiber hinaus

wird eine Zustandsgleichung benétigt.

Aus der Masseerhaltung erhélt man die Kontinuitatsgleichung

di =——0. 1.9
iv (0v) = — 50 (19)
Aus der Masse- und Impulserhaltung erhdlt man die Eulergleichung (hier ohne
Volumskrifte)
0
0| v +(v-V)v )| =-Vp. (1.10)

Experimente zeigen, dass fiir das akustische Modell eine adiabatische Zustandsédnde-
rung vorliegt. Bei einer adiabatischen Zustandsinderung kommt es zu keinem Warme-
austausch mit der Umgebung, d.h. die Warmeenergie bleibt in einem abgeschlossenen
System erhalten. Hier gilt die Zustandsgleichung

pV"* = const, (1.11)

K = CC—"; ist der Adiabatenexponent, ¢, ist die isobare Warmekapazitét und cy die
isochore Warmekapazitét.
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1.2 Modell der linearen Akustik

Fiir eine detaillierte Herleitung dieser drei Gleichungen sei auf [8] verwiesen. In diesem
Buch werden auch kompliziertere Modelle als das soeben beschriebene behandelt.

Aus der Zustandsgleichung ([1.11)) wird nun eine Beziehung zwischen dem Druck p
und der Dichte p hergestellt. Vp, pp und gg seien das Volumen, der Druck und die

Dichte eines ruhenden Fluids und V, p und p seien das Volumen, der Druck und die
Dichte eines Fluids, in dem sich eine akustische Welle ausbreitet. Mit ((1.11]) gilt

-
V po’

bzw. unter Annahme einer konstanten Masse, d.h. mg = ggVp = oV, gilt

()=
00 Po

Sei nun p = pg + p und ¢ = gp + 9. Dann gilt fiir 9 < gg unter Zuhilfenahme der
Taylorentwicklung
e -
(Q> ~1+ ke
00 Qo0

Man erhélt die lineare Zustandsgleichung

N R— =", (1.12)

STt
=
S
0

da

- & -
1+p_p_(g> %1+/@£
Po Po 00 00

gilt. Dies bedeutet, dass anndhernd ein linearer Zusammenhang

-~ 2.

p=c“0 (1.13)
zwischen p und g besteht. ¢ wird Schallgeschwindigkeit genannt.

Im Folgenden werden auch die Eulergleichung ((1.10) und die Kontinuititsgleichung
(1.9) vereinfacht. Aus der nichtlinearen Eulergleichung erhilt man mit den beiden
Annahmen

0
|(v-V)v| < '(%U

und o = gg

die lineare, vereinfachte Gleichung

0
005,V = —Vp. (1.14)
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1 Modelle und Problemstellung

Aus der Kontinuitdtsgleichung erhdlt man mit den beiden Annahmen
|v- V| < |edive| und o = g

die vereinfachte Kontinuitédtsgleichung

0 )
—ag = godivov
und daher auch
1 9° _
—gwg = le &U.

Als Resultat dieser Vereinfachungen erhélt man

1 92 1
————50=——divVp.
00 02° 00 P
Dies fiihrt auf die Gleichung
82
Ap = —o.

Mit der Zustandsgleichung (1.13]) erhdlt man die Wellengleichung der Akustik
1 9% _
2oz

Diese Wellengleichung gilt es, in einem Gebiet 2 zu lésen. Dieses Gebiet wird im
Weiteren als unbeschrinkt angenommen. Es werden die Anfangsbedingungen

Ap = (1.15)

0
5 t — 5
aP @] =@
sowie die Randbedingungen
p(x,t) = gp(x,t) firx € I'p,t € (0,T), (1.16)
Vp(x,t) - n(x,t) = gy(x,t) fir x € Ty,t € (0,7) (1.17)

verwendet. I', der Rand von 2, wird hierfiir wieder in einen Dirichletrand I'p und
einen Neumannrand I'y aufgeteilt.

Analog zum vorigen Kapitel werden zeitharmonische Anregungen betrachtet,
d.h.

gp(@.t) = R (“'gp(@)),
gn(@,t) =R (“'gn ().

20



1.2 Modell der linearen Akustik

Um die Notation zu vereinfachen wird wieder gp und gn anstatt gp und gn ge-
schrieben.

Wie in der linearen Elastizitatstheorie wird der Ansatz
B, t) = R (p(z)e") (1.18)
verwendet.

Dieser Ansatz vereinfacht die Wellengleichung ([1.15)) und man erhélt die Helmholtz-
gleichung

Ep+Ap=0 firzeQ (1.19)
mit der Wellenzahl k = % und den Randbedingungen

p(x) = gp(x) fir x € I'p, (1.20)
Vp(z) - n(x) = gn(x) fir x € I'y. (1.21)

Es wird angenommen, dass n(x,t) ~ n(x) gilt. Da bei zeitharmonischen Anregun-
gen die Anfangsbedingungen fehlen (Es wird hier der Einschwingvorgang aufler acht
gelassen und nur der eingeschwungene Zustand betrachtet.), kann es passieren, dass
Losungen der Differentialgleichung auftreten, welche physikalisch nicht kausal sind.
Sommerfeld hat in [2I] daher eine zusétzliche Forderung an die Losung gestellt. Die
Losung muss nun auch die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung erfiillen:

0
lim r(N—il-f) =0. 1.22
llz||=r— o0 8rp P ( )

Oftmals ist es ausreichend, eine schwéichere Bedingung zu stellen:

lim / IVp-n —ikp|* du = 0. (1.23)
0B,

[|x||=r—oc0

Fiir eine Losung p der Problemstellung (1.19) — (1.22]) oder (1.23)) kann fiir ein « €
der Schalldruckpegel in dB definiert werden:

Lp = 2010g10 Prms

ref

mit prer = 20uPa und

1
Prms = \J T /ﬁ(m,t)2dt,
T
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1 Modelle und Problemstellung

wobei T' der Zeitperiode entspricht. Sei fiir ein fixes @ der Druck gegeben, das heifit
p(x) = ¢+ id, dann gilt

27T/w 27‘/w
_w o iwt\2 oW ) o . V4 d?
Prms = o~ / %((c+zd)e ) dw—% / (ccoswt — dsinwt) dw—T.
0 0

Fir die Werte ¢ = d = 1 erhélt man zum Beispiel prms = 1 und daher L, ~ 94dB. In
Grafik [1.1]ist die Funktion p(z,t) = R (p(x)e™?) dargestellt. In Tabelle [1.2] kénnen

10
0.5 \
I

—05F

_10}F

Abbildung 1.1: p(x, t) fiir c = d = 1,w = 1000.

giangige Werte fiir den Schalldruckpegel entnommen werden.

Horschwelle  Stimme, 1.5m  Auto, 20m laute Musik Jet
0dB 60dB 80dB 100dB 120dB

Tabelle 1.2: Werte fiir den Schalldruckpegel in dB.
Entnommen aus [I1] Seite 109, Table 5.1.]

Um geeignete Transmissionsbedingungen zwischen Fluid und Solid setzen zu kénnen,
wird die Geschwindigkeit v genauer betrachtet. Aus der vereinfachten Eulergleichung

(1.14) folgt:

0 1
t | = —Vp | =0.
o (o0 ™)
Daher ist rot %'v = 0. Vorausgesetzt das Geschwindigkeitsfeld v besitzt keine Rota-
tion zum Zeitpunkt ¢ = 0, dann gilt rot v = 0 und daher kann v als Gradientenfeld
eines Potentials W dargestellt werden, v = —VW. Dies in die vereinfachte Eulerglei-

chung ([1.14)) eingesetzt liefert
0
—00=VV¥ = —-Vp.
Um bei dem gekoppelten Problem klar hervorzuheben, dass es sich bei der Variable

0o um die Dichte des Fluids handelt, wird oy anstatt von gy geschrieben. Man erhélt
daher

0
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1.3 Kopplung der linearen Elastizitatstheorie mit der linearen Akustik

1.3 Kopplung der linearen Elastizitatstheorie mit der linearen
Akustik

In diesem Kapitel werden zwei Bedingungen am Kopplungsrand I', die Transmissi-
onsbedingungen, motiviert. Mit v, wird die Geschwindigkeit der elastischen Struk-
tur bezeichnet und mit v; die Geschwindigkeit des Fluids.

Die erste Transmissonsbedingung besagt, dass die Geschwindigkeitsfelder in Nor-
malenrichtung iibereinstimmen miissen:

n-(vs —vy) =0.
Daher gilt:

n u=n-vy=-n-VV¥.

ot
Diese Gleichung wird beziiglich der Zeit abgeleitet und ([1.24]) wird angewandt. Das
Resultat lautet dann:

0? ) 1

n-—u=-n-V_-¥=—-——n-Vp

12 ot o VP
Hier wurde angenommen, dass sich das Interface I' wihrend der Zeit nicht verén-
dert und somit der Normalenvektor n auch nicht von der Zeit abhédngt. Die erste
Transmissonsbedingung lautet daher:

9? 1
n-—u=——n-Vp.
ot? of
Fiir zeitharmonische Anregungen gilt dann
2 1 ~
wn-u=—n-Vp,
of
bzw.
orwn - u=mn-Vp. (1.25)

Die zweite Transmissionsbedingung fordert, dass sich die Kréfte wie folgt iiber-
tragen:

—pn = Tn.
Es gilt T = 0 — pol, p = po + p und daher kann dies zu
—pn =on (1.26)

vereinfacht werden.
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1 Modelle und Problemstellung

1.4 Problemstellung

Es ist nun das Ziel, die in diesem Kapitel behandelten Modelle unter Zuhilfenah-
me der beiden Transmissionsbedingungen miteinander zu koppeln. Um die Notation
einfacher zu halten, wird ab diesem Kapitel p fiir den variablen Teil p geschrieben.
Abbildung soll einen ersten Uberblick iiber die Problemstellung verschaffen. Qy
und )5 sind die Gebiete, in denen die Differentialgleichung der linearen Akustik bzw.
der linearen Elastizitatstheorie zu l6sen sind. I'y ist der Neumannrand, I'p der Di-
richletrand und I" der Kopplungsrand, an dem die Transmissionsbedingungen
und gelten. In dieser Arbeit wird, nicht wie in Abbildung dargestellt, Qf
als ein unbeschréanktes Gebiet angenommen.

F——

Abbildung 1.2: Skizze der Problemstellung.

Zusammengefasst erhélt man folgende Problemstellung:

Elastizitatstheorie: Es gilt die Differentialgleichung
—osw?u—dive = o, f fiir & € Q
mit dem Materialgesetz
o =2ue+ Ntre
und den Randbedingungen

u(x) =gp(x) firxelp,
o(u(x))n(x) =gy(x) firxely

zu 16sen.
Akustik: Es gilt die Helmholtzgleichung

K*p+ Ap =0 fir @ € Qf

24



1.4 Problemstellung

mit der Abstrahlbedingung

|z||=r—o0

lim /|vp.n—z'kp|2 dp=0
0B,

zu 1osen.

Transmissionsbedingungen: Auf dem Kopplungsrand sind die beiden Transmissi-

onsbedingungen
waQn-u:n-Vp frxeel
und
—pn=on firxel
gegeben.
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2 Analysis

Dieses Kapitel beginnt mit der Behandlung wichtiger funktionalanalytischer Hilfs-
mittel, sowie der Einfithrung der Sobolevrdume. Anschliefend werden die Probleme
der linearen Elastizitdtstheorie und der linearen Akustik auf (eindeutige) Losbarkeit
untersucht. Abschliefend wird die Analysis des gekoppelten Systems behandelt.

2.1 Grundlagen

Elliptische Operatoren sind die Grundlage fiir die Analysis der in Kapitel [I] behandel-
ten Modelle. Mit Hilfe des Lemmas von Lax und Milgram kann die eindeutige Los-
barkeit elliptischer Operatorgleichungen gewéhrleistet werden. Es wird sich jedoch
herausstellen, dass bei zeitharmonischen Anregungen die Operatoren nicht mehr el-
liptisch, sondern koerziv sind. Fiir koerzive Operatoren kann man Existenzaussagen
unter Zuhilfenahme der Fredholmschen Alternative angeben.

Definition 2.1 (Elliptischer Operator). Sei X ein Hilbertraum und X' der Dualraum von
X beziiglich dem Dualititsprodukt (-,-). Fin linearer Operator A: X — X' heifit X -
elliptisch, wenn eine positive Konstante 0’14 existiert, sodass die Ungleichung

R(Av, ) > cf'[|v]|%

fiir alle v € X, erfillt ist.

Satz 2.2 (Lemma von Lax und Milgram). Sei X ein Hilbertraum. Weiters sei der Operator
A: X — X' X-elliptisch und beschrinkt. Dann besitzt die Gleichung

Au=f

fiir jedes f € X' eine eindeutige Losung und es gilt die Abschdtzung

1
lullx < —%1fllx
51

Bewiesen wird dieser Satz zum Beispiel in [22], der Beweis muss lediglich auf den
komplexwertigen Fall erweitert werden.

Definition 2.3 (Kompakter Operator).

Seien X und Y zwei Banachraume. Ein linearer Operator K: X — Y heifit kompakt,
wenn das Bild der Einheitskugel in X relativ kompakt in 'Y ist. Eine Menge A heifst
relativ kompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist.
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2 Analysis

Bemerkung 2.4. Da ein Banachraum ein metrischer Raum ist, ist der Begriff “relativ
kompakt” dquivalent zu “jede Folge besitzt eine konvergente Teilfolge”.

Definition 2.5 (Koerziver Operator). Sei X ein Hilbertraum und X' der Dualraum von X .
Ein linearer Operator A: X — X' heifit koerziv, wenn es einen kompakten Operator
C: X — X' gibt, sodass der Operator A+C elliptisch ist, d.h. es ewistiert eine positive
Konstante, sodass die Ungleichung

R((A +C)w,0) > e ol %

fir alle v € X erfillt ist. Diese Ungleichung ist nach Lars Garding benannt.

Satz 2.6 (Fredholmsche Alternative). Sei X ein Hilbertraum. Weiters sei der Operator
K: X —> X
linear und kompakt. Dann gilt genau eine der beiden Aussagen:
e Die Gleichung
I-K)u=0

hat nur die triviale Losung, d.h. I — K ist injektiv. In diesem Fall ist die inho-
mogene Gleichung

(I-Kju=g
fiir jedes g € X eindeutig l6sbar und es gilt die Abschdtzung
lullx < cllgllx (2.1)
mit einer positiven Konstanten c.
e Die Gleichung
I-K)u=0
hat n = dim Ker(I — K) < oo linear unabhingige Lésungen. Die inhomogene

Gleichung ist genau dann lésbar, wenn g € (Ker(I — K))L ist.

Beweis. Den Beweis, ohne die Abschétzung (2.1)), findet man zum Beispiel in [12] oder
[25]. Die Abschétzung (2.1)) wird nun durch einen Widerspruchsbeweis bewiesen:

Angenommen, es existiert keine Konstante ¢ € R, sodass fiir alle u € X

Jullx < el @=K)ulx
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2.1 Grundlagen

gilt. Dann existiert eine Folge v; € X, welche die beiden Ungleichungen

Yj

: 1
lojllx > JllA=K)vjllx  bzw. ke (I-K)

llojllx ||

Vi
l[ogllx

erfiillt. Sei u; := , dann gilt |lu;||x = 1 sowie

1
7> M= K)ujx.

Bezeichnet man f; = Ku; € X, dann ist die Menge { f;} prdkompakt, da K kompakt
ist. Das heifit, es existiert eine konvergente Teilfolge f; von f;. X ist abgeschlossen
und daher existiert der Grenzwert f € X,

f= lim f; = lim Kuj,.

Jr—r00 Jr—>00

Weiters folgt aus der Ungleichung ||(I — K)u;, || x < i

lim wuj;, = lim (Kujk +(I- K) Ujk) = f,

Ji—00 JE—00

f ist daher normiert. Es gilt aber auch

I-K)f= lim (I-K)f;, = lim (I-K)Kuj, = lim K(I-K)u;, =0

JE—00 J—00 Ji—00

und somit ist f € Ker (I — K). Andererseits ist Ker (I — K) = {0}, da I-K als injektiv
angenommen wurde und daher ist f = 0. Dies ist ein Widerspruch zu || f||x = 1 und
der Annahme, dass keine Konstante c¢ existiert, sodass die Ungleichung (2.1)) gilt. [

Korollar 2.7. Sei X ein Hilbertraum und A: X — X' ein beschrinkter und koerziver
Operator. Das heifit, der Operator A kann aufgeteilt werden in einen elliptischen
Operator D und einen kompakten Operator C, sodass gilt A =D — C. Weiters sei A
injektiv. Dann hat die Gleichung

Au=f
eine eindeutige Losung u und es gilt die Abschétzung

lullx <l fllx

mit einer positiven Konstanten c.

Beweis. Der Operator D: X — X’ ist elliptisch und beschriankt und daher existiert
nach dem Satz von Lax und Milgram die stetige Inverse D~!. Anstatt des Ausgangs-
problems Au = f wird nun das dquivalente Problem

(1 - D—lc) u=D"1f
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2 Analysis

beziehungsweise mit K = D~1C, f = D~ !f
(I-Ku=f

betrachtet. Da der Operator C kompakt und der Operator D! stetig ist, ist der
Operator K = D7'C kompakt. Aus der Injektivitit von A folgt, dass die triviale
Losung die einzige Losung von (I — K) v = 0 ist. Nach der Fredholmschen Alternative
existiert eine eindeutige Losung u von (I —K)u = f und es gilt die Abschitzung
|ullx < é||f|lx. Wegen der Elliptizitit von D folgt die Behauptung. Ol

Bevor man das in Kapitel |1 hergeleitete System auf (eindeutige) Losbarkeit unter-
sucht, ist es notwendig, geeignete Funktionendume fir die Verschiebung w sowie fiir
den Druck p zu finden. Es werden daher im Folgenden geeignete skalare sowie vek-
torwertige Funktionenrdume eingefiihrt.

Definition 2.8. Sei 2 C R"™ ein Gebiet. Fir m € N werden dann folgende Rdume
definiert:

o C™(Q) ist der Raum der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen ¢: Q — C,

« C2(Q) = N C™(9),

meN

o C°(QY) = {cp € C®(Q) : supp(p) := {x: p(z) # 0} C Q kompakt ist}.

Definition 2.9. Sei 2 C R". Dann heifit f lokal integrierbar, wenn f: Q — C be-
ztiglich jeder kompakten Teilmenge K wvon ) integrierbar ist. Die Menge der lokal

integrierbaren Funktionen wird mit Li (Q) bezeichnet.

Definition 2.10 (Schwache Ableitung). Sei 2 C R™ ein Gebiet, weiters sei a ein Multi-
index und f € Li (Q). g € L (Q) heifit schwache a-te Ableitung von f, falls

loc loc
/g@da:: (—1)'0“/fD0‘cpdw
Q Q

fir alle ¢ € C3°(Q2) gilt.

Definition 2.11 (Sobolevraume). Sei 2 C R™ ein Gebiet und m € N. Die Norm ||-HW£,L(Q)
ist definiert durch

ol = 3 [ ID°0(@) da.

lo|<m

Der Sobolevraum W5'(Q) ist definiert durch

- Il g
WE(Q) = {v € C®(Q) : [l <oof -
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2.1 Grundlagen

Dass es sich bei diesem Sobolevraum um einen Hilbertraum handelt, kann in [I]
Theorem 3.3] nachgelesen werden.

In [I, Theorem 3.17] wird gezeigt, dass der Raum W45'(€2) geschrieben werden kann

als

W5(@) = {v € LA(Q): D*v € LX), Va: o] <m}.

Um Sobolevraume mit Exponenten aus den positiven reellen Zahlen zu erhalten, wird
die Sobolev-Slobodeckii-Norm eingefiihrt.

Definition 2.12 (Sobolev-Slobodeckii-Norm). Sei s € R,s > 0 und gelte s = k + k mit
k€ N und k € (0,1). Dann wird die Sobolev-Slobodeckii-Norm wie folgt definiert:

1
[Dv(@) — Dv(y)[? 2
[0llws () = {Hv”%vg(g) + // [z — y[n+2r dedy ., .
Q

lal=k o

Definition 2.13. Sei 2 C R"™ ein Gebiet, s € R, s > 0 und gelte s = k+k, k € N sowie
k € (0,1). Dann wird der Sobolevraum W5 () wie folgt definiert:

. I llws o
W3(Q) = {v € C®(Q) : [[vllysiey <00} -

Der Raum W5(Q) ist daher ebenfalls ein Hilbertraum fir s € R, s > 0.

Definition 2.14 (Lipschitzfunktion). Eine Funktion f: R™ — R ist eine Lipschitzfunktion
mit Konstante M, wenn die Ungleichung

|f(z) — f(y)l < M|z -y
fiir alle ¢,y € R™ gilt.

Definition 2.15 (Streng lokale Lipschitzbedingung). Fiir eine allgemeine Definition sei hier
auf [1, Definition 4.9] verwiesen. Fir beschrinkte Gebiete Q) lautet die Definition wie
folgt: Sei Q C R'™ ein beschrinktes Gebiet, dann erfillt Q) die streng lokale Lipschitz-
bedingung genau dann, wenn der Rand von ) lokal Lipschitz ist. Der Rand von § ist
gegeben durch T' = QN (R"™\ Q). Dies bedeutet, dass es zu jedem Punkt x € T eine
Umgebung U gibt, sodass I' " U, das Bild einer Lipschitz-stetigen Funktion ist.

Bemerkung 2.16. Sei ) C R™ ein beschrdnktes Gebiet, welches die streng lokale Lip-
schitzbedingung erfillt, dann ist ' (der Rand von Q) kompakt, da T abgeschlossen und
beschrinkt ist. Fiir alle * € T' existiert eine Umgebung U, sodass I' N Uy das Bild
einer Lipschitz-stetigen Funktion ist. Die Mengen Uy, bilden eine Uberdeckung von T
und da I' kompakt ist, existieren endlich viele Punkte @1, -+ , @y, sodass Ug,, -+ , Uy,
I dberdecken. Daher kann I' in 'y = Uy, NI bis I'y = Uy, NI zerlegt werden, sodass
I'; Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion ist. Da die Uy, offen sind, missen sich
die Uy, tberlappen und daher tberlappen sich auch die T';.
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2 Analysis

In [12, 22] wird unter anderem der Raum H?®(2) iiber die Fouriertransformation
eingefithrt. Die Rdume W35(§2) und H*(2) konnen unter gewissen Bedingungen als
gleich angesehen werden, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.17. Die Rdaume H*(Q) und W5(Q2) sind fir Lipschitz-Gebiete fir alle s > 0
gleich.

Den Beweis findet man zum Beispiel in [I2, Theorem 3.30]. Da diese beiden Funktio-
nenrdume fiir Lipschitz-Gebiete iibereinstimmen, und im Weiteren 2 als Lipschitz-
Gebiet vorausgesetzt wird, wird im Weiteren die Notation H*({2) gewédhlt. Als Spe-
zialfall erhilt man den Raum H'(Q) mit der Norm

2
dz.

0
oz, @)

ol @ = IolEacy + olfney + ooy = [
=1q

Definition 2.18 (Distribution). Sei D := C3°(R2). Eine Distribution T ist eine stetige
lineare Abbildung T: D — C. Stetig bedeutet hier, dass fiir eine konvergente Folge
vr € D, welche gegen ¢ € D konvergiert, auch T (pr) — T(p) gilt. Die Gesamtheit
aller Distributionen wird mit D'()) bezeichnet.

Definition 2.19. Der Raum H{ (Q°) ist definiert durch

loc

Hioe(27) 1= {T € D'(Q): Tlorp, € H'(Q° N Bp), VR > 0: 0. B

Der néchste Satz ist ein Spezialfall des Satzes von Rellich und Kondrachov.

Satz 2.20 (Satz von Rellich-Kondrachov). Sei 2 C R™ beschrinkt, offen, zusammenhdn-

gend und erfille die streng lokale Lipschitzbedingung. Dann ist die identische Finbet-
tung von H'(Q) nach L2(Q2) kompakt.

Der Beweis kann zum Beispiel in [T}, 2] nachgelesen werden. Diesen Spezialfall erhélt
man aus dem allgemeinen Satz von Rellich und Kondrachov, wenn man

n=3p=2m=1;=0k=3 und Q=0F =0

wéhlt. Dariiber hinaus muss die Kegelbedingung erfiillt sein. Diese ist jedoch erfiillt,
da Q die streng lokale Lipschitzbedingung erfiillt, siche dazu ebenfalls [IJ.

Da fiir die Differentialgleichungen aus Kapitel [I| auch Randbedingungen gefordert

werden, werden im Weiteren Sobolevraume am Rand definiert. Sei 2 C R"™ ein be-

schrinktes Gebiet, welches die streng lokale Lipschitzbedingung erfiillt, dann existiert

nach Bemerkung [2.16]eine Zerlegung T'y, - - - , T, von I, sodass sich die T'; iiberlappen
p

und I' = ‘U I'; gilt. Die Zerlegung von I' kann so gewéahlt werden, dass eine Parame-

=1
trisierung x; mit Parameterbereich 7; vorliegt und x; Lipschitz-stetig ist, d.h.

I = {ac eR®: x= (&), firéen C IR”‘I}.
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2.1 Grundlagen

Weiters wird eine Partition der Eins wie folgt bendtigt:
* pi€E CSO(RTL)7

o pi(x)=0firx e\,

vi(x)=1fiur z €T

o8

=1

Fine auf dem Rand I' definierte Funktion kann somit zerlegt werden in

p P

v(x) = Zg@z(m)v(m) = Zvl(x) firxz el

=1 i=1

mit v;(x) = @;(x)v(x). Fir v; gilt nun folgende Darstellung:

vi(@) = pi(@)v(@) = ¢i(xi(€))v(x () = 4:(§) fir § €7 R

Auf 7; € R"! kann man jedoch die bereits definierten Sobolevriume H™(7;) ver-
wenden.

Bemerkung 2.21. Soll v;(&) in H™(7;) enthalten sein, so sind auf Grund der Kettenre-
gel entsprechend requldre Parametrisierungen x; zu fordern. Sind keine zusdtzlichen
Bedingungen an I gestellt, so sind die x; Lipschitz stetig. Lipschitz stetige Funktio-
nen besitzen eine schwache Ableitung und daher kann der Raum H*(T') fir 0 < s <1
definiert werden.

Definition 2.22. Sei 2 C R" ein beschranktes Gebiet, welches die streng lokale Lip-
schitz Bedingung erfillt. Der Sobolevraum H*(T') mit 0 < s < 1 ist dann wie folgt
definiert:

H(T) = {v: o], < oo},
mit der Norm

1
2

lv

B 2
sx {Z H’Dle}
=1

Lemma 2.23. Die Norm |||z ist eine dquivalente Norm zu ||-[|o  und die Norm
H-||H1/2(F), welche definiert ist durch

.f 2 [v(z) — v(y)|?
[ollgrzry = {”UHL2(F) +F/F/Hw_yundﬂz dpty

ist eine dquivalente Norm zu ||-[]/, , -

1
2
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2 Analysis

Die Beweisidee kann zum Beispiel in [22], Lemma 2.2] nachgeschlagen werden. Weiters
wird die Notation

[|v( H ’
Vgt = dug du
‘ | 2T {// H.’L’—yHn Y

gelegentlich verwendet.

Definition 2.24. Sei Q) ein beschrinktes Gebiet, welches die streng lokale Lipschitzbe-
dingung erfillt. Sei weiters I'g C I' eine Teilmenge des Randes und s > 0, dann ist
der Raum H*(Tg) wie folgt definiert:

H*(Tg) :={v = 0|p,: © € H¥(I')},
mit der Norm

V| rs = inf Ol s oy -
L A R

Ahnlich zu Satz ist die Einbettung von HY*(T") in L3(T") kompakt.
Satz 2.25. Die Einbettung

v H72(I) — LA(D),

u—u

ist kompakt.

Der Beweis kann zum Beispiel in [2] nachgeschlagen werden.

Definition 2.26 (Spuroperator, Konormalenableitung). Sei €2 ein Gebiet, welches die streng
lokale Lipschitzbedingung erfillt, dann definiert man die folgenden Operatoren:

e Innere Spur:

yty(x) == lim wv(&) firxzcl.
Q3 —x
o Aupere Spur:
Fo¥(x) == lim  u(&) firxel.
RM\Q3Z—x

Fiir die Definition der Konormalenableitung wird ein allgemeiner Differentialoperator
L zweiter Ordnung betrachtet,
"0 0 - 0

G [a5s(@) @) + @) (@) + elw)u(a),

¢ i=1
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2.1 Grundlagen

mit hinreichend glatten Koeffizienten a; j,b; und c, sowie a; j = aj;. Fiir diesen Dif-
ferentialoperator definiert man die beiden Operatoren wie folgt:

e Innere Konormalenableitung:

in : ~ a ~ .
Py(x) ;= lim Z nj(cc)ajyi(m)a—iv(zc) fir x € T.

Od3E—x =

e Aufere Konormalenableitung:

1o}
exty) lim ni(x)a;;(Z)=—v(®&) furaxel.
Y (e ) R”\Qai—mmz_l ]( ) J,( )(9%- ( )

Fiir die vektorwertige Problemstellung der linearen FElastizitatstheorie werden die in-
nere Spur bzw. die innere Konormalenableitung bendtigt und wie folgt definiert:

. . T
(@) = (e (@), 95 (@), 15 (@)

W) =l o(u(@)n(z)

fiirx e T

Eine Beziehung zwischen den Sobolevrdumen auf 2 und den Sobolevraumen auf I’
liefert der folgende Satz.

Satz 2.27 (Spursatz). Sei 2 ein Gebiet, welches die streng lokale Lipschitlzbedingung
erfillt. Sei weiters s € (3, ] dann ist der Opemtor it HE(Q) — H¥ 2(T) bezie-

hungsweise der Operator v&**: H*(Q°) — Hsf’( ) beschrinkt und linear. Weiters
existiert eine stetige Rechtsinverse.

Den Beweis findet man zum Beispiel in [I2], Theorem 3.37]. In den weiteren Kapiteln
gilt Q € R? und es werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

{v v = Ul,UQ,’Ug) cv; € HY(Q),i € {1,2,3}}7
{'v v = vl,vg,vg)T: v; € LA(Q),i € {1,2,3}},

L)
2(Q)
V:

v: v € HY(Q) und 4"v; = 0, fﬁra:GFD,iE{l,Z,?)}},
H72(I) := {v: v = (v,v9,v3) s v; € H(T),i e {1,2,3}}.

Die zugehorigen Normen lauten:

3
[vllx == <Z ||vi||§<>
i=1

N|=
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2 Analysis

fiir X = H'(Q), L%(Q) oder H/*(T') und X = H'(Q), L2(Q) oder H'*(T").

Der Dualraum von V wird mit V', der Dualraum von H*(Q) mit H'(Q)’, der Dual-
raum von H'?(I") mit H™Y*(T") bzw. der Dualraum von HY*(I') mit H™/2(I") bezeich-
net.

In den kommenden Kapiteln ist es manchmal niitzlich, eine verallgemeinerte Inverse
angeben zu kénnen. Diese verallgemeinerte Inverse wird Moore-Penrose Inverse, oder
auch Pseudoinverse genannt.

Definition 2.28 (Moore-Penrose Inverse, Pseudoinverse). Sei A eine beschrankte und li-
neare Abbildung von X nach Y, X und Y seien Hilbertraume, dann ist die Moore-
Penrose Inverse oder Pseudoinverse definiert durch

At ImA @ ImAt CcY = X,
Y= A_lPR(A)y.

Pr(a) ist die Projektion auf ImA und A1 st die Inverse von A,

A: KerA+ — ImA,

r— Ar = Az,

Falls ImA nicht abgeschlossen ist, dann ist ImA ® ImA' # Y und daher ist die
Moore-Penrose Inverse nur auf einer dichten Teilmenge von Y definiert. Fiir den
Fall, dass A eine Inverse besitzt, kann gezeigt werden, dass die Operatoren A~! und
A' {ibereinstimmen. Es gilt folgendes wichtiges Lemma:

Lemma 2.29. Sei A eine lineare Abbildung von X nach Y, X undY seien Hilbertrdu-
me. Weiters sei y € ImA @ ImA~L, dann hat die Gleichung

Arx =y
eine eindeutige Minimum-Norm-Solution x', welche gegeben ist durch
at = Afy.
Eine Minimum-Norm-Solution x' ist eine Losung im Sinne der kleinsten Fehlerqua-
drate (Least-Square-Solution) mit minimaler Norm. Die allgemeine Least-Square-
Solution der Gleichung Az =y erhdlt man durch

r=x+ xo, mit xg € KerA.

Bemerkung 2.30. Ist y € ImA, dann ist ' nicht nur eine Minimum-Norm-Solution,
sondern auch eine Losung von Ax =y im klassischen Sinne.
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2.2 Analysis der linearen Elastizitatstheorie

Ausgangssituation der Analysis fiir die lineare Elastizitdtstheorie ist die Gleichung

, d.h.
—st2u —divo = psf furax e
mit dem Materialgesetz
o=2pe+ Atre

und den Randbedingungen ([1.8)

£
B
I

gp(x) firzelp und

2
£
&
2
&
[

gy(x) firxzely.

Im Weiteren werden homogene Dirichletdaten vorausgesetzt, d.h. gp(x) = 0 fir
x € I'p. Die Variationsformulierung lautet: Gesucht ist u € V, sodass

—wQQS/u-Tjdw+/\/divudivvdx+2,u/5(u):5(v)d
Qs Qs

s

8
Il

fiir alle v € V gilt.

Folgende Notation wird im Weiteren verwendet:
—w?o, (u, U)LQ(QS) +as(u,v) = (f,v)q_+ (gn, Wy, firallew € V. (2.2)
Die einzelnen Bilinearformen sind wie folgt definiert:

as(u,v) = )\/divudivvdw +2,u/€(u) ce(v) de,
Q Q

E] s

(U, V)20, = /u-'l_)da:
Qs

fiir w,v € V. Des Weiteren ist f aus dem Raum H'(Q) und g, aus dem Raum
H™/2(T") zu withlen. Die Variationsformulierung (2.2) kann auch in Operatorschreib-
weise formuliert werden. Die Operatoren

M, Ag: HY(Q,) — HY(Q,)
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2 Analysis

sind definiert durch

<MS’U,, U)Qs = <uv U>L2(Qs) )

(Asu, v)q. = as(u,v)
fiir u,v € H'(Q) und F € H(Q,)" ist definiert durch
(F,v)q, = (f,v)q, + (gn 70" v)ry

fiir v € H'(€,). Man erhilt daher eine dquivalente Formulierung von (2.2)) durch die
Operatorgleichung: Finde u € V als Losung von

—w?osMgu + Aqu = F. (2.3)

Lemma 2.31. Die Sesquilinearform as(-,-) : H (Q,) x HY(Q,) — C ist beschrinkt, d.h.
es gilt

las(u,0) | < ¢ llallgp o) [0l ey (2.4)

fiir alle u,v € H ().

Den Beweis findet man zum Beispiel in [22] Lemma 4.5].

Lemma 2.32. Der Operator Ag + M: HY(Q,) x HY(Q,) — C ist HY(Q,)-elliptisch,
d.h.

R (as(v,0) + (0, 0)12(0,) = it 10l ) (2.5)

fiir alle v € H'(Qy).

Beweis. Die Behauptung ([2.5)) ist eine Folgerung aus der Kornschen Ungleichung [5]:
[etw) e da + ol > clivlin,)
Qs

fiir alle v € HY(Q,). Mit dieser Ungleichung gilt:

R (as(v,'v) + <v,'v>L2(QS)) = /\/divvdivvdm + 2,u/5('v) ce(v)de + HvHiz(Qs)
Qs Qs

> 2 [ e(0) s 5(0) da + [0]F2(a,)
Qs

. 2 A2
> min{2, 1}e||vlgq,) = < [vlE@,)

fiir alle v € H'(€). O
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2.2 Analysis der linearen Elastizitatstheorie

Der Operator Ag+ My ist daher invertierbar und die Inverse (Ag + MS)_1 ist stetig.

Lemma 2.33. Der Operator Ms: HY(Qg) — H' ()" beziehungsweise (w?os + 1)Mg ist
kompakt.

Beweis. Um dies zu zeigen, wird das Bild der Einheitskugel in H'(,) auf relative
Kompaktheit tiberpriift, d.h. jede Folge im Bild der Einheitskugel muss eine konver-
gente Teilfolge besitzen. Sei B(0, 1) die Einheitskugel in H(Q,) und Z das Bild von
M, d.h.

Z ={Msu: u € B(0,1)}.

Sei weiters z, eine Folge in Z. Es ist zu zeigen, dass eine konvergente Teilfolge
beziiglich der Norm |[|-[[g1 () existiert. z, ist Element von Z, daher existieren
w, € B(0,1): Mgu, = z,. Da die Einbettung von H' () nach L?(£) kompakt
ist, siehe Kompaktheitssatz von Rellich-Kondrachov, existiert eine [|||yz(q,)-
konvergente Teilfolge w,, mit Grenzwert w. Die Folge z,, := Msu, ist daher eine
Teilfolge von z,. Es ist noch zu zeigen, dass die Folge z,, auch konvergent ist. Es gilt

|<Ms(un’ - 'u')v 'U>‘

2w — 2leria,y = sup
veH! (Q),0740 HUHHl(QS)
[ (upy —uw)vde
= sup . < luw — ullpe(q,) -
veEH! ()00 HUHHl(Qs)

Fiir n’ — oo geht daher ||z, — 2|1 (o, gegen 0 und somit ist der Operator Ms,
beziehungsweise (w?os + 1)M;, kompakt. O

Der Operator aus der Operatorgleichung (2.3)) ist koerziv, da er umgeschrieben wer-
den kann zu

—w?oMsu + Aqu = (As + Mg) u — (w2g3 + 1)Mu.

Abschlieend erhélt man das folgende Resultat:
Satz 2.34. Sei w kein Eigenwert, d.h. es existiert kein u € V,u # 0 mit

Agu = w2QsMsu,
dann existiert genau eine Losung u € V von , d.h.
—w?osMgu + Aqu = F
und es gilt die Abschdtzung

lullg o) < ¢ lFlla o,y - (2.6)
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2 Analysis

Beweis. Der Operator Ag + Mg ist nach Lemma [2.32] elliptisch und nach Lemma
beschrankt und der Operator (w?ps + 1)M, ist nach Lemma kompakt.
Daher ist der Operator —w?osMg + Ay = Ag + Mg — (w?0s + 1)M; beschriinkt und
koerziv. Da w kein Eigenwert der Gleichung Aju = w?p,Mgu ist, ist der Operator
—w?oMg + A injektiv. Somit kann Satz angewandt werden und man erhalt die
eindeutige Losbarkeit sowie die Abschéitzung . O

Bemerkung 2.35. Das Figenwertproblem der Operatorgleichung, gesucht ist ein FEi-
genwert w mit zugehoriger Eigenfunktion w € V als Losung von

Agu = MZQSMSU,
ist aquivalent zum Eigenwertproblem der Differentialgleichung
—osw’u —divo(u) =0 firxz € Q

mit den Randbedingungen

u(x) =0 firzelp und
o(u(x))n(x) =0 firx e ly.

2.3 Analysis der linearen Akustik

Ausgangspunkt ist die Helmholtzgleichung ([1.19)
Pp+Ap=0 firzeQ

und die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung (1.23))

0
1' — - ) = .
im r ( 7Ap zkp) 0

7—00

Weiters werden Dirichlet-Randbedingungen

ext

Y p=gp firxelp

und Neumann-Randbedingungen

ext

ip=gn firxzely

vorgegeben. Es gilt folgender wichtige Satz:

Satz2.36. Seigp € H/2(T) und gy € H Y*('), dann existiert eine eindeutige Losung
p € HL .(Q°), welche die Helmholtzgleichung, die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung
sowte die Randbedingungen erfillt.
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2.3 Analysis der linearen Akustik

Der Beweis kann zum Beispiel in [I2] nachgeschlagen werden.

Fiir eine Losung p der Helmholtzgleichung gilt die Darstellungsformel

p(@) =~ [ 35U (@ )P () disy + / WU @y P ey (27)
r

fir © € Q. Dabei ist U} (x,y) die Fundamentallosung, gegeben durch

1 eikllz—yl

Up(xz,y) = fiir &,y € R3.

dr o~y

Eine Herleitung findet man zum Beispiel in [7, [I7]. Um die Schreibweise abzukiirzen,
wird folgende Notation eingefiihrt:

p(@) = = (Viat'p) (@) + (Wir§p) (). (2:8)

Vi wird als Einfachschichtpotential und Wy als Doppelschichtpotential bezeichnet.
Die genaue Definition dieser beiden Potentiale ist gegeben durch

Vo weH (T H/vsxtvk (@ y)u(y) dpy,
Wi: wveH”2(T b—>/’ye“”tUk x,y)v(y) duy.

In [I2, Theorem 6.11] wird gezeigt, dass die beiden Potentiale fiir fixe Abschneide-
funktionen y € C3°(R"™) die folgenden Abbildungseigenschaften besitzen:

xVi: H72T) — HYR"Y),
Wi H”2(T)  — HYQ),
Wy H”2(T)  —  HYQO).
Diese drei Abbildungen sind des Weiteren stetig und linear. Weiters wird zum Beispiel

in [7, Lemma 2.23] bzw. [7, Lemma 2.24] gezeigt, dass diese beiden Potentiale die
Sommerfeldsche Abstrahlbedingung erfiillen.

Wendet man die dufleren Spuroperatoren auf das Einfachschichtpotential an, erhélt
man die beiden stetigen linearen Abbildungen Vi und v{*'Vy:

Vi =78 Vie: H74() — H72(ID),
YV HT2(0) — H (D).

Die Stetigkeit kann wieder in [I2, Theorem 6.11] nachgeschlagen werden. Anstelle der
duleren Spuroperatoren kénnen auch die inneren Spuroperatoren angewandt werden.
Man erhélt die beiden stetigen Operatoren

APV H2(D) — HY72(D),
APtV HO V() — H /(D).
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2 Analysis

Lemma 2.37. Flir das Finfachschichtpotential gelten die beiden Sprungbedingungen

6" View — 45 Viw = 0,
AV w — APV w = w.

Lemma 2.38. Sei w € L™°(T"), dann gilt die Darstellung

(Viw)(@) = [ Vil ywly) dp
r
fir @ € I'. Dieses Integral ist als schwach singuldres Integral zu verstehen.

Die Beweise dieser beiden Lemmata findet man zum Beispiel in [7, Lemma 2.27,
2.28].

Lemma 2.39. FEs gilt

A5 (Viw) () = — (@) + (Kjaw) (@),
B (Viw) (@) = () + (Kiw) (2)
im Sinne von H™/>(T') mit

(Kyw) (x) := ;13% VWU (@, y)w(y) duy  fir @ € T

yel:|ly—x|>e

Den Beweis findet man zum Beispiel in [7, Lemma 2.29].

Spuroperatoren angewandt auf das Doppelschichtpotential liefern die beschrénkten,
linearen Operatoren

&YW H2() — H72()  und
Dy := —$Wy: H2(T) — H™72(D),

wie in [I2, Theorem 6.11] nachzulesen ist. Weiters definiert man die Operatoren

APEWy : H72(T) — H/*(T')  und
AW HY2(T) — H™Y2(I).

Es gelten folgende Sprungbedingungen (siehe [7, Lemma 2.31] fiir einen Beweis):
Lemma 2.40. Fiir das Doppelschichtpotential gelten die beiden Sprungbedingungen

W Wiew — 7§ Wiw = —w,
Y Ww — AP Wiw = 0.
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2.3 Analysis der linearen Akustik

int

Lemma 2.41. Fiir den Operator y&*Wy bzw. 7MWy gelten die Darstellungen

A (W) (@) = o) + (Kiw) (@),

W (Wiw) (2) = — () + (Kiw) ()

(Kyv) () := il_r)r(l) 'yif’l;/U,j(w,y) v(y)dp, firxel.
yel||y—a||>e

Den Beweis findet man zum Beispiel in [7, Lemma 2.32].

Wendet man die Operatoren ¥ bzw. 1$** auf die Darstellungsformel
p(@) = = (Viafp) (@) + (Wir§p) (=)
an, erhilt man fiir x € I' die beiden Gleichungen
ext ext 1 ext
Wtp(@) = — (Vi) (@) + (<21 + Kk> g0 p) (),
ext 1 / ext ext
() = (51 10) 95) (@)~ (D p) (@)

Man definiert den Calderon-Projektor der &ufleren Helmholtzgleichung durch

C = (%I—'_Kk _Vk >

-Dp  3I-Kj
und es gilt
P\ _ %I+Kk —Vy ~EXp
(’YWP) B ( —Dx %I— Ki{) (’yf"%) - (2.9)
Bemerkung 2.42. Der Operator K' | ist der adjungierte Operator von Ky, das heifit
es gilt

(Ko, )r = (@, K y)r

fiir alle ¢ € H72(T),¢ € H /(T).
Satz 2.43. Die Operatoren Dy und %I + Ky haben denselben Kern.

Beweis. Sei g € KerDy, dann definiert man u := —Wg. u erfiillt die Helmholtzglei-
chung im Innenraum sowie im Aufienraum. Wegen der Sprungbedingung $**W), =
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2 Analysis

AW erfiillt  auf T' die Neumannrandbedingungen 7™ = Dyg = 0 bzw. 7§y =

Dyg = 0. Zusétzlich erfiillt u die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung und somit ist u
die eindeutige Losung des d&ufleren Neumann Randwertproblems. Da 0 ebenfalls eine
Losung des duBeren Randwertproblems ist, ist u = 0 in Q¢ und somit gilt y§**u = 0.
Betrachtet man weiters die Sprungbedingung

int ext

Yo U—7% U=49,

dann erhilt man wegen v{"u = —v"Wyg = — (—%I + Kk) g

1 1

§I—Kk g=g bzw. §I—|-Kk g=0.
Das bedeutet, dass g Element von Ker (%I + Kk) ist.

Die umgekehrte Richtung funktioniert &hnlich: Sei g ein Element von Ker (%I + Kk),
dann definiert man u := Wyg. u erfiillt wieder die Helmholtzgleichung im Innenraum
und im Auflenraum, sowie die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung. Weiters gilt

1
6 =95 Wig = (14K ) g =0.

Wegen der Eindeutigkeit des Auiraumproblems, Satz[2.30] gilt u = 0 in Q¢ und daher

ext

auch 4$%y = 0. Wendet man die Sprungbedingung v§*'*W = %W, an, folgt
0= 7"u = 7" Wyig = Dyg.

Somit ist g in KerDy enthalten. O

2.4 Analysis des gekoppelten Modells

Variationsformulierung des gekoppelten Problems

Ausgangspunkt ist die Variationsformulierung (2.2)) (02, der Rand von €2, ist in drei
disjunkte Teile I', I';y und I'p zerlegt.)

int int int

*W2Qs <u,’v>L2(Qs) +as(u,v) = (f, v)Qs + (9N 0 U>FN + MM w0 v)r

fiir alle v € V. Mit der zweiten Transmissionsbedingung ((1.26]) gilt auf dem Kopp-
lungsrand T’

ext int

Ny p=mouw
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2.4 Analysis des gekoppelten Modells

Dies eingesetzt ergibt

—w? 05 (u,0) 12y + as(w,9) + (NY§¥p, 10 0T = (F,0)q, + (gn: 707 0)ry
fiir alle v € V bzw.
—w?0s (U, V)20 + as(w,v) + (5P, 0" v - n)r = (F,0)g, + (9N, 70" V)1
fiir alle v € V. Mit der ersten Randintegralgleichung von gilt
6 = (S1+Ki) 95p — Vit
und daher
— w?os (u, V)12(0,) T as(u,v) +
(G4 KL) 95 = ViaPp oo m)e = (£, 0)a, + (g ol
fiir alle v € V. Unter Verwendung der ersten Transmissionsbedingung (|1.25))
w?orn - u = 77p
fiir x € I' erhilt man
— w2, (u, V)12(q,) +as(u,v) + ((11 - Kk) &, Ay - )
—wor(Vi(n - 7g"u), 5 v - n)r = (f,v)q, + (gn: 16" v)ry  (2:10)
fiir alle v € V. Die zugehorige Operatorgleichung lautet

1
—w?0,Mgu + Agu + N* (21 + Kk) Y& — 0pwN*VNu = F (2.11)

mit den bereits bekannten Operatoren

Mg: HYQ,) — HY(Q),
Ay HY Q) — HY(Q,
Vi: H2(I) — HYXD),
K. H72T) — H7AD)
und F € H'(Q,)". Neu sind die Operatoren

N: HYQ) — H'YD),
N*: H7A(I) — HYQ,),
¢ 2 H7AT) — LD,

g LAT) = HYAD),
N: HY(Q,) — L),

N*: LX) — HYQ,).
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N ist definiert durch N := (*N, bzw. N* := N*, mit der Einbettung ¢ von H/*(I)
nach L?(TI") und dem Operator N, der definiert ist durch Nu := n - yi"u.

Lemma 2.44. Der Operator

N: HY(Q,) — L*(I),

u— ity n

ist beschrankt und linear — daher stetig.

Beweis. Sei u € H'(Qy), dann gilt

2
t t t
Nu L2(I) Mgnu nL? /Z 20 i i du</z %nuz p 1’%’ e
r
3
- [ < el
T =1
Mit dem Spursatz gilt
e tuH < o |ullg g -
V() = H()
Daher ist der Operator N beschrénkt,
|Nu oy < el o) -
Da der Operator N linear ist, folgt sofort die Stetigkeit. L

Korollar 2.45. Die Operatoren
N: HY(Q,) - H D)
u s *Nu
und
N*:  HY2(I) — H'(Q,)
u— N

sind kompakt.

Beweis. Nach dem Satz von Schauder (siehe [25, Satz 3.4.4]) ist «* kompakt, da ¢
kompakt ist. Weiters wurde in Lemma |2 - 4] gezeigt, dass die Abbildung N stetig ist.
Da die Komposition von stetigen und kompakten Operatoren wieder kompakt ist
(siche [25] Satz 2.3.2]), ist der Operator N kompakt. Aus dem Satz von Schauder
(siehe [25], Satz 3.4.4]) folgt daher die Kompaktheit von N*. O
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Die zweite Randintegralgleichung von ([2.9)) lautet

1
V' = —Diy§p + (21 — KL) 1Wp

bzw.

1
Dig'p + (21 + KL) "W =0.

Die zugehorige Variationsformulierung ist gegeben durch
X 1 X
(DKy§™"p, a)r + <<21 + Ki) WP a)r =0

fiir alle ¢ € HY ?(T"). Setzt man wieder die erste Transmissionsbedingung (|1.25)) ein,
dann erhélt man

1 .
D p, q)r + W2Qf<<21 + KL) Y u - n, g)r =0 (2.12)

fiir alle ¢ € H7?(T). Die zugehérige Operatorgleichung lautet

1 Xt 1 /

mit den bereits bekannten Operatoren

Dy: H72(T) — H (D),
K, : H'2T) — H YD),
N : HY(Q,) — HYD).

Insgesamt erhélt man das System

2 o 2N\T* * (1
( w?0sMs + Ag — 0jw?N*ViN N (QHKk)) <1f> _ <F> (2.14)

(31+K})N 5Dk P 0

mit p := y§*p. Nach Satz[2.43|besitzen die beiden Operatoren D und (%I + Kk) den

gleichen Kern. Falls dieser nicht trivial ist, ist obiges System nicht eindeutig l6sbar.
Es wird daher die zuséatzliche Forderung

pE KeerJ‘

an p gestellt.

Im néchsten Kapitel wird gezeigt, dass das obige System mit der zusédtzlichen Be-
dingung 7§p € KerDyt ein dquivalentes System zum urspriinglichen Problem dar-

stellt.
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Aquivalenz zum Ursprungsproblem

Das urspriingliche Problem besteht aus dem Akustik-Problem, das heifit der Helm-
holtzgleichung
Ep+Ap=0 fireze Qf

mit der Abstrahlbedingung

r—00
0B,

lim /\Vp-n—ik‘p|2 dp =0,

dem Problem der Elastizitatstheorie
—gsw2u —dive = o, f fiir @ € Q)
mit dem Materialgesetz
o=2ue+ \tre
und den Randbedingungen

u(z) =gp(®) zclp,
o(u(z))n(z) =gy(z) =ely,

sowie den beiden Transmissionsbedingungen
wazn-u:n-Vp firx el
und

—pm =on firxel.

In diesem Kapitel wird die Aquivalenz dieses Problems mit dem in hergeleiteten
Problem (2.14) — Gesucht (u,p) € V x H/(T') als Losung von

(—WZQSMS + As — 0NN N* (314 Kk>> <u> <F>

(31+K{)N LDy 0

w2of

p

mit der zusétzlichen Bedingung
p € KerDyt

— untersucht. Da man bei der Herleitung von (2.14) vom urspriinglichen Problem
ausgegangen ist, folgt, dass aus dem Ausgangsproblem das Problem ([2.14)) folgt. Die
entscheidende Frage ist, ob auch die Umkehrung gilt. Wenn dies der Fall ist, sind
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2.4 Analysis des gekoppelten Modells

diese beiden Problemstellungen dquivalent und man kann mit (2.14]) weiterarbeiten.
Natiirlich folgt daraus sofort, dass auch die Eigenfrequenzen beziehungsweise die
Eigenlosungen der zwei verschiedenen Probleme iibereinstimmen.

Betrachtet wird eine Losung (u, p) € V x KerD* von (2.14)). Aus dieser Losung soll
ein p konstruiert werden, sodass (u,p) das urspriingliche Problem 16st. Dazu spaltet
man p auf in

P =p1+ p2.

p1 erhalt man als Losung des eindeutig losbaren Auflenraumproblems

Apy + k*p1 =0 fir x € Qy,
V¥ = p firx el

mit der Sommerfeldschen Abstrahlbedingung. Die zugehérigen Neumanndaten 7§ p;
existieren daher und werden fiir die Konstruktion von py verwendet. po definiert man
als eindeutige Losung des Aulenraumproblems

Aps + k*py =0 fir x € Qy,
V5 py = wa2NU — 7y firx el

sowie der Sommerfeldschen Abstrahlbedingung.

Die so konstruierte Losung p erfiillt daher die Helmholtzgleichung und die Sommer-
feldsche Abstrahlbedingung. Es werden noch folgende drei Eigenschaften gezeigt:

o die Transmissionsbedingung ([1.25) ist erfiillt, das heifit: 7$**'p = o fw2Nu,
o Y§¥py ist Element von KerDy,
o die Transmissionsbedingung (1.26)) ist erfiillt, das heifit: —N*7§**p = on.

Die Transmissionsbedingung ([1.25)) ist erfiillt, da

ext

Y = A (1 + p2) = A7p1 + P2 = 171 + 0pw’Nu — 175y = opw’Nu.

Als néchstes wird gezeigt, dass 7§¥'py Element von KerDy ist. Betrachtet man die

zweite Randintegralgleichung fiir ps, dann erhélt man

X 1 X X
—Di§p2 + <21 - Ki) ¥y = 7 ps.

Formt man um und setzt man die Neumanndaten ein, erhilt man

1
D5 'p2 = — (21 + Kﬁ) (@fszu - Wf’“pl) :
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Weiters betrachtet man die zweite Gleichung von ([2.14]) sowie die zweite Randinte-
gralgleichung fiir pq:

1
Dyjp = —woy (21 + K{() Nu,
_ 1 <
Dyp = — (21 + KL) WP
Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erhélt man
1 / 2 ext
51 + Kj (w ofNu — p1> =0.
Das bedeutet, dass
ext _ 1 / 2 _~ext _
Dxvg 'p2 = 21+Kk (wa Nu — ~ pl) =0
ext

gilt und somit ist 75" p2 Element von KerDy.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass die Transmissionsbedingung ((1.26)) erfiillt ist.
Dazu betrachtet man die erste Gleichung der Operatorgleichung:

1
(—w2QSMs + As - QfWQN*VkN) u 4+ N* (21 + Kk) D= F.

u 16st daher die Differentialgleichung der Elastizitédtstheorie und fiir die Neumann-
daten erhilt man

1
on = gfw2N*VkNu — N* (21 + Kk) D
_ 2N\* * 1 = ext
— 0 N*ViNu — N <2I+Kk) (5+76p2)
1
= ngQN*VkNu — N* (21 + Kk) eXtp,

ext

da v5*'p2 Element von KerDy ist und somit auch Element von Ker (%I + Kk). Die
erste Randintegralgleichung fiir p lautet

X 1 X X
15 = (21 - Kk) VX — Vi §¥tp.

Fir den Ausdruck N* (%I + Kk> &¥*p erhilt man mit der ersten Randintegralglei-
chung und der Transmissionsbedingung (|1.25|)

* 1 ex * ex’ ex’ * ex
N (21 + Kk> 7e¥p =N (’yo 'y + Viys tp) =N (’yo ‘p+ wa2VkNu> .
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2.4 Analysis des gekoppelten Modells

Man erhalt daher
1
on = QfCUQN*VkNu — N* (21 + Kk) ,Y(e)zxtp _ —N*’ySti.
Dies entspricht der Transmissionsbedingung ({1.26}).

Insgesamt 16st (u,p) das urspriingliche System mit den beiden Transmissionsbedin-
gungen und daher sind die beiden Problemstellungen dquivalent.

Untersuchung auf (eindeutige) Losbarkeit

Um die (eindeutige) Losbarkeit vom System (2.14]) zeigen zu kénnen, wird der Ope-
rator
N —w20M + Ag — 0jw?N*V, N N* (%1 + Kk>
= 1 1
(3T+K})N Dy

auf Koerzivitat iiberpriift. Dazu wird die Aufspaltung

A=D-C

Ac+M, 0
D':< 0 1130)

w2of

mit den neuen Operatoren

und
o ((wQQS 1) M+ gp™N VN N (314 Kk))
= ~(3T+K{)N 75 (Do — Dy)
vorgenommen. Der Operator Do: HY/*(I') — H™"/*(T") ist definiert durch
(Dow, w)r := (Do, w)r + (v, D2y (w, D2y

Do: H72(T') — H "*(T") ist der hypersingulire Operator der Laplacegleichung, siche
[22] fir eine genauere Betrachtung. Weiters gelten die folgenden Lemmata:

Lemma 2.46. Der Operator Do von HY?(T') nach H™"*(T) ist linear, beschrinkt und
H'/?(I)-elliptisch.

Beweis. Die Linearitit und die Beschrénktheit folgen sofort aus der Definition von
Do. In [22, Folgerung 6.4] kann nachgelesen werden, dass der Operator Dy H"/?(I')-
semi-elliptisch ist, d.h. es gilt

(Dov, v)r > Ell) M%{lﬂ(r)
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2 Analysis

fiir alle v € HY*(T"). Weiters gilt
<DQU, v>1" = <DQU, U>1" + <U, 1>L2(I‘) (’U, 1>L2(F)
D2 2
2> Cp ‘U’Hlﬂ(p) + }<’Ua 1>L2(F)‘
. =D 2 2
> min{ey, 1} (MHV?(F) + )(v, 1>L2(1“)‘ ) .

Die Norm

) 1
2 2
“@Umm’+Hmmm}
definiert eine dquivalente Norm zu ||-[|g12 p (siehe zum Beispiel [22} Seite 42]), daher
gilt
~ 2
(Do, v)r > e oy
O

Korollar 2.47. Der Operator D: H'(Q,) x HY>(T') — H(Q,) x H /(") 4st H' () x
H'/?(I)-elliptisch.

Beweis. Die Operatoren Ag 4+ Mg und Dy sind H'(Q,)- bzw. H"?(T")-elliptisch (siche
Satz und [2.46)), daher ist alles bewiesen. O

Lemma 2.48. Sei Q) ein Gebiet, welches die streng lokale Lipschitzbedingung erfiillt,
dann ist der Operator Dy — Do von HY*(T') nach H™/*(I") kompakt.

Den Beweis findet man zum Beispiel in [I7, Lemma 3.9.8], man beachte jedoch die
unterschiedliche Notation.

Lemma 2.49. Der Operator Do — Do: HY/*(I') — H™Y/*(I") ist fiir Gebiete mit |I'| < co
kompakt.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass der Raum
Z:={zeH2(): 2= (Do~ Do) v, € B(0,1) C H/(T)

relativ kompakt ist. Dazu betrachtet man eine Folge z; in Z und zeigt, dass sie eine
konvergente Teilfolge hat. Nach Definition von Z existiert eine Folge v; € B(0, 1),
sodass z; = (]30 - Do) v; gilt. Da die Folge v; beschrankt ist und die Einbettung
v H/2(I') — L%(I") kompakt ist (siche Satz [2.25) existiert eine in L?(T") konvergente
Teilfolge v;r. Weiters gilt:

S ‘F‘I/Q Hvi/ — Uj/

/ (vir —vj) dps

r

L2(I)
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2.4 Analysis des gekoppelten Modells

sowie

< [T Jawllygreqry

/wd,u
r

fiir w € HY?(I"). Betrachtet man die Teilfolge z; = (DO — DO) vy von z; erhdlt man
die Abschétzung

et = 27 llu-vaqey = || (Bo = Do) (v - Uj/>HH*1/2<F) N

’(W — vy, Dy (w, 1>L2(F)‘

sup

< T Jow = vjrllL2ry = O
weHY2(T),w#0 lwllgyry ®

Die Folge z; ist eine konvergente Teilfolge von z; und daher ist der Operator Dy — Dy
kompakt. O

Weiters sind die Operatoren Vi, (%I + Kk> und (%I + K ) linear und beschrénkt —
also stetig. Die Operatoren N und N* sind nach Korollar kompakt. Aus diesen
Eigenschaften erhélt man folgendes Korollar.

Korollar 2.50. Die Operatoren
( 2 2N\T* * 1 1 !
—(w gs—i—l)Ms—waNVkN, N (GI+Ki) und  (I+KL)N

sind kompakt.

Beweis. Die Komposition von stetigen und kompakten Operatoren ist kompakt (siehe
[25, Satz 2.3.2]). Ist ein Operator K kompakt, dann ist auch der Operator A\K, mit
A € R, kompakt. Seien K und L zwei kompakte Operatoren, dann ist auch K + L
kompakt. Mit diesen drei Eigenschaften ist das Korollar gezeigt. O

Korollar 2.51. Der Operator

o [(@Pes+ ) Myt 0P NVIN. N (31+Ky)
~ (J1+ KL N +75-Do — Dy

ist kompakt.

Beweis. Alle vier Eintrage des gesamten Operators sind kompakte Operatoren und
somit ist der gesamte Operator kompakt. O
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Satz 2.52. Sei w so gewdhlt, dass der Operator

—w20M + A, — 0jw?N*Vi N N* (%1 1 Kk)
1 1
(31+K})N D

mit der Abbildungseigenschaft
V x KerDpt — HY(Q,)' x H2(T)

injektiv ist, dann existiert eine eindeutige Liésung von (2.14), d.h. es existiert ein
w € V und ein p € KerDyt € H/*(T'), sodass die Gleichung

—wo M, + As — 0w NVEN N* (314 Ky,) <u> - <F>
(31+K})N 5Dk p

erfullt ist. Weiters gilt die Abschdtzung
1
(el gy + 182 ) * < e IFlla-1a,) -

Beweis. Korollar und zeigen, dass der Operator koerziv ist. Weiters wur-
de die Injektivitat explizit gefordert. Somit erhdlt man mit Satz [2.7] die eindeutige
Losbarkeit, sowie die gewiinschte Abschétzung. O

Punktauswertung

Fiir den Fall, dass man eine Losung (u, p) € V x KerDy* gefunden hat, ist es sehr ein-
fach, die Punktauswertung fiir einen beliebigen Punkt x € 0y unter Zuhilfenahme
der Darstellungsformel und der ersten Transmissionsbedingung durch-
zufithren. In Kapitel wurde gezeigt, dass man den Druck p aufspalten kann in

ext ext

p1 + p2, sodass 7§*'p1 = p und 7§ p2 in KerDy enthalten ist. Die Darstellungsformel
ist gegeben durch

p(@) = = (Viat'p) (@) + (Wir§p) (@)

mit dem Einfachschichtpotential Vi und dem Doppelschichtpotential Wy. Die erste
Transmissionsbedingung lautet

ofw’n-u=mn-Vp=1{p
fiir & € I'. Setzt man diese Beziehung in die Darstellungsformel ein, erhilt man

p(@) = 050 (Vic(n-w)) (@) + (Wir§ (1 + p2)) ().
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2.4 Analysis des gekoppelten Modells

Proposition 2.53. Sei 7§'py € KerDy, dann gilt Wiy pa = 0.

ext

Beweis. Es gilt 7§'po € KerDy. Man definiert die Funktion u := Wy y§¥ps. u 16st das
duBere Randwertproblem der Helmholtzgleichung mit der Neumannrandbedingung

ext ext

VU = AP Wiy pe = —Diy§p2 = 0.

Dieses dauBlere Randwertproblem ist nach Satz [2.36] eindeutig losbar und daher gilt
Wk’YSXtPZ —u=0firxe Qf. OJ

Proposition 2.54. Die Verschiebung w erfillt die Gleichung
2 2 * 1 T 1 /
Ag —w 0osMg — w0 N™ [ Vi + §I+Kk Dy, §I+Kk N)u=F,
wobei DIT{ die Pseudoinverse von Dy ist.

Beweis. Fir (u,p) gilt

(—wzgsMS + As — opwN*VEN N* (314 Kk>> <u> (F>

(31+K})N 5 Dx p 0

Die zweite Gleichung kann nach p aufgelost werden, da (%I + K{{) N im Bild von Dy
enthalten ist, siehe [7, Korollar 3.3]. Man erhalt

1
p=—worD} (2 + Kk/> Nu +p

mit p € KerDy. Dies kann in die erste Gleichung eingesetzt werden und somit erhélt
man

1 1

da p im Kern von Dy und somit auch im Kern von %I + K liegt. O

Bemerkung 2.55. F'ir die Punktauswertung und fir die Verschiebung uw macht es da-

her keinen Unterschied, ob man mit v&'p = p + v§'py oder mit p arbeitet. Die

Darstellungsformel ist gegeben durch

p(@) = 050 (Vic(n - w)) (@) + (Wip) (). (2.15)
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3 Naherungsmethoden

Es wurde gezeigt, dass in der Analysis des Transmissionsproblems keine Probleme
entstehen, wenn KerDy nicht trivial ist. Die zusétzliche Bedingung p € KerDy™"
schlieBt die “falschen Eigenwerte“ aus und in Bemerkung [2.55] wurde erértert, dass
diese Einschrinkung keine Auswirkungen auf die Punktauswertung bzw. auf die Ver-
schiebung u hat.

Da man fiir den Fall eines nicht trivialen Kerns diesen im Allgemeinen nicht explizit
kennt, ist es schwer, die Bedingung p € KerDy " numerisch umzusetzen. In [18] wurde
anstatt der Helmholtzgleichung die Laplacegleichung betrachtet. In diesem Fall ist
der Kern von Dy bekannt und man kann den hypersinguldren Operator stabilisieren,
um die Bedingung p € KerDy' gewdhrleisten zu kénnen.

Die folgenden Fehlerabschatzungen werden nur fiir Frequenzen mit trivialem Kern
KerDy giiltig sein. Es wurden aber auch Simulationen mit nicht trivialem Kern durch-
gefithrt und es stellte sich heraus, dass das Verfahren bei solchen Frequenzen stabil
bleibt. Dies bedarf jedoch einer genaueren Untersuchung, auf welche in dieser Arbeit
nicht weiter eingegangen wird.

In dieser Arbeit wird das Galerkin-Bubnov-Verfahren betrachtet. Ziel ist es, die Lo-
sung der Gleichung

Au=F,

mit A: X — X’ linear, beschrankt und koerziv und F € X’ naherungsweise zu
berechnen. Um die eindeutige Losbarkeit obiger Gleichung garantieren zu koénnen,
wird noch gefordert, dass A injektiv ist. Mit dem Korollar 2.7 zu Satz [2.6] erhélt man
eine eindeutige Losung v € X. Weiters gilt die Abschitzung

Jullx < [Flx

Voraussetzung 3.1. Betrachtet wird eine Folge Xp; endlichdimensionaler Ansatzriu-
me. Diese Riume sollen so gewdhlt werden, dass Xy, C X, fiir My < Mo, Xy C X
und die Folge X); die Approximationseigenschaft besitzt, d.h. es gilt

lim sup inf |v—ovm|x =0.

M—00 yex vmeEX M

Als néchstes wird eine Folge von diskreten Problemen betrachtet: Finde up;s € Xy,
sodass die Gleichung

<AUM,'UM> = <F,UM> (3.1)
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3 Naherungsmethoden

fir alle vy € Xy erfiillt ist.

Satz 3.2 (Cea’s Lemma). Der Operator A: X — X' sei linear, beschrankt mit der Kon-
stanten 0’24 und koerziv. Weiters gelte die diskrete inf -sup—Bedingung, d.h. es existiert
eine positive Konstante cg, sodass

Aupr,vpr

csllumllx < sup {Aun, vir)
v €X v, HUMHX
v #£0

fiir alle upr € Xar gilt. Dann ezistiert genau eine Losung upyy € Xy von (3.1)) und
diese erfillt die Stabilitdtsabschdtzung

1
Juarllx < —[[Fllx

S

und die Fehlerabschdtzung

A
C .

lu —upl|x < <1 + 2) inf |lu—vnlx.
Cs v EX M

Den Beweis findet man zum Beispiel in [24] Theorem 8.10].

Die diskrete inf-sup-Bedingung steht im Mittelpunkt des néchsten Satzes.

Satz 3.3. Der Operator A: X — X' sei linear, beschrinkt, koerziv und injektiv. Wei-
ters liege eine Folge endlichdimensionaler Ansatzriume X s vor, welche die Voraus-
setzung[31] erfillt. Dann existiert ein My, sodass die diskrete inf-sup-Bedingung fir
alle M > My erfillt ist.

Der Beweis kann wiederum in |24, Theorem 8.11] nachgelesen werden. Die endlich-
dimensionalen Rdume X;; mit der Dimension M koénnen beziiglich einer Basis dar-
gestellt werden:

X = span{@r}iL, .
Jedes Element vy € Xy hat die eindeutige Darstellung

M
Ak
UM = E U Pk
k=1

mit dem Koeffizientenvektor ¥ps. Das diskrete Problem ([3.1)) kann somit umgeschrie-
ben werden zu

M
ahy (App, o) = (F,pp), firalle 6=1,--- M.
k=1
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3.1 Finite Elemente

Dies entspricht aber genau dem linearen Gleichungssystem

mit den Eintrdgen A/[l, k] := (Apk, or) und far[l] := (f, ¢¢). Die Losung des Va-
riationsproblems (3.1]) kann nun mit der Losung des linearen Gleichungssystems dar-
gestellt werden:

M
2 :Ak
k=1

Sind fiir ein koerzives Problem die Voraussetzungen von Satz [3.2] erfiillt, dann ist das
Gleichungssystem Aptips = far eindeutig 16sbar.

Um diese Theorie auf das gekoppelte System anwenden zu kénnen, werden sowohl
die Finite Elemente Methode als auch die Randelementmethode bendétigt. In den
néchsten beiden Kapiteln werden Finite Elemente bzw. Randelemente eingefiihrt,
um eine Familie endlichdimensionaler Ansatzraume fiir u bzw. fiir p zu erhalten.

3.1 Finite Elemente

Dieses Kapitel behandelt Finite Elemente fiir Gebiete Q € R? und lehnt sich grof-
tenteils an [22) Kapitel 9] an.

Ziel ist es, einen endlichdimensionalen Ansatzraum fiir die Verschiebung u zu kon-
struieren. Da w in H*(Q,) enthalten ist, werden Ansatzriume betrachtet, welche
Teilmengen von H!(€) sind und die Approximationseigenschaft erfiillen. Um dies
bewerkstelligen zu kénnen, wird eine Familie von Zerlegungen (7x)ycn von Qg be-
trachtet, genauer:

Q= U 7 fiur N € N.
TETN

Die Elemente der Zerlegungen — die Finiten Elemente 7 — sind im einfachsten Fall
offene Tetraeder. Diese Zerlegungen von ()5 sollen die Eigenschaft haben, dass keine
héngenden Knoten existieren, das heifit, dass der Durchschnitt zweier verschiedener,
abgeschlossener Elemente 7o, € Ty und 7y, € Ty entweder leer, ein gemeinsamer
Knoten, eine gemeinsame Kante oder eine gemeinsame Flache ist. Ist diese Eigen-
schaft erfiillt, wird die Zerlegung Ty als zulassig bezeichnet. Fir jedes Tetraeder
7 wird das Volumen A, die lokale Maschenweite h,, der Durchmesser d, und der
Radius 7, wie folgt definiert:

T, YeT

Aq— = / dJZ, h, = (Ar)% y d, == sup ‘w - y|7
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3 Naherungsmethoden

und 7, ist definiert als der Radius der grofiten in 7 enthaltenen Kugel. Im Weiteren
sollen nur zuldssige und formregulire Zerlegungen betrachtet werden. Formregu-
lar bedeutet, dass eine Konstante cy unabhéngig von N existiert, sodass

dr <cpr, furallere7Ty,NeN

gilt. Aus der Ungleichung

777“3 <A, = hi < di < c%ri

Lo | W~

koénnen die Aquivalenzungleichungen

4 \3
(377) rr <hy <dr <cprr

hergeleitet werden. Fiir Konvergenzaussagen ist es noch sinnvoll, die Groéflen hgen,
und Amin

hfem = Amax := max hy, Amin := min h;
TETN TETN

fiir jede Zerlegung Ty einzufithren. Eine weitere Eigenschaft von Zerlegungen wird
an dieser Stelle noch angefiihrt: Eine Familie von Zerlegungen (7x) vy heifit global
gleichméifig, falls die Ungleichung

hmax

<cq

hmin

mit einer von N unabhéngigen Konstanten cq erfillt ist.

Unter Zuhilfenahme der Zerlegungen Ty werden die Ansatzriume S} (T, Qs) einge-
fiihrt. Der Ansatzraum S} (T, §25) ist definiert als alle stiickweise linearen und global
stetigen Funktionen auf 5. Um eine Basis angeben zu kénnen, werden die Knoten
der Zerlegung Ty durchnummeriert und mit xy, k € {1,---, Mq} bezeichnet. Fiir
zuliissige Unterteilungen ist eine Basis von S} (T, Qs) gegeben durch

1 fir @ = xy,
or(x) =< 0 fir @ = xp # xy,
linear sonst.

In [22 Kapitel 9.3] findet man eine genauere Betrachtung dieses Ansatzraumes. Ein
wichtiges Resultat ist die Approximationseigenschaft — siche zum Beispiel [22], Satz
9.2] fiir einen Beweis.

Satz 3.4. Seiu € H*(Qy), s € [0,2] mit 0 =0 oder o = 1. Dann gilt die Approzimati-
onseigenschaft

inf U—v - < chi % |uliys ) 3.3
e = vl < i I 33)
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3.2 Randelemente

Da die Verschiebung u eine vektorwertige Grofe ist, werden auch vektorwertige An-
satzfunktionen bend6tigt. Diese erhalt man, indem man die bereits bekannten Basis-
funktionen ¢y, zur Basis ¢;, erweitert

P3ivj = piej, firie {1,---,Mq}, j€{1,2,3}

mit den Vektoren e; = (1,0,0)",es = (0,1,0)" und e3 = (0,0,1)". Man erhilt mit
Vi = span{¢;} eine Familie von Ansatzraumen, welche die Approximationseigen-
schaft erfiillen, und fiir eine Funktion vy; € Vjs gilt daher die Darstellung

MQS

Z Z ﬁ?\/Z[Jr] 9031+J )

1=17=1

3.2 Randelemente

Dieses Kapitel lehnt sich grofitenteils an [22) Kapitel 10] an.

Wie im Kapitel ist 2 eine Teilmenge des R? und der Rand von  wird mit T
bezeichnet.

Ziel ist es, einen endlichdimensionalen Ansatzraum fiir den Druck p zu konstruieren.
Da p in HY ?(I") enthalten ist, werden Ansatzrdume betrachtet, welche Teilmengen
von HY ?(T") sind und die Approximationseigenschaft erfiillen. Die Vorgehensweise
ist nun &dhnlich wie im vorigen Kapitel. Es wird nicht 4 unterteilt, sondern der
Kopplungsrand I'. Es bietet sich an, die Zerlegung von (), wie im vorigen Kapitel
beschrieben, zu verwenden. Diese Zerlegung (7x) yc hat I' in Dreiecke zerlegt. Diese
Dreiecke — die Randelemente — werden mit ¢ bezeichnet. Es ist nicht notwendig,
die gleiche Zerlegung von {2 fiir die Finiten Elemente als auch fiir die Randelemente
zu verwenden. Es kann durchaus vorteilhaft sein, verschiedene Zerlegungen fiir die
Finiten Elemente und die Randelemente zu betrachten.

Da die Zerlegung Ty im Sinne von Finiten Elementen zuléssig ist, ist diese Zerlegung
im Sinne von Randelementen ebenso zuldssig. Eine Zerlegung von I' heifit zulassig,
wenn der Durchschnitt zweier verschiedener abgeschlossener Randelemente o, € Tn
und 74, € Ty entweder leer, ein gemeinsamer Knoten oder eine gemeinsame Kante
ist. Ebenso lassen sich die Eigenschaften formregular und global gleichmafig auf
die Randelemente iibertragen. Dafiir wird fiir jedes Randelement o das Volumen A,
die lokale Maschenweite h,, der Durchmesser d, und der Radius r, bendétigt, und
dhnlich wie bei den Finiten Elementen, definiert:

:/dw, he = (Ag)%, ds := sup |x —yl,

T, Yyco
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3 Naherungsmethoden

und r, ist definiert als der Radius des grofiten in o enthaltenen Kreises. Natiirlich
werden auch die Groflen Apen und Amin

hbem = hmax := max hy,  hmin := min h,
oc’IN o€TN

fiir jede Zerlegung Ty definiert.

Mit diesen Zerlegungen 7Ty von I' werden die Ansatzriume Il := S (7y,T) einge-
fihrt. Der Ansatzraum I1,; ist definiert als alle stiickweise linearen und global stetigen
Funktionen auf I'. Um eine Basis angeben zu kénnen, wird eine neue Nummerierung
der Knoten der Zerlegung Ty verwendet. Betrachtet werden nur noch Knoten, welche
in I" enthalten sind. Eine Basis ist dann gegeben durch

1 fir « = xy,
or(x) =< 0 fiir x = xp # xy,
linear sonst.

Fiir eine Funktion ¢q,; € II); gilt demnach die Darstellung
Mr
g (@) = Y diron().
k=1

In [22], Kapitel 10.2] findet man eine genauere Betrachtung dieses Ansatzraumes. Ein
wichtiges Resultat ist die Approximationseigenschaft, siehe zum Beispiel [22], Satz
10.3] fiir einen Beweis.

Satz 3.5. Seip € H¥(I'), s € [0,2] mit o € [0,1]. Dann gilt die Approximationseigen-
schaft

ik 1P = @l ey < hien [Pl r) - 3.4
qugnMHp Mo (ry < Chiem [Plas(r) (3.4)

3.3 Numerische Methode fir das gekoppelte System

Es gilt, das System ([2.14))

—w?o M, + As — 0w NVEN N* (314 Ky) <u> <F>
1 1 5 =
(31+K})N Dk p 0

numerisch zu lésen. Verwendet man fiir diesen Operator die Abkiirzung A, dann
vereinfacht sich obige Gleichung zu

() -C)
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3.3 Numerische Methode fiir das gekoppelte System

und die dazu dquivalente Variationsformulierung lautet

U v F v
() Gh- ) ()
fiir alle v € H(Q,) und ¢ € H*(T").

Fir das Weitere werden die endlichdimensionalen Ansatzraume V), und ITy; anstatt
der Raume H'(Q,) und HY/*(I") verwendet. Das daraus resultierende, diskrete Pro-
blem lautet daher: Finde uy; € Vi und pys € 11y, sodass

o (o) (= (5)- ()

fir alle vy; € Vi und gy € 11, erfiillt ist.

Korollar 3.6. Sei w so gewdhlt, dass der Operator

o [N+ A 0P NVIN N (31+Kx)
- 1 1
(31+K)N -Dx

injektiv ist, und werden die endlichdimensionalen Ansatzrdume Xy; = Vg x Iy
verwendet, dann existiert nach Satz[3.9 und Satz[3.5 eine eindeutige Losung

(un,pvr) € X

des diskreten Problems (3.5

() (o= )G

fiir alle vy € Vg, qur € Uay, M > My und es gilt die Stabilitdtsabschdtzung

1
3 1
2 2
(HUMHHl(Qs) T HpM”H1/2(F)> F < c IF -1,

und die Fehlerabschditzung

1
2 — 2 2
(Il = war s o) + 15 = 222y )
< inf |ju— inf |[p— '
= (vz\/}IéVM ”u vMHHl(QS) + QIWIQHM Hp qM||H1/2(F)) (3 6)

_ 3 _
<c (hfem ulg2(q,) + hb/e2m ’p|H2(F)) ’

falls uw € H?(Q) und p € H2(T') enthalten sind.
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3 Naherungsmethoden

Satz 3.7 (Aubin-Nitsche Trick). Sei Q0 glatt berandet oder konvex, f Element von L%(Q)
und w Element von VN H?(Q). Weiters gelte die Abschitzung

HUHHQ(Q) <c ||fHL2(Q) :

Fiir die Losung p gelte p € HY(T') und der Operator Dy.: HY?(T') — HY2(T') sei stetig
und bijektiv. Dann gilt die Fehlerabschdtzung

1
_ 2 3 _
(Il = warllf2g0,) + 15 = Parlf-vogey ) * < ¢ (P 1 Flli2g0) + AremlPlim ) ) -

Der Aubin-Nitsche Trick wird in [22] genauer behandelt.

Um ein dquivalentes lineares Gleichungssystem zu erhalten, werden folgende Matrizen
definiert:

Asli, §] := (A, pida = A/divsoj divp; dz + 2u/6(¢j) 1 e(ep;) de,
Qs Qs

MFEi, ] = (Mg, pi)a = [ @i de,
Qs

Vi, j] == (N*ViNe;, )0 = / (Vk’yé“tcpj : n) (fy(‘)“tgoi : n) dy,
r
MPEli, j] == (N*pj, )0 = /soj’yé“tcpi~ndu,
T
P

D[i, j] := (Dxyj, pi)r = /Dk‘Pj‘Pi du.
P

Sei n := dimVy; und m := dimll;, dann besitzen die soeben definierten Matrizen
die folgenden Eigenschaften:

AS € Rnxn’ A;r = A57
MFE c Rnxn’ 1\/[15‘ET — MFE,
vV e, VI o=V,

MBE c Rnxm
K c (anm7
D e¢m™m DI =D

Ebenso definiert man den Vektor f e "

flili=(Fogda = [ £-eidas [ gy aitesdn
Qs Tn
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Das dquivalente lineare Gleichungssystem lautet daher

Ay — w2 o MFE — wQQfV %MBE + K\ /& B f (3.7)
%1\{[BET + KT 1 D p\ - 0 . .

w2of

Die Matrizen V, K, MB® und D haben nur auf I Eintréige ungleich Null, daher liegt
es nahe, das Gleichungssystem in die Freiheitsgrade auf I' und die restlichen Frei-
heitsgrade aufzuspalten. Das daraus resultierende Gleichungssystem lautet

ALI - WQQSMEF ALF — UJQ‘QSME% 0 ,a[ .ﬁ

Arg— W2QSM1EFI) Arr — WQQSMIEE—\ — wzng %MBE + K ar | = f}
T N

0 %MBE +KT 7w21gf D 0

mit den Matrizen

V:<8 \0/>’ MBE:(M%E>’ K:(Ig) und f‘:<£i>

Die Matrizen Ayy, Air, Ary und Apr haben fiir gewohnlich die Gréfenordnung 109,
diese kommt von der Groéflenordnung des Elastizitdtsmoduls. Um eine bessere Ska-
lierung zu erhalten, wird rechts- bzw. linksseitig mit den Matrizen L und R
02 0 0
L=R=| 0 1072 0

0 0 102
vorkonditioniert. Fiir mehr Information beziiglich Vorkonditionierung sei hier zum
Beispiel auf [16] verwiesen.

Fir den Fall, dass die hypersinguldre Matrix D invertierbar ist, kann das Schur
Komplement S gebildet werden. Dazu wird die dritte Zeile auf p umgeformt

1
p=—w?oD? <2MBE + KT) a

und in der zweiten Zeile eingesetzt. Als Resultat erhélt man

Arp—w?oM[T  Arr — w?oMIT ar
Aryp—w?o,Mp}  Apr —w?o,Mp: —w?osS ) \ar

Il
VO
St Shy
N

mit dem Schur Komplement
1 1
S=V+ (2MBE + K) D! <2MBE + KT) :

Diese Gleichung wird aus den gleichen Griinden wie zuvor geeignet skaliert. Dies
wird wieder mit einer rechts- bzw. linksseitigen Vorkonditionierung bewerkstelligt.
Als Vorkonditionierung wéhlt man

_9
L—R— 1072 O9 .
0 1072

Um diese Systeme zu losen, bietet sich der GMRES-Algorithmus an, siehe [13], [23].
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3 Naherungsmethoden

3.4 Eine Fehlerabschatzung fir die Punktauswertung

Basierend auf die im vorigen Kapitel hergeleitete Fehlerabschatzung (3.6]) fiir

1
(lle = sl g + 16 = parllfpagr) )’

soll eine Fehlerabschétzung fiir die Punktauswertung hergeleitet werden. Dabei wird
die Auswertung wie in Kapitel@ in einem Punkt = € 1y betrachtet. Fiir die exakte

Losung gilt die Darstellung
p(@) = —o5w? (Vi (n-w)) (@) + (Wip) ().
Ebenso erhélt man eine Approximation von p(x) durch
i) = —opw?® (Vic (- unr)) () + (Wipar) ().
Der Fehler betragt demnach
p(@) = B(@)] < |—op? (Vic (- (w = un))) (@) + (Wi (5 — par) (@)

Verwendet man die Definition von Vi und Wy sowie die Dreiecksungleichung, dann
erhélt man die Abschitzung

p(@)—p()| < o7u? .

/’VSXtU;;"(w, y)n - (uw—up)duy,
T

i @,y) (5= pan)dn|
r

Die Fundamentallosung U (x, y) ist fiir © € Qf und y € I" unendlich oft differenzier-
bar und daher existieren die Konstanten ¢; und co

WU ()|

ext

Vl,yUl:(m7 )

(&) Z:‘

= ’ HH*l/Q(r)'

H'/2(T)
Somit erhalt man
p(@) — p(@)] < ogwer n- (u = war) lvaq + 2 15 — P gy
< gfw2cl l|lu — UMHI_Il/Q(P) +e2lp - PMHH1/2(F)
= wa251 Jw— U'MHHl(QS) +ellp— pM||H1/2(r)
1
2 — 2 2
< e (llu—un o, + 16— oyl )
3 —
< ¢ (htem [ulgg2(0,) + Pt [Pliery )

falls w € H?(Q,) und p € H?(T) enthalten sind. Zu den Konstanten ¢; und cy sei
noch erwahnt, dass diese erheblich von x abhédngen. Desto weiter  von der Polstelle
der Fundamentallésung entfernt ist, umso kleiner werden diese beiden Konstanten
und umso besser die Fehlerabschétzung fiir die Punktauswertung.
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4 Simulationen

In diesem Kapitel werden zuerst die bewiesenen Resultate mit konkreten Simula-
tionen verifiziert und anschlieSend wird versucht, eine zwar einfache, aber dennoch
realistische Simulation eines Unterseebootes durchzufiihren.

Da die Aussagen aus dem vorigen Kapitel lediglich fiir Frequenzen mit trivialem
hypersinguldren Kern gelten, wird in diesem Kapitel eine Simulation getéatigt, wel-

che iiberpriift, ob die hergeleitete Methode auch fiir “kritische” Frequenzen funktio-
niert.

4.1 Test mit analytischer Losung, Anregung uber Volumskrafte

Um die numerischen Verfahren, speziell die Konvergenzordung, zu iiberpriifen, wird
eine analytische Losung des Systems bendtigt.

Als Geometrie fiir die Struktur wird die Einheitskugel gewihlt, aus welcher die Kugel
mit Radius 0.8 ausgeschnitten wird. Das bedeutet

Q, = {zeR* 08 < |z <1},
Daher erhélt man fiir Q; das Gebiet
Qs = {@ e R®: |lzf| > 1}.
Als Kopplungsrand bzw. als Dirichletrand erhélt man demnach
Pi={zcR® |z =1} baw. Tp:={zecR®: |z|=0s}.

Es werden der Druck p und die Verschiebung u wie folgt vorgegeben:

eikr
p(?") T r )
11
u(r) = (cl + cor + 03r2) vl
z
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4 Simulationen

mit noch geeignet zu wahlenden Konstanten c1,cy und c3. Werden die Konstanten
c1, 2 und c3 definiert durch

4e™ (8i(k + i)\ + 12i(k +i)u + opw?)

Cl = — wa2()\ 2u) )

- e® (68i(k +i)A + 100i(k + i)p + 9o w?)
orw?(A+2p) ’

o) e _5e® (Ti(k + )X +10i(k + i)p + 05w?)
ow?(A =+ 2p) ’

dann sind die beiden Transmissionsbedingungen und auf dem Kopp-
lungsrand I' erfiillt, und u besitzt homogene Dirichlet Daten auf dem Dirichletrand
I'p. Weiters erfiillt p die Helmholtzgleichung in €. Da w die Gleichung der Elastizi-
tatstheorie — nicht erfiillt, wird eine rechte Seite f bendtigt. f erhélt man
durch Einsetzen der Verschiebung w in die Differentialgleichungen —. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit wird f an dieser Stelle nicht angegeben.

Die konkreten Parameter fiir die Kreisfrequenz, die Schallgeschwindigkeit, die Dichten
sowie fur den Elastizitdtsmodul und die Querkontraktion kénnen aus der Tabelle
entnommen werden.

Parameter w c k=% 0s of E v
Werte 1000 1484 = 0.673854 4500 1000 105 0.34

Tabelle 4.1: Parameter.

Zur Uberpriifung der Konvergenzordnung werden drei verschieden feine Netze be-
trachtet, welche mit Netgen, siehe [19], erzeugt wurden. Details zu den Netzen konnen
aus der Tabelle [f.2] abgelesen werden.

Parameter Netz 1 Netz 2 Netz 3
Anzahl der Elemente 1948 15584 124672
Anzahl der Knoten insgesamt 658 3916 26030
Anzahl der Knoten auf dem Dirichletrand 257 1022 4082
Anzahl der Knoten auf dem Kopplungsrand 401 1598 6386
Anzahl der Freiheitsgrade 1604 10280 72230

Tabelle 4.2: Details der Netze.

Tabelle enthilt die berechneten Fehler fiir die Verschiebung w in den Normen
IlL2(q,) und [[[lg1(q,)- Die erwartete Konvergenzordnung eoc (expected order of
convergence) in der Norm ||| (g ist linear.
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4.2 Test mit analytischer Lésung, Anregung iber Neumann Randbedingungen

Elemente Faktor |lu —unm|req,) eoc |lu—umgiq,) eoc
1948 3,93E-10 6,38E-09

15584 8 1,30E-10 1,60 4,20E-09 0,60

124672 8 3,90E-11 1,73 2,31E-09 0,86

Tabelle 4.3: Fehler der Verschiebung.

Der Fehler des Drucks p in der Norm ||'HL2(F) kann aus der Tabelle entnommen

werden.

Elemente Faktor |[p—pallp2y  eoc
1948 3,04E-1

15584 8 8,60E-2 1,82

124672 8 2,33E-2 1,88

Tabelle 4.4: Fehler des Drucks.

Letztendlich wurde auch die Konvergenz der Punktauswertung {iberpriift. Diese kann
aus der Tabelle [L.3] fiir verschiedene Punkte entnommen werden.

(2,0,0) eoc (3,0,0) eoc (4,0,0) eoc (5,0,0) eoc (6,0,0) eoc
4,30E-2 2,86E-2 2,14E-2 1,71E-2 1,436-2
1,21E-2 1,83 8,06E-3 1,83 6,02E-3 1,83 481E-3 1,83 4,00E-3 1,83
3.39E-3 187 2,20E-3 187 1,65E-3 1,87 131E-3 187 1,09E-3 187
(7,0,0) eoc (8,0,0) eoc (9,0,0) eoc (10,0,0) eoc

1,226-2 1,07E-2 9,49E-3 8,54E-3

3,43E-3 1,83 3,00E-3 183 267E-3 183 240E-3 183

9.36E-4 1,87 819E-4 187 727TE-4 187 6,54E-4 1,87

Tabelle 4.5: Fehler der Punktauswertung.

4.2 Test mit analytischer Losung, Anregung uber Neumann
Randbedingungen

In diesem Test wird die Geometrie aus dem vorigen Beispiel mit einer leichten Mo-
difikation tibernommen. Anstatt des Dirichletrands I'p wird ein Neumannrand Iy
betrachtet, auf welchem die Anregung stattfindet. Da die Anregung ausschlielich
auf dem Neumannrand stattfinden soll, ist es notwendig, eine Losung der beiden Dif-
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4 Simulationen

ferentialgleichungen zu kennen. Im Appendix wurde folgende Losung hergeleitet:

62’k7‘
p(r) == . fir r>1,
u(r) := (crur(r) + caua(r)) e, fir 0.8<r<1

mit den skalaren Funktionen

ry/0sW . r/0sW
VA + 2p cos (M) . (A 4 2p) sin (M)

/05w 72 05w? ’
. ry/0sW r\/0sW
VA =+ 2usin (M) ) (A4 2pu) cos (M)

r\/0sW 72 050w2 '

ui(r) = —

ug(r) = —

Wie im Appendix erwdhnt, miissen die Konstanten ¢; und ¢y so gewéhlt werden, dass
die beiden Transmissionsbedingungen erfiillt sind. Auf dem Neumannrand erhélt man
die Anregung g, durch gy = 0(0.8)n.

Es werden zwei Simulationen durchgefiihrt. Einerseits wird w = 1000 gewéhlt und
andererseits w = 14847w. Im Appendix wird gezeigt, dass fiir & = nm und somit auch
fiir kK = m der hypersinguldre Operator nicht injektiv ist. Die zweite Simulation soll
daher testen, wie sich das numerische Verfahren bei nicht trivialem hypersingulé-
ren Kern verhélt. Die wesentlichen Parameter fiir die Simulationen kénnen aus der
Tabelle [£.6] entnommen werden.

Parameter w c k=% 0s of E v
Werte Simulation 1 1000 1484 =0.673854 4500 1000 105 0.34
Werte Simulation 2 14847 1484 7w 4500 1000 105 0.34

Tabelle 4.6: Parameter.

Details zum Netz findet man in Tabelle

Parameter Netz 1 Netz 2 Netz 3
Anzahl der Elemente 1948 15584 124672
Anzahl der Knoten insgesamt 658 3916 26030
Anzahl der Knoten auf Kopplungsrand 401 1598 6386
Anzahl der Freiheitsgrade 2375 13346 84476

Tabelle 4.7: Parameter der Netze.

Die berechneten Fehler fiir die Verschiebung in den Normen |[|[|y2q, ) und |[-[|g1(q,)
konnen aus der Tabelle abgelesen werden.
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4.2 Test mit analytischer Lésung, Anregung iber Neumann Randbedingungen

Elemente Faktor |lu —unm|req,) eoc |lu—umgiq,) eoc
1948 1,82E-10 1,19E-09
15584 8 5,00E-11 1,86 6,75E-10 0,81
124672 8 1,37E-11 1,87 3,04E-10 0,93
Elemente Faktor |lu —un|req,) eoc |lu—umgiq,) eoc
1948 2,65E-11 1,43E-10
15584 8 7,09E-12 1,90 7,89E-11 0,85
124672 8 1,85E-12 1,94 4,11E-11 0,94

Tabelle 4.8: Fehler der Verschiebung (oben w = 1000, unten w = 1484r).

Elemente Faktor |lp—pamll2ry  eoc [[p—pumllizqy  eoc
1948 3,62E-01 4,05E-01

15584 8 1,01E-01 1,84 1,10E-01 1,89

124672 8 2,70E-02 1,90 2.86E-02 1,94

Tabelle 4.9: Fehler des Drucks fiir w = 1000 und w = 1484r.

Die Fehler des Drucks in der Norm |||z sind in Tabelle 4.9/ angefiihrt. Es ist sehr
deutlich zu erkennen, dass der Fehler fiir den Druck quadratisch abnimmt.

Die punktweisen Fehler fiir den Druck p sind in der Tabelle fiir die erste Si-
mulation zusammengefasst. Fiir die zweite Simulation sind die Fehlerabschétzungen
dhnlich und werden deshalb nicht dargestellt.

(2,0,0) eoc (3,0,0) eoc (4,0,0) eoc (5,0,0) eoc (6,0,0) eoc
5,09E-2 3,39E-2 2,54E-2 2,04E-2 1,70E-2
1,42E-2 1,84 948E-3 184 7,12E-3 1,84 5 70E-3 1,84 4,75E-3 1,84
3,86E-3 1,88 2,57E-3 1,88 193E-3 1,88 1,55E-3 1,88 1,29E-3 1,88
(7,0,0) eoc (8,0,0) eoc (9,0,0) eoc (10,0,0) eoc

1,45E-2 1,27E-2 1,13E-2 1,02E-2

407E-3 1,84 356E-3 1,84 3,17E-3 184 285E-3 1,84

1,11E-3 1,88 9,67E-4 188 8,60E-4 188 7,74E-4 188

Tabelle 4.10: Fehler der Punktauswertung fiir w = 1000.
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4 Simulationen

4.3 Simulation der Akustik-Struktur-Interaktion in einem
Unterseeboot

In den vorigen beiden Simulationen wurde sichergestellt, dass die numerische Umset-
zung korrekt implementiert wurde. In dieser Simulation soll ein praktischeres Beispiel
behandelt werden. Dieses Beispiel basiert auf dem in [3 Seite 126] behandelten Bei-
spiel.

Gegeben sei ein sehr einfaches Unterseeboot, bestehend aus einem Zylinder und zwei
Halbkugeln. Die beiden Halbkugeln werden auf den beiden Enden des Zylinders ge-
setzt. Dieses Unterseeboot ist hohl und besitzt eine Wandstérke von 0.1m. Der Innen-
raum des Bootes besteht aus zwei Winden und einem Boden. In Abbildung [£.1] findet
man eine Skizze des soeben beschriebenen Unterseebootes. Die Details dieser Geome-

Abbildung 4.1: Skizze des Unterseebootes.

trie kénnen in Tabelle nachgeschlagen werden. Der schwarz eingeféirbte Teil des

Lénge Zylinder 10m
Radius Zylinder 1m
Radius Halbkugel 1m
Wandstarke 0.1m
Bodenstéarke 0.1m

Tabelle 4.11: Details des Unterseebootes.

Bodens stellt den Bereich der Anregung, welche iiber Volumskrifte eingebaut wird,
dar. Die Unausgeglichenheit des Motors ist hauptséchlich fiir die Anregung verant-
wortlich. Insgesamt soll eine Kraft mit einem Betrag von 100N auf das Unterseeboot
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4.3 Simulation der Akustik-Struktur-Interaktion in einem Unterseeboot

wirken. Diese Kraft wirkt in y- und z-Richtung:

0 0
Fees(t) =100 | cos(wt) | =100R | ™" | 1
— sin(wt) i

Um die Volumskraft f(z,t) zu erhalten, wird die Kraft f,. durch das in Abbildung
[4.1]skizzierte schwarze Volumen dividiert. Die genauen Daten des schwarzen Bereichs,
bestehend aus 4 rechtwinkeligen Prismen, konnen aus der Tabelle [£.12] entnommen
werden. Ein Prisma wird durch zwei gegeniiberliegende Eckpunkte beschrieben. Das

Teilgebiet Ecke 1 Ecke 2

Prisma 1 (4, —0.75,—0.05)7 (4.2,0.75,0.05) "
Prisma 2 (3,-0.75,-0.05)" (3.2,0.75,0.05) "
Prisma 3 (2, -0.75,-0.05)" (2.2,0.75,0.05) "
Prisma 4  (2,-0.10,-0.05)" (4.2,0.10,0.05)"

Tabelle 4.12: Details des Bereiches der Anregung.

Volumen des schwarz eingeférbten Bereichs lautet
V=(02-15-0.1)-3+(0.8-0.2-0.1) - 2 = 0.122.

Die Volumskraft ist somit gegeben durch

f(z t):ﬂ% et (1) =819.67R | ™! (1)
0.122 . .

flir  aus dem schwarz eingefarbten Bereich. Dies entspricht einer zeitharmonischen
Anregung und, um die bisher verwendete Notation beizubehalten, setzt man

0
f(x) = f(x) =819.67 | 1
?

Alle Oberflachen, welche sich im Inneren des Unterseebootes befinden, stellen homo-
gene Neumannrénder dar und die restlichen Oberflichen, das heifit die Oberflichen
auf der AuBenseite des Unterseebootes, Kopplungsrander. Weitere fiir die Simulation
wichtige Daten sind aus der Tabelle [£.13] zu entnehmen.

Parameter w c k=% 0s of E v
Werte 200 1484 =~ 0.4234 4500 1000 105 0.34

Tabelle 4.13: Parameter.

Dies soll die Materialeigenschaften von Titan widerspiegeln. w = 100 - 27 bedeutet,
dass eine Frequenz von 100Hz vorliegt.
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4 Simulationen

Mit Netgen, siehe [I9], wurde ein Netz mit den in Tabelle enthaltenen Daten
erstellt. Aus den Daten der Tabelle [4.14] konnen die Dimensionen der Matrizen des

Parameter Werte
Anzahl der Elemente 120804
Anzahl der Knoten insgesamt 39131
Anzahl der Knoten auf dem Kopplungsrand 15538
Anzahl der Freiheitsgrade 132931

Tabelle 4.14: Details des Netzes.

Gleichungssystems
A — WZQSM%;? Arr — w2g5MEE 0 Uy fr
Ap; — wQQSMFE Arr — wzgleEE — w2ng %MBE + K ar | = ‘ﬁ
T A
0 IMBED 4+ KT 525D p 0

bestimmt werden:

AI,I» MEIE S Rnlxnl,

AI,Fa MEIE“: S Rn1><n27

AFJ, MIEFI: S Rn2><n1,

AF,Fa M?EIL c Rnrexnz bzw. Ve(Cm ><n27
MBE € R™*"3  hzw., Ken2*ns,
D € Cnsxns

mit n; = 3- (39131 — 15538) = 70779, ny = 3 - 15538 = 46614 und n3 = 15538.
Als Resultat erhédlt man einerseits die Verschiebung w fiir € €5 und andererseits

den Druck p auf I" sowie in einzelnen Punkten « € Q. In Abbildung 1.2 und [4.3] ist
die Lautstarke in einzelnen Punkten geplottet.

100, 100+

sl sl

6ol el

202 ° ° ° ° ° ot : ¢ ¢ ¢ °

sl ol

n =T = 8 7 i 7 s s 10 m
x €[-11,—-6l,y =2=0. z €1[6,11],y =z = 0.

Abbildung 4.2: Lautstiirke in dB in einzelnen Punkten (z,y,2)".
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00, 00+
80'{ ° ° ° . . 8: ® ° ° ° °
Y &
2 @
Py Py
2 3 s 5 s T B s 5 s 7
y € 12,7,z =2=0. z€[2,7,z=y=0.

Abbildung 4.3: Lautstirke in dB in einzelnen Punkten (z,y,2)".

In Abbildung [£.4] ist der Realteil der Verschiebung unter Zuhilfenahme von GMV,
siehe [9], dargestellt.

Cutplane Vect Mag

1.21e-08
1.09e-08
—9.65e-09
—8.45e-09
7.24e-08
6.03e-08
4.83e-09

3.62e-09

2.41e-08

1.21e-09

0

Abbildung 4.4: Realteil der Verschiebung.

Der Imaginérteil der Verschiebung ist in Abbildung [£.5] unter Zuhilfenahme von
GMV, siehe [9], dargestellt.
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Cutplane Vect Mag

5.55e-08

5e-08

—4.44e-08

—3.89e-08

—3.33e-08

2.78e-08

2.22¢-08

~1.67e-08

1.11e-08

5.55¢-09

Abbildung 4.5: Imaginérteil der Verschiebung.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit wurde untergliedert in die Bereiche
o Modellierung,
o Analysis,
e Numerik und Simulation.

Im Kapitel “Modellierung” wurden die zwei wesentlichen Modelle vorgestellt - zum
einen das Modell der linearen Elastizitatstheorie und zum anderen das Modell der
linearen Akustik. Weiters wurden zeitharmonische Anregungen betrachtet. Da das
Fluid unter Umsténden Einfluss auf die Verformung haben kann, wurde eine star-
ke Kopplung vorgenommen. Dazu waren zwei Kopplungsbedingungen notwendig. In
Summe erhielt man ein System von Differentialgleichungen mit zwei Kopplungsbe-
dingungen, Randbedingungen, sowie einer Abstrahlbedingung fiir den Druck.

Im Kapitel “Analysis” wurde das gesamte Problem auf (eindeutige) Losbarkeit un-
tersucht. Die Fredholmsche Alternative stellte sich dabei als sehr hilfreiches Hilfsmit-
tel heraus. Fiir das akustische Problem wurden Randintegralgleichungen hergeleitet,
welche zusammen mit den beiden Transmissionsbedingungen in die Variationsformu-
lierung der Elastizitéit eingebaut wurden. Es konnte die Aquivalenz des resultierenden
Systems zum urspriinglichen System gezeigt werden. Weiters stellte sich heraus, dass
man bei einem nicht trivialen Kern des hypersinguldren Operators keine Eindeutig-
keit des hergeleiteten Systems erlangen kann. Um dieses Problem zu umgehen, wur-
de eine weitere Bedingung festgelegt. Mit dieser zusétzlichen Einschrankung konnte
gezeigt werden, dass das System eine eindeutige Losung besitzt, falls w keine Eigen-
frequenz des hergeleiteten bzw. des urspriinglichen Systems war. Es konnte gezeigt
werden, dass die Einschrankung fiir den Druck keine Auswirkung auf die Verschie-
bung bzw. auf die Darstellungsformel hat. Das bedeutet, dass solche nicht trivialen
Kerne des hypersinguldren Operators in der Analysis keine Probleme verursachen.

Als numerische Methoden wurden die Finite-Elemente-Methode sowie die Randele-
mentmethode verwendet. Es stellte sich heraus, dass lediglich fiir einen trivialen Kern
des hypersinguldren Operators eine numerische Analysis angegeben werden kann.
AnschlieBend wurden Simulationen durchgefithrt, um die bewiesenen Aussagen zu
iiberpriifen. Zuséatzlich wurden Frequenzen gesucht, sodass der Kern des hypersingu-
laren Operators nicht trivial ist. Simulationen mit diesen kritischen Frequenzen lieffen
vermuten, dass das numerische Verfahren stabil beziiglich solcher Frequenzen zu sein
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scheint. Zum Abschluss wurde eine Simulation fiir ein Unterseeboot durchgefiihrt.

Eine numerische Analysis bei nicht trivialem Kern des hypersinguldren Operators
wurde nicht behandelt und sollte noch gekléirt werden. Weiters konnte man die klas-
sische Randelementmethode durch schnelle Randelementmethoden ersetzen. In [3]
wurden die schnelle Multipol Methode sowie hierarchische Matrizen betrachtet. Ge-
eignete Vorkonditionierungsstrategien wéren ebenfalls von Vorteil, um schnellere Re-
chenzeiten zu erlangen. Da die Kopplung fiir sehr diinne Wéande immer interessanter
wird - der Einfluss des Fluids wéchst bei abnehmender Wandstérke - wére es auch
interessant, Plattenmodelle einzubauen. Letztendlich kénnte man sich auch fir das
zugehorige Eigenwertproblem interessieren, das heifft man ist an kritischen Frequen-
zen des gesamten Systems interessiert. Da die Frequenz in den Randintegraloperato-
ren auftaucht, ist dieses Problem nicht linear und stellt eine grofle Herausforderung
dar.
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A Appendix

A.1 Analytische Losung des gekoppelten Systems

Um die numerischen Verfahren, speziell die Konvergenzordnung, zu iiberpriifen, ist
es von Vorteil, eine analytische Losung des Systems zu kennen. Als Geometrie fiir
die Struktur wird die Einheitskugel gewéahlt, aus der die Kugel mit Radius 0.8 aus-
geschnitten wird. Das bedeutet

Qs :={xcR*: 08 < ||z| < 1}.
Daher erhilt man fiir {2; das Gebiet
Q= {z e R*: |z > 1}.
Als Kopplungsrand bzw. als Neumannrand erhélt man demnach
I:={xcR’ |z|=1} und Ty:={xcR® |z| =08}

Um eine analytische Losung zu bekommen wird wie folgt vorgegangen:

Es wird eine Losung fiir p vorgegeben, welche die Sommerfeldsche Abstrahlbedin-
gung ([1.22) und die Helmholtzgleichung (1.19) in Q erfiillt. Die radialsymmetrische
Funktion

p(r) := fir »>1 (A.1)

erfiillt die soeben erwihnten Voraussetzungen. Fir w wird der Ansatz u = u(r)e, ge-
wahlt. Um fiir diesen Ansatz eine Losung zu bekommen, wird die Differentialgleichung
der linearen Elastizitdtstheorie ((1.6)) mit dem Materialgesetz in Kugelkoordina-
ten transformiert, siehe [20]. Man erhélt fiir f = 0 mit dem rotationssymmetrischen
Ansatz fiir die Komponente e,

0 1

50—7‘7‘ + ; (20rr — 0pp — U¢>¢>) + stg =0,

mit e, = u'(7), €090 = €pp = @ und €, = €4 = €9y = 0, bzw. 0 = 2ue + Atrel. Die
Gleichungen fiir die Komponenten eg und e, sind automatisch erfiillt. Das bedeutet,
dass lediglich eine skalare Differentialgleichung zweiter Ordnung zu 16sen ist. Setzt

man die Werte fiir ¢ ein, erhélt man

2
Orr = 20’ + X (u'—i— ru) ,

2uu 2u
099=U¢¢=¢+/\<u/+r)
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bzw. die Differentialgleichung

4 2\ 4 2\
u"(2p+ X))+ ('LL—l-) —i—u(gsch—/;—z) = 0.
rooor r2

Als Losung erhélt man die beiden Funktionen

v/ 0sW . T/ 0sW
VA 2pcos (M) . (A 4 2p) sin (M)

ui(r) = —

7\/0sW r205w? '
. T/ 0sW T/ 0sW
(= () o (5E)
2 7\/0sw r2osw? '

Die Losung u ist daher eine Linearkombination von u; und us. Um die Koeffizienten
zu bestimmen, werden die beiden Transmissionsbedingungen betrachtet.

Die erste Transmissionsbedingung lautet
osw’n -u(l) =mn-Vp(1)

bzw. fiir diesen Spezialfall u(1)os;w? = p(1)'. Setzt man fiir p ein, erhilt man die
Gleichung

e (ik — 1)
u(l) = ———5—=
ofwW
Die zweite Transmissionsbedingung lautet —p(1)n = on bzw.
—p(l)e, = 2uu’ + X (v + 2u)) e,.

Umgeformt erhélt man fiir die Komponente e,

W/(1) = 5 :Ll% (p(1) 4+ 2)u(1)) = A_f;ﬂ (1 + @ijﬂ (ki — 1)) .

Mit diesen beiden Gleichungen kann man die Faktoren ¢; und co bestimmen und
man erhélt die Losung

u = u(r)e, = (crui(r) + coua(r))e,.
Die Neumanndaten erhalt man, indem man
0(0.8)n = —0(0.8)e, = —opre;

berechnet.
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A.2 Kritische Frequenzen flr den hypersingularen Operator

Gesucht ist ein Element p aus HY %(T"), sodass Dyp = 0 gilt. Diese Problemstellung
ist abhéngig von der Geometrie und von k. Um ein moglichst einfaches Beispiel zu
finden, wird I' wie folgt gewahlt:

I:={xcR3 |z| =1}

Um fiir diese Geometrie die kritischen Frequenzen zu finden, betrachtet man das
Hilfsproblem: Gesucht ist u € H'() als Losung von

Au+ku=0 in 9,
Aty =0 auf T

Q={xcR? |z| <1}

Betrachtet man den Calderon Projektor fiir das Innenraumproblem

%I — Ky Vi ,Yé)ntu _ ,yéntu
D 3I+K¢ ) \hiu iy )
int

erhilt man aus der zweiten Gleichung Dyyi™u = 0. Wihlt man p = v{**u, dann erhilt
man das gewiinschte Resultat Dyp = 0.

Um das Hilfsproblem zu l6ésen, wird u als Funktion vom Radius gewédhlt, d.h. v =
u(r). Es ist daher vorteilhaft die Helmholtzgleichung in Kugelkoordinaten auszu-
driicken, d.h. u soll die Gleichung

1d 5 d 9 -
i (7“ dru(r)> + k*u(r) =0

erfiillen. Betrachtet man die Hilfsfunktion v(r) = ru(r) bzw. u(r) = Lv(r), dann
erhélt man fir die Ableitung

d 1d 1
@u(r) =——uv(r) — sv(r).

rdr r2

Dies in die obige Gleichung eingesetzt, ergibt

Ld (r(iqv(?“) — U("”)) + k:U(T) =0

r2dr
bzw.
d d? d k2
o) <drv(7") +ragvl) -4 (7")> +-u(r) =0
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Letztendlich erhélt man die einfache Gleichung
2

@v(r) + E*u(r) = 0.

Die allgemeine Losung lautet
v(r) = ¢ cos(kr) + cg sin(kr)

bzw.

¢y cos(kr) + cosin(kr)

u(r) =

r
Fiir iy gilt
f}/:ilntu = (_Cl + CQk) Cos(k) - (62 + Clk) Sln(k)

Um spezielle Losungen zu erhalten, werden zwei Félle untersucht:

e (C1 = Cgk'
Um die homogenen Neumannrandbedingungen zu erfiillen, muss daher

0 = (co + c2k?) sin(k)
gelten. Es folgt

k=mn, née€N.

Fir ¢y = w,27,3m,c0o = 1 und k = 7,27, 37 sind v und %u in Abbildung
dargestellt.

I
0.2 g 0.6 0.8 10

201

20+

Abbildung A.1: Links: u, rechts: - u.

e (o = —Clk
Um die homogenen Neumannrandbedingungen zu erfiillen, muss daher

0= (c1 + c1k?) cos(k)
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gelten. Es folgt

kZ%—F?TTL,TLEN.

Fir ¢ = 1,¢9 = —37“,—57“,—77” und k = 37“,57“,%” sind « und a%u in Abbil-
dung dargestellt.

Abbildung A.2: Links: u, rechts: 2= u.

Fiir die Frequenzen k = nm sowie k = §+nm, n € N, ist daher die konstante Funktion
p = ¢ im Kern des hypersinguléren Operators Dy enthalten.

85



	Einleitung
	1 Modelle und Problemstellung
	1.1 Modell der linearen Elastizitätstheorie
	1.2 Modell der linearen Akustik
	1.3 Kopplung der linearen Elastizitätstheorie mit der linearen Akustik
	1.4 Problemstellung

	2 Analysis
	2.1 Grundlagen
	2.2 Analysis der linearen Elastizitätstheorie
	2.3 Analysis der linearen Akustik
	2.4 Analysis des gekoppelten Modells

	3 Näherungsmethoden
	3.1 Finite Elemente
	3.2 Randelemente
	3.3 Numerische Methode für das gekoppelte System
	3.4 Eine Fehlerabschätzung für die Punktauswertung

	4 Simulationen
	4.1 Test mit analytischer Lösung, Anregung über Volumskräfte
	4.2 Test mit analytischer Lösung, Anregung über Neumann Randbedingungen
	4.3 Simulation der Akustik-Struktur-Interaktion in einem Unterseeboot

	5 Zusammenfassung und Ausblick
	A Appendix
	A.1 Analytische Lösung des gekoppelten Systems
	A.2 Kritische Frequenzen für den hypersingulären Operator


