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Kurzfassung

Der Inhalt dieser Masterarbeit beschaftigt sich mit ausgewahlten Problemen der Holz-
Massivbauweise in Brettsperrholz (BSP). Diese Probleme sind zum Einen, die Auswer-
tung der Biegeprifung, zur Bestimmung des globalen und lokalen Elastizitatsmoduls, auf
Basis der Stabtheorie und zum Anderen die Bestimmung der Scheibenschubfestigkeit
von Brettsperrholzplatten mit einer vorgeschlagenen Priifkonfigurationsserie.

Bei der Biegepriifung kann aus den gemessenen Durchbiegungen des Vierpunkt-Biege-
versuchs im Labor der lokale Elastizitatsmodul im querkraftfreien Bereich und der globa-
le Elastizitditsmodul Uber die gesamte Tragerlange bestimmt werden. Bei der
Auswertung der Versuchsdaten zeigt sich eine gute Ubereinstimmung des lokalen Elasti-
zitdtsmoduls aus der Rickrechnung mit dem Elastizitatsmodul des Grundmaterials. Fir
die Rickrechnung auf Basis der Stabtheorie, wird die Biegesteifigkeit K 1 fir den
Brettsperrholzquerschnitt mit den Formeln fiir Verbundquerschnitte bestimmt. Hinge-
gen sind beim globalen Elastizitdtsmodul erhebliche Abweichungen festzustellen. Fir
die Auswertung des globalen Elastizitaitsmoduls muss zusatzlich zum Biegeanteil der
Querkraftanteil mitberiicksichtigt werden. Fiir den Querkraftanteil ist es notwendig, die
Schubsteifigkeit S¢ 1 der Brettsperrholzplatte zu bestimmen. Fiir die Berechnung der
Schubsteifigkeit muss der Schubkorrekturfaktor fiir geschichtete Querschnitte, sowie
die Schubmoduln der einzelnen Schichten der Brettsperrholzplatte bekannt sein. Beim
Schubmodul wurde eine starke Abhangigkeit der Materialorientierung festgestellt. Wei-
ters wurde der Einfluss von Fugen fir Brettsperrholz mit einem FE-Modell ermittelt und
dargestellt.

Im Jahr 2011 wurde am Institut fiir Holzbau und Holztechnologie im Rahmen einer Ma-
sterarbeit eine umfangreiche Versuchsserie an einer vorgeschlagenen Prifkonfiguration
zur Bestimmung der Scheibenschubfestigkeit mit verschiedenen Parametern geprift.
Bei der Auswertung der Versuchsdaten wurde ein starker Einfluss der Brettdicke festge-
stellt. An dieser Prifkonfiguration werden verschiedene numerische Simulationen
durchgefiihrt. Diese reichen dabei von elastischen Berechnungen, die den Einfluss der
Verformung des Priifkorpers wiedergeben, bis hin zu materiell nicht-linearen Traglastbe-
rechnungen mit kohasiven Elementen. Mit den elastischen Berechnungen werden die
Themen der Krafteinleitung und des Verformungsverhaltens der Priifkonfiguration und
deren Einflisse auf die Versuchsdurchfiihrung untersucht. In den materiell nicht line-
aren Berechnungen werden die verschiedenen Einflussparameter, wie Festigkeit und
Bruchenergie von Holz und der Klebeflache im Bezug auf das Bruchverhalten dargestellt.
Fiir das Bruchverhalten wird abschlieRend ein ingenieurmaRiges Modell erarbeitet.
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Abstract

This thesis deals with selected problems in solid timber constructions with cross lamina-
ted timber (CLT). On the one hand the evaluation of bending test results for determining
the global and local Young's modulus based on the beam theory and on the other hand
the calculation of strength under shear loads in plane of CLT a proposed testing configu-
ration is investigated with numerical methods (FEA).

Local relative deflections and global middle deflections are measured for the well known
CLT four point bending test configuration, as it is ruled in 408 for standard timber beams.
The local Young’s modulus based on the recalculation fits well with the Young’s modulus
of the base material of the boards. The moment of inertia of area for the cross laminated
timber is calculated for composite sections for the recalculation based on the beam
theory. But significant differences for the global Young's modulus occur in evaluation of
tests. The effects of shear deflections must not be neglected to the effects of bending
for the recalculation of the global Young's modulus. Therefore a reliable shear effect the
shear stiffness must be known. The shear correction factor and the shear modulus of the
layers for the cross laminated timber is needed to calculate the shear stiffness for lami-
nated sections. The material orientation of the board (annual growth rings) has a high
dependence for the shear modulus of timber in those layers where boards are oriented
perpendicular to the CLT span direction. Furthermore, the influence of gaps for cross la-
minated timber was investigated by using a FE-model.

In 2011, an extensive series of experiments was examined on a test configuration pro-
posed for the determination of the shear stress in plane of cross laminated timber with
different parameters in the context of a master thesis at the Institute of Timber Con-
struction and Wood Technology. A strong influence of board thickness was found in the
evaluation of the experimental data. Numerical simulations are performed at this pro-
posed test configuration. Elastic calculations which reflect the influence of the deforma-
tion of the test configuration but also material non-linear ultimate load calculations with
cohesive elements were carried out. The topics of force introduction and the deforma-
tion behavior of the test configuration and their effects are studied in the experiment.
In the non-linear material calculations, the various influencing parameters like strength
and fracture energy of wood and the adhesive surface are shown in relation to the frac-
ture behavior. Finally, an engineering model is developed for the fracture behavior of
the test configuration.
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1 Einleitung

In diesem Kapitel werden die Ziele und der Aufbau dieser Arbeit kurz erlautert.

1.1 Ziele der Arbeit

Bei der Bemessung im Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit von Brettsperrholzplat-
ten ist es notwendig die Schubsteifigkeit, unter Bericksichtigung der schubnachgiebigen
Querlagen zu kennen. Untersucht wurde, welche Einfliisse dabei Fugen und die verschie-
denen Bretttypen haben, welche bei Brettsperrholzplatten verwendet werden. Ver-
schiedene Brettsperrholzhersteller verzichten auf die Schmalseitenverklebung der
Brettsperrholzplatten und dadurch wird die Querlage aus mechanischer Sicht unterbro-
chen. Ein Teil dieser Arbeit widmet sich der Untersuchung dieser Umstande und deren
Auswirkungen, die sich im Schubkorrekturfaktor K und somit in der Schubsteifigkeit S¢;
von Brettsperrholz niederschlagen. Weiters wird der Einfluss der verschiedenen Brettty-
pen, die bei der Produktion von Brettsperrholz verwendet werden, untersucht. Die ver-
schiedenen Bretttypen werden durch die Lage im Stamm charakterisiert und es wird
zwischen Rift-, Halbrift-, Seiten-, Kern, und Mittelware unterschieden. Riftware wird auf-
grund der stehenden kaum gekriimmten Jahrringe, oft als stehendes Schnittholz be-
zeichnet. Im Gegenteil dazu werden bei der Seitenware die Jahrringe als liegend
bezeichnet. Kernware sind Bretter, die in der Ndhe des Kerns liegen. Die verschiedenen
Bretter haben einen Einfluss auf die schubnachgiebigen Querlagen der Brettsperrholz-
platte.

Ein anderer Teil befasst sich mit der numerischen Simulation von bereits im Labor durch-
gefiihrten Versuchen. In umfangreichen Versuchen wurde die Scheibenschubfestigkeit
von Brettsperrholz auf versuchstechnischem Wege in Labor bestimmt. Um Schubbriiche
im materiell linear elastischen Finiten Elemente Modell simulieren zu kbnnen, werden
gezielt vorgegebene Sollbruchstellen eingefligt. Diese Sollbruchstellen werden mit koha-
siven Elementen der Bruchmechanik modelliert. Durch diese Technik entsteht ein quasi
materiell nicht lineares Bruchverhalten in diesen Sollbruchstellen.

Einleitung Seite 1
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1.2 Gliederung der Arbeit

Die Masterarbeit ist in flinf Hautkapitel gegliedert. Im Anschluss daran befinden sich ver-
schiedene Annexe der Vollstandigkeit halber zu ausgewahlten Themen, auf die weiter
eingegangen wird.

Kapitel 2 ,,Strukturmechanische Grundlagen“

In diesem Kapitel werden strukturmechanische Grundlagen zu Verzerrung und Bilanz-
gleichungen gegeben. Einen groflen Teil dieses Kapitels stellen die Materialmodelle dar,
die bei den FE-Berechnungen verwendet wurden. Aufbauend auf die Materialmodelle
werden die Grundlagen der Finiten Elemente Methode erldutert. AbschlieRend werden
noch die Unterschiede zwischen der schubstarren Euler-Bernoulli Stabtheorie mit der
schubnachgiebigen Timoshenko Stabtheorie aufgezeigt.

Kapitel 3 ,,Stand des Wissens“

Im Kapitel Stand des Wissens werden Materialmodelle und verschiedene Koordinaten-
systeme die speziell fir Holz zugeschnitten sind vorgestellt. Ein Teil beschaftigt sich mit
der Auswertung von Messdaten von verschiedenen Versuchskonfigurationen aus dem
Labor. Zum Schluss werden die FE-Modelle vorgestellt, an denen im Rahmen dieser Ma-
sterarbeit Untersuchungen durchgefiihrt worden sind.

Kapitel 4 ,,Elastische Berechnungen Biegepriifung”

Alle Ergebnisse der elastischen Berechnungen an den FE-Modellen der Biegeprifung
und Brettvariationen sind in diesem Kapitel enthalten.

Kapitel 5 ,,Elastische Berechnungen EN-Modelle“

Alle Ergebnisse der elastischen Berechnungen an den FE-Modellen der EN-Probekdrper
und den Krafteinleitungsmodellen sind in diesem Kapitel enthalten.

Kapitel 6 ,,Materiell nicht-lineare Berechnungen”

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der materiell nicht-linearen Berechnungen an-
gefiihrt. Die materiell nicht-linearen Berechnungen, kurz MNL-Berechnungen genannt,
verwenden in der Simulation kohasive Elemente der Bruchmechanik.

Kapitel 7 ,,Resiimee und Ausblick”

In der Schlussbetrachtung werden die Ergebnisse kurz zusammengefasst und ein Aus-
blick fir noch offene Fragenestellungen zu diesen Themen gegeben.

Seite 2 Einleitung
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2 Strukturmechanische Grundlagen

In diesem Kapitel werden grundlegende Gleichungen der Strukturmechanik kurz vorge-
stellt. Dieses Kapitel soll auch einen Vergleich zwischen der schubnachgiebigen Timo-
schenko-Stabtheorie und der schubstarren klassischen Euler-Bernoulli-Stabtheorie
geben. AbschlieRend werden verschiedene Finite Elemente, welche fir die Berechnun-
gen zum Einsatz kommen, vorgestellt und deren Probleme aufgezeigt.

2.1 Grundlegende Gleichungen der Kontinuumsmechanik

Formulierung der Verzerrungen als Funktion des Verschiebungsfeldes (Kinematik)
Formulierung des Kriftegleichgewichts am differenziellen Volumenelement (Kinetik)

Zusammenhang von Verzerrungen und Spannungen (konstitutive Gleichungen)
2.1.1 Verzerrungsgleichungen

u, v, w sind die grundlegenden Unbekannten und beschreiben die Verformungen elasti-
scher Strukturen. Aufbauend auf diese kénnen innere Unbekannte, die Verzerrungen &
bestimmt werden. Die linearisierten Verzerrungen im dreidimensionalen Raum sind fol-
gendermalien mit den Verschiebungen in den drei Koordinatenrichtungen verknipft.

2D Verzerrungen von Kontinua in der zweidimensionalen Ebene

Die geometrisch linearen Verzerrungen fiir den zweidimensionalen Fall sind mit den Ver-
schiebungen folgendermalien verknupft.

. _
2 0
£, ox i
_ u
Ey =10 W : |:\J [GL. 2-1]
Txy ) )
dy  Ix

Die Verzerrungen kdnnen im Verzerrungsmatrix E zusammengefasst werden.

E = €y Txy [GL. 2-2]
Txy &y
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3D Verzerrungen von Kontinua im dreidimensionalen Raum

Die geometrisch linearen Verzerrungen fiir den dreidimensionalen Fall sind mit den Ver-
schiebungen folgendermaBen verknipft.

_a _
X 0 0
o] d
€ =
gx 0 3y 0
y
€ 0 0 ai u
z| = ) ) Z v [GL. 2-3]
Ty |2 9
oy ox | W
YXZ
9 o 9
RiZ P X
d 0
° %y
Die Verzerrungen kénnen im Verzerrungsmatrix E zusammengefasst werden.
€y ny Vxz
ny 8y sz [GL. 2-4]
Vxz sz €,

Die Gleichungen [2-1] bis [2-4] gelten nur fir kleine Verformungen.
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2.1.2 Materialgleichungen

Mit den konstitutiven Gleichungen wird der Zusammenhang zwischen inneren Spannun-
gen ¢ und Verzerrungen € hergestellt.

=C-¢

o
Gij = Ciju &

[GL. 2-5]

Die erste obere Gleichung gibt die konstitutiven Gleichungen in der Voigt'scher Schreib-
weise, die der Vektor-Matrixschreibweise entspricht, wieder. Die untere Gleichung gibt
die konstitutiven Gleichungen in der Indexschreibweise wieder. Wird mit der Index-
schreibweise die Gleichung [2-5] durchexerziert, so ergeben sich 81 Materialkonstanten
im Tensor. Werden die drei vorhandenen Materialsymmetrien in den Tensor eingearbei-
tet, so ergeben sich dann 21 unabhangige Materialkonstanten.

Die drei Materialsymmetrien ergeben sich aus:

e Symmetrie des Spannungstensors
e Symmetrie des Verzerrungstensors
e Symmetrie aufgrund des Potenzials (konservatives System)

Daraus ergibt sich die Materialsteifigkeitsmatrix mit den verbleibenden 21 Tensorgro-
Ren in der Voigt'schen Schreibweise.

On Cimi Cu» Cuss Cuip Cinzs Chgs €11
O Comi | Com Cxsz Copn Comz  Cops €22
Og3| _ Casi1 Casmo | Cazaz Casiz Cagis Casosl €33 [GL. 2-6]
T2 C121§ Cioz Ciozz | Cioi2 Ciziz Cigg| [T12=22g5
ymmetrisch _
T13 Cian 1322 1333 Ciziz  Cizz| |Viz=2833
T3] |Cosr Cozp Cosaz Cosin Cospp | Cosps)  |V23=2853

Die Materialsteifigkeitsmatrix ist symmetrisch beziglich der Hauptdiagonale. Die 21 un-
abhdngigen Materialkonstanten ergeben sich aus dem rechten oberen Teil und der
Hauptdiagonale der Materialsteifigkeitsmatrix.
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Aufgrund der Symmetriebedingung ist die Materialsteifigkeitsmatrix € in der
Voigt'schen Schreibweise folgendermalien definiert.

c=C-¢ c=c'

Ol Cu Cpp Ci Cu Cis Cp €11

G2 Cor | Cpp Cuz Cy Cyy Cye €22

Oz _ |Car Cap| Caz Cgy Cgz Cyff €33 [GL. 2-7]
T12 Cs Cpp Cuz| Cayy Cus Cyg| |Y12=2215

T13 Cs1 Csz Csz3 Cou| G5 Cog| [Y13=2813

T3] |Gt Ce2 Cez Ces  Cos | Cog| |Y23=2€23]

Die Nachgiebigkeitsmatrix D entsteht durch Invertieren und Vormultiplizieren der Mate-
rialsteifigkeitsmatrix C.

€11 DL Dy Dz Dis Dis Diygl |On

€22 Doy | D Dy Dy Dos Dog| |02

€33 _ |Pa1 Dsz | Dzz D3y Dzs Dyl |0z (GL. 2-8]
Y12 =289, Dy Dsp Duz| Dayy Dys Dyg| |12
Y13 = 2€13 Ds; Ds; Dgz Dgy| Dgs Dsg| |T13
V23=28y3 |Dgg Dgy Dgz Dgy  Des ‘ Deg| | T23]

2.1.3 Aligemeines anisotropes Material

Das anisotrope Material ist der allgemeinste symmetrische Materialtensor. Die Symme-
trie des Materialtensors ergibt sich durch das zugrunde gelegte konservative Material-
verhalten. Er besitzt 21 unabhadngige Materialparameter, die frei wahlbar sind. Das
allgemein anisotrope Material spielt aber in der Technik nur eine untergeordnete Rolle
und ist praktisch nicht relevant.
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2.1.4 Orthotropes Material 3D

Das orthotrope Material ist abgesehen vom isotropen Material das wichtigste Material
und wird in der Technik oftmals verwendet. Flr das orthotrope Material kdnnen drei un-
abhangige Elastizitatsmoduln, Schubmoduln und Querkontraktionen definiert werden.

Fiir Holz werden die Elastizitdtsmoduln durch die ausgepragte Richtungsabhangigkeit fur
die verschiedenen Holzorientierungen angegeben. Die mechanischen KenngréRen des
Holzes andern sich dabei sehr stark zwischen der radialen- tangentialen- und der Langs-
richtung. In der Dissertation von Neuhaus sind die Nachgiebigkeiten und Querkontrak-
tionen flr Fichtenholz in Abhangigkeit der Holzfeuchte von 1% bis 28% enthalten [6].
Neuhaus definierte die x-Richtung als die tangentiale Holzrichtung, die y-Richtung als die
axiale Holzrichtung und die z-Richtung als die radiale Holzrichtung.

In der Holzbaunorm und vielen europdischen Bauzulassungen wird nicht zwischen tan-
gentialer und radialer Richtung unterschieden. In den Normen und Bauzulassungen wer-
den auch keine Querkontraktionswerte angegeben, wodurch sich die Spannungen der
einzelnen Koordinatenrichtungen entkoppeln. Das Verhaltnis der Elastizitatsmoduln der
radialen und tangentialen Richtung ergibt sich aus Neuhaus mit ungefahr zwei. Fir ein
orthotropes Material wie Holz ergibt sich die Nachgiebigkeitsmatrix D zu:

Vio V
L 12 7138 g g g

E_l E, Ej
- Vor 1 Va3 -
2= _ 3B o9 o0 o0
€11 E, E, Ej G11
€22 Va1 Va1 0 0 0 G2
€ - | B1 Ex B . |O33 (GL. 2-9]
T
112 0 0 0 1/Gj, O 0 12
Y13 T13
Y3l 1o 0o 0o 0 16, 0 | L=

0 0 0 0 0 1/Gy

Die Steifigkeitsmatrix C flr orthotropes Material ergibt sich durch Invertieren der Nach-
giebigkeitsmatrix D.
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Die Steifigkeitsmatrix C flr orthotropes Material fiir dreidimensionale Kontinua ergibt
sich zu:

A = 1-VyVy —Vo3Vg —Vi3Va —VioV3Va —VigVo Vg

E1(1-VaVas) Eq(Vip—VigVa) Eq(Viz—VimVas) 0 0
R A A A e
on Eo(Vor —VasVa) Ep(1—vgvis) Ep(Vps—Vigvy) o
Cap 2 21A 23Va1) B2 A31 13) B2 23A B2V 6 0 0| |ex

. 3

B = |E3(Va—VyVa) E3(Vap—Vipvay) Ez(1-vi,vy)) O 0 0 N
o < X A Y12
T3 0 0 0 G, 0 0 |71
| 123 0 0 0 0 Gz 0 LV

0 0 0 0 0 Gy

Fiir die Querkontraktionen miissen nachfolgende Bedingungen eingehalten werden.

Ey Ex =
|v12\ < g, |v13| < E, \v23| < E,
E2 E3 E3
A% < |[— A% < |= A% < |—
| 21‘ / El | 31| f El ‘ 32| / E2

Fiir die Finte Elemente Berechnung mit orthotropen Materialien stehen verschiedene
Koordinatensysteme (Abbildung 2-1) zur Verfligung. Die Materialparameter werden
vom Programm in das jeweilige Koordinatensystem transformiert.

[GL. 2-10]

Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten
radial

axial '

' meridian

-

tangential radial

Abb. 2-1 Koordinatensysteme in ABAQUS

Seite 8 Strukturmechanische Grundlagen



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

2.1.5 Isotropes Material 3D

Das isotrope Material kann als Sonderfall des orthotropen Materials angesehen werden,
wobei alle Richtungen den gleichen Elastizitatsmodul, Schubmodul und Querkontraktion
besitzen. Fir isotropes Material ergibt sich der Schubmodul aus dem Elastizitatsmodul
und der Querkontraktionszahl v.

_ E
G = 215V [GL. 2-11]
Die Nachgiebigkeitsmatrix D flr isotropes Material ergibt sich zu:
I 1 \Y \Y |
E E E O O O
el |y 1 v A
1 E E = 0O O 0 1
€22 v v 1 o o0 o G2
€3/ .| E E E O33 [GL. 2-12]
V12 0 0 0 1/G 0 0 ||
Y13 T13
Vo3 0 0 0 0 1/G 0 |14
O 0O O 0 0 1/G

Die Steifigkeitsmatrix C flr isotropes Material ergibt sich durch Invertieren der Nachgie-
bigkeitsmatrix D.

1 1
1 1-v 1-v 0 0 0

L L 1 L
o —_— —_— €

11 T—v 1 v 0 0 0 11
O €2
G| - __E(A-V) 1-v  1-v €33
1, (FVIA-=2v)| 4 1 0 1-2v 0 0 Y12
- 1-v 1-v 2(1-v)

13 1—2v Y13

1-2v
i 0 0 0 0 0 2(1-v)
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2.1.6  Orthotropes Material 2D

Das orthotrope Material im zweidimensionalen kann als Sonderfall des dreidimensiona-
len Materials angesehen werden. Wird das dreidimensional orthotrope Material auf
eine Zweidimensionales rickgefiihrt, gibt es zwei verschiedene Sonderfille. Diese Un-
terschiede ergeben sich durch die unterschiedlichen Randbedingungen.

e Ebener Spannungszustand ESZ
e Ebener Verzerrungszustand EVZ

Ebener Spannungszustand ESZ

Mit dem ebenen Spannungszustand konnen Platten und Scheiben berechnet werden. Es
wird angenommen, dass die Spannungen aus der Ebene Null sind. Die Randbedingungen
fir den ebenen Spannungszustand lauten:

O3 = T3 = T)3 =0 [GL. 2-13]

Aus der orthotropen dreidimensionalen Nachgiebigkeitsmatrix D werden die benétigten
Verzerrungen riickgerechnet.

A% A%
L 2’3 45 g9

E, B E;
- Vo 1 Vs - -
2= 2B 9 o0 o0
€1 E, E; Ej On
20 | Va Ve 1 4 4 °2
eyl _ | B2 Ey Eg 033=0
. = 1 [GL. 2-14]
12 0O 0 0 1/G, 0 0 12
Y13 T13 =
Y3l o 0o 0 0 16, o | [0

0 0 0 0 0 1/Gy

Aus den gekennzeichneten Termen wird die Nachgiebigkeitsmatrix D fiir den ebenen
Spannungszustand gebildet. Die Steifigkeitsmatrix C des ebenen Spannungszustands er-
gibt durch Invertieren der Nachgiebigkeitsmatrix D.
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Nachgiebigkeitsmatrix D fiir den ebenen Spannungszustand ESZ:

1 Vi
= 2 9
€11 E, E 11
€| = Vor 1 0 |09 [GL. 2-15]
E, E
Y12 1 =2 T10
0 0 1/Gp,

Steifigkeitsmatrix C flir den ebenen Spannungszustand ESZ:

E1 Via- E1 0
On 1=viovor 1=vipvy €11
Oy = | Vi By E, 0 " €59 [GL. 2-16]
T12 1=V 1=Vipvy Y12
0 0 Gy |

Die Verzerrungen €33, Y13 und 7,3 in der spannungsfreien Ebene kénnen mit den ermit-
telten Spannungen anschlieBend rickgerechnet werden.

Var V

€13 ~ ! 2 " 1090 [GL. 2-17]
0 00

V23 0 0 0 T10

Fir den ebenen Spannungszustand werden die Spannungen und Verzerrungen im Drei-
dimensionalen folgendermaRen definiert (Abbildung 2-2).

% €11 % €12
T<: ; €1 Eezz €33

Abb. 2-2 Spannungen und Verzerrungen fir den ebenen Spannungszustand ESZ

@(9
Q0
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Ebener Verzerrungszustand EVZ

Mit dem ebenen Verzerrungszustand kénnen sehr lange Strukturen wie etwa Damme
oder Rollenlager bei Briicken berechnet werden. Es wird angenommen, dass die Verzer-
rungen aus der Ebene Null sind. Die Randbedingungen fir den ebenen Verzerrungszu-
stand lauten:

€33 = Y13 = Y23 = O [GL. 2-18]

Aus der orthotropen dreidimensionalen Steifigkeitsmatrix € werden die bendtigten
Spannungen riickgerechnet.

E1(1-vgvos) Ej(Vip—Vigvay) Ej(Vig—Vvinvos) 0 0 0
_(511_ = A A I €11
G Ex(Vor =VogVa) Ep(1-Vgvig) Ep(vpg—vigvy) e
22 A A A 0O O 22
c €an =
Bl = |E3(Vay —VoVa) Ea(Vap—VioVay) Ea(l—viovy) 0 0 3
T12 A A A Y12
Ti3 0 0 0 Gy, 0 0 |Yi3=
| T23] 0 0 0 0 Gz 0| [Y3=0
0 0 0 0 0 Gy

Aus den gekennzeichneten Termen wird die Steifigkeitsmatrix C flr den ebenen Verzer-
rungszustand gebildet.

Nachgiebigkeitsmatrix D fiir den ebenen Verzerrungszustand ESZ:

E1(1-Vapvas) Ei(Vip—VigVs)
On A A €11
Op| = |Ea(Vo1 =VosVa) Ep(1-Vgivis) ol |F2 [GL. 2-13]
T12 A A Y12
0 0 Gy,
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Die Spannungen G33, T13 und T3 in der verzerrungsfreien Ebene kdnnen mit den ermit-
telten Verzerrungen anschlieBend riickgerechnet werden.

O33 E3(V31 —VyVap) Ez(Vg—Viova) €11

_ A A
Tig| = 0 0 0 " €9 [GL. 2-20]
T23 0 0 ol 12

Fiir den ebenen Verzerrungszustand werden die Spannungen und Verzerrungen im drei-
dimensionalen folgendermaRen definiert (Abbildung 2-3).

oS we
S P O

Abb. 2-3 Spannungen und Verzerrungen fiir den ebenen Verzerrungszustand EVZ

2.1.7 Isotropes Material 2D

Flr isotropes Material vereinfachen sich die Gleichungen des orthotropen Materials zu:

Steifigkeitsmatrix C fiir den ebenen Spannungszustand ESZ:

G111 e v 0 €n

7] 2 1 0 €99 [GL. 2-21]
1-v 1-v

G12 0 0 2 2e1,

1 0
on 1-v €11
_ __EQ1-v) 1 . ]
%2 T 1+v)(1-2v)| T_v 1 0 €99 [GL. 2-22]
612 0 0 1-2v 2¢ 1,
L 2(1-v))
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2.1.8 Materialtransformation fiir den zweidimensionalen Fall 2D

Die Materialtransformation gilt fiir orthotropes und isotropes Material. Die nachfolgen-
de zweidimensionale Materialsteifigkeitsmatrix kann fiir beliebige Winkel transformiert
werden.

c=C-¢ c=c'
011 Cii Cip Cy €11 [GL. 2-23]
Op| = [Cxu Cup Cyl- €29
T10 Cai Csxp  Cggl |112=2¢y

Die Transformation wird mit der nachfolgenden Gleichung erreicht.

c = cosf

s = snf

=7 [ 4 a4 22 2.2 3.1 13 | [~

Cn c S 2C’s 4c”s 4C’s 4c’s Ciy

= 4 4 22 22 13 31

Cx» S c 2C’s 4c”s —4c’s —4c’s C,

= 22 22 4. 4 2 2 13 31 31 13

Cpp| _ |CS" ¢S c +s —4c"S 2(cs—cs)2(cs—cs)_C12
22 22 22 4 22, 4,13 31 31 13

Cas Cs ¢S —-2c's c-2cs +s 2(cs—-cs)2(cs —-cs) Css

. 31 1331 13,,31 13 4 22 4 22

Cis s Ccs cs—-Ccs 2(cs-cs) c-3s -s +3C’s Cis

. 1331 13 31, .13 31 4 2.2 4 22 C

C3]  |¢s°c’s cs°-c’s 2(cs—-cs) —s +3cs” ¢3¢ | LB

Durch die Transformation kann die Materialsteifigkeitsmatrix um jeden beliebigen Win-
kel B gedreht werden. Mehr zum Thema Transformation von Materialsteifigkeitsmatri-
zen in den Studienblatter Material fir die LV ,Holzbau 2 [21].
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2.1.9 Bilanzgleichungen

In der Bilanzgleichung werden nur statische und keine dynamischen Krafte bericksich-
tigt. Mithilfe der Bilanzgleichungen wird das Gleichgewicht zwischen den inneren Span-
nungen und duBeren Volumenkraften und den auRen angreifenden Lasten (Uber
Randbedingungen) hergestellt (Kinetik).

Das Kraftegleichgewicht wird im zweidimensionalen an einem infinitesimalen Element
mit der Dicke t gebildet.

Jo
—_—y
Ay Oy* ay dy
0T
Tyx + Bil(dy
f Jo
A y o, + —dx
J Oy X ox
T
Tyy Ty + -5)—)2de
>
« Tyx 8
Oy

Abb. 2-4 Spannungen und Volumenkrafte

oG, 0J1

_X + __Y¥X + f — O
ox ady X

3 5 [GL. 2-25]
T o

Xy + —Y + f — O
ox oy Y

Wie aus der Abbildung 2-4 oben zu erkennen ist, heben sich die Grundanteile der Span-
nungen auf. Es bleibt lediglich der differenzielle Zuwachs und die Volumenkraft f pro Ko-
ordinatenrichtung erhalten. Firr ein dreidimensionales infinitesimales Element gelten
die gleichen Uberlegungen. Die angefiihrten Gleichgewichtsgleichungen wurden fiir ein
zweidimensionales infinitesimales Element angeschrieben.
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Analog ergibt sich das Kraftegleichgewicht an einem dreidimensionalen infinitesimalen
Volumenelement.

Jo, dJ1, OT

X, yX, - =

oX * oy * 0z the=0

Jt,, 0CG, Ot

Xy LY,y = GL. 2-26
X * oy ¥ 0z *hy =0 [ ]
aL)(Z+a_TLZ+a;‘Z+f =0

ox dy o0z ¢

Zusammenfassend kénnen die statischen Bilanzgleichungen auch in der kompakten Ma-
trizenschreibweise angegeben werden.

Vo+f=0 [GL. 2-27]
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2.2 Strukturmechanik Stab
2.2.1 Gleichgewicht am infinitesimalen Stabelement

Um den Zusammenhang zwischen den von aullen angreifenden Lasten und den inneren
Schnittkraften zu erhalten, wird ein infinitesimales Stabelement mit der Lange dx aus
dem Einfeldbalken herausgeschnitten (Abbildung 2-5). Die sich mit der x-Koordinate ver-
anderliche Streckenlast g(x) kann auf dem Stabelement mit der Lange dx als konstant an-
gesehen werden, weil durch die Grenzwertbetrachtung die Lange dx gegen Null geht.

q(x)dx

q(x) | | I
m | Y V (x)d. Q+dQ
AR R 5 < T',,T?XMT,?’D’ N+dN
X 4 -

;» o _»D M+dM

Abb. 2-5 Einfeldbalken und differenzielles Stabelement

AnschlieBend wird das Kraftegleichgewicht gebildet. Das Momentengleichgewicht wird
um den Punkt D gebildet, wobei positive Momente in die mathematisch positive Rich-
tung drehen. Die Anderung des Momentes in x-Richtung ist im Ausdruck M+dM enthal-
ten. Die Terme hoherer Ordnung von dx? sind im Vergleich zu dM und dx sehr klein und
gehen durch die Grenzwertbetrachtung gegen Null.

Kraftegleichgewicht:

H =0 —N+n(x)dx+N+dN =0 Z—I)\(I:—n(x)
[GL. 2-28]
_ _ dQ _
V=0  -Q+qedx+Q+dQ =0 = =-q()

Momentengleichgewicht:

M =0 —M—de%M+dM+m(x)dx =0 %—'\)f = Q-m(x)

Zusammenfassend kann aus den oberen Gleichungen der Zusammenhang zwischen Mo-
ment, Querkraft und Belastung gezeigt werden. Das Biegemoment einmal abgeleitet er-
gibt die Querkraft, welche der Anderung des Moments entspricht. Beim konstanten
Biegemoment ist zu erkennen, dass die Querkraft zufolge M‘= Q - m(x) gleich Null oder
gleich groR einem wirkenden Streckenmoment m(x) sein muss.
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2.2.2 Aligemeine Stabbiegung

Um die Differenzialgleichung der Biegelinie zu erhalten, wird ein verformtes infinitesi-
males Element aus einem Biegestab herausgeschnitten. Der Zusammenhang zwischen
Biegemoment, Querkraft und dullerer Belastung ist aus der Gleichung [2-28] bekannt.
Das infinitesimale Stabelement erfahrt dabei eine Langendanderung sowie eine Winkel-
verzerrung. Alle Punkte erfahren dabei dieselbe Durchbiegung in z-Richtung. Der Punkt
D geht von seiner urspringlichen Lage in die verformte Ausgangslage D’ lber
(Abbildung 2-6). Der Punkt D erfahrt dabei eine Absenkung um w und zusatzlich eine
Verschiebung um u. Die Spannungen am infinitesimalen Flachenelement dA werden in
den beiden Koordinatenrichtungen zu Normal- und Schubspannungen zusammenge-
fasst (o + 7).

Q T q(x)
M Yyvy vy M+dM
fA N ) _
\I *} X, u(x, z) } z& dZIdL*—%X
le— dx — QrdQ VZ da ¢
z, w(x, z)
du= edx
—>‘
dz
<~ dX — a_W
T
dz oX
L\
u
dz
Abb. 2-6 Differenzielles verformtes Stabelement

Die Biegelinie wird aus der Langenanderung und der Winkelverzerrung zusammenge-
setzt. Die Absenkung w ist rein eine Funktion von x und unabhangig von der z-Koordina-
te. Die Langenanderung u ist eine Funktion, die von der x und z Koordinate abhangig ist.

Zur kompletten Beschreibung werden in die Funktionen w(x) und u(x,z) eingesetzt:

wW(X, z) = 1-W(X)

[GL. 2-29]
u(x,z) = z- o(x)
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Fiir die Dehnung und die Winkeldanderung gilt der allgemeine Verzerrungszustand:

=
X oX
[GL. 2-30]
aw au
Yxz = X az
Das Elastizitatsgesetz fiir die Normalspannung und Schubspannung ist:
c = Ee
[GL. 2-31]
T = Gy
AnschlieBend wird die Gleichung [2-30] in die Gleichung [2-31] eingesetzt.
Ea—x - EM Eq’(X)2
3 a [GL. 2-32]
W du (X) , 9g )Z\ _ ,
v =[50+ ) = o + 220 = Gw + o)

Die Spannungskomponente ¢ aus der Gleichung [2-32] wird anschlieBend in die Formel
fir das Biegemoment eingesetzt.

M = jcssz
M = IE@’(x)zsz
M = E(p’(x)J‘zsz
) [GL. 2-33]
'[z dA = y
M = El¢'(x)
M
o'(X) = =
EIy

Die Anderung des Drehwinkels d@ steht im direkten Zusammenhang mit dem Biegemo-
ment, welches sich Uber die Stabliange dndern kann. Die Integration von z? lber die
Querschnittsflache liefert das Flachentragheitsmoment l,. Das Flachentragheitsmoment
multipliziert mit dem Elastizitatsmodul wird als Biegesteifigkeit E/ bezeichnet.
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Die Spannungskomponente T aus der Gleichung [2-32] wird anschlieRend in die Formel
flir die Querkraft eingesetzt.

Q= j-’CdA

Q = [G(W +p(x)dA

Q= G(W'+(P(X))IdA [GL. 2-34]
[da = A

Q = GA(W + (X))

Q = S(W +¢(x))

Die Schubsteifigkeit S auf rein kinematischer Basis ist mit S = GA definiert, jedoch ist das
lokale Spannungsgleichgewicht von ¢ + T verletzt, wenn mit der Schubverzerrung die
Schubspannungen ermittelt werden. Wird dieses Gleichgewicht zwischen den Span-

nungskomponenten ¢ + T erflllt, ist der Verlauf der Schubspannungen tber den Quer-
schnitt ein quadratischer (Abbildung 2-7).

Kinematik Gleichgewicht

(a) (&) T (b) (¢ T

4 4
v M L

Abb. 2-7 Spannungsverteilung Gber den Querschnitt, (a) kinematisch kompatibel, (b) kinematisch inkompatibel

Um diesen Umstand zu beheben, wird in der Formel fiir die Schubsteifigkeit der Schub-
korrekturfaktor x eingefiihrt.

_GA
K

S [GL. 2-35]

Dieser Schubkorrekturfaktor berlicksichtigt den Verlauf der Schubspannungen lber den
Querschnitt. Mehr zum Thema Schubspannungen und Schubkorrekturfaktor folgt im
Kapitel 2.2.6 bis Kapitel 2.2.8.
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2.2.3 Euler-Bernoulli Stabtheorie

Aus den Gleichungen der Stabbiegung kann mit der Hypothese vom Ebenbleiben des
Querschnitts, nach Jakob Bernoulli (1655-1705) die Differenzialgleichung der Biegelinie
bestimmt werden. Fir Biegestdabe mit sehr hoher Schubsteifigkeit GA/x — oo folgt aus
der Gleichung [2-34] fiir eine Querkraft mit endlichem Wert die Forderung:

W+ @(x) =0 [GL. 2-36]

Dies kann nur der Fall sein, wenn die beiden Winkel aus der Gleichung [2-36] betragsma-
Big den gleichen Wert aufweisen. Geometrisch gesehen bleibt der rechte Winkel des
Querschnitts auf die Stabachse auch im verformten Zustand erhalten (Abbildung 2-8).
Werden diese Annahmen getroffen, ist oft von der Euler-Bernoulli Stabtheorie die Rede.

i A

= Py —— 7

Abb. 2-8 Deformierte Stabachse

Aus den vier nachfolgenden Gleichungen kann nun mit der schubstarren Vereinfachung
GA/x — oo die Gleichung der Biegelinie bestimmt werden.

M” = Q-m(Xx) Q" = —q(x) W= -0 0o == [GL. 2-37]

Durch Einsetzten und ableiten der Terme aus der Gleichung [2-37] ergibt sich daraus:

Q" = —q(x)
M” = Q-m(x)
M” = Q' —m’(X) [GL. 2-38]

Q" = M”"+m'(x)
M” = —q(x) —m’(x)
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Fur den Euler-Bernoulli-Stab wird die Stabverdrehung ¢ mit der Funktion w’ gleichge-
setzt.

W= -0
w” = —¢’
w o= M
El [GL. 2-39]
Elw” = —-M
(Elw”)” = —-M”
(EIwW”)” = q(x) + m'(x)

Die Differenzialgleichung der Biegelinie ergibt sich somit zu:
(EIw”)” = q(x) + m’(x) [GL. 2-40]

Fiir eine konstante Biegesteifigkeit E/ Giber die Stabldange ergibt sich die Differenzialglei-
chung der Biegelinie zu:

Elw”” = q(x) + m’(x) [GL. 2-41]

Die Losung der Differenzialgleichung erfolgt im Annex A ,,Euler-Bernoulli Stabtheorie”.
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2.2.4 Timoshenko Stabtheorie

Bei der Timoshenko Stabtheorie wird neben der Querschnittsverdrehung auch die
Schubverzerrung mitbericksichtigt. Diese Stabtheorie wurde vom Stepan Prokopowy-
tsch Tymoschenko (1878-1972) entwickelt und baut auf die Euler-Bernoulli Theorie auf.
Bei der klassischen Euler-Bernoulli Stabtheorie bleibt der rechte Winkel zur Stabachse
auch im verformten Zustand erhalten. Im Gegensatz dazu ist der transversal schubnach-
giebige Stab, bei dem der rechte Winkel nicht erhalten bleibt (Abbildung 2-9).

] .
I I ¢ X

Abb. 2-9 Deformierte Stabachse

Aus dem Kapitel 2.1 , Allgemeine Stabbiegung” werden die Gleichungen fiir das Gleich-
gewicht, Materialgesetz, Verzerrungszustand, Verschiebungsansatz und Schnittkrafte
ibernommen.

Gleichgewicht:

"+q(x) =0
Q7+ ax) [GL. 2-42]
M-Q=0
Materialgesetz:
o = E¢
[GL. 2-43]
T = Gy
Verzerrungszustand:
.=
X oX
[GL. 2-44]
_ Jdw , du
T2 = 55t
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Verschiebungsansatz:

wW(X, z) = 1-W(X)

[GL. 2-45]
u(x, z) = z- 9(x)
Schnittkrafte:
M= Elyer(x) [GL. 2-46]

Q = GAW +¢(x))

Durch Einsetzen der Schnittkraftgleichungen in die Gleichgewichtsgleichungen ergibt
sich ein Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung.

GAW” +¢'(x)) +q(x) = 0 (GL. 2-47]
Elo”(x) - GA(W + @(x)) +m(x) = 0

Die Losung fiir dieses Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung befindet sich in Annex B
,Timoshenko Stabtheorie”.
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2.2.,5 Biegespannung

Flir homogene Querschnitte ergibt sich die Biegespannung aus der Gleichung [2-32] zu:

E¢’(x)z o'(x) = MX)

o(X 2) El

[GL. 2-48]

\%
B

6(X 2)

Mit der Biegesteifigkeit El:

El = E-jzsz
A

Aus der Gleichung [2-48] ergibt sich eine lineare Spannungsverteilung l(iber den homo-
genen Querschnitt (Abbildung 2-10).

( IS

Abb. 2-10 Lineare Biegespannungsverteilung flir homogene Querschnitte

Fir geschichtete Querschnitte ergibt sich die Biegespannung aus der Gleichung [2-32]
zu:

5(%2) = E¢'(X)z o'(x) = MX)
KCLT
[GL. 2-49]
(X 2) = M) . E(z)-z
KCLT

Mit der Biegesteifigkeit fir Brettsperrholz K¢ 1:
2
Kot = IE(z)z dA
A

Aus der Gleichung [2-49] ergibt sich eine lineare Spannungsverteilung in Abhangigkeit
des Elastizitatsmoduls der Einzelschicht (Abbildung 2-11).
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Biegespannungsverteilungen bei Brettsperrholzplatten

3-S BSP Platte 5-S BSP Platte 7-S BSP Platte

-
oy

ya

Abb. 2-11 Lineare Biegespannungsverteilung fur geschichtete Querschnitte
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2.2.6 Schubspannung

Um den Schubkorrekturfaktor fir geschichtete und nicht geschichtete Querschnitte her-
zuleiten, werden zuerst die Schubspannungen am infinitesimalen Stabelement betrach-
tet. Dazu wird ein infinitesimales Stabelement der Ldange dx in allgemeiner Lage aus
einem Biegestab herausgeschnitten (Abbildung 2-11).

Abb. 2-12 Infinitesimales Stabelement

AnschlieBend wird das Kraftegleichgewicht in x-Richtung gebildet. Dabei geht hervor,
dass die Schubspannungen mit der differenziellen Anderung des Moments im Gleichge-
wicht stehen.

SH = 0 j(mg—‘;dx)dA—jch—r(z)b(z)dx -0
A At [GL. 2-50]
_ rdo
T(2)b(2) = &dA

A

Dadurch, dass das Moment M(x) eine reine Funktion der x-Koordinate ist, kann das to-
tale Differenzial auf ein normales Differenzial riickgefiihrt werden. Folgende Beziehun-
gen aus der Festigkeitslehre gelten:

oM _ dM
ox dx

Werden die bekannten Beziehungen in die Gleichung [2-50] eingesetzt ergibt dies:

- M dM _ do _ Q.
° =7 S dx Q dx | ¢
[GL. 2-51]

1(2)b(z) = Igj CdA

A
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Das Integral von § ist das statische Moment beziiglich der y-Achse der Teilfliche A*.
Wird dieses Integral ausgewertet, ergibt sich die bekannte Formel fiir die Schubspan-
nungen zu:

(X, 2) = nglb_(%a [GL. 2-52]

Fiir einen homogenen Rechteckquerschnitt ergibt sich die Schubspannungsverteilung zu
einer quadratischen Funktion in der z-Koordinate.

2
(X2 = m(l_él_zj

2A 2
h [GL. 2-53]
30Q(x
Tmax(% 2 = h/2) = —%(A—)

Die maximale Schubspannung ergibt sich fir diesen Fall in der Mitte des homogenen
Rechteckquerschnitts (Abbildung 2-13).

(2)

dA=b d§
A*

)l

Abb. 2-13 Schubspannungsverlauf am Rechteckquerschnitt

Fiir geschichtete Querschnitte ergibt sich die Schubspannung aus der Gleichung [2-51]
zu:

Q(X) - S 1(2)

2= Keor - b(2)
[GL. 2-54]
SeLr(2) = j E(z)zdA
A*

In der nachfolgenden Abbildung 2-14 sind die Schubspannungsverteilungen an drei-,
flinf- und siebenschichtigen Brettsperrholzplatten dargestellt.
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3-S BSP Platte 5-S BSP Platte 7-S BSP Platte

THJ],

Abb. 2-14 Schubspannungsverlauf am geschichteten Rechteckquerschnitt
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2.2.7 Schubkorrekturfaktor

Der Schubkorrekturfaktor muss eingefiihrt werden, weil zwischen der mittleren Schub-
verzerrung, der daraus ermittelten Schubspannung und dem lokalen Kraftegleichge-
wicht in Langsrichtung, ein Widerspruch herrscht (Abbildung 2-15). Die mittlere
Schubverzerrung geht von einer konstanten Schubspannung iber den Querschnitt aus,
was aber physikalisch unmdéglich ist. An der freien Oberflache kann keine Schubspan-
nung vorhanden sein, darum muss aufgrund der Dualitdt der Schubspannungen, die
Schubspannung am Ende des Querschnitts Null sein.

Widersprucht#0

gxn¥ 7N

Mittlere Schubspannung Schubspannung aus lokalem Langs-
gleichgewicht mit der Biegespannung

Abb. 2-15 Schubspannungen

Die Formeln fir das Elastizitatsgesetz und Gleichgewicht am Querschnitt aus
Abbildung 2-15 sind wie folgt definiert:

Tm

Gy, = Q 1(2) = Q- 32)
m = Ag I-b(2) [GL. 2-55]
Ym = W+

Der Schubkorrekturfaktor soll mithilfe der Formanderungsenergie bestimmt werden.
Die mittlere Schubverzerrung v,,= w’ + ¢ des Querschnitts entsteht durch eine angrei-
fende Querkraft.

2
- 15,-1Q ]
Mgy = 5Qv 2GAL [GL. 2-56]

Die Formanderungsenergie, die am infinitesimalen Flachenelement dA im Querschnitt
wirkt, ist folgende:

1 17°
dHT* = E(’CdA)’Y = éadA
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Die gesamte Formanderungsenergie folgt durch Integration pro Langeneinheit.

T

2
_ L -
M, = 2deA [GL. 2-57]

Wird die Gleichung [2-56] mit der Gleichung [2-57] gleichgesetzt, folgt daraus:

My, =11,

2 2
109 — l'J-t—dA
2GAs ~ 2)G

) 2 2
19 _ 1(% I 1-4Z | oz = & [GL. 2-58]
2GAg  2\2 o2 5bh

—h/2
h/2 2 2

Kzﬂz—%J{l—%]bdzzg mit A=b-h

s an —h/2 h >

Fiir den homogenen Rechteckquerschnitt ergeben sich der Schubkorrekturfaktor und
die Schubsteifigkeit zu:

_A _6_
K—AS—5—1,2
[GL. 2-59]
g = GA
K

Mehr zum Thema Schubkorrekturfaktor und Formanderungsenergie im Buch ,Techni-
sche Mechanik Band 2“: Elastostatik von Gross, Hauger, Schréder und Wall [5].

2.2.8 Schubkorrekturfaktor fiir geschichtete Querschnitte

Fiir geschichtete Querschnitte es ist es notwendig, einen Schubkorrekturfaktor einzu-
fliihren, der das Verhalten der einzelnen Schichten mitberiicksichtigt. Besitzt der Quer-
schnitt besonders schubweiche Lagen, steigt der Schubkorrekturfaktor natirlich an. Fir
Stabtheorien, welche die Schubnachgiebigkeit berlicksichtigen, erhéhen sich durch die-
sen Umstand die Verformungen. Zur Kontrolle muss sich der Schubkorrekturfaktor flr
geschichtete Querschnitte zu 6/5 ergeben, wenn ein Querschnitt mit nur einer homoge-
nen Schicht eingesetzt wird. Alternativ wird der Schubkorrekturfaktor fir geschichtete
Querschnitte mithilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen hergeleitet.
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A J y(z) Kubische

Funktlon
(2)
Q
Quadratische
Funktion
\

Abb. 2-16 Schubverzerrung am geschichteten Querschnitt

Durch den quadratischen Verlauf der Schubspannungen am geschichteten Querschnitt
mit der Breite 1 ist der Verlauf der Querschnittsverdrehung ein kubischer (Abbildung 2-
16). Fir die Schubverzerrung und Schubspannung gilt die Gleichung [2-60].

Q S 1(2 1(2) _ Q- S 1(2

@, "@T&n T ke 6@

[GL. 2-60]
KCLT

Folgender Ansatz wird fiir die im Rahmen der Stabtheorie angenommenen Schubverzer-
rungen v, welche hier speziell mit yz bezeichnet wird, getroffen.

- Q _ 26 -9

Yo = _ Vo = [GL. 2-61]
B SCLT SCLT K B EGiti

Die resultierende Schubgleitung wird mit dem Prinzip der virtuellen Krafte in der Glei-
chung [2-62] bestimmt.

Q75 = 57~ = - [ v (6L 2:62

Der rechte Teil der Gleichung [2-62] kann noch weiter umgeformt werden:

= JQ S (2 Q- SCLT(Z)dA

5. Q < = Qz- Q_J-(SCLT(Z))sz

e &2 [GL. 2-63]
_XGt S 1(2))?
*= K I( G(2) ) dA
CLT A
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2.2.9 Praktische Bestimmung des Integrals

Die Integration des Schubkorrekturfaktors ergibt sich mit dem statischen Moment jeder
Einzelschicht zu:

S(z) = S+E(2)- jzdz [GL. 2-64]
Z

Die Integration des statischen Moments der Einzelschicht ergibt sich somit zu:

_ ZCh I(SCLT(Z)) @

A
|

2
KCLT A G(Z)
z 2
S +E(2)- jzdz
TGt
T I I G(2) y az [GL. 2-65]
Keur a ’
G b (605 + 20E(2) Syt (1;,32,) +
K = : : 2)Syti(t:3z
Kevr zti6OGi n

EX()t* (3t + 15,2, + 202)))

Mit der Formel in der Gleichung [2-65] kann der Schubkorrekturfaktor fiir geschichtete
Querschnitte berechnet werden. In der nachfolgenden Abbildung 2-17 ist ein geschich-
teter Querschnitt mit den Definitionen der Variablen aus der Gleichung [2-65] enthalten.

Abb. 2-17 Geschichteter Querschnitt
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2.3 Grundlagen der Finiten Elemente Methode

Die Grundidee der Finiten Elemente Methode besteht darin, groBe Strukturen in kleine
Finite Elemente zu zerlegen. Mit den Finiten Elemente Methoden kénnen verschieden-
ste Differenzialgleichungen numerisch gelést werden. Hinter jeder Finite Elemente Si-
mulation steht ein mathematisch-physikalisches Modell, welches eine gewisse
Problemstellung beschreibt und diese I6st. Die Finite Elemente Methode stellt immer
eine numerische Naherungslésung dar. Bei jeder Finiten Elemente Simulation sollte ge-
prift werden, ob das mathematisch-physikalische Modell, das im Hintergrund steht,
auch die erwarteten Resultate liefern kann. Fiir die Finte Elemente Methode wird das
Minimum der potenziellen Energie angewandst. Fiir die Berechnungen wird oft das Prin-
zip der virtuellen Arbeiten verwendet. Fiir die Berechnungen werden Ansatzfunktionen
gewahlt, die sich auf das einzelne Element beschranken. Die einzelnen Elemente werden
nur Uber gewisse Freiheitsgrade miteinander verbunden. Durch diesen Umstand kénnen
Spannungen an zwei gegenliberliegenden Elementkanten unterschiedlich sein.

2.3.1 Ansatzfunktionen

Wie schon erwahnt, wird bei den Finiten Elemente Methoden eine Ansatzfunktion defi-
niert, welche sich nur auf das Element beschrdnkt. Abhangig von der Problemstellung
und Form des Finiten Elements konnen Ansatzfunktionen auch von mehreren Variablen
abhangig sein. Fir unterschiedliche Finite Elemente kdnnen unterschiedliche Ansatz-
funktionen definiert werden.

Lineare Ansatzfunktion
Quadratische Ansatzfunktion
Ansatzfunktionen héherer Ordnung
NURBS als Ansatzfunktionen

Die Ansatzfunktionen héherer Ordnung und Ansatze mit NURBS als Ansatzfunktionen,
werden hier nicht weiter behandelt. Der Begriff NURBS steht fiir ,non-uniform rational
B-Spline”. NURBS sind mathematisch definierte Kurven oder Flachen.
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Familie der linearen Ansatzfunktionen

Bei den linearen Ansatzfunktionen kann zwischen Funktionen mit nur einer oder zwei
Variablen unterschieden werden. Funktionen mit nur einer Variablen kénnen in der Ebe-
ne gezeichnet werden. Ansatzfunktionen mit zwei Variablen sind raumliche Funktionen
im dreidimensionalen Raum.

Lineare Ansatzfunktionen mit einer Variablen

Die einfachste Ansatzfunktion der Finiten Elemente Methode ist die lineare Ansatzfunk-
tion. Die lineare Ansatzfunktion verwendet elementweise ein lokales Koordinatensy-
stem mit den Grenzen von -1 < r < 1. Die Verknipfung der tatsachlichen Elementgrofie
erfolgt durch die Jacobi Matrix. In diesem Fall wird oft von isoparametrischen Elementen
gesprochen. In der nachfolgenden Abbildung 2-18 ist eine lokal definierte Ansatzfunkti-
on eines Stabelements zu sehen.

r=+1
Knoten 2

r=-1

Knoten 1

Abb. 2-18 Lokal definierte Ansatzfunktion mit einer Variablen

Die Gleichungen der Ansatzfunktionen lauten:

1
H,(r) 5(1 +r)
[GL. 2-66]

Hy(r) = 3(1-1)

In der nachfolgenden Abbildung 2-19 sind die linearen Ansatzfunktionen abgebildet.

(1) H,(r)
10+ 10+
0sf osl
06f o5l

-10 05 0.0 05 10 -1.0 05 0.0 05 10

Abb. 2-19 Lineare Ansatzfunktionen
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Lineare Ansatzfunktionen mit zwei Variablen

Die einfachste Ansatzfunktion der Finiten Elemente Methode ist die lineare Ansatzfunk-
tion. Die lineare Ansatzfunktion verwendet elementweise ein lokales Koordinatensy-
stem mit den Grenzen von -1 < r £ 1 und ist fir ein Scheibenelement dargestellt
(Abbildung 2-20). Die Verknlipfung der tatsachlichen ElementgréRe erfolgt durch die Ja-
cobi Matrix.

Knoten4 @& ®

f— Knoten 3
S
Lr

Knoten1 |s=-1 r=+11 Knoten 2

@ ®

=-1
Abb. 2-20 Lokal definierte Ansatzfunktionen mit zwei Variablen

Die Gleichungen der Ansatzfunktionen lauten:

Hy(r,s) = i(l—r)(l—s) Ho(r,s) = i(1+r)(1—s)
[GL. 2-67]
Hs(r,s) = i(1+r)(1+s) Hy(r,s) = i(l—r)(1+s)

In der nachfolgenden Abbildung 2-21 ist eine lineare Ansatzfunktion mit zwei Variablen
abgebildet. Bei den drei anderen Ansatzfunktionen wird jeweils ein anderer Eckknoten
um 1 ausgelenkt.
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Abb. 2-21 Lineare Ansatzfunktion / Auslenkung am Eckknoten
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Die Ansatzfunktionen mit zwei Variablen kdnnen analog auch fir dreidimensionale Kon-
tinuumselemente verwendet werden.

Familie der quadratischen Ansatzfunktionen

Quadratische Ansatzfunktionen mit einer Variablen

Die Steigerung der linearen Ansatzfunktion mit einer Variablen der Finiten Elemente
Methode ist die quadratische Ansatzfunktion. Die quadratische Ansatzfunktion verwen-
det elementweise ein lokales Koordinatensystem mit den Grenzen von -1 <r<1. Die Ver-
knipfung der tatsachlichen ElementgroBe erfolgt durch die Jacobi Matrix. In der
nachfolgenden Abbildung 2-22 ist eine lokal definierte Ansatzfunktion eines Stabele-
ments zu sehen.

r=+1
r
Knoten 3
r=-1 Knoten 2
Knoten 1
Abb. 2-22 Lokal definierte Ansatzfunktion mit einer Variablen
Die Gleichungen der Ansatzfunktionen lauten:
Hy(r) = %(1—r)—%(1—x2) Hy(r) = :—2L(1+r)—%(1—x2)
[GL. 2-68]

Ha(r) = 1- r2

In der nachfolgenden Abbildung 2-23 sind die quadratischen Ansatzfunktionen mit einer
Variablen abgebildet.

(1) H,(r)

10 101

081 081

06 061

041 041

02r 021
L Ny -~ L
-10 05 05 10 -10 05 05 10
Abb. 2-23 Quadratische Ansatzfunktionen mit einer Variablen
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Die nachfolgende Abbildung 2-24 zeigt die fehlende quadratische Ansatzfunktion. Bei
der dritten Ansatzfunktion wird der Mittelknoten um eins ausgelenkt.

H,(r)

081

06

041

021

-1.0 05 0.0 05 10

Abb. 2-24 Quadratische Ansatzfunktion mit einer Variablen

Quadratische Ansatzfunktionen mit zwei Variablen

Bei der quadratischen Ansatzfunktion mit zwei Variablen kann zwischen den Formulie-
rungen nach Lagrangesche oder Serendipity unterschieden werden. Bei der Serendipity
Ansatzfunktion besitzt das Element keinen Mittelknoten. Wird die Lagrangesche Inter-
polationsformel verwendet, muss ein Mittelknoten im Element vorhanden sein.

Serendipity Ansatzfunktion

Die quadratische Serendipity Ansatzfunktion verwendet elementweise ein lokales Koor-
dinatensystem mit den Grenzen von -1 <r < 1. Die VerkniUpfung der tatsachlichen Elem-
entgrolie erfolgt durch die Jacobi Matrix. In der nachfolgenden Abbildung 2-25 ist eine
lokal definierte Serendipity Ansatzfunktion eines Scheibenelements zu sehen. Die Seren-
dipity Ansatzfunktion kann auch fiir dreidimensionale Kontinuumselemente angewandt
werden.

Knoten 7
Knoten 4 ‘s e @ ® Knoten3
Ti»
Knoten 8 @ r ® Knoten6
Knoten 1 =- =
.s_ 1 ° r +1. Knoten 2
- Knoten 5

Abb. 2-25 Lokal definierte Serendipity Ansatzfunktionen mit zwei Variablen
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Die Gleichungen der Serendipity Ansatzfunktionen lauten:

Hq(r,s) = —i(l—r)(l—s)(1+r+s)
Ho(r,s) = —i(1+r)(1—s)(1—r+s)
Hs(r,s) = —i(l+r)(1+s)(1—r—s)
Hy(r,s) = —i(l—r)(1+s)(1+r—s)
[GL. 2-69]
He(r,s) = %(1—r2)(1—s)
Hy(T, ) = %(1—52)(1”)
Ho(r,s) = 2(1=r")(1+5)
He(r,9) = 3(1=8)(1+1)

In der nachfolgenden Abbildung 2-26 ist die quadratische Serendipity Ansatzfunktion
H4(r,s) mit zwei Variablen abgebildet. Bei den drei anderen Ansatzfunktionen wird je-
weils ein anderer Eckknoten um 1 ausgelenkt.

Abb. 2-26 Quadratische Serendipity Ansatzfunktion / Auslenkung am Eckknoten
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In der nachfolgenden Abbildung 2-27 ist die quadratische Serendipity Ansatzfunktion
Hg(r,s) mit zwei Variablen abgebildet. Bei den drei anderen Ansatzfunktionen wird je-

weils ein anderer Mittelknoten um 1 ausgelenkt.
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Abb. 2-27 Quadratische Serendipity Ansatzfunktion / Auslenkung am Mittelknoten

Lagrange Ansatzfunktion mit 5 Elementknoten

Die quadratische Lagrange Ansatzfunktion verwendet elementweise ein lokales Koordi-
natensystem mit den Grenzen von -1 < r < 1. Durch Anwendung des Lagrangeschen In-
terpolationspolynoms entsteht im Element ein Mittelknoten. Die Verknilpfung der
tatsachlichen ElementgroRe erfolgt durch die Jacobi Matrix. In der nachfolgenden
Abbildung 2-28 ist eine lokal definierte Lagrange Ansatzfunktion eines Scheibenele-
ments zu sehen. Die Lagrange Ansatzfunktion kann auch fiir dreidimensionale Kontinu-

umselemente angewandt werden.

Knoten4 @ L

f—) Knoten 3
S
I_>F
Knoten 5

Knotenl ls=-1 r=+1] Knoten?2

@ @

=-1
Abb. 2-28 Lokal definierte Lagrange Ansatzfunktionen mit zwei Variablen
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Die Gleichungen der Lagrange Ansatzfunktionen lauten:

Hy(r,s) = i(1-+r)(l-ks)——i(l-—rz)(l——sz)
Hy(r,8) = 2(1-1)(1+9) = 3(1-r")(1-)
Hy(r, s) = i(l—r)(l—s)—i(l—rz)(l—sz) [GL. 2-70]
Hy(r,s) = i(1-+r)(l——s)——%(1-—r2)(1——52)

He(r,s) = (1-r’)(1-5")

In der nachfolgenden Abbildung 2-29 ist die quadratische Lagrange Ansatzfunktion
Hs(r,s) mit zwei Variablen abgebildet. Bei den drei anderen Ansatzfunktionen wird je-
weils ein anderer Eckknoten um 1 ausgelenkt.

1 -1

Abb. 2-29 Quadratische Lagrange Ansatzfunktion / Auslenkung am Eckknoten
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In der nachfolgenden Abbildung 2-30 ist die quadratische Lagrange Ansatzfunktion
Hs(r,s) mit zwei Variablen abgebildet. Bei dieser Ansatzfunktion wird der Mittelknoten
um 1 ausgelenkt.

Abb. 2-30 Quadratische Lagrange Ansatzfunktion / Auslenkung am Mittelknoten

Lagrange Ansatzfunktion mit 9 Elementknoten

Die quadratische Lagrange Ansatzfunktion verwendet elementweise ein lokales Koordi-
natensystem mit den Grenzen von -1 < r < 1. Durch Anwendung des Lagrangeschen In-
terpolationspolynom entsteht im Element ein Mittelknoten. Die Verknlipfung der
tatsachlichen ElementgrofRe erfolgt durch die Jacobi Matrix. In der nachfolgenden
Abbildung 2-31 ist eine lokal definierte Lagrange Ansatzfunktion eines Scheibenele-
ments zu sehen. Die Lagrange Ansatzfunktion kann auch fir dreidimensionale Kontinu-
umselemente angewandt werden.

Knoten 7
Knoten 4 @ @ ®
p—) Knoten 3
IS—>
r
Knoten8 @ ® Knoten 6
Knoten 9
Knotenl Ils=-1 r=+1] Knoten 2
= = ®
Knoten 5
Abb. 2-31 Lokal definierte Lagrange Ansatzfunktionen mit zwei Variablen
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Die Gleichungen der Lagrange Ansatzfunktionen lauten:
Hy(r,s) = i(1+r)(1+s)—i(l—rz)(1+s)—i(1+r)(1—sz)—i(1—r2)(1—sz)
Hy(r,8) = 2(1-1)(1+9) ~5(1=r))(1+9-3(1-N(1-5) (1L -r)(1-5)
Hy(r, s) = i(1-r)(1—s)—i(l—rz)(l—s)—i(l—r)(1—sz)—%1(1—r2)(1—sz)
Hy(r,s) = %1(1+r)(1—s)—%(1—r2)(1—s)—%1(1+r)(1—sz)—%(1—r2)(1—sz)
He(r,s) = %(1—r2)(1—s)—%(1+r2)(1—52) [GL. 2-71]
He(r,8) = 2(1-N(1-)—5(1-r))(1-5)

Ho(r,8) = 2(1-1)(1=9)—5(1~r))(1-5)

Hy(r, ) = %(1+r)(l—sz)—%(l—rz)(l—sz)

Ho(r,s) = (1-r%)(1-5")

In der nachfolgenden Abbildung 2-32 ist die quadratische Lagrange Ansatzfunktion
H4(r,s) mit zwei Variablen abgebildet. Bei den drei anderen Ansatzfunktionen wird je-
weils ein anderer Eckknoten um 1 ausgelenkt.

Abb. 2-32 Quadratische Lagrange Ansatzfunktion / Auslenkung am Eckknoten
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In der nachfolgenden Abbildung 2-33 ist die quadratische Lagrange Ansatzfunktion
Hg(r,s) mit zwei Variablen abgebildet. Bei den drei anderen Ansatzfunktionen wird je-
weils ein anderer Mittelknoten um 1 ausgelenkt.

Abb. 2-33 Quadratische Lagrange Ansatzfunktion / Auslenkung des Mittelknotens am Rand

In der nachfolgenden Abbildung 2-34 ist die quadratische Lagrange Ansatzfunktion
Ho(r,s) mit zwei Variablen abgebildet. Bei dieser Ansatzfunktion wird der Mittelknoten
um 1 ausgelenkt.

Abb. 2-34 Quadratische Lagrange Ansatzfunktion / Auslenkung des Mittelknotens
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2.3.2 Stabelemente

Bei den Stabelementen kann zwischen zweidimensionalen und dreidimensionalen Sta-
belementen unterschieden werden. Ein weiteres Kriterium sind die strukturmechani-
schen Modelle, die das Stabelement abbilden kann. Es gibt eine Vielzahl an
Stabelementen mit verschiedenen Funktionen. Die wichtigsten Stabelemente werden
hier kurz aufgezahlt.

e Fachwerkstabelement
¢ Schubstarres Stabelement
e Schubnachgiebiges Stabelement

Fachwerkstabelement

Das wohl einfachste Stabelement ist der Fachwerkstab. Der Fachwerkstab kann nur Nor-
malkrafte aufnehmen. An den Stabenden werden Gelenke eingefiihrt, damit kein Biege-
moment Ubertragen werden kann. Die Parameter, welche fiir die Berechnung benétigt
werden, sind die Querschnittsflaiche und der Elastizitditsmodul des Fachwerkstabs. Die
Verschiebung des Fachwerkstabs mit linearen Ansatzfunktionen sieht folgendermalien
aus.

Schubstarres Stabelement

Beim schubstarren Stabelement wird die Euler-Bernoulli-Stabtheorie als strukturmecha-
nisches Modell verwendet. Diese Elemente sind bei kleinen Verformungen zuladssig, weil
aus der Durchbiegung keine Stabverlangerung resultiert. Oft werden die Hermit'schen
Funktionen fiir diese Elemente verwendet.

Schubnachgiebiges Stabelement

Beim schubnachgiebigen Stabelement kommt die schon vorgestellte Timoshenko Stab-
theorie zum Einsatz. Bei der transversal schubnachgiebigen Timoshenko Stabtheorie
kommt zum Durchbiegungsanteil, der aus dem Biegemoment entsteht, noch ein weite-
rer Teil dazu. Dieser Durchbiegungsanteil resultiert aus der Querkraft. Bei sehr langen
Staben wird dieser Anteil sehr klein. GroRen Einfluss hat dieser Anteil bei kurzen Staben
und bei geschichteten Querschnitten mit sehr schubweichen Querlagen, wie dies etwa
bei Brettsperrholz der Fall ist.
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2.3.3 Zweidimensionale Kontinuumselemente

Bei zweidimensionalen Elementen konnen zwei unterschiedliche strukturmechanische
Modelle fiir die Formulierung verwendet werden. Diese Unterscheidung erfolgt nach
dem mechanischen Modell fiir das Scheibenelement.

e Ebener Spannungszustand ESZ
e Ebener Verzerrungszustand EVZ

Zweidimensionales Kontinuumselement mit ebenem Spannungszustand

Fiir den ebenen Spannungszustand wird angenommen, dass folgende Spannungen Null
sind:

O3 = T3 = T)3 =0 [GL. 2-72]

Mit dem ebenen Spannungszustand lassen sich sehr schon Scheiben berechnen. Die
zweidimensionalen Kontinuumselemente sind ein Sonderfall der dreidimensionalen
Kontinuumselemente. Die Herleitung des ebenen Spannungszustands fiir orthotrope
und isotrope Kontinua wurde schon ausfiihrlich im Kapitel 2.1.6 und Kapitel 2.1.7 behan-
delt.

Zweidimensionales Kontinuumselement mit ebenem Verzerrungszustand

Fiir den ebenen Verzerrungszustand wird angenommen, dass folgende Verzerrungen
Null sind:

€33 = Y13 = Y3 =0 [GL. 2-73]

Mit dem ebenen Verzerrungszustand lassen sich sehr schon langliche Strukturen wie
etwa Damme oder Tunnelréhren berechnen. Die zweidimensionalen Kontinuumsele-
mente sind ein Sonderfall der dreidimensionalen Kontinuumselemente. Die Herleitung
des ebenen Verzerrungszustands fiir orthotrope und isotrope Kontinua wurde schon
ausfiihrlich im Kapitel 2.1.6 und Kapitel 2.1.7 behandelt.

ABAQUS Scheibenelemente

In der ABAQUS Programmbibliothek gibt es verschiedene Scheibenelemente. Grund-
satzlich wird beim Elementkonzept zwischen ebenem Spannungs- oder ebenem Verzer-
rungszustand unterschieden (plane stress elements & plane strain elements). Eine
weitere Unterscheidung kann zwischen der Gruppe der linearen und quadratischen
Scheibenelemente getroffen werden.
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Folgende Scheibenelemente mit ebenem Spannungszustand wurden hier verwendet.

e CPS4
* CPS4I
e CPS4R
* CPS8

Die Unterschiede zwischen ebenem Verzerrungszustand und ebenem Spannungszu-
stand wurden schon in Kapitel 2.1.7 ausfihrlich behandelt.

Familie der linearen Scheibenelemente

Das CPE4 Scheibenelement verwendet fiir den Verschiebungsansatz lineare Ansatzfunk-
tionen. Fiir die numerische Integration werden vier Integrationspunkte verwendet, die
im Inneren des Elements liegen. Jeder Knoten des Scheibenelements hat zwei Verschie-
befreiheitsgrade in die zwei Koordinatenrichtungen. In der nachfolgenden Abbildung 2-
35 ist ein lineares CPE4 Scheibenelement mit den vier Integrationspunkten dargestellt.

Das reduzierte integrierte Scheibenelement (CPE4R) ist eine Sonderform des Standard
Scheibenelements (CPE4). Das Scheibenelement (CPE4I1) kann auch in die Familie der
Scheibenelemente mit ebenem Verzerrungszustand eingeordnet werden. Die linearen
Ansatzfunktionen werden aber in diesem Fall mit einer quadratischen Funktion erganzt.
Die dabei entstandenen zusatzlichen Freiheitsgrade werden durch statische Kondensa-
tion aus der Elementsteifigkeitsmatrix entfernt.

face 3 face 3
face 4 //\face 2 face 4 mface 2
face 1 face 1
4-node plane strain element 4-node incompatible element

4 3 4 3
3 4x
x1 2x
1 2 1 2

4-node reduced integration

4-node plane strain element )
plane strain element

Abb. 2-35 Lineare Scheibenelemente mit Integrationspunkten

Vom Scheibenelement mit inkompatiblen Ansatzen gibt es keine Elemente, welche das
Konzept der reduzierten Integration verwenden. Bei Elementen mit linearen Ansatz-
funktionen kdnnen numerische Probleme auftreten. Um diese Probleme zu umgehen,
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konnen Elemente mit hoheren Ansatzfunktionen verwendet werden.

Familie der quadratischen Scheibenelemente

Das CPE8 Scheibenelement verwendet fiir den Verschiebungsansatz quadratische An-
satzfunktionen. Fir die numerische Integration werden neun Integrationspunkte ver-
wendet, die im Inneren des Elements liegen. Jeder Knoten des Scheibenelements hat
zwei Verschiebefreiheitsgrade in die zwei Koordinatenrichtungen. In der nachfolgenden
Abbildung 2-36 ist ein quadratisches CPE8 Scheibenelement mit den neun Integrations-
punkten dargestellt. Das CPE8R ist eine Sonderform des CPE8 Scheibenelements, wel-
ches nur vier Integrationspunkte verwendet.

4 7 3
8 6
1 3 2
Quadratisches Scheibenelement CPES8 CPES8R reduzierte
Ebener Verzerrungszustand 9 Integrationspunkte Integration
Abb. 2-36 Quadratische Scheibenelemente mit Integrationsschemen

2.3.4 Dreidimensionale Kontinuumselemente

Als Letztes werden dreidimensionale Kontinuumselemente kurz vorgestellt. Diese Ele-
mente eignen sich fiir die Berechnung raumlicher Kontinua. Die Materialmodelle fiir or-
thotrope und isotrope Kontinua wurden schon ausfihrlich in Kapitel 2.1.4 und
Kapitel 2.1.5 behandelt.

ABAQUS Kontinuumselemente

In der ABAQUS Programmbibliothek gibt es eine Vielzahl an Kontinuumselementen. Eine
Unterscheidung kann zwischen den linearen und quadratischen Kontinuumselementen
getroffen werden. Folgende Kontinuumselemente wurden hier verwendet.

* C3D8

e C3D8I

* C3D8R
e C3D27
* C3D27R
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Familie der linearen Kontinuumselemente

Das C3D8 Kontinuumselement verwendet fiir den Verschiebungsansatz lineare Ansatz-
funktionen. Fir die numerische Integration werden acht Integrationspunkte verwendet,
die im Inneren des Elements liegen. Jeder Knoten des Kontinuumselements hat drei Ver-
schiebefreiheitsgrade in die drei Koordinatenrichtungen. In der nachfolgenden
Abbildung 2-37 ist ein lineares C3D8 Kontinuumselement mit den Integrationspunkten
dargestellt. Die Integrationspunkte sind mit einem Koordinatensystem versehen, um bei
der Berechnung die entsprechend definierten Materialparameter zu verwenden. Fiir die
Berechnung kann die Materialmatrix mit einer Drehmatrix in das lokale Koordinatensy-
stem gedreht werden, insofern dies notig ist.

Eine Sonderform des C3D8 Kontinuumselements ist das C3D8R Element, welches mit
dem Konzept der reduzierten Integration arbeitet. Bei der reduzierten Integration wird
nur ein Integrationspunkt, der in der Mitte des Kontinuumselements liegt, verwendet.
Das Konzept der reduzierten Integration wird im Annex C ausfiihrlich erklart.

Ahnlich wie bei den Scheibenelementen gibt es auch hier ein Element mit inkompatiblen
Ansdtzen. Beim C3D8I Element werden die linearen Ansatzfunktionen wieder mit qua-
dratischen Funktionen erganzt. Die zusatzlich eingefihrten Freiheitsgrade werden bei
der Berechnung aus der Elementsteifigkeitsmatrix mithilfe der statischen Kondensation
entfernt.

| ¥ i
pa 4! 1 0 R S N I 9\;; A

5 e C3D8R C3D8|
8 Knoten
8 Integrationspunkte 8 Knoten 8 Knoten
& P 1 Integrationspunkte 12 Hilfsknoten

8 Integrationspunkte

Abb. 2-37 Lineare Kontinuumselemente
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Familie der quadratischen Kontinuumselemente

Das C3D27 Kontinuumselement verwendet fiir den Verschiebungsansatz quadratische
Ansatzfunktionen. Das Element besitzt 27 Knoten, davon sind acht Eckknoten, 12 liegen
in der Mitte zwischen den Eckknoten, sechs Knoten liegen in der Mitte der Seitenflachen
und der letzte Knoten liegt in der Mitte des Elements. Fiir die numerische Integration
werden 27 Integrationspunkte verwendet, die im Inneren des Elements liegen. Jeder
Knoten des Kontinuumselements hat drei Verschiebefreiheitsgrade in die drei Koordina-
tenrichtungen. In der nachfolgenden Abbildung 2-38 ist ein quadratisches C3D27 Konti-
nuumselement mit den Integrationspunkten dargestellt. Die Integrationspunkte sind
mit einem Koordinatensystem versehen, um bei der Berechnung die entsprechend defi-
nierten Materialparameter zu verwenden. Fiir die Berechnung kann die Materialmatrix
mit einer Drehmatrix in das lokale Koordinatensystem gedreht werden, insofern dies n6-
tig ist.

Eine Sonderform des C3D27 Kontinuumselements ist das C3D27R Element, welches mit
dem Konzept der reduzierten Integration arbeitet. Bei der reduzierten Integration wer-
den nur mehr 14 Integrationspunkte, die im Inneren des Elements liegen, verwendet.

C3D27
27 Knoten
27 Integrationspunkte

C3D27R
27 Knoten
14 Integrationspunkte

Abb. 2-38 Quadratische Kontinuumselemente

ABAQUS bietet auch ein quadratisches Kontinuumselement mit 20 Knoten an. Dieses
Element hat aber keine Knoten an den Seitenflachen und auf den Knoten in der Mitte
wird auch verzichtet.
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2.3.5 Kohasive Elemente
Dieser Teil wurde aus dem Comet Abschlussbericht enthnommen [16].

Kohdsive Elemente stellen mit ihren Materialmodellen eine Modellierungstechnik dar,
um einen Bruch einer definierten Versagensfliche eines Materials oder Delamination
zwischen Grenzfléichen in numerischen Simulationen abzubilden. Es ist oftmals hilfreich,
sich unter einem kohdsiven Element zwei Grenzfldchen vorzustellen, die durch eine Dicke
getrennt sind (Abbildung 2-39).

Die Deformationsméglichkeiten des Elementes kénnen in zwei Arten unterteilt werden.
Die Relativbewegung der Grenzfléichen in Dickenrichtung ergibt eine Schélbelastung wie-
der, wdhrend die entsprechenden Verschiebungen senkrecht zu Dickenrichtung eine
Schubverformung darstellen.

Oberseite 1
V4

Dickenrichtung

-a— Elementknoten

Elementmittelflache
X
Unterseite 2

Abb. 2-39 Darstellung kohdsiver Elemente

Eine reine Deformation der Elementmittelfiiche £;4, &), ;5 erfolgt spannungsfrei (oy,,
035 T1p = 0). Das kohdsive Element ist somit nicht in der Lage, die Membranspannungs-
zusténde abzubilden. Die méglichen Verzerrungen sind in der folgenden Abbildung 2-40
dargestellt, von diesen liefern nur die Schidldehnung und die beiden Schubverzerrungen
Spannungen, die beiden Membrandehnungen und der Membranschub bleiben span-
nungsfrei. Insgesamt hat ein dreidimensionales kohdsives Element somit drei Span-
nungskomponenten S33, S35, S35, ein zweidimensionales nur zwei.

Kohdasivzone Schaldehnung

Schubverzerrung

Membrandehnung

Membrandehnung Membranschub

Abb. 2-40 Verzerrungen kohdsiver Elemente
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Die Dickenrichtung wird im FE-Pakte ABAQUS auch mit ,,Stack” -Richtung oder englisch
stack direction bezeichnet.

top face

stack direction Dicke der kohisiven Elemente

_L (in stack direction)

CIstack
T dstack soll klein sein
Clstack >0
bottom face ¥

Abb. 2-41 Stack-Richtung von kohdsiven Elementen

Die Anbindung eines kohdsiven Elements an seine Umgebungsstruktur kann entweder
liber eine kongruente, oder liber eine inkongruente Vernetzung erfolgen. Kongruente
Netze bieten den Vorteil, dass keinerlei Kontaktbedingungen zur Vernetzung formuliert
werden miissen, andererseits erhdlt man in einem solchen Fall oftmals eine sehr grobe
Diskretisierung der Klebeschicht, die zudem mit extremen Kantenldngenverhdiltnissen
des kohdsiven Elements verbunden ist. Beim Einsatz von inkongruenten Netzen kann die
Klebeschicht im Regelfall sehr viel feiner aufgelést werden, es sind jedoch noch weitere
Kontakt- und Zwangsbedingungen zu formulieren, die sich nachteilig auf die benétigte
Rechenkapazitit auswirken kénnen. Bei Modellierung der Fiigepartner mit Schalenele-
menten muss zur korrekten Abbildung der Biegesteifigkeit oftmals der Schalenoffset be-
riicksichtigt werden. Daher bieten kommerzielle FE-Programme Offsetformulierungen
bei kohdsiven Zonenelementen an. Hierbei miissen die Grenzfléichen des kohdsiven Ele-
ments nicht mit den Referenzfldichen der Fiigepartner (Schalenelemente) zusammenfal-
len. Auch hier ist aufgrund der zusdtzlichen Zwangsbedingungen mit einem héheren
Simulationsaufwand zu rechnen. In der nachfolgenden (Abbildung 2-42) wird der Unter-
schied zwischen kontinuumsmechanischen Modellen und den kohdsiven Elementen in
der Elementbeschreibung dargestellt.

(o - . (o o
) I I I . S Kinematik [ ) X X X X S
Kontinuumselemente Kohasivelemente
[[e]] = g; =12 [8] = §; i =t5,5S,
t= Schalbeanspruchung
s= Schubbeanspruchung
Kontinuumsmechanik Materialmodell Kohéasivzonenmodell
_ = t;
= o) S Kraft
pannungen, Krafte o _
t= t(8) - tsl
tsz
Abb. 2-42 Unterschied von Kontinuumselementen zu kohdsiven Elementen
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Die kohdsiven Elemente brauchen zu Beginn ein elastisches Verhalten. Dies wird liber
eine Dehnsteifigkeit in Stack Richtung und (ber zwei Schubsteifigkeiten im dreidimensio-
nalen Fall oder (iber eine Schubsteifigkeit fiir den zweidimensionalen Fall in der kohdsi-
ven Fldche definiert.

Schédigung

In den klassischen schddigungsmechanischen Modellen nach Kéchinnen und Rubatos
dient die Definition einer skalaren Schédigungsvariablen d zur Beschreibung des Steifig-
keitsverlustes eines Materials wihrend seiner Beanspruchung. Zur Definition einer skala-
ren, isotropen Schddigungsvariablen d definiert man zundichst ein représentatives
Volumenelement (RVE), wie es in Abbildung 2-43 dargestellt ist.

RVE

Abb. 2-43 RVE (Reprdsentatives Volumenelement) mit teilweiser Schddigung in einer Referenzfldche

Die GréfSe dieses RVE ist materialunabhdngig und sollte grofs genug gewdihlt sein, um die
Mikrorissbildung im Material erfassen zu kénnen. Andererseits aber klein genug um Gra-
dienten der makroskopischen ZustandsgréfSen zu erfassen. Somit betrdgt der Durchmes-
ser eines RVE beispielsweise bei Metallen und Keramiken 0,1 Millimeter, bei Beton 100
Millimeter und bei Polymeren ein Millimeter. Durch das RVE definiert man nun eine
Schnittebene, die einen repriisentativen Teil der Mikrorisse im Material schneidet. Die
skalare Schédigungsvariable d Iésst sich nun (iber das Verhdltnis der Schnittfldchenantei-
le mit Mikrorissen S, zu der gesamten Schnittfliiche definieren.

d=5/S [GL. 2-74]

Im ungeschddigten Material ist demnach d = 0, bei vollstindigem Versagen nimmt d den
Wert d = 1 an. Die Wirkung dieser Schéadigung auf das Materialverhalten Idsst sich mit
dem Prinzip der effektiven Spannung beschreiben. Belastet man das RVE mit einer Kraft
F, so trégt nicht mehr die gesamte Schnittfldche die Last, sondern nur noch der ungeschd-
digte Teil dieser Schnittfldche Sege = S - Sp = (1-d) x S. Daraus folgt eine effektive Normal-
spannung O in der Schnittfldche Seff
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F _ F _ Og
S-S S(1-d) 1-d

Ogff =

[GL. 2-75]

Im Folgenden wird von der Aquivalenz der physikalischen und den effektiven Dehnungen
ausgegangen (&y = e‘eff), Die physikalische Dehnung & beschreibt dabei den Dehnungszu-
stand des geschddigten Materials, die effektive Dehnung Efrden quasi-schddigungsfrei-
en Zustand. Somit héngt die physikalische Dehnung &, von der makroskopischen
Nennspannung op und der Schddigung d ab, wéhrend die effektive Dehnung &, von der
effektiven Spannung in einem ungeschddigten Zustand d = 0 abhdngt.

Anhand dieser Annahme léisst sich das Dehnungsverhalten eines geschddigten Materials
aus dem Dehnungsverhalten eines ungeschddigten Materials ableiten, indem auf die Zu-
sammenhdnge zwischen effektiver Spannung und Nennspannung nach der letzten Glei-
chung zuriickgegriffen wird.

Daraus kann das Materialgesetz fiir die makroskopischen Nennspannungen oy und der
physikalischen Dehnung &, die Beziehung oy = (1-d) x Ey x & abgeleitet werden.

Daraus ergibt sich eine effektive Steifigkeit Eefr = (1-d) x E fiir die Systemberechnung.
Eine Realisierung in ABAQUS wird nun so gestaltet, dass von den makroskopischen Nenn-
spannungen op der d-fache Teil abgezogen wird, um auf die effektiven Spannungen zu
kommen (siehe Abbildung 2-44).

Abb. 2-44 Schddigungsverhalten der kohdsiven Elemente in ABAQUS

Materialgesetze (konstitutive Gesetze) fiir kohdsive Elemente

Abbildung 2-45 beschreibt das elastische Anfangsverhalten der kohdsiven Elemente. Mit
N wird die Kraft in der Fldche der kohdisiven Elemente bezeichnet. Anstatt mit Verzerrun-
gen wie bei normalen Kontinuumselementen wird bei den kohdsiven Elementen mit Ver-
schiebungen gearbeitet. Bewegt man sich innerhalb von 0 bis d beziehungsweise
kréifteorientiert von 0 bis N,,,,, ist rein elastisches Materialverhalten gegeben. Die Schd-
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digung d betrdgt hier noch d = 0.

max

Schadigung

Ko

1

1

I

. 1
elastisch !
1

1

1

1

— _ > O,
S init 5 fail

n n

Abb. 2-45 Elastisches Anfangsverhalten der kohdsiven Elemente in ABAQUS

Wird nun N, erreicht, ist das das Ende des rein elastischen Verhaltens und es setzt eine
irreversible Schéidigung (d > 0) ein. Belastungen und Entlastungen sind immer noch még-
lich, aber nur mehr mit reduzierten (1-d)-fachen Steifigkeiten, wie in der Abbildung 2-45
gezeigt. Um das Last-Verformungsverhalten beziehungsweise die kohdsiven Spannun-
gen nach Erreichen dieser elastischen Grenze beschreiben zu kénnen, bietet ABAQUS
zwej prinzipielle Méglichkeiten an.

e Es wird eine Grenz-Verschiebung definiert. Nach Erreichen der Grenzverschiebung
ist 100% Prozent Schadigung gegeben. Das kohasive Element fallt komplett aus.

e Die dissipierte Energie entspricht bei kompletter Schadigung der Bruchenergie,
welche aus der klassischen Bruchmechanik bekannt ist. Nach Erreichen dieser
Grenz-Verschiebungen liegt die Schadigung bei 100% Prozent (d = 1). Das kohdasive
Element fallt komplett aus.

N
A

Flache unter der Kurve
ist die Bruchenergie pro
Referenzflache

Verschiebung beim

Versagen &'

max

\J
o

Abb. 2-46 Kohdsives Materialgesetz nach der elastischen Grenze in ABAQUS
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Der Abstieg in Abbildung 2-46 ist hier linear dargestellt, kbnnte aber auch exponentiell
gestaltet werden. Der exponentielle Ansatz entspricht sicher am ehesten der Entwicklung
der Spannungen bei zunehmender Schidigung, was zweifelsfrei einen Vorteil darstellt.
Nachteilig beim exponentiellen Ansatz ist aber, dass die kohdsiven Spannungen erst bei
unendlich grofsen Verschiebungen restlos verschwinden.

Dieser Teil wurde aus dem Comet Abschlussbericht enthommen [16].

ABAQUS kohasive Elemente

Die kohasiven Elemente wurden schon ausfiihrlich im Kapitel 2.3.5 behandelt. Fir die
materiell nicht-linearen Berechnungen ist das dreidimensionale kohdsive Element mit
acht Knoten zum Einsatz gekommen.

e COH3D8

Bruchflache
COH3D8

8 Knoten ]
4 Integrationspunkte

Abb. 2-47 Kohésive Elemente

Mehr zum Thema Integrationspunkte, reduzierte Integration und verschiedene Finite
Elementtypen im Buch ,Finite Elemente-Methoden” von K.J. Bathe [4] und in der ABA-
QUS 6.11 Online Documentation [3].

Strukturmechanische Grundlagen Seite 57



Masterarbeit
study research [engineering test center Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewdhlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

2.3.6  Kopplungsstrategie

Die Auswirkungen der Kopplung im Finiten Elemente-Modell werden in den elastischen
Berechnungen untersucht. Fiir die Kopplung der Bretter sind folgende zwei verschiede-
nen Techniken zum Einsatz gekommen:

¢ Knotenkopplung
e Surface-Kopplung

Knotenkopplung

Bei der Knotenkopplung werden die Knoten des einzelnen Bretts in einem Node-Set zu-
sammengefasst. Die Knotennummerierung muss dabei genau beachtet werden. Gegen-
Uberliegende Knoten sollten die gleiche Knotennummer besitzen (Abbildung 2-48). Bei
der Assemblierung werden die Steifigkeiten durch das Programm addiert und dem glei-
chen Freiheitsgrad zugeordnet.

B2/5
/ B1/5
B2/4
B2/3

B1/3
Brett 1 Brett 2

B1/2

B2/1 B1/1

Abb. 2-48 Knotenkopplung und Node-Set
Im Node-Set von Brett 2 sind die Knoten B2/1, B2/2 bis B2/K; enthalten.

Die Knotenkopplung im Programm erfolgt mit dem Befehl:

*MPC
TIE,Node-Set_Brett_1,Node-Set_Brett_ 2
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Surface-Kopplung

Bei der Surface-Kopplung miissen die Elemente, die gekoppelt werden, in einem Sur-
face-Set zusammengefasst werden (Abbildung 2-49). Das Programm sucht sich dann die
am ndchsten liegenden Knoten und koppelt diese bei der Assemblierung zusammen.

Brett 1 Brett 2

Abb. 2-49 Surface-Kopplung und Surface-Set

Im Surface-Set von Brett 2 sind die Oberflachen der Elemente O1, O2 bis O; enthalten.

Die Surface-Kopplung im Programm erfolgt mit dem Befehl:

*TIE, NAME=Surface-Kopplung
Surface-Set_Brett_1,Surface-Set_Brett_2
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2.4 Numerische Probleme der Finiten Elemente Methode

Die Finite Elemente Methode ist generell sehr universell anwendbar, bringt aber auch
Nachteile mit sich.

2.4.1 Spannungsberechnung im Knotenpunkt ist inkompatibel

Ein Problem der Finten Elemente Methode ist, dass die Spannungen exakt bei den GauR-
punkten, die im Inneren des Elements liegen, berechnet werden. Oft wollten aber Aus-
sagen Uber Spannungsverteilungen am Knoten des Finiten Elements gemacht werden.
Dazu wird die Spannung im GauBpunkt zu den Knoten hin extrapoliert (Abbildung 2-51).
Treffen vier Finite Elemente bei einem Knoten zusammen, wird die Spannungsextrapo-
lation auf Basis des Verschiebungsansatzes gemacht und die vier Spannungen werden
gemittelt. In der nachfolgenden Abbildung 2-50 wird dieser Umstand dargestellt.

Element 1 Element 2

.1,03 .0,95

1,06 0,85
Element3 o PY Element 4

® Element Knotenpunkt
® GauRB Integrationspunkte

Abb. 2-50 Extrapolation zum Knoten

Bei Stabelementen tritt der gleiche Fall auf.

/

Stabelemente

Abb. 2-51 Extrapolation der Spannungen hin zum Elementrand
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2.4.2  Schubverfestigung (shear locking)

Bei der Berechnung mit Finiten Elemente kann es vorkommen, dass gewisse Elemente
wie zum Beispiel lineare Stab- und Kontinuumselemente ein zu schubsteifes mathema-
tisches Modell besitzen. Dieses numerische Problem wird als Schubverfestigung be-
zeichnet. Exakt integrierte lineare Kontinuumselemente leiden unter diesem Problem.
Finite Elemente Ergebnisse konnen durch diese Umstande falsche Resultate liefern.

Lineares Element exakt integriert

Das Problem der Schubverfestigung wird anhand eines homogen aufgebauten Stabele-
mentes erklart. Bei reiner Biegung erfdhrt ein Stabelement nur eine Biegeverformung
und keine Schubverzerrung. Im unverformten Zustand wurden Markierungslinien, die im
rechten Winkel zueinanderstehen, auf das Stabelement angebracht.

Wird das Stabelement der Momentenbelastung ausgesetzt, geht es in den verformten
Zustand Uber. Der rechte Winkel zwischen den Markierungslinien bleibt dabei erhalten
(Abbildung 2-52). Die oberen und unteren Kanten des Stabstiicks gehen vom geraden
Zustand in eine gekriimmte Form Uber. Diese Annahmen werden bei der klassischen Eu-
ler-Bernoulli Stabtheorie getroffen.

Abb. 2-52 Infinitesimales Stabelement im verformten und unverformten Zustand

Um richtige Resultate bei reiner Biegung zu liefern, miissen Balkenelemente oder Konti-
nuumselemente in der Lage sein, diese gekriimmte Form einzunehmen. Das Element
muss mindestens eine Ansatzfunktion zweiter oder hoherer Ordnung besitzen. Die Ver-
bindungskanten eines exakt integrierten linearen Balken- oder Kontinuumselements
sind jedoch nicht in der Lage Kurven auszubilden. Durch die linearen Ansatzfunktionen
sind diese Elemente nur in der Lage eine Gerade zwischen den Knoten abzubilden.

Die linearen Ansatzfunktionen sind folgende:

H(r) = %(l—r) H,(r) = %(1+r) [GL. 2-76]
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Die linearen Ansatzfunktionen sind in der nachfolgenden Abbildung 2-53 enthalten.

P L P P P
-1.0 05 0.0 05 10 -10 05 0.0 05 10

Abb. 2-53 Lineare Ansatzfunktionen

In der nachfolgenden Abbildung 2-54 ist ein verformtes lineares Kontinuumselement
unter reiner Biegebeanspruchung abgebildet. Die Oberseite des Elements erfahrt dabei
Zugspannungen, die sich linear Uber die Hohe dandern. Auf der Unterseite entstehen
durch das einwirkende Moment Druckspannungen. Die geraden Markierungslinien des
linearen Elements bleiben auch im verformten Zustand Geraden, nur der urspriinglich
rechte Winkel ist nicht mehr erhalten geblieben. In Gegensatz gehen die geraden Mar-
kierungslinien des quadratischen Elements in Kurven tber.

\/\ 7 |
i M(\\//)

Abb. 2-54 Lineares Kontinuumselement unter reiner Biegebeanspruchung

Um diese verformte Figur zu erhalten, muss am linearen Kontinuumselement eine
kiinstliche Schubspannung eingefiihrt werden, die aber tatsadchlich nicht vorhanden ist.
Das bedeutet, dass zusatzlich zur Spannungsenergie die aus der Biegedeformation ent-
steht, noch ein Anteil aus der Schubspannung dazukommt.

Zusammenfassend kann die Aussage getroffen werden, dass sich lineare exakt integrier-
te Finite Elemente verhaltnismaBig sehr steif unter reiner Biegung verhalten. Werden
diese Elemente fiir Berechnungen verwendet, kann es je nach Belastung moglich sein,
dass es zu falschen Resultaten bei den Verschiebungen kommt.
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Lineare Elemente reduziert integriert

Die auftretenden Schubverfestigungseffekte konnen durch gezielt reduzierte Integrati-
on eliminiert werden. Das Problem der Schubverfestigung fiir Stabelemente folgt aus
der nachfolgenden Gleichung. Fiir eine Schubsteifigkeit, die gegen unendlich tendiert,
muss sich die Querschnittsverdrehung mit der Ableitung der Biegelinie aufheben.

w+oe(x) =0 [GL. 2-77]

Die Ableitung der linearen Ansatzfunktion von w’(x) ergibt einen konstanten Verlauf
uber das Stabelement. Die Ansatzfunktion von ¢(x) ist eine lineare Uber die Stablange
sich andernde Funktion. Die exakte numerische Integration erfolgt mit zwei GauBpunk-
ten die bei +./1/3 liegen mit den zugehdrigen Integrationsgewichten ¢; von 1. Das In-
tegrationsintervall beschrankt sich auf den Bereich von -1 bis +1.

1

[fooax = Zn D(x)0o; = D(—/1/3)1+D(/1/3)1 [GL. 2-78]
i=1

-1

Die nachfolgende Abbildung 2-55 zeigt die beiden Funktionen und die Funktionswerte
bei den GaulRpunkten. Durch den Umstand, dass eine konstante Funktion mit einer ver-
anderlichen Funktion Gber die Stablange numerische integriert Null ergeben sollte, ist
erkennbar das dies nur der Fall sein kann, wenn nur einen GaulRpunkt flir die numerische
Integration gewahlt wird.

H,(r)
10+

H,'(r)
101

08
081

06
06

041

02

L I I ] T
-1.0 05 0.0 05 10 -10

Abb. 2-55 Ansatzfunktionen mit GauBpunkten

Damit die Forderung aus der Gleichung [2-78] erflillt wird, kann auf eine exakte numeri-
sche Integration verzichtet werden. Ist dies der Fall, wird von einem linearen Stabele-
ment mit reduzierter Integration gesprochen. Die Ansatzfunktionen fur w(x) und ¢(x)
bleiben exakt dieselben wie beim exakt integrierten Stabelement. Der einzige Unter-
schied besteht darin, dass bei der numerischen Integration nur ein GaulRpunkt verwen-
det wird. Der GauRBpunkt liegt bei r = 0 und das dazugehdrige Integrationsgewicht o; hat
den Wert 2.
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Quadratische Elemente exakt integriert

Die exakt integrierten Elemente zweiter Ordnung haben ein grundlegendes anderes Ver-
formungsverhalten, weil durch die mindestens quadratischen Ansatzfunktionen
(Abbildung 2-56) alle Elementkanten in Kurven Gbergehen kénnen.

H,(r)
10t

Hy(r) = 5(1-1)-5(1-x)
Hy(r) = 3(1+1)=2(1-%) "
Ha(r) = 1-1° _

] ! ‘ .
10 05 0s 10

H,(r)

10+

08
06
04r

021

" | I I
-1.0 05 0.5 1.0

Abb. 2-56 Quadratische Ansatzfunktionen

Die verformte Figur des dreidimensionalen Kontinuumselements entspricht genau dem
verformten homogenen Balkenstiick (Abbildung 2-57). Der rechte Winkel zwischen den
Markierungslinien bleibt auch im verformten Zustand erhalten.

i

Abb. 2-57 Quadratisches Kontinuumselement unter reiner Biegebeanspruchung

Bei diesem Element kommt es zu keiner kiinstlichen Schubbeanspruchung und das Ele-
ment simuliert das reale Verhalten des homogen aufgebauten Stabelements. Bei Ele-
menten zweiter Ordnung kommt es durch die Ansatzfunktionen héher Ordnung zu
keiner Schubverfestigung.

Mehr zum Thema Schubverfestigung im Buch Finite-Elemente-Methoden von K.J. Bathe
[4], in der Dissertation von Julian Zotter [20] und im Paper ,,Shear Locking and Hourglas-
sing” von Eric Qiuli Sun [17].

Strukturmechanische Grundlagen Seite 65



Masterarbeit
study research [engineering test center Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewdhlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

2.4.3 Hourglass

ABAQUS stellt standardmaRig Elemente mit reduzierter Integration zur Verfligung, um
das Problem der Schubverfestigung zu umgehen. Mit den reduziert integrierten Elemen-
ten kann das Problem der Schubverfestigung umgangen werden, aber es kann passieren,
dass man sich im Gegenzug das numerische Phdnomen des Hourglassing damit einfangt.
Die Berechnungszeit sinkt, wenn Finite Elemente mit reduzierter Integration verwendet
werden. In der nachfolgenden Tabelle 2-1 ist eine Ubersicht von verschiedenen Elemen-
ten mit den dazugehdrigen Integrationspunkten aus der ABAQUS Programmbibliothek
enthalten.

Tab. 2-1 Ausgewadhlte ABAQUS 3D Kontinuumselemente
Element Integrationspunkte Element Integrationspunkte
C3D8 8 C3D27 27
C3D8R 1 C3D27R 14

Doch nicht immer liefern Elemente mit reduzierter Integration richtige Ergebnisse. Bei
der reduzierten Integration kann das numerische Problem des Hourglassing auftreten,
was ein sehr flexibles Verformungsverhalten der Elemente mit sich bringt. Finite Ele-
mente Pakete bieten daher reduziert integrierte Elemente mit Hourglass Kontrolle an.
Sollte es aber trotzdem zu einem sanduhrartigen Verformungsverhalten der Elemente
kommen, sollte ein anderer Elementtyp gewdhlt werden.

In der nachfolgenden Abbildung 2-58 ist ein reduziert integriertes Element unter reiner
Biegebeanspruchung dargestellt. Der rechte Winkel der Markierungslinien bleibt auch
im verformten Zustand erhalten. Dieser Umstand kann nur auftreten, wenn am Integra-
tionspunkt die Normal- und Schubspannungen gleich Null ist und sich keine Verzerrungs-
energie aus der Deformation ergeben hat. Diese nicht physikalisch auftretenden
Zustande von ,Zero Energie Modes” treten normalerweise nur bei groben Finite Elemen-
te Netze ein. In den Ergebnissen ist zu sehen, dass die Struktur GbermaRig flexibel ist und
sich sanduhrartig verformt.
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Abb. 2-58 Formdnderung eines reduziert integrierten Kontinuumselements

Mehr zum Thema Hourglassing im Paper ,Shear Locking and Hourglassing in MSC
Nastran, ABAQUS, and ANSYS“ von Eric Qiuli Sun [17].
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2.4.4 Beispiel Schubverfestigung (shear locking)

Im folgenden Beispiel sind die Auswirkungen der Schubverfestigung anhand eines ein-
seitig eingespannten Tragers untersucht worden.

shear locking
20 T

T T
Lineares Stabelement exakt integriert
Lineares Stabelement reduziert integriert
Hermite Polynome

15

Bereich des
shear lockings

0 von exakt integrierten
\ Stabelementen

lF ° \\

1
WmaX
>y \

0 5 10 15 20 25 30
L/H

Fehler [%]

ANNNAN

J
=

Abb. 2-59 shear locking Modell und L/H Diagramm shear locking

Fiir das Diagramm der Schubverfestigung wurden vier Elemente am einseitig einge-
spannten Stab untersucht.

e Lineares Stabelement exakt integriert

e Lineares Stabelement reduziert integriert

® Quadratisches Stabelement exakt integriert
e Schubstarre Hermitsche Funktionen

Die blaue Linie im Diagramm in Tabelle 2-59 charakterisiert die Hermitschen Funktionen,
die auch als Fehlerreferenz dienen. Mit steigendem L/H Verhaltnis ndhern sich die Her-
mitschen Funktionen an die exakte Losung an. Die griine Linie zeigt den Fehler, der mit
linearen Stabelementen, welche exakt integriert, werden auftritt. Bei einem L/H Verhalt-
nis von rund 15 schneiden die Hermitschen Funktionen besser ab als die exakt integrier-
ten linearen Stabelemente. Die rote Linie charakterisiert die reduziert integrierten
linearen Stabelemente, die im Ergebnisbereich der schubnachgiebigen Timoshenko
Stabtheorie liegt. Ident zu den Ergebnissen der Timoshenko Stabtheorie sind auch die
guadratischen Stabelemente, die im Prinzip keinen Fehler mehr machen.
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3 Stand des Wissens

In diesem Kapitel werden die zu untersuchenden Probleme erldutert und deren Finite
Elemente Modelle vorgestellt. Dieses Kapitel beschaftigt sich auch mit der Auswertung
von Versuchsdaten aus dem Labor. Den Anfang machen Materialmodelle, die bei den
Berechnungen mit dem FE-Paket ABAQUS zum Einsatz gekommen sind.

3.1 Werte fiir das orthotrope Material

Fir die Berechnungen in ABAQUS wurden zwei unterschiedliche Materialmodelle ver-
wendet und deren Auswirkungen untersucht.

3.1.1 Materialparameter fiir technisches Material

In dieser Arbeit wird von technischem Material gesprochen, wenn keine Unterscheidung
zwischen tangentialer und radialer Holzrichtung gemacht wird. Bei den Materialparame-
tern werden zudem keine Querkontraktionswerte fiir radiale, tangentiale und axiale
Holzrichtung verwendet.

Im ersten Materialmodell sind zwei technische Materialien ohne Querkontraktionen in
einem kartesischen Koordinatensystem zum Einsatz gekommen. Diese zwei Materialen
sind zum einen Schnittholz der Sortierklasse C 24 und zum anderen Brettsperrholz. Fir
Brettsperrholz stammen SteifigkeitskenngroRen aus Européischen Technischen Zulas-
sungen (ETA) und sind in der Tabelle 3-3 enthalten.

Tab. 3-1 Mechanische SteifigkeitskenngréfRen Brettsperrholz
Mechanische SteifigkeitskenngroRen BSP Hersteller Grundmaterial der Lamelle C 24

[N/mm?] KLH Mayr-Melnhof Binder

Elastizitatsmodul -

parallel zur Faserrichtung der Eo,mean 12.000 11.600 11.000

Bretter

Elastizitatsmodul -

normal zur Faserrichtung der E90,mean 370 370 370

Bretter

Schubmodul -

parallel zur Faserrichtung der Go,mean 690 650 690

Bretter

Schubmodul -

normal auf die Faserrichtung GR mean 50 50 50

der Bretter, Rollschubmodul
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Die Nachgiebigkeitsbeziehung fiir technisches Material ist in der Gleichung [2-9] im Ka-
pitel strukturmechanische Grundlagen enthalten.

Die Eingabe im Programm erfolgt durch folgenden Befehl:

*ELASTIC, TYPE=ENGINEERING CONSTANTS
E1. Ez. B3, vip =0, vi3 =0, vp3 =0, G2, Gy3, Gp3

Die Nachgiebigkeitsbeziehung des technischen Materials mit Zahlenwerten des
Brettsperrholzherstellers KLH sieht folgendermaRen aus.

s 30 o0 o o o0 o | |
Gy 0 370 0 0 0 0 f22
Sxl _| O 0 12000 O 0 0 €33 [GL. 3-1]
Ty 0 0 0 5 0 0 Y12
. O 0O O 0 6% 0
13 Y13
) O 0 0 0 0 699
[T23| ¢ - U=

In der nachfolgenden Tabelle 3-2 ist der Zusammenhang zwischen den mechanischen
SteifigkeitskenngroRen und den mechanischen SteifigkeitskenngréoBen der jeweiligen
Koordinatenorientierung von ABQUS gegeben.

Tab. 3-2 Mechanische Steifigkeiten und ABAQUS Koordinatenrichtungen
ABAQUS Mechanische SteifigkeitskenngroBe [N/mm?]
Es Eo,mean 12000
E1, E2 E90,mean 370
G13, Go3 Gmean 690
Gip GR mean 50
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3.1.2 Materialparameter fiir Material nach Neuhaus

In dieser Arbeit wird von Material nach Neuhaus gesprochen, wenn die Unterscheidung
zwischen tangentialer und radialer Holzrichtung erfolgt. Bei den Materialparametern
werden die Querkontraktionszahlen in Abhangigkeit der radialen, tangentialen und axi-
alen Holzrichtung angegeben.

Das zweite Materialmodell berlicksichtigt die anisotropischen Steifigkeitseigenschaften
von Holz in radialer, tangentialer und axialer Holzrichtung. Es wurde Fichtenholz mit 12%
Holzfeuchte gewahlt. Die mechanischen Kenngrofen stammen aus der Dissertation von
Neuhaus, die unter dem Titel , Elastizitdtszahlen von Fichtenholz in Abhangigkeit von der
Holzfeuchtigkeit” im Jahr 1981 veroffentlicht wurde [6].

Die Nachgiebigkeiten wurden von Neuhaus folgendermal3en definiert, wobei o7 die Tan-
gentialrichtung, 6| die Langsrichtung und o die Radialrichtung darstellt.

€1 Di; Dip Dygl (o7
g | = |Dg Dy Dyl - |o. [GL.3-2]
€R D3; D3y Dgg| |Og

Die Nachgiebigkeiten fir das Materialmodell in ABAQUS sind folgendermal3en definiert:

€R Ex Dy Dyp Dyl 0%
er| = |&y| T |Dgy Dy Dyl - Oy [GL.3-3]
€L €7 D3; D3, Dgs| |07

Durch die unterschiedlichen Definitionen der Zylinderkoordinaten muss die Nachgiebig-
keitsmatrix von Neuhaus umgebaut werden, damit die Eingabe in die Finite Elemente
Software ABAQUS erfolgen kann. Der Umbau der Nachgiebigkeitsmatrix erfolgt durch
Vertauschen der Zeilen und umsortieren der Nachgiebigkeitskennzahlen der einzelnen
Eintrage. AbschlieBend werden noch die Nachgiebigkeitszahlen fiir den Schub einge-
fuhrt, um auf das in ABAQUS verwendete Materialmodell ,TYPE=ENGINEERING CON-
STANTS” mit den neun Ingenieurkonstanten zu erhalten. Fir die Eingabe der
Nachgiebigkeitskennzahlen, die mit den Querkontraktionszahlen versehen sind, muss
der Anwender die Koeffizienten unterhalb der Hauptdiagonale im Programm angeben.

Die Eingabe im Programm erfolgt durch folgenden Befehl:

*ELASTIC, TYPE=ENGINEERING CONSTANTS
E1. E2. B3, viz. Vi3, vp3, Gro. Gz, Gps
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Die Querkontraktionen miissen aus den Nachgiebigkeitskoeffizienten von Neuhaus
rickgerechnet werden.

Umbau der Nachgiebigkeitsmatrix von Neuhaus.

€1 Dy D1y Dag| |o7
g | = |Dgy Dy Dyl - |o
€R D33 D3y Dyl |OR
er| = (D3 D1y Dyy| - |07
&L _D23 Dy D22_ 101 [GL. 3-4]
1 HMr _Her
E E E
£ HR T . L on
— rRT 1 FT
E. E; E
€L oL
_Hre HMre 1
En. E; E,

Um die Nachgiebigkeiten zu erhalten, wird durch den entsprechenden Elastizitatsmodul
dividiert.

_ST_ _D11 DiDi3 0 0 0 | _GT_
&L D21 Dp Dy 0 0 0 oL
€r| _ |Pa1 DDy 0 0 O Or
YL o 0 0Dy 0 O Tl
YRL 0O 0 O O Dg O TRL
Veer 0 0 0 0 O Dgl |Trr
I S [GL.3-5]
R D33 Dy Dy 0 0 0 Jog
&t D130y Dy, 0 0 0 Jo7
€| _ |D3 Dy Dp 0 0 0 N
Yl |0 0 0 Dg O O |tg
YL 0O 0 0O 0 Dy O Tl
YRL 0 0 0 O O Dgl |Tr
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Die Nachgiebigkeitsbeziehung des anisotropischen Materials mit den mechanischen
SteifigkeitskenngroRen nach Neuhaus lasst sich wie folgt anschreiben:

1 Hr HMer 0 0

Er Er E
TR tE L, o o | |7
el _| ER B E .| O [GL. 3-6]
VR 0 0 0 1/Ggr O 0 TRT
L 1L
RS 1o 0o 0o o0 G, o | LR

0 0 0 0 0 1/Gg

Der Umbau der Nachgiebigkeitsmatrix von Neuhaus ist nun auf die von ABAQUS gefor-
derte Form gebracht worden. Die komplette Nachgiebigkeitsmatrix fiir die Berechnung
mit dem Modell der neun Ingenieurkonstanten ist somit abgeschlossen. In ABAQUS
miussen die Nachgiebigkeitskoeffizienten, die unterhalb der Hauptdiagonale des konser-
vativen Materialtensors stehen, eingeben werden.

Die Nachgiebigkeitsbeziehung des orthotropen Materials nach Neuhaus mit Zahlenwer-
ten sieht folgendermalien aus:

— 1 T

o, Sym 0 0 O
"] 0,6021 1 .|
€ = = °
R 817 419 000 "
Tl |ooa6 0072 1 o of [T

eL| _|” 817 419 11990 St [GL. 3-7]
YrT 0 0 o L o of |Trr
42

YL 1 T
YrL| 0 0 0 623 TRL

1

0 0 0 0 0 73
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Die in der Tabelle 3-3 enthaltenen NachgiebigkeitskenngréBen stammen aus der Disser-
tation von Neuhaus und gelten fiir eine Holzfeuchte von 12%.

Tab. 3-3 NachgiebigkeitskenngroRen nach Neuhaus
Mechanische NachgiebigkeitskenngréBen nach Neuhaus [mm%N] x 1073
Holzfeuchte
D11 D22 D33 Dyg Dss Des
12% 2,3829 0,0834 1,2234 1,0638 23,5996 1,3453
D12 D21 D13 D31 D23 D3
12% 0,0458 0,0839 0,7327 0,7404 0,0677 0,0341

Durch das konservative Materialverhalten muss die Materialsteifigkeitsmatrix fir die
Berechnung symmetrisch sein. In der Materialsteifigkeitsmatrix muss gelten Dy, = D,;.
Aus diesem Grund wurde der Mittelwert zwischen den zwei Steifigkeitskoeffizienten D,
und D,4 gebildet (Tabelle 3-4).

Tab. 3-4 Gemittelte NachgiebigkeitskenngréRen

Gemittelte mechanische NachgiebigkeitskenngréRen [mm?%N] x 1073

Holzfeuchte

D12=Dyy D13=D3 D23=D3;
12% 0,0649 0,7366 0,0509
Die Querkontraktionszahlen ergeben sich zu:
Viz = D3 Bg Vig = Da3- Eg Vo = Do Er [GL. 3-8]

Die neun Ingenieurkonstanten nach Neuhaus ergeben sich mit einer Holzfeuchte von
12% Prozent zu und sind in der nachfolgenden Tabelle 3-5 enthalten.

Tab. 3-5 Ingenieurkonstanten nach Neuhaus 12% Holzfeuchte
Ingenieurkonstanten nach Neuhaus [N/mm?]
Er 817 VRT 0,6021 Gpy 42
Er 419 V1L 0,0416 Gr 623
Er 11.990 VRrL 0,0272 GgrL 743

Fir alle Berechnungen auf der Basis des Materials nach Neuhaus wurde eine Holzfeuch-
te von 12% festgelegt.
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3.1.3 Koordinatensysteme fiir die Materialmodelle

Fiir die Berechnung mit der Finte Elemente Software ABAQUS kann der Benutzer zwi-
schen verschiedenen Koordinatensystemen wahlen, in denen die mechanischen Steifig-
keitskenngrofRen eingegeben werden kénnen. Fir die Berechnungen in dieser Arbeit
sind folgende Koordinatensysteme zum Einsatz gekommen.

e Kartesische Koordinaten
e Zylinderkoordinaten

Kartesische Koordinaten

Ein kartesisches Koordinatensystem ist ein orthogonales Koordinatensystem. Das global
definierte kartesische Koordinatensystem bezieht sich auf die X,Y und Z Koordinaten
(Abbildung 3-1). Dem Benutzer wird die Moglichkeit gegeben, weitere lokale kartesische
Koordinatensysteme (X’,Y‘, Z‘) zu definieren. Die Materialparameter werden bei der Be-
rechnung in das lokale Koordinatensystem transformiert.

Abb. 3-1 Materialorientierungen im kartesischen Koordinatensystem

Mit einem kartesischen Koordinatensystem wird auf die Holzorientierung kein Einfluss
genommen. Das technische Material im kartesischen Koordinatensystem kann mit ei-
nem Seitenwarebrett verglichen werden, welches weit vom Mark entfernt liegt
(Abbildung 3-2). Wird das lokale Koordinatensystem um 90° Grad gedreht, entspricht
dies perfekten Riftbrettern. Filir Drehungen von circa 45° Grad ergeben sich Halbriftbret-
ter.

B =45° B =90°

X X X

Abb. 3-2 Kartesische Koordinaten bei Brettern
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Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten sind ein Sonderfall der Polarkoordinaten. Das Zylinderkoordinaten-
system wird mit den Punkten a und b eindeutig festgelegt. Der Ausgangspunkt ist dabei
das globale kartesische Koordinatensystem. Die mechanischen SteifigkeitskenngrofRen
werden im globalen kartesischen Koordinatensystem festgelegt und in Abhangigkeit der
jeweiligen Elementorientierung transformiert. Der Zusammenhang der globalen kartesi-
schen Koordinaten und Zylinderkoordinaten ist in der nachfolgenden Tabelle 3-6 gege-
ben.

Tab. 3-6 Zusammenhang der Koordinaten in ABAQUS
Globale kartesische Koordinaten Zylinderkoordinaten
x-Richtung Radiale Richtung
y-Richtung Tangentiale Richtung
z-Richtung Axiale Richtung

In Abbildung 3-3 sind Zylinderkoordinaten im Holz und der Zusammenhang zwischen
den globalen Koordinaten und den Zylinderkoordinaten in ABAQUS dargestellt.

x‘ radial
z" axial
y‘ tangential
x (Global)
Abb. 3-3 Materialorientierungen im Zylinderkoordinatensystem

Mit Zylinderkoordinaten kénnen sehr elegant Bretter jeglicher Art simuliert werden.
Wird die Achse des Zylinderkoordinatensystems in die Brettmitte gelegt, entspricht dies
einem Kernbrett (Abbildung 3-4). Wird die Achse weiter nach auBen geschoben, wan-
dert das Brett im Stamm gesehen weiter weg vom Kern.

radial t=0cm

Abb. 3-4 Zylinderkoordinaten bei Brettern
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In Abhangigkeit vom Ursprung des Zylinderkoordinatensystems ist es moglich, kernge-
trennte Bretter und auch Bretter der Seitenware zu modellieren (Abbildung 3-5).

radial radial t=25cm

Abb. 3-5 Zylinderkoordinaten bei Brettern

In der nachfolgenden Abbildung 3-6 sind Kernbretter und kerngetrennte Bretter mit den
,FE-Brettern” gegeniibergestellt.

Abb. 3-6 Kernbretter
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In der nachfolgenden Abbildung 3-7 sind Seitenwarebretter mit den ,FE-Brettern” der
Parameterstudie gegeniibergestellt.

Abb. 3-7 Bretter der Seitenware
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3.2 Biegepriifung

In der ONORM EN 408 Holzbauwerke - Bauholz fiir tragende Zwecke und Brettschicht-
holz - Bestimmung einiger physikalischer und mechanischer Eigenschaften [2] werden
Versuchskonfigurationen angegeben, um elastische Kenngroen fir Holz zu ermitteln.

3.2.1 Auswertung und Problemstellung Biegepriifung

Aus dem Vierpunkt-Biegeversuch kann der lokale und globale Elastizitatsmodul des Priif-
korpers rickgerechnet werden. In der nachfolgenden Abbildung 3-8 ist der Vierpunkt-
Biegeversuch mit den daraus resultierenden Schnittkraften dargestellt.

Messpunkte der F/2 F/2
Durchbiegung
\ , L
A 7
= 1 1
8/ T T L___y__ Y -7
W
a L-2a a
| |
L
_ Fa
[M] Mmax = 2
_F
Q=3
[l o-F
2
Abb. 3-8 Vierpunkt-Biegeversuch und Schnittkraftverlaufen

Lange des Versuchskorpers

Fiir die Lange des Versuchskopers wird fiir a eine Lange von sechsmal der Querschnitts-
hohe h gewahlt. Daraus ergibt sich die Gesamtlange zu 18-mal der Querschnittshdhe h.
Die Durchbiegung wird in Feldmitte und neben den Einzellasten gemessen. Da der quer-
kraftfreie Bereich der Stablosung mit der Realitdat nicht UGbereinstimmt, werden die
Durchbiegungen in der Entfernung von h/2 zur Mitte hin gemessen. Dadurch ergibt sich
eine fiktive Tragerlange fir die Auswertung des lokalen Elastizitaitsmoduls von fliinfmal
der Querschnittshéhe h (L; = 5h).
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3.2.2 Lokaler Elastizitatsmodul

Bei der Auswertung kann mit der gemessenen Durchbiegung aus dem Versuch der lokale
Elastizitaitsmodul im querkraftfreien Bereich bestimmt werden. Die lokale Durchbiegung
aus dem Versuch fir das Teilsystem ergibt sich aus der Differenz der Durchbiegung in
Feldmitte und der Durchbiegung beim Messpunkt neben der Einzellast. Fiir die Bestim-
mung des lokalen Elastizitditsmoduls wird aus dem Vierpunkt-Biegeversuch ein neues
statisches System gebildet. Dies geschieht, indem der querkraftfreie Teil des Tragers her-
ausgelost wird (Abbildung 3-9).

M M li
f— =

2
|

Ly Ly
|
[M] [M] 0
V1 1
M = F?a Mmax = 4
Abb. 3-9 Lokales Teilsystem mit Schnittkraftverlaufen

Die Durchbiegung kann mit dem Prinzip der virtuellen Krafte berechnet werden. Fir die
Berechnung des Integrals des Arbeitssatzes wird die Simpson’sche Formel verwendet.

- MM
1-w-= EIdx
- 2 Ly 1( Fa Fa 1L; . Fa 1L1)
W==.—.=1-—=0+4 . — —+1 - — . —=
Lw=g 55l 5 045 5+l-5—
GL. 3-9
Fal,’ [GL. 3-9]
W= ——
16ELokaI|
Fal,”

ELokaI - 16wl

Der lokale Elastizitatsmodul ergibt sich mit Vereinfachung a = 5h und L; = 5h zu:

3
75Fh
ELokaI = W [GL. 3-10]
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3.2.3 Globaler Elastizitatsmodul

Bei der Auswertung kann mit der gemessenen Durchbiegung aus dem Versuch der glo-
bale Elastizitaitsmodul Uber die gesamte Tragerlange bestimmt werden (Abbildung 3-
10). Fir diesen Bereich wird der Einfluss der Querkraft mitberticksichtigt (L = 18h).

[ 1 I

2 £ 2
|

|, a L-2a a | L |
| | I
= 1L
F = ==
Ivlmax = 73 Mmax 4

[Q [Qj
- _F =~ _ 1
Q - _2 — Q = _=
Q= F 1 2

2 Q=3
Abb. 3-10 Gesamtsystem mit Schnittkraftverlaufen

Die Durchbiegung kann mit dem Prinzip der virtuellen Krafte berechnet werden. Zur Be-
stimmung des globalen Elastizitatsmoduls ist es notwendig, die Durchbiegungsanteile,
welche aus der Schubverformung resultieren, zu beriicksichtigen. Fir die Berechnung
des Integrals des Arbeitssatzes wird die Simpson’sche Formel verwendet.

(MM, . QD _cA

1 = dx+J'de §==

fw=2.(2(0ra F2 1o, Fa I

Lw=gg\0*4 7 3155 (GL. 3-11]
L-2a1 () Fala,, Fal(,,Lo2a),, Fal(, Lo2a)

> g\l ot At )l s ety

2E 1,

S22
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Die Durchbiegung berechnet sich daher zu:

| Fa(24E gy, —4Sa” +35L7)
48EGobaI IS

w
[GL. 3-12]
2 2
£ _ FaS(4a”-3L9)
Global ™ 24| (aF - 2Sw)

Der globale Elastizitatsmodul ergibt sich mit Vereinfachung a = 5h und L = 18h zu:

207Fh°S

EGiobal = | (2Sw— 6Fh) [GL. 3-13]

3.2.4  Scheinbarer Elastizitditsmodul ,E;onarent

Bei der Auswertung von Biege-Prifungsergebnissen wurde friiher oft der ,,scheinbare
Elastizitdtsmodul” E, ,rent VErwendet, der bei gleicher Durchbiegung die Querkraftan-
teile nicht mitberiicksichtigt. Durch diesen Umstand muss der ,,scheinbare Elastizitats-
modul®E,pparent kleiner als der ,globale Elastizitatsmodul®, der die Querkraftanteile mit
beriicksichtigt, sein. Fir die Auswertungen in dieser Arbeit wurde der scheinbare Elasti-
zitatsmodul E;pparent Nie verwendet.

3.2.5 Auswertung fiir Brettsperrholz

Die Auswertung vom globalen und lokalen Elastizitaitsmodul wurde zuerst bei Brett-
schichtholz angewandt. Brettschichtholz besitzt keine schubnachgiebigen Querlagen
wie etwa Brettsperrholz. Fir die Auswertung des globalen Elastizitdtsmoduls wird der
Schubkorrekturfaktor Kk benétigt. Flir homogen aufgebaute Rechteckquerschnitte ergibt
sich der Schubkorrekturfaktor x zu 1,2. Fiir Brettsperrholz wurde der Schubkorrekturfak-
tor fir geschichtete Querschnitte mit homogenem Querschnittsaufbau in Stablangsrich-
tung im Kapitel 2.2.8 hergeleitet. Bei der Biegeprifung zeigt sich nun, ob der
Schubkorrekturfaktor den globalen Elastizitatsmodul richtig riickrechnet. Der lokale Ela-
stizitdatsmodul wird im querkraftfreien Bereich bestimmt und ist somit unabhangig vom
Schubkorrekturfaktor ¥ geschichteter Querschnitte.

Der Schubkorrekturfaktor bericksichtigt jedoch nicht die Fugen, die in der Brettsperr-
holzplatte vorhanden sind. Bei vielen Produkten wird auf die Schmalseitenverklebung
der Bretter verzichtet. Ist dies der Fall, sind keine Fugen vorhanden, aber die Struktur der
Querlage ist durch die Fugenausbildung periodisch unterbrochen.

Im nachsten Schritt werden Modelle entwickelt, die Schubkorrekturfaktoren fir ge-
schichtete Querschnitte mit nicht homogenem Querschnittsaufbau in Stablangsrich-
tung, wie dies bei Brettsperrholz der Fall ist, berechnen kénnen.

Seite 82 Stand des Wissens



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

Fir die Berechnung des Schubkorrekturfaktors und fiir die Auswertung der Biegepri-
fung wird der Rollschubelastizitdtsmodul Gg ¢4, bendtigt. Im Nachfolgenden wird tiber-
prift, welchen Einfluss verschiedene Bretttypen auf den Rollschubelastizitatsmodul
haben. Einerseits wird die Lage des Brettes im Stamm beriicksichtigt und auf der ande-
ren Seite wird die Brettbreite variiert. Fir die Lage im Stamm ergeben sich verschiedene
Bretttypen wie etwa Rift-, Kern-, Halbrift- und Seitenware-Bretter.

Stand des Wissens Seite 83



Masterarbeit
study research [engineering test center Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewdhlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

Seite 84 Stand des Wissens



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

33 Entwicklung der Priifkonfiguration ,,EN“
Dieser Teil wurde aus der Masterarbeit von Bernhard Hirschmann Gibernommen [10].

Als Grundlage fiir die Entwicklung des Versuchskérpers ,,EN” dienen die Priifnormen EN
789 ,,Holzbauwerke-Priifverfahren - Bestimmung der mechanischen Eigenschaften von
Holzwerkstoffen” [9] und die EN 408 , Holzbauwerke-Bauholz fiir tragende Zwecke und
Brettschichtholz-Bestimmung einiger physikalischer und mechanischer Eigenschaften”
[8].

Der in der EN 789 Anhang B beschriebene Priifkorper zur Bestimmung der Scherfestigkeit
rechtwinkelig zur Plattenebene, ist in erster Linie flir die Untersuchung von Holzwerkstof-
fen, wie z. B. Spanplatten oder Furnierschichtholz, konzipiert.

Der Priifkérper besteht im Wesentlichen aus zwei Teilen, der zu untersuchenden Platte
und den aufgeklebten Seitenhélzern, siehe Abb. 2. (a)1.
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Platte _ Seitenholz ‘ F ‘ F 4 F
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Abb. 3-11 Versuchskonfiguration nach EN 789 (a) / Step1— moglicher BSP Versuchskorper (b)

Dieser Priifkérper wird nun im Step 1 zu einem dreischichtigen Brettsperrholzelement
L,umgebaut”, siehe Abbildung 3-11 (b). Die Seitenhélzer werden zu Decklagen und die
Platte zur Querlage des Priifkérpers umfunktioniert. Der Abstand zwischen den Seiten-
hélzern (150 mm) wird als Fuge zwischen den Decklagenbrettern gesehen. Diese Fuge
von 150 mm Breite wird auf einen Spalt von wenigen Millimetern reduziert. Diese ,,neue”
Fugenbreite wird den in den Produktzulassungen geregelten maximal zuldssigen Fugen-
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breiten fiir Brettsperrholz entsprechen.

Die Abmessungen der Deck- und Querlagen werden in der ,ingenieurmdfigen” stati-
schen Uberpriifung des Probekérpers festgelegt.

Nun werden die Priifkrafteinleitung und die Lagerung des Priifkérpers néher betrachtet.

Wie in Abbildung 3-11 (a) und (b) ersichtlich ist, wird die Priifkraft (iber die beiden Seiten-
hélzer eingeleitet. Da die Wirkungslinien der vertikalen Krdfte F\, einen Abstand zueinan-
der aufweisen, muss aus Gleichgewichtsgriinden eine seitliche Abstiitzung angebracht
werden. Der Probekérper wiirde ansonsten seitlich kippen. Bildet man nun die Resultie-
rende Fp der Kréifte F\, und Fy, so wird diese resultierende Kraft im Schnittpunkt der Wir-
kungslinien von F, und F; angreifen und entlang ihrer Wirkungslinie durch den
Schwerpunkt des Probekérpers zum gegeniiberliegenden Lager ,wandern”,

Ersetzt man nun in Step 2 und 3 die vertikalen und horizontalen Lager durch ein Lager,
welches im rechten Winkel zur Wirkungslinie der resultierenden Kraft angeordnet ist, so
kann die resultierende Priifkraft direkt z. B. iiber eine Druckkraft eingeleitet werden, sie-
he Abbildung 3-12.

F
R* Prifkonfiguration ,,EN“

Wirkungslinie FR FR
der Resultierenden
L
Einschnitt
N
Faserrichtung
Decklage
auf Schub
o beanspruchter
S Querschnitt
Faserrichtung §
Querlage
/ AHA
40 10| 40
Decklage I
Einschnitt Z Z
2224
* Fs t Fr t Fr
(a) (b)

Abb. 3-12 Step 2 — modifizierter (a) und — Step 3 — finalisierte Priifkonfiguration ,,EN“ (b)

Diese Art der Lagerung hat mehrere Vor- und einen Nachteil:
Zum Ersten kann der Priifaufbau bedeutend einfacher gestalten werden, da keine seitli-
chen Abstiitzungen notwendig werden. Der Priifkérper wird, entsprechend dem Winkel
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zwischen Wirkungslinie und der Vertikalen, verdreht eingebaut. Der zweite Vorteil liegt
im Krdftefluss des belasteten Priifkérpers. Da die Priifkraft entlang ihrer Wirkungslinie
durch den Schwerpunkt des Probekérpers ,,wandert”, entstehen keine planmdfigen La-
stexzentrizitdten, die unerwiinschte Stérspannungen erzeugen, welche Auswirkungen
auf das Messergebnis haben kénnten. Nachteilig zu sehen ist die planmdfige Spannungs-
interaktion in der Schubfuge, bestehend aus Schub- und Druckspannungen in Faserrich-
tung der Querlage. Erzeugt wird dies durch den Kraft-Faserwinkel zwischen der
resultierenden Priifkraft FR und dem Querlagenbrett. Inwieweit diese Interaktion das
Messergebnis beeinflusst, ist nicht bekannt. Natiirlich wéire es auch denkbar, anstatt ei-
ner Druck- eine Zugkraft als Priifkraft zu verwenden. In diesem Fall wiirde sich durch den
Vorzeichenwechsel (Druck ,,-“ auf Zug ,,+“) die oben genannte Spannungsinteraktion aus
Schub- und Zugspannungen in Faserrichtung zusammensetzen.

Als Anhaltspunkt fiir die Neigung des Priifkérpers ,,EN“ wird der Schrdgstellungswinkel
aus der Priifkonfiguration ,, Bestimmung der Scherfestigkeit in Faserrichtung” aus der EN
408 Abs. 18 iibernommen. In dieser Konfiguration wird der Probekérper planmdfSig mit
einem Winkel von 14° verdreht in das Priifgertist eingebaut, siehe Abbildung 3-13 auch
dort tritt planmdfig eine Spannungsinteraktion auf, welche sich aber aus Schub- und
Querdruckspannungen zusammensetzt.

- F
\r Faserrichtung
§ |11~ Stahlplatte
Prifk6rper
—

Abb. 3-13 Scherprifkorper nach EN 408 Abs. 18

Wie bereits beschrieben, wird dieser neue Priifkérper ,,EN“ nur eine relevante Schubebe-
ne in der Querlage besitzen. Diese Schubebene befindet sich im mittleren Querlagen-
brett. Die oben und unten angeordneten Bretter der Querlage (Fiillhdlzer) haben eine
lastverteilende Wirkung und werden in der Fuge zwischen den Decklagen durchtrennt,
siehe Abbildung 3-12 (b). So wird garantiert, dass nur ein Querschnitt auf Schub belastet
wird. Die Geometrie des Versuchskérpers, insbesondere die Priifkérperléinge, wird durch
die Abmessungen der Einzelteile und dem Winkel der Schragstellung bestimmt.

Dieser Abschnitt stammt aus der Masterarbeit von Bernhard Hirschmann und wurde der
Vollstandigkeit halber angefiihrt [10].
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3.3.1 Auswertung der EN-Versuchsserien

Die zehn Versuche einer EN-Versuchsserie wurden fiir den Vergleich mit den numeri-
schen Rechnungen zu einer Mittelwertkurve zusammengefasst. Die lineare Anfangsstei-
figkeit der EN-Versuchsserie wird im Bereich zwischen 10% und 40% Prozent der
maximal gemessenen Kraft im Versuch bestimmt. Bei der Versuchsdurchfiihrung im La-
bor wurden der globale Maschinenverschiebungsweg und der lokale Verschiebungsweg
fur die Auswertung aufgezeichnet.

In der nachfolgenden Tabelle sind die Abmessungen der EN-Priifkonfigurationsserien
enthalten. Diese Versuche sind im Rahmen der Masterarbeit von Bernhard Hirschmann
am Institut flir Holzbau und Holztechnologie der Technischen Universitat Graz geprift
und ausgewertet worden. Die in Tabelle 3-7 verwendeten Abkiirzungen in der Rubrik
»,Lage im Stamm* stehen fir:

e SW..Seitenware
¢ HR..Halbriftware
¢ R.. Riftware

e KB..Kernbrett

e QB..Querbrett

Tab. 3-7 Prifplan der EN-Konfiguration
QB-Breite [mm] | QB-Dicke [mm] | Lage im Stamm Fugenbreite [mm]
Konfig. Stiick
200 150 10 | 20 | 30 [SW|HR| R | KB | 1,5 5 25
EN-A X X X X 10
EN-B X X X X 10
EN-C X X X X 10
EN-D X X X X 10
EN-E X X X X 10
EN-F X X X X 10
EN-G X X X X 10
EN-H X X X X 10
EN-I X X X 10
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Auswertung der EN-A-Versuchsserie

Globales und lokales Last-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 3-14)

Kraft-Verschiebung EN-A-Global

40000 , , ; T
E LT S e - L i i i L
BOOD [
25000 B
=z
oy 20000 B
wv
S
15000 B
10000 b
5000 B
EN A Serie
” Mittelwert EN A Serie
0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
Verschiebung [mm]
Kraft-Verschiebung EN-A-Lokal
40000 , , , T
BEOOQ [ ]
30000 |
25000 —
=z
oy 20000 -
(%]
S
15000 —
10000 B
5000 -
EN A Serie
Mittelwert EN A Serie
0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Verschiebung [mm]

Abb. 3-14 Last-Verschiebungs-Diagramme
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Auswertung der EN-B-Versuchsserie

Globales und lokales Last-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 3-15)

Last [N]

Last [N]

Abb. 3-15
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40000

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000

Kraft-Verschiebung EN-B-Global
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Mittelwert IEN B Serie

I I I
0 1 2 3 4 5
Verschiebung [mm]

Kraft-Verschiebung EN-B-Lokal

EN B Serie
Mittelwert IEN B Serie

0 1 2 3 4 5

Verschiebung [mm]

Last-Verschiebungs-Diagramme
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Auswertung der EN-C-Versuchsserie

Globales und lokales Last-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 3-16)

Kraft-Verschiebung EN-C-Global

40000 , , ; T
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0 1 2 3 4 5
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Abb. 3-16 Last-Verschiebungs-Diagramme
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Auswertung der EN-D-Versuchsserie

Globales und lokales Last-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 3-17)

Kraft-Verschiebung EN-D-Global
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Abb. 3-17 Last-Verschiebungs-Diagramme
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Auswertung der EN-F-Versuchsserie

Globales und lokales Last-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 3-18)

Kraft-Verschiebung EN-F-Global
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Abb. 3-18 Last-Verschiebungs-Diagramme
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Auswertung der EN-G-Versuchsserie

Globales und lokales Last-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 3-19)

Kraft-Verschiebung EN-G-Global
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Abb. 3-19 Last-Verschiebungs-Diagramme
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Auswertung der EN-H-Versuchsserie

Globales und lokales Last-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 3-20)

Kraft-Verschiebung EN-H-Global
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Abb. 3-20 Last-Verschiebungs-Diagramme
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Auswertung der EN-I-Versuchsserie

Globales und lokales Last-Verschiebungs-Diagramm (Abbildung 3-21)

Kraft-Verschiebung EN-I-Global
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Abb. 3-21 Last-Verschiebungs-Diagramme
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Linear elastische Steifigkeit

Um die linear elastische Steifigkeit zu erhalten, wird eine Gerade mit bestmdglichster
Anpassung durch die Punkte, die zwischen 10% und 40% Prozent der maximal gemessen
Kraft liegen, eingepasst. Die Steigung der Geraden ergibt die gemittelte Steifigkeit im li-
near elastischen Bereich flir die EN-Versuchsserien.

Globale Steifigkeit

Fir die globale Steifigkeit ist der Verschiebungsweg der Universalprifmaschine wahrend
des Versuchs aufgezeichnet worden. Die Krafte im Versuch werden mithilfe einer Kraft-
messdose aufgezeichnet (Abbildung 3-22).

Aw

Maschinenweg

Kraftmessdose
der Priifmaschine 7

Abb. 3-22 Universalprifmaschine

Lokale Steifigkeit

Zur Ermittlung der lokalen Steifigkeit bleibt die Kraft dieselbe. Der Verschiebeweg
kommt aber hier nicht von der Universalprifmaschine, sondern wird in der Mitte der
Probe mit zwei Wegaufnehmern gemessen (Abbildung 3-23). Diese zwei Wegaufnehmer
sind auf der Vorderseite und Riickseite montiert worden. Fiir die Auswertung wurden
die Messdaten gemittelt.

Abb. 3-23 Lokaler Wegaufnehmer montiert auf einem EN-Prifkorper
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3.3.2 Linear elastische Steifigkeiten

Die Auswertung ist in der nachfolgenden Tabelle 3-8 gegeben.

Tab. 3-8 Steifigkeiten der EN-Versuchsserien

Versuchsserie

Globale Steifigkeit [N/mm]

Lokale Steifigkeit [N/mm]

EN-A 20.111 50.138
EN-B 16.215 37.775
EN-C 20.708 45,953
EN-D 24.677 51.823
EN-F 18.363 43.188
EN-G 21.389 51.050
EN-H 24.530 60.453
EN-I 14.838 26.447
3.3.3  Tragfahigkeiten der EN-Versuchsserien
Die Auswertung ist in der nachfolgenden Tabelle 3-9 gegeben.
Tab. 3-9 Steifigkeiten der EN-Versuchsserien
Versuchsserie |  Fin [N] Frmax [N] Fmean [N] Fgo, [N]* Fso, IN]**
EN-A 20.740 24.730 22.472 20.416 20.478
EN-B 15.980 18.859 17.124 15.451 15.504
EN-C 25.497 29.250 27.045 24.875 24931
EN-D 19.123 38.694 34.423 28.925 29.215
EN-F 19.371 24.483 22.325 18.907 19.079
EN-G 25.023 28.525 26.921 25.020 25.063
EN-H 25.880 32.202 28.921 24.808 25.001
EN-I 21.597 26.201 24.392 22.204 22.268

* Wurde mit einer Normalverteilung abgeschatzt!

** Wurde mit einer 2p-Log-Normalverteilung abgeschatzt!
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3.3.4 Messdaten und Auswertung der Versuche

Globale Steifigkeit

Der globale Maschinenweg (Abbildung 3-24) muss noch durch das elastische Verhalten
der Prifmaschine korrigiert werden.
Dies geschieht mit der nachfolgenden Gleichung [3-14].

AW = WeQyqrrigiert = Weg— (8, 8256x10 " - Kraft + 0, 25121) [GL. 3-14]

Die Gleichung [3-14] stammt vom LIGNUM TEST CENTER (LTC) der TU Graz.

Abb. 3-24 Globale Steifigkeit

Aus den gesamten Verschiebungsdaten werden bei der Auswertung die Last-Verschie-
bungs-Diagramme gezeichnet.
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Lokale Steifigkeit

Die Messdaten der lokalen Wegaufnehmer auf der Vorder- und Riickseite des Prifkor-
pers wurden fir die Auswertung des lokalen Last-Verschiebungs-Diagramms gemittelt
(Abbildung 3-25).

Abb. 3-25 Lokaler Wegaufnehmer aufgeschraubt auf den Priifkérper

Fir den Vergleich mit den lokalen Last-Verschiebungs-Diagrammen mit den Finiten Ele-
menten Berechnungen ist folgendes Modell zum Einsatz gekommen. Fiir die Knoten, die
genau an der Position der Schraube liegen, wurden die Verschiebungen inkrementell bei
der Berechnung gespeichert. Aus den Knotenverschiebungen ist der lokale Verschiebe-
weg riickgerechnet worden. Der lokale Verschiebeweg setzt sich aus einer Verschiebung
und einer Verdrehung zusammen.

u, +u u,—u
1 2 1 2
u = + e
Brettl 2 h [GL. 3-15]

Au = Uprett2 — Uprett1

Fiir die Knotenverschiebung bei 8 Millimetern in Brett 2 ist abhangig von der NetzgroRe
zwischen den Knotenverschiebungen interpoliert worden.
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Position def/Schrauben im
FE-ModeII

Abb. 3-26 Wegaufnehmer und FE-Modell

Knoten an der Position der Wegaufnehmer im Finiten Elemente Modell mit Bemallung
(Abbildung 3-26 und Abbildung 3-27).

Abb. 3-27 Bemalung der Wegaufnehmer
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3.3.5 Einfluss der Fugen bei Brettsperrholzplatten

Bei der Herstellung von Brettsperrholz ist es moglich, verschiedene Fugenarten auszubil-
den. Bei Brettsperrholz konnen folgende Fugenarten unterschieden werden.

e GrolRe Abstande bis = 140 mm (z.B. bei Hybridquerschnitten)
e Kleine Fugen 1 - 6 mm (zuldssig It. Zulassung)

e Keine Fugen (Bretter Mann an Mann nicht verklebt)

e Keine Fugen (schmalseitenverklebte Bretter)

Die verschiedenen Fugenarten fir Brettsperrholz sind in der nachfolgenden
Abbildung 3-28 dargestellt.

GroRe Abstanﬁe Abstinde 50 - 130 mm ]

Kleine Fugen Fugen1-2mm Brettsperrholz ohne
i i Schmalseitenverklebung
_ der Einzelbretter mit Fugen
Bretter Mann an Mann

Schmalseitenverklebung der Bretter . Brettsperrholz mit
EE— | oo

der Einzelbretter

Abb. 3-28 Fugenarten bei Brettsperrholz

In der Brettsperrholzplatte konnen auch unplanmaRige Fugen durch Schwindrisse ent-
stehen, wie in der Abbildung 3-29 dargestellt ist.

Abb. 3-29 Schwindrisse bei Brettsperrholz
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3.3.6 Mechanismus | ,,Schub” und Mechanismus Il , Torsion“

Durch die oben genannten Umstande von Fugen und Schwindrissen wird die Schubkraft
der Scheibe nur in den Langslagen Ubertragen. Durch den Umstand, dass die Krafte in
der Mitte der jeweiligen Langslage wirken, entsteht durch den rdumlichen Versatz ein
zusatzliches Moment, welches aus der Scheibenebene wirkt. Fiir den Scheibennachweis
muss der Mechanismus | ,Schub“ und der Mechanismus Il ,Torsion” erfiillt sein
(Abbildung 3-30).

Querkraftpaar in der Querkraftpaar in der Schub Mechanismus |
horizontalen Brettlage vertikalen Brettlage
| — _
- -

wirkendes Moment in der wirkendes Moment in der Torsion in der Klebefldche

T+

horizontalen Brettlage vertikalen Brettlage Mechanismus I
| -
Abb. 3-30 Mechanismus | ,,Schub“ und der Mechanismus Il , Torsion”

Der Mechanismus | ,Schub “bildet ein reines Schubfeld in der Brettsperrholzplatte aus.
Der Mechanismus | ist auf Basis der Krafte mit sich selbst im Kraftegleichgewicht. Um das
Momentengleichgewicht flir den Knoten zu erfiillen, muss ein Torsionsmoment aus der
Ebene aktiviert werden. Dieses Moment wird als Mechanismus Il ,, Torsion” bezeichnet.
Aus der Brettsperrholzscheibe wird dabei ein Knoten als reprasentatives Volumen-Ele-
ment kurz RVE herausgeschnitten. Wird beim RVE ein Mittelknoten, der von Brettmitte
zu Brettmitte geht, herausgel6st, spricht man von einem reprasentativen Volumen-Sub-
Element RVSE (Abbildung 3-31).

T _—— - = =

RVE

Abb. 3-31 Reprasentatives Volumen-Elemente & Reprasentatives Volumen-Sub-Element
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Mechanismus | ,,Schub“ und Mechanismus Il ,, Torsion*

Globale Schubbeanspruchung mit
der Nennspannung T,

o = Nyy, RVSE
U t

3
v

Y
L e -

a
A
=
|
-
oo

Mechanismus | ,Schub”
Beanspruchung aus Querkraft-

Schubbeanspruchung mit der
Schubspannung 1,

T, =27,

v

e e |

\.

v e | ey

¢

{ \

Abb. 3-32 Schubkrafte am RVSE-Knotenelement der Brettsperrholzscheibe
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Mechanismus | ,,Schub” und Mechanismus Il ,,Torsion*

Mechanismus Il , Torsion”
Torsionsbeanspuchung T;

Abb. 3-33 Schubkrafte am RVSE-Knotenelement der Brettsperrholzscheibe

Der Mechanismus Il , Torsion” wird durch den Mechanismus | ,Schub” aktiviert. In der
Scheibennachweisfiihrung von Brettsperrholz miissen beide Mechanismen nachgewie-
sen werden.
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4 Elastische FE-Berechnungen Biegepriifung

In diesem Kapitel werden elastische FE-Berechnungen zur Bestimmung des Schubkor-
rekturfaktors unter Mitbericksichtigung von Fugen und verschiedenen Bretttypen so-
wie Vergleichsberechnungen zwischen der Stabtheorie und 2D-Kontinuums-
berechnungen am Beispiel der Vierpunkt-Biege-Priifkonfiguration durchgefiihrt.

4.1 FE-Modelle zur Ermittlung des Schubkorrekturfaktors

In Kapitel 2.2.8 wurde der Schubkorrekturfaktor analytisch abgeleitet. Diese Herleitung
setzt in den Querlagen der BSP-Platte ein durchgehendes Kontinuum, welches nicht von
Fugen unterbrochen ist, voraus. Eine weitere Voraussetzung in der Herleitung sind auf-
grund der einzelnen Bretter die konstanten Materialparameter in Stablangsrichtung. In
der Praxis sind in den Querlagen jedoch Fugen vorhanden und die Materialorientierun-
gen (Jahrringlage) andern sich standig.

Folgende Einflussfaktoren sind deshalb zu untersuchen:

e Brettbreite

e Fugen

e Materialparameter (Technisches Material)
e Bretttypen (Kartesische Koordinaten)

Um den Schubkorrekturfaktor mit diesen Einflussfaktoren zu bestimmen, miissen Finite
Elemente Modelle erstellt werden. Diese werden im Folgenden prasentiert.

4.1.1 Querschnitt mit wélbbehinderter Querkraftscherung

Fiir den homogenen Querschnitt unter wolbbehinderter Scherung ergibt sich der Schub-
korrekturfaktor ndherungsweise zu 1, weil im gesamten Querschnitt - abgesehen von
den beiden freien Randern - dieselbe Schubverzerrung yvorhanden ist. Dieses Modell ist
das einfachste Schermodell und tritt bei Abscherversuchen ein, wenn Holzbretter zwi-
schen zwei Stahlplatten geklebt und abgeschert werden.

Fir die Berechnung werden alle Knotenverschiebungen in x-Richtung gesperrt. In der
nachfolgenden Abbildung 4-1 ist ein homogener Querschnitt unter reiner Scherung im
unverformten und verformten Zustand abgebildet.

Im FE-Modell wurde eine Auflagerverschiebung an der rechten Seite angebracht. Mit der
Probenldnge kann die Schubverzerrung berechnet werden. Die Knotenfesthaltekrafte
werden im Zuge der Berechnung von ABAQUS aufgezeichnet. Der Schubmodul und die
Querschnittflache des Probekorpers sind bekannt.
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Die Schubverzerrung yist wie folgt definiert:

_ Vv )
'Y—b [GL. 4-1]

In der nachfolgenden Abbildung 4-1 ist das FE-Modell des wodlbbehinderten Quer-
schnitts zu sehen.

Referenzknoten links

[ S, Mises
V (Avg: 75%)

t_ +5.196e+01

] +5.196e+01

- +5.196e+01

N 12 196er01

+5.196e+01

t. Q +5.19s:+01

] +5.196e+01

+5.196e+01

N +5.196e+01

+5.196e+01

5.196e+01

hCLT tl 15.1962101

+5.196e+01

t
t; Referenzknoten rechts
Y
L.
Abb. 4-1 Querschnitt mit wolbbehinderter Scherung

Im Falle eines homogenen Querschnitts ergibt sich die Schubsteifigkeit S zu:

S=GA [GL. 4-2]

Im Falle eines geschichteten Querschnitts ergibt sich die Schubsteifigkeit S zu:

S = IGA [GL. 4-3]

Diese Schubsteifigkeit dient im Weiteren als Referenzwert bei der Querkraftscherung,
welche mit dem Schubkorrekturfaktor x korrigiert wird.
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4.1.2 Homogener Querschnitt unter reiner Querkraftscherung

Hier wird ein homogener Querschnitt einer Scherung ausgesetzt. Der Unterschied zum
vorigen Modell liegt darin, dass nun in x-Richtung (Stablangsrichtung) eine freie Schub-
verwolbungsmoglichkeit gegeben ist. Dieser Fall entspricht daher der Beanspruchung
durch eine Querkraft. Querkrafte rufen Biegemomente hervorrufen, somit muss die
freie Schubverwdélbungsmoglichkeit sichergestellt werden. In diesen Fall sind im FE-Mo-
dell spezielle Randbedingungen und Zwangsgleichungen zu definieren.

Fiir die Ableitung dieser Randbedingungen geht man vorerst von einer mittleren Verdre-
hung ¢, des Querschnitts und Verschiebungen in x-Richtung u,, = ¢,,- Z aus. Auf-
grund der freien Schubverwdlbungen ist in jedem Punkt des Querschnitts eine beliebige
Verschiebung u gegeben, welche als U = @,-2z ausgedrickt werden kann
(Abbildung 4-2). Nun wird gefordert, dass diese Verschiebungen u,, und u Gber den
Querschnitt bestmoglich Gbereinstimmen.

starr flexibel

Abb. 4-2 Virtuelle Querschnittsverdrehung

Fiir den Ansatz wird die mittlere Querschnittsverdrehung als unbekannt angesetzt.

1 :
Jé(‘Pi 2~ ¢y 2)°dA = min
A

[GL. 4-4]
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Nun wird gefordert, das ¢,,, Null ist.

jui -zdA = @y jziZdA
A /4 A \\
P 20 [GL. 4-5]

—>Iui-zidA: 0
A

Diese Forderung fuhrt dazu, dass das Integral Iui - Z,dA verschwinden muss. Dies gilt als
Randbedingung im FE-Modell. A

Wie zuvor erwadhnt, tritt auch ein Moment auf, welches jedoch im FE-Modell keine
Langsdehnungen hervorrufen soll, damit es zu einer konstanten Schubverwdélbung
kommt. Dies wird durch Langskopplungen aller Querschnittspunkte mit gleichen z-Koor-
dinaten erreicht.

Diese Bedingung wird in ABAQUS durch Zwangsgleichungen in das Finte Elemente Mo-
dell eingebaut. Aus den Knotenkoordinaten werden die z-Abstande bestimmt und das
Integral wird mit der Simpson‘schen Formel gel6st. Die exakte Losung wirde sich aus
den Integrationspunkten der Elemente ergeben. Durch die leichtere Implementierung
der Simpson’schen Formel wurde auf diese Technik verzichtet. Das Integrationsschema
ist in der nachfolgenden Abbildung 4-3 gezeigt.

Knoten Simpson Simpson  Simpson Gesamt

1 1 1
2 4 4
3 1 1 2
4 4 4
5 1 1 2
6 4 4
7 1 1
Abb. 4-3 Integrationsschema der Simpson‘schen Formel

Fir die Integration wird dem ersten Funktionswert das Integrationsgewicht von 1,0 zu-
geordnet. Der zweite Funktionswert erhalt das Integrationsgewicht von 4,0 und der letz-
te Funktionswert erhalt wiederum den Wert 1,0. Werden mehr wie drei Funktionswerte
integriert missen die Integrationsgewichte entsprechend addiert werden.
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Die EQUATION im Input-File des FE-Modells lautet:

*EQUATION

33

11, 1, -8.0, 21,1, -30.00, 31,1, -14.00, 41,1, -26.00
51, 1,-12.0, 1,1, -22.00, 71,1, -10.00, 81,1, -18.00
91, 1, -8.0, 101,1, -14.00, 111,1, ~-6.00, 121,1, -10.00
131, 1, -4.0, 141,1, -6.00, 151,1, ~-2.00, 161,1, ~-2.00
171, 1, 0.0, 181,1, 2.00, 191,1, 2.00, 201,1, 6.00
211, 1, 4.0, 221,1, 10.00, 231,1, 6.00, 241,1, 14.00
251, 1, 8.0, 261,1, 18.00, 271,1, 10.00, 281,1, 22.00
291, 1, 12.0, 301,1, 26.00, 311,1, 14.00, 321,1, 30.00
331, 1, 8.0

Im Finiten Elemente Modell ist diese Zwangsgleichung fiir die linke Querschnittskante
formuliert worden. Damit wird die mittlere Querschnittsverdrehung zu Null.

Die u-Verschiebungen aller weiteren Elementknoten werden nun durch weitere Zwangs-
gleichungen an die u-Verschiebungen der linken Querschnittskante gekoppelt:

*EQUATION
2
NSETL, 1, -1.0, NSET2, 1, 1.0

Liegen mehrere Knotenreihen dazwischen, werden diese alle an die Referenzknotenrei-
he gekoppelt. Mithilfe dieser Zwangsgleichungen werden auftretende Langsverzerrun-
gen verhindert und der Querschnitt steht unter reiner Querkraftscherung.

Alle v-Verschiebungen (y-Richtung) an der linken Seite werden an den linken Referenz-
knoten gekoppelt und gesperrt. Dies geschieht im Programm {iber die Randbedingung.

*BOUNDARY
Brett.REF_T1inks,1,2

Auf der rechten Seite wird als Belastung eine aufgezwungene Verschiebung des rechten
Referenzknotens eingegeben. Alle v-Verschiebungen der rechten Seite werden an den
rechten Referenzknoten gekoppelt. Die aufgezwungene Verschiebung von -0.1 cm wird
im Programm mit dem Boundary Befehl erzeugt:

*BOUNDARY
Brett.REF_rechts,2,2,-0.1

In der Berechnung wird von ABAQUS die Knotenreaktionskraft fiir den rechten Referenz-
knoten ermittelt. Diese Knotenreaktionskraft ist die tatsachliche Querkraft fiir die vor-
gegebene Schubverformung und wird fiir die Auswertung des Schubkorrekturfaktors
bendtigt.

Qrg= Knotenreaktionskraft an der rechten Seite
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In der nachfolgenden Abbildung 4-4 ist die verformte Figur eines homogenen Quer-
schnitts mit den beschriebenen Randbedingungen abgebildet. Die Schubspannungen
sind in diesem Fall nicht mehr konstant Gber den Querschnitt, sondern weisen den be-
kannten parabelférmigen Verlauf auf.

S, 512

(Avg: 75%)
+4.622e-01
-2.700e+00
-5.863e+00
-9.026e+00
-1.219e+01
-1.535e+01
-1.851e+01
-2.168e+01
-2.484e+01
-2.800e+01
-3.116e+01
-3.433e+01
-3.749e+01

Abb. 4-4 Homogener Querschnitt ohne mittlere Querschnittsverdrehung
Die Riickrechnung des Schubkorrekturfaktors erfolgt mit der Gleichung [4-6].

GA- \
x = =2 vy == GL. 4-6
QFE b [ ]

Fiir den homogenen Querschnitt ergibt sich der rlickgerechnete Schubkorrekturfaktor
zu 1,2. Dieser Wert gilt fir homogene Rechteckquerschnitte und ist aus der Literatur be-
kannt. Daher liefert das FE-Modell korrekte Schubkorrekturfaktoren und wird in adap-
tierter Form (Schichtungen, Fugen, Materialorientierungen) in den nachfolgenden
Kapiteln verwendet.

Anmerkung:
Oftmals findet sich in der Literatur auch der Wert von 0,83 fiir den Schubkorrekturfaktor,

was dem Kehrwert von 1,2 entspricht. Diese Unterschiede ergeben sich aus den unter-
schiedlichen Definitionen fiir die Schubsteifigkeit.

_GA
K

S S = GAk [GL. 4-7]

In dieser Arbeit wird immer mit der ersten Definition gearbeitet.
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4.1.3 Geschichteter Querschnitt mit Fugen unter Scherung

Im nachsten Schritt werden die Auswirkungen von Fugen auf den Schubkorrekturfaktor
von geschichteten Querschnitten untersucht. In den Berechnungen wurden zwei Fugen-
arten untersucht. Bei der ersten Fugenart liegen die Bretter Mann an Mann, sind jedoch
an der Schmalseite nicht miteinander verklebt. Bei den Modellen der zweiten Fugenart
wurden Fugen mit einer GrofRe von funf Millimetern angenommen. Zusatzlich ist zu je-
der Brettbreite eine homogene Querlage (Solid) berechnet worden, um den Einfluss der
Fugen deutlich zu machen. In der nachfolgenden Tabelle 4-1 ist eine Ubersicht der FE-
Modelle gegeben.

Tab. 4-1 Finite Elemente Modelle fiir Schubkorrekturfaktoren mit Fugen
Brettbreite [mm] Fugenbreite [mm] Fugenbreite [mm] Fugenbreite [mm]
30 0 5 Solid
60 0 5 Solid
90 0 5 Solid
120 0 5 Solid
150 0 5 Solid
180 0 5 Solid

In der nachfolgenden Abbildung 4-5 sind die drei FE-Modelle mit einer Brettbreite von
90 Millimetern dargestellt.

Solid 0 mm Fuge 5 mm Fuge

t;

S—
4

N
t;
t;
g

“—

Schubspannungen 14,

Abb. 4-5 Geschichtete Querschnitte mit Fugen unter Scherung, Brettbreite 60 Millimeter
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4.1.4  FE-Ergebnisse Schubkorrekturfaktor

Der Schubkorrekturfaktor k von geschichteten Querschnitten mit Fugen ist fiir folgende
Modelle bestimmt worden (Tabelle 4-2). Die filinfschichtige Brettsperrholzplatte hat
gleiche Schichtstarken von 32 Millimetern. Fir die Berechnung der Schubkorrekturfak-
toren wurde technisches Material verwendet. Flr die Berechnungen mit dem ebenen
Spannungszustand wurden die CPS4 ABAQUS Elemente verwendet. Vor der Parameter-
studie werden die Auswirkungen der verschiedenen ABAQUS Elemente (CPS4, SPS4l,
SPS4R, SPS8) liberpriift. Beim Vergleich der verschiedenen Elemente wurden sehr gerin-
ge nicht signifikante Anderungen festgestellt, die aber vernachlissigt werden kénnen.
An einem Modell des Schubkorrekturfaktors sind die Unterschiede der normalen, in-
kompatiblen, quadratischen und reduziert integrierten ABAQUS Elemente mit ebenem
Spannungszustand untersucht worden. Es sind keine Unterschiede festzustellen und da-
mit kann das Problem des ,shear lockings” ausgeschlossen werden.

Tab. 4-2 Finite Elemente Modelle fir Schubkorrekturfaktoren mit Fugen
Brettbreite [mm] Fugenbreite [mm)] Fugenbreite [mm] Keine Fuge
30 0 5 Solid
60 0 5 Solid
90 0 5 Solid
120 0 5 Solid
150 0 5 Solid
180 0 5 Solid

Die Riuickrechnung auf den Schubkorrekturfaktor erfolgte mit der Gleichung [4-8]. Dabei
ist vV die aufgezwungene v-Verschiebung und b die Brettbreite.

_ Y- ZGA;

K y:\—l
Qre b

[GL. 4-8]

In der nachfolgenden Tabelle 4-3 sind die riickgerechneten Schubkorrekturfaktoren K in
Abhangigkeit der Fugen enthalten.

Tab. 4-3 Schubkorrekturfaktoren mit Fugen

Fugenbreite 0mm 5mm Keine Fuge Schubkorrektur-
Brettbreite [mm] Kappa [-] Kappa [-] Kappa [-] faktor integriert*

30 7,589 9,830 5,769 5,441

60 6,549 7,276 5,769 5,441

90 6,265 6,690 5,769 5,441

120 6,132 6,432 5,769 5,441

150 6,056 6,287 5,769 5,441

180 6,006 6,194 5,769 5,441
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* Der integrierte Schubkorrekturfaktor wurde mit der Gleichung [2-65] aus dem Kapitel
strukturmechanische Grundlagen berechnet.

In der nachfolgenden Tabelle 4-4 ist die relative Abweichung bezogen auf den integrier-
ten Schubkorrekturfaktor enthalten.

Tab. 4-4 Abweichung der Schubkorrekturfaktoren mit Fugen

Fugenbreite 0mm 5mm Solid, Keine Fuge
Brettbreite [mm] Abweichung [%] | Abweichung [%] Abweichung [%]

30 39,5 80,7 6,0

60 20,4 33,7 6,0

90 15,1 23,0 6,0

120 12,7 18,2 6,0

150 11,3 15,5 6,0

180 10,4 13,8 6,0

Aus Tabelle 4-4 ist zu erkennen, dass sich mit dem integrierten Schubkorrekturfaktor bei
realen baupraktischen Brettbreiten eine Abweichung von circa 10% - 20% ergibt.

Rein aus mechanischer Sicht sollte sich kein Unterschied zum integrierten Schubkorrek-
turfaktor ergeben. Durch den geringen Unterschied von 6% Prozent wird dieser offenen
Frage nicht weiter nachgegangen.

Anmerkung:

Fiir die Berechnung der Schubkorrekturfaktoren wurde eine flinfschichtige Brettsperr-
holzplatte mit 32 mm Einzelschichtstarken verwendet. Die Gesamthdhe der Brettsperr-
holzplatte betragt 160 mm. Fiir die Berechnung wurde technisches Material verwendet.
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4.2 FE-Modelle zur Ermittlung des effektiven Rollschubelastizitditsmoduls
4.2.1 Einfluss des Rollschubs auf die Schubsteifigkeit von Brettsperrholz

Der Einfluss des Rollschubs hat Auswirkungen auf die Schubsteifigkeit. Einerseits wird
bei der Berechnung des Schubkorrekturfaktors der Wert flir den Rollschub eingesetzt.
Auf der anderen Seite wird bei schubnachgiebigen Berechnungen der Rollschubelastizi-
tatsmodul eingesetzt. Dies erfolgt bei Stabberechnungen Gber die Schubsteifigkeit, wel-
che den Schubkorrekturfaktor und dadurch den Rollschubelastizitatsmodul implizit
mitberlicksichtigt passieren. Bei Berechnungen mit Finiten Elementen kann dieser direkt
eingegeben werden. Aus dem Paper von R. Gorlacher ,,Ein Verfahren zur Ermittlung des
Rollschubmoduls von Holz” [18] geht hervor, dass der Rollschubelastizitatsmodul in Ab-
hangigkeit vom Winkel B bei 45° Grad weit hoher liegt als die Werte in den Normen und
Zulassungen. Gorlacher bestimmte den Rollschubelastizitatsmodul mithilfe der Eigen-
frequenzen der Biegeschwingung des schubnachgiebigen Stabs. Die Materialparameter
wurden dabei von Null bis 90 Grad variiert.

Untersuchte Parameter zur Bestimmung des effektiven Rollschubmoduls Gg o¢:

e Brettbreite

e Materialparameter (Technisches Material und Material nach Neuhaus)

e Materialorientierung (Kartesische Koordinaten und Zylinderkoordinaten)
e Bretttypen (Kernbrett bis Seitenware, Seitenware bis Riftbrett)

Rollschubelastizitatsmodul mit kartesischen Koordinaten

In der nachfolgenden Parameterstudie wird der Einfluss der oben genannten Faktoren
untersucht. Auf der einen Seite wird mit technischem Material laut Zulassung mit einem
kartesischen Koordinatensystem gerechnet. Zur Gegeniberstellung werden auch die
Materialparameter von Neuhaus bei 12% Holzfeuchte verwendet. Die Materialmodelle
far technisches Material und Material nach Neuhaus sind im Kapitel 3.1 enthalten. Bei
der Berechnung wird das kartesische Koordinatensystem von seiner Ausgangslage
schrittweise um 1 Grad verdreht (Abbildung 4-6). Das Brett mit Null Grad Orientierung
kann als Seitenwarebrett, welches sehr weit vom Kern liegt, angesehen werden. Das
Brett mit 90 Grad entspricht einem Riftbrett.

B=0° 45°

=]
1}

Go Gy

Abb. 4-6 Technisches Material
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Rollschubelastizititsmodul mit Zylinderkoordinaten

Um fir die Parameterstudie andere Bretterarten besser simulieren zu kdnnen, werden
Zylinderkoordinaten eingefiihrt. Diese Koordinaten transformieren die Materialparame-
ter elementweise. Wegen der sich stetig andernden Orientierung entlang der Jahrringe
im Zylinderkoordinatensystem. Die Parameterstudie wurde mit technischem Material
und dem Material nach Neuhaus mit einer Holzfeuchte von 12% Prozent durchgefiihrt.

Der Ursprung des Zylinderkoordinatensystems wurde einmal in die Brettmitte und ein-
mal an den Brettrand gesetzt und ist pro Berechnungsschritt um zehn Millimeter von der
Mitte nach auBen geschoben worden (Abbildung 4-7). Der Abstand t durchlauft bei der
Parameterstudie die Werte von Null bis 50 Zentimetern, was einem Stammdurchmesser
von 100 Zentimetern entsprechen wiirde. Ist der Abstand bei 50 Zentimetern, so sind die
Werte mit dem technischen Material im kartesischen Koordinatensystem vergleichbar,
weil die Jahrringlagen bei diesem Abstand anndhernd gerade verlaufen.

radial t=0cm -
radial t=0cm

Abb. 4-7 Bretter mit Zylinderkoordinatensystem

Randbedingung und Belastung fiir die FE-Modelle zur Ermittlung des effektiven Roll-
schubelastizitditsmoduls Gg ¢

Als Belastung der Bretter wurde eine konstante Schubspannung auf der Oberseite des
Brettes eingegeben. Die Elementknoten an der Brettunterseite wurden bei der Berech-
nung in beiden Koordinatenrichtungen fix gehalten. Bei der Parameterstudie wurden die
Knoten an der Brettoberseite in der y-Richtung fix gehalten. In der nachfolgenden
Abbildung 4-8 sind die Belastung sowie die Randbedingungen fiir das Modell der Para-
meterstudie zur Bestimmung des effektiven Rollschubelastizitatsmoduls abgebildet.

Der effektive Rollschubelastizitatsmodul fir das Brett kann mit den gemittelten Ver-
schiebungen der Brettoberkante berechnet werden (Gleichung [4-9]).

[GL. 4-9]
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Fiir die Berechnung werden alle Knotenverschiebungen in die x-Richtung gemittelt. Die
Brettstarke h wurde mit 32 Millimetern festgelegt. Somit kann die mittlere Schubverzer-
rung gerechnet werden. In der nachfolgenden Abbildung 4-8 ist das Modell mit der Be-
lastung und den Randbedingungen dargestellt. Als Belastung wurde eine konstante
Oberflachenschubbelastung eingegeben.

) u
Gesperrte Brettoberseite mean
—»

s

FE-Modelle der Parameterstudie zur Bestimmung des effektiven Rollschubelastizitdtsmoduls

Abb. 4-8

Die Bretter in den Querlagen von Brettsperrholz kdnnen sich nicht frei verformen, weil
sie mit den Langslagen vollflachig verklebt sind.

In der Parameterstudie wurden folgende Parameter untersucht (Tabelle 4-5):

e Brettbreite
e Materialparameter
e Bretttypen (Koordinatensysteme)

Tab. 4-5 Parameter zur Ermittlung des effektiven Rollschubelastizitatsmoduls

Breite | Hah Koordinatensysteme Randbedi

| () | Koresische | DYinderaordinaten {grorgersie | Maters
60 32 0° < B <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
90 32 0° < B <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
120 32 0° < B <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
150 32 0° < B <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
180 32 0° < B <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH

Die Materialmodelle fiir technisches Material (KLH) und Material nach Neuhaus sind im
Kapitel 3.1 enthalten.
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Die Brettstarke von 32 Millimetern ist frei gewahlt und ergibt bei einem flinfschichtigen
Aufbau einer Brettsperrholzplatte eine Gesamtstarke von 160 Millimetern. Die Parame-
terstudie wurde danach auch mit anderen Brettstarken durchgefiihrt. Alle Diagramme
der Parameterstudie sind im Annex ,Brettvariation” enthalten. Fiir die Parameterstudie
wurden Bretter bis zu einer Brettstarke von 40 Millimetern im Flinfmillimeterintervall
durchgerechnet. Folgende Brettstarken wurden dabei untersucht (Tabelle 4-6).

Tab. 4-6 Parameter zur Ermittlung des effektiven Rollschubelastizitatsmoduls

Breit Hah Koordinatensysteme Randbedi

from] | {rom) | Kartesische 2inderkoordiaten Brettoberseite | Materil
30-180 15 0° <P <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
30-180 20 0° <P <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
30-180 25 0° <P <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
30-180 30 0° <P <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
30-180 32 0° <P <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
30-180 35 0° <P <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH
30-180 40 0° <P <90° 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH

Die Materialmodelle fiir technisches Material (KLH) und Material nach Neuhaus sind im
Kapitel 3.1 enthalten. In der nachfolgenden Abbildung 4-9 sind die Unterschiede fiir den
Fall 1 und Fall 2 mit Zylinderkoordinaten enthalten.

Fall 1

| |
7t i

Radial

Abb. 4-9

b= 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

}Iangential
Ty

Zylinderkoordinaten Fall 1 und Fall 2

Radial

Fall 2

|
A

b= 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

}'\I’angential
Ty
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4.2.2 Transformation der Materialparameter

Die Materialtransformation aus Kapitel 2.1.8 wird nun fiir das technische Material ange-
wandt. Die Materialsteifigkeitsmatrix des technischen Materials hat lediglich in der
Hauptdiagonale Eintrage.

011 Ci 0 0 €11
T10 0 0 Cgg [112=2¢y

Durch die Nulleintrage in der Steifigkeitsmatrix ergibt sich die transformierte Steifig-
keitsmatrix zu:

c = cosP s = sinf
(~311 S 2¢%s? 4c’s? ac3st acts® _C11_
622 st ot 2 4c%s —4c's’ —4c’s' C,,
612 - ’s o’ s —4c% 2( cts® - 0351) 2( st - 0153) 10
633 c?s? I’ —2c%s tadiS+ st 2(cls3 - cssl) 2(0351 - clss) Ca
613 st ets® Bt -l 2(c331 - clss) ¢*-3c%s? — s+ 3c%° 0
_6231 _—cls3 st - 2(cls3 - cssl) —st+3c%° c*-3c%s? 1 - 0.

Der Rollschubelastizitdtsmodul kann nun als Funktion von 3 aus der vierten Zeile der
transformierten Steifigkeitsmatrix berechnet werden. Fiir das technische Material gilt
C11 = C3 = Eggmean= 370 N/mm?:

2 .2
Ggr B(B) = 2c0sB - sin"B - Egg pean t

. X X . [GL. 4-11]
(cos B—2cos™B-sin"B+snP) - Gr nean

Wird die Formel fiir den Rollschubelastizitdtsmodul fir = 45 Grad ausgewertet ergibt
dies Folgendes:

2 2 4 2 2 4
[GL. 4-12]
1

T\ _ 1 11,1
GR,B(Z) - 2'5'5'E9O,mean+(zl_2‘§'§+zl)'GR,mean
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Der transformierte Rollschubelastizitatsmodul fiir 45° ergibt sich zu:

E
T _ Som,(1 1 1
Grply) = 57+(5-3+%) Crmean

o\ — E90,mean
Grp(45°) = =

[GL. 4-13]

Die Auswertung von 3 von Null bis 180 Grad ist in der nachfolgenden Abbildung 4-10
enthalten.

200 T T T T T T — —
: : : : : G pmean TECHNISChes Material
150 | N 8
E
E ' '
> ' '
= ; ;
g o= "2
£ R,B,mean 1855 N/mm
@ 100 [ Feen e e =
G} : : : : :
50 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
. ; ; ; ; ; ; . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Winkel B[]
Abb. 4-10

Effektiver Rollschubelastizitatsmodul in Abhangigkeit der Materialorientierung

Der maximale Rollschubelastizitdtsmodul ergibt sich aus der Transformation fiir einen
Winkel 3 von 45° Grad und liegt bei Eqp yean / 2 = 185 N/mm?,

Fir die Berechnung der verschiedenen Bretttypen mit Zylinderkoordinaten kann der ef-
fektive Rollschubelastizitatsmodul, durch die sich standig andernden Jahrringlagen nicht
mehr so leicht bestimmt werden. Fir die Berechnung des effektiven Rollschubelastizi-
tatsmoduls fir Zylinderkoordinaten werden geeignete FE-Modelle entwickelt.
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4.2.3  FE-Ergebnisse effektiver Rollschubelastizitatsmodul

Die Auswertung der Parameterstudie hat ergeben, dass der effektive Rollschubelastizi-
tatsmodul weit grofer ist als angenommen. Der effektive Rollschubelastizitatsmodul ist
sehr stark von der Lage des Bretts im Stamm abhangig. Sehr hohe Werte liefern Halbrift-
bretter bei denen die Jahrringe anndhernd im Winkel von 45 Grad tber den Querschnitt
verlaufen. Auch bei Kernbrettern liegt der effektive Rollschubelastizitaitsmodul weit
Uber dem nominellen Rollschubelastizitatsmodul. Der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul sinkt je weiter das Brett vom Kern entfernt liegt und hat das Maximum, wenn der
Kern an der Brettkante liegt. In der nachfolgenden Abbildung 4-11 sind zwei verschiede-
ne Bretter abgebildet, bei denen der effektive Rollschubelastizitditsmodul ein Maximum
aufweist.

B =45°

radial t=0cm

Abb. 4-11 FE-Bretter

Eine weitere Erhohung ergibt sich, wenn mit dem Material nach Neuhaus gerechnet
wird. Die Erh6hung des effektiven Rollschubelastizitatsmoduls ergibt sich durch die un-
terschiedlichen Materialsteifigkeiten in tangentialer und radialer Richtung. Kleine Brett-
breiten wirken sich nachteilig auf den effektiven Rollschubelastizitatsmodul aus.

In den nachfolgenden Diagrammen flr technisches Material ist der effektive Rollschube-
lastizitatsmodul durch den nominellen Rollschubelastizitaitsmodul dividiert worden. Fir
den nominellen Rollschubelastizitaitsmodul (Technisches Material, KLH) ist ein Wert 50
N/mm? festgelegt.

GR mean = 50 N/mm?

In den nachfolgenden Diagrammen fiir Material nach Neuhaus ist der effektive Rollschu-
belastizitatsmodul durch den Rollschubelastizitatsmodul dividiert worden. Fiir den Roll-
schubelastizitdtsmodul (Material nach Neuhaus) ist ein Wert 42 N/mm? festgelegt.

GRL= 42 N/mm2

Elastische Berechnungen Biegepriifung Seite 123



Masterarbeit
study research |engineering test center Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewdhlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

Kartesisches Koordinatensystem: 3 = 0 - 90 Grad

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-12) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fiir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 60, 90, 120, 150 und 180
Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 32 Millimeter.

5 T T T T T T T T
Brett 60 KLH ===
Brett 90 KLH ==
Brett 120 KLH ==
Brett 150 KLH ==
Brett 180 KLH
4 b il -

i
(G]
~

5
&

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Winkel B[]
Abb. 4-12 Effektiver Rollschubelastizitatsmodul technisches Material
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Kartesisches Koordinatensystem: 3 = 0 - 90 Grad

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-13) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 32 Millimeter.

T T
Brett 60 Neuhaus ==
Brett 90 Neuhaus =
Brett 120 Neuhaus =
Brett 150 Neuhaus =

Brett 180 Neuhaus

GR,eff/ GR,mear\ [_]

0 i i | i i | i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Winkel B [°]
Abb. 4-13 Effektiver Rollschubelastizitatsmodul Material nach Neuhaus
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Zylinderkoordinatensystem:

Fall 1 Variation der Brettlage von t =0 - 50 cm (Abbildung 4-15)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-14) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 60, 90, 120, 150 und 180
Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 32 Millimeter.

35 T T T T T T T T
3 | ; ; : : Brett 60 KLH ===
Brett 90 KLH ==
Brett 120 KLH ===
3 Brett 150 KLH = |

Brett 180 KLH

GR,eff/ GR,mean [_]

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
t/b[-]

Abb. 4-14 Effektiver Rollschubelastizitatsmodul technisches Material

Ih=32mm
|

b =60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential
Ty

Abb. 4-15 Definition der Brettlage Fall 1

Seite 126 Elastische Berechnungen Biegepriifung



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

Zylinderkoordinatensystem:

Fall 1 Variation der Brettlage von t =0 - 50 cm (Abbildung 4-17)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-16) ist der effektive Rollschubelastizitdtsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 32 Millimeter.

35 T T T T T T T T
: : : : 3 ! Brett 60 Neuhaus ==
Brett 90 Neuhaus ==
Brett 120 Neuhaus ==
Brett 150 Neuhaus == |
Brett 180 Neuhaus
I B | o N T e e e e S 4
G]
B 1S . N S S S P ISP -
5
o
05 —
0 i i | i i | i i
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09

t/bl-]

Abb. 4-16 Effektiver Rollschubelastizitatsmodul Material nach Neuhaus

Ih=32mm
|

A
b =60, 90, 120, 150, 180 mm
t=0-50cm
Radial Tangential
Ty

Abb. 4-17 Definition der Brettlage Fall 1
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Zylinderkoordinatensystem:

Fall 2 Variation der Brettlage von t =0 - 50 cm (Abbildung 4-19)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-18) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 60, 90, 120, 150 und 180
Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 32 Millimeter.

35 T T T T T T T T
; ; ; ; Brett 60 KLH =
Brett 90 KLH ==
Brett 120 KLH ===
Brett 150 KLH = |
Brett 180 KLH
T
U]
e [ = T . N N S S S ISP -
5
&
R SR S e R e o
0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
t/b[-]
Abb. 4-18 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material

J

b =60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential
Ty

Abb. 4-19 Definition der Brettlage Fall 2
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Zylinderkoordinatensystem:

Fall 2 Variation der Brettlage von t =0 - 50 cm (Abbildung 4-21)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-18) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 32 Millimeter.

T T
Brett 60 Neuhaus ==
: Brett 90 Neuhaus ==
Brett 120 Neuhaus =
: Brett 150 Neuhaus == |
Brett 180 Neuhaus

-

Q

~ R N O SO S S AN S SUPPRSRRO -

o

S SRS e o e —
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
t/b[-]
Abb. 4-20 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus

]

b =60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential
T

Abb. 4-21 Definition der Brettlage Fall 2

Nl
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Fazit:

Durch das zylindrische Koordinatensystem und die sich somit stetig andernden Materi-
alparameter steigt der effektive Rollschubelastizitaitsmodul um den Faktor von circa 3,0
flir technisches Material und 4,5 fir Material nach Neuhaus an, was einer vergleichbaren
Brettneigung von 28 oder 62 Grad mit kartesischen Koordinaten entspricht. Der Langen-
einfluss der Brettbreite kann vernachlassigt werden.

Alle Diagramme der Parameterstudie sind im Annex F ,Effektiver Rollschubelastizitats-
modul” der Vollstandigkeit halber enthalten.
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4.2.4  Praxismodell zur Bestimmung der Schubsteifigkeit SCLT von BSP

Aus den Diagrammen in Kapitel 4.2.3 geht hervor, dass die effektiven Rollschubelastizi-
tatsmoduln fir verschiedene Bretttypen weit Gber dem nominellen Wert von 50 N/mm?
(Technisches Material, KLH) liegt. Fiir die Berechnung des Schubkorrekturfaktors k sollte
dieser jedoch beriicksichtigt werden. Die Berechnung des Schubkorrekturfaktors k kann
auf zwei Arten erfolgen.

Bestimmung des Schubkorrekturfaktors x:

e Integration Uiber die Querschnittsflache
e Rickrechnung aus geeignetem FE-Modell

Beide Verfahren eigenen sich jedoch nicht gut flr die Praxis. Bei der Integration tiber den
Querschnitt wird der Einfluss der Fugen auBer Acht gelassen. Die Riickrechnung aus FE-
Modellen gestaltet sich als sehr zeitaufwendig.

Praktische Bestimmung des Schubkorrekturfaktors

Darum wird fir die Bestimmung wird folgendes Bemessungsmodell vorgeschlagen. Der
Schubkorrekturfaktor fiir flinfschichtige Brettsperrholzplatten ergibt sich mit dem Ver-
héltnis Gp,ean/Gp eff @us der linearen Funktion nach der Gleichung [4-14].

G
= 1,024 +0, 365 - —="

KOmmFugen GR, i

€
K =1,082+0 377-% [GL. 4-14]
5mmFugen — - > GR,eff L 4-

G
Kepig = 0,843 +0, 357-%
€

Alternativ kann der Schubkorrekturfaktor auch aus den nachfolgenden Diagrammen in
Abbildung 4-22 fiir Null Millimeter Fugenbreite und aus Abbildung 4-23 fiir finf Millime-
ter Fugenbreite abgelesen werden. Die Diagramme eignen sich sehr gut fiir eine schnelle
UberschlagsmaRige Bestimmung des Schubkorrekturfaktors. In der praktischen Bestim-
mung ist der Einfluss der Fugen und des effektiven Rollschubelastizitdtsmoduls enthal-
ten. Fur ein Verhdltnis von 1,0 ergibt sich der Schubkorrekturfaktor Ks,;q aus der
Gleichung [4-14] zu 6/5 (1,2), was den isotropen Fall darstellt.

Fiir den Bemessungsvorschlag wurden Bretter mit den Abmessungen von 150 auf 32 Mil-
limeter untersucht. Der Schubmodul in Faserrichtung G,pea, ist mit 690 N/mm? fir die
Berechnungen eingesetzt worden.
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Schubkorrekturfaktor fiir Null Millimeter Fugenbreite (Abbildung 4-22)

Schubkorrekturfaktor 0 mm Fugen

T T T T T T
6 - —
-
>
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L
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—_ ; ; ; ; _
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[} _
kv : : ; e 32
& : : : /// -1
5 ; ; L 32
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] | | //// —
= i i 32
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: P 32
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-
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P :
1 - —
Lineare Interpolation
Schubkorrekturfaktor k
0 i i i i I 1
2 4 6 8 10 12 14
Grean / GR,eff ]

Abb. 4-22 Schubkorrekturfaktor 0 mm Fugenbreite

Schubkorrekturfaktor fiir fiinf Millimeter Fugenbreite (Abbildung 4-23)

Schubkorrekturfaktor 5 mm Fugen

T T T T I I
6 R 7
d
7
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: //
5 S5 .
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= : : : L
. 4 + e s - / ]
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“l’E : : : / -
El : : S 32
k3 : : A e
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-g : / 32
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/‘
= :
1 - -
‘ Linearelnterpolat—ion
Schubkorrekturfaktor k
0 1 1 1 1 Il 1
2 4 6 8 10 12 14
Grnean / Gre

Abb. 4-23 Schubkorrekturfaktor 5 mm Fugenbreite
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Schubkorrekturfaktor fiir verklebte Schmalseiten der Brettlamellen fiir BSP
(Abbildung 4-24)

Schubkorrekturfaktor Solid

T T T T T T
6 i -
spe - : :

oA S ]

£z : ; e~ 32

o ; ; P~ e

é i ; - 32

X : H //// —f

g 3 T /'/'/'f/ R R

) ‘ " —

3 | — -

< ' [ -

] s —

: — ' 32
2 ~ "///// N ﬁ'_ N —
1 -
‘ Linearelnterpoiaﬁon
Schubkorrekturfaktor k
0 j j j j I 1
2 4 6 8 10 12 14
Grnean ! Gper

Abb. 4-24 Schubkorrekturfaktor Schmalseite verklebt

Fur ein Verhaltnis Gpean /GR eff VON 1,0 ergibt sich der Schubkorrekturfaktor zu 1,2. Die-
ser Wert entspricht dem materiell isotropen Fall (Gg mean = Gr mean) fUr einen Rechteck-
qguerschnitt.

Anmerkung:

Fiir die Berechnung der Schubkorrekturfaktoren wurde eine flinfschichtige Brettsperr-
holzplatte mit 32 mm Einzelschichtstarke verwendet. Die Gesamthdhe der Brettsperr-
holzplatte betragt 160 mm. Fir die Berechnung wurde technisches Material
(Kapitel 3.1.1) verwendet.
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4.3 FE-Modelle Biegepriifung
4.3.1 Finite Elemente Modell Biegepriifung

Um die verschiedenen Auswirkungen der Brettbreite, Brettarten, Fugen und den effek-
tiven Rollschubelastizitatsmodul zu Uberpriifen, wird die Biegeprifung mit ABAQUS
nachgerechnet und mit der Stablésung verglichen.

Untersuchungen am Modell der Biegeprifung:

e Brettsperrholz und Brettschichtholz

e Fugen (keine Fugen, Fugen mit Null und funf Millimeter)

e Materialparameter (Technisches Material und Material nach Neuhaus)
e Bretttypen (Kartesische Koordinaten und Zylinderkoordinaten)

e Bretttypen (Kernbrett bis Seitenware)

In der nachfolgenden Abbildung 4-25 ist das Finite Elemente Modell des Vierpunkt-Bie-
geversuchs abgebildet.

F/2
Bretter 150 / 32 mm Lastelnleltungsplatte Kontakt
‘ E E Kontakt \

Auflagerplatte ParaIIeIfuhrung

Abb. 4-25 Finte Elemente Modell Biegepriifung

Aufgrund des symmetrischen Modells ist nur eine Halfte in ABAQUS modelliert worden.
Die Knoten in der Mitte wurden in die x-Richtung gesperrt und konnten sich in z-Rich-
tung frei verformen. Das gelenkige Auflager ist in x-Richtung verschieblich. Die Lastein-
leitungsplatten aus Stahl wurden aufgrund des hohen Steifigkeitsunterschieds zu Holz
durch starre Elemente ersetzt. In der Kontaktfuge zwischen den Stahlplatten und der
Brettsperrholzplatte ist ein Gleiten moglich, damit es zu keinen Zwangungsspannungen
in Plattenlangsrichtung kommt. Fir die quadratischen Scheibenelemente wurde eine
NetzgroRe von einem Millimeter gewahlt. Die einzelnen Bretter wurden im Programm
mit der Surface-Kopplung zur Brettsperrholzplatte verbunden.
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4.3.2  FE-Ergebnisse Biegepriifung

Die Berechnung des globalen und lokalen Elastizitaitsmoduls wird mit folgenden Formeln
aus der Stabtheorie berechnet:

. _ 75Eh°
Lokal — 8wl

2 [GL. 4-15]
E _ __207Fh’S
Global | (25w - 6Fh)

Die erste Berechnung am Finiten Elemente Modell der Biegepriifung wurde mit Brett-
schichtholz (BSH) durchgefiihrt, um die Formeln fiir die Riickrechnung der Elastizitats-
moduln zu Giberpriifen. Der Brettschichtholztrager wurde mit technischem Material laut
Zulassung mit den Materialparametern von Brettsperrholz berechnet (Tabelle 4-7).

Tab. 4-7 Mechanische SteifigkeitsgrofRen BSH
Mechanische Hersteller KLH [N/mm?]
SteifigkeitskenngroRen Grundmaterial der Lamelle C 24
Eo,mean 12.000
E90,mean 370
Gmean 690

Brettschichtholz und Brettsperrholz ohne Fuge

Die Auswertung fir den Brettschichtholztrager und die Brettsperrholzplatte mit durch-
gehenden Querlagen hat folgendes Ergebnis geliefert (Tabelle 4-8).

Tab. 4-8 Auswertung fir BSH
Parameter lokal global
Material K Ejokal Abweichung [%] EGlobal Abweichung [%]
Technisches
Material BSH 1,20 11.964 -0,29 12.027 0,23
Technisches
Material BSP 5,44 11.452 -4,56 12.237 1,98

Aus der guten Ubereinstimmung kann das Finite Elemente Modell und die Formeln fiir
die Auswertung auf Basis der Stabtheorie als geeignet erachtet werden.
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Referenzwerte fiir die Auswertung der Biegepriifung

Die funfschichtige Brettsperrholzplatte, die fiir die Berechnungen an der Biegepriifung
verwendet wurde, hatte folgenden Aufbau. Fir die drei durchgehenden Langslagen wur-
de das technische Material verwendet. In den einzelnen Brettern (32/150 mm) der Quer-
lagen wurde zum einen technisches Material und zum anderen Material nach Neuhaus
verwendet. Die Einzelschicht hat eine Schichtstarke von 32 Millimetern, was einer Ge-
samthohe der Brettsperrholzplatte von 160 Millimetern ergibt. In der nachfolgenden
Abbildung 4-26 ist die Brettsperrholzplatte der Biegepriifung dargestellt.

# hgsp= 160 mm

Bretter wahlweise mit technischem
Material und Material nach Neuhaus

Abb. 4-26

Brettsperrholzplatte der Biegeprifung

Langslage mit technischem Material

Die Auswertung fiir die Brettsperrholzplatte wurde mit folgenden Materialparametern
durchgefihrt (Tabelle 4-8):

Tab. 4-9

Materialparameter fiir die Auswertung

Material Lidngslage

Mechanische SteifigkeitskenngroBe [N/mm?]

Technisches Material

Eolmean 12.000
E90,mean 370
GO,mean 690

Material Querlage

Mechanische SteifigkeitskenngréBe [N/mm?]

Technisches Material

EO,mean 370
E90,mean 370
GO,mean 69

Material Querlage

Mechanische SteifigkeitskenngréBe [N/mm?]

Material nach Neuhaus

Er 817
Er 419
Gg 42
VRT 0,6021

Die Materialmodelle fur technisches

Kapitel 3.1 enthalten.

Material und Material nach Neuhaus sind im
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Die Abweichung des globalen und lokalen riickgerechneten Elastizitatsmoduls bezieht
sich immer auf den Elastizitdtsmodul Eg 1,64y der Langslage (Technisches Material).

Wird fiir die Bretter der Querlage mit Material nach Neuhaus gerechnet, sind die Steifig-
keitskenngréBen der Langslagen aber dennoch aus technischem Material.

Wird fir die Auswertung der effektive Rollschubelastizitaitsmodul mitbericksichtigt, so
wird dieser auch flr die Bestimmung der Schubsteifigkeit herangezogen. Die Schubstei-
figkeit der Brettsperrholzplatte errechnet sich nach der Gleichung [4-16].

SGA
LT =

GL.4-16
” [ ]

Die gewdhlten Bretter wurden anhand von realen Brettsperrholzplatten ausgesucht
(Abbildung 4-27).

Abb. 4-27 Bretter einer Brettsperrholzplatte
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Brettsperrholz mit Null Millimeter Fuge

Fiir die Untersuchungen an der fiinfschichtigen Brettsperrholzplatte ist auf der einen
Seite das technische Material und auf der anderen Seite das Material nach Neuhaus zum
Einsatz gekommen. In der nachfolgenden Tabelle 4-10 ist die Auswertung des lokalen
Elastizitatsmoduls flir eine Fugenbreite von null Millimetern gegeben.

Tab. 4-10 Lokaler Elastizitatsmodul
Parameter lokal

Material Koordinaten Abstand [cm] Ejokal Abweichung [%]
Technisches Kartesische

Material Koordinaten ) 11.361 -,32
Material nach Kartesische

Neuhaus Koordinaten ) 11.130 6,74
Technisches Zylinder-

Material koordinaten 1,60 11.802 -1,65
Material nach Zylinder-

Neuhaus koordinaten 1,60 11.878 -1,01
Technisches Zylinder-

Material koordinaten 11,60 11.708 ~2,/43
Material nach ZyI|n'der— 11,60 11.714 2,38

Neuhaus koordinaten

In der nachfolgenden Tabelle 4-11 ist die Auswertung des globalen Elastizitatsmoduls fir
eine Fugenbreite von Null Millimetern gegeben.

Tab. 4-11 Globaler Elastizitatsmodul
Parameter global
Material Koordinaten | Abstand [cm] X EGlobal Abweichung [%]
Technisches Kartesische
Material Koordinaten i 6,056 12.444 3,70
Material nach Karte§|sche i 6,056 11.823 1,47
Neuhaus Koordinaten
Technisches Zylinder- 1,60 6,056 14.078 17,32
Material koordinaten
Material nach Zyllqder— 1,60 6,056 14.331 19,43
Neuhaus koordinaten
Technisches Zylinder- 11,60 6,056 13.776 14,80
Material koordinaten
Material nach Zylinder- 11,60 6,056 13.775 14,80
Neuhaus koordinaten
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Brettsperrholz mit fiinf Millimeter Fuge

Fiir die Untersuchungen an der flinfschichtigen Brettsperrholzplatte ist auf der einen
Seite das technische Material und auf der anderen Seite das Material nach Neuhaus zum
Einsatz gekommen. In der nachfolgenden Tabelle 4-12 ist die Auswertung des lokalen
Elastizitatsmoduls flir eine Fugenbreite von funf Millimetern gegeben.

Tab. 4-12 Lokaler Elastizitatsmodul
Parameter lokal

Material Koordinaten Abstand [cm] Ejokal Abweichung [%]
Technisches Kartesische

Material Koordinaten ) 11.307 .77
Material nach Kartesische

Neuhaus Koordinaten ) 11.124 0,33
Technisches Zylinder-

Material koordinaten 1,60 11.777 -1,85
Material nach Zylinder-

Neuhaus koordinaten 1,60 11.861 -1,16
Technisches Zylinder-

Material koordinaten 11,60 11.677 2,69
Material nach Zylln'der- 11,60 11.676 2,70

Neuhaus koordinaten

In der nachfolgenden Tabelle 4-13 ist die Auswertung des globalen Elastizitatsmoduls fir
eine Fugenbreite von finf Millimetern gegeben.

Tab. 4-13 Globaler Elastizitatsmodul
Parameter global
Material Koordinaten | Abstand [cm] K EGlobal Abweichung [%]
Technisches Kartesische
Material Koordinaten i 6,287 12.449 3,75
Material nach Karte§|sche i 6,287 11.942 -0,48
Neuhaus Koordinaten
Technisches Zylinder- 1,60 6,287 14.152 17,94
Material koordinaten
Material nach thrrder- 1,60 6,287 14.419 20,16
Neuhaus koordinaten
Technisches Zylinder- 11,60 6,287 13.814 15,12
Material koordinaten
Material nach Zylinder- 11,60 6,287 13.785 14,88
Neuhaus koordinaten
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Bei der Auswertung hat sich gezeigt, dass der riickgerechnete lokale Elastizitatsmodul
relativ gut mit dem bei der Berechnung verwendeten Referenz Elastizitdtsmodul von
12.000 N/mm? Gbereinstimmt. Die maximale Abweichung beim riickgerechneten loka-
len Elastizitatsmodul liegt bei rund 6,7%. Mit diesen Ergebnissen wird die Richtigkeit der
Biegesteifigkeit der Brettsperrholzplatte K¢, 1 bestatigt.

Jedoch ist ein erheblicher Unterschied beim riickgerechneten globalen Elastizitatsmodul
festzustellen. Die maximale Abweichung beim globalen Elastizitdtsmodul liegt bei rund
20% Uber dem Referenzelastizitaitsmodul von 12.000N/mm?. Aufgrund der Richtigkeit
der Biegesteifigkeit von Brettsperrholz kann der Unterschied letztlich nur aus der Schub-
steifigkeit Sc 1 resultieren. Fur die Schubsteifigkeit S¢ 1 ist der Einfluss der Fugen jedoch
schon bei der Auswertung mitbericksichtigt worden.

Aus diesem Grund kann der effektive Rollschubelastizitdtsmodul fiir die Bestimmung des
Schubkorrekturfaktors, der in die Schubsteifigkeit S¢| 1 eingeht, nicht auler Acht gelas-
sen werden.

Fur die weiteren Auswertungen wird die Schubsteifigkeit Sc 1 mit dem neuen ,,Praxismo-
dell zur Bestimmung der Schubsteifigkeit” aus Kapitel 4.2.4 neu berechnet. Im FE-Modell
der Biege-Prifkonfiguration wurden Bretter mit den Abstdanden t von 16 mm und 116
mm fir die Querlagen verwendet.

-~

K

b =150 mm

J.\ E—

t=16 mmund 116 mm

Radial Tangential

\r

Abb. 4-28 Definition der Brettlage fiir das FE-Modell der Biege-Priifkonfiguration
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4.3.3 Anwendung des Praxismodells fiir die Schubsteifigkeit S, von BSP

Im ersten Schritt wird der effektive Rollschubelastizitatsmodul fir die Bretter, welche
bei FE-Modell der Biegepriifung zum Einsatz gekommen sind, ausgewertet. Der effektive
Rollschubelastizitaitsmodul kann aus den Diagrammen aus Kapitel 4.2.1 abgelesen wer-
den. In den nachfolgenden Diagrammen in Abbildung 4-29 werden die effektiven Roll-
schubelastizitdtsmoduln fir technisches Material fiir die Abstande von 1,6 cm und 11,6
cm und den Brettabmessungen von 150 auf 32 Millimetern bestimmt.

T
Brett 150 KLH

140
120 /\
100 \
—3i 88,0

’ / \
60

40

G4 [N/mm?]

E B s | | | —

0 1.60 10 20 30 40 50
Abstand [cm]

T
Brett 150 KLH

140

120
100 /\\
/ 80.0

G4 [N/mm?]
8
~

60

40

20

0 10 11.60 20 30 40 50
Abstand [cm]

Abb. 4-29 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material
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In den nachfolgenden Diagrammen in Abbildung 4-30 werden die effektiven Rollschube-
lastizitatsmoduln fliir Material nach Neuhaus fiir die Abstande von 1,6 cm und 11,6 cm
und den Brettabmessungen von 150 auf 32 Millimetern bestimmt.

T
Brett 150 Neuhaus

140 /\
120

100 = \

’k 99.0

80/

60

G4 [N/mm?]

40

20

0 1.60

Abstand [cm]

30

T
Brett 150 Neuhaus

140 /\
120

T 900

807
%

G, [N/mm?]

60

40

20

Abb. 4-30 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus

10 11.60

20

Abstand [cm]

30

50
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Die effektiven Rollschubelastizitatsmoduln werden in die Gleichung [4-17] eingesetzt,
um den Schubkorrekturfaktor fiir Brettsperrholz mit Bericksichtigung der Fugen und
des effektiven Rollschubelastizitaitsmoduls zu erhalten. Der Schubmodul G,,.5, Wurde
fur die Berechnungen mit technischem Material mit 690 N/mm? eingesetzt.

G
= 1,024 +0, 365 - —="

K
OmmFugen
9 GR, eff

[GL. 4-17]

G
1,082 + 0, 377 - —=&0

K =
5mmFugen G
9 R, eff

Die neuen verbesserten Schubkorrekturfaktoren, die den Einfluss von Fugen und des ef-
fektiven Rollschubmoduls bertiicksichtigen, sind in der nachfolgenden Tabelle 4-14 ent-
halten.

Tab. 4-14 Schubkorrekturfaktor k mit Einfluss der Fugen + effektiver Rollschubelastizititsmodul
Parameter Schubkorrekturfaktor

Material Radius [cm] | Ggeff [N/mm?]| Fuge [mm] «

Technlscthes 1,60 88 0 3,886
Material

Material nach 1,60 99 0 3,568
Neuhaus

Technlsc.hes 11,60 80 0 4,172
Material

Material nach 11,60 90 0 3,822
Neuhaus

Technlsc.hes 1,60 88 5 4,038
Material

Material nach 1,60 99 5 3,710
Neuhaus

Technlsc.hes 11,60 80 5 4,334
Material

Material nach 11,60 90 5 3,972
Neuhaus

Mit den neuen verbesserten Schubkorrekturfaktoren, die den Einfluss der Fugen und
des effektiven Rollschubelastizitatsmoduls bericksichtigen, kann die Schubsteifigkeit
ScLT neu berechnet werden. Die Schubsteifigkeit Sc| 1 kann mit der Gleichung [4-18] be-
rechnet werden.

SGA
LT —

[GL. 4-18]
K
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Alternativ kann der effektive Rollschubelastizitatsmodul auch aus dem entsprechenden
Diagramm abgelesen werden. Fir einen effektiven Rollschubmodul von 80 N/mm? er-
gibt sich das Verhdltnis von Gpean / GR eff 2U 8,60. Mit diesem Verhaltnis kann aus dem
Diagramm (Abbildung 4-31) fir finf Millimeter Fugenbreite der Schubkorrekturfaktor

abgelesen werden.

Schubkorrekturfaktor 5 mm Fugen

J J J J T T
: : : : : : 7
| | | | a ~
: : : : 1 // 1
I | | 3/
NN hn ; ; : |
§ o /// h 7]
x : : : _ :
£ : : L= :
é ! ! / !
£ i i A i
@ 3 S P Sl S— -
= : : _— :
2 3 = 3
2 f = f
» : : i
2 // -
= |
b -
: Lineare Interpoiation
3 Schubkorrekturfaktor k
0 | | | | | |
2 4 6 8 10 12
mean/GR,eff
Abb. 4-31 Schubkorrekturfaktor fiir eine Fuge von 5 mm

14

Der Schubkorrekturfaktor fiir die Brettsperrholzplatte mit 5 mm Fugen und einem effek-

tiven Rollschubmodul von 80 N/mm? ergibt sich aus dem Diagramm mit circa 4,3.
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Verbesserte Auswertung fiir Brettsperrholz mit Null Millimeter Fuge

In der nachfolgenden Tabelle 4-15 ist der globale Elastizitatsmodul ausgewertet mit der
neuen verbesserten Schubsteifigkeit S¢ 7 fiir eine Fugenbreite von Null Millimetern im
Vergleich zu Tabelle 4-11 gegeben.

Tab. 4-15 Globaler Elastizitdtsmodul
Parameter global

Material Koordinaten | Abstand [cm] K Eglobal Abweichung [%]

Technisches | Zylinderkoor- 1,60 3,886 12.318 2,66
Material dinaten

Material nach | Zylinderkoor- 1,60 3,568 12.253 2,11
Neuhaus dinaten

Technisches | Zylinderkoor- 11,60 4,172 12.287 2,39
Material dinaten

Material nach | Zylinderkoor- 11,60 3,822 12.015 0,13
Neuhaus dinaten

Verbesserte Auswertung fiir Brettsperrholz mit fiinf Millimeter Fuge

In der nachfolgenden Tabelle 4-15 ist der globale Elastizitatsmodul ausgewertet mit der
neuen verbesserten Schubsteifigkeit S¢ 7 fir eine Fugenbreite von finf Millimetern im
Vergleich mit Tabelle 4-13 gegeben.

Tab. 4-16 Globaler Elastizitdatsmodul
Parameter global
Material Koordinaten | Abstand [cm] K EGlobal Abweichung [%]
Technisches | Zylinderkoor- 1,60 4,038 12.319 2,66
Material dinaten
Material nach Zylln.derkoor- 1,60 3,710 12.252 2,11
Neuhaus dinaten
Technlscfhes Zylm.derkoor- 11,60 4,334 12.268 2,23
Material dinaten
Material nach Zylln.derkoor- 11,60 3,972 11.966 -0,28
Neuhaus dinaten
Fazit:

Mit dem verbesserten Modell der Schubkorrekturfaktoren, die den Einfluss der Fugen in
den Querlagen des Querschnitts und den héheren effektiven Rollschubelastizitatsmodul
berilicksichtigen, betragt die maximale Abweichung in der Auswertung nur noch rund
3%. Aufgrund der guten Ubereinstimmung der Auswertung auf Basis der Stabtheorie be-
statigt sich der Einfluss der Fugen und des effektiven Rollschubelastizitatsmoduls mit
den FE-Berechnungen. Der Hauptanteil ist dem effektiven Rollschubmodul zuzuordnen.
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4.3.4 Spannungsvergleich der FE-Modelle mit der Stabtheorie

In der nachfolgenden Abbildung 4-32 ist der Verlauf der Biegespannung und Schubspan-
nung Uber den Querschnitt dargestellt. Die Biegespannung wurde fiir den querkraftfrei-
en Bereich zwischen den zwei Einzellasten des Vierpunkt-Biegeversuchs dargestellt. Der
Verlauf der Schubspannungen ist mit der Querkraft zwischen der Einzellast und dem Auf-
lager ermittelt worden.

Biegespannung im querkraftfreien Bereich Schubspannung

7 -11,36 \\
-6,82
Tmax= 0,32

- -y _ _ :
2,27
‘ 0,30
6'82[
11,36 /
|F/2:40kN ¢F/2=40kN

Y
% =

] \\_/
38,40 kNm

[ | 40kN|

Abb. 4-32 Spannungsverteilung im Querschnitt der Brettsperrholzplatte

0,30

Aus Abbildung 4-32 ist zu erkennen, dass in den Querlagen die Schubspannung auf Basis
der Stabtheorie konstant ist. Die nachfolgenden Diagramme zeigen den Schubspan-
nungsverlauf der Querlagen mit Fugen des FE-Modells. In den mechanisch unterbroch-
enen Querlagen des FE-Modells miissen die Schubspannungen am Brettrand zur Fuge
hin Null sein. Weiters werden auch die Biegespannungen auf Basis der Stabtheorie an
der Unter- und Oberkante der Brettsperrholzplatte mit den FE-Spannungen gegeniiber-
gestellt.
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Vierpunkt-Biegepriifung im Labor und das FE-Modell

F/2
Bretter 150 / 32 mm Lasteinleitungsplatte Kontakt

z :\\ Kontakt /
77 Auflagerplatte Parallelfihrung

Versuchsdurchfiihrung im Labor

F/2

Langsverschiebungen (Verwoélbungen)
im Auflagerbereich auf Basis der FEM
(Abbildung stark Gberhoht)

Abb. 4-33 Vierpunkt-Biegeversuch von Brettsperrholzplatten
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Brettsperrholzplatte ohne Fugen

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-34) sind die Biegespannungen auf Basis der
Stabtheorie und die FE-Spannungen 614 an der Oberkante (Diagramm oben) und Unter-

kante (Diagramm unten) der BSP-Platte ohne Fugen gegenlibergestellt.

15 T T T

TS AO E—

Biegespannung ¢ [N/mm?]
1
(9]

-15

220 |

T T
Biegespannung FEM
Biegespannung Stablosung

A107,3%

15 ! ! !

Biegespannung ¢ [N/mm?]

T

_25 ] ] ] ] ]

Eiegespannuné FEM —_—
Biegeseannung Stablijlsung

0 20 40 60 80 100 120
Stablange [cm]

Abb. 4-34 Biegespannungen an der Ober- und Unterkante der Brettsperrholzplatte ohne Fugen

140
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Brettsperrholzplatte ohne Fugen

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-35) sind die Schubspannungen auf Basis der
Stabtheorie und die FE-Spannungen 1;, in der Mitte (Diagramm oben) und zwischen
Schicht 1 und 2 (Diagramm unten) der BSP-Platte ohne Fugen gegeniibergestellt.

0.4 T T

M12,0% T

T
£ :
£ :
E’ H
e :
oo ;
S 0.1 F A b s SR —
= H
c
< ;
@ H
x :
< i
< :
8 o T Tmax
Séhubspannuné FEM —_
Schubspannung Stablésung
~0.2 j j j j 1 ] 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Stabldnge [cm]
04 T T

Schubspannung © [N/mm?]

Séhubspannuné FEM —_

: | | | Schubspannung Stablésung
02 I I I I ! | 1 I
0 20 40 60 80 100 120 140

Stablange [cm]

Abb. 4-35 Schubspannungen 7,5, und Schubspannungen zwischen Schicht 1 und Sicht 2 ohne Fugen
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Brettsperrholzplatte mit fiinf Millimeter Fugen

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-36) sind die Biegespannungen auf Basis der
Stabtheorie und die FE-Spannungen 614 an der Oberkante (Diagramm oben) und Unter-
kante (Diagramm unten) der Brettsperrholzplatte mit Fugen gegeniibergestellt.

15 T T T T T T T
Biegespannung FEM =
Biegespannung Stablosung
10 b -l —
5F .
E 0 o e i
£ 0
~
Z
b
2 5 -
>
o
o
©
Q.
w
T T e e s - .
o \
A107,3%
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Abb. 4-36 Biegespannungen an der Ober- und Unterkante der Brettsperrholzplatte mit Fugen
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Brettsperrholzplatte mit fiinf Millimeter Fugen

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-37) sind die Schubspannungen auf Basis der
Stabtheorie und die FE-Spannungen T4, in der Mitte (Diagramm oben) und in der Mitte
der Querlage 1 (Diagramm unten) der Brettsperrholzplatte mit Fugen gegenibergestellt.
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Abb. 4-37 Schubspannungen 7,5, und Schubspannungen zwischen Schicht 1 und Sicht 2 mit Fugen

Seite 152 Elastische Berechnungen Biegepriifung



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

Brettsperrholzplatte mit fiinf Millimeter Fugen

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 4-38) sind die Schubspannung auf Basis der
Stabtheorie und die FE-Spannungen T;, zwischen Schicht 1 und 2 der Brettsperrholzplat-
te mit Fugen gegeniibergestellt.
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Abb. 4-38 Schubspannungen zwischen Schicht 1 und Sicht 2 mit Fugen

Fazit:

Durch den Einfluss der Fugen entstehen deutliche Spannungsspitzen in der Brettsperr-
holzplatte. Auch die Biegespannung an der Unterkante der Brettsperrholzplatte erhoht
sich im Bereich der Einzellast um 11% Prozent. Die Erh6hung der Biegespannung an der
Oberkante der Brettsperrholzplatte ist zwar héher, hat aber ein duktiles Bruchverhalten
bei dem sich Druckfalten ausbilden kénnen.

Anmerkung:

Fir die Berechnung an der Biege-Prifkonfiguration wurde eine flinfschichtige
Brettsperrholzplatte mit 32 mm Einzelschichtstarke verwendet. Die Gesamthdhe der
Brettsperrholzplatte betragt 160 mm. Fir die Berechnung wurde technisches Material
verwendet.
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5 Elastische FE-Berechnungen EN-Modelle

In diesem Kapitel werden elastische Berechnungen an den FE-Modellen der EN-Probe-
korper durchgefiihrt. Die elastische Steifigkeit des Finite Elemente Modells der EN-Serie
wird anschlieBend fiir die materiell nicht linearen Berechnungen, die zum Bruch des Ver-
suchskorpers fuhren, benétigt.

5.1 FE-Modelle EN-Priifkonfiguration

Die Entwicklung der EN-Prifkonfiguration wurde schon in Kap. 3.3 weitgehend erldu-
tert. In diesem Teil wird die reale Prifkonfiguration mit den FE-Modellen verglichen. In
der nachfolgenden Abbildung ist ein Probekdrper der EN-Priifserie dargestellt.

Abb. 5-1 EN-Probekdrper Axonometrie & Ansicht / FE-Modell

Um den Rechenaufwand fiir das FE-Modell moglichst gering zu halten, ist die Symmetrie-
ebene, welche in der Mitte des Probekorpers liegt, ausgenutzt worden.
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Flr das Finite Elemente Modell wurden drei unabhangige Parts (Brettl, Brett2, Brett3)
eingegeben, die wahrend der Assemblierung vom Programm zusammengefligt werden.
Wiéhrend der numerischen Berechnungen wird die Diskretisierungsstufe schrittweise
verfeinert und verschiedene Strategien fir die Krafteinleitung und Kopplung der Einzel-
teile getestet.

Folgende Einflussfaktoren sind zu untersuchen:

Verschiedenen Elementtypen

Einfluss einer Netzverfeinerung

Materialmodelle (Technisches Material, Material nach Neuhaus)
Kopplungsstrategien (Knoten- und Oberflachenkopplung)

In der nachfolgenden Abbildung sind die einzelnen Teile des Finiten Elemente Modells
zu sehen.

Querbrett (Brett 3)

Abb. 5-2 Einzelteile des Finiten Elemente Modells

Fiir die Berechnungen sind drei verschiedene Modelle zum Einsatz gekommen. In den
drei verschiedenen Modellen wurden mehrere Varianten mit unterschiedlichen Eigen-
schaften untersucht.
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In der nachfolgenden Tabelle sind die Abmessungen der EN-Prifkonfigurationsserien
enthalten. Diese Versuche sind im Rahmen der Masterarbeit von Bernhard Hirschmann
am Institut fiir Holzbau und Holztechnologie der Technischen Universitdt Graz geprift
und ausgewertet worden. Die in Tabelle 5-1 verwendeten Abkiirzungen in der Rubrik
,Lage im Stamm?* stehen fiir:

e SW.. Seitenware
e HR.. Halbriftware
e R.. Riftware

e KB.. Kernbrett

e QB.. Querbrett

Tab. 5-1 Abmessungen der EN-Probekorper
Konfig. QB-Breite [mm] | QB-Dicke [mm)] Lage im Stamm Fugenbreite [mm]
200 150 10 | 20 | 30 |[SW |HR| R | KB | 1,5 5 25
EN-A X X X X
EN-B X X X
EN-C X X X X
EN-D X X X X
EN-E X X X X
EN-F X X X X
EN-G X X X X
EN-H X X X
EN-I X X X

Fiir die nachfolgenden numerischen Berechnungen wurden die Abmessungen des Prif-
korpers mit 150 Millimeter Querlagenbreite, 20 Millimeter Querlagendicke und 5 Milli-
meter Fugenbreite gewdhlt. Diese Abmessungen entsprechen den Abmessungen der
Priifkonfigurationsserien EN-C, EN-F und EN-G die mit den FE-Berechnungen verglichen
werden. Zur Prifserie EN-E mit den gleichen Abmessungen wie die drei anderen, waren
keine Prifdaten fur die Auswertung vorhanden.
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5.2 FE-Ergebnis EN-Modell 1 (elastisch)

In der ersten Diskretisierungsstufe wurden sieben verschiedene Varianten untersucht.
Die ElementgroRe der linearen Elemente betragt finf Millimeter.

Mit den ersten drei Berechnungen wird der Einfluss der verschiedenen Elementtypen
C3D8 Variante A, C3D8I Variante B und C3D8R Variante C untersucht.

Der Unterschied zwischen den zwei Kopplungsarten kann durch die Varianten A und F
aufgezeigt werden.

Mit den Varianten D und E wird der Einfluss von Zylinderkoordinaten mit dem Material
nach Neuhaus untersucht.

Die Variante G verwendet technisches Material der Festigkeitsklasse C24. Die Varianten-
Ubersicht des Modells 1 ist in der Tabelle 5-2 angefiihrt.

Tab. 5-2 Variantenubersicht Modell 1
Variante Material Netz Kopplung Elementtyp
A KLH 5 mm Knotenkopplung C3D8
B KLH 5mm Knotenkopplung Cc3DsI
C KLH 5mm Knotenkopplung C3D8R
D Neuhaus 5 mm Knotenkopplung C3D8
E Neuhaus 5 mm Knotenkopplung Cc3DsI
F KLH 5 mm Surface-Kopplung C3D8
G C24 5 mm Knotenkopplung C3D8

5.2.1 Steifigkeitsvergleich Modell 1

In der nachfolgenden Tabelle 5-3 ist die Auswertung der Varianten des Modells 1 ange-
geben.

Tab. 5-3 Steifigkeitsvergleich Modell 1
Variante Globale Steifigkeit | Abweichung | Lokale Steifigkeit | Abweichung
[N/mm] [%] [N/mm] [%]
EN-C 20.708 - 45,953 -
A 33.500 61,77 50.065 8,95
B 33.515 61,84 50.015 8,84
C 29.666 43,25 41.828 -8,98
D 34.090 64,62 47.643 3,68
E 29.746 43,64 41.485 -9,72
F 33.500 61,77 50.065 8,95
G 33.779 63,12 52.533 14,32
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Im Balkendiagramm in Abbildung 5-3 werden die globalen FE-Steifigkeiten der verschie-
denen Varianten des Modells 1 mit der globalen EN-C-Steifigkeit verglichen.

Abb. 5-3
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M Finite Elemente Rechnung Abaqus
m Versuch EN C Prufkonfiguration

Neuhaus C3D8

KLH C3D8 SK

Neuhaus C3D8R C 24 C3D8

Globale Steifigkeiten der Varianten des Modells 1

Im Diagramm in Abbildung 5-4 ist die gemittelte globale Arbeitslinie der Variante A ent-

halten.
Kraft-Verschiebung Modell 1 Variante A
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25000 // \\
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\
=z
; 15000
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Mittelwert EN C
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0 1
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Abb. 5-4 Kraft-Verschiebungs-Diagramm-global
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Im Balkendiagramm in Abbildung 5-5 werden die globalen FE-Steifigkeiten der verschie-
denen Varianten des Modells 1 mit der globalen EN-C-Steifigkeit verglichen.

60000 —
M Finite Elemente Rechnung Abaqus
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KLH C3D8I KK Neuhaus C3D8 KLH C3D8 SK
KLH C3D8 KK KLH C3D8R KK Neuhaus C3D8R C 24 C3D8
Abb. 5-5 Lokale Steifigkeiten der Varianten des Modells 1

Im Diagramm in Abbildung 5-6 ist die gemittelte lokale Arbeitslinie der Variante A ent-
halten.
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Abb. 5-6 Kraft-Verschiebungs-Diagramm-lokal
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5.2.2 Resiimee EN-Modell 1

Im Modell 1 ist gut zu erkennen, dass die Auswirkungen der Kopplung keinen Einfluss auf
die Berechnung haben, weil die Ergebnisse der Variante A und F exakt dieselben Werte
liefern. In den nachsten Modellen wird daher auf die direkte Knotenkopplung verzichtet
und nur mehr die Surface-Kopplung verwendet, damit unterschiedliche NetzgréRen der
einzelnen Parts miteinander gekoppelt werden kénnen. Bei unterschiedlichen Netzgro-
Ben der Parts kann nur noch die Surface-Kopplung verwendet werden. Die Surface-
Kopplung erleichtert auch den Aufbau der FE-Modelle.

Der Vergleich der Variante A mit B zeigt, dass die Elemente mit den inkompatiblen An-
satzen in etwa die gleichen Werte liefern als die exakt integrierten Elemente. Die Vari-
ante C liegt im Vergleich zu A und B etwas tiefer. Dieser Umstand resultiert aus der
reduzierten Integration. Aufgrund dieser Erkenntnis kommt es hier zu keiner Schubver-
festigung des linear elastischen Berechnungsmodells. Auftretende Probleme wie etwa
die Schubverfestigung bei der Finiten Elemente Methode, die auch unter dem Begriff
dem ,shear locking” bekannt ist, wurden im Kapitel 2.4.2 behandelt.

Die Verwendung des zylindrischen Koordinatensystems mit den Materialparametern
nach Neuhaus (Variante D und E) liefert leicht hohere Steifigkeiten als die Variante A.

Insgesamt liegen die globalen Ergebnisse im Durchschnitt um 57% von der gemittelten
linearen Anfangssteifigkeit vom Mittelwert der EN-C-Priifkonfigurationsserie weg. Da-
her werden die Finiten Elemente Berechnungen mit den lokalen, im Labor aufgezeichne-
ten Messdaten, verglichen. Die lokalen Ergebnisse unterscheiden sich im Mittel von
3,7% von der lokalen Steifigkeit der EN-C-Serie.

Fir die Verbindung der einzelnen Parts ist nur noch die Surface-Kopplung zum Einsatz
gekommen. Die Materialparameter von Neuhaus wurden wegen ihrer geringen Auswir-
kungen im Modell 1 (5,27%) nicht mehr verwendet. Ein weiter Grund dafiir ist, dass in
den Zulassungen zwischen der radialen und tangentialen Holzorientierung nicht unter-
schieden wird.

Durch die groRen Abweichungen von 57% der globalen Steifigkeiten wird im nachfolgen-
den Modell auf die Darstellung der Arbeitslinien verzichtet.

Durch die groRe Abweichung von 57% bei der globalen Steifigkeit wird mit den nachfol-
genden Modellen untersucht, ob die Unterschiede durch die NetzgréRe entstehen (Mo-
dell 2), oder ob sich die Diskrepanz mit quadratischen Elementen verkleinern lasst
(Modell 3).
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5.3 FE-Ergebnis EN-Modell 2 (Netzverfeinerung)

In der nachsten verbesserten Diskretisierungsstufe werden im Modell 2 die Auswirkun-
gen einer Netzverfeinerung untersucht. Bei der Berechnung mit ABAQUS sind jetzt nur
mehr die linearen C3D8 Elemente zum Einsatz gekommen.

Folgende Einflussfaktoren sind zu untersuchen:

e Netzverfeinerung
e Knotenverdichtung (BIAS)

Flr die Variante A ist das Netz im Querbrett aus Abbildung 5-2 auf einen Millimeter ver-
kleinert worden. Die NetzgroRRe mit finf Millimetern in den Langsbrettern 2 ist nicht ver-
andert worden. Die Auswirkungen einer Knotenverdichtung in den Langsbrettern hin
zum Querbrett wird in der Variante B untersucht. In der nachfolgenden Abbildung ist die
Netzverfeinerung im Querbrett zu sehen. Die Knoten werden mit dem Befehl *BIAS zum
Querbrett hin verdichtet.

D
Querbrett (Brett 3) .

Abb. 5-7 Netzverdichtung

Flr Variante C ist im Querbrett zusatzlich eine Netzverfeinerung auf einen halben Milli-
meter durchgefiihrt worden. Die Elementgrofie in den Langsbrettern ist auf zweieinhalb
Millimeter reduziert worden. Die Netzverdichtung hin zum Querbrett, welche schon im
ersten Schritt eingefiihrt worden ist, wird auch fir Variante D wieder verwendet. Ab-
schlieBend wird in der Variante E die ElementgroRe aller drei Bretter auf einen Millime-
ter reduziert.
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Die Variantenibersicht des Modells 2 ist in der Tabelle 5-4 angefiihrt.

Tab. 5-4 Variantenibersicht Modell 2
Variante Material | Netz Langsbretter | Netz Querbrett 3 | BIAS Elementtyp
KLH 5mm 1 mm Nein C3D8
B KLH 5mm 1 mm Ja C3D8
C KLH 2,5mm 0,5 mm Nein C3D8
D KLH 2,5 mm 0,5 mm Ja C3D8
E KLH 1 mm 1mm Nein C3D8

5.3.1 Steifigkeitsvergleich Modell 2

In der nachfolgenden Tabelle 5-2 ist die Auswertung der Varianten des Modells 2 ange-
geben.

Tab. 5-5 Steifigkeitsvergleich Modell 2
Variante Globale Steifigkeit | Abweichung Lokale Steifigkeit | Abweichung
[N/mm] [%] [N/mm] [%]
EN-C 20.708 - 45.953 -
A 30.919 49,31 44.335 -3,52
B 30.850 48,97 44,184 -3,85
C 30.466 47,12 43.539 -5,25
D 30.411 46,86 43.283 -5,81
E 30.576 47,65 42.157 -8,26
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Im Balkendiagramm in Abbildung 5-8 werden die globalen FE-Steifigkeiten der verschie-
denen Varianten des Modells 2 mit der globalen EN-C-Steifigkeit verglichen.
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Abb. 5-8 Globale Steifigkeiten der Varianten des Modells 2

Im Balkendiagramm in Abbildung 5-9 werden die lokalen FE-Steifigkeiten der verschie-
denen Varianten des Modells 2 mit der lokalen EN-C Steifigkeit verglichen.
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Abb. 5-9 Lokale Steifigkeiten der Varianten des Modells 2
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Im nachfolgenden Diagramm in Abbildung 5-10 sind die lokalen Arbeitslinien aus Ver-
such und Finite Elemente Berechnung dargestellt. Aufgrund der relativ groRen Abwei-
chung ist die globale Arbeitslinie nicht mehr dargestellt worden.
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Abb. 5-10 Kraft-Verschiebungs-Diagramm-Lokal

5.3.2 Resiimee EN-Modell 2

Die Auswirkungen der Netzverfeinerung sind im Modell 2 gut zu sehen. Auffallig ist aber
trotzdem immer noch der grolBe Unterschied zwischen den lokalen und globalen Steifig-
keiten in den Varianten der FE-Modelle (Modell 2).

Die Netzverdichtung in den Langsbrettern hat nur sehr geringen Einfluss auf die berech-
neten Steifigkeiten. Sehr gute und schnelle Losungen werden mit der NetzgroRe von finf
Millimetern fiir die Langsbretter, sowie 1 Millimeter im Querbrett erreicht.
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5.4 FE-Ergebnis EN-Modell 3 (Quadratische Elemente)

Fiir die Berechnungen der Varianten im Modell 3 werden Elemente mit héheren Ansatz-
funktionen verwendet.

Mit den ersten zwei Berechnungen wird der Einfluss der verschiedenen Elementtypen
C3D27 Variante A und C3D27R Variante B untersucht. Mit der Variante C wird der Ein-
fluss einer Netzverfeinerung untersucht. Bei der Variante D wird eine Knotenverdich-
tung der Langsbretter hin zum Querbrett eingefiihrt. Durch die Verbesserung der
Verschiebungsansatze durch Polynomfunktionen 2. Ordnung sollte das groRere Finite
Elemente Netz wettgemacht werden. AbschlieRend wird in der Variante E die Element-
groRe aller drei Bretter auf zwei Millimeter reduziert.

Tab. 5-6 Variantenibersicht Modell 3
Variante Material | Netz Langsbretter | Netz Querbrett BIAS Elementtyp
KLH 10 mm 10 mm Nein C3D27
B KLH 10 mm 10 mm Nein C3D27R
C KLH 5mm 5mm Nein C3D27
D KLH 5mm 5mm Ja C3D27
E KLH 2 mm 2 mm Nein C3D27

5.4.1 Steifigkeitsvergleich Modell 3

In der nachfolgenden Tabelle ist die Auswertung der Varianten des Modells 3 angege-
ben.

Tab. 5-7 Steifigkeitsvergleich Modell 3
Variante Globale Steifigkeit | Abweichung | Lokale Steifigkeit | Abweichung
[N/mm] [%] [N/mm] [%]
EN-C 20.708 - 45,953 -
A 31.272 51,01 45.084 -1,89
B 31.128 50,31 44.102 -4,03
C 30.558 47,57 43.600 -5,12
D 30.508 47,32 43.497 -5,34
E 30.372 46,67 43.219 -5,95
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Im Balkendiagramm in Abbildung 5-11 werden die globalen FE-Steifigkeiten der ver-
schiedenen Varianten des Modells 3 mit der globalen EN-C-Steifigkeit verglichen.
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Abb. 5-11 Globale Steifigkeiten der Varianten des Modells 3

Im Balkendiagramm in Abbildung 5-12 werden die lokalen FE-Steifigkeiten der verschie-
denen Varianten des Modells 3 mit der lokalen EN-C-Steifigkeit verglichen.
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Abb. 5-12 Lokale Steifigkeiten der Varianten des Modells 3
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In der nachfolgenden Abbildung sind die lokalen Arbeitslinien aus Versuch und Finite Ele-
mente Berechnung dargestellt.
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Abb. 5-13 Kraft-Verschiebungs-Diagramm-Lokal
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5.4.2 Resiimee EN-Modell 3

Durch die Ansatzfunktionen hoherer Ordnung schneiden die quadratischen Kontinuum-
selemente bei gleicher NetzgroRe besser ab. Die Auswirkungen auf die Netzverdichtung
mit dem *BIAS Befehl sind wie beim Modell 1 relativ klein und kénnen vernachlassigt
werden.

Wie schon bei den zwei vorigen Modellen ist auch der Unterschied zwischen lokaler und
globaler Steifigkeit recht hoch. Dieser Umstand wird im nachfolgenden Kapitel FE-Ergeb-
nisse Krafteinleitung naher untersucht, um die Probleme aufzuzeigen.

Da Variante B mit dem C3D27R Kontinuumselement mit reduzierter Integration kein
brauchbares Ergebnis gebracht hat. Das Verfahren mit der reduzierten Integration hatin
diesem Fall zu Hourglass-Effekten gefiihrt (Kapitel 2.4.3).

Die nachfolgende Abbildung zeigt die verformte Figur der Variante B des Modells 3.
Der grolRe Fehler der globalen Steifigkeit konnte weder mit einer Netzverfeinerung noch
mit quadratischen Elementen reduziert werden. Darum werden im nachsten Kapitel
weitergehende Untersuchungen zu diesem Phanomen angestellt.

Abb. 5-14 Hourglass bei den reduziert integrierten C3D27R Elementen
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5.5 Weitergehende Untersuchungen

Aufgrund der relativ groen Unterschiede zwischen den globalen Steifigkeiten der FE-
Berechnungen mit der globalen Steifigkeit der EN-C-Versuchsserie aus Kapitel 5 wird die
Ursache genauer untersucht. Da die lokalen Steifigkeiten mit den FE-Ergebnissen gut zu-
sammenpassen, konnte die Ursache in den nachfolgenden Punkten liegen. Darum ist je-
der dieser Punkte nochmals genau unter die Lupe genommen und kontrolliert worden.

e Kontrolle der Versuchsdaten und der Priifmaschine
e Geometrische Abweichungen der Probe bei der Lasteinleitung
e Verformung des Priifkorpers

Kontrolle der Versuchsdaten und der Priifmaschine

Die Universalpriifmaschine wurde auf ihre Genauigkeit geprift, um die Korrekturfunkti-
on fir die gemessenen globalen Verschiebewege nochmals zu kontrollieren. Durch die
elastische Nachgiebigkeit der Universalpriifmaschine miissen die von der Kraftmessdose
aufgezeichneten Krafte korrigiert werden. Der globale Maschinenweg ist auch durch
eine unabhangige Wegmessung mit den lokalen Wegaufnehmern kontrolliert worden.

Geometrische Abweichungen der Probe (Imperfekte Priifkonfiguration)

Es wurden Uberlegungen hinsichtlich der Herstellungsungenauigkeiten der EN-Priifkér-
per gemacht. Es ist sehr unwahrscheinlich, dass der Priifkdrper ohne gewisse Toleranzen
hergestellt werden kann. Beim Schneiden der Priifkérper der Tischkreissage konnen klei-
ne Ungenauigkeiten entstehen. Durch das Drehen kann es passieren, dass die beiden
Schnittflachen nicht parallel zueinander liegen. Dieser Umstand filihrt dazu, dass der
Priifkorper in der Priifmaschine nicht mit der vollen Flache auf den Stahlplatten aufliegt.

Verformung des Priifkdrpers und deren Auswirkungen auf die Lasteinleitung

Als Belastung wird dem Prifkorper im FE-Modell eine definierte Auflagerverschiebung
aufgezwungen. Im Finiten Elemente Modell sind keine geometrischen Ungenauigkeiten
enthalten und dadurch wird sofort die ganze Flache beziehungsweise Dehnsteifigkeit,
aktiviert. Im Labor beginnt die Aufzeichnung der Messdaten erst dann, wenn die Priif-
maschine mit einer definierten Kraft auf den Probekoérper driickt. Im FE-Modell gibt es
durch die Randbedingungen keine Toleranzen und die Schnittflachen bilden eine perfekt
parallele Ebene.
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5.5.1 Kontrolle der Versuchsdaten und der Priifmaschine

Kontrolle des Maschinenwegs

Zur Kontrolle der Korrekturfunktion missen die Stahlplatten der Universalpriifmaschine
zuerst kraftgesteuert mit 35.000 Newton gegeneinander gepresst werden. Danach wird
mit den aufgezeichneten Messdaten der Versuch noch einmal weggesteuert durchge-
fahrt. Die Prifgeschwindigkeit ist exakt dieselbe, die bei der EN-Prifkonfigurationsserie
verwendet wurde. Danach werden auf der Ordinate die gemessenen Verschiebewege
und auf der Abszisse die gemessenen Krafte aufgetragen. Danach wird eine Gerade mit
bestmoglichster Anpassung durch diese annahernd lineare Funktion gelegt.

Die Geradengleichung ist dann die gesuchte Korrekturfunktion fiir den Verschiebeweg.

WeGyorrigiert = Weg—(8, 8256x10°° - Kraft + 0, 25121) [GL. 5-1]

Die Korrekturfunktion wurde im Rahmen eines Tests (Abbildung 5-15) am Dienstag den
11.09.2012 im LTC an der TU Graz von Bernd Heissenberger, Thomas Bogensperger und
Ingo Feichter bestimmt.

Flr die Auswertung werden alle Maschinenwege mit der Korrekturfunktion aus der Glei-
chung [5-1] korrigiert. In Abbildung 5-15 ist der Versuch Stahl auf Stahl und der Versuch
mit den Holzwdrfeln zu sehen.

Abb. 5-15 Holzwiirfel der Universalpriifmaschine / Universalpriifmaschine Stahl auf Stahl
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Kontrolle der lokalen Messungen

Im Labor wurde der von der Universalpriifmaschine aufgezeichnete Verschiebweg zu-
satzlich mit vier lokalen angebrachten Wegaufnehmern unabhéangig gepriift. Als Probe-
korper sind drei Holzwiirfel mit der Kantenlange von 100 Millimetern in die Maschine
eingebaut worden. Zwei der drei Holzwiirfel wurden in Faserrichtung eingebaut. Der in
der Mitte liegende Holzwiirfel wurde quer zur Faserrichtung eingebaut. In Abbildung 5-
16 sind der Versuch mit den drei Holzwiirfeln sowie die unabhangigen Wegmessungen
zur Kontrolle des Maschinenwegs zu sehen.

'3

Abb. 5-16 Unabhangige Wegmessung

Fazit:

Bei der Kontrolle der Versuchsdaten und der Priifmaschine wurden keine Abweichungen
festgestellt. Die Wegkorrekturfunktion des Maschinenwegs wurde unabhangig be-
stimmt und deckt sich mit der bekannten Korrekturfunktion der Maschine. Nach der Kor-
rektur der lokalen Verschiebwege passen diese auch mit dem Maschinenweg Uberein.
Somit wird ein Fehler in den Versuchsdaten und bei der Prifmaschine ausgeschlossen.
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5.5.2 Geometrische Abweichungen des Probekérpers

Als Erstes wurden die Auswirkungen eines um 0,1 Grad schrag abgeschnitten Probekor-
per untersucht. Bei der Untersuchung ist kontrolliert worden, ob die gemessenen Krafte
im Laborversuch ausreichen wiirden, um den minimalen Spalt zwischen Stahlplatte und
Probekorper zu schliefen. Im FE-Modell wurde Reibung zwischen der Stahlplatte und
dem Holzkorper definiert. Der Reibkoeffizient 1 zwischen der Stahlplatte und dem Priif-
korper wurde mit 0,6 angenommen. Die Abmessungen von 150 auf 40 Millimetern ent-
sprechen einem Langsbrett des EN-Probekoérpers. Im symmetrischen EN-Probekorper
sind zwei Bretter vorhanden. Durch die einseitige Imperfektion des Probekdrpers sind
keine Symmetrieebenen im Kontaktmodell mehr vorhanden.

Abb. 5-17 Kontaktmodell

Im Modell ist die Holzorientierung um 14 Grad gedreht worden, was dem realen EN-
Prifkorper entspricht. Die Flaiche wurde auch dementsprechend angepasst. Zwei ver-
schiedene Schiefstellungen der Schnittflaiche und die Auswirkungen einer Netzverfeine-
rung wurden im Zuge dieser Berechnungen untersucht. Bei der ersten Schiefstellung
wird der Prifkdrper mit der Spitze gegen die Stahlplatte gedriickt. Fir die zweite Schief-
stellung wird eine schiefe Ebene entlang der Kante angenommen.
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Abb. 5-18 Arbeitslinien elastisch mit Kontakt

Aus Abbildung 5-18 ist zu erkennen, dass alle Berechnungen mit Imperfektionen relativ
weit vom linear elastischen Verhalten abweichen. Dieser Umstand fihrt dazu, dass am
Finiten Elemente Gesamtmodell der EN-Probekoérper auch Imperfektionen aufgebracht
werden. Die Netzverfeinerung hat natirlich auch einen Einfluss auf die Ergebnisse, aber
um Rechenzeit zu sparen, wird am EN-Gesamtmodell keine Netzverfeinerung im Kon-
taktbereich zwischen Stahlplatte und Holz durchgefiihrt.
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5.5.3 Imperfektion am Gesamtmodell der EN-Priifkrper

Mit der Erkenntnis aus den Kontaktberechnungen werden nun im nachsten Schritt Im-
perfektionen am EN-Gesamtmodell aufgebracht. Diese Imperfektionen werden beliebig
miteinander kombiniert, um eine Vielzahl an moglichen Ungenauigkeiten des Prifkor-
pers abzudecken.

Tab. 5-8 Ubersicht Imperfektionen
Variante Imperfektion oben Imperfektion unten
A o=+0,1° a=-0,1°
B o=-0,1° o =+0,1°
C o=+0,1° o=+0,1°
D 0=-01° o=0,1°

Zum besseren Verstandnis ist der EN-Prifkorper mit den Imperfektionsfallen dargestellt.

Imperfektionswinkel o =-0,1° Imperfektionswinkel o = +0,1°
Imperfektionswinkel o0 =-0,1° Imperfektionswinkel o= +0,1°
Abb. 5-19 Imperfektion am EN-Gesamtmodell
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Im nachfolgenden Kraft-Verschiebungsdiagramm sind alle vier Imperfektionsfalle darge-
stellt. Durch den minimalen Unterschied der Imperfektionsfalle ist auf eine unterschied-
liche Darstellung verzichtet worden.

Imperfektion 0,1° Schragstellung

30000 T T !
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20000
z
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o
~
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V4 s : : .
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Abb. 5-20 Arbeitslinien mit Kontakt am Gesamtmodell

Durch die intensiven Rechenzeiten bei den Modellen mit Kontakt wird fiir die materiell
nicht-linearen Rechnungen im nachfolgenden Kapitel 6 der Elastizitaitsmodul in der letz-
ten Schicht bei der Krafteinleitungsstelle abgesenkt. Mit dieser Wirkung soll der Effekt
der Krafteinleitung im Gesamtmodell wiedergegeben werden.
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5.5.4 Verformung des Priifkérpers und deren Auswirkungen

Weiters werden mithilfe eines Stabmodells die Auswirkungen der Verformung des
Probekorpers untersucht und mit der FE-Losung verglichen. In der nachfolgenden
Abbildung 5-21 ist das Stabmodell der EN-Priifkonfigurationsserie abgebildet.

L H
b H/2 L:E-cosoc
e= ﬂ-sinoc
2
d= H-sinoc-cosoc
b Y 2
b=g—§-sin2a
o = 14°

Abb. 5-21 EN-Stabmodell

Die Verformung und die Stabendverdrehung, welche aus der angreifenden Kraft resul-
tiert, wird mit dem Prinzip der virtuellen Krafte berechnet. Fiir die Verformung ent-
spricht der tatsachliche Momentenverlauf auch dem virtuellen Momentenverlauf. Fir
die Stabendverdrehung wird an beiden Stabenden ein virtuelles Moment mit der Grél3e
1 aufgebracht. In der nachfolgenden Abbildung 5-22 sind die Schnittkraftverlaufe des
EN-Stabmodells dargestellt.
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Schnittkraftverlaufe am EN-Stabmodell

(M] [N] [Q]

-Fsin o

M =FHsinacosa
max -

s

-F cos a

-F sin o

Abb. 5-22 Schnittkraftverlaufe am EN-Stabmodell

Fir den virtuellen Momentenverlauf muss nur F durch 1 ersetzt werden. Die vertikale
Verschiebung berechnet sich nach der Gleichung [5-2].

l-u-= dx+j99dx+j—dx

=1
[
|

1 ( H H )H
= = = +
2(3E|1 F 5 sina.cosal > sinoL.cosa 2(:osoc

1 (F H sino.cosal H smoccosoc)HsinoH
3El; 2 2 2

1
+ +
= 1( —F coso— 1cosoc) coso £ 3( —Fsino— 1smoc) sino

—(— Fsmoc—lsmoc) cosoc+G (—F coso—1coso) = smoc)
A,

GA1
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2.2 3 2. 3 2

U=F-H. H”sin occosoc+H sin o.cos o
12El, 12El,

[GL. 5-2]

.2 . 2 3 .3
KSn occosoc+1<smoccos OC+ COS OC+ Sin o
GA, GA, EA, EA,

Mit der Gleichung [5-2] kann die vertikale Verschiebung des vertikal verschieblichen Auf-
lagers berechnet werden. Die Indizes beim Tragheitsmoment und bei den Querschnitts-
flachen beziehen sich auf das Nummerierungsschema des FE-Modells.

Die gesuchte Stabendverdrehung ergibt sich aus den virtuellen Momenten, die an bei-
den Stabenden angebracht werden. In der nachfolgenden Abbildung 5-23 sind die Bela-
stung durch das virtuelle Moment und der daraus resultierende Momentenverlauf
abgebildet.

Virtueller Schnittkraftverlauf am EN-Stabmodell

=1 [M]

h/2

Abb. 5-23 Virtueller Momentenverlauf fiir die Stabendverdrehung
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Die gesuchte Stabendverdrehung kann mit dem Prinzip der virtuellen Krafte berechnet
werden. Die Stabendverdrehung kann mit der Gleichung [5-3] berechnet werden.

i-Z-QZI%dX

_ 1 ( H . —)H 1 ( H . —)H .
. = e — — + — — —
2.0 2(2E|1 F 2smoccosocl 2cosoc 2ET, F 2smoccosocl 2smoc (GL. 5-3]

2 /. 2 .2
¢ = F-H .| Snacos o . Sin_o.cosa
8 El, El;

In der nachfolgenden Abbildung 5-24 sind die verformten Figuren des EN-Stabmodells
und des EN-FE-Modells dargestellt.

IN Spannungsverldufe (G + T) im Schnitt A-A
- oC HS in Abbildung 5-25
;N

Abb. 5-24 Verformte Figur des EN-Stabmodells
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In der nachfolgenden Abbildung 5-25 sind die Spannungsverlaufe (Schnitt A-A) im Quer-
brett des FE-Modells aus Abbildung 5-24 dargestellt (NetzgroRe im Querbrett 1 mm).

Abb. 5-25

z-Koordinate [mm]

z-Koordinate [mm)]

-20

-40

-60

-80

-20

-40

-60

-80

Langsnormalspannung ¢

80

60

T
FE Spannung &

\

40

20

N\
\
/
/

/

-60

-50

Schubspannung T

-40

-30
FE Spannung 6 [N/mm?]

-20

-10

80

60

40

/

20

-

FE Spannunglr —_—

\

L ———

—_—

-60

-50

-40

Spannungsverldufe am Schnitt A-A

-30

Spannung t [N/mm?]

-20

-10

Seite 182

Elastische Berechnungen EN-Modelle



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

Die Verdrehungen aus dem FE-Modell errechnen sich mit den lokalen Verschiebungen
aus Abbildung 5-26.

Abb. 5-26 Verdrehung FE-Modell

Die Verdrehungen im FE-Modell an den Referenzknoten in der Mitte berechnen sich zu:

* Verdrehung oben ¢, =0,00129 rad
e Verdrehung unten ¢, =0,0013 rad

Die unbekannte Verschiebung u und die Verdrehung ¢ kénnen mit der Gleichung [5-2]
und der Gleichung [5-3] berechnet werden. Als Kraft wurde die Knotenreaktionskraft aus
dem FE-Modell angesetzt. Die relevanten Querschnittswerte fiir das EN-Stabmodell sind
in der Tabelle 5-9 enthalten.

Tab. 5-9 Querschnittswerte fir EN-Stabmodell
Stab [Nr.] Breite [cm] Héhe [cm] Fliche [cm?]
1,2 8 15 120
3 2 15 30
Stab [Nr.] Trigheitsmoment [cm?] AS [cm] Linge [cm?]
1,2 2250 100 31,01
3 562,5 25 15,46
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Ergebnisse des EN-Stabmodells:

e Knotenreaktionskraft FE= 334,18 kN
e Verschiebung u= 34,43 mm
e Verdrehung ¢ = 0,02898 rad

In der nachfolgenden Tabelle 5-10 ist der Vergleich zwischen dem FE-Modell und dem
EN-Stabmodell enthalten.

Tab. 5-10 Vergleich EN-Stabmodell mit FE-Modell

Stabmodell FE-Modell Abweichung [%]
Verschiebung u [mm] 34,43 10 -70,8
Verdrehung Pp, [rad] 0,02898 0,00129 95,2
Tab. 5-11 Verformungsanteile des EN-Stabmodells
Schnitt- | Verformung Stab 1| Verformung Stab 2 | Verformung Stab 3 Scl;:;tatlr;rtaft
kraft
[mm] [%] [mm] [%] [mm] [%] [mm] [%]
M 0,73 2,12 0,73 2,12 1,45 4,22 2,91 8,45
N 0,68 1,98 0,68 1,98 0,08 0,24 1,44 4,20
Q 0,88 2,56 0,88 2,56 28,31 82,33 30,08 87,35
Stab 2,29 6,65 2,29 6,65 29,85 86,69 34,43 100
gesamt
Fazit:

Aus den Ergebnissen des EN-Stabmodells ist deutlich der Unterschied zwischen den Stei-
figkeiten zu sehen. Die Verschiebung des Stabmodells ist um den Faktor 3,4 hoher als die
des FE-Modells bei gleicher Belastung. Der Unterschied resultiert aus dem steiferen Ver-
halten der verklebten Bretter, die einen biegesteifen Knoten ausbilden. Von der Gesamt-
verformung gehen 87,4% auf den Anteil, der aus der Querkraft entsteht. Der
Momentenanteil liegt bei 8,4% und den kleinsten Beitrag zur Gesamtverformung liefert
die Normalkraft mit 4,2%. Aus dem Vergleich zwischen EN-Stabmodell und FE-Modell
aus Abbildung 5-24 wird sofort klar, dass die Normalkraft im FE-Modell den graden Weg
durch den EN-Probekérper nimmt. Beim EN-Stabmodell muss die gesamte Kraft durch
den anndhernd Z-férmigen Stab gehen und diese ist weit von der Verbindungslinie der
Auflagerpunkte entfernt, weswegen groRere Biegemomente entstehen. Der Grolteil
der Querkraftverformung entsteht durch den Stab 3 mit 82,3%. Dieser Stab ist durch die
direkte Lastabtragung hingegen im FE-Modell sehr kurz.
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Die Versuchskonfiguration der EN-Probekérper und der Universalprifmaschine ist in der
nachfolgenden Abbildung 5-27 enthalten. Die Kontaktplatte der Universalprifmaschine
ist an sich starr gelagert, weist aber trotzdem ein geringes Spiel auf. Die Unterschiede in
der Lasteinleitung konnten auch durch die ziemlich starre Kontaktplatte entstehen. Auf
diese offene Fragestellung, wird im Rahmen dieser Materarbeit nicht mehr weiter ein-
gegangen.

Kontaktplatte der
Universalprifmaschine
(starr)

Abb. 5-27 EN-Probekdrper in der Universalprifmaschine

EN-Probekoérper in der Universalprifmaschine wahrend eines Versuchs.
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6 Materiell nicht-lineare Berechnungen (MNL)

In diesem Kapitel werden materiell nicht-lineare Berechnungen am FE-Modell der EN-
Prifkorper durchgefiihrt. Um Schubbriiche im materiell linear elastischen Finiten Ele-
mente Modell simulieren zu kénnen, werden gezielt vorgegebene Sollbruchstellen mit
kohasiven Elementen eingefligt. Durch die Technik der kohasiven Elemente entsteht ein
guasi materiell nicht lineares Bruchverhalten in diesen Sollbruchstellen. Die kohasiven
Elemente wurden schon im Kapitel 2.3.5 behandelt.

6.1 Ubersicht

Fiir die MNL-Berechnungen wird nur noch das technische Material verwendet, weil die
Auswirkungen eines genaueren Materialmodells mit verschiedenen Steifigkeiten in den
anatomischen Richtungen und auch Querkontraktionszahlen gering sind, wie schon mit
dem elastischen Modell 1 im Kapitel 5.2.1 gezeigt wurde. In den folgenden MNL-FE-Mo-
dellen der EN-Probekoérper werden verschiedene Einfliisse untersucht und deren Aus-
wirkungen aufgezeigt:

e Einfluss der Holzfestigkeit (Querzug, Schub, Rollschub) in den Bruchflachen
e 5% Quantilwerte und Mittelwerte*

e Einfluss der Bruchenergie

e Einfluss der Klebeflache

¢ Anzahl der kohasiven Schichten im FE-Modell

AbschlieBend wird ein einfaches ingenieurmaRiges Modell, welches das Bruchverhalten
wiedergeben soll, entwickelt.

*Anmerkung:

Ublicherweise werden Festigkeiten im Holzbau als 5% Quantilwerte definiert, die Ergeb-
nisse aus den Versuchen sind jedoch auf Mittelwertbasis. Daher werden fiir die Versu-
che die gemittelten Arbeitslinien auf Mittelwertbasis verwendet (Kapitel 3.3.1
Auswertung der EN-Versuchsserien). Durch diesen Umstand werden die Ergebnisse der
MNL-Berechnungen mit 5% Quantilwerten unter den Versuchen zu liegen kommen. Die-
ses Ergebnis wird als ,,Basisfall“ definiert. Im Anschluss wird der Einfluss der einzelnen
Parameter untersucht und durch Mitbericksichtigung von Streuungen Mittelwerte der
Festigkeiten und Bruchenergien abgeschatzt. Berechnungen auf dieser Basis werden
dann mit den Versuchsergebnissen verglichen und sollten im Idealfall gut Gbereinstim-
men.
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Schubbruch EN-Versuchskorper

In der nachfolgenden Abbildung 6-1 ist ein aufgetrennter EN-Probekorper dargestellt.
Der Probekdrper wurde nach der Schubprifung mit der Tischkreissage aufgetrennt, um
Aufschlisse Giber das Bruchverhalten zu bekommen.

Abb. 6-1 Schubbriiche eines ,,EN“-Prifkérpers mit Detailausschnitt des Bruchs

Mechanismus 1 ,,Schub” und Mechanismus 2 , Torsion“

Bei den Untersuchungen der Parameter wird zwischen Mechanismus 1 ,,Schub“ und Me-
chanismus 2 ,Torsion” unterschieden. Diese beiden Mechanismen wurden im
Kapitel 3.3.6 bereits erlautert.
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Fall 1 kohasive Elemente nur im Querbrett

Im ersten kohasiven Berechnungsmodell wurden sieben kohdsive Bruchflachen im Quer-
brett eingefiihrt. In der Dickenrichtung werden die kohasiven Elemente als Flachen dar-
gestellt, weil die Eingabe der Dicke nicht aus dem Finiten Elemente Netz resultiert,
sondern direkt im Programm eingegeben werden muss. Die NetzgroBe der kohasiven
Elemente betragt einen Millimeter. Die NetzgréRe der C3D8 Kontinuumselemente be-
tragt 5 Millimeter. Die Verbindung zwischen den kohasiven Elementen und den Kontinu-
umselementen erfolgt wegen der verschiedenen ElementgroRen und des leichteren
Handlings mit der Surface-Kopplung. In der nachfolgenden Abbildung 6-2 ist das erste
kohasive Berechnungsmodell mit sieben Bruchflachen im Querbrett dargestellt.

Ansicht des EN-Modells
Mit 7 kohasiven Bruchflachen
im Querbrett (Bett 3)

Explosionszeichnung des EN-Modells

Kohasive Bruchflachen
im Querbrett (Brett3)

Querbrett
(Brett 3)

Starre
Kopplung

Langsoret

Abb. 6-2 Kohasive Elemente nur im Querbrett
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Fall 2 kohasive Elemente im Querbrett und in der Klebefléche

Im nachsten Schritt wird auch die Klebeflache mit kohdsiven Elementen modelliert. Die
NetzgroRe der kohasiven Elemente in der Klebeflache betrdagt einen Millimeter. Die
NetzgroRe aller anderen Elemente ist nicht verandert worden. Die kohasiven Elemente
der Klebeflache werden im Modell mit der Surface-Kopplung mit den Brettern verbun-
den.

Ansicht des EN-Modells

Mit 7 kohasiven Bruchflachen
im Querbrett (Brett 3) und in
der Klebeflache

Explosionszeichnung des EN-Modells

Kohasive Bruchflachen
im Querbrett (Brett3)

Querbrett
(Brett 3)

Kohasive Bruchflachen
in der Klebeflache

Abb. 6-3 Kohésive Elemente im Querbrett und in der Klebeflache

Allein eine Klebeflache besitzt 22.500 kohasive Elemente. Im Gesamtmodell mit kohasi-
ven Elementen in der Klebeflache und im Querbrett sind rund 132.000 Elemente fir die
Berechnung notwendig.
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Auswirkungen auf die Bruchflichenanzahl im Querbrett

Durch den Umstand, dass die aufgetrennten EN-Probekorper (Abbildung 6-4) aus dem
Labor mehrere Schubbruchflachen aufweisen, wird der Einfluss der Anzahl der Bruchfla-
chen untersucht.

Abb. 6-4 Bruchflachen im Querbrett

Um den Einfluss der Bruchflachenanzahl zu zeigen, werden in den materiell-nicht line-
aren Berechnungen FE-Modelle mit 7, 15 und 31 Bruchflachen (Abbildung 6-5) unter-
sucht.

Abb. 6-5 FE-Modelle fir den Einfluss der Bruchflachenanzahl

Materiell nicht-lineare Berechnungen Seite 191



Masterarbeit
study research [engineering test center Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewdhlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

Materialparameter fiir den Basisfall

Fiir den Basisfall werden die Steifigkeitseigenschaften des technischen Materials tber-
nommen. Die Werte fir Festigkeit und Bruchenergie stammen aus verschiedenen Publi-
kationen und Diplomarbeiten. Fir den Basisfall werden Festigkeitswerte und
Bruchenergien auf Basis der 5%-Quantilwerte in der Berechnung verwendet. Durch die
5%-Quantilwerte wird das Lastmaximum aus dem Versuch nicht erreicht, es geht ledig-
lich um den Einfluss der zu untersuchenden Parameter. Nach Abschluss der Untersu-
chungen an den verschiedenen Parametern, werden materiell nicht-lineare
Berechnungen auf Mittelwertbasis durchgefiihrt, um die Traglasten aus den EN-Ver-
suchsserien zu erreichen. Fir die kohdsiven Elemente miissen in den drei Bruchrichtun-
gen Festigkeit und Bruchenergie jeweils separat definiert werden.

Die Festigkeiten fiir den Basisfall sind in der nachfolgenden Tabelle 6-1 enthalten, die
5%-Quantilwerte stammen aus diversen Publikationen und Masterarbeiten.

Tab. 6-1 Materialparameter Festigkeit fir den Basisfall
Ort Festigkeits- Festigkeit Festigkeit It.
kennwert [N/mm?] Literatur & Norm
Holzbrett Schubfestigkeit 3,00
Mechanismus | Rollschubfestigkeit 1,00 GL24
(O] “
= »Schub Querzugfestigkeit 0,50
5
%
a Klebefliche Querzugfestigkeit 0,50 GL24
o
Mechanismus Il Verdrehungsfestigkeit
Torsion” o 2,50 Wallner [11]
” Verdrehungsfestigkeit

Die Bruchenergien fiir den Basisfall sind in der nachfolgenden Tabelle 6-2 enthalten, die
5%-Quantilwerte stammen aus diversen Publikationen.

Tab. 6-2 Materialparameter Bruchenergie fiir den Basisfall
ort Festigkeits- Bruchenergie Bruchenergie It.
kennwert [1/m?] Literatur
Holzbrett Schubfestigkeit ]
Mechanismus | Rollschubfestigkeit 300 MackgnZIe-
schub” — Helnwein [22]
9 »>CNU Querzugfestigkeit
s
g
o Mackenzie-
9 = uerzugfestigkeit 300
s Klebeflache Q gtestig Helnwein [22]
Mechanismus Il
. Verdrehungsfestigkeit
»fTorsion = 1500 Comet 2.2.3 [16]
Verdrehungsfestigkeit
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Einfluss der Querbrettdicke

Aus den Auswertungen der EN-Versuchsserien geht hervor, dass die Schubfestigkeit sehr
stark von der Dicke der Querbretter abhangt. Die Schubfestigkeit steigt bei kleinen
Schubflachen an und kann mit dem GroReneffekt begriindet werden. Die materiell
nicht-linearen Berechnungen werden mit dem Vergleich der verschiedenen Querbrett-
dicken abgeschlossen. Als Standarddicke fiir die elastischen und materiell nicht-linearen
Parameterstudien wurde die Querbrettdicke mit 20 Millimetern gewahlt, was den EN-C,
EN-F und EN-G Versuchskonfigurationen entspricht. Die Querbrettdicke von 10 Millime-
tern entspricht der EN-A Versuchskonfiguration. Die EN-D Versuchskonfiguration weist
eine Querbrettdicke von 30 Millimetern auf. Zum besseren Uberblick sind die Abmes-
sungen der EN-Probekdrper in der nachfolgenden Tabelle 6-3 nochmals enthalten.

Tab. 6-3 Abmessungen der EN-Konfiguration
QB-Breite [mm] | QB-Dicke [mm] Lage im Stamm Fugenbreite [mm]
Konfig. Stiick
200 150 10 | 20 | 30 |[SW|HR| R | KB | 1,5 5 25
EN-A X X X X 10
EN-B X X X X 10
EN-C X X X X 10
EN-D X X X X 10
EN-E X X X X 10
EN-F X X X X 10
EN-G X X X X 10
EN-H X X X 10
EN-I X X X X 10

Der Basisfall stellt die Referenzvariante dar, mit der die MNL-Berechnungen untereinan-
der verglichen werden. Parallel dazu werden die Varianten mit den EN-Prifkonfigurati-
onsserien C, F und G verglichen, die alle die gleichen geometrischen Abmessungen
aufweisen.
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6.2 FE-Ergebnis EN-Modell 4 (MNL)

6.2.1 Modell 4 - Kohdsive Elemente nur im Holzbrett

Die verwendeten Materialparameter fiir das FE-Modell mit kohasiven Elementen nurim
Querbrett der materiell nicht-linearen Berechnung sind in Tabelle 6-4 enthalten.

Basisfall der materiell nicht-linearen Berechnungen.

Tab. 6-4 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie fir den Basisfall
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - , Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [/m?]
Basisvariante 3,50 300 - -

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-6) ist die materiell nicht-lineare Arbeitslinie
aus der FE-Berechnung mit den Mittelwertkurven aus den Versuchen dargestellt.

40000 T T T T T T T
25000 [ e D DR
= 4 P~ ~ . s N :
20000 e e T T
%] RS : . :
S 4 Tee ; I S
15000 ,,/ R e
7, i i i i
/
5000 | a Mittelwert EN:C ffffff
Mittelwert EN F
Mittelwert ENG - - - -
AbaqusMNLRechnun‘g —
0 ] ] ] ] 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Verschiebung [mm]
Abb. 6-6 Materiell nicht-lineare Arbeitslinien

Aus der oben gezeigten Arbeitslinie ist gut zu erkennen, dass es unumganglich ist, die
Klebeflache mit kohasiven Elementen zu modellieren.
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Im Holzbrett findet zwar ein Versagen auf Schub statt, aber an den Kontaktflachen bei
der Oberflachenkopplung kann keine Verschiebung zwischen den kohdasiven Elementen
auftreten. Im Kraft-Verschiebungsdiagramm duRert sich dieser Umstand mit dem viel zu
geringen Abfall der Steifigkeit.

‘ ‘l‘ ‘ m ‘ |l +—— Querbrett mit
Bruchflachen
*

C3D8 Kontinuumselement

Langsbretter ohne
Bruchflachen
[ COH3DS8 kohasives Element Diese Knoten sind im FE-

Modell an der gleiche Stelle

=== (Oberflachenkopplung

Abb. 6-7 Oberflachenkopplung

Aus der Abbildung 6-7 oben ist zu erkennen, dass sich keine Verschiebung zwischen den
kohasiven Elementen, die an der Verbindung zwischen den Brettern liegen, einstellen
kann, weil sie mit den gegentiberliegenden Knoten gekoppelt werden.
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6.3 FE-Ergebnis EN-Modell 5 (MNL)
6.3.1 Modell 5 - kohasive Elemente im Brett und in der Klebeflache

Wie der vorherige Berechnungsteil gezeigt hat, ist es notwendig, eine Schicht mit koha-
siven Elementen in der Klebeflache einzufiihren. Diese Schicht von kohdsiven Elementen
soll das anfangs elastische Verhalten der Klebeschicht wiedergeben. Ab einem definier-
ten Spannungsniveau soll es aber zu einem Abdrehen der kohasiven Elemente in der Kle-
befliche (Mechanismus II) kommen. Die nachfolgende Abbildung6-8 zeigt
aufgeschnittene Probekdrper der EN-Serie. Darin ist gut zu erkennen, dass es zu einem
Bruch in der Grenzschicht zwischen Holz und Kleber kommt und daraus eine Verschie-
bung sich einstellen kann.

Abb. 6-8 Bruch in der Klebeflache

Fir die Modellierung der Klebeschicht wird eine Schicht mit kohasiven Elementen zwi-
schen den Brettern eingefligt. Die kohasive Schicht wird mittels Oberflachenkopplung
mit den Brettern verbunden. In der Abbildung 6-3 ist eine Explosionszeichnung des FE-
Modells mit sieben kohasiven Bruchflachen im Querbrett und den zwei kohasiven Bruch-
flachen, welche das Verhalten der Klebeflachen wiedergeben, dargestellt. Die verwen-
deten Materialparameter fiir das FE-Modell mit kohasiven Elementen im Querbrett und
in der Klebeflache der materiell nicht-linearen Berechnung sind in Tabelle 6-5 enthalten.
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Basisfall der materiell nicht-linearen Berechnungen:

Tab. 6-5 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie fir den Basisfall

Mechanismus | - ,Schub”

Mechanismus Il - ,Torsion“

Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Basisvariante 3,50 300 2,50 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-9) ist die materiell nicht-lineare Arbeitslinie
aus der FE-Berechnung mit den Mittelwertkurven aus den Versuchen dargestellt.

30000

25000 -

20000 -

Last [N]

10000

5000 |-

15000

Mittelwert ENC - - - -

Mittelwert EN F

Mittelwert ENG - - - -
Abaqus MNL Rechnunlg —_—

Abb. 6-9

0.5 1 1.5 2

Verschiebung [mm]

Materiell nicht-lineare Arbeitslinien

25 3 3.5 4

Mit kohdsiven Elementen im Querbrett und in der Klebeflache wird ein Kraft-Verschie-
bungsverhalten erreicht, welches den EN-Versuchsserien entspricht. Wie bereits er-
wahnt, basieren die Versuchsdaten auf Mittelwerten und missen daher héher sein als
das numerische FE-Ergebnis, dass fiir die Berechnung 5% Quantilwerte fir die Material-
kennwerte verwendet.

Seite 198

Materiell nicht-lineare Berechnungen



Masterarbeit
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

Ty

6.4 Parameterstudie materiell nicht-lineare Berechnungen

In diesem Teil werden Parameterstudien fir die FestigkeitskenngréfRen und Bruchener-
gien durchgefihrt. Die fir den Scheibennachweis von Brettsperrholz maRgebenden Me-
chanismen | ,,Schub” und Il ,, Torsion” werden unabhangig voneinander untersucht.

Im ersten Berechnungsteil sind die Parameter des Mechanismus | ,,Schub“ untersucht
worden. Die Festigkeit und Bruchenergie in den Klebeflachen wurden nicht verandert.
Die fir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 6-6 enthalten.

Tab. 6-6 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,,Schub” Mechanismus Il -, Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante 1 3,5 150 2,5 1500
Variante 2 3,5 500 2,5 1500
Variante 3 3,5 1500 2,5 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-10) sind die Arbeitslinien der Varianten 1 bis
3 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.

30000 T T T T T T T
25000 | N T —
// ) \
20000 B A = -
S 15000 [ R e e
2 ; v {
S o L
" _ 2 ) - -
f,=3,50 N/mm
10000 | .
Mittelwert EN‘C -
5000 - Mittelwert ENF - - - - 7]
Mittelwert ENG - - - -
Abaqus MNL Rechnung Variante 1 ——
W, : : : Abaqus MNL Rechnung Variante 2 ——
/ i i i | Abaquls MNL Rechnlung Variante|3 _—
0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Verschiebung [mm]

Abb. 6-10 Arbeitslinien der Varianten 1 bis 3 Mechanismus | ,,Schub“

Eine hohe Bruchenergie ergibt ein fast elasto-plastisches Nachbruchverhalten.
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Mit sinkender Schubfldche steigt die Schubfestigkeit durch den Volumen- und GréRen-
effekt an. Durch den Volumen- und GréReneffekt wird die Schubfestigkeit auf den drei-
fachen Wert erhoht.

Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 6-7 enthalten.

Tab. 6-7 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion“
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [)/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante 4 10,5 150 2,5 1500
Variante 5 10,5 300 2,5 1500
Variante 6 10,5 500 2,5 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-11) sind die Arbeitslinien der Varianten 4 bis
6 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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Abb. 6-11 Arbeitslinien der Varianten 4 bis 6 Mechanismus | ,,Schub”

Durch die hohe Schubfestigkeit und Bruchenergie liegt die Variante 6 im Bereich der EN-
G Mittelwertkurve aus der Versuchsserie. Bei einem Verschiebeweg von 3,5 Millimetern
liegen die Varianten 4 und 5 (Abbildung 6-10) circa auf gleicher Hohe wie die Varianten
1 und 2 aus (Abbildung 6-11).
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6.4.1

Mechanismus Il ,Torsion“

Im zweiten Berechnungsteil sind die Parameter des Mechanismus Il , Torsion” unter-
sucht worden. Die Festigkeit und Bruchenergie im versagenden Querbrett (Brett 3) wur-
den nicht verandert. Die fir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in
Tabelle 6-8 enthalten.

Tab. 6-8 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - , Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [/m?]
Variante 7 3,5 300 1,5 1500
Variante 8 3,5 300 2,5 1500
Variante 9 3,5 300 3,5 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-12) sind die Arbeitslinien der Varianten 7 bis
9 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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Arbeitslinien der Varianten 7 bis 9 Mechanismus Il ,, Torsion“

Mit den Varianten 7 und 8 ist gut zu sehen, welchen Einfluss ein Festigkeitssprung von 1
N/mm? in der Klebeflache mit sich bringt.
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Weiters wurde der Einfluss der Bruchenergie in der Klebeflache variiert. Die fur die Be-
rechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 6-9 enthalten.

Tab. 6-9 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [)/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante 10 3,5 300 2,5 500
Variante 11 3,5 300 2,5 1000
Variante 12 3,5 300 2,5 5000

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-13) sind die Arbeitslinien der Varianten 10 bis
12 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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Abb. 6-13 Arbeitslinien der Varianten 10 bis 12 Mechanismus Il ,Torsion”

Bei gleichbleibender Klebeflachenfestigkeit wird die Bruchenergie variiert, was sich sehr
stark auf das Nachbruchverhalten auswirkt. Mit einer Bruchenergie von 5000 J/m? wird
sogar ein ansteigendes Nachbruchverhalten erzeugt. Wird die Bruchenergie gesenkt,
geht die Schadigung in der Klebeflache schneller vor sich und das Nachbruchverhalten
ist nicht mehr ansteigend.
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6.4.2 Weitere Parameter fiir Mechanismus Il ,, Torsion”

Mit den Erkenntnissen aus den vorgehenden Berechnungen werden neue Bruchenergi-
en und FestigkeitskenngroBen von 4,0 N/mm? tiber den 5% Quantilwert von 2,5 N/mm?
flr die Klebeflache abgeschatzt (Tabelle 6-10).

Tab. 6-10 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,,Schub” Mechanismus Il -, Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante 13 3,5 300 4,0 1500
Variante 14 10,5 300 4,0 1500
Variante 15 3,5 300 4,0 3500
Variante 16 10,5 300 4,0 3500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-14) sind die Arbeitslinien der Varianten 13 bis
16 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenilibergestellt.
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Abb. 6-14 Arbeitslinien der Varianten 13 bis 16

Aus den Varianten 13 bis 16 ist zu erkennen, dass eine Bruchenergie von 1500 J/m? in
Ordnung ist, aber eine Bruchenergie von 3500 J/m? zu hoch ist. Die Bruchenergie von
1500 J/m? geht auf den Comet Abschlussbericht 2.2.3 zurick [16]. Auffallig ist, dass bei
dieser hohen Klebeflachenfestigkeit der Unterschied zwischen 3,5 und 10,5 N/mm? we-
sentlich geringere Auswirkungen zeigt, als bei der Berechnung zuvor. Dies fiihrt dazu,
dass letztlich die Festigkeit von 4,0 wieder gesenkt wurde.
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6.4.3 Weitere Untersuchungen zum Mechanismus | ,,Schub”

Mit der Bruchenergie aus dem Comet Abschlussbericht 2.2.3, die sich bei den Varianten
13 und 14 als richtig gezeigt hat, wird nun im nachsten Schritt die Bruchenergie im Quer-
brett schrittweise von 300 J/m? gesteigert, um den GroReneinfluss der Schubfestigkeit
zu zeigen. Die Schubfestigkeit von 10,5 N/mm? ist sinnvoll um den Einfluss der Bruchen-
ergie von Mechanismus | zu zeigen. In der Berechnung wird der Mechanismus Il nicht
verandert (Tabelle 6-11).

Tab. 6-11 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion“
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [)/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante 17 10,5 300 4,0 1500
Variante 18 10,5 500 4,0 1500
Variante 19 10,5 700 4,0 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-15) sind die Arbeitslinien der Varianten 17 bis
19 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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W, : : : Abaqus MNL Rechnung Variante 18 ———
/ i i i | AbaqusIMNLRechnuIngVariante 1|9 _—
0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Abb. 6-15 Arbeitslinien der Varianten 17 bis 19

Die Bruchenergie des Mechanismus | hat sehr geringe Auswirkungen. Der Mechanismus
Il wird durch die hohe Festigkeit von 4,0 N/mm? in der Klebefldche tGiberschatzt, wodurch
der Last-Peak zur Ganze verschwindet.
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Durch die Uberschatzung der Klebefldche aus den Varianten 17 bis 19 wird die Festigkeit
auf 3,0 N/mm? fiir die Varianten 20 und 21 abgesenkt. Die fur die Berechnung verwen-
deten Materialparameter sind in Tabelle 6-12 enthalten.

Tab. 6-12 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - , Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [/m?]
Variante 20 10,5 500 3,0 1500
Variante 21 10,5 700 3,0 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-16) sind die Arbeitslinien der Varianten 20
und 21 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Verschiebung [mm]
Abb. 6-16 Arbeitslinien der Varianten 20 und 21

In den Varianten 20 und 21 wird die Festigkeit der Klebeflache auf 3,0 N/mm? abgesenkt,

um ein absteigendes Nachbruchverhalten zu erreichen.
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6.4.4

Querzugverhalten

Im dritten Berechnungsteil werden die Parameter fiir das Querzugversagen im Holzbrett
und in der Klebeflache untersucht. Die Festigkeitskennwerte und Bruchenergien fir den
Mechanismus | und Il, werden fiir diesen Berechnungsteil auf die Werte der Basisvarian-
te zurlickgesetzt. Die flir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in

Tabelle 6-13 enthalten.

Tab. 6-13 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Querzug - ,,Holzbrett” Querzug -, Klebeflache”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante 22 2,0 300 0,5 300
Variante 23 0,5 300 2,0 300

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-17) sind die Arbeitslinien der Varianten 22
und 23 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.

30000 T T T T T T T
‘ ‘ ST LT T
25000 [ S -
20000 [ e et ”’”3 ; 7. > o N Neo -
z 5 : t
T 15000 e e ~< .
2 N
8 b e
10000 | .
5000 ) Mittelwert ENC - - - - 7]
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.7 Abagus MNL Rechnung Variante 22
/ i i i | AbaqusIMNL Rechnulng Variante 2|3
0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Verschiebung [mm]
Abb. 6-17 Arbeitslinien der Varianten 22 und 23
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Im dritten Berechnungsteil werden die Parameter fir das Querzugversagen im Holzbrett
und in der Klebeflache untersucht. Die Festigkeitskennwerte und Bruchenergien fiir den
Mechanismus | und Il, werden fiir diesen Berechnungsteil auf die Werte der Basisvarian-
te zuriickgesetzt. Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in
Tabelle 6-14 enthalten.

Tab. 6-14 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Querzug - ,,Holzbrett” Querzug -, Klebeflache”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante 24 2,0 500 0,5 300
Variante 25 0,5 300 2,0 500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-18) sind die Arbeitslinien der Varianten 24
und 25 mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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Abb. 6-18 Arbeitslinien der Varianten 24 und 25
Das Querzugverhalten hat auf den Mechanismus | nur sehr geringe Auswirkungen.
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6.4.5 Einfluss der Bruchflichenanzahl

In diesem Teil werden die Anzahl der Bruchflachen und deren Auswirkungen auf die Er-
gebnisse untersucht. Folgende Modelle sind fir die Parameterstudie tGber die Bruchfla-
che zum Einsatz gekommen:

e 7 kohasive Bruchflachen
¢ 15 kohasive Bruchflachen
¢ 31 kohasive Bruchflachen

In der nachfolgenden Abbildung 6-19 ist ein aufgetrennter Probekdrper aus der EN-Ver-
suchsserie dargestellt. Es ist sehr gut zu erkennen, dass sich im Holzbrett mehrere Bruch-
flachen ausbilden. Weiters ist das FE-Modell mit 7 kohasiven Bruchflachen zu sehen.

Kohasive Bruchflachen
im Querbrett (Brett3)

Querbrett
(Brett 3)

Kohasive Bruchflachen
in der Klebeflache

Abb. 6-19 Bruchflachen eines EN-Priifkdrpers und FE-Modell
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Im FE-Modell mit 7 kohdasiven Bruchflachen und einer Querbrettbreite von 150 Millime-
tern ergibt sich der Abstand zwischen den Sollbruchflachen zu rund 21 mm. Fiir das Mo-
dell mit 15 kohdsiven Bruchflichen wurde jeweils zwischen den vorhandenen
Bruchflachen eine zusatzliche eingefiigt. In der nachfolgenden Abbildung 6-20 ist eine
Explosionszeichnung des FE-Modells mit 15 kohdasiven Bruchflachen dargestellt.

Kohasive Bruchflachen
im Querbrett (Brett3)

Querbrett
(Brett 3)

Kohasive Bruchflachen
in der Klebeflache

Abb. 6-20 FE-Modell 15 kohasive Bruchflachen

Der Bruchflachenabstand der EN-Probekorper liegt bei rund 4 Millimetern, im Gegensatz
dazu ergibt der Abstand mit 15 Bruchflachen im FE-Modell rund 15 Millimetern.

Abb. 6-21 Bruchbild eines EN-Probekorpers
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Durch ein nochmaliges Halbieren der Abstande zwischen den Bruchflachen wird ein Ab-
stand von 4,8 Millimetern zwischen den Bruchflachen erreicht. In der nachfolgenden
Abbildung 6-22 ist eine Explosionszeichnung des EN-Modells mit 31 kohd&siven Bruchfla-
chen dargestellt.

Kohasive Bruchflachen
im Querbrett (Brett3)

Querbrett
(Brett 3)

Kohésive Bruchflachen
in der Klebeflache

Abb. 6-22 EN-Modell 31 kohasive Bruchflachen

Die verwendeten Materialparameter fir die Parameterstudie Gber die Anzahl der Bruch-
flachen wurden vom Basisfall aus dem vorhergegangen Kapitel ibernommen. Die Mate-
rialparameter fir den Basisfall, der materiell nicht-linearen Berechnungen sind, in
Tabelle 6-15 enthalten.

Tab. 6-15 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Basisvariante 3,5 300 2,5 1500
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Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-23) sind die materiell nicht-linearen Arbeits-
linien aus den Finiten Elemente Berechnungen mit den Mittelwertkurven aus den EN-
Versuchsserien gegeniibergestellt.
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Abb. 6-23 Materiell nicht-lineare Arbeitslinien

Die groRRen Unterschiede zu den Mittelwertkurven aus den Versuchen entstehen durch
die bei der Simulation verwendeten 5% Quantilwerten bei den Holzfestigkeiten und Bru-
chenergien. Fir die Auswertung in Tabelle 6-16 ist das Modell mit sieben kohasiven
Bruchflachen als Basisfall angenommen worden.

Tab. 6-16 Auswertung Parameterstudie der Bruchflachen
Anzahl
F N H o
Bruchflichen max [N] Abweichung [%]
7 17.833 Basis
15 15.820 -11,29
31 13.541 - 24,07

Werden mehr kohasive Bruchflachen in das materiell nicht-lineare Berechnungsmodell
eingeflihrt, nimmt die Maximalkraft in der Simulation ab. Mit steigender Anzahl von ko-
hasiven Bruchflachen nahert sich die Arbeitslinie besser an die Versuchskurven an. Die-
ser Umstand entspricht auch dem realen Verhalten mit mehreren Bruchflachen, wie in
Abbildung 6-19 zu erkennen ist. Diese Ergebnisse sind nicht zufriedenstellend und es
miuissen noch weitere Untersuchungen durchgefiihrt werden. Einerseits misste die An-
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zahl der Kontinuumselemente zwischen den kohasiven Schichten erhéht werden, um die
Biegung besser abbilden zu kénnen. Auf der anderen Seite sollte noch geklart werden,
ab welcher Anzahl von kohésiven Schichten es zu einem stabilen Bruchverhalten kommt.
Bei einer hohen Anzahl von kohasiven Schichten sollten nicht mehr alle Bruchelemente
versagen, da sonst der Abstand zwischen den Bruchflaichen immer kleiner und kleiner
werden wirde. Aus der Abbildung 6-23 ist der Einfluss der Bruchflachenanzahl zu sehen,
aber die Ergebnisse der blauen Arbeitslinie sind zu hinterfragen.

6.4.6  Materialparameter Mittelwertbasis

Folgende Materialparameter und Bruchenergien werden vorgeschlagen, um gute Uber-
einstimmungen mit den EN-Versuchsserien zu erhalten. Die Festigkeiten fiir die Berech-
nungen auf Mittelwertbasis sind in der nachfolgenden Tabelle 6-17 enthalten und

stammen aus diversen Publikationen und Masterarbeiten.

Tab. 6-17 Materialparameter Festigkeit auf Mittelwertbasis
Ort Festigkeits- Festigkeit Festigkeit It.
kennwert [N/mm?2] Literatur
Holzbrett Schubfestigkeit 7,29-10,5 Gatternig [15]
o Mechanismus | Rollschubfestigkeit 1,57 BlaR [13]
E »Schub® Querzugfestigkeit 1,0-1,89 Stuefer [23], Blal3 [12]
p
a Klebefliche Querzugfestigkeit 1,89 Blals [12]
o
Mechanismus I Verdrehfestigkeit )
Torsion® — 3,53-4,50 Jeitler [14]
” Verdrehfestigkeit

Die Bruchenergien fir die Berechnungen auf Mittelwertbasis sind in der nachfolgenden
Tabelle 6-18 enthalten und stammen aus diversen Publikationen.

Tab. 6-18 Materialparameter Bruchenergie auf Mittelwertbasis
ort Festigkeits- Bruchenergie Bruchenergie It.
kennwert [1/m?] Literatur
Holzbrett Schubfestigkeit 300 - 1500
: — Mackenzie-
Mechanismus | Rollschubfestigkeit 300 - 1500 ]
© Schub” — Helnwein [22]
£ " Querzugfestigkeit 300 - 1500
©
()
>
v L Mackenzie-
‘@ 5 festigkeit 300 - 1500
C‘§ KIebef.Iache Querzugfestighei Helnwein [22]
Mechanismus I ——
o Verdrehfestigkeit
»lorsion — 1500 -2500 Comet 2.2.3 [16]
Verdrehfestigkeit
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Weitere Berechnungen auf Mittelwertbasis

Mit denin der Tabelle 6-17 und der Tabelle 6-18 vorgeschlagen Werten fiir die Festigkei-
ten und Bruchenergien werden noch weitere Berechnungen durchgefiihrt, um auch Mit-
telwertergebnisse zu erhalten. Die Bruchenergien fiir die Berechnungen der Varianten

auf Mittelwertbasis sind in der nachfolgenden Tabelle 6-19 enthalten.

Tab. 6-19 Materialparameter Bruchenergie auf Mittelwertbasis

Mechanismus | ,Schub” Mechanismus Il ,Torsion”

Modus Il (Abbildung 6-24) Modus Il (Abbildung 6-24)

Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie

[N/mm?] [/m?] [N/mm?] [J/m?]

fux Gy f fuk Gy ¢

Variante E1 7,29 1000 3,53 2000
Variante E2 7,29 700 3,53 2000
Variante E3 7,29 1000 3,53 2000
Variante E4 7,29 700 3,53 2000
Variante E5 10,50 1700 3,53 2000
Variante E6 7,29 1500 3,53 2000
Variante E7 10,5 1500 3,53 2000
Variante E8 7,29 700 4,50 2000
Variante E9 7,29 700 3,53 2000
Variante E10 7,29 700 4,50 2000
Variante E11 7,29 1500 4,50 2000
Variante E12 7,29 1500 3,53 2000
Variante E13 7,29 1500 4,50 2000
Variante E14 7,29 1000 4,50 2000
Variante E15 7,29 1000 3,53 2000
Variante E16 7,29 1000 4,50 2000

Alle Varianten der Parameterstudie auf Basis von Mittelwerten fiir die Bruchenergien
und den Holzfestigkeiten sind im Annex E enthalten.

Abb. 6-24

Modus Il + Il

Modus I

'
%

Modus IlI
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6.4.7 Dickeneffekt der EN-Probekorper

Der ausgepragte Dickeneffekt der Querbretter, der in der Masterarbeit Hirschmann fest-
gestellt wurde, wird mit dem MNL-FE-Modell nachgerechnet. Bei der Berechnung wur-
den die Materialfestigkeiten und Bruchenergien mit der Erkenntnis aus den
vorhergegangenen Berechnungen gewahlt. Die Querbrettdicken betrugen dabei 10, 20
und 30 Millimeter und wurden jeweils den entsprechenden EN-Versuchsserien gegen-
Ubergestellt. In der nachfolgenden Abbildung 6-25 ist ein Priifkérper der EN-A-Serie mit
einer Querbrettstarke von 10 Millimetern dargestellt.

EN-A Probekdrper

Abb. 6-25 EN-A-Prifkoper

Mit den Untersuchungen der Querbrettstarke wird das Kapitel der materiell nicht-line-
aren Berechnungen abgeschlossen. Weitere Diagramme von MNL-Berechnungen sowie
die dazugehorigen Festigkeiten und Bruchenergien auf Mittelwertbasis sind im Annex E
enthalten.
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Querbrettstarke 10 Millimeter

Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 6-20 enthalten.

Tab. 6-20 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,,Schub“ Mechanismus Il -, Torsion”
Querbrettstarke Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[mm] [N/mm?] [3/m?] [N/mm?] [J/m?]
10 7,29 500 3,53 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-26) sind die Arbeitslinien der Variante mit ei-
ner Querbrettstarke von 10 Millimetern und der Mittelwertkurve der EN-B-Versuchsse-
rie gegenlibergestellt.
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Abb. 6-26

Verschiebung [mm]

Arbeitslinien der Querbrettstarke von 10 mm
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Querbrettstarke 20 Millimeter

Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 6-21 enthalten.

Tab. 6-21 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - , Torsion”
Querbrettstarke Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[mm] [N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
10 7,29 500 3,53 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-27) sind die Arbeitslinien der Variante mit ei-
ner Querbrettstarke von 20 Millimetern und den Mittelwertkurven der EN-Versuchsse-
rien gegenlibergestellt.
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Abb. 6-27 Arbeitslinien der Querbrettstarke von 20 mm
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Querbrettstarke 30 Millimeter

Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 6-22 enthalten.

Tab. 6-22 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - , Torsion”
Querbrettstarke Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[mm] [N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
30 7,29 500 3,53 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung 6-28) sind die Arbeitslinien der Variante mit ei-
ner Querbrettstarke von 30 Millimetern und der Mittelwertkurve der EN-D-Versuchsse-
rie gegenlibergestellt.
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Abb. 6-28 Arbeitslinien der Querbrettstarke von 30 mm

Mit den drei Querbrettdicken wird nun der Vergleich zwischen den maximal gemesse-
nen Kraften aus der FE-Berechnung dargestellt.
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In der nachfolgenden Abbildung 6-29 sind die riickgerechneten Schubfestigkeiten aus
der FE-Berechnung mit den Ergebnissen der Masterarbeit Hirschmann gegeniiberge-
stellt. Fir die Berechnung wurden die Modelle mit 7, 15 und 31 kohdasiven Bruchflachen
verwendet.
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12 11.87 o 5% Quantile 7]
= 00 953 ]
€
£
~
=3
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ENB EN C END
, L MA Hirschmann i
7 Kohasive Bruchflachen
15 Kohésive Bruchflichen
| | | Zl’;l Kohdsive Bruchflléichen
0

5 10 15 20 25 30 35
Brettdicke [mm)]

Abb. 6-29 Ruckgerechnete Schubfestigkeit aus der FE-Berechnung

Fazit:

Fir die rlickgerechneten Schubfestigkeiten ergibt sich kein linearer Zusammenhang
mehr durch die unterschiedlichen grolRen Schubflachen, aus den Querbrettern wie in
Abbildung 6-29 zu erkennen ist. Der Dickeneffekt kann mit der Methode der Finiten Ele-
mente, wie sich aus der Masterarbeit Hirschmann ergeben hat, bestatigt werden. Fir die
Berechnung wurden lineare Kontinuumselemente, zwischen denen Sollbruchstellen mit
kohasiven Elementen eingefligt wurden, verwendet. Auch wenn die absolute GroRRe der
Schubfestigkeit durch das Problem mit der Anzahl der Bruchflachen noch nicht vollstan-
dig gelost wurde, ist aber trotzdem eine sinkende Schubfestigkeit bei steigender Brett-
dicke zu erkennen (Abbildung 6-29).

Mit diesen Berechnungen endet der materiell nicht-lineare Berechnungsteil. Weitere
schon angesprochene Untersuchungen auf Mittelwertbasis, sind im Annex E enthalten.
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6.4.8 Resiimee der MNL-Berechnungen

Aus den materiell nicht-linearen Berechnungen geht hervor, dass der Mechanismus |
»Schub” bestimmend fir die Scheibenschubfestigkeit in der Brettsperrholzplatte wird.
Der Mechanismus Il ,Torsion” hat den grofSten Einfluss im Nachbruchverhalten, wenn
das Querbrett schon auf Mechanismus | ,,Schub“ versagt hat.

In weiteren Berechnungen sollte noch geklart werden, ob es bei einem nochmaligen Ver-
doppeln der Anzahl von kohasiven Flachen, zu einem stabilen Bruchverhalten kommt.
Beim Uberschreiten einer gewissen Anzahl von Bruchflachen sollten die Spannungen in
den kohasiven Elementen so klein werden, dass diese Schicht mit kohasiven Elementen
nicht mehr zur Ganze versagt. Wiirde dieser Fall nicht eintreten, wiirden sich immer klei-
nere Abstande zwischen den Bruchflachen einstellen, die im Grenzfall gegen Null tendie-
ren.

Die Anzahl der linearen Kontinuumselemente sollte zwischen den kohdsiven Schichten
auch noch erhéht werden, damit diese im gebrochenen Zustand die Biegemomente bes-
ser abbilden kénnen. Fir die Berechnung werden vier Kontinuumselemente zwischen
den kohasiven Schichten vorgeschlagen. Aktuell ist im Modell mit 31 kohdasiven Bruch-
flachen nur noch ein lineares Kontinuumselement zwischen zwei kohasiven Schichten
vorhanden. Durch diese Umstande sind die Resultate mit 31 kohdsiven Schichten soweit
infrage zu stellen, bis diese Einfliisse vollstandig aufgeklart sind.

Durch Variieren der Bruchenergien und Festigkeiten lassen sich schon die Einfliisse der
einzelnen Parameter aufzeigen. In mit den MNL-Berechnungen hat sich schon gezeigt,
dass der limitierende Mechanismus der Erste ist. Im FE-Modell braucht es aber beide
Mechanismen, damit sich ein identisches Bruchverhalten wie bei den EN-Versuchsseri-
en, einstellt. Die Bruchenergie hat in der Berechnung einen sehr groBen Einfluss und es
sollte versucht werden, diese im Labor liber die Rissgeschwindigkeit zu messen.
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6.4.9 IngenieurmaRiges Modell des Bruchverhaltens

Fiir das Bruchverhalten der EN-Probekorper wurde ein ingenieurmaRiges Modell fiir die
Abschatzung des Bruchverhaltens von Thomas Bogensperger im Rahmen der Comet Ab-
schlussevaluierung 2012 erarbeitet. Fiir eine praktische Verwendung ist dieses Modell
noch nicht vollstandig, aber es kann gezeigt werden, dass a) zuerst ein Schubversagen
und danach ein Biegeversagen eintritt und b) Die Lange der Biegetrager durch die Biege-
steifigkeit begrenzt wird (Abbildung 6-31). Fiir das Bruchmodell wird ein kleiner Teil aus
dem EN-Probekorper herausgelost. Als Belastung wird eine Auflagerverschiebung ange-
setzt.

Wendepunkt E [Ql

- \
| L | [(M]
7 a 7 a 7

Abb. 6-30 Statisches System fiir das Modell des Bruchverhaltens

Durch die Antimetriebedingung in der Mitte des Stabes ist es moglich, nur mit einer Half-
te des Systems zu rechnen. Vereinfachend ergibt sich ein einseitig eingespannter Trager.

Abb. 6-31 Stabmodell im Querbrett
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Elastische Ausgangssituation des einseitig eingespannten Stabmodells

Abb. 6-32 Elastische Anfangssituation

Kraftegleichgewicht z-Richtung
@Q _ _
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M(x) = C,

RB M(x=a)=0—-C, =0
M(x) = 0

Aus den Gleichgewichtsgleichungen [GL. 6-1] ist zu erkennen, dass in der elastischen An-
fangssituation keine Biegemomente im einseitig eingespannten Tragermodell vorhan-

den sind.
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Bruchverhalten des einseitig eingespannten Stabmodells

Schubfeld im Brett
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Abb. 6-33 Bruchverhalten des einseitig eingespannten Stabmodells
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M(x) = —-rl;ox+ C4

RB M(x=a)=0->C, = -rl]--a

S

M(X) = —}‘--X'l‘ .a = }‘-.(a_x)

Aus den Gleichgewichtsgleichungen [GL. 6-2] ist zu erkennen, dass im Bruchverhalten
zusatzlich zur Querkraftbelastung eine Biegemomentenbelastung dazukommt, weil das
Gleichgewicht in den Schubfeldern durch die auftretenden Risse gestort wird.
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Bruchverhalten des einseitig eingespannten Stabmodells

Schubfeld im Brett
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Abb. 6-34 Bruchverhalten des einseitig eingespannten Stabmodells
Biegespannung im einseitig eingespannten Stabmodell:
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Mit steigender Anzahl der Bruchflachen sinkt die maximale Tragerlange aus der Glei-
chung [6-3] ab. Im nachfolgenden Diagramm in Abbildung 6-35 ist das Bruchverhalten
des EN-Bruchmodells dargestellt. In der nachfolgenden Tabelle 6-23 sind die Materialpa-
rameter flr die Auswertung der Gleichung [6-3] enthalten.

Tab. 6-23 Parameter fir das EN-Bruchmodell
Hohe Querbrett 150 [mm]
Biegefestigkeit f,,, 80 [N/mm?]
Schubfestigkeit f,, 5 [N/mm?]

60 T T

T T
Bruchverhalten EN-Kragarmmodell

Lange a [mm]

. y ; ; ;
0 20 40 60 80 100
Anzahl Bruchflachen [n]

Abb. 6-35 Bruchverhalten

Aus dem Diagramm geht hervor, dass mit steigender Anzahl der Bruchflachen die maxi-
mal mogliche Tragerlange bei Einhaltung der Biegefestigkeit absinkt. Fiir eine Kragtra-
gerlange von circa 20 Millimetern wirden sich 20 Bruchflachen im EN-Probek&rper nach
dem ingenieurmaRigen Modell ergeben. Mit 20 Bruchflachen entsteht ein Abstand von
7,5 Millimetern zwischen den einzelnen Schichten. Aus dem Stabmodell geht hervor,
dass der EN-Probekorper zuerst auf Schub und anschlieRend auf Biegung versagt.
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7 Resiimee und Ausblick
7.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

In dieser Masterarbeit wurden verschiedene Problemstellungen von Brettsperrholzplat-
ten untersucht. Diese reichen vom Einfluss des effektiven Rollschubelastizitatsmoduls
bis hin zum Einfluss von groRReren Fugen bei Brettsperrholzplatten. Fir die Bestimmung
der Scheibenschubfestigkeit wurden materiell nicht-lineare Berechnungen mit kohasi-
ven Elementen durchgefiihrt.

Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul ,,Gg o“

Zur Bestimmung des effektiven Rollschubmoduls wurde eine umfangreiche Parameter-
studie fir Bretter, welche bei Brettsperrholzplatten verwendet werden, durchgefihrt.
Um die realen Bretter besser modellieren zu kénnen, wurden in den FE-Berechnungen
Zylinderkoordinaten eingefiihrt. Die Materialparameter wurden auf der einen Seite wie
im Holzbau Ublich, ohne eine Unterscheidung der Steifigkeiten in radialer und tangenti-
aler Richtung und ohne Querkontraktionen angesetzt. Auf der anderen Seite wurde mit
einem genauen Materialmodell mit verschiedenen Steifigkeiten in den anatomischen
Richtungen und auch Querkontraktionszahlen nach Neuhaus [6] gerechnet.

Biegepriifung nach ONORM EN 408 [2]

An der Biege-Prifkonfiguration wurden verschiedene numerische Berechnungen mit
Brettsperrholz durchgefiihrt. Bei der Auswertung von Versuchsdaten aus dem Labor auf
Basis der Stabtheorie wurde festgestellt, dass der globale Elastizitaitsmodul aus der
Riickrechnung weit ber dem Wert des Grundmaterials der Langslage liegt. Diese Abwei-
chung entsteht durch eine nicht korrekte Schubsteifigkeit S¢, 1. Fur die korrekte Ermitt-
lung der Schubsteifigkeit missen die Schubmoduln der Einzelschichten und der
Schubkorrekturfaktor fur geschichtete Querschnitte bekannt sein. Der Schubmodul der
Querlage wird aber mit dem nominellen Wert unterschatzt, was im Kapitel des effekti-
ven Rollschubelastizitdtsmodul ,G ro¢“ gezeigt wurde. Der Einfluss von Schwindrissen
oder Fugen bei einer nicht schmalseitenverklebten Brettsperrholzplatte ist auch aufge-
zeigt worden. Wird mit dem effektiven Rollschubmodul der Querlage, der auch in die
Schubsteifigkeit von Brettsperrholz eingeht, riickgerechnet, verschwinden die Abwei-
chungen in den Auswertungen fast zur Ganze.

Materiell nicht-lineare Berechnungen

In den materiell-nicht linearen Berechnungen wurden verschiedene Einflisse an der
Prifkonfiguration fiir die Scheibenschubfestigkeit untersucht. Bei der Priifkonfiguration
wurden Themen der Lasteinleitung und das Verformungsverhalten der Prifkdrper un-
tersucht. AbschlieRend wurden Bruchenergien auf Mittelwertbasis fir den Mechanis-
mus | ,,Schub” und den Mechanismus Il , Torsion“ bestimmt.
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7.2 Weiterer Forschungsbedarf

7.2.1  Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul ,,Gg o"

Um den effektiven Rollschubelastizitatsmodul fiir verschiedene Bretter bestimmen zu
kénnen, ist es wichtig, den Grundwert fir den Rollschubelastizitatsmodul Gg ean, im La-
bor auf versuchstechnischem Wege zu bestimmen. Um den Rollschubelastizitatsmodul
GR mean D€Stimmen zu kénnen, ist es notwendig, eine dafur geeignete Prifkonfiguration
zu finden, um verlassliche Werte zu erhalten.

7.2.2  Einfluss von Entlastungsnuten bei Brettsperrholzplatten

Fiir Bretter mit Entlastungsnuten, die beim Vakuum-Verfahren bei der Brettsperrholz-
herstellung verwendet werden, sollte der Einfluss dieser lokalen Storstellen untersucht
werden. Besonders in den Querlagen der Brettsperrholzplatte kann dieser Effekt maR-
gebend werden. Durch die Einschnitte wird die Struktur ortlich fiir die Abtragung der
Schubkrafte unterbrochen und damit sinkt die Schubsteifigkeit der Brettsperrholzplatte
weiter ab. In der nachfolgenden Abbildung 7-1 ist eine Brettsperrholzplatte mit Entla-
stungsnuten dargestellt.

Abb. 7-1 Brettsperrholzplatte mit Entlastungsnuten
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In der nachfolgenden Abbildung 7-2 ist ein Einzelbrett einer Brettsperrholzplatte im un-
verformten und verformten Zustand mit einer Schubspannung an der Brettoberseite
dargestellt.

u

mean

Abb. 7-2 Entlastungsnut bei den Einzelbrettern flr Brettsperrholzplatten

Um den Einfluss zu zeigen, sind an einem Brett mit 120/35 Millimeter zwei Einschnitte
mit 3/16 Millimeter mit einem FE-Modell gezeigt und mit dem Ergebnis der Parameter-
studie zum effektiven Rollschubelastizitaitsmodul in Abbildung 7-3 verglichen worden.

4.5 ! ! ! ! I I T I
: : : : Brett 150 KLH
; ; ; ; Brett 150 KLH mit Entlastungsnut
afo e e e e — —— .
35 .

v ?
~ s
5 ;
©
0 I | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Winkel 8 [°]
Abb. 7-3 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul mit und ohne Entlastungsnuten

Aus dem Diagramm in Abbildung 7-3 ist zu sehen, dass die Entlastungsnuten auf den ef-
fektiven Rollschubelastizitdtsmodul einen Einfluss haben. Dieser Einfluss ist mit weite-
ren Berechnungen und Uberlegungen zu kliren.
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7.2.3  Holzhybridquerschnitte auf der Basis von Brettsperrholz

Der Einfluss von Fugen im Brettsperrholzquerschnitt wurde in dieser Arbeit untersucht.
Werden bewusst bei einer Brettsperrholzplatte einzelne Bretter der Querlage ausgelas-
sen, entsteht ein sogenannter Holzhybridquerschnitt. In den Langslagen wird Holz mit ei-
nem hohen Elastizitdtsmodul und in den Querlagen Holz mit einem hohen Schubmodul
verwendet. Als Beispiel konnten die Langslagen mit Birkenholz und die Querlagen mit
Pappelholz ausgefiihrt werden.

Bei diesen Querschnitten miissen Untersuchungen zu den Schub- und Biegespannungen
durchgefiihrt werden. Bei den Ergebnissen an der Biege-Prifkonfiguration fir
Brettsperrholz mit finf Millimeter Fugen ist festgestellt worden, dass die Langsnormal-
spannungen an den Stellen der Fugen Spannungsspitzen aufweisen. In der nachfolgen-
den Abbildung 7-4 ist ein Vierpunkt-Biegeversuch mit einem Holzhybridquerschnitt
dargestellt. Die Versuchskonfiguration wurde aus Kapitel 4.3.1 lbernommen, damit ver-
gleichbare Ergebnisse vorliegen.

F/2
Bretter 160/ 32 mm Lastelnleltungsplatte Kontakt

‘ E Konta kt i \

Auﬂagerplatte Freiraum 126 mm Parallelfuhrung

Abb. 7-4 Vierpunkt-Biegeversuch mit einem Holzhybridquerschnitt

Die Einfllsse von konzentrierten Lasten und Untersuchungen zur Schubsteifigkeit sind zu
diesen Querschnitten sicherlich notwendig. Der integrierte Schubkorrekturfaktor fir ge-
schichtete Querschnitte kann bei diesen Querschnitten nicht mehr angewendet werden.
In den nachfolgenden Diagrammen sind die Biegespannungen und Schubspannungen
fiir Holzhybridquerschnitt aus dem linear elastischen FE-Modell dargestellt. Die Span-
nungsverlaufe verdeutlichen den gegebenen Forschungsbedarf fiir diese Querschnitte.
Auch fir die Verklebung entstehen deutlich erhéhte Spannungsspitzen.

Abb. 7-5 Holzhybridquerschnitt verformt
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Langsnormalspannung am Holzhybridquerschnitt

Im nachfolgenden Diagramm in Abbildung 7-6 sind die Ldngsnormalspannungen G, aus
der FE-Berechnung mit dem Ergebnis auf Basis der Stabtheorie an der Oberkante (Abb.

oben) und Unterkante (Abb. unten) des Holzhybridquerschnitts gegenlibergestellt.
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Abb. 7-6 Langsnormalspannungen an der Oberkante und Unterkante des Holzhybridquerschnitts
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Schubspannung am Holzhybridquerschnitt

Im nachfolgenden Diagramm in Abbildung 7-7 sind die Schubspannungen 1, aus den FE-
Berechnungen (Brettsperrholz, Hybridquerschnitt) mit dem Ergebnis auf Basis der Stab-
theorie an der Oberkante der Langslage (Abb. oben) und die Schubspannung in der Mitte
der Querlage (Abb. unten) des Hybridquerschnitts gegeniibergestellt.
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Abb. 7-7 Schubspannungen an der OK der Léngslage und in der Mitte der Querlage des Hybridquerschnitts
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Im nachfolgenden Diagramm in Abbildung 7-8 sind die Schubspannungen T, aus den FE-
Berechnungen (Brettsperrholz, Hybridquerschnitt) mit dem Ergebnis auf Basis der Stab-
theorie in der Mitte des Hybridquerschnitts gegenibergestellt.

T T
Biegespannung Stablésung
Schubspannung FEM ———
Schubspannung FEM BSP ———

Schubspannung T [N/mm?]

_04 - -
Il Il Il Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120 140
Stabldnge [cm]
Abb. 7-8 Schubspannung in der Mitte des Hybridquerschnitts

Durch den komplexen Verlauf der Spannungen sind zu diesem Thema noch sehr viele of-
fene Fragestellungen gegeben. Fir die Bemessung von Hybridquerschnitten sind noch
weitere Forschungsarbeiten notwendig, um das Tragverhalten zu verstehen.

7.2.4 Materiell nicht-lineare Berechnungen

Aus den materiell nicht-linearen Berechnungen geht hervor, dass der Mechanismus |
,Schub” bestimmend flr die Scheibenschubfestigkeit in der Brettsperrholzplatte wird.
Der Mechanismus Il , Torsion“ hat den grofSten Einfluss im Nachbruchverhalten, wenn
das Querbrett schon auf Mechanismus | ,,Schub“ versagt hat.

In weiteren Berechnungen sollte noch geklart werden, ob es bei einem nochmaligen Ver-
doppeln der Anzahl von kohésiven Flachen zu einem stabilen Bruchverhalten kommt.
Beim Uberschreiten einer gewissen Anzahl von Bruchflichen, sollten die Spannungen in
den kohasiven Elementen so klein werden, dass diese Schicht mit kohdsiven Elementen
nicht mehr zur Ganze versagt. Wiirde dieser Fall nicht eintreten wiirden, sich immer klei-
nere Abstande zwischen den Bruchflachen einstellen, die im Grenzfall gegen Null tendie-
ren.
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Die Anzahl der linearen Kontinuumselemente sollte zwischen den kohasiven Schichten
auch noch erh6éht werden, damit diese im gebrochenen Zustand die Biegemomente bes-
ser abbilden kdonnen. Fir die Berechnung werden vier Kontinuumselemente zwischen
den kohasiven Schichten vorgeschlagen. Aktuell ist im Modell mit 31 kohasiven Bruch-
flachen nur noch ein lineares Kontinuumselement zwischen zwei kohasiven Schichten
vorhanden. Durch diese Umstdnde sind die Resultate mit 31 kohdsiven Schichten soweit
infrage zu stellen, bis diese Einfliisse vollstandig aufgeklart sind.

Durch Variieren der Bruchenergien und Festigkeiten lassen sich schon die Einfliisse der
einzelnen Parameter aufzeigen. Mit den MNL-Berechnungen hat sich schén gezeigt, dass
der limitierende Mechanismus der Erste ist. Im FE-Modell braucht es aber beide Mecha-
nismen, damit sich ein identisches Bruchverhalten, wie bei den EN-Versuchsserien, ein-
stellt. Die Bruchenergie hat in der Berechnung einen sehr groRen Einfluss und es sollte
versucht werden, diese im Labor Uber die Rissgeschwindigkeit zu messen.
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A Annex A

A.l1 Euler-Bernoulli Stabtheorie

Aus den Gleichungen der Stabbiegung kann mit der Hypothese vom Ebenbleiben des
Querschnitts, nach Jakob Bernoulli (1655-1705) die Differenzialgleichung der Biegelinie
bestimmt werden. Fiir Biegestabe mit sehr hoher Schubsteifigkeit GA/ K — « folgt aus
der Gleichung [2-34] fiir eine Querkraft mit endlichem Wert die Forderung.

w+oe(x) =0 [GL. A-1]

Dies kann nur der Fall sein, wenn die beiden Winkel aus der Gleichung [A-1] betragsma-
Big den gleichen Wert aufweisen. Geometrisch gesehen bleibt der rechte Winkel des
Querschnitts auf die Stabachse auch im verformten Zustand erhalten. Werden diese An-
nahmen getroffen, ist oft von der Euler-Bernoulli Stabtheorie die Rede.

i A

Abb. A-1 Deformierte Stabachse
Die Differenzialgleichung der Biegelinie ergibt sich somit zu.
(EIw”)” = q(x) + m’(x) [GL. A-2]

Fir eine konstante Biegesteifigkeit E/ GUber die Stabldange ergibt sich die Differenzialglei-
chung der Biegelinie zu.

Elw”” = q(x) + m'(x) [GL. A-3]

Die Differenzialgleichung wird fiir den Fall m‘(x)=0 gel6st. Flr Falle fir m‘(X)#0 muss die
Funktion m‘(x) bei der Loésung der Differenzialgleichung mitberiicksichtigt werden.
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A.1.1 Steifigkeitsmatrix schubstarrer Biegestab

Fiir den beidseitig eingespannten Biegestab ist die Differenzialgleichung der Biegelinie
aus der Gleichung [A-3] bekannt. Diese Differenzialgleichung kann durch viermalige In-
tegration gel6st werden. Durch Mitbericksichtigung der Randbedingungen kdénnen die
vier Integrationskonstanten, welche bei der Integration entstanden sind bestimmt wer-
den.

Elw””(x) = 0

4 x El 7
Elw”(x) = C4 / 7
z
Elw”(x) = Cyx+C, '
L
2 < > [GL A-4]

EIW(x) = Cy% +Cpx+ Cg

3 2
EIW(X) = Cy’g +Cyy +Cax+Cy

Fir die Berechnung der Steifigkeitsmatrix werden vier Einheitsverformungszustdande
ausgewertet. Bei einem Einheitsverformungszustand wird jeweils bei einem Knoten eine
Verschiebung oder Verdrehung von 1 aufgebracht. Die Riickhaltekrafte und Rickhalte-
momente werden am Stabanfang und Stabende berechnet.

Abb. A-2  Einheitsverformungszustdnde

In der Abbildung A-2 sind die vier Einheitsverformungszustande abgebildet, die am beid-
seitig eingespannten Biegestab aufgebracht werden.
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Randbedingungen DGL 1. Fallw, = 1w, = ¢, = ¢, = 0

AnschlieBend werden in die Gleichungen Elw(x) und E/w‘(x) am Stabanfang und am
Stabende mit den entsprechenden Randbedingungen fiir den ersten Einheitsverfor-
mungszustand ausgewertet.

w(0)=1-C, = EI

w(0)=0-C53=0

L3 L2
W) =0-C7+C5+El =0 [GL. A-5]

2
W(L) = 0—>C1LE+CZL+ - 0

Durch die Auswertung am Stabanfang und am Stabende kénnen die Integrationskon-
stanten bestimmt werden.

[GL. A-6]

Aus zwei Gleichungen werden die noch zwei fehlenden Integrationskonstanten be-
stimmt.
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Mit den berechneten Integrationskonstanten kénnen die Schnittkrafte fiir den ersten
Einheitsverformungszustand bestimmt werden.

12El|
L
6El
C2 = —
L2

M(x) = —ElIw”(x) = -C;x-C,
Q(x) = —Elw'(x) = -C;

Qo =2 qu =
L L

[GL. A-7]

mo) = E m = ——1iEIL—@ - 6l

L2 L2

Die Schnittkrafte am positiven und negativen Schnittufer werden anschliefend noch in
globale Richtungen transformiert.

Lokale Orientierungen

M(0) = —GLEz' a, . ML) = £
Ma( |+~> I ) M, L
z
Q) = -5 e Q) = 5

Globale Orientierungen

M) = — M(L) = _6EIl
L2 Ma< |(ji>x ] )Me ©) L2
_ 12El | AL QY
OO =5 Q) = -

T
_ T _ |12El 6El 12EI 6El
[S] = [Qa M, Qe IVIP:| = {? —? —? —?}

Im Schnittkraftvektor [S] sind die Stabendfesthaltekrafte fir den ersten Einheitsverfor-
mungszustand enthalten.
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Randbedingungen DGL 2. Fall ¢, = 1, w, = W, = ¢, = 0

AnschlieBend werden in die Gleichungen Elw(x) und E/w‘(x) am Stabanfang und am
Stabende mit den entsprechenden Randbedingungen fir den zweiten Einheitsverfor-
mungszustand ausgewertet.

W(0)=1-C, = 0

W'(0) = -1— C; = —El
L} L
W) =0-Ce+Co+-El-L=0 [GL. A-8]
2

W(L) = 0—>C1LE+C2L—EI - 0

Durch die Auswertung am Stabanfang und am Stabende kénnen die Integrationskon-
stanten bestimmt werden.

3 2
Cs+C Bl L=0 |
3 2
CE+CS R Z=0 i
S
Cl(L——L—a)—EI-I: =0 =i
6 4 2 [GL. A-9]
c(-L) v =0
6El
A
_El_ L _El, 3El _4El
C2= T -C =TT L

Aus zwei Gleichungen werden die noch zwei fehlenden Integrationskonstanten be-
stimmt.
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Mit den berechneten Integrationskonstanten kénnen die Schnittkrafte flr den zweiten
Einheitsverformungszustand bestimmt werden.

6El

Cl = —

L2

_ 4Bl
C, = ]

M(x) = —ElIw”(x) = -C;x-C,
Q(x) = —Elw'(x) = -C;

oy =& qu =&
L L

[GL. A-10]

AE v = -ELL 8 - E

M) = =7 L L

Die Schnittkrafte am positiven und negativen Schnittufer werden anschlieRend noch in
globale Richtungen transformiert.

Lokale Orientierungen

M(0) = —‘% \Q, . M(L) = %
6EI M“( i | )Me 6EI
Qo) =25 ’ - QL) =5

Globale Orientierungen

- _4El 2E|

M(0) = — M(L) = &=
L Ma( |?i>x ] e ) L

Q(0) = _6_I52I vy AV o) = &
L |_2

)
_ T _ [ 6Bl 4EI 6EI 2EI
181 = [0 M. Q. g _{_Lz L L }

Im Schnittkraftvektor [S] sind die Stabendfesthaltekrafte fiir den zweiten Einheitsverfor-
mungszustand enthalten.
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Randbedingungen DGL 3. Fall w, = L, w, = ¢, = ¢, = 0

AnschlieBend werden in die Gleichungen Elw(x) und E/w‘(x) am Stabanfang und am
Stabende mit den entsprechenden Randbedingungen fiir den dritten Einheitsverfor-
mungszustand ausgewertet.

w0)=0—-C, =0

w(0)=0-C53=0

L°, L

W(L) = 1 Cy5 +Cy5 = El (6L A-11]
L2

W(L) = 0-Cy5 +Cyl =0

Durch die Auswertung am Stabanfang und am Stabende kénnen die Integrationskon-
stanten bestimmt werden.

3 2
L L .
C1E+CZE_EI =0 |

3 2

L L
C12+C2§ =0 I

[GL. A-12]

12El|
L
L _ G6EI
==

Aus zwei Gleichungen werden die noch zwei fehlenden Integrationskonstanten be-
stimmt.
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Mit den berechneten Integrationskonstanten kénnen die Schnittkrafte fiir den dritten
Einheitsverformungszustand bestimmt werden.

12EI
L
6El
C2 = —F=
| 2
M(x) = —ElIw”(x) = -C;x-C,
[GL. A-13]
Q(x) = —Elw'(x) = -C;
12EI 12EI
Q) = =% QL) = =5
L L
6El 12El, 6El _ 6El
M(0) = Y M(L) = —3—|__—2 ==
L L L L

Die Schnittkrafte am positiven und negativen Schnittufer werden anschliefend noch in
globale Richtungen transformiert.

Lokale Orientierungen

M(0) = —% 0, M(L) = %
Ma( |+r—> ] )Me
Qo) = =5 ’ Qe Q) = =5

Globale Orientierungen

6El

M(0) = —- M(L) = 6El
L2 Ma< |(ji>x ] ) M, L2

12E]| yv: Q.Y
Q) = -5 Q(L) = 12El
L |_3

T
_ T _ | 12El 6El 12El 6El
[S] = [Qa M, Qe IVIP:| = {—? ? ? ? }

Im Schnittkraftvektor [S] sind die Stabendfesthaltekrafte fiir den dritten Einheitsverfor-
mungszustand enthalten.
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Randbedingungen DGL4. Fall o, = L, w, = w, = ¢, = O

AnschlieBend werden in die Gleichungen Elw(x) und E/w‘(x) am Stabanfang und am
Stabende mit den entsprechenden Randbedingungen fiir den vierten Einheitsverfor-
mungszustand ausgewertet.

W(0)=0-C, = 0
W (0)=0—Cy =
3 2

w(L) = o%cl'-E +c2'-5 _ 0 [GL. A-14]

2
W(L) = —1—>C1"3 +C, = —El

Durch die Auswertung am Stabanfang und am Stabende kénnen die Integrationskon-
stanten bestimmt werden.

3 2
L L
Cig*Ce =0 1
3 2
L L El
Cl4—022 2L i

[GL. A-15]

Aus zwei Gleichungen werden die noch zwei fehlenden Integrationskonstanten be-
stimmt.
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Mit den berechneten Integrationskonstanten kénnen die Schnittkrafte fir den vierten
Einheitsverformungszustand bestimmt werden.

6El

Cl = —

L2

_ 26l
C, = ]

M(x) = —ElIw”(x) = -C;x-C,
Q(x) = —Elw'(x) = -C;

oy =& qu = &
L L

[GL. A-16]

2El 6El 2El 4E|
—— |\/|(|_) = —2_— = —

M(0) =
L L L L

Die Schnittkrafte am positiven und negativen Schnittufer werden anschlieRend noch in
globale Richtungen transformiert.

Lokale Orientierungen

M(0) = —% AQ, M(L) = —%
6EI M“( 17 | )Me 6EI
Q0) =75 ‘ Qe QL) =5

Globale Orientierungen

2El
M(0) = —=— _ _4El
0) 3 Ma( &»x I)Mel\/l(L)_—L
6El yvz Q.Y
O =% Q) = &
L 2

;
_ T _ | 6EI 2EI 6EI 4El
(S = [QuM, Q.M = {—? T —}

Im Schnittkraftvektor [S] sind die Stabendfesthaltekrafte fiir den vierten Einheitsverfor-
mungszustand enthalten.
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Um die Steifigkeitsmatrix fir den schubstarren Biegestab zu erhalten, werden die
Stabendfesthaltekrafte der vier Einheitslastfalle zusammengefasst und den entspre-
chenden Freiheitsgraden zugeordnet.

|12E1 _6EI _12E1 6El|
o I T T T
Qa | _6El 4El 6El 2El||Wa
Mo _ | L2 L L* L ||¢a {S} = [Kgl{U}+{R}  [GL A-17]
Qe _12El 6EI 12El G6El | |w,
M, L 2 L L% e,
_6EI 2EI 6EI 4El
I N N T

Die Schnittkrafte am Stabanfang und am Stabende ergeben sich aus der Elementsteifig-
keitsmatrix multipliziert mit den auftretenden realen Verschiebungen minus der Star-
reinspannwerte des Belastungsvektors. Die Verschiebungen ergeben sich aus der
invertierten Systemsteifigkeitsmatrix multipliziert mit dem Belastungsvektor. Da die
Stabnormalkrafte nicht mit der Durchbiegung gekoppelt sind, kdnnen die Stabendfest-
haltekrafte fur die Dehnsteifigkeit anschlieBend noch zur Steifigkeitsmatrix des Biege-
stabs erganzt werden.

EA EA

= 0 0 —= 0 0
o o 1261 6EI . _12EI GEI
N, L3 I_2 L3 L2 u,
Qa o _BEl 4El , 6El 2EI|Wa
Mal _ L L L L |[% [GL. A-18]
Nep® | E2 o o B2 o ot

L L
Qe We

o _I2EI 6El . 12EI GEl
_Me_ T3 2 3 2 _(pe_

13 L3 L
o 6B 261 el 4
I 12 L L2 L |

Um einen Stab in einer allgemeinen Lage zu berechnen, kann die lokale Elementsteifig-
keitsmatrix in globalen Koordinatenrichtungen transformiert werden.

[K*] = [T'][K][T] (GL. A-19]
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A.1.2 Hermite Polynome

Alternativ kann die Steifigkeitsmatrix auch iber die Hermite Polynome hergeleitet wer-
den. Fir die Hermite Funktionen wird ein allgemeiner Polynomansatz 3. Ordnung ge-
wahlt. In Abbildung A-4 sind die vier Hermitschen Ansatzfunktionen abgebildet. Die
nachfolgende Abbildung zeigt das Koordinatensystem flir den schubstarren Stab.

Q I a e X

Z W

Abb. A-3  Koordinatensystem fiir den Stab

Die Hermitschen Polynome sollen jeweils einen Einheitsverformungszustand abbilden.
Fir die Einheitsverformungszustande werden jeweils eine Stabverformung und an-
schlieBend eine Stabendverdrehung mit dem Wert 1 aufgebracht. Der erste Einheitsver-
formungszustand bildet eine Verschiebung in z-Richtung des Knotens a um 1 ab. Die
Verdrehung an beiden Stabenden soll auch wie die Durchbiegung am Stabende 0 betra-
gen. Analog ergeben sich die anderen drei Hermitschen Polynome fiir die Einheitsverfor-
mungen von 1 und jeweils drei gesperrten Freiheitsgraden.

w =1 ¢.=1
w =1 ¢,=1

Abb. A-4 Hermite Ansatzfunktionen

Die Verdrehung des Knotens um 1 entspricht einer negativen Querschnittsdrehung von
1. Aus der Mechanik ist bekannt, dass die Ableitung der Biegelinie der Querschnittsver-
drehung @entspricht.

daw _  , _
I w = [GL. A-20]
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Es wird ein allgemeiner Polynomansatz fiir die Biegelinie sowie fiir die Querschnittsver-
drehung angesetzt.

f(x) = ay+ax+ a2x2 + a3x3
) [GL. A-21]
f'(x) = a, + 2a,X + 3a5X

Die Auswertung fir den Stab an den Stellen w(0) und w(l) sowie w’(0) und w(l) ergibt
sich zu:

010 O a —
A = , ol =Y = [|n] =(0-100 [GL. A-22]
1LL” L a, 0010
012037 |ag 000-1
Die Inverse der Matrix A ist:
1 0 0 o
0O 1 0 O
-1 2 1
[A] = —% —= % —=| =, [GL. A-23]
L L L L X
2 1 2 1 x>
AN RN

Anschliefend werden vier Funktionen h;(x) von den Spaltenvektoren der inversen Matrix
A gebildet.

hy(x) = 1—%x2+%x3
L
hy(x) = —x+ Sxd L3
L L
[GL. A-24]
_ 32 2.3
hy(x) = =X =X
L
h,(x) = ——x2——1—2x3
L L

In die Funktionen h,(x) und h,(x) der Spaltenvektoren sind die negativen Vorzeichen die
aus der Gleichung [A-22] resultieren schon mit eingearbeitet.
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AnschlieBend werden die Funktionen in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ein-
gesetzt.

- I 8W”T(X)EIW”(x)dx+ jq(x)&w(x)dx =0

WL (L)
Wa
w(X) = [hl(x) h,(X) hs(x) h4(X)} \(/PZ
| Pef
w,|
W0 = [y (0 1y () hy"(X) hy" () ;’;a
]
ow(x) = [hl(x) h,(X) h3(X) h4(X)} Z\(/T/Z [GL. A-25]
90
_SWa_
dw”(x) = [hl”(x) hy”(X) h3”(X) hf(xﬂ Z\(/T/Z
99

12El _6El 12EI 6El|

A N

6EI 4EI G6EI 2EI

L2 L

L
_12EI BEI 12EI 6El

A N

_6El 2EI GEI 4EI

L2 L L2 L

[K] =
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A.1.3 Beispiel einseitig eingespannter Stab schubstarr

Mit der berechneten Steifigkeitsmatrix des schubstarren Stabs wird der einseitig einge-
spannte Stab berechnet.

Tab. A-1  Querschnitts- und Materialparameter

E-Modul 11600 N/mm?

Breite 100 mm

Hohe 360 mm

|y 3,888 E+08 mm?

El 4,510 E+E12 Nmm?

Lange 1200 mm

F F

/] X El /]
fy — ' '
/] /] A
7 /1 W
7 max

v _v

L
g
Abb. A-5 Einseitig eingespannter Stab
Die ersten zwei Zeilen und Spalten werden aus der Steifigkeitsmatrix entfernt, um die

Randbedingungen zu berticksichtigen. Die Randbedingungen fiir das eingespannte Ende
lauten w, = ¢, = 0.

- L L -

i 7 [GL. A-26]
31320  1,8992x10° | |We| _ { 0 }

| 1,8992x10° 1, 50336x10™°| [Pe| 130000

Wel _ 3, 83142 [mm]
Qe —(0, 00478927)| [rad]

Euler-Bernoulli Stabtheorie Seite 251



Masterarbeit
study research [engineering test center Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewdhlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

Durch Lésen des Gleichungssystems ergeben sich die gesuchten Stabendverschiebungs-
grofien zu.

* Durchbiegung w,= 3,83 Millimeter
e Stabendverdrehung ¢,=-0,004788 Radiant

Die Stabendschnittkrafte ergeben sich aus der lokalen Elementsteifigkeitsmatrix multi-
pliziert mir den berechneten Verschiebungen.

[S] = [Kgl{u}

|12EI _6EI _12EI _6El]
I I I I
_GEI 4EI GEI 2EI||Wa
g1 =| L L L5 ||ea
_12E1 6EI 1261 GEI ||w,
> L* L% e,
_6EI 2EI GEI 4EI
I R O
- - [GL. A-27]
3,132x10*  —(1, 8792x10") —(3, 132x10%) (1, 8792x10") 0
—(1,8792x10") 1, 50336x10™ 1,50336x10™° 7, 5158x10° 0

—(3,132x10%)  1,8792x10"  3,132x10" 1, 8792x10’ 3, 83142
(0, 00478927
—(1,8792x107)  7,5158x10° 1, 50336x10™ 1, 50336x10™] ( )

Qal  |—(3,0x10%
Mo _ | 3 6x10
Qe 3, 0x10"
M) i o |
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B Annex B

B.1 Timoshenko Stabtheorie

Bei der Timoshenko Stabtheorie wird neben der Querschnittsverdrehung auch die
Schubverzerrung mitberticksichtigt. Diese Stabtheorie wurde von Stepan Prokopowy-
tsch Timoschenko (1878-1972) entwickelt und baut auf die Euler-Bernoulli Theorie auf.
Bei der klassischen Euler-Bernoulli Stabtheorie bleibt der rechte Winkel zur Stabachse
auch im verformten Zustand erhalten. Im Gegensatz dazu ist der transversal-schubnach-
giebige Stab, bei dem der rechte Winkel nicht erhalten bleibt.

Im anschlieBenden werden die Gleichungen fiir den Timoshenko Stab gel6st. Aus Annex
A werden die Gleichungen fiir das Gleichgewicht, Materialgesetz, Verzerrungszustand,
Verschiebungsansatz und Schnittkrafte ilbernommen.

Gleichgewicht:

S/li((q;)(xz ; 0 [GL. B-1]

Materialgesetz:

o = Ee
[GL. B-2]
T = Gy

Verzerrungszustand:

_du
Sx—a—x

_ow, du
Txz = ax+az

[GL. B-3]

Verschiebungsansatz:

W = W(X)
ux, z) = @(x)z

[GL. B-4]

Schnittkrafte:

M = El,g’(X)
Q = GA(W +¢(x))

[GL. B-5]
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Durch Einsetzen der Schnittkraftgleichungen in die Gleichgewichtsgleichungen ergibt
sich ein Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung.

GAW” +¢'(x)) +q(x) = 0 (GL. B-6]
Elg”(x) —=GA(W + (X)) + m(x) = 0

Dieses Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung wird in ein Differenzialgleichungssy-
stem 1. Ordnung Ubergefihrt.

GAW + (X)) —Q(x) = 0
Elo’(X)=M(x) = 0

, [GL. B-7]
Q(x)+q(x) =0
M’(x) = Q(x) + m(x) = 0
Differenzialgleichungssystem in Matrizenschreibweise:
O00GA 0[|Q(x) -1 0 0 GA||Q(X) 0
00 0 EfM'(X)| |0 =120 O | M| ,| O | _ (GL. B-8]

10 0 0O||w(x) 0 00 O |w(x q(x)
01 1 1]|¢’(x) -1 00 O][o(Xx) m(X)

© O © o

Die Losung der Differenzialgleichung fur dieses Anfangswertproblem setzt sich aus der
homogenen und partikuldren Losung zusammen. Als erster Schritt muss die homogene
L6sung des Differenzialgleichungssystems bestimmt werden.

00GA 0[|Q(x)| |-1 0 0GA[|Q(x) 0
00 0 EI[|M'(X)|,|0-10 0|/Mx)]| - |0 [GL. B-9]
10 0 Of|w(x) 0 00 O||w(x) 0
011 1]|¢’X)] [-1 00 0]|o(Xx 0

Wird die Koeffizienten Matrix mit den abgeleiteten GroRen invertiert und von links vor-
multipliziert folgt aus der Gleichung [B-9]:

0O 0 O GA
Q’(X) 1 0 0 0]|QX)
M'(x)| = | 1 M) GL. B-10
W (X) A 0 0+ W(X) | |
9’(x) 1 o(X)
] 0 el 0 0_
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B.1.1 Homogene Lésung des Differenzialgleichungssystems

Die Losung des homogenen Differenzialgleichungssystems wird mithilfe des Fundament-
talsystems bestimmt.

Zur Losung des Differenzialgleichungssystems werden die Eigenwerte und Eigenvekto-
ren der Koeffizienten Matrix bendétigt. Die Eigenwerte einer Matrix kdnnen mithilfe des
charakteristischen Polynoms bestimmt werden. Die Eigenwerte der Matrix A erhalten
wir aus den Losungen der Gleichung [B-11].

det(A—AE) = 0
‘0 0 0 GA
1 0 0 O A0 0 O
det| |1 =T A0 0 -4 GL. B-11
GA 0 0 1 0 0O [ ]
1 0 0 0 -\
_O el 0 0_

Alle Eigenwerte dieser Koeffizienten Matrix sind gleich Null. Darum miussen vier linear
abhangige Eigenvektoren konstruiert werden, damit die Gleichung der Eigenwerte ein-
gehalten wird. Der erste Eigenvektor, der die Gleichung [B-11] erfillt, ist:

v ={0 010} [GL. B-12]

Dieser Eigenvektor kann mit der Koeffizienten Matrix multipliziert werden, ohne dass
sich an der Matrix etwas andert.

Nun werden weitere von v4 linear abhange Eigenvektoren gesucht. Der zweite Eigenvek-
tor muss die nachfolgende Gleichung erfillen.

(0 0 0 GA
1 0 0 0
1 v} = {v,l = 0 [GL. B-13]
G_A 0O 0 -1 2 1 1 .
1 0
_0 £l 0 O_
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Der zweite Eigenvektor ergibt sich zu:

v, = {000 -1} [GL. B-14]

Der dritte Eigenvektor muss die nachfolgende Gleichung erfiillen.

(0 0 0 GA
1 00 0 0
L Vab = (vt = {0 [GL. B-15]
GA 0O 0 -—-1|iVs 2 1 :
1 0
] 0 T 0 O_
Der dritte Eigenvektor ergibt sich zu:
v; = {0 -EI 0 0}' [GL. B-16]
Der vierte und letzte Eigenvektor muss die nachfolgende Gleichung erfillen.
(0 0 0 GA
1 0 0 O 0
1 fv,} = {v,} = 0 [GL. B-17]
GA 0O 0 -1|1Y4 3 1 :
1 0
] 0 T 0 O_
Der vierte und letzte Eigenvektor ergibt sich zu:
T
v, = |-El 0 0 & (GL. B-18]
4 GA '
Zusammenfassend werden die vier Eigenvektoren nochmals angeschrieben:
0 0 0 —El
v, = 19 v, =10 v, =15 Vv, = . [GL. B-19]
1 1 2 0 3 0 4 (I; .
0 -1 0 GA
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Ty

Mithilfe der vier linear abhangigen Eigenvektoren kann nun die Fundamentallésung des

Differenzialgleichungssystems konstruiert werden.

I
O
[

Y1

11
+
x

Yo

o
o » O O

11
+
x
+

Y3

o r oo
I
m

—El

o » O O

_El
GA

Die Fundamentalldsung in Matrixschreibweise:

0 0 0 Bl |
0 0 —El _EIx ||C1
1 X X—2 )LS NG
2 6 C,
2
El XG4
I 0 -1 X TGA~ 2|

[GL. B-20]

Q(X)
M(X)
W(X)
P(X)

[GL. B-21]

Nun mussen noch die vier Einheitsverformungszustdande, welche die Randbedingungen
charakterisieren, in das Gleichungssystem eingearbeitet werden.

Timoshenko Stabtheorie
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Dazu wird die Matrix aus der Gleichung [B-21] zu einer Schnittkraft- und Verzerrungsma-
trix umgebaut. Die Schnittkraftmatrix wird durch die ersten zwei Zeilen gebildet, die fiir
den Stabanfang und das Stabende ausgewertet werden. Aus den unteren zwei Zeilen
wird die Verzerrungsmatrix flr den Stabanfang und das Stabende gebildet.

0 0 0 -ElI
<= [0 0 -El 0
0 0 0 -ElI
0 0 -El -EIL
1 0 0
0 -1 0
2
U = L~
1 L >
0 1 L

0

0

L®

2
_El L7
GA 2]

[GL. B-22]

Fir die Einheitsverformungszustande wird jeweils ein Freiheitsgrad um 1 bewegt. Die
andern drei Freiheitsgrade werden dabei gesperrt. Mathematisch gesehen entsprechen

diese vier Félle der Einheitsmatrix.

Die Steifigkeitsmatrix fiir den transversal schubnachgiebigen Stab entsteht durch Be-
stimmen der Integrationskonstanten C; aus der Schnittkraft- und Verzerrungsmatrix.

[K] = [S][U]™

Die Steifigkeitsmatrix ergibt sich zu:

(1261, GA  _G6EI_GA
1> L L2 2
_6El GA 4EI(3EI+GA L
L2 2 L(12EI+GA L%
_12EI_GA  6EI,GA
L1 L L2 2
_BEl GA 2EI(GA L°—3El)
| L® 2 L(12E1+GA L%

_12EI GA
13 L
cEl , oA
L2 2
&EH%
1> L
GE1 , CA
L2 2

2EI(GA L%—3El)
L(12El + GA L?)
6EI , GA
L2 2
AEI(3El + GA L?)
L(12El + GA L?) |

[GL. B-23]
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B.1.2  Partikuldre Losung des Differenzialgleichungssystems

Mit dem Verfahren der , Variation der Konstanten” kann eine Losung fiir das inhomoge-
ne Differenzialgleichungssystem berechnet werden.

00GA 0]|Q'(X) -1 0 0 GA||Q(x) 0 0
00 0 EIf/{M(X)|,]0-10 O |(MXx)|,| O | _|O (GL. B-24]
10 0 0O||wW(Xx) 0 00 O]|w(x) g(x) 0
01 1 1]|¢’(x) -1 00 O]|o(X) m(X) 0

Fir die Starreinspannwerte wurden die Belastungsfunktionen g(x) und m(x) als konstant
festgelegt. Die Berechnung fiir andere Belastungsfunktionen jeglicher Art erfolgt analog.
Wird die Koeffizienten Matrix mit den abgeleiteten Grof3en invertiert und von links vor-
multipliziert folgt daraus:

Q'(X) 0O 0 0 GA[lQx| |aq |o
MX|_| 1 0 0 0 |[[Mx|,|m _|0 (6L B-25)
wx)| [1/GA 0 0 -1 ||wx)| |0 |0
¢’ (X) 0 1/El 0 0 [lex]| |0 |o

Mithilfe der Fundamentalmatrix, die aus der homogenen Losung des Differenzialglei-
chungssystems stammt, kann die partikulare Losung bestimmt werden.

0 0 0 “El |
0 0 _E| _Elx
d(s) X X [ ]
S) = A A GL. B-26
1 X 5 6
2
El x
0 -1 - TGAT2

Die partikuldre Losung ergibt sich aus der Summe der ¢,(x) Werte multipliziert mit den
Fundamentalvektoren. Die Matrix ®,(s) ergibt sich durch Einsetzen des Belastungsvek-
tors in die k-te Spalte der Matrix ®(s).

n

Yp = z Ck(X) Yi(X)

det(cpk(s)) [GL. B-27]

I det(<I>(s))
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Die Matrix ®;(s) und die Determinante dieser Matrix ergeben sich zu:

q 0 0 —El
m 0 —El —Elx
2 3
D,(s) = 0 X X X
2 6 [GL. B-28]
2
El X
i 0 -1 X GA~ 2|
El El 2, El 3
= — — — — + —
det(®(s)) GA g X > m X 5 g X
Die Matrix ®,(s) und die Determinante dieser Matrix ergeben sich zu:
0 q 0 Bl |
0 m —El —Elx
2 3
D,(s) = 1 0 X X
2 6
[GL. B-29]
El X
0 0 X GAT2
El° El 2
det(®,(s)) = GA g+ElI m x——2- g X
Die Matrix ®3(s) und die Determinante dieser Matrix ergeben sich zu:
0 0 q _El |
0 0 m —Elx
3
D,(s) = 2
3 1 X 0 6 [GL. B-30]
2
El X
0 -1 0 GA~ 2|

det(®4(s)) = —El m+El g x

Seite 260 Timoshenko Stabtheorie



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

Die Matrix ®,4(s) und die Determinante dieser Matrix ergeben sich zu:

‘0 0 0 q]
0O 0 -El m
D,(s) = 2
a(8) 1 x X o [GL. B-31]
2
10 -1 —x 0|

det(CI>4(s)) = -El ¢

Die Determinante der Fundamentalmatrix ergibt sich zu:

0 0 0 _El |

0 0 El  —EIx

(I)() X2 X3
S) = A A

1 X 2 6 [GL. B-32]

2

El X

i 0 -1 X GA~ 2

det(d(s)) = EI?

Die partikuldre Losung wird mit der Gleichung [B-33] bestimmt:

0 0
det((I)l(s)) 0 det(<I>2(S)) 0
jdet((b(s)) 1 Idet(<1>(S)) X
o| ™ -1
—El [GL. B-33]
(I;I —El X
det(CD3(s)) , det(<D4(S)) X _
Idet((b(s)) 5 jdet(<I>(S)) 6 [
N _El_X
GA™ 2
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Die partikulare Losung des inhomogenen Differenzialgleichungssystems ergibt sich zu:

<<
©
I

gx
X(2m+ gx)
2
—x*(=12E1q + GAX(4m + gx))
24EIGA

x2g3m+ gx)
6El

[GL. B-34]

AnschlieBend missen die Randbedingungen am Stabanfang und am Stabende in die par-
tikuldre Losung eingebaut werden. Die Durchbiegungen und Stabverdrehungen an bei-
den Stabenden sind durch die beidseitigen Einspannungen gleich Null.

w(x=0) =0
¢(x=0) = 0

wx=1)=0
o(x=1)=0

[GL. B-35]

Um die fehlenden Integrationskonstanten zu bestimmen, wird aus den letzten zwei Glei-
chungen der Fundamentalldsung eine Verzerrungsmatrix gebaut. Die ersten zwei Zeilen
der Verzerrungsmatrix sind fiir x=0 und die letzten zwei Zeilen fir x=/ ausgewertet wor-
den. Aus der partikuldren Losung stammen die Terme fiir w(x=I) und ¢(x=I). Die Integra-
tionskonstanten ergeben sich durch Invertieren der Verzerrungsmatrix.

|
© O O O

100 o | _ | 0
0-10 0 C, 0
1L L>  L° ||, |-L%-12EIq+ GAL(4m+qL))
2 2 C, 24EIGA
01 _EL_L[C4 L°(3m + gxL)
GA™ 2 I 6El |

[GL. B-36]

[GL. B-37]
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Die Starreinspannwerte ergeben sich aus der Schnittkraftmatrix multipliziert mit den In-
tegrationskonstanten abzlglich der partikuldaren Losung flr Q(x) und M(x). Die Schnitt-
kraftmatrix wird durch die ersten zwei Zeilen der Fundamentalmatrix gebildet, die fir
den Stabanfang und das Stabende ausgewertet werden.

0 ) }
- B L 0
000 -EI 2_OI_GA X
Sy, = |00-EI0 5| -
* Jooo 12LEI 2 j L
00—-El —EI L x(zm+qlL)
- atf L2
2El]
| L(12EIq+ GAL(2m+qL)) | (GL. B-38]
24E| + 2GAL>
_L(GAL’q + 12E1(=6m + gL ))
S = 12(12EI + GAL?)
" | L(12EIq+ GAL(=2m+qL))
24E| + 2GAL?
_L(GAL’q+ 12EI(6m +gL))
12(12EI + GAL?)

Die Starreinspannwerte vereinfachen sich fir den Fall, wenn kein konstantes Strecken-
moment vorhanden ist, zu (m(x)= 0).

qL
2
gL’
SStarr = 2 [GL. B-39]

[ —

_qL
12|

Die Starreinspannwerte mussen noch in das globale Koordinatensystem transformiert
werden.
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B.1.3  Beispiel einseitig eingespannter Stab schubnachgiebig

Zum besseren Vergleich der Euler-Bernoulli- mit der Timoshenko-Stabtheorie wird das
Beispiel des einseitig eingespannten Biegestabs noch einmal berechnet. Fir die Berech-
nung wird die Steifigkeitsmatrix des schubnachgiebigen Stabs verwendet.

Tab.B-1 Querschnitts- und Materialparameter

E-Modul 11600 N/mm? ly 3,88E+08 mm?
G-Modul 720 N/mm? El 4,51E+E12 Nmm?
Breite 100 mm K 6/5 -
Hohe 360 mm ) 3,31E-07 N
Flache 36000 mm? Lange 1200 mm
F F
/] X El /]
— i/ P
/] /] A
/] / w
e max
\ _ v

L
g
Abb. B-1 Einseitig eingespannter Stab

Die ersten zwei Zeilen und Spalten werden aus der Steifigkeitsmatrix entfernt, um die
Randbedingungen zu beriicksichtigen. Die Randbedingungen fiir das eingespannte Ende
lauten w,= @,= 0.

12E1 , GA 6EI , GA
1> L L> 2 Wyl _ H
6EI ,GA  4EI(3EI+GA L%)[|oo I[F
P2 L(12El + GA L?)
g [GL. B-40]
11430,7 6, 85839x10°| |We| _ [ 0 }
6, 85830x10° 7, 87344x10°| [ Pe| 130000
We| _ { 5, 49808 } [mm]
0|  |=(0,00478927)| [rad]
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Durch Losen des Gleichungssystems ergeben sich die gesuchten Stabendverschiebungs-
groRen zu.

* Durchbiegung w,= 5,50 Millimeter
e Stabendverdrehung ¢,=-0,004788 Radiant

Die Losung des schubstarren Stabs hat eine Verschiebung von 3,83 Millimetern am frei-
en Ende ergeben.

Fir diesen bestimmten Fall wirde mit der schubstarren Stabtheorie ein Fehler von
43,5% Prozent bei der Durchbiegungsberechnung gemacht werden.

Dieses Beispiel zeigt auch sehr schon, dass die Querschnittsverdrehungen in beiden Fal-
len gleich grof’ sind, weil die Belastung nur am Stabende angreift und somit die homo-
gene Losung der Differenzialgleichung erfillt. Fir weitere Berechnungen mit
Belastungen die am Stab angreifen, ware es notwendig passende Starreinspannwerte,
die aus der partikuldren Losung, stammen zu bestimmen.

Im nachfolgenden Diagramm sind die Unterschiede von Verformungsberechnungen dar-
gestellt. Es ist deutlich zu sehen, dass die schubstarre Stabtheorie besonders bei kurzen
Staben grofRe Fehler macht. Bei sehr kurzen Stadben ist die Stabtheorie nicht besonders
geeignet und es ist in diesem Fall besser, auf passendes Finites Elemente Modell tiber-
zugehen.

Verformungsberechnung

20

T T
Schubstarre Stabtheorie
Schubnachgiebige Stabtheorie

15

Fehler [%]

“’ \
5 \

N

S~

0 5 10 15 20 25 30
L/H

Abb. B-2 Verformungsberechnungen mir unterschiedlichen Stabtheorien
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C Annex C

(o ] Finite Stabelemente

In diesem Abschnitt werden verschiedene Stabelemente mit unterschiedlichen Ansatz-
funktionen vorgestellt und deren Unterschiede aufgezeigt.

C.1.1 Lineares Stabelement

Fir die elementbezogene Durchbiegung w(r) und die Querschnittsverdrehung ¢(r) wird
ein linearer Ansatz Uber die Elementlange gewahlt. Die linearen Ansatzfunktionen sind
in der nachfolgenden Abbildung C-1 gezeigt.

H,(r) H,(r)
10p 10F

08[ 0sk

021

I I P |
-10 05 0.0 0.5 10 0.5 1.0

Abb. C-1 Lineare Ansatzfunktionen

Der allgemein verformte Punkt D aus der Abbildung 2-6 wird durch die nachfolgenden
Gleichungen exakt beschrieben:

_ _du
W = W(X) €y = a—
(_;( S [GL. C-1]
- -aw _ ad
U(x, 2) = P(X)2 Y= 5t 5,
Die linearen Ansatzfunktionen fir w(r) und ¢fr) lauten:
_1 _1
Hi(r) = 5(1-1)  Hy(r) = 5(1+1) [GL. C-2]
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Die linearen Ansatzfunktionen werden den entsprechenden Freiheitsgraden des Stabe-
lements zugeordnet:

w(r) = [Hl(r) Hz(r)}lvv\;a] o(r) = [Hl(r) Hz(r)}[ﬂ [GL. C-3]

e e

Fiir den Biegeterm folgt daraus:

- T
bkzgz 0 Hzth—l 0 H,Z'J_]} |:Wa Py We (Pe:|
bk:g: I 0 _1‘2 0 l‘g |:W o, W (p:|T [GL. C-4]
I 2 L 2 L a ra e re '
bk:s=_o—1ol[ 00 We 0
i L L a ra e re

Fiir den Schubterm folgt daraus:

.
by =¥ = |H T H H,- T HZ} [Wa Pa We %}

_o_o 121 12 1., T
bk =y= _EE é(l_r) é[ §(1+r) [Wa Oy We (peJ [GL. C-5]
b, = = I 1 1 1 1 | !

k=7 —[ 5(1_” [ §(1+r) Wy Pa We Pe

Diese zwei Terme eingesetzt in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ergeben:

8\NI ntern + 8\NExtern =0

1 1
[GL. C-6]
—Wiyern = [B'CBAV = [ 3¢ EedA+ [ &y GydA
-1 -1

Das Integral wird numerisch mit zwei GauBpunkten exakt integriert. Daraus folgt die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix flr das exakt integrierte lineare Stabelement.
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s S S s
L 2 L 2

s E,SL S _E.S

Ke = 2 L 3 2 L 6 (6L, C-7]

'S S s S
L 2 L 2
s _EI,SL S El S

2 L 6 2 L 3|

Durch die linearen Ansatze fiir die Querschnittsverdrehung und der Durchbiegung nei-
gen diese Stabelemente zur Schubverfestigung (shear locking).

C.1.2 Lineare Stabelemente mit reduzierter Integration

Die auftretenden Schubverfestigungseffekte kénnen durch gezielt reduzierte Integrati-
on eliminiert werden. Das Problem der Schubverfestigung folgt aus der nachfolgenden
Gleichung. Fir eine Schubsteifigkeit, die gegen unendlich tendiert, muss sich die Quer-
schnittsverdrehung mit der Ableitung der Biegelinie aufheben.

w+o(r) =0 [GL. C-8]

Die Ableitung der linearen Ansatzfunktion von w’(r) ergibt einen konstanten Verlauf
Uber das Stabelement. Die Ansatzfunktion von ¢fr) ist eine lineare Uber die Stablange
sich dndernde Funktion. Die exakte numerische Integration erfolgt mit zwei GaulRpunk-
ten die bei +./1/3 liegen mit den zugehdrigen Integrationsgewichten on von 1. Das In-
tegrationsintervall beschrankt sich auf den Bereich von -1 bis +1.

1

jf(r)dx = Zn D(r)o; = O(—/1/3)1+D(/1/3)1 [GL. C-9]
i=1

-1

Die nachfolgende Abbildung C-2 zeigt die beiden Funktionen und die Funktionswerte bei
den GauBpunkten. Durch den Umstand, dass eine konstante Funktion mit einer veran-
derlichen Funktion (iber die Stablange numerisch integriert Null ergeben sollte, ist sofort
erkennbar, dass dies nur der Fall sein kann, wenn nur einen GaulRpunkt fur die numeri-
sche Integration gewahlt wird.
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H,'(r)
101

081

06
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02

L I I ]
-1.0 05 0.0 05 10

Abb. C-2  Ansatzfunktionen

Damit die Forderung aus der Gleichung [C-8] erflillt wird, kann auf eine exakte numeri-
sche Integration verzichtet werden. Ist dies der Fall, wird von einem linearen Stabele-
ment mit reduzierter Integration gesprochen. Die Ansatzfunktionen fiir w(r) und ¢(r)
bleiben dieselben wie beim exakt integrierten Stabelement in Kapitel C.1.1. Der einzige
Unterschied besteht darin, dass bei der numerischen Integration nur ein GauBpunkt ver-
wendet wird. Der GauBpunkt liegt in der Mitte bei r=0 und das dazugehorige Integrati-
onsgewicht o hat den Wert 2.

Fiir den Biegeterm folgt daraus:

- T
bk:€: 0 Hfl_J—l 0 H,Z'J_]} |:Wa Py We (Pe:|
b, =¢ = | 0 12 0 12 [W o, W (p}T [GL. C-10]
I 2 L 2 L a ra e re :
b=e=|o Lol [, 04 we 0
i L L a a e e

Fiir den Schubterm folgt daraus:

T
by =7v= H'l-‘J_l H, H'Z'J_1 HZ} [Wa 0q We (Pe]

Lo 121 12 1., | T
b,=v= 5T é(j|__r) 5L §(1+r) [Wa 04 We (pJ [GL. C-11]
b, = = | 1 1 1 1 | !

k=7 —E 'é(l_r) [ é(l"'r) Wy Pa We Pe

Diese zwei Terme eingesetzt in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ergeben:
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8\NI ntern + 8V\/Extern =0

1 1
[GL. C-12]
—Wintern = IBTCBdV = j5£TE£dA+ ISYTGYdA
-1 -1

Das Integral wird numerisch mit einem GauBBpunkt reduziert integriert. Daraus folgt die
Elementsteifigkeitsmatrix fiir das reduziert integrierte lineare Stabelement.

S _S _S _S
L 2 L 2

S E,SL S _E, S

Kg = 2 L4 2 L4 [GL. C-13]

_S S S S
L 2 L 2

S _E,sL s ELS

2 L 4 2 L 4

C.1.3 Lineares Stabelement mit inkompatiblen Ansatzen fiir ¢(r)

Ahnlich wie beim linearen Stabelement wird auch hier fiir die Durchbiegung w(r) ein li-
nearer Ansatz gewahlt. Fiir die Querschnittsverdrehung ¢fr) wird zu den linearen An-
satzfunktionen zusatzlich eine quadratische Funktion Uberlagert. Der zusatzlich
auftretende Freiheitsgrad wird nach der Integration durch statische Kondensation aus
der Steifigkeitsmatrix eliminiert. In der nachfolgenden Abbildung C-3 ist die schon be-
kannte lineare Ansatzfunktion mit der neuen quadratischen Funktion abgebildet.

H,(r) H,(r)
10r

08

0.6

. P
05 1.0

I
-1.0 0.5

Abb. C-3  Lineare und quadratische Ansatzfunktionen
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Die linearen Ansatzfunktionen fur w(r) lauten:

Hyr) = S0-1)  Hy(n) = 3(1+1) (6L C14

Die linearen Ansatzfunktionen fir ¢fr) lauten:

Hy(r) = %(1—r) Hy(r) = %(1+r) Hy(r) = 1—r° [GL. C-15]

Die linearen Ansatzfunktionen und die quadratischen Ergdanzungen werden den entspre-
chenden Freiheitsgraden des linearen inkompatiblen Balkenelements zugeordnet:

Pa
w(r) = [Hl(r) H2(r)} [\x""] o(r) = [Hl(r) H,(r) H3(rﬂ Pe [GL. C-16]
: Py
Fiir den Biegeterm folgt daraus:
b,=¢= I 0 H’l.J_l 0 H’Z-J_l 0 :|[Wa Pa We Pe (PnJT
n=e=| 0 22 0 12 o |wmoeivenn]  aem
b, =¢=10 —% 0 % OMWa(PaWecpecprJT
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Fiir den Schubterm folgt daraus:

. T

b, =7v= [H’l.a‘l Hy Mo 30 Hy  Hg 3| [We 0 We 0 0y
Wa

, , ) Pa
Y — 1 1 1 1

b =7v= {—é-[ SA=r 5-0 SA+n) —2r [} We [GL. C-18]
e
[ Pm|

b, = = 1 1 1 1 ar I !

K=Y - 5(1_r) C §(1+r) L (Wa Pq We @ Py

Diese zwei Terme eingesetzt in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ergeben:

8\Nlntern-i'S\NExtern =0
1 1
= [B'CBdV = [ 8¢ EedA+ [ &y GydA

-1 -1

[GL. C-19]
—W,

intern

Das Integral wird numerisch mit zwei GauBpunkten exakt integriert. Daraus folgt die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix flir das exakt integrierte lineare Balkenelement mit inkompatib-
len Ansdtzen fir ¢x).

7S 5S S S 8S
3L 6 3L 6 3L |
58 El, S S _ElI,SL 25 | |W,
6 L 3 6 L 6 3 0
a
Ke=| -2 S 1S 55 8o lw, [GL. C-20]
3L 6 3L 6 3L
S _El,sL 58 El,SsL 25 ||%
6 L 6 6 L 3 3 ||om
8S 2S 85 2S 16S
3L 3 3L 3 3L

Der zusatzliche Freiheitsgrad ¢, wird jetzt durch statische Kondensation aus der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix entfernt. Dies geschieht durch das Auflésen des Gleichungssy-
stems mithilfe von Submatrizen.
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o
811 81 Q13 A1q)Qs5
A1 Ay Apz Apylans
K= |ag ag, ag 834,835

A1 8y 843 Aylays

1

811 Agp 843 81415
81 azkis a24l
= |83 83 Ja34|

A1 8y 843 a44|a45

1851 857 Ag3 a54|a55

811 89p 843 8y
K.. = Ay1 g 8y3 Ay

1=
81 Agp 33 Azy

|41 Qg2 Q43 By

K

red

a15857
a1 — a
55
Ao58s5)
21~
asg
A3585)
ass

Ay5857
A~
55

_ -1
= Ky =Ky K722
ao—

22~

31~ azp—

aig =
A 21 ~ [‘351 85 Ag3 aSA]
Kz = 3
a
745 [GL. C-21]
Ko
d1585) d15853 81585
a a3~ a - a
55 55 55
Ao58s) Ap58s53 o585y
a ax— a Ay~ a
55 55 55
Az58s5) dz58s53 83585,
a S A%
55 55 55
Ay585) A45853 84585,
a 437 a Qg
55 55 55

Das Ergebnis der statischen Kondensation ergibt dann die Elementsteifigkeitsmatrix, in
der nur noch die vier Freiheitsgrade am Stabende und am Stabanfang enthalten sind.

s s 'S s |
L 2 L 2 o
s E,SL s _El S|
S s s s ||w
L 2 L 2
| Pe|
s _El,sL s E,LSL
2 L 4 2 L 4

Weiterfihrende Informat
den und zum Losen von G
K.-J. Bathe [4].

ionen zur statischen Kondensation von inneren Freiheitsgra-
leichungssystemen im Buch ,Finite Elemente-Methoden” von
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C.1.4 Lineares Stabelement mit inkompatiblen Ansatzen fiir ¢fr) und w(r)

Anders als beim linearen Balkenelement wird fiir die Durchbiegung w(r) und die Quer-
schnittsverdrehung ¢fr) der lineare Ansatz zusatzlich mit einer quadratischen Funktion
Uber die Elementlange erganzt. Die drei Ansatzfunktionen sind in der nachfolgenden
Abbildung C-4 dargestellt.

H,(r) H,(r)
10+ 10
08 08k
06 06k

o P |
-10 05 0.5 1.0

I
-1.0 0.5

Abb. C-4 Lineare und quadratische Ansatzfunktionen

Die linearen Ansatzfunktionen fiir w(r) lauten:

Hi(r) = %(1—0 Hy(r) = %(1+r) Ha(r) = 1-r? [GL. C-23]
Die linearen Ansatzfunktionen fir ¢fr) lauten:

_1 _1 _ 2
Hy(r) = 5(1-1) Ho(r) = 5(1+1) Ha(r) = 1—r [GL. C-24]

Die linearen Ansatzfunktionen mit der quadratischen Ergdnzung werden den entspre-
chenden Freiheitsgraden des Stabelements zugeordnet:

Wa Pa
W(r) = [H(r) Hy(r) Ha(n)] | we (1) = [Hy(r) Hy(r) Hy(n)] | 0| 6L C-25]
Wm Pm
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Fiir den Biegeterm folgt daraus:

o
Pa
W
bkzgz[ 0 H, I 0 H,IJ' o0 H’S-J_l} ©
Qe
Wm
[ Pm
o
Pa
bo=e=| o L2 o 12 4 _5.2|% [GL. C-26]
2'L 2'L Ll | o,
Wm
[ Pm
o
Pa
W
b, =¢= 1 1 _4r | Ve
‘ {O L 7L 0 T,
Wm
[ Pm
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Fiir den Schubterm folgt daraus:

Wa
Pa
W,
b =y = [H’l-\]_l Hiy H,-J5 H, H3- I Hy } °
Pe
Wm
[ Pm)
Wa
Qa
W,
b, =y = {_l 2 lq_py 1.2 Lq,p —2r-—} e [GL. C-27)
2'L 2 2'L 2 0,
Wm
[ Pm)
Wa
Qa
W,
bk:yz{ _1— l(l—r) 1‘ 1-(1+I’) _4;!’ :| e
L 2 L 2 L || o,
Wm
[ Prm)

Diese zwei Terme eingesetzt in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ergeben:

8\NI ntern + 8\NExtern =0

1 1
[GL. C-28]
—Wipyern = [B'CBAV = [ 3¢ EedA+ [ &y GydA
-1 -1

Das Integral wird numerisch mit zwei GauBpunkten exakt integriert. Daraus folgt die
Steifigkeitsmatrix flr das exakt integrierte lineare Stabelement mit inkompatiblen An-
satzen fir ¢fr) und w(r).
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s S S S 4 25
L 2 L 2 3
_§ E + S_L § _E + S_L 2_S L_S Wa
2 L 3 2 L 6 3 3
s s s s 4 2z |
Kg = L 2 L 2 3 e [GL. C-29]
S _E,SL S E,SL 25 LS Pe
2 L 62 L 3 3 3 w
m
o 2 o 28 s
3 3 3L [ Pml
25 LS 25 LS, 16El 4SL
'3 3 3 3 3L 9|

Die zuséatzlichen Freiheitsgrade w,, und ¢,, werden durch statische Kondensation aus
der Elementsteifigkeitsmatrix entfernt. Dies geschieht durch das Auflésen des Glei-
chungssystems mithilfe von Submatrizen.

1
ayy Ao Q13 894|815 Q16
Ay1 Ayy Aoz Anylayy g
[
a34| 2513

841 A4 843 441345 e

ag; a52’§53 agy|
[
1961 Ap2 64, A65°%56|

_ -1
Kreg = K1 =Ky K 722Ky

az; a3
[GL. C-30]

Das Ergebnis der statischen Kondensation ergibt dann die Elementsteifigkeitsmatrix, in
der nur noch die vier Freiheitsgrade am Stabende und am Stabanfang enthalten sind.

| _12EI-S_6EI-S __12E1-S __6EI-S |
12EIL+L3S  12EI+L%S 12EIL+L°S  12EI+L°%S
__BEI-S  4EI(3EI+L°S) _6EI-S  2EI(-6El+L°S)
K, = | 12E1+ L’S 12EIL+L%S 12EI1+L°S 12EIL+L°S 6L C.31]
__12EI-S 6EI- S 12E1 - S 6EI- S
12EIL+LS  12E1+L%S 12EIL+L®S  12EI+L°S
__BEI-S  2EI(6EI+L°S) _6EI-S  4EI(3EI+L°S)
| 12E1+L%S 12EIL+L’S  12EI+L°S  12EIL+L°S |
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C.1.5 AQuadratisches Stabelement ¢{r) und w(r)

Anders als beim linearen Balkenelement wird fiir die Durchbiegung w(r) und die Quer-
schnittsverdrehung ¢fr) ein quadratischer Ansatz Gber die Elementlange gewahlt. Die
drei Ansatzfunktionen sind in der nachfolgenden Abbildung C-5 dargestellt.

H,(r) H,(r)
100 10F
08 081
061 061
041 041
021 021
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L . & L L L L L L L L L L L L L L L L L L 1
-10 05 0.5 1.0 -10 0.5 05 1(

-1.0

Abb. C-5 Quadratische Ansatzfunktionen fiir das Stabelement
Die quadratischen Ansatzfunktionen fiir w(r) lauten:
1 1 2
H,(r) = z(1-r)—z(1-x
(1) = 5(1=0=5(1-x)
Hy(r) = 3(1+1)=3(1=x) (6L c-32

1—r2

Hs(r)

Die quadratischen Ansatzfunktionen furr ¢r) lauten:

Hy(r) = %(l—r)—%(l—xz)
Hy(r) = %(1+r)—%(1—x2) [GL. C-33]
Ha(r) = 1-r?
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Die quadratischen Ansatzfunktionen werden den entsprechenden Freiheitsgraden des
Stabelements zugeordnet:

Wa Pa
W(r) = [Hy(r) Hy(r) Ha(n)] [we (1) = [Hy(r) Hy(r) Hy(n)] | 0| 6L C-34]
Wm Om

Fiir den Biegeterm folgt daraus:

Wa
Pa
W
by =€ = [ 0 H,-J° 0 H,J o0 H'3.J_l} ©
Pe
Wm
| Pm
W]
Pa
bk:g: 0 (—1-+X)'2 0 (1-+X)2 0 —2|’-2 We [GL. C-35]
277 L 277 L L|| o,
Wm
| Pm
]
Pa
w
b = ¢ = (_1‘ 2_)() (1‘ 2_)() _4;[’ €
K {0 3 + 3 0 L + 3 0 L (pe
Wm
| Pm)
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Fiir den Schubterm folgt daraus:

_Wa_
Pa
w.
bk‘Y‘[H’l.J_l H, H, J*t H, Hg J?t Hg} ©
Qe
Wm
| Pm
Wa [GL. C-36]
?a
w
b::(_l)z (1)2 o 2| e
k=7 {2+XL H, > XL H, 2rL o
Wm
| Pm]
_12_><)l__1_2 (lZ_X)l R
{( L+L 2(1 r) 2(1 X) L+L 2(1+r) 2(1 X) 3

Diese zwei Terme eingesetzt in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ergeben:

8\NI ntern + 8V\/Extern =0

1 1
[GL. C-37]
—8Wiyern = [B'CBAV = [ de"EedA+ [ &y GydA
-1 -1

Das Integral wird numerisch mit zwei GauBpunkten exakt integriert. Daraus folgt die
Steifigkeitsmatrix fur das exakt integrierte quadratische Stabelement.

Ki Kip Kiz Kyg K5 Kyg Wa
Koz Koz Koy Kog Kog Qa
K, = Kag Kaq Kgs Kgg| _ | We [GL. C-38]
Kaa Kags Kgg Pe
Sym Kss Ksg W
I Keg|  [Om|
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S S
L 2
s B,
2 L 3
S s
L 2
s _E.,S
2 L 6
2S
0 3
25 LS
B 3

_S S
L 2
S _El SL
2 L 6
S S
L 2
S El SL
2 L 3
2S
0 -3
2S LS
3 3

165
3L

GL. C-39]

16EI , 4SL
3L 9

Die zusatzlichen Freiheitsgrade w,,, und ¢,, werden bei quadratischen Elementen nicht
durch statische Kondensation aus der Elementsteifigkeitsmatrix entfernt. Flir das qua-
dratische Stabelement mussen drei Knoten definiert werden. Durch den zusatzlich ein-
geflhrten Freiheitsgrad steigt natirlich die Rechenzeit an.
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C.2 Zwangsbedingung

Fiir die Berechnung von Finite Elemente Losungen, ist es immer notwendig lineare Glei-
chungssysteme wie zum Beispiel die Steifigkeitsmatrix zu l6sen. Die Steifigkeitsmatrizen
aus der klassischen Stabtheorie und jene der Finiten Elemente sind aufgrund ihrer Sym-
metrie um die Hauptdiagonale singular und kdnnen nicht invertiert werden. Um nun
eine Losung fir diese Probleme zu finden, ist es notwendig gesperrte Freiheitsgrade aus
der Matrix zu entfernen. Die mit dem Freiheitsgrade verkniipften Zeilen und Spalten
werden aus der Matrix entsprechend entfernt, damit eine regulare invertierbare Matrix
entsteht. Die tatsachlichen GréRen der gesperrten Freiheitsgrade miissen nach der Be-
rechnung iber das Gleichgewicht mihsam riickgerechnet werden. Um auf die Riickrech-
nung zu verzichten, ist es notwendig Zwangsbedingungen in das Gleichungssystem
einzubauen. Durch diese Zwangsbedingungen kénnen zusatzliche Nebenbedingungen
zum bestehenden Gleichungssystem eingefiihrt werden. Ein weit verbreitetes Verfahren
fiir diese Zwangsbedingungen sind Lagrange Multiplikatoren, die auf den Mathematiker
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) zuriickgehen.

djp Ao A13 gyl | % by
a,;, a Aol | X b
12 8gp o3 8gq| [Xp| _ |02 [GL. C-40]
a... A a \ h
I3 23 T 33 T |73 ~3
814 824 Lm By [X4) | P4

C.2.1 Lagrange Multiplikator

Mit nachfolgendem Beispiel soll die Anwendung von den Lagrange Multiplikatoren ge-
zeigt werden. Fir den Kragtrager in Abbildung C-6 ist die Durchbiegung am freien Ende
gesucht. Fir die Losung des statischen Problems muss die nachfolgende Gleichung ge-
[6st werden.

[KI{U} = {R} [GL. C-41]

Das lineare Gleichungssystem wird mit den Lagrange Multiplikatoren folgendermalen
erweitert. Es gilt U= U;*

Ke' H = {R} [GL. C-42]
e-T;O A U%
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C.2.2  Beispiel fiir Lagrange Multiplikatoren

Mit nachfolgendem Beispiel soll die Anwendung von den Lagrange Multiplikatoren ge-
zeigt werden. Fir den einseitig eingespannten Stab in Abbildung C-6 ist die Durchbie-
gung am freien Ende gesucht. Fir die Losung des statischen Problems muss die
nachfolgende Gleichung geldst werden.

[KI{U} = {R} [GL. C-43]

Das in der Gleichung [C-43] lineare Gleichungssystem wird mit den Lagrange Multiplika-
toren folgendermaRen erweitert. Es gilt U= U;*

Ke' H = F_J [GL. C-44]
e-T;O A U

Durch die starre Einspannung am linken Tragerende werden die Durchbiegung und die
Verdrehung der Stabachse in diesem Punkt gesperrt w, = ¢, = 0. In der Steifigkeitsmatrix
werden die Lagrangen Multiplikatoren fiir den einseitig eingespannten Stab unter Be-
ricksichtigung der Randbedingungen eingebaut.

Tab. C-1  Querschnitts- und Materialparameter

E-Modul 11600 N/mm? |y 3,888 E+08 mm?
Breite 100 mm El 4,510 E+E12 Nmm?
Hohe 360 mm Lange 1200 mm

F F

/] X El /]

/] /] A

7 % W

max

V4

\ _ Y
L
]

Abb. C-6  Einseitig eingespannter Stab

Die Steifigkeitsmatrix flir den einseitig eingespannten Stab mit den eingefiihrten Lagran-
geschen Multiplikatoren sieht folgendermaBen aus. In der ersten Zeile des Gleichungs-
systems wird der Multiplikator A, fir die Durchbiegung als zusatzliche Variable
eingefiihrt, welche die Zwangsbedingaung w,=0 erfiillt.
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Der Multiplikator A,, wird in der fiinften Zeile des Gleichungssystems auf der rechten
Seite Null gesetzt, well keine Durchbiegung an der Einspannstelle auftreten kann.

12EI 6EI 12EI 6EI
3 T2 3 210
L L L° L e
Wa -4
6El 4El 6El 2El 0
= T 2 0
L> L L L a 0
K = |_12EI BEI 12E1 6EI . f|We| _ |30
B 13 12 18 2 0, 0 [GL. C-45]
0
_6_|52| 2El 6_|52| 4EL o A, 0
L L L L A 0]
1 0o o0 o oo™
0 1 0 0 00

Die Losung des Gleichungssystems ergibt sich in dem beidseitig von links die inverse Stei-
figkeitsmatrix vormultipliziert wird. Durch die Multiplikation der inversen Steifigkeits-
matrix mit der Steifigkeitsmatrix ergibt sich daraus die Einheitsmatrix.

[K[K]{U} = [K'{R}

. [GL. C-46]
[I{U} = [K"H{R}

Die Losung des Systems ist in der Gleichung [C-47] dargestellt. Das Ergebnis des ersten
Lagrangeschen Multiplikators A, ist die Auflagerkraft auf der linken Trégerseite, die in
diesem Fall der Einzellast entsprlcht Der zweite Lagrange Multiplikator 7”% entspricht
genau dem Auflagermoment, welches sich aus der Einzellast multipliziert mit der Trager-
lange ergibt (Ma=-1,20E+04 x 3,00E+03=-3,60E+07 [Nmm)]). Die Durchbiegung am freien
Tragerende betragt bei diesem Beispiel 3,83 Millimeter.

_Wa_ — -
0

(Pa O

W

el _ | 383142 (6L C-a7]
0.|  |—(0,00478927)

30000

W,

| | (3, 60E +07)]
L Pal

Mehr zum Thema Lagrange Multiplikatoren oder zur alternativen Losung mit dem Straf-
verfahren im Buch ,Finite Elemente-Methoden” von K.J. Bathe[4].
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D Annex D

D.1 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul ,,Gg o"

D.1.1 Materialmodelle im kartesischen Koordinatensystem

Materialparameter fiir das technische Material

Fiir das technische Material sind folgende Materialparameter im kartesischen Koordina-
tensystem verwendet worden (Tabelle D-1).

Tab. D-1 Technisches Material

Mechanische SteifigkeitskenngrofBen technisches Material [N/mm?]

Schubmodul -

G
parallel zur Faserrichtung der Bretter mean 690

Schubmodul -
normal auf die Faserrichtung der Bretter, Roll- GR,mean 50
schubmodul

Materialparameter nach Neuhaus

Fiir das Material nach Neuhaus sind folgende Materialparameter im kartesischen Koor-
dinatensystem verwendet worden (Tabelle D-2).

Tab. D-2 Material nach Neuhaus

Mechanische SteifigkeitskenngroBen Material nach Neuhaus [N/mm?]
Schubmodul - . Grean 623
parallel zur Faserrichtung der Bretter
Schubmodul -
normal auf die Faserrichtung der Bretter, Roll- GR mean 42
schubmodul
Querkontraktionszahl v 0,6021 [-]

Die mechanischen SteifigkeitskenngréRen gelten flr eine Holzfeuchte von 12%

Der Winkel [ ist bei der Parameterstudie von Null bis 90 Grad variiert worden
(Abbildung D-1).

p=0° p =45 B =90°

X X X

Abb. D-1 Kartesisches Koordinatensystem: bei Brettern
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Folgende Brettbreiten, Randbedingungen und Materialmodelle sind fiir die Parameter-
studie zum Einsatz gekommen (Tabelle D-3).

Tab. D-3 Parameter zur Ermittlung des effektiven Rollschubelastizitdtsmoduls
. .. Koordinaten . .
Breite [mm)] Hohe [mm] Randbedingung Material
Normal
30, 60, 90 15,20,25
’ ’ ’ ’ o < < o
120, 150, 180 30,3540 0° <P <90 gesperrt Neuhaus/KLH

In den Diagrammen ist der effektive Rollschubelastizititsmodul durch den mittleren
Rollschubelastizitatsmodul von 50 N/mm? durchdividiert worden, um die Diagramme
einheitslos zu gestalten. Die Diagramme sind jeweils nach aufsteigender Brettstarke ge-
ordnet. Zum besseren Verstandnis sind die Bretttypen auf dem Diagramm dargestellt.
Der Winkel B = 0° charakterisiert ein Seitenware Brett, B = 45° ein Halbriftbrett und B=
90° ein Riftbrett (Abbildung D-2).

3.5

—_ 2.5
L
5
£
€
8 2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
[G)
>
‘S ; ;
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0.5 """"""""" ‘
5 X : :
Material KLH
: : : : : : Material NEUHAUS
0 i i i i i i ! 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Winkel B [°]
B = O° B = 900

X X

Abb. D-2 Seiten-, Halb-, Riftware
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Brettstarke 15 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-3) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 15 Millimeter.

4.5 T T T T T T T T
| | Brett 30 KLH  =e
‘ : : : : ; Brett 60 KLH ==
Y I A R R —_— —_— o Brett 90 KIH ——

Brett 120 KLH
Brett 150 KLH
Brett 180 KLH

Geff/ GR,mean [-]

Winkel 3 [°]

Abb. D-3  Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material Brettstarke 15 mm
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Brettstarke 20 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-4) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 20 Millimeter.

4.5 ! ! ! ! ! !

T T
Brett 30 KLH
Brett 60 KLH

Brett 90 KLH =

Brett 120 KLH
Brett 150 KLH
Brett 180 KLH

Geff/ GR,mean [-]

Winkel 3 [°]

Abb. D-4 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material Brettstarke 20 mm
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Brettstarke 25 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-5) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und

180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 25 Millimeter.

4.5 T T T T T T T T
; ; ; ; Brett 30 KLH =
i Brett 60 KLH =
7 L OO U HSUU OO VU SRS S Brett 90 KLH =—— |
Brett 120 KLH ==

Brett 150 KLH
Brett 180 KLH

=
A Y S S )/ /4 A SRR S N
o
Winkel 3 [°]
Abb. D-5 Effektiver Rollschubelastizitditsmodul gesperrt technisches Material Brettstarke 25 mm
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Brettstarke 30 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-6) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 30 Millimeter.

4.5 ! ! ! ! ! !

T T
Brett 30 KLH
Brett 60 KLH
Brett 90 KLH

Brett 120 KLH

Brett 150 KLH

Brett 180 KLH

Geff/ GR,mean [-]

Winkel 3 [°]

Abb. D-6 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material Brettstarke 30 mm
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Brettstarke 35 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-7) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 35 Millimeter.

4.5 T : , ,
f f Brett 30 KLH

: : : : : : Brett 60 KLH

P R S SR L o L Brett 90 KLH
; ; ; ; ! ; Brett 120 KLH

Brett 150 KLH
Brett 180 KLH =

as o S— S— — —

Geff/ GR,mean [-]

Winkel 3 [°]

Abb. D-7  Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material Brettstarke 35 mm
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Brettstarke 40 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-8) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 40 Millimeter.

4.5 T T T T T T T T
: : : : : : Brett 30 KLH

Brett 60 KLH
Brett 90 KLH
Brett 120 KLH
Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==

Geff/ GR,mean [-]

Winkel 3 [°]

Abb. D-8 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material Brettstarke 40 mm
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Brettstarke 15 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-9) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 15 Millimeter.

4.5 T T T T T T T T
; ; ; ; ; ; Brett 30 Neuhaus =
Brett 60 Neuhaus ==
A b =N Brett 90 Neuhaus =——— |
Brett 120 Neuhaus ==
Brett 150 Neuhaus
: : : Brett 180 Neuhaus =
3.5 [ oo R -

2.5 [

Geff/ GR,mean [-]

sbo I N

05 : e o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
AWinkel B [°]

Abb. D-9 Effektiver Rollschubelastizititsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 15 mm
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Brettstarke 20 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-10) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 20 Millimeter.

4.5 T T T T T T T T

: : : : : : Brett 30 Neuhaus
Brett 60 Neuhaus
Brett 90 Neuhaus

4r Brett 120 Neuhaus 7]
Brett 150 Neuhaus
: : : Brett 180 Neuhaus =
3.5 [ p R froeee ) o e -

T W) S —_— — N

Geff/ GR,mean [-]

T /S T T N

0.5

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
AWinkel B [°]

Abb. D-10 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 20 mm
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Brettstarke 25 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-11) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150

und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 25 Millimeter.

4.5 T T T T T T T T
: : : : ; 3 Brett 30 Neuhaus =
Brett 60 Neuhaus ==
B e Brett 90 Neuhaus =——— |
Brett 120 Neuhaus ==
Brett 150 Neuhaus
: : : : Brett 180 Neuhaus =
L o e N\ T 2

T S N

Geff/ GR,mean [-]

1.5 : : : e Pk e

0.5 s R — s s . —

0 10 20 30 40 50 60 70
Winkel 3 [°]

Abb. D-11 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 25 mm

Parameterstudie Rollschubelastizitatsmodul

Seite 297



Masterarbeit

study research engineering  testcenter Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewdhlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

Brettstarke 30 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-12) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 30 Millimeter.

4.5

35

2.5

Geff/ GR,mean [-]

15

0.5

T T
Brett 30 Neuhaus
Brett 60 Neuhaus
Brett 90 Neuhaus

Brett 120 Neuhaus
Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus =

40 50
Winkel 3 [°]

Abb. D-12 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 30 mm
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Brettstarke 35 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-13) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150

und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 35 Millimeter.

4.5 ! ! ! ! ! !

1S I e N\

T S /S AN

Geff/ GR,mean [-]

15 fos e e T e

0.5

T T
Brett 30 Neuhaus
Brett 60 Neuhaus
Brett 90 Neuhaus
Brett 120 Neuhaus
Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus

0 10 20 30 40 50 60 70
Winkel 3 [°]

Abb. D-13 Effektiver Rollschubelastizititsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 35 mm
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Brettstarke 40 Millimeter

Kartesisches Koordinatensystem: § = 0 - 90 Grad

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-14) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 40 Millimeter.

4.5 ! ! ! ! !

s

25 b LS

Geff/ GR,mean [-]

1.5 [ e

0.5

T T

Brett 30 Neuhaus
Brett 60 Neuhaus
Brett 90 Neuhaus
Brett 120 Neuhaus
Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus

0 10 20 30 40 50
Winkel 3 [°]

Abb. D-14 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 40 mm

Seite 300

Parameterstudie Rollschubelastizitatsmodul



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

D.1.2 Materialmodelle im Zylinderkoordinatensystem in Brettmitte

Materialparameter fiir das technische Material

Fiir das technische Material sind folgende Materialparameter im Zylinderkoordinatensy-
stem verwendet worden (Tabelle D-4).

Tab. D-4 Technisches Material

Mechanische SteifigkeitskenngroBen technisches Material [N/mm?]

Schubmodul -
parallel zur Faserrichtung der Bretter

Schubmodul -
normal auf die Faserrichtung der Bretter, Roll- GR mean 50
schubmodul

Gmean 690

Materialparameter nach Neuhaus

Fiir das Material nach Neuhaus sind folgende Materialparameter im Zylinderkoordina-
tensystem verwendet worden (Tabelle D-5).

Tab. D-5 Material nach Neuhaus

Mechanische SteifigkeitskenngroBen Material nach Neuhaus [N/mm?]
Schubmodul -

G

parallel zur Faserrichtung der Bretter mean 623
Schubmodul -
normal auf die Faserrichtung der Bretter, Roll- GR,mean 42
schubmodul
Querkontraktionszahl % 0,6021 [-]

Die mechanischen SteifigkeitskenngrofRen gelten fiir eine Holzfeuchte von 12%

Der Radius rist bei der Parameterstudie von Null bis 50 Zentimetern variiert worden. Ra-
dius r=0 bezeichnet dabei ein Kernbrett (Abbildung D-15).

radial t=0cm "
radial t=25cm radial t=50cm

Abb. D-15 Zylinderkoordinaten bei Brettern
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Folgende Brettbreiten, Randbedingungen und Materialmodelle sind fiir die Parameter-
studie zum Einsatz gekommen (Tabelle D-6).

Tab. D-6 Parameter zur Ermittlung des effektiven Rollschubelastizitatsmodul
Breite [mm)] Hohe [mm] Koordinaten Randbedingun Material
Zylinder gung
30, 60, 90 15,20,25
’ ’ ’ ’ < <
120, 150, 180 30.35,40 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH

In den Diagrammen ist der effektive Rollschubelastizititsmodul durch den mittleren
Rollschubelastizitatsmodul von 50 N/mm? durchdividiert worden, um die Diagramme
einheitslos zu gestalten. Die Diagramme sind jeweils nach aufsteigender Brettstarke ge-

ordnet. Zum besseren Verstandnis sind die Bretttypen auf dem Diagramm dargestellt
(Abbildung D-16).

Geff/G R,mean | [-]

0.5 [
1 ; ; Material KLH
i i i Material NEUHAUS
0 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Abstand t [cm]

radial t=0cm .
radial t=50cm

Abb. D-16 Seiten-, Halb-, Riftware
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Brettstarke 15 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage vont=0-50 cm

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-17) ist der effektive Rollschubelastizitdtsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 15 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH =
Brett 60 KLH =
; : : Brett 90 KLH =
3.5 [ e M Brett 120 KLH = —
5 5 5 Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 e —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-17 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material Brettstarke 15 mm

J |

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm
Radial Tangential

\'

Abb. D-18 Definition der Brettlage Fall 1
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Brettstarke 20 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t =0 - 50 cm (Abbildung D-20)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-19) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 20 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH ==
Brett 60 KLH =
: : : Brett 90 KLH ==
3.5 e Brett 120 KLH == o
i i i Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 S —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-19 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material Brettstarke 20 mm

J J

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm
Radial Tangential

T

Abb. D-20 Definition der Brettlage Fall 1

Seite 304 Parameterstudie Rollschubelastizitatsmodul



Masterarbeit ﬁTU
Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewahlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP Grazm

Brettstarke 25 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-22)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-21) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 25 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH ==
: Brett 60 KLH =
Brett 90 KLH =
3.5 s e Brett 120 KLH = —
5 5 ‘ Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 e —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-21 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material Brettstarke 25 mm

| |

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

T

Abb. D-22 Definition der Brettlage Fall 1

-t
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Brettstarke 30 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-24)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-23) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 30 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH ==
Brett 60 KLH =
: : : Brett 90 KLH ==
3.5 e Brett 120 KLH == o
: : i Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 S —

=

<

- O/ o NS N S S _
£

=

©
~

£

5
©

Radius [cm]

Abb. D-23 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material Brettstarke 30 mm

J J

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm
Radial Tangential

T

Abb. D-24 Definition der Brettlage Fall 1
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Brettstarke 35 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t =0 - 50 cm (Abbildung D-26)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-25) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 35 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH =
Brett 60 KLH =
: : : Brett 90 KLH ==
3.5 e Brett 120 KLH == o
: : 3 Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 S —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-25 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material Brettstarke 35 mm

| |

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

T

Abb. D-26 Definition der Brettlage Fall 1

-t
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Brettstarke 40 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-28)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-27) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 40 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH ==
Brett 60 KLH =
: : : Brett 90 KLH ==
3.5 e Brett 120 KLH == o
: : i Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 S —

Geff/ GR,mean [-]

0 10 20 30 40 50
Radius [cm]

Abb. D-27 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material Brettstarke 40 mm

J J

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

V\_v

Abb. D-28 Definition der Brettlage Fall 1
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Brettstarke 15 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-30)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-29) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizititsmodul aufgetragen. Fiir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 15 Millimeter.

Brett 120 Neuhaus
Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus ==

4 T T T T
Brett 30 Neuhaus =
Brett 60 Neuhaus ==
i Brett 90 Neuhaus =———
3.5 [ R —_—

Geff/ GR,mean [-]

0 10 20 30 40 50
Radius [cm]

Abb. D-29 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 15 mm

| |

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

T

Abb. D-30 Definition der Brettlage Fall 1

-t

Parameterstudie Rollschubelastizitatsmodul Seite 309



Masterarbeit
study research [engineering test center Spannungs- und Traglastberechnungen an ausgewdhlten Problemen der Holz-Massivbauweise in BSP

Brettstarke 20 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-32)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-31) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 20 Millimeter.

T
Brett 30 Neuhaus
Brett 60 Neuhaus
3 i i Brett 90 Neuhaus
35 b N BLH i I .- Brett 120 Neuhaus
; : : Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-31 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 20 mm

Ih:ZOmm
J

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm
Radial Tangential

T

Abb. D-32 Definition der Brettlage Fall 1
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Brettstarke 25 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-34)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-33) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 25 Millimeter.

Brett 120 Neuhaus
Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus ==

4 T T T T
; Brett 30 Neuhaus =
i Brett 60 Neuhaus =
: Brett 90 Neuhaus ==
35 [ S

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-33 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 25 mm

| |

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

T

Abb. D-34 Definition der Brettlage Fall 1
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Brettstarke 30 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-36)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-35) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 30 Millimeter.

T
Brett 30 Neuhaus
Brett 60 Neuhaus
3 i i Brett 90 Neuhaus
35 b N BLH i I .- Brett 120 Neuhaus
; : : Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-35 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 30 mm

Ih:SOmm
J

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm
Radial Tangential

T

Abb. D-36 Definition der Brettlage Fall 1
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Brettstarke 35 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-36)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-37) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 35 Millimeter.

Brett 120 Neuhaus
Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus ==

4 T T T T
; Brett 30 Neuhaus =
i Brett 60 Neuhaus =
: Brett 90 Neuhaus ==
35 [ S

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-37 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 35 mm

| |

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

T

Abb. D-38 Definition der Brettlage Fall 1

-t
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Brettstarke 40 Millimeter

Fall 1 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-40)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-39) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 40 Millimeter.

T
Brett 30 Neuhaus
Brett 60 Neuhaus
3 i i Brett 90 Neuhaus
35 b N BLH i I .- Brett 120 Neuhaus
; : : Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-39 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 40 mm

Ih=40mm
J

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm
Radial Tangential

T

Abb. D-40 Definition der Brettlage Fall 1
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D.1.3 Materialmodelle im Zylinderkoordinatensystem am Brettrand

Materialparameter fiir das technische Material

Fiir das technische Material sind folgende Materialparameter im Zylinderkoordinatensy-
stem verwendet worden (Tabelle D-7).

Tab. D-7 Technisches Material

Mechanische SteifigkeitskenngroBen technisches Material [N/mm?]

Schubmodul -
parallel zur Faserrichtung der Bretter

Schubmodul -
normal auf die Faserrichtung der Bretter, Roll- GR mean 50
schubmodul

Gmean 690

Materialparameter nach Neuhaus

Fiir das Material nach Neuhaus sind folgende Materialparameter im Zylinderkoordina-
tensystem verwendet worden (Tabelle D-8).

Tab. D-8 Material nach Neuhaus

Mechanische SteifigkeitskenngroBen Material nach Neuhaus [N/mm?]
Schubmodul -

G

parallel zur Faserrichtung der Bretter mean 623
Schubmodul -
normal auf die Faserrichtung der Bretter, Roll- GR,mean 42
schubmodul
Querkontraktionszahl % 0,6021 [-]

Die mechanischen SteifigkeitskenngrofRen gelten fiir eine Holzfeuchte von 12%

Der Radius rist bei der Parameterstudie von Null bis 50 Zentimetern variiert worden. Ra-
dius r=0 bezeichnet dabei ein Kernbrett (Abbildung D-41).

radial t=0cm radial t=25cm radial t=50c

Abb. D-41 Zylinderkoordinaten bei Brettern
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Folgende Brettbreiten, Randbedingungen und Materialmodelle sind fiir die Parameter-
studie zum Einsatz gekommen (Tabelle D-9).

Tab. D-9 Parameter zur Ermittlung des effektiven Rollschubelastizitatsmodul
Breite [mm)] Hohe [mm] Koordinaten Randbedingun Material
Zylinder gung
30, 60, 90 15,20,25
’ ’ ’ ’ < <
120, 150, 180 30.35,40 0<t<50cm gesperrt Neuhaus/KLH

In den Diagrammen ist der effektive Rollschubelastizititsmodul durch den mittleren
Rollschubelastizitatsmodul von 50 N/mm? durchdividiert worden, um die Diagramme
einheitslos zu gestalten. Die Diagramme sind jeweils nach aufsteigender Brettstarke ge-

ordnet. Zum besseren Verstandnis sind die Bretttypen auf dem Diagramm dargestellt
(Abbildung D-42).

Geff/G R,mean | [-]

0.5 [
1 ; ; Material KLH
i i i Material NEUHAUS
0 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Abstand t [cm]

radial t=0cm radial t=50c

Abb. D-42 Bretter Kerngetrennt
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Brettstarke 15 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-44)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-43) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 15 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH =
Brett 60 KLH =
: : : Brett 90 KLH ==
35 b e B R Brett 120 KLH == —

Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-43 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material Brettstarke 15 mm

1

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

‘\_v

Abb. D-44 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 20 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-46)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-45) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 20 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH ==
Brett 60 KLH =
: : : Brett 90 KLH ==
3.5 e Brett 120 KLH == o
: : i Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 S —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-45 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material Brettstarke 20 mm

|

A
b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

\'

Abb. D-46 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 25 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-48)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-47) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 25 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH =
Brett 60 KLH =
: : : Brett 90 KLH ==
3.5 e Brett 120 KLH == o
: : 3 Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 S —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-47 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material Brettstarke 25 mm

1

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

‘\_v

Abb. D-48 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 30 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-50)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-49) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 30 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH ==
Brett 60 KLH =
: : : Brett 90 KLH ==
3.5 e Brett 120 KLH == o
: : i Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 S —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-49 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul technisches Material Brettstarke 30 mm

|

A
b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

\'

Abb. D-50 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 35 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-52)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-51) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 35 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH ==
: Brett 60 KLH =
Brett 90 KLH =
3.5 s e Brett 120 KLH = —
5 5 ‘ Brett 150 KLH
Brett 180 KLH ==
3 e —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-51 Effektiver Rollschubelastizitdtsmodul technisches Material Brettstarke 35 mm

1

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

‘\_v

Abb. D-52 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 40 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-54)

Technisches Material

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-53) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde technisches Material mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150 und
180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 40 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 KLH ==
Brett 60 KLH ==
§ § : Brett 90 KLH ==
3.5 o R S Brett 120 KLH == —
i i i Brett 150 KLH
Brett 180 KLH =
3 S —

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-53 Effektiver Rollschubelastizitatsmodul technisches Material Brettstarke 40 mm

|

A
b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

V\_,

Abb. D-54 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 15 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-56)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-55) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 15 Millimeter.

Brett 120 Neuhaus
Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus ==

4 T T T T
; Brett 30 Neuhaus =
i Brett 60 Neuhaus =
: Brett 90 Neuhaus ==
35 [ S

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-55 Effektiver Rollschubelastizititsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 15 mm

1

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

‘\_v

Abb. D-56 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 20 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-58)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-57) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 20 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 Neuhaus =
: : Brett 60 Neuhaus ==
i Brett 90 Neuhaus =———
3.5 [ e Brett 120 Neuhaus ———
: : : Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus =
N -
o
~ " H
5 : :
© S e oSS i
osbo e S — I— i
0 I I I I
0 10 20 30 40 50

Radius [cm]

Abb. D-57 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 20 mm

|

A
b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

\'

Abb. D-58 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 25 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-60)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-59) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 25 Millimeter.

Brett 120 Neuhaus
Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus ==

4 T T T T
; Brett 30 Neuhaus =
i Brett 60 Neuhaus =
: Brett 90 Neuhaus ==
35 [ S

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-59 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 25 mm

1

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

‘\_v

Abb. D-60 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 30 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-62)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-61) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 30 Millimeter.

4 T T T T
Brett 30 Neuhaus =
: : Brett 60 Neuhaus ==
i Brett 90 Neuhaus =———
3.5 [ e Brett 120 Neuhaus ———
: : : Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus =
Do i N AN N -
o
g : ‘
\7 3 :
© N N N N T TNS— i
o e B —— -
osbo e S — I— i
0 I I I I
0 10 20 30 40 50

Radius [cm]

Abb. D-61 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 30 mm

|

A
b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential
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Abb. D-62 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 35 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-64)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-63) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 35 Millimeter.

T T
Brett 30 Neuhaus =
Brett 60 Neuhaus ==
: : : Brett 90 Neuhaus =——
3.5 [ R Brett 120 Neuhaus =————
; ; ; Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus ==
Y L i
E- ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
G]
~
5
LD ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
0.5 b :
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Radius [cm]

Abb. D-63 Effektiver Rollschubelastizititsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 35 mm

1

b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

‘\_v

Abb. D-64 Definition der Brettlage Fall 2
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Brettstarke 40 Millimeter

Fall 2 Variation der Brettlage von t = 0 - 50 cm (Abbildung D-66)

Material nach Neuhaus

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung D-65) ist der effektive Rollschubelastizitatsmo-
dul bezogen auf den nominellen Rollschubelastizitatsmodul aufgetragen. Fir die Be-
rechnung wurde Material nach Neuhaus mit den Brettbreiten von 30, 60, 90, 120, 150
und 180 Millimeter verwendet. Die Brettstarke betrug 40 Millimeter.

T
Brett 30 Neuhaus
Brett 60 Neuhaus
3 i i Brett 90 Neuhaus
35 b N BLH i I .- Brett 120 Neuhaus
; : : Brett 150 Neuhaus
Brett 180 Neuhaus

Geff/ GR,mean [-]

Radius [cm]

Abb. D-65 Effektiver Rollschubelastizitaitsmodul Material nach Neuhaus Brettstarke 40 mm

|

A
b =30, 60, 90, 120, 150, 180 mm

t=0-50cm

Radial Tangential

\'

Abb. D-66 Definition der Brettlage Fall 2
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Ty

E Annex E

E.1 Arbeitslinien der MNL-Berechnungen auf Mittelwertbasis

Die Festigkeiten fir die Berechnungen auf Mittelwertbasis sind in der nachfolgenden
Tabelle E-1 enthalten und sind aus diversen Publikationen und Masterarbeiten.

Tab.E-1  Materialparameter Festigkeit auf Mittelwertbasis
Ort Festigkeits- Festigkeit Festigkeit It.
kennwert [N/mm?] Literatur
Holzbrett Schubfestigkeit 7,29 Gatternig [15]
© Mechanismus | Rollschubfestigkeit 1,57 BlaRk [13]
E »Schub” Querzugfestigkeit 1,0-1,89 |Stuefer [23], BlaR [12]
=
ﬁ Klebeflache Querzugfestigkeit 1,89 BlafR [12]
- Mechanismus Verdrehfestigkeit )
»Torsion® Verdrehfestigkeit 323 Jeitler [14]

Die Bruchenergien fir die Berechnungen auf Mittelwertbasis sind in der nachfolgenden

Tabelle E-2 enthalten und stammen aus diversen Publikationen.

Tab. E-2  Materialparameter Bruchenergie auf Mittelwertbasis
Oort Festigkeits- Bruchenergie Bruchenergie It.
kennwert [1/m?] Literatur
Holzbrett Schubfestigkeit 300 Mackengie.
Mechanismus | Rollschubfestigkeit 300 )
° Schub” — Helnwein [22]
2 " Querzugfestigkeit 300
©
IS
i Mackenzie-
E’ Klebefliche Querzugfestigkeit 300 Helnwein [22]
Mecham.smllle . Verdrehfestigkeit
»rorsion — 1500 Comet 2.2.3 [16]
Verdrehfestigkeit

MNL Berechnungen
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E.1.1 Mechanismus | ,Schub“ und Il ,,Torsion” auf Mittelwertbasis

Variante E1

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngré-
Ben fur den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-3 enthalten.

Tab. E-3  Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [/m?] [N/mm?] [/m?]
Variante E1 7,29 500 3,53 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-1) sind die Arbeitslinien der Variante E1 mit

den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.

35000 | S R e e .

30000 [ S —

25000

=z 20000
%
8
15000
10000 [ it """"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" —
Mittelwert EN F
5000 | Mittelwert ENG - - - -~
7 Kohasive Bruchflachen
: 15 Kohasive Bruchflachen
y | | | 31 Koh'ésivle Bruchﬂ'aicheln
0
0 0.5 1.5 2 25 3 3.5
Verschiebung [mm]
Abb. E-1 Arbeitslinien der Variante E1
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Ty

Variante E2

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
Ren fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-4 enthalten.

Tab. E-4  Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,,Schub” Mechanismus Il -, Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E2 7,29 1000 3,53 2000

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-2) sind die Arbeitslinien der Varianten E2 mit
den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.

35000

30000

25000

g 20000
k7]
8
15000
10000 [t e .
f/ : : : : :
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y, 31 Kohasive Bruchflichen ——
0 i i i i ! ]
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
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Abb. E-2 Arbeitslinien der Variante E2
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Variante E3

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
RBen fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-5 enthalten.

Tab. E-5 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion“
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [)/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante E3 7,29 1500 3,53 2500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-3) sind die Arbeitslinien der Varianten E3 mit
den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.
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Abb. E-3 Arbeitslinien der Variante E3
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Variante E4

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
Ren fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-6 enthalten.

Tab.E-6  Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,,Schub” Mechanismus Il -, Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E4 7,29 700 3,53 2500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-4) sind die Arbeitslinien der Varianten E4 mit
den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.
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Abb. E-4 Arbeitslinien der Variante E4
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E.1.2 Mechanismus | ,Schub“ auf Mittelwertbasis

Variante E5

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngré-
Ben fur den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-7 enthalten.

Tab. E-7  Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E5 10,5 700 3,53 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-5) sind die Arbeitslinien der Varianten E5 mit
den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.
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Abb. E-5 Arbeitslinien der Variante E5
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Variante E6

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
Ren fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-8 enthalten.

Tab. E-8 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,,Schub” Mechanismus Il -, Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante E6 7,29 1500 3,53 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-6) sind die Arbeitslinien der Varianten E6 mit
den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.

35000
30000
25000
g 20000
@
8
15000
L0000 oo
Mittelwert ENIC - - - -
Mittelwert ENF - - - -
5000 Mittelwert ENG - - - - 7]
7 Kohasive Bruchflaichen ———
15 Kohasive Bruchflichen ———
% 31 Kohasive Bruchflichen ———
0 I I I I ! |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Verschiebung [mm]
Abb. E-6 Arbeitslinien der Variante E6
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Variante E7

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
RBen fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die firr die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-9 enthalten.

Tab.E-9  Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie
Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion“
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [)/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante E7 10,50 1500 3,53 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-7) sind die Arbeitslinien der Varianten E7 mit
den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.
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Abb. E-7 Arbeitslinien der Variante E7
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E.1.3

Variante E8

Mechanismus Il ,,Torsion“ auf Mittelwertbasis

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
RBen fur den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-10 enthalten.

Tab. E-10 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - , Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E8 7,29 700 4,50 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-8) sind die Arbeitslinien der Varianten E8 mit
den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.
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Abb. E-8 Arbeitslinien der Variante E8
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Variante E9

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
RBen fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-11 enthalten.

Tab. E-11 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion“
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E9 7,29 700 3,53 2500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-9) sind die Arbeitslinien der Varianten E9 mit
den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegenlibergestellt.
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Abb. E-9 Arbeitslinien der Variante E9
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Variante E10

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
Ren fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die firr die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-12 enthalten.

Tab. E-12 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,,Schub” Mechanismus Il -, Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E10 7,29 700 4,50 2500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-10) sind die Arbeitslinien der Varianten E10
mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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Abb. E-10 Arbeitslinien der Variante E10
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E.1.4 Genaue Differenzierung Mechanismus Il ,Torsion”

Variante E11

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngré-
Ben fur den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-13 enthalten.

Tab. E-13 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,Schub”

Mechanismus Il - ,Torsion”

Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E11 7,29 1500 4,50 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-11) sind die Arbeitslinien der Varianten E11
mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegentlibergestellt.
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Variante E12

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
Ren fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die firr die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-14 enthalten.

Tab. E-14 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,,Schub” Mechanismus Il -, Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E12 7,29 1500 3,53 2500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-12) sind die Arbeitslinien der Varianten E12
mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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Abb. E-12 Arbeitslinien der Variante E12
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Variante E13

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
RBen fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-15 enthalten.

Tab. E-15 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion“
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E13 7,29 1500 4,50 2500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-13) sind die Arbeitslinien der Varianten E13
mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegentlibergestellt.
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Abb. E-13 Arbeitslinien der Variante E13
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E.1.5 Weiter Parameter fiir Mechanismus Il ,,Torsion“

Variante E14

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
RBen fur den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-16 enthalten.

Tab. E-16 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - , Torsion”
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E14 7,29 1000 4,50 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-14) sind die Arbeitslinien der Varianten E14
mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.

35000

30000

25000

g 20000
@
8
15000
10000 i R R i o —g . .
28 : : i : : ;
[ ‘ Mittelwert ENC - - - -
g : : : : Mittelwert EN F
5000 =y 2 . Mittelwert ENG - - - - 7]
i i i i 7 Kohasive Bruchflachen
15 Kohésive Bruchflachen
y 31 Kohisive Bruchflichen
0 i i i i ! 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Verschiebung [mm]
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Variante E15

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
RBen fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die fiir die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-17 enthalten.

Tab. E-17 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,Schub” Mechanismus Il - ,Torsion“
Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [J/m?]
Variante E15 7,29 1000 3,53 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-15) sind die Arbeitslinien der Varianten E15
mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegentlibergestellt.
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Abb. E-15 Arbeitslinien der Variante E15
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Variante E16

In den nachfolgenden Berechnungen werden fiir Bruchenergien und Festigkeitskenngro-
Ren fir den Mechanismus | und Il Materialparameter auf Mittelwertbasis verwendet.
Die firr die Berechnung verwendeten Materialparameter sind in Tabelle E-18 enthalten.

Tab. E-18 Materialparameter Festigkeit und Bruchenergie

Mechanismus | - ,,Schub”

Mechanismus Il -, Torsion”

Festigkeit Bruchenergie Festigkeit Bruchenergie
[N/mm?] [J/m?] [N/mm?] [)/m?]
Variante E16 7,29 1000 4,50 1500

Im nachfolgenden Diagramm (Abbildung E-16) sind die Arbeitslinien der Varianten E16
mit den Mittelwertkurven aus den EN-Versuchsserien gegeniibergestellt.
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Abb. E-16 Arbeitslinien der Variante E16
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Dies ist eine Verdéffentlichung des
FACHBEREICHS INGENIEURBAUKUNST (IBK) AN DER TU GRAZ

Der Fachbereich Ingenieurbaukunst umfasst die dem konstruktiven
Ingenieurbau nahe stehenden Institute fur Baustatik, Betonbau, Stahlbau
& Flachentragwerke, Holzbau & Holztechnologie, Materialprifung &
Baustofftechnologie, Baubetrieb & Bauwirtschaft, Hochbau & Industriebau,
Bauinformatik und Allgemeine Mechanik der Fakultat fur
Bauingenieurwissenschaften an der Technischen Universitat Graz.

Dem Fachbereich Ingenieurbaukunst ist das Bautechnikzentrum (BTZ)
zugeordnet, welches als gemeinsame hochmoderne Laboreinrichtung zur
Durchfiihrung der experimentellen Forschung aller beteiligten Institute
dient. Es umfasst die drei Laboreinheiten fiir konstruktiven Ingenieurbau,
fur Bauphysik und fur Baustofftechnologie.

Der Fachbereich Ingenieurbaukunst kooperiert im gemeinsamen
Forschungsschwerpunkt ,, Advanced Construction Technology“.
Dieser Forschungsschwerpunkt umfasst sowohl Grundlagen- als auch
praxisorientierte Forschungs- und Entwicklungsprogramme.

Weitere Forschungs- und Entwicklungskooperationen bestehen mit anderen
Instituten der Fakultat, insbesondere mit der Gruppe Geotechnik, sowie
nationalen und internationalen Partnern aus Wissenschaft und Wirtschaft.

Die Lehrinhalte des Fachbereichs Ingenieurbaukunst sind aufeinander
abgestimmt. Aus gemeinsam betreuten Projektarbeiten und gemeinsamen
Prifungen innerhalb der Fachmodule kénnen alle Beteiligten einen
optimalen Nutzen ziehen.




