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Einfiihrung

Internationale Rechnungslegungsvorschriften und die Solvabilitdtsvorschriften aus
dem Gesetzesprojekt Solvency II erfordern von europiischen Versicherungsun-
ternehmen die marktkonsistente Bewertung aller Aktiv- und Passivpositionen in
der Versicherungsbilanz. Demnach miissen alle Bilanzpositionen nach verfiigharen
Marktdaten ermittelt und bei fehlenden oder nicht liquiden Mérkten mittels fi-
nanzmathematischer Methoden gebildet werden. Fiir Lebensversicherungsvertrége
bedeutet dies die Bewertung aller im Vertrag eingebetteten Optionsrechte, die bei
der traditionellen Produktgestaltung oft nicht beriicksichtigt werden.

Angesichts fallender Marktzinsen wurde das Angebot der Lebensversicherungs-
unternehmen durch diverse Finanzoptionen aufgestockt und konkurrenzfahig ge-
macht. Zu den Finanzoptionen zédhlen zum Beispiel das vorzeitige Kiindigungs-
recht, das Angebot einer Beitragsfreistellung oder die Aufschuboption. Aufgrund
der starken Wettbewerbssituation am Osterreichischen Versicherungsmarkt sind
diese Optionen unabdingbar geworden, um die Attraktivitdt der Produktpalet-
te fiir das Neugeschift zu wahren. Die Finanzoptionen kénnen wéhrend des lau-
fenden Vertrages zu jedem Zeitpunkt vom Versicherungsnehmer ausgeiibt werden
und miissen vom Versicherungsunternehmen anerkannt werden. Diese eingebet-
teten Optionen werden bei Vertragsabschluss definiert und sind nicht mit Ver-
tragsdnderungen zu verwechseln, welche das Versicherungsunternehmen ablehnen

darf.

Das Ziel dieser Masterarbeit ist die Bepreisung von eingebetteten Optionen in
Lebensversicherungsvertrigen und die Berechnung von Best Estimates fiir Riick-
stellungen unter Solvency II. Einem Versicherungsvertrag liegen dabei stochasti-
sche Zins- und Mortalitdtsentwicklungen zugrunde, die im finanzmathematischen
Kontext im Sinne der No-Arbitrage-Pricing Theorie quantifiziert werden kénnen.
Aus finanzmathematischer Sicht entsprechen eingebettete Optionen in Lebensver-
sicherungsvertrigen amerikanischen Optionen, die im Falle des Ablebens der ver-
sicherten Person verfallen. Fiir die Bewertung von Optionen mit amerikanischem
Charakter gibt es im Allgemeinen keine expliziten Bepreisungsformeln, daher wird
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auf numerische Berechnungsmethoden zuriickgegriffen. Best Estimates werden fiir
versicherungstechnische Riickstellungen durch Diskontierung zukiinftiger Zahlun-
gen gebildet. Demzufolge sind Zins- und Sterblichkeitsstruktur des Marktes maf3-
gebend fiir den Wert der Riickstellungen. In dieser Masterarbeit wird die Ap-
proximation der stochastischen Zinsstruktur- und Mortalitdtsentwicklung anhand
diskreter Baummodelle analysiert und in weiterer Folge an konkreten Beispielen
angewandt.

Diese Masterarbeit ist folgendermaflen strukturiert: In Kapitel 1 werden die wich-
tigsten Aspekte des Gesetzgebungsprojektes Solvency II vorgestellt und die be-
handelten Themen den vorgeschriebenen Kapitalvorschriften zugeordnet. Kapitel
2 behandelt die relevanten Grundlagen stochastischer Prozesse. Anschliefend wird
ein Uberblick der wichtigsten Zinsstrukturmodelle in Kapitel 3 geboten. Zwei Bino-
mialapproximationen veranschaulichen dabei die numerische Approximationsme-
thode. Die Vorstellung der Sterblichkeitsmodelle und beispielhafter Anwendungen
erfolgt in Kapitel 4. Im abschlieBenden Kapitel 5 werden die vorgestellten Ap-
proximationsmethoden der Sterblichkeits- und Zinsstruktur kombiniert und zur
Bewertung verschiedener Lebensversicherungsvertrige herangezogen.
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1 Solvency i

Das Projekt Solvency II besteht aus Verordnungen der Europiischen Kommission
und ist in seiner heutigen Fassung in der Rahmenrichtlinie aus RRL [2009] nach-
zulesen. Sie fasst alle bis zu ihrer Verdffentlichung erschienen Verordnungen zur
Umsetzung von Solvency II zusammen und stellt gemeinsam mit dem Handbuch
der Finanzmarktaufsicht (vgl. FMA [2012]) die wichtigsten Literaturquellen dieses
Kapitels dar. In diesem Kapitel wird eine kurze Ubersicht zu Solvency II gegeben.
In Abschnitt 1.1 werden die Griinde fiir Solvency und die erwarteten Ziele behan-
delt. Darauthin wird in Abschnitt 1.2 das juristische Verfahren auf européischer
Ebene bis zur endgiiltigen Einfithrung kurz erklért. Die inhaltlichen Anforderungen
sowie die wichtigsten Begriffe werden den Kapiteln 1.3 und 1.4 erldutert. Kapitel
1.5 behandelt die mathematischen Grundlagen.

1.1 Ziele von Solvency Il

Das Projekt Solvency wurde als Uberbegriff fiir die Regulierung der européischen
Versicherungsméarkte von der EU-Kommission im Jahr 1999 eingefiihrt. Seit Beginn
dieses Projekts hat ich die EU-Kommission die Verbesserung des Versicherungs-
schutzes der Versicherungsnehmer und eine Vereinheitlichung nationaler Versiche-
rungsmiérkte auf EU-Ebene als wesentliche Ziele gesetzt. Im Laufe der Jahre wur-
den regelméBig Anderungen und Erweiterungen der Zielvorgaben vorgenommen,
die zu wiederkehrenden Verzogerungen des festgelegten Eintrittstermins fithrten.
Der heutige Stand ist, dass alle betroffenen Versicherungsunternehmen die Vorga-
ben nach Solvency II zum 1.1.2014 erfiillen miissen.

Die Zielvorgaben wurden allméhlich an die Marktsituationen angepasst, sodass bei
der konkreten Umsetzung von Solvency II folgende Punkte im Vordergrund ste-
hen: Der Risikobegriff umfasste in Versicherungsunternehmen bislang immer das
versicherungsmathematische Risiko. Dieser Risikobegriff beschreibt das unerwar-
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tete Ereignis, das zu einer Leistung an den Vertragspartner (Versicherungsnehmer)
fithrt. Unternehmenstechnisch bestehen aber weitere Risiken, die sich in der Héhe
der Eigenmittel eines Unternehmens widerspiegeln konnen. Aus diesem Grund wur-
de der Risikobegriff unter Solvency um weitere Komponenten wie das Marktrisiko,
das Zinsénderungsrisiko oder das Ausfallrisiko einer Gegenpartei erweitert. Die
umfassende Risikosteuerung aller Komponenten stellt nach FMA [2012], S.6, eine
Herausforderung fiir viele Versicherungsunternehmen dar, da die Ergebnisse direkt
in der Kapitalanforderung des gesamten Unternehmens abgebildet werden.

Die internationale Gesetzeslinie nach Solvency soll auf européischer Ebene eben-
falls die Vergleichbarkeit von einzelnen nationalen Versicherungsunternehmen her-
stellen. Zu diesem Zweck miissen die jeweiligen nationalen Aufsichtsbehtérden enger
zusammen arbeiten (vgl. FMA [2012]).

1.2 Gesetzliche Rahmenbedingungen und
Bestandteile

Das Projekt Solvency II ist nach Artikel 2 der RRL [2009] von allen Lebens-
und Nichtlebensversicherungsunternehmen, sowie von allen Riickversicherungsun-
ternehmen, mit Sitz in einem Mitgliedsstaat der Européischen Union umzusetzen
und 16st in diesen Féllen das nationale VAG [2012] ab (vgl. FMA [2012] S.9).
Ausnahmen sind in Artikel 3 bis 12 der RRL [2009] geregelt.

Das Gesetzgebungsverfahren von Solvency ist, dhnlich zur Einfithrung der Ka-
pitalvorschriften fiir den Bankensektor (Basel), nach Lamfalussy geregelt. Dieses
Verfahren gibt in chronologischer Reihenfolge vor, dass. . .

1. der EU-Rat und das Européische Parlament die erforderlichen Rahmenricht-
linien verabschieden.

2. die EU-Kommission die nétigen Mafinahmen zur korrekten Durchfithrung
der Rahmenrichtlinien festlegt.

3. die nationalen Aufsichtsbehtrden alle Mafinahmen wie vorgeschrieben umset-
zen. Auf européischer Ebene ist die zusténdige Behoérde European Insurance
and Occupational Pensions Authority (EIOPA).

4. die gewiinschte Aufsichtskonvergenz einsetzt, die korrekte Umsetzung der
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Gesetze regelméfig gepriift wird und Vertragsverletzungen juristische Kon-
sequenzen zur Folge haben.

Den vier Unterpunkten wird im Sinne von Solvency die Bezeichnung Level 1 - 4
zugeordnet. Bisher wurde in diesem Projekt die Rahmenrichtlinie (verdffentlicht
unter RRL [2009]) verabschiedet. Diese Rahmenrichtlinie fasst alle bis zu ihrer Ver-
offentlichung bestehenden Richtlinien zusammen und gliedert die Anforderungen
von Solvency II in drei gleichbedeutende Séulen:

golvency “

Quantitative Qualitative Bericht-
Anforderungen Anforderungen erstattung

Abbildung 1.1: Sdulengliederung der Anforderungen von Solvency II

1.3 Quantitative Anforderungen

Die quantitativen Anforderungen reprasentieren die erste Sdule von Solvency II
und umfassen Vorschriften zur Kapitalausstattung der Versicherungsunternehmen.
Dazu gehort die Bildung von versicherungstechnischen Riickstellungen. In diesem
Abschnitt werden die wichtigsten Punkte kurz vorgestellt. Die genauen Anforde-
rungen konnen in der RRL [2009] und FMA [2012] nachgelesen werden.

1.3.1 Solvency Capital Requirement (SCR)

Das Solvency Capital Requirement représentiert die wichtigste Kapitalanforderung
nach Solvency II. Die genaue Vorschrift ist in Artikel 101 Absatz 3 der RRL [2009]
nachzulesen.
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Diese Kapitalvorschrift schreibt eine Eigenmittelhohe vor, die die volle Deckung
unvorhergesehener Verluste des Versicherungsunternehmens gewéhrleisten muss.
Dabei gilt fiir das Versicherungsunternehmen nach der bereits erlassenen Richtli-
nie in Absatz 64 der RRL [2009] die Vorschrift, dass in hochstens einem von 200
aufeinanderfolgenden Versicherungsjahren der totale Eigenmittelverbrauch eintre-
ten darf. Gleichbedeutend damit ist die Vorschrift, dass das Versicherungsunter-
nehmen in 99,5% der Versicherungsfille seinen Verpflichtungen gegeniiber dem
Versicherungsnehmer nachkommen kann (vgl. FMA [2012], S.11). Als geeignetes
Risikoma$ fiir diese Quantifizierung gilt nach Solvency II der Value at Risk VaR.

Definition 1.1 Value at Risk (VaR)

Der erwartete Verlust eines Portfolios ist eine Zufallsvariable L. Fy, bezeichne die
Verteilungsfunktion von L. Sei ein Konfidenzniveau o € (0,1) gegeben. Der VaR
eines Portfolios zum Level « ist definiert als der kleinste Wert [ € R, sodass die
Wahrscheinlichkeit des FEreignisses, dass der erwartete Verlust L des Portfolios
den Wert [ iiberschreitet kleiner als 1 — « ist. Das bedeutet, es gult

VaR, =inf{le R:P[L>[]<1—-a}=inf{l e R: F () > a}. (1.1)

Wahrscheinlichkeitstheoretisch stellt der VaRk das a— Quantil der Verlustverteilung
Fy, dar.

1.3.2 Minimum Capital Requirement (MCR)

Das Minimum Capital Requirement verkoérpert die zweite wichtige Kapitalanforde-
rung nach Solvency II. Dabei handelt es sich um eine Eigenmittelvorschrift, deren
Verletzung unmittelbare aufsichtsrechtliche Konsequenzen auslost, die den Entzug
der Konzession bewirken kénnen (vgl. FMA [2012], S.30). Aus diesem Grund muss
das durch das MCR vorgeschriebene Kapitalniveau ausnahmslos stets eingehalten
werden.

1.3.3 Versicherungstechnische Riickstelllungen

Die versicherungstechnischen Riickstellungen bilden einen wichtigen Posten der
Versicherungsbilanz. Im Rahmen des Jahresabschlusses erfolgt deren Bewertung
nach §81 i Absatz 1 VAG. Demnach muss bei der Bildung von Riickstellungen
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grundsatzlich das Vorsichtsprinzip angewandt werden, um zu gewahrleisten, dass
das Versicherungsunternehmen seinen Verpflichtungen dauerhaft nachkommen kann.
Die Gesetzgebung unter Solvency II erldutert die Bildung von Riickstellungen in
Abschnitt 2 Artikel 76 bis 86 der RRL [2009]. Demnach wird von den Versiche-
rungsunternehmen eine marktkonsistente Bewertung von Verbindlichkeiten gefor-
dert (nach Artikel 76 Absatz 2 RRL [2009], FMA [2012] S.23). Nach FMA [2012],
S.18, entfallt die Kapitalanlageverordnung mit der Umsetzung von Solvency II und
die Versicherungsunternehmen sind darauf angewiesen selbsténdig Anrechnungs-
vorschriften fiir geeignete Kapitalanlagen zur Bedeckung von versicherungstechni-
schen Riickstellungen festzulegen und aufgrund des fehlenden Marktes fiir versiche-
rungstechnische Riickstellungen geeignete mathematische Bewertungsstrategien zu
finden. Dabei gilt nach Artikel 132 der RRL [2009] der Grundsatz unternehmeri-
scher Vorsicht, auch als Prudent-Person-Principle bezeichnet (vgl. FMA [2012]
S.18).

1.3.4 Risikomarge

Nach den Vorschriften zur Bildung von Riickstellungen aus Abschnitt 2 Artikel 76
bis 86 der RRL [2009] ist die zusétzliche Bildung einer Risikomarge erforderlich.
Diese représentiert die bei der Einhaltung der vorgeschriebener Kapitalanforde-
rungen auftretenden Kosten. Die genaue Vorschrift ist in Artikel 77 Absatz 3 RRL
[2009] nachzulesen.

Die Bestimmung der Risikomarge wird nach Artikel 77 Absatz 4 RRL [2009] geson-
dert von der Berechnung des Best Estimate (vgl. Absatz 1.5.1) durchgefiihrt und
erfolgt auf Basis des Cost-of-Capital- oder Kapitalkostenansatzes nach Artikel 77
Absatz 5 RRL [2009]. Nach FMA [2012], S.24, werden dabei zukiinftige jahrliche
Kapitalerfordernisse bis zum Laufzeitende projiziert und mit einem vorgegebenen
Kapitalkostensatz multipliziert. Anschliefend wird der risikolos (vgl. Absatz 1.5.2)
diskontierte Barwert dieser Resultate gebildet.

1.4 Qualitative Anforderungen und
Offenlegungspflichten

Die Anforderungen der zweiten Sdule definieren die vorgeschriebenen aufsichts-
rechtlichen Methoden und die interne Organisation der Unternehmenssteuerung.
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Detaillierte Vorschriften kénnen in RRL [2009] und FMA [2012] S.57ff nachgelesen
werden.

Die dritte Séaule umfasst die Berichts- und Offenlegungspflichten und vereinheitlicht
bereits vorhandene Regelungen aus dem Versicherungsaufsichtsgesetz. Die genauen
Vorgaben sind in RRL [2009] und FMA [2012], ab S.73, zu finden.

1.5 Mathematische Grundlagen

Die mathematischen Vorgaben von Solvency II sind auf Level-2-Ebene geregelt und
nach heutigem Kenntnisstand noch nicht verabschiedet. Der folgende Abschnitt
beschreibt die wichtigsten Groflen.

1.5.1 Best Estimate

Fiir die Bewertung von Riickstellungen ist nach Artikel 77 Absatz 2 RRL [2009]
ein bester Schdtzwert oder Best Estimate (BE) zu bestimmen. Die vollstandigen
Kriterien fiir den BE sind in Artikel 77 der RRL [2009] und FMA [2012], ab S.23,
angefiihrt und werden an dieser Stelle kurz erldutert.

Der Best Estimate (BE) ist nach Artikel 77 Absatz 2 RRL [2009] als Summe risi-
kofrei diskontierter und wahrscheinlichkeitsgewichteter zukiinftiger Zahlungen de-
finiert. Nach Artikel 78 Absatz 3 RRL [2009] handelt es sich bei diesen Zahlungen
um Brutto-Zahlungen im Sinne der Riickversicherung einschliefSlich Zahlungen aus
Gewinnbeteiligungen und vertraglichen Optionen (Artikel 79 RRL [2009]). Zu den
letzteren gehdren in Lebensversicherungsvertréige eingebettete Finanzoptionen.

1.5.2 Risikolose Zinskurven

Solvency II schreibt fiir die Berechnung des Best Estimates fiir Riickstellungen nach
Artikel 77 Absatz 2 der RRL [2009] die Diskontierung durch eine risikofreie Zins-
kurve vor. Diese risikofreien Zinsen werden nach FMA [2012], S.25ff, aus liquiden
Zinsinstrumenten bestimmt und von EIOPA zur Verfiigung gestellt. Im Vergleich
zur Berechnung der versicherungstechnischen Riickstellungen nach UGB fallt der
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Einfluss marktkonsistenter Bewertungen fiir die Versicherungsunternehmen bedeu-
tend aus (siche FMA [2012], S.25).
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2 Baume und Netze zur
Approximation stochastischer
Prozesse

2.1 Stochastische Differentialgleichungen

Das Verhalten von stetigen stochastischen Prozessen wird iiblicherweise durch ei-
ne stochastische Differentialgleichung beschrieben. Die grundlegende Theorie der
stochastischen Analysis wurde in den 1970er-Jahren von Kyoshi It6 verfasst. Der
heutige Stand ist z.B. bei Oksendal [2000] zu finden, welchem dieses Kapitel folgt.

Definition 2.1 Wahrscheinlichkeitsraum
Fiir eine gegebene Menge ) sei die o-Algebra S eine Familie von Teilmengen in
Q mit den Eigenschaften:

(i) D eS8,
(ii) S € F = S¢ € 8§ mit S = Q\ S Komplement von S in €,
(ZZZ) 51,52,"'€8$SI:U;215Z'63.

Das Paar (2, S) wird als Messraum bezeichnet. Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf
(Q,8) definiert die Abbildung P: S — [0, 1] mit den FEigenschaften

(1) P(0) = 0,P(Q2) =1,
(ii) Si,S2,--- € S disjunkt firi# j = P(U;2, Si) = > 0 P(S:).

Das Tripel (Q,S,P) wird als Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet.

10
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Definition 2.2 Filtration
Fine aufsteigende Familie von Untersigmaalgebren F = (Fi)i>o mit Fs < Fi fir
s <t heifsit Filtration.

Definition 2.3 Stochastischer Prozess

Ein stochastischer Prozess Xy ist eine Familie von Zufallsvariablen, die alle auf
(Q,S,P) definiert sind. Fiir ein fizes t € T gilt die Abbildungsvorschrift

X(w,t) = Xi(w) : 2 > R.
Definition 2.4 Messbarkeit

Sei (2, S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Prozess X heiffit S-messbar wenn
die Abbildung Xy(w) : Q — R messbar ist mit

XM U) ={we QX (w)eU}eS, V UER

mit offenen Mengen U € R.

Definition 2.5 Adaptiertheit
Ein Prozess X; heifit an die Filtration F adaptiert, wenn V t > 0 X; F;-messbar
18t.

Definition 2.6 Vorhersagbar
FEin linksstetiger, adaptierter Prozess X; heifit vorhersagbar und ist V t > 0 X;
Fi_-messbar.

Definition 2.7 Eindimensionaler Ito Prozess
Sei By eine eindimensionale Brownsche Bewegung (BB) auf (€2, S,P).

T
H = {H = (Hy)o<t<r| H adaptiert und messbar mit E[/ Hfds] < oo}
0

Fin eindimensionales Ité Prozess ist ein stochastischer Prozess Yy auf (2, S, IP) mit
der Darstellung

t t
Y=Y+ / w(s, Yi)ds +/ o(s,Y;)dBs,
0 0

11
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wobet o quadratintegrierbar und adaptiert ist, sodass

t
IP’{/ o*(s,Y;)ds < oo, ‘v’tZO} = 1.
0

Sei zusdtzlich p H-messbar und

t
IP’{/ (s, Yy)|ds < o0, VtzO} =1
0

Aquivalent dazu ist die Darstellung in Form einer stochastischen Differentialglei-
chung

dY; = p(t,Yy)dt + o(t,Y:)dB, mit Startbedingung Y. (2.1)

Satz 2.1 (Formel von It6) (vgl. Oksendal [2000] Satz 4.1.2)
Fiir einen It6-Prozess Y; mit der Form aus Formel 2.1 sei g(Y,t) € C?([0,00) xR).
Dann ist Xy = g(Yi, t) ebenfalls ein Ito-Prozess und es gilt die Differentialgleichung

2

g dg
Y, t)dt + 6Y2(

X, = 5 8Y(

Yy, t)dY; + Vi, )(dY:)?. (2.2)

Der Faktor (dY;)? entspricht dem quadratischen Variationsprozess von Yy und wird
auch als [dY;, dY;] angegeben.

Lemma 2.1 (Produktregel fiir It6-Prozesse) (vgl. Oksendal [2000])
Fiir das Produkt zweier Ito-Prozesse Yt(l) und Yt@) gilt die Ableitungsregel

d(Yt(l),Y;(Z)) _ Y;(l)dYt(z) 4 Yt(de}(l) + dYt(l)dY;(Q). (2.3)

Fiir das Produkt von n Ito-Prozessen Yt(l),...,Y;(") folgt aus Formel (2.3) die
Ableitungsregel

d (ﬁ Yf“) ZHY ® gy, + Z H VARKA AR A (2.4)

Zlkl i,j=1 k=1
i<j k#i,jg

Lemma 2.2 (Ito-Isometrie) (vgl. Oksendal [2000] Lemma 3.1.5)

12
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Fiir eine beschrinkte, elementare Funktion o(t,Y;) gilt

E{ (/tTa(t,Yt)dBt)Q] :E[/tTUQ(t,Yt)dt]. (2.5)

Satz 2.2 FExistenz und Findeutigkeit fiir Losungen von stochastischen Differenti-
algleichungen (vgl. Oksendal [2000] Satz 5.2.1)

Sei T'> 0 und seien u(-,-) : [0,7] x R = R und o(-,-) : [0,T] x R — R messbare
Funktionen fiir die gilt

\p(t, )|+ |o(t,z)| < C(1+z]), xzeR, tel0,T]
fiir eine Konstante C' und der Lipschitz-Bedingung
it 2) — p(t, )| + ot 2) — o(ty)| < D]z —y| 2,y €R", t € [0,T]

fiir eine Konstante D. Weiters sei Z eine Zufallsvariable mit endlicher Varianz
oder

E[|Z]*] < oo
Dann hat die stochastische Differentialgleichung
dY; = u(t,Yy)dt +o(t,Y,)dB,, 0<t<T, Yy=2

eine f.s. eindeutige Losung Y; mit

T
E[/ |Yt|2dt] < 0.
0

Ein Ito-Prozess Y; setzt sich aus einer deterministischen Komponente und einem
zufilligen Storfaktor zusammen. Dementsprechend besteht die SDGL aus einem
vorhersehbaren, deterministischen Driftterm p(¢,Y’) und einem unvorhersehbaren
Zufallsterm o(t,Y).

13
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2.2 Baume und Netze

Fiir die Konstruktion eines Baummodells B muss eine Baumstruktur festgelegt
werden. Die folgende Einfithrung und die Definition eines Baummodells folgt aus
James und Webber [2001].

Definition 2.8 Baummodell und Baumstruktur
Das Baummodell (B) sei gegeben als die Menge B = (K, A, Q, y, P, t) mit folgenden
Parametern:

o Seien T; : j = 0,...,N die Menge der diskreten Zeitpunkte im Baummodell
(B) und K; bezeichne die Anzahl der Knoten zum Zeitpunkt T;, wobei N als
Diskretisierungsparameter bezeichnet wird.

e Die Baumstruktur setzt sich aus einer endlichen Knotenmenge K und einer
Menge an Verzweigungen A C K X K zusammen.

e Der diskrete Prozess y wird durch den Zustandsraum (), die Zustandsvariable
X : K — Q, die Wahrscheinlichkeiten p : A — [0,1] und den Zeitparameter
k: K — RT definiert.

e Jedem Knoten i € K wird ein Zeitpunkt T;,j = 0,..., N zugewiesen.

e Jede Kante aus A verbindet einen Knoten zum Zeitpunkt T; mit einem Knoten
zum darauffolgenden Zeitpunkt Tj;.

2.3 Die Baumapproximation

Definition 2.9 (FEinfacher) Binomialbaum
Ein voller Binomialbaum hat folgende Eigenschaften:

e Der diskrete Zeitparameter t umfasst die Zeitpunkte Ty, ..., Tn. Jeder Kante aus
A wird eine Ubergangswahrscheinlichkeit zugewiesen.

o Zu jedem Zeitpunkt T; : j = 1,..., N gilt fiir die Anzahl an Knoten K; = 2 - j
mit Wurzelknoten zu Ty, Kg = 1.

e N wird als Baumordnung oder Level bezeichnet.

e Jeder Knoten ist nur auf einem Pfad vom Wurzelknoten erreichbar.

14
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e Von jedem Knoten (ausgenommen Endknoten zu Zeitpunkt ty ) gehen zwei Kan-
ten aus und es gibt 2V Knoten im Baum.

e Fir das Baummodell aus Definition 2.8, B = (K, A, Q,y,P,t), ist die Kardina-
litat von IC bekannt mit |KC| = Zjvzl K; = N*+ N — 1 und fiir die Kantenmenge
gilt |[Al =2 (K| — Ky) = 2-(N? — N — 1), da von allen Knoten zu den
Zeitpunkten Ty, ..., Tx_1 jeweils zweir Kanten wegfiihren.

Damit die auf Baumstrukturen basierenden Methoden effizient sind, darf der zu-
grundeliegende Baum nicht zu schnell wachsen in der Knotenanzahl. Aus diesem
Grund werden fiir diese Approximationsmethoden rekombinierbare Bdume heran-
gezogen.

Definition 2.10 Rekombinierbarer Binomialbaum
Fiir rekombinierbare Binomialbdume gilt

o Der diskrete Zeitparameter t umfasst die Zeitpunkte Ty, ..., Tx. Jede Kante aus
A wird mit einer Wahrscheinlichkeit gewichtet.

e Die Anzahl der Knoten zum Zeitpunkt T; fir j = 0,..., N betrigt K; = j +
1. Unter diesen Voraussetzungen wdchst der Baum linear in der Anzahl der
Zeitpunkte T; fir j =0,...,N.

e Die Anzahl der vorhandenen Pfade vom Ursprungsknoten in Ty zu den Endkno-
ten zum Zeitpunkt ty ist a priori bekannt. Es gilt #(Pfade) = 2N~1.

e Fir das Baummodell aus Definition 2.8, B = (K, A, Q,y,P,t), ist die Kardina-
litat von KC bekannt mit |KC| = Zjvzl K; = N22+N und fiir die Kantenmenge gilt
Al =2 (K| = Kn) = N>+ %, da von allen Knoten in Ty, ..., Tn_ jeweils

zwer Kanten wegfiihren.

Definition 2.11 Rekombinierbarer Baum
Fiir allgemeine rekombinierbare Binomialbdume gilt

e Der diskrete Zeitparameter t umfasst die Zeitpunkte Ty, ..., Ty. Jede Kante aus
A wird mit einer Wahrscheinlichkeit gewichtet.

o Die Anzahl der Knoten werden zu jedem Zeitpunkt T fir j = 1,..., N festgelegt
als K;j = S;. Fir Ty gilt Sy = 1. O.B.d.A. werden an dieser Stelle fiir alle
T;, j=1,...,N die S; = S gesetzt. Unter diesen Voraussetzungen wdchst der
Baum linear in der Anzahl der Zeitpunkte T} fir j =1,...,N.

15
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Th Ty T, 15 Th Ty 75 15

Abbildung 2.1: Rekombinierbarer und vollstdndiger Binomialbaum

e Die Anzahl der vorhandenen Pfade vom Ursprungsknoten in Ty zu den Endkno-
ten zum Zeitpunkt ty ist a priori bekannt. Es gilt #(Pfade) = SV,

e Fir das Baummodell aus Definition 2.8, B = (K, A, Q,y,P,t), ist die Kardina-
litat von K bekannt mit |K| = Zjvzl K; = N - S und fir die Kantenmenge gilt
Al = S+ N - 5%, da zwischen zwei Levels Ty und Ty alle Knoten durch eine
Kante verbunden sind.

DN SV
KEAN K

RSK KA

’O)s“/\o“(&s"/
THS D> TS D>

Abbildung 2.2: Rekombinierbarer Baum

Zur Approximation der stochastischen Differentialgleichung aus Formel (2.1) wird
eine Diskretisierung des vorgegebenen Zeitintervalls [0, 7] zum festgelegten Diskre-

16
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tisierungsparameter N vorgenommen. Dazu wird das Intervall [0,7] in N gleich
lange Teilintervalle der Linge h = % Der Parameter h im folgenden als Schritt-
weite bezeichnet wird.

Definition 2.12 Binomialapproximation und Binomialprozess
Die Baumapprozimation mittels Binomialbdumen heifst Binomialapproximation
und der dazugehdrige diskrete Prozess wird als Binomialprozess bezeichnet:

e Der diskretisierte stochastische Prozess hdngt nur von der Schrittweite h ab

und wird mit Ry bezeichnet. k bezeichne den Zeitparameter und umfasst N + 1
diskrete Zeitpunkte k € {Ty = 0,7y = 1h,...,Tx = Nh}.

e Der Binomialprozess pyi hat den Startwert pyi = yo Vh.

e Es gibt nur zwei Mdglichkeiten einer Vorwdrtsbewegung (siehe Abbildung 2.3):
(i) Aufwartsbewegung mit Wahrscheinlichkeit p} mit

ik, k) = Playkrr = w1 (b, wye) [k nye]  bzw. (2.6)

(ii) Abwirtsbewequng mit Wahrscheinlichkeit pt =1 — p.

Diese Einschrittbewegung sieht folgendermaflen aus:

P yl?Jrl
Yk
d
Ph ygﬂ
Ty T

Abbildung 2.3: Einschrittbewegung im Binomialbaum

Rekombinierbare Binomialbdume stellen das Baummodell als Gitterstruktur dar
und ermoglichen die Erreichbarkeit eines Knotens auf mehreren Pfaden.

Der Prozess ,y, mit Startwert y, hat die Eigenschaft, dass der Zustand .y, nur
vom vorhergehenden Zustand ,y; abhéngt. Diese Eigenschaft der ausschlieSlichen

17
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Abhéngigkeit vom vorhergegangenen Zeitpunkt wird als ,Gedéchtnislosigkeit® be-
zeichnet und ist charakteristisch fiir einen Markovprozess.

In dieser Arbeit werden vor allem jene Modelle betrachtet, die aufgrund ihrer
Markov-Figenschaft mittels rekombinierbarer Binomialbdume implementiert wer-
den konnen.

Beispiel 2.1 Brownsche Bewegung
Der Binomialprozess mit der Abbildungsvorschrift

yn+ Vh, mit Wahrscheinlichkeit 0 < pp <1
Pt = yp, = Vb, mit Wahrscheinlichkeit 0 < P <1

konvergiert fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten

u d:_

gegen die Brownsche Bewegung mit den Eigenschaften

e By = 0,
e B hat f.s. stetige Pfade,

o fiir 0 =Ty < Ty < -+ < Ty =T sind die Zuwdchse unabhdngig und
normalverteilt mait

BTZ‘ - BTZ',l ~ N<077—1L - E—l)'

Brownsche Bewegung fir N = 1.000 Simulationen Brownsche Bewegung fiir N = 100.000 Simulationen
30r 600
20r 400
— 10 [ —
f E 200F
=, =
-10f 0
_20 L L L L J _200 L L L L )
200 400 600 800 1000 0 2 4 6 8 10
Zeit t Zeit t %10

Abbildung 2.4: Simulation der Brownschen Bewegung
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Beweis Um die Konvergenz aus Beispiel 2.1 nachzuweisen, wird ein skalierter
Random Walk (Irrfahrt) =y (¢) mit N € N und ¢ € [0, 7] konstruiert mit folgenden
Eigenschaften: Der Random Walk z, N € Nist auf den diskreten Zeitparametern
0=Ty <71, <...<Ty =T mit Schrittweite h =T, —T;_; = % definiert. Die
Zuwichse oder Spriinge der Irrfahrt werden mit &, &,, ... bezeichnet es gilt

£ = ++v/h, mit Wahrscheinlichkeit
L —+vh, mit Wahrscheinlichkeit

NI N

Fiir jeden Zeitpunkt 7; sind die Zuwéchse des Random Walks unabhéngig verteilt
mit Erwartungswert 0 und Varianz 0% = h = le Sei Sy =& +...+&y fiir N € N.
Der skalierte Prozess z,(t) sei folgendermaflen definiert

1
SL’N(t) = SLNU + (Nt — LNtJ)fLNtJ—H
oV N ~— _
P(N,t)
1
= Sine + (N, t))
1 ( [Vt )
_N’/N

= (Svi +U(N, 1), t € [0,1]

Aufgrund der Tschebyscheff-Ungleichung gilt ¢(N,t) — 0 fiir N — oco. Fir s <t
konvergieren die Zufallsvariablen in Verteilung gegen die Normalverteilung

(zn(s),2n(t) —2N(s)) = (SLNSJy SLNtJ - SLNSJ) + ((N, 8), Y (N, t) — (N, s))

4 (X1, Xo).
wobei Xy ~ N (0, 221y Y25 N (0, 5) und X, ~ N(0, VY T2 N0, 5 — f)
fir % — t.

Beispiel 2.2 Coz-Ross-Rubinstein Modell
Das bekannteste Binomialmodell wurde 1979 von Cox, Ross und Rubinstein zur
Optionspreisbestimmung veroffentlicht. Mit der Abbildungsvorschrift

~Ju-yn, 0<p, <1
YT 4 ) Oﬁngl
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und den Parametern

rt Tt

uU—en

u—d

und pil=1-pi=

kann ein Aktienkurs Y, modelliert werden, dessen Dynamik einer geometrischen
Brownschen Bewegung folgt, d.h.

dYy =Y |\ p dt + o dWy|. (2.7)

Der Beweis ist in Albrecher wa. [2009] zu finden.

2.4 Konvergenz im Baummodell

Die Beispiele 2.1 und 2.2 demonstrieren konvergente Baummodelle anhand von
Binomialapproximationen. In diesem Kapitel werden allgemeine Kriterien fiir die
Konvergenz von Baummodellen angefiihrt.

Fiir einen stetigen stochastischen Prozess Y;, dessen Dynamik mittels stochasti-
scher Differentialgleichung aus Formel (2.1) beschrieben wird, wird auf dem In-
tervall [0, T ein diskreter Prozess ,y; konstruiert, der Y; approximiert. Nach De-
finition 2.8 ist das diskrete Baummodell B = (K, A,Q,y,P,t) gegeben. Durch
die Diskretisierung des vorgegebenen Zeitintervalls [0, 7] resultieren die diskreten
Zeitpunkte Ty < T < ... < Ty mit Schrittweite h = % fiir einen Diskretisierungs-
parameter N € N. Dabei umfasst der diskrete Prozess y die Zustinde ,y,. Nach
James und Webber [2001], S.384 ff, kann fiir N — oo eine Familie von Béumen
konstruiert werden, sodass h — 0 und die Gitterstruktur des zugrundeliegenden
rekombinierbaren Baumes immer feiner wird. Infolgedessen konvergiert die Folge
der Variablen ,y; unter bestimmten Voraussetzungen gegen den stetigen stochasti-
schen Prozess Y;. Der diskrete Zeitparameter k € {1y, ..., Ty} erfiillt fiir ¢ € [0, T
die Eigenschaft k = |[tN]. Fiir N — oo ist daher der Grenzwert % — t definiert.

Die Konvergenzresultate sind in Stroock und Varadhan [1979], S.261 ff, enthalten.
Unter den folgenden Annahmen zeigt Nelson [1990] mit den Konvergenzresultaten
aus Stroock und Varadhan [1979], dass die Folge diskreter Baumprozesse gegen die
Losung der stochastischen Differentialgleichung aus Formel (2.1) konvergiert. Fiir
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weiterfithrende Literatur wird an Stroock und Varadhan [1979] und Nelson und
Ramaswany [1990] verwiesen.

Die folgenden Annahmen gewéhrleisten die Beschranktheit der stochastischen Dif-
ferentialgleichung sowie die Existenz einer f.s. eindeutigen Losung.

Annahme 2.1 (vgl. Nelson und Ramaswany [1990], S.397)
Die Funktionen u(t,Y;) und o(t,Y;) sind stetig und o(t,Y;) ist nicht-negativ.

Annahme 2.2 (vgl. Nelson und Ramaswany [1990], S.397)
Mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert fiir 0 < t < oo eine Losung Y; der stochastischen
Differentialgleichung aus Formel (2.1) und Y; ist fast sicher eindeutig.

Damit ,y; in Verteilung gegen Y; konvergiert fiir A | 0, muss der diskrete Prozess
nyr folgende Kriterien erfiillen:

(i) Vh gilt die Startbedingung ,yo = yo -

(ii) Die Sprunghohe des diskreten Prozesses ,y; wird hinreichend schnell sehr
klein mit h | O.

(iii) Der Drift des diskreten Prozesses py, konvergiert gegen Driftterm der sto-
chastischen Differentialgleichung (¢, Y;) aus Formel (2.1).

(iv) Der Varianzterm des diskreten Prozesses ,y, konvergiert gegen den Varianz-
term der stochastischen Differentialgleichung o?(¢,Y;) aus Formel (2.1).

Annahme 2.3 (vgl. Nelson und Ramaswany [1990], S.398)
Fiir alle 6 > 0 und T > 0 gilt fiir die zwei Bilder y* und y¢ der Einschrittbewegqung
folgende Konvergenzbedingung:

lim sup [pypsr (B, nye) — Y =0
101y <,
0<i<T

Lim sup [y (ks nye) = Yi| =0

hi0 1y <,
0<t<T
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2 Bdume und Netze zur Approximation stochastischer Prozesse

Nach Nelson und Ramaswany [1990], S.398, werden der Drift des Binomialprozesses
als

P (K o) v (K i) — Yl — p (¢, v) [yt (K, ny) — Y3
h

o (kon yr) ==
und die Varianz als

Pk nye) v (K ny) — Y2 — DK wuw) nyits (K, nyr) — Yi)?
h

U}%(/ﬁh yk) =

mit k' = h|t/h] festgelegt.

Annahme 2.4 (vgl. Nelson und Ramaswany [1990], S.398)
Fiir jedes T > 0 und § > 0 gelte, dass puy(k,n yx) und oi (k. yx) gleichmdflig gegen
w(t,Y;) und o?(t,Y;) konvergieren auf der Menge |y| < §,0 <t <T:

lim sup |pn(k,nyn) — p(t,Y;)| =0,
hi01y|<s,
0<t<T
lim sup |02 (k.n y) — 0*(1, ¥7)] = 0.
hi0 1y <,
0<t<T

Mit diesen Voraussetzungen gilt folgender Satz fiir die Konvergenz des Binomial-
prozesses:

Satz 2.3 (vgl. Nelson und Ramaswany [1990], 5.399)
Unter den Annahmen 2.1 - 2. gilt, dass pyi in Verteilung gegen Y; konvergiert.
Y, ist die Losung der stochastischen Differentialgleichung aus Formel (2.1).

Der Beweis kann in Stroock und Varadhan [1979], unter Satz 11.2.3, und Nelson
[1990], unter Satz 2.1, nachgelesen werden.

2.5 Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist ein in der Finanzmathematik wichtiger und
héufig verwendeter stochastischer Prozess. Er wurde 1930 von Leonard Ornstein
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2 Bdume und Netze zur Approximation stochastischer Prozesse

und George Uhlenbeck eingefiihrt (vgl. Ornstein und Uhlenbeck [1930]). Die Dy-
namik des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses wird durch die stochastische Differenti-
algleichung

dY; = k[0 — Y;|dt + 0dB,, Yy =0 (2.8)

modelliert. Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess weist nach Gleichung (2.8) ein Mean-
Reversion auf. Er tendiert gegen den konstanten Wert 8, wobei die Geschwindigkeit
dieses Verhaltens von der Konstante &£ abhéngt.

Die Losung der Differentialgleichung aus Formel (2.8) kann durch folgenden Ansatz
bestimmt werden:
Sei X; = e*Y;. Mithilfe der Ito-Formel (2.3) resultiert

dX, = d(e"Y;) = ke*Y,dt + eFdY, =
= keMY,dt + e"(k(0 — Y,)dt + 0dB,) =
= ke, dt + e*'k0dt — "' kY,dt + e*odB, =
= " kOdt + e odB,.

Die Integration iiber das Intervall [0, ] liefert die Darstellung
¢ t
X, = MY, = X, +/ M khdu +/ efodB, mit X, =Y.
0 0
Daraus resultiert die Losung der Gleichung aus Formel (2.8) mit
t t
Y, = Yoe M+ / " Ik6d, + / e dB, =
0 0
¢
= Yoe ™ +0(1 — ™) + / FdB,.

0

Das erste Moment von Y; setzt sich aus dem Drift-Term zusammen und lautet
EY;] =Yoe ™ +0(1—e™)=0(1—¢™), Yy=0,

da Integrale nach der Brownschen Bewegung aufgrund ihrer Verteilungseigenschaf-
ten Erwartungswert Null haben. Mittels [to-Isometrie kann das zweite Moment von
Y, bestimmt werden durch

t 2 oot
E[Y?] = E[ (/ ek(“_t)dBu> ] @5 / 2k U=t 52y,
0 0
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2

t o
— ertO_Q/ €2kudu — _(1 _ 672kt).
o 2k

Der Prozess Y; unterliegt konkret der Normalverteilung

2

Y, ~ N <e(1 — e, ;’—ku - e%t)) (2.9)

und die asymptotische Verteilung lautet dementsprechend Y; ~ N (6,02 /2k). Der
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess gehort somit zur Familie der Gauf-Prozesse, die soge-
nannte gauverteilte bzw. normalverteilte Prozesse umfassen. Auf die Eigenschaf-
ten dieses Prozesses wird in Kapitel 3.6 und 4.4 eingegangen.

2.5.1 Baumapproximation des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses

Die verallgemeinerte Binomialapproximation fiir Diffusionsprozesse aus Nelson und
Ramaswany [1990] kann nun auf den Ornstein-Uhlenbeck-Prozess angewendet wer-
den. Die Abbildungsvorschrift fiir die Einschrittbewegung lautet

Jyn+ovh, 0<pr<i
T = Vs — ol 0<pt<

mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

Ly O g < 4 YREE <,
Pr=140 fiir 1 YEROZw)
.. 1, VhE(O—y)
1 fUI' 1 S 5 + Tyt,
i =1-Dpj-

Die Fallunterscheidungen gewihrleisten, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten
im Intervall [0, 1] liegen und zu einem sinnvollen Binomialmodell fithren. Der Kon-
vergenzbeweis fiir den diskreten Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist in Nelson und Ra-
maswany [1990] angefiihrt.
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8 Zinsstrukturmodelle

3 Zinsstrukturmodelle

In der Lebensversicherung werden Riickstellungen durch Diskontierung zukiinfti-
ger Zahlungen gebildet. Die Preisdynamik wird somit direkt von der Zinsdynamik
beeinflusst und motiviert die Modellierung der Zinsstruktur. Erste Modellierungs-
ansétze fiir die Zinsstruktur sind ungefahr um das Jahr 1975 entstanden in Form
des Vasicek Modells (vgl. Vasicek [1977]), auf das in Kapitel 3.6 ausfiihrlicher ein-
gegangen wird.

Die wichtigsten Literaturquellen dieses Kapitels sind Brigo und Mercurio [2006]
und James und Webber [2001].

Definition 3.1 Zinsstruktur

Die Zinsstruktur bezeichnet die funktionale Darstellung eines Zinssatzes in Abhdn-
gigkeit eines fixierten Finanzinstruments, das als Basiswert fungiert.

Die grafische Veranschaulichung dieser Entwicklung wird als Zinsstrukturkurve be-
zeichnet.

10-Monats-LIBOR-Zinsraten basierend auf EURO (Daten von 1999/4 — 2012/12)
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0
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. Téagliche LIBOR-Zinsraten basierend auf EURO (Daten von 2001/2 — 2012/12)
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Abbildung 3.1: LIBOR Zinssétze zum 12. Dezember 2012, Quelle: FRED [2012]
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8 Zinsstrukturmodelle

In der Praxis werden haufig Zinsstrukturmodelle verwendet, die aktuelle Marktda-
ten gut replizieren und marktkonsistente Bewertungen fiir zukiinftige Entwicklun-
gen liefern. Im Hinblick auf die umfangreiche Menge an vorhandenen Marktdaten,
ist es nicht mdéglich mit einem Zinsstrukturmodell eine zufriedenstellende Anpas-
sung fiir alle vorhandenen Marktdaten (Bondpreise, Capletpreise, Volatilitédten,
etc.) zu erstellen. Um eine geeignete Modellanpassung an verfiighare und zukiinf-
tige Marktdaten zu gewahrleisten, muss ein Zinsstrukturmodell ausreichend frei
wahlbare Modellparameter besitzen.

Héaufig verwendete Zinsstrukturmodelle besitzen explizite Bepreisungsformeln oder
alternative, simple, numerische Losungsmethoden (Baumapproximationen, Appro-
ximationen mittels Monte Carlo-Simulation, ...) fiir wichtige Zinsderivate.

Fiir zukiinftige Bewertungen versucht man, Verteilungseigenschaften des Zinsmo-
dells festzustellen, um eine Bepreisung mithilfe der Martingaleigenschaften unter
dem risikolosen Mafl Q (vgl. Kapitel 3.3) zu ermdoglichen. Es gilt bei der Model-
lierung der Zinsstruktur, eine Balance zwischen der Nachbildung aktueller Markt-
daten und einer zuverldssigen Vorhersage zukiinftiger Entwicklungen herzustellen,
wobei die Bepreisung von der Komplexitéit des betrachteten Finanzinstruments
abhéngt.

In den folgenden Kapiteln werden grundlegende Finanzinstrumente vorgestellt, die
fiir die Konstruktion von Zinsstrukturmodellen notwendig sind, und auf verschie-
dene Zinsstrukturmodelle eingegangen. Kapitel 3.1 und 3.2 présentieren alle in
dieser Masterarbeit relevanten finanzmathematischen Grélen. In Kapitel 3.3 wer-
den wichtige Grundlagen der No-Arbitrage-Pricing Theorie definiert. Im Kapitel
3.4 wird das Black-Modell fiir Caplets vorgestellt und in Kapitel 3.5 wird auf im-
plizite Volatilitdten eingegangen. In Kapitel 3.6 wird die Gruppe der bekanntesten
Zinsstrukturmodelle behandelt, die Short-Rate Modelle. Zu diesem Zweck wird
eine Bewertung mittels Binomialbd&umen anhand des konkreten Black-Derman-
Toy (BDT)-Modells demonstriert. In 3.9 wird das London Interbank Offered Ra-
te (LIBOR) Marktmodell eingefiihrt und anhand einer konkreten Baumapproxima-
tion veranschaulicht.
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8 Zinsstrukturmodelle

3.1 Einfache Zinsderivate

Ein elementares Finanzgut ist die Nullkuponanleihe (NKA), da alle Zinsraten in
Abhéngigkeit von Nullkuponanleihen dargestellt werden kénnen.

Definition 3.2 Nullkuponanleihe (T-Bond)

Eine Nullkuponanleihe ist ein Vertrag, der zum Zeitpunkt t abgeschlossen wird und
dem Besitzer zum Falligkeitszeitpunkt T garantiert eine Geldeinheit ausbezahlt.
Der Preis zum Zeitpunkt t mit 0 <t < T wird mit P(t,T) bezeichnet. Folglich gilt
P(T,T)=1.

Die Restlaufzeit bis zur Filligkeit sei 7(¢,7) = T — t und wird als Tenor bezeich-
net. Die stetige Spot-Zinsrate r(¢,T') fir den Zeitraum (t,7) ist implizit in der
Auszahlung einer verzinsten NKA erhalten durch

P(t, T)er®DT1) — 1.

Aufgelost nach dem Zinssatz resultiert die Darstellung

In(P(t,T)).
Die einfach verzinste Spot-Zinsrate wird mit L(¢, T") bezeichnet und resultiert aus
P, T)(1+ L(t,T)r(t,T)) =1

durch Auflosen nach der Zinsrate als

1 1
L) = (P(LT) - 1) . (3.1)

Beispiele fiir am Markt gehandelte, einfach verzinste Spot-Zinssétze sind der LIBOR
und der EURIBOR.

Definition 3.3 Forward Rate Agreement (FRA):

FEin Forward Rate Agreement ist ein Vertrag, der zum Zeitpunkt t abgeschlossen
wird fir die Zeitpunkte t < T < S. Der Vertrag fixiert einen Zinssatz fir das
Intervall (T,S). Zum Zeitpunkt T bezahlt ein Vertragspartner eine Geldeinheit
und erhdlt dafiir zum Zeitpunkt S diese Geldeinheit zuziiglich Zinsen zurick, das
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heifst den Betrag
1+ F(t,T,97(T,S).

Die im Vertrag festgelegte Zinsrate F(t;T,S) heifst Forward Rate.

Die einfach verzinste Forward Rate ldsst sich in Abhéngigkeit einer NKA mathe-
matisch darstellen als

P@tT) |
Pug) =1+ FET.S)(T.)
baw. F(5T,5) = - (7}7 5 (]IZE’; g _ 1) . (3.2)

Definition 3.4 Geldmarktkonto
Das Geldmarktkonto ist ein risikoloses Bankkonto mit Wert C(t) zum Zeitpunkt

t > 0. Der Gewinn wird durch Verzinsung mit einem risikolosen Zinssatz ry erzielt.
FEs gilt C(0) = 1 und fir die Dynamik des Kontos

O(t) = exp { /0 t rsds} . (3.3)

3.2 Infinitesimale Zinsraten

Somit gilt

Fiir ein Intervall [T, S] infinitesimaler Gréfie mit 7(7, S) — 0 werden durch Grenz-
wertbildung infinitesimale Zinssdtze hergeleitet.

Definition 3.5 Infinitesimale Forward Rate
Die zum Zeitpunkt t vereinbarte Infinitesimale Forward Rate f(t,T) gilt fir das
zukiinftige infinitesimale Intervall [T, S] und lautet

Oln P(t,T)

FtT) = lim F(T,8) = ==

. (3.4)
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1 (PWT)
f&,T) = lim F(&T, 8) = lim = <P(t,S) N 1)
1 (P(tT)-P({S)
_SIL”%P(t,5>( T—35 )
1 OP(WT)  OWmP(LT)

P, T) T T

Integrieren von Formel (3.4) fihrt zur Darstellung einer Nullkuponanleihe (NKA)

P(t,T) = exp ( /t " u)du) | (3.5)

Fiir die Modellierung von Zinsstrukturmodellen ist die infinitesimale Short-Rate
r; von besonderer Bedeutung. Diese legt den Zinssatz fiir das sofort beginnende
infinitesimale Intervall [t, 7] fest. Fiir die Bestimmung der infinitesimalen Short-
Rate r; wird der Grenziibergang T' — ¢ zur Forward Rate f(¢,T) gebildet.

Definition 3.6 Infinitesimale Short Rate
Die zum Zeitpunkt t infinitesimal giltige Short Rate r(t) stimmt mit der sofort
gliltigen Forward Rate tiberein

(1) = lim f(1,T) = f(t.1).

Obwohl die Short Rate r; keine am Markt beobachtbare Grofle darstellt, ist sie
die zentrale Grole bei der Modellierung von Zinsstrukturmodellen. Nach Defini-
tion 3.6 modelliert r; keine zukiinftigen Zinsraten, aber unter Konstruktion eines
arbitragefreien Mafles kann trotzdem ein ,fairer Preis fiir Finanzderivate in Ab-
héngigkeit von r; angegeben werden. Diese finanzmathematische Theorie wird in
den folgenden Kapiteln 3.3 und 3.6 vorgestellt.

3.3 Finanzmathematische Grundlagen

Eine grundlegende Voraussetzung an Finanzmérkte ist die Arbitragefreiheit. Da-
bei wird vorausgesetzt, dass keine Moglichkeiten bestehen, risikolos Gewinne zu
lukrieren. Ein Beispiel dafiir wére, zum heutigen Zeitpunkt Null Geldeinheiten zu
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investieren und in Zukunft mit positiver Wahrscheinlichkeit einen Gewinn zu er-
wirtschaften. In der modernen Finanzmathematik werden arbitragefreie Méarkte
unter einem risikoneutralen Mafl Q konstruiert. In arbitragefreien Mérkten erfolgt
die Bepreisung von Finanzderivaten durch die Bestimmung eines fairen Preises.

Definition 3.7 Zeitstetiges Marktmodell
Ein zeitstetiges Marktmodell setzt sich zusammen aus

e dem Wahrscheinlichkeitsraum (0, S,P),

e ciner Filtration F = (F;)o<i<T, die den Informationsverlauf beschreibt,

e und einem zeitstetigen d + 1-dimensionalen Preisprozess S = (S*(t))o<i<a-
Alle S* seien adaptiert, sodass die stochastischen Integrale [ X dS* fiir vorhersag-

bare S'-integrierbare Prozesse X definiert sind. Das Finanzgut S°(t) bezeichne das
Geldmarktkonto aus 3.3 S°(t) = C(t) mit Short Rate ry.

Definition 3.8 Handelsstrategie
FEin vorhersagbarer (messbarer) d + 1-dimensionaler Prozess

X(t) fir 0<t<T mit X, = (X(t), X (t),..., Xt))

wird als Handelsstrategie bezeichnet. Die Komponenten X(t) sind beschrinkt und
vorhersagbar fir alle 0 <1 < d.
Der Wert der Handelsstrategie ist zum Zeitpunkt t gegeben als

N

V(X(1),t) =) X'(t)-5(t)

=0

und der Prozess V(X (t)) = (V(X(t),t))o<i<r heifit Wertprozess.
Der Gewinnprozess einer Handelsstrategie X (t) ist gegeben als

t N t
G(X(t),t) = / X(u)dS(u) = Z/ X'(u)-dS'(u) 0<t<T. (3.6)
0 o /0
Definition 3.9 Selbstfinanzierend

Fine Handelsstrategie X (t) heifit selbstfinanzierend, wenn

V(X(t),t) >0 fir 0<t<T, wobei V(X(t),t)=V(X(0),0)+ G(X(t),t).

30



8 Zinsstrukturmodelle

Definition 3.10 Martingal
Ein Prozess X ist ein Martingal beziiglich einer Filtration F;, wenn

o E[|Xi]] <00 V t>0,
e X, adaptiert und
o E[Xi|F]=Xs fs. V 0<s<t

Definition 3.11 Aquivalentes Martingalmaf
FEin dquivalentes Martingalmafl Q ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, S), wenn
(i) P und Q dquivalente Mafle (Q ~ ) sind mit der Eigenschaft

QA)=0 < P(A) =0,

(ii) die Radon-Nikodym Ableitung 92 € L*(Q2, S,P) und

(iii) der diskontierte Preisprozess % ein Martingal unter Q ist mit
S(t) S(u)
EQ| 22 F, | = 0<u<t<T.
[cu)‘ } Clwy ~="777

Definition 3.12 Zuldssig
FEine Forderung H heifit zuldssig, wenn ein selbstfinanzierender Prozess X (t) exi-
stiert, sodass gilt

V(X(T),T) = Hy.

I, = V(X(t),t) ist der Wert der Forderung zum Zeitpunkt 0 <t < T.

Definition 3.13 Arbitrage
Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie heifst Arbitrage, wenn sie zuldssig ist und

V(X(0),0)=0, PV(X(T),T)>0]>0

gilt. Existiert im Marktmodell keine Moglichkeit zur Arbitrage, wird es als arbitra-
gefrei bezeichnet.
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Proposition 3.1 (vgl. Brigo und Mercurio [2006], Proposition 2.1.2)
Set Q ein dquivalentes Martingalmafs und H eine Forderung. Fir jeden Zeitpunkt
0 <t < T exisitert ein eindeutiger Wert beziiglich der Forderung H mit der
Darstellung

C(t)

-G

Definition 3.14 Fin Finanzmarkt ist vollstindig genau dann, wenn alle Forde-
rungen zuldssig sind.

Satz 3.1 (Fundamentalsatz der Arbitrage-Theorie) (vgl. Oksendal [2000],
Lemma 12.1.6)

Sei Q ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf, sodass der diskontierte Pro-
2688 }N/(t) ein lokales Martingal unter Q ist. Dann ist das Marktmodell arbitragefres.

Ein wichtiges Utensil der finanzmathematischen Bepreisung stellt der Mafiwechsel
von Girsanov dar. Dabei wird ein Martingalmafl beziiglich eines Finanzderivates
(Numeraire) induziert, unter dem jeder diskontierte Preisprozess ein Martingal ist.

Definition 3.15 Numeraire
Ein Numeraire ist ein positives Finanzgut, das zur Diskontierung herangezogen
wird und bei dem keine Dividendenzahlungen erfolgen.

Satz 3.2 Wechsel des Numeraires (vgl. Brigo und Mercurio [2006], S.27 ff)
Sei ein Numeraire N gegeben mit Wahrscheinlichkeitsmaff QY , sodass QN ~ P.
Dann ist der Preis jeder Forderung X (t) beziiglich N ein Martingal unter Q"

X(t)_ N X(T)
0 == |5

]—"t], 0<t<T.

Sei U ein Numeraire mit Wahrscheinlichkeitsmafs QU, sodass QU ~ P. Dann ist
der Preis jeder beziiglich u normierten Forderung Y (t) ein Martingal unter QY mit

Y(t) o [Y(T)
o == 7o

]—"t}, 0<t<T.
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Fiir zwei zueinander dquivalente Mafe QU und QN ist der Dichteprozess von
Radon-Nikodym gegeben als

dQ” _ UrN
dQN  UgNrp'

Fiir ein Finanzinstrument Z; gilt demnach

g [Zr] _ gov [UoZr] _ pov [ Zr dQY
NoUr Ny dQU |

Satz 3.3 (Satz von Girsanov) (vgl. Oksendal [2000] Satz 8.6.3)
Sei B eine Brownsche Bewegung auf (2, S,P) und

t t
Ziy =expq — Y.dB, — 1 Y2ds
2 S
0 0

fir 0 <t <T ein Martingal. Yy erfillt die Novikov Bedingung

P L,
E" | exp 5 Y ds | < oo.
0

Zy definiert das Wahrscheinlichkeitsmafs Q durch

dQ
o = 4

Dann ist X, = By — fot Y,ds eine Brownsche Bewegung unter Q fir 0 <t <T.

Ein hiufig verwendeter Numeraire ist die Nullkuponanleihe (NKA) P(t,T). Dabei
resultiert fiir den Wert einer Forderung H

I, = P(t,T) E¥ [Hy|F], 0<t<T.

Um den Wert dieser Forderung zu bestimmen, muss der Erwartungswert der Aus-
zahlungsfunktion von Hp berechnet werden.

Definition 3.16 T-Forward Mafs Q7
Das T-Forward Maf QT ist das beziiglich des Numeraires P(t,T) induzierte Wahr-

scheinlichkeitsmaf, unter dem der diskontierte Preisprozess P‘?t(t%) ein Martingal
15t.
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Proposition 3.2 (vgl. Brigo und Mercurio [2006], Proposition 2.5.1)
Jede Forward Rate nach Formel (3.2) ist ein Martingal unter dem T'-Forward Maf
QT mit

EY [F(t: 5, T)|F.) = F(u;S,T), 0<u<t<S<T.

Die Forward Rate fiir das Intervall [S,T] ist die erwartete zukiinftige einfach ver-
zinste Spot Rate nach Formel (3.1) zum Zeitpunkt S mit Falligkeit T, sodass

EY [L(S,T)|F,) = F(t:S,T), 0<t<S<T. (3.7)

Nach Formel (3.2) kann F'(¢;S,T)P(t,T) als Anteil der Differenz zweier Bonds
ausgedriickt werden in Form von

F(t;S,T)P(t,T) = ﬁ[m, S) — P(t,T)]

und repréasentiert demnach den Preis eines Finanzgutes. Daher ist nach der Defi-
nition eines T-Forward MaBles 3.16 dir Forward Rate F'(¢;.5,T)

F(t;S,T)P(t,T)
P(t,T)

— F(t:8,T) (3.8)
ein Martingal unter Q. Formel (3.7) folgt aus F(S;S,T) = L(S,T).

Fiir die Erweiterung auf infinitesimale Zinsraten gilt die folgende Proposition.

Proposition 3.3 (vgl. Brigo und Mercurio [20006], Proposition 2.5.2)
Der erwartete Wert einer zukiinftigen infinitesimalen Spot Zinsrate ist unter Q7
gleich der infinitesimalen Forward Rate mait

E[r,|F] = f(t,T), 0<t<S<T.

Fiir den Beweis wird auf Brigo und Mercurio [2006] verwiesen.
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3.4 Das Black-Modell fiir Caplets

Das bekannteste Modell der Finanzmathematik wurde 1973 von Fischer Black
und Myron Scholes zur Bepreisung européischer Optionen veroffentlicht. Im Jahr
1976 modifizierte Black das Modell fiir die Bepreisung von Rohstoffen, denen er
eine Lognormalverteilung zu Grunde legte. Das Modell wurde spéter fiir Forwards
(oder an der Borse gehandelte Futures) iibernommen und wird zur Bepreisung von
Zinsderivaten herangezogen. Mittlerweile ist es als Black-Modell bekannt.

Im Black-Modell wird die Annahme getroffen, dass die zugrundeliegenden Finanz-
giiter F'(t) lognormalverteilt sind mit konstanter Varianz o. Zudem erfolgen keine
Dividendenzahlungen und es entstehen keine Kosten in diesem Modell. Unter die-
sen Voraussetzungen kann die Dynamik von F'(¢) als Diffusion ohne Driftterm
dargestellt werden beziiglich einer Brownschen Bewegung W; in Form von

dF(t) = F(t) o dW,.

Es existiert eine eindeutige, starke Losung fiir diese stochastische Differentialglei-
chung. Mit Hilfe der Formel von It6 (2.2) fiir g(F(t),t) = In F(t) resultiert die
Darstellung

dln F(t) = a;r}_z()t) dF(t) + %ay;—g)@ (dF(t))?
_ ﬁ dF(t) + %#;)2 dF(t) dF(t)
_ ﬁ Flt)o dW, — %# (F(t)odW,) (F(t)odW,)
o dW, - %F(lt)Z F(t)? 0 (dW,)?
— o dW, "; d.

Durch Integration iiber das Intervall [0, T folgt

T T 1 T
/dlnF(t):/ ath——/ o?dt
0 0 2 0

F(T) = F(0) exp {JWT - O;T} . (3.9)
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Im Folgenden wird der Exponent aus Formel (3.9) als

2

I(T) =0 Wy — %T

festgelegt. Fiir den Erwartungswert des Exponenten gilt

Fiir die Varianz gilt
Var(I(T)) = Var (6Wr) = E[(UWT)Q} =0T
Demnach hat I(7T) die Verteilung
I(T) ~m+V-N(0,1)

mit den Parametern

o2
m = —7T und V? = To?.

Somit gilt fiir Formel (3.9) die Darstellung
F(T) = F(0) exp{I(T)} = F(0)em™ VN0,
Fiir In F(t) ~ m+ VN(0,1)) wird im Folgenden E[(F(T) — K)™] betrachtet.

E[(F(T) - K)*] = E[(F(0)e™ ¥ — )]

o 1 2
— [ PO Ry e
o0 V2

(%) 1 > m+V-x —x2/2
= — (F(0)e™"* — K)e dx
V2m /x
]_ e 2 oo 2
= ——F(0) etV 2y — K | e Pdx
> /w z
1 > 2
= ——F(0) [ emtVee2ar — K(1 - (7))
V2T /x
]. ee 2 2
= ——F(0) [ e @ V2RV 2Hmge  K(1— ®(7))
V2T /z
1 2 > 2
= ——F(0)e"/2m e @V 20 — K(1 — ®(7))
vV 2w T
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®(dy) — KO(dy) (3.10)

In Schritt (%) wird das Intervall eingegrenzt, in dem die Auszahlungsfunktion po-
sitiv ist, als

Fiir Formel (3.10) gilt demzufolge

_ln%—l—()ﬁ o> T

d und dy = d; — oV/T.
1 U\/T 2 1

Definition 3.17 Caplet und Cap

FEin Caplet Cpl(F,t;S,T) ist eine Call-Option auf eine zugrundeliegende Forward
Rate F(t;S,T) zur Fdlligkeit t und mit Ausibungspreis K. Die Auszahlungsfunk-
tion zum Zeitpunkt t < S < T lautet

Cpl(F,t;S,T) = (F(t;S,T) — K)*.
Der Wert eines Caplets entspricht im Black-Modell
CplPY(F,t;S,T) = e "T=9R(F(t; S,T) — K)*].

FEin Cap setzt sich aus mehreren Caplets auf Forward Rates F(t;T;—1,T;) mit Ty <
T, 1 <T; <Txn zusammen und hat zum Zeitpunkt t den Wert

N
Cap(t; Ty, -+, Ty) = > _Cpl(F.t;Tiy, T)) V t < Ty (3.11)

i=1

Fiir die i-te Forward Rate gilt in weiterer Folge die Notation Fi(t) := F;(t; T;_1,T;).
Der Capletpreis auf die Forward Rate F;(t) wird in weiterer Folge als Cpl;(F,t)
bezeichnet.

Satz 3.4 Formeln von Black fiir Caplets
Zum Ausibungszeitpunkt t kann der Preis eines Caplets Cpl(F,t) nach Formel
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(3.10) bestimmt werden:
CplPY(F,t) := e "IV [F(t)®(dy) — K ®(dy)] (3.12)
mit den Koeffizienten

mEZY 40502 ¢
dy = 4K O und dy=dy — o VE
oVt

Die Volatilitdt wird im Modell von Black fiir das betrachtete Intervall [0, 7] als
konstant angenommen.Die Forward Rates F'(0) werden mittels Formel (3.2) aus
Markt Spot Rates berechnet als

1 (PO.T)
B0 =) ( P(0.7)) _1)' (3.13)

3.5 Implizite Volatilitaten

Bei der Kalibrierung von Zinsstrukturmodellen werden theoretische Modellgré-
Ben so gut wie moglich an vorhandene Marktdaten angepasst. Eine wichtige Rolle
spielen dabei am Markt beobachtete Preise fiir Zinscaps. Zinscaps setzen sich nach
Formel (3.11) aus mehreren Caplets zusammen. Der Wert der Caplets kann nach
der Formel von Black aus (3.12) berechnet werden. Aufgrund dieser Aquivalenz
sind die dazugehorigen Caplet Volatilitdten implizit in den Preisen der Zinscaps
enthalten und konnen durch Invertieren der Formel von Black ermittelt werden.

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus vorgestellt, der die gesuchten Volatili-
taten fiir Caplets aus den Preisen fiir Zinscaps extrahiert. Dazu sei der Zinscap
Cap(t; Ty, --- ,Ty) fir die Zeitpunkte {Tp,--- ,Tn} zum Zeitpunkt ¢t < Ty gege-
ben mit Volatilitit ¢“®(t). Die Caplet-Preise lassen sich durch Subtraktion der
Zinscap-Preise sukzessive zu den Zahlungszeitpunkten bestimmen durch

k
Cap(t; Ty, -+, Tx) = > _Cpli(F,t) V t < Ty (3.14)

=1

Flat-Volatilitdten legen unabhéngig von ¢ fiir alle Caplets Cpl;(F,t) die gleiche
Cap-Volatilitéat fest. Diese Methode fiithrt zu ungenauen Preisansétzen bei man-
chen Caplets (vgl. Filipovic [2009]). Deshalb wird an dieser Stelle die Bestim-
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mung individueller Volatilitaten fiir jedes Caplet motiviert. Diese sogenannten
spot-Volatilitdten werden durch ein spezielles Bootstrappingverfahren bestimmt.
Dabei bezeichne 0P (t) die Marktvolatilitit eines Zinscaps fiir das Intervall [0, ¢]
mit Falligkeit ¢. Die Caplet-Volatilitéiten o(7;) werden folgendermaflen iterativ be-
stimmt:

Bootstrapping-Algorithmus

1. Setze o(Ty) := oc®?(T})
2. Lose T4 (M) _ ;Cap(T,)2 pach o, auf.

2

3. Wiederhole 2. bis alle Caplet-Volatilitaten o(7;) Vi =1,...,n gefunden.

Tabelle 3.1: Bootstrapping-Algorithmus

Die Idee dieser Iteration basiert auf der Additivitdt von Varianzen fiir ein zugrun-
deliegendes Finanzinstrument.

3.6 Short-Rate Modelle

Short Rate Modelle werden direkt unter dem risikoneutralen Maf Q modelliert. In
dieser Arbeit werden ausschlieSlich Ein-Faktor-Short-Rate Modelle behandelt und
fiir allgemeinere Modelle wird auf Brigo und Mercurio [2006] verwiesen.

Die allgemeine Darstellung der Zinsstruktur einer risikolosen Zinsrate r; hat, ba-
sierend auf der Darstellung einer SDGL aus Formel (2.1), die Drift- und Diffusions-
terme

mit deterministischen Funktionen a(t), 6(¢) und o(¢). Somit kann die Dynamik der
risikolosen Zinsrate r; durch eine stochastische Differentialgleichung beschrieben
als

dry = {9@) + a(t)rt} dt + o(t)r] dW,. (3.15)
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Die freie Wahl von a(t), 6(t) und o(t) gewéhrleistet in diesem Fall eine Anpassung
an drei Funktionen aus beobachtbaren Marktdaten wie zum Beispiel die aktuelle
Zinsstrukturkurve. In dieser Arbeit werden Modelle mit v = 0 (vgl. Buetow ua.
[2001]) betrachtet mit der Darstellung

dry = [e(t) + a(t)rt} dt + o(t) dW;. (3.16)

Die stochastische Differentialgleichung aus Formel (3.16) besitzt einen determini-
stischen Mean-Reversion-Term a(¢) und einen deterministischen, lokalen Volati-
litdtsterm o(t). Die Mean-Reversion initiiert einen fiir zukiinftige Zinsstrukturen
vorteilhaften Effekt: der erwartete Wert der Short Rate r; wird sich tendenziell
zum Mean Reversion Level 6(t) entwickeln. Diese Eigenschaft gilt unter der Vor-
aussetzung einer beschréankten Volatilitatsfunktion o(t).

Der Leitgedanke der Bepreisungstheorie und allgemeiner Short-Rate Modelle ist,
dass der Preis einer Nullkuponanleihe zum Zeitpunkt ¢ < T' als Erwartungswert
einer mittels 7, abgezinsten Geldeinheit unter dem risikolosen Mafl Q gegeben ist
(zu aktuell verfiigbaren Informationen F3) als

P(t,T)=E [eXp {— /tT r(s)ds}

Fir t = T gilt P(T,T) = 1. Das élteste Short-Rate Modell stammt von Vasi-
cek [1977] und modelliert die Dynamik der Short rate r; nach einem Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess (siche Kapitel 2.5). Die stochastische Differentialgleichung fiir
die Short Rate r; lautet im Vasicek-Modell

ft} . (3.17)

dry = k[0 — r]dt + 0 dW; mit ry >0

mit positiven Konstanten k,0 und o. Dieser Prozess initiiert, mit den in Kapitel
(2.5) angefiihrten Eigenschaften, normalverteilte Short Rates r;. Als wesentlicher
Nachteil ergeben sich verteilungsbedingt positive Wahrscheinlichkeiten fiir negative
Zinsraten. In der Praxis hat sich zudem gezeigt, dass nicht ausreichend Parameter
zur Verfiigung stehen, um die gesamte Zinsstruktur zu replizieren.

Um den negativen Zinsraten entgegenzuwirken, wurden exponentielle Zinsstruk-
turmodelle fiir die Short Rate r; eingefiihrt. Die Modellierung der Short Rate
erfolgt in solchen Modellen als Exponentialdarstellung einer davon unabhéngigen
Zustandsvariablen Y; mit (r; = e¥*). Als Beispiel fiir ein derartiges Modell wird im
néchsten Abschnitt dieser Arbeit (Kapitel 3.7) das Black-Derman-Toy Modell né-
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her behandelt. Ein weiteres Beispiel dieser Methode ist die Verallgemeinerung des
Vasicek Modells zum Ezponentiellen Vasicek Modell nach Dothan [1978]. Demnach
wird die Dynamik der Short Rate r; als

2
dlnry = ¢9+%—aln7“t]dt+7’t0dwt mit 7o >0

modelliert. Dieses Modell fiihrt auf eine Log-Normalverteilung der Short-Rate r,
ermoglicht aber keine explizite Berechnungsmethode fiir einfache Zinsderivate.

Um dem Nachteil der unzureichenden Modellkalibrierung im Vasicek Modell ent-
gegenzuwirken, wurde von Hull und White [1990] eine zeitabhingige Funktion in
das urspriingliche Vasicek-Modell eingebunden. Die allgemeine stochastische Dif-
ferentialgleichung lautet in diesem Einfaktor-Hull-White-Modell

dr; = [6’(75) - a(t)rt} dt + o(t)dW;

mit deterministischen Funktionen 6(t),a(t) und o(t). Damit konnte die aktuelle
Zinskurve vollstéandig nachgebildet werden und einfache Bepreisungen durchge-
fithrt werden. Die positive Wahrscheinlichkeit fiir negative Zinsraten blieb aber
bestehen. Eine Ubersicht iiber weitere Zinsstrukturmodelle ist in Brigo und Mer-
curio [2006] und James und Webber [2001] enthalten.

3.7 Das Black-Derman-Toy (BDT) Modell

In der Praxis werden vor allem jene Zinsstrukturmodelle verwendet, die einfach
umgesetzt werden konnen und dennoch ausreichend marktkonsistente Daten pro-
duzieren. Bevorzugt werden in dieser Hinsicht Zinsstrukturmodelle, die gewéhr-
leisten, dass die erzeugten Zinsraten positiv bleiben, wie zum Beispiel Modelle
fiir die Dynamik logarithmierter Short Rates In(r;). Dieser Ansatz modelliert die
Short Rate r; als Exponential eines normalverteilten Prozesses Y; (vgl. 2.5) in Form
von

ry =¥t = ¢(t)e” M (3.18)

Als Beispiel fiir ein solches Modell wird in diesem Abschnitt das Black-Derman-Toy
Modell néher behandelt.
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Definition 3.18 Black-Derman-Toy Modell
Im Black-Derman-Toy Modell folgen die lognormalverteilten Short Rates ry der

stochastischen Differentialgleichung

dlnr, = [0(t) + Z,(%) Inr | dt + o(t)dW; (3.19)

mit deterministischen Funktionen 0(t) und o(t).

Die Differentialgleichung aus Formel 3.19 folgt direkt aus der Exponentialdarstel-
lung in Formel (3.18). Durch Logarithmieren resultiert fiir Inr; die Gleichung

Inr, = 1Inc(t) + o(t)Ws.
Aquivalent zu diesem Ausdruck ist
Wy = [lnrt —1In c(t)] L
o(t)
Mithilfe der Produktregel resultiert die Darstellung

AW, = [dlnrt - dlnc(t)] % + [lnrt . lnc(t)} d;ét))'

Dieser Ausdruck ist dquivalent zu folgender Darstellung fiir Inr,:

dinry = dlnc(t) + [ln r —In c(t)} d;(?? + o(t)dW;.

Daraus kann die BDT-Differentialgleichung auf Formel (3.19) hergeleitet werden

als

+ o (t)dW;

dlnr, =dlnc(t) + (Inry — Ine(t)) =r

d1nc(t) do(t) 1
_ [T—i-(lnrt—lnc(t)) . %]dwa(t)th

R a(t)’ a(t)
= [ln c(t) — (1) lnc(t)/—i— @) lnrt} dt + o(t)dW,
~ ——
—6(t ——a(t)
dlnc(t) =1In"c(t) und d(;it) =o(t)

mit
dt

- [e(t) —a(t)ln rt] dt + o (t)dW,.
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Die Funktion a(t) initiiert die Mean-Reversion dieses Prozesses. Fiir a(t) = % >
0 wird eine Mean-Reversion eintreten, aber fiir konstante Volatilitdten nicht. Das
Black-Derman-Toy Modell hat zudem die Eigenschaft, dass die Varianz von Inr,
lediglich von der letzten Volatilitét o(7") abhingt und die Kalibrierung an Zinscaps
ermoglicht (vgl. Kazziha und Rebonato [1998]).

Fiir die Varianz von Inr, gilt demnach
Var(Inrp) =T o(T)% (3.20)

Die wichtigsten Derivate am Zinsmarkt sind Zinscaps und Zinsswaps. Demnach
sollte ein Zinsstrukturmodell diese Finanzinstrumente bepreisen kénnen. Die Be-
wertung von Caplets, aus denen sich ein Cap zusammensetzt, erfolgt in der Praxis
haufig mittels der Formeln von Black (vgl. Satz 3.4), die log-normalverteilte Zins-
raten voraussetzen. Diese Bedingung motiviert ebenfalls die Modellierung lognor-
malverteilter Short Rates ;.

Ein Nachteil von Zinsstrukturmodellen mit diesem Exponentialansatz ist die feh-
lende Moglichkeit, geschlossene Bepreisungsformeln fiir Bonds oder Optionen an-
zufithren (vgl. Brigo und Mercurio [2006]). Basierend auf lognormalverteilten Short
Rates gilt nach Formel (3.17) fiir den Wert einer NKA

P(t,T) = ]E{exp {— /OT rsds} ‘.7:0
o g (2O ON ]

2
(:gs) RQ |:66YT:| .

Fiir log-normalverteilte Short Rates 7, ist der Preis einer Nullkuponanleihe aus
Formel (3.21) unbeschrinkt nach der Exponentialdarstellung von r;. Diese Un-
beschréanktheit des Erwartungswertes folgt durch doppeltes Exponentieren einer
normalverteilten Zufallsvariable Y;. Die fehlende Bepreisungsformel eines T-Bonds
wird durch Diskretisierungen und numerische Methoden gelost. BDT veroffentlich-
ten den in diesem Abschnitt vorgestellten Algorithmus in Form eines Baummodells.
Bei der Verwendung von Baumstrukturen wird dieses Problem durch die Verwen-
dung endlich vieler Zusténde umgangen. Brace ua. [1997] konnten diesem Problem
entgegenwirken durch die Modellierung eines Marktmodells mit diskreten, beob-
achtbaren Marktzinsraten, auf das in Kapitel 3.9 eingegangen wird.
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3.8 Baumapproximation des BDT-Zinsmodells

Ziel ist es nun, die Konstruktion eines Binomialbaumes um die in Formel (3.19) be-
schriebene Zinsstruktur zu approximieren. Die Bepreisung erfolgt in diesem Baum-
modell unter der Voraussetzung, dass sich jede Zinsrate bei einem Zustandswechsel
fiir zwei aufeinanderfolgende Zeitpunkte nur in zwei Richtungen bewegen kann. Die
neuen Zustinde sind beide gleich wahrscheinlich mit p* = p? = 0.5.

Die j-te Short Rate zum Zeitpunkt & wird mit ry,; fir k = T1,..., Ty, 0 < j <
k—1 bezeichnet und folgendermaflen modelliert. Die diskreten Zeitpunkte umfassen
Ty, ..., TN mit Schrittweite T; — T;_1 = h.

2.2

Zeitpunkt Short Rate iy = j e2(?)
T; Ttk —
T'0;0 > T21 95(2)
To 700 ~ o — ) e
T rio T = rie’” Y T9:0
15 2.0 T21 = 7”2;0620(2) 2,20 = 7”2;1620(2)

1o Ty T,

Abbildung 3.2: Zinsstruktur im BDT-Modell fiir zwei Perioden und dazugehoriger
Baum

Fiir die Baumkonstruktion nach BDT werden Spot Rates y(0, k) und Marktvolati-
litdten o (k) fir k = T1,..., Ty herangezogen. Somit sind die Preise von Nullkupo-
nanleihen P(0, k) fiir alle Laufzeiten & bekannt. Nach Formel (3.17) miissen diese
Preise an den diskontierten Wert einer Geldeinheit kalibriert werden.

1. Zu einem fixen Level k = T3, ..., Ty wird die Beziehung zweier Short Rates
durch
Thyj = Thj—1 - exp{20(k)} fir k=1,...,n. (3.22)
definiert.

2. Fir k = Tj ist die erste Short Rate im BDT-Binomialbaum rg, := y(0, 1).

3. Fir k = T wird die Baumstruktur basierend auf den bekannten Short Rates
durch Riickwartsrekursion auf das Level 0 konstruiert. Die Kalibrierung an
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die Nullkuponanleihe erfolgt durch

! 1 1 1 1
P0,1) = - [ ] 3.23
( ) 1—|—7"0;02 1+T1;0+1+T’1;1 ( )
S [ TR | (3.24)
N 1+ T0;0 2101+ 710 1+ 7“1;060(1) . .

Diese Gleichung ist durch die Beziehung der Short Rates nach r1,o 16sbar. Der
Wert einer Nullkuponanleihe wird fiir jedes k = 17, ..., Ty zur Ermittlung
der ersten Short Rate ryo verwendet. AnschlieBend werden die Short Rates
Ty:1 bis g im aktuellen Level bestimmt.

Das BDT-Baummodell besteht zum Level T7 aus den Zinsraten rg.g, 71,0 und ry.;.
Daraus resultieren folgender Erwartungswert und Varianz fiir die logarithmierte
Short Rate In ry:

1
E[llnr] = 5(111 7.1 +Inrg e*) =Inrgy + o

1 1
Var(Inry) = E(ln 7“0;1620(1) — In(roq + 20(1)))2 + é(ln ro.1 — In(roq + 20(1)))2
=4 0%(1)

Die Zinsstruktur sei nach dem Baummodell von Black-Derman-Toy fiir eine Lauf-
zeit von n Jahren gegeben. Die Anzahl der Pfade vom Ursprungsknoten r¢.y bis zu
den Endknoten ist a priori bekannt nach Definition 2.11. Die einzelnen Pfade seien
fiir das Zinsstrukturmodell als I,,,v = 1,...,2V~! gegeben und unterscheiden sich
eindeutig voneinander durch die zeitabhéngigen Auf- und Abwértsschritte. Sei

uy =

L {1, Aufwirtsbewegung in [T}, T;1 1] auf Pfad I,

0, sonst

eine Indikatorvariable fiir die Auf- und Abwartsbewegungen im Baummodell fiir
die Zeitpunkte T; + = 0,..., N — 1. Dadurch kann jeder Pfad durch die zeitliche
Anordnung der Auf- und Abwirtsbewegungen eindeutig festgelegt werden in Form
von

_ L, I, I,
I, = {uTO,uTl, . ’U/Tnfl}'
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Fiir einen Pfad I,,,v = 1,...,2Y7! sei die Anzahl der Aufwirtsbewegungen als
N-1
(L) =Y uf
i=0

definiert. Die Anzahl der Abwartsbewegungen ergibt sich als

A~

d(l,) =N —1—ua(l,).
Fiir die beispielhafte Baumstruktur aus Abbildung 3.2 existieren die vier Pfade
Il - {1, 1}, IQ — {1,0}, ]3 - {0, 1}, ]4 — {0,0}

Die mehrjihrige pfadabhiingige Zinsrate sei als r’ (¢, t+k) bezeichnet und durch die
zuféllige Entwicklung aus stochastisch unabhingigen Zinsraten 74.; folgendermafien
berechenbar:

N-1
7,[1/(07 N) = H (1 +Tk;k+ll,(k)) -1

k=0
Zu jedem Pfad I,,v = 1,...,2Y"! ist eine Wahrscheinlichkeitsgewichtung P(I,)
festgelegt durch

P(L,) = (p)H0) - (V1o

3.8.1 Bepreisung eines Zinscaps

Das Black-Derman-Toy-Zinsstrukturmodell wird an dieser Stelle zur konkreten Be-
preisung von Caplets und Caps herangezogen. Fiir die Baumkonstruktion werden
Markt Spot Rates y(0,7;) und Cap-Volatilititen 0“®(t) verwendet. Die Markt-
daten stammen von Reuters [2013] zum Stichtag 22. 2. 2013 und sind in Tabelle
3.2 angefiihrt. Fiir die Konstruktion des BDT-Binomialbaumes und die Bepreisung
miissen vorab die Preise der Nullkuponanleihen P(0,7;) und impliziten Caplet-
Volatilititen o©? (k) bestimmt werden.
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Laufzeit Marktdaten vom 22.2.2013

T; y(0,7;)  P(O,T;)  o“(T))
1 0.0027 0.997307 29.3%
2 0.0039 0.992245 42.5%
3 0.0071 0.978999 53.4%
4 0.0088 0.965561 59.6%
5 0.0107 0.948175 64.8%
6 0.0126 0.927625 69.0%
7 0.0144 0.904764 71.7%
8 0.0160 0.880745 73.1%
9 0.0175 0.855441 73.7%

Tabelle 3.2: Marktdaten fiir das BDT-Baummodell

Um den Zusammenhang zum Black-Modell aufzuzeigen, werden die gesuchten
Capletpreise ebenfalls mittels Formeln von Black berechnet. Zu diesem Zweck wer-
den nach Formel (3.2) Forward Rates F;(0) aus den Marktzinsraten extrahiert. Fiir
die Bepreisung nach Black werden die Volatilititen o“?!(t) verwendet. Diese Vola-
tilitdten miissen aus den gegebenen Marktvolatilitdten nach dem Algorithmus aus
Kapitel 3.5 bestimmt werden. Zur Baumkonstruktion des BDT-Binomialbaumes
werden die ¢“?(t) Volatilititen herangezogen. Die Forward Rates F;(0) und die
gestrappten Volatilititen o“P!(¢) sind in Tabelle 3.3 angefiihrt.

Laufzeit Forward Rates Gestrappte Volatilitiaten

T F£i(0) o“?(T;)
1 0.0027 29.3%
2 0.0051 52.5%
3 0.0135 70.3%
4 0.0139 75.2%
bt 0.0183 82.4%
6 0.0222 87.0%
7 0.0253 86.1%
8 0.0273 82.2%
9 0.0296 78.3%

Tabelle 3.3: Forward Rates fiir Formeln von Black und gestrappte Volatilitaten fiir
das BDT-Baummodell
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0.14320
0.05952
/ \
0.02992 0.03183
0.00656 0.01459
0.0027 0.01047 0.00707
0.00365 0.00358
0.00367 0.00157
- P
0.00088
0.00035
1o T 15 13 1y

Abbildung 3.3: Short Rates nach BDT-Baummodell fiir Cap- und Caplet-
Bepreisung

Mithilfe der P(0,T;) und o0®?(T;) wird das Baummodell nach Black-Derman-Toy
konstruiert. Die Short Rates liegen in Form eines Binomialbaumes laut Abbildung
3.3 vor und werden mit 7., bezeichnet. k bezeichne das Level mit k = Tp, ..., T
und j den Nummerierung der Knoten zum vorgegebenen Level mit 0 < 5 < k. Die
Auszahlungsfunktion der Caplets in 7.; lautet

Z(k,j, K) = (rp; — K)* fir k="Tp,..., Ty, 0< 5 <k.

Der Wert eines Caplets zum heutigen Zeitpunkt wird durch Diskontierung anhand
einer Riickwartsrekursion entlang des Zinsstrukturbaumes bestimmt. Der Nomi-
nalwert sei mit 1 festgelegt und wird in weiterer Folge als Faktor nicht angefiihrt.
Basierend auf den vorliegenden Short Rates kénnen die diskontierten Auszahlungs-
funktionen in jedem Knoten direkt angegeben werden als

(rk;j - K)*

3

fiir k?:To,...,TN, OSJSI{?

Abbildung 3.4 veranschaulicht diese Werte im Binomialbaum.

Die Ein-Schritt-Riickwartsrekursion fiir die Bepreisung des Caplets lautet
Vk="To....,Tn, 7=0,...,k

Z(k,j, K) : Z(k+1,5,K)+ Z(k+1,j+1,K)].

- L+ 7y
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Abbildung 3.4: Diskontierte Capletpreise nach Black-Derman-Toy (BDT) fiir K =
0.002

Der diskontierte Capletpreis zu Tj ist
CplPP1 (0, K) = Z(0,0, K).

Wenn alle Caplets bewertet wurden und zum Zeitpunkt ¢t = 0 bekannt sind, ldsst
sich der Preis eines Zinscaps zum Zeitpunkt ¢t = 0 ebenfalls ermitteln aus

Cap(0, K)BPT .= Z CplPP7(0, K).

Laufzeiten

Die mittels BDT und Formel von Black ermittelten Caplet- und Cappreise werden
in den Tabellen 3.4 und 3.5 angefiihrt.
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Laufzeit Capletpreise zu t =0
T; CplBPT(0, K = 0.002) CplB(F;(0),0, K = 0.002)
1 0.000698 0.000752
2 0.003077 0.003125
3 0.011288 0.011319
4 0.011646 0.011623
5 0.015696 0.015678
6 0.018984 0.018978
7 0.021502 0.021428
8 0.022632 0.022719
9 0.024007 0.024117
Tabelle 3.4: Caplets nach BDT-Zinsstrukturmodell
Laufzeit Cappreise zu t = 0
T; CapPPT (0, K = 0.002) CapP'(0, K = 0.002)
1 0.000698 0.000752
2 0.003776 0.003876
3 0.015064 0.015196
4 0.026710 0.026818
5 0.042406 0.042496
6 0.061390 0.061474
7 0.082892 0.082902
8 0.105523 0.105621
9 0.129530 0.129738

Tabelle 3.5: Caps nach BDT-Zinsstrukturmodell

Die Preise im ersten Jahr werden in diesem Beispiel nur zum Demonstrations-
zweck angefiihrt. In der Praxis sind die Zinsraten fiir das erste Jahr bereits giiltig
und bediirfen keiner Absicherung in Form von Caplets. Die Differenzen zwischen
den beiden Berechnungsarten bewegen sich innerhalb einer Toleranzgrenze von 1%.
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8 Zinsstrukturmodelle

3.9 Das London Interbank Offered
Rate (LIBOR)-Marktmodell

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen Modellen beziehen sich LIBOR-Markt-
modelle auf diskrete, am Markt beobachtete Marktzinsen wie den LIBOR oder
EURIBOR. Das LIBOR-Marktmodell wurde von Alan Brace, Dariusz Gatarek und
Marek Musiela (vgl. Brace ua. [1997]) eingefithrt und wird aus diesem Grund auch
BGM-Modell genannt. Der aktuelle Stand ist in Brigo und Mercurio [2006] und
James und Webber [2001] zu finden. Die wichtigste Literaturquelle dieses Kapitel
ist Brigo und Mercurio [2006], der auch die Notationen folgen.

Die wesentlichste Eigenschaft vom LIBOR-Marktmodells fiir Forward Rates ist der
Bezug zu den Bepreisungsformeln von Black fiir Zinscaps (vgl. Kapitel 3.4). Zins-
caps zdhlen zu einfachen, aber am Zinsmarkt wichtigen Zinsderivaten. Aus diesem
Grund sind Zinsstrukturmodelle, die eine marktkonsistente Bewertung dieser Zins-
instrumente ermoglichen, sehr beliebt. Im LIBOR-Marktmodell werden unter einem
bestimmten T;-Forward Measure Zinsraten konstruiert, die unter ihrem Martingal-
maf} lognormalverteilt sind und auf die Bepreisungsformeln von Black fiihren.

Die diskrete Forward Rate fiir das Intervall [T;_1, T;] und Tenor 7; := 7(T;_1,T;) =
T; — T;—q sei mit L;(t) := L(t;T;—1,T;) bezeichnet und lautet

L= LT T = - (S 1),

Daraus folgt die Darstellung

P(taj—%fl)
1+ 7Li(t) = P(T;_1,T;) = ——* 3.25
R = P(T.T) = s (3.25
und es gilt fiir den Wert einer Nullkuponanleihe fiir ¢ < Tj,
pir, 1y - P Ti) P Tos) PO Ti) P(TLTL)
" P(Eaﬂ) P(Eaﬂ-f—l) P(,I;?Tk—Q) P(Eka—l)
k k
P(T;,T;) (329
= [ =il @2 1+ 7Lt } 3.26
I gy I [rrmto (3.26)

j=it+1 Gha j=it+1

Um ein passendes Martingalmaf fiir die Zinsrate L;(t) herzuleiten, sei P(T;_y,T;)
der dazugehorige Numeraire. Sowohl L;(t) P(T;_1,T;) als auch P(T;_1,T;) sind Mar-
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tingale. Folglich ist die Zinsrate L;(t) nach Formel (3.8) unter Q”* beziiglich des
Numeraires P(T;_1,T;)

_ Li(H)P(Ti, 1)
L) ==pm 1)

(3.27)

ein Martingal. Die Darstellung der mittels P(T;_,T;) diskontierten Zinsrate L;(t)
beziiglich des Numeraires P(7;_1,T;) veranlasst nach Satz 3.1 die Existenz eines
Wahrscheinlichkeitsmafies Q7, da L;(t) ein Martingal unter Q7. Zudem ist L;(t)
positiv, da in arbitragefreien Zinsmodellen P(t,T;_1) > P(t,T;) gilt.

Unter diesen Voraussetzungen kann die Dynamik von L;(t) als Diffusion ohne Drift-
term dargestellt werden beziiglich der Brownschen Bewegung WtQTi unter Q%::

dLi(t) = Li(t)o:()dWR" Vit € (T}, T))

Diese Voraussetzungen der Zinsrate L;(t) unter dem T;-Forward Measure entspre-
chen denen aus dem Black-Modell und es gilt fiir den Wert eines Caplets im LIBOR-
Marktmodell

Cpl™™M (T, T, 07 M) = CplP! (6 Ty, T, 077)

= P(t, T)) 7| Li(Ti-1)®(d1) — K®(dy)].

mit

In 2020 4 0.5(0 )27,
d1 = K ( L ) ! und d2 :d1 —O'Bl T'i71~

Bl i
g; Tiq

Fiir die Volatilitdten gilt der Zusammenhang

oBl = oMM /T, (3.28)

K3 (2

wobei oMM die in in [T;_1,T;] stiickweise konstante Caplet-Volatilititen nach
Brigo und Mercurio [2006] darstellen mit

1 Ti—1
SN _ \/ - / o2(t)dt. (3.29)
1— 0

Im LIBOR-Marktmodell entsprechen alle Volatilitdten den stiickweise konstanten
Volatilitdten o;(t) = oMM,
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Die Zinsraten L;(t) sind unter dem jeweiligen T;-Forward Measure lognormalver-
teilt und konnen durch Formel (3.28) dargestellt werden. Die allgemeine Darstel-
lung der Zinsraten erfolgt unter einem gemeinsamen Maf}, dem Terminal Measu-
e (Q7v), und wird an dieser Stelle hergeleitet. L;(t) wird unter Q?~ durch die
stochastische Differentialgleichung

dL;(t) = Li(t )[ (t, T})dt + oy (t)dW 2 N}

beschrieben. Die Darstellung eines Finanzgutes unter Q¥ erfolgt beziiglich des
Numeraires P(t,Ty). Es gilt

L) - & {P(t 7)) _1}

P(t,Ty)
dL(tT;, Ty) = %d [%} |

Um die Martingaleigenschaft zu erfiillen, muss die Dynamik von L(t; T;, Ty ) driftlos
sein. Zu diesem Zweck wird die dL(t;T;, Ty) bestimmt und der Driftterm gleich
Null gesetzt. Fiir den Fall, dass i < N, gilt nach Formel (3.26)

—Jf ((:gi)) = [T+ L),

j=i

Nach der Formel (2.3) von Ito fiir das Produkt mehrerer [t6-Prozesse gilt

N-1
[ [1+7;L; ]:
j=t

]hl NN I i U2 Nzl nllilt) __ndladl)
j=i ’ k=i | 1+TkLk ) z=k+11+TkLk(t)1+TlLl(t) '

s

g
!

=0

Fiir dLi(t) resultiert der Driftterm Ly (t)u(t, Ty) und fiir dLg(t)dL;(t) der Term
Ly (t)Li(t)ow(t)oi(t) pr, sodass folgende Gleichung gilt

N-1
! TkLk<t) TkLk(t> TlLl(t)
0= p(t,T)————"— + o1 () pr-
e The) L@ l:zk;l L)1 +T1Ll(t)gk( )ou(t) i
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Daraus folgt die Darstellung von pu(t, Tj,) unter Q* fiir den Fall i < N:

P TlLl(t)

/J(t,Tk) = — Z mak(t)gl(t)pk,l

I=k+1

Fiir den Fall, dass i > N, gilt

N-1
tTN ]z|:1+7-] >:|

und analog zum Fall i < N erhélt man

G L (t)
L) = Y — o (t)or(t) s
Hie T I=N+1 1+ 7L(t) ox(Bor(Don

Zusammenfassend gelten folgende Definitionen fiir die Darstellung der diskreten
Zinsraten Lj(t) im LIBOR-Marktmodell.

Definition 3.19 Dynamik der Li(t) unter dem T;-Forward Measure
Unter der Annahme lognormalverteilter Zinsraten resultiert die allgemeine Dar-

stellung fiir die Dynamik der diskreten Zinsraten Ly (t) unter dem T;-Forward Mea-
sure (QT) fir die Fille i < k,i =k,i > k:

k
dL(t Li(t
i<k t<T,: dLy(t) = ox(t) E Tj—j()aj(t)pk,jdt + ok (t)dW, &

Li(t) j=i+1 14 7;L5(1)
¢ b= k-l Lk<t) Uk( ) t
. de(t) i L, (t) X
1>kt <Th_q: = —oy(t ————0.,(t)pr.;dt + or(t)dW,
k—1 Lk(t> k( )j:;_l 1 +Tij(t) ]( )pk,] k( ) f

Definition 3.20 Dynamik der Li(t) unter dem Terminal Measure
Unter dem Terminal Measure (Q™ ) gilt fiir die Dynamik der diskreten Zinsraten

Ly (t)

dLy(t) = Ly.(0)o(t) .Z %aj(t)dt+ak(t)Lk(t)thQTN. (3.30)
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3.10 Baumapproximation des LIBOR-Marktmodells

In diesem Abschnitt wird ein spezieller Algorithmus fiir das LIBOR-Marktmodell
nach Xiao [2011] vorgestellt. Die grundlegende Idee entspricht einer Diskretisie-
rung des stetigen Prozesses aus 3.15 in Form eines Baummodells. Prinzipiell wird
eine Methode der Verschiebung des Forwardmafles eingefiihrt, um Martingalei-
genschaften der diskreten Marktzinsen L;(t) herzuleiten und dadurch eine exakte
Bepreisung von Finanzinstrumenten zu ermoglichen. Zudem werden spezielle Ap-
proximationen fiir den Driftterm aus 3.30 vorgestellt.

L;(t) ist ein Martingal unter dem T;-Forward Measure und es gilt
dL;(t) = o;(t) Li(£)dW 2" (3.31)

mit der Losung

Li(t):Li(t)exp{—%/Otaf(s)ds+/0taf(s)dwt T}

Nach Formel (3.29) entsprechen alle Volatilitdten im LIBOR-Marktmodell in den
Intervallen [T;_;,T;] konstanten Volatilititen o; = oM. Demzufolge resultiert
folgende Losung der Differentialgleichung aus Formel (3.31)

2

Li(t) = L;(0) exp {—%t + o2 } . (3.32)

Eine Moglichkeit, die Markoveigenschaft von L;(t) herzuleiten, bietet die Metho-
de der Verschiebung des Forwardmafes. Dabei wird die Brownsche Bewegung
Wy ~ N(0,t) durch Variablensubstitution zu einer zweiten Brownschen Bewegung

Zy ~ N(0,t) unter demselben T;-Forward Measure (Q%). Im Folgenden sind die
Brownschen Bewegungen unter dem Tj-Forward Measure Q7 giiltig.

E[L(t)| Fo] = \/ﬁ eXp {——Qz + let} exp {VQZ } it —
\/? exp{ Wt#wi)z}dt:
\/?/ Xp{ :}dt L:(0)

Die Variablensubstitution 7, = W; — to; verursacht auch eine Verschiebung in der

95



8 Zinsstrukturmodelle

expliziten Losungsformel (3.32)

2 2 .
Li(t) = L;(0) exp {—%t + JthQTi } = L;(0) exp {%t + aiZ;@Tl} . (3.33)

Die Losung unter dem Terminal Measure (Q7~) kann mithilfe der Formel (3.30)
dargestellt werden als

7 L;(t)
S 1L ()

N J/
-

wi(t)

2
= L;(0) exp {/Li@) - %t + O'thQTN }

2
O'jO'idt —%t + O_thQTN

- 2
(3.33) L;(0) exp {,ui(t) + %t + o, 70" } :

Die Grundidee des Baumalgorithmus von Xiao [2011] besteht darin, die Brown-
sche Bewegung mit einer Baumstruktur zu diskretisieren und den Driftterm g (t)
numerisch zu approximieren.

Fiir die numerische Approximation des Driftterms p;(t) stellt Xiao [2011] mehrere
Methoden vor. Einige davon werden an dieser Stelle vorgestellt.

Frozen Drift (FD):

N

7;,L,(0)
/ Z 1+Tj O-JO- Z 1+Tij(0)O-]O-

j=it1

Arithmetischer Mittelwert der Forward Rates:

M L (L(0) + Lyt
-y (L;(0) + L;(t))

ml %= 2 T L0 L)

O'jO'Z‘t
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Y14 = Y2;4 7 — Y34
Y1;3 ) = Y2:3 Ys;3
Yos0 Yi;2 S Yoo o (E)
Y11 T Y31
s 77NN g TN
Ty 11 T T3

Abbildung 3.5: Baumstruktur nach Xiao [2011]

Arithmetischer Mittelwert der Driftterme:

o L L0 7 L;(t)
ZUL DD (1 oL (0) 14 Tij(t)> o0t

j=i+1

In dieser Arbeit wird der Frozen Drift fiir weitere Berechnungen herangezogen.

Die Baumkonstruktion erfolgt nach Definition 2.11. Es werden zu jedem Zeitpunkt
T; fir j =1,..., N eine festgelegte Anzahl an Knoten S gleichméfig um Null po-
sitioniert. Der Abstand zwischen den Knoten wird mit ¢ bezeichnet. Nach Xiao
[2011] kann die Genauigkeit der Bepreisung gewihrleistet werden fiir den Fall,
dass S - ¢ ein Vielfaches der Standardabweichung der Standardnormalverteilung
abdeckt. Die Baumknoten werden mit y;.; bezeichnet. Fiir S = 5 hat der rekombi-
nierbare Baum die Darstellung aus Abbildung 3.5.

Die gesuchten Forward Rates werden basierend auf dem rekombinierbaren Baum
aus Abbildung 3.5 folgendermaflen bestimmt:

o2
Li(k; yr;j) = Li(0) exp {uk(k; Ykj) + 7’% + Ukyk;j} (3.34)
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Daraus kann die Darstellung einer Nullkuponanleihe als

)

1
P(k, T} yk,j) =
(k, T3 Y, 5) H 1+ 7L, (k; ygj)

Jj=1

definiert werden. Resultierend aus der Diskretisierung der Brownschen Bewegung,
konnen die Ubergangwahrscheinlichkeiten zwischen zwei Baumknoten x;; und zr.;
mithilfe der Dichtefunktion einer Normalverteilung angegeben werden als

o T — 1 S O o i)
p(l’t;i, t;xr.j, T) = \/m P { Q(T — t) } . (3.35)

Angesichts der Variablensubstitution Z, = W, — to miissen die Ubergangswahi-
scheinlichkeiten aus Formel (3.35) angepasst werden. Daraus resultiert

1 (yryj — Yusi + o(T)T — o (t)t)?

p(Yei, tyry, T) =

Die Bepreisung von Derivaten erfolgt durch Riickwértsrekursion anhand der Baum-
struktur aus Abbildung 3.5 und wird im néchsten Kapitel anhand eines Zinscaps
illustriert.

3.10.1 Bepreisung eines Zinscaps

Der Algorithmus von Xiao [2011] wird an dieser Stelle am Beispiel der Bepreisung
eines Zinscaps veranschaulicht. Zu diesem Zweck werden erneut die Marktdaten
aus Tabelle 3.2 herangezogen, um die Vergleichbarkeit zu den bereits durchgefiihr-
ten Berechnungen herzustellen. Im vorgestellten LIBOR-Marktmodell werden die
Capletvolatilititen o“MM (T;) verwendet. Die Markt-Volatilititen 0“??(T;) werden
erneut zur Berechnung der Capletpreise nach den Formeln von Black benétigt.
Im LIBOR-Marktmodell erfolgt die Modellierung der Marktzinsraten L;(t) in den
Intervallen [T;_1, T;], weshalb zur Umrechnung der Volatilitét die Formel (3.29) her-
angezogen wird. Die Forward Rates L;(0) wurden nach Formel (3.13) bestimmt.
Tabelle 3.6 beinhaltet die Marktdaten, die Forward Rates L;(0) sowie die Caplet-
Volatilitéaten.
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Laufzeit Marktdaten 22.2.2013 Forward Rates Volatilititen

T; y(0,T;) o“P(T;) L;(0) oMM
1 0.0027 29.3% 0.0027 29.3%
2 0.0039 42.5% 0.0051 30.1%
3 0.0071 53.4% 0.0135 30.8%
4 0.0088 59.6% 0.0139 29.8%
bt 0.0107 64.8% 0.0183 29.0%
6 0.0126 69.0% 0.0222 28.2%
7 0.0144 71.7% 0.0253 27.1%
8 0.0160 73.1% 0.0273 25.8%
9 0.0175 73.7% 0.0296 24.6%

Tabelle 3.6: Marktdaten fiir das LIBOR-Baummodell nach Xiao [2011]

Fiir die Konstruktion des Baummodells wird die Brownsche Bewegung diskreti-
siert. Zu diesem Zweck wird eine einheitliche Anzahl an Zustédnden mit S fiir jeden
Zeitpunkt k festgelegt mit Knotenabstand ¢ = 0.5. Die Baumdarstellung hat fiir
S =5 die Darstellung aus Abbildung 3.6.

Abbildung 3.6: Baumstruktur nach Xiao [2011]

Unter Anwendung des Frozen Drifts fiir die Diskretisierung des Driftterms resul-
tieren, basierend auf der Baumstruktur aus Abbildung 3.6, die Zinsraten L;(k, yj.;)
in Abbildung 3.7.
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0.0040 0.0117

0.0109 =

0.0046 0.0137

0.0027 0.0053 0.0160
0.0046 0.0186

0.0071

Th Ty T, 15

Abbildung 3.7: Forward Rates nach Xiao [2011]

Fiir die Berechnung der Caplets sei ein einheitlicher Ausiibungspreis K mit K =
0.002 festgelegt. Beginnend beim letzten Zeitpunkt N sei die Auszahlungsfunktion
gegeben als

Z(yn.j, K) = (Li(N,yn,;) — K)T fiir 0<5<85—1.

Da der Ausiibungspreis K in weiterer Folge konstant bleibt, wird fiir die Aus-
zahlungsfunktion die Notation Z(yx;) := Z(yk;, K) festgelegt. Die Ein-Schritt-
Riickwartsrekursion fiir die Bepreisung des Caplets lautet

Vk=T,,....,Ty, 7=0,...,5 -1

1 Y — . T _ T, 2
2 = e [ 2(V)exp {_< i + o1 Tin — 01 Ti) } oy
27T(Tk+1 - Tk) N 2(Tk+1 - Tk)

=:E(Y)

Fiir die Approximation des Integrals wird in diesem Beispiel die Trapezregel ver-
wendet. Demnach gilt fiir den Wert eines Caplets im Knoten yj.;

1
Z(yk;j> = \/m / Z(Y)E(Y)dy

S—1
1 %) [
~ = Z(Ykt13) E(Yks13) + Z(Ykr1i-1) E(Yrg15i-1) | -
21 (Tp1 — Ty,) 2 ;
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Der Capletpreis zum Zeitpunkt Tj ist in Z(yo,0) enthalten und berechnet sich als

Cpl*MM (0, K) := P(0, T) Z (30:0)

S-1
= P(0,Ty) \/7§ {Z Y1) E(y1a) + Z(yl;i—l)E(yl;i—l):|
=1
S5—1 )
© (Y1, +01Th)
P(0, Ty) 2N Z(yr. Wi T i)
N /— 2 - |: yl, )eXp { 2(T1)

v T))?
JrZ(?/l;z'_ﬂeXp{—(yl’Z 1+ ouTh) }}

2(Th)

Tabelle 3.7 beinhaltet die Capletpreise nach Xiao [2011] und Black.

Laufzeit Capletpreise zu t =0
T, CplEMM (0, K = 0.002) CplB(L;(0),0, K = 0.002)
1 0.000700 0.000752
2 0.003075 0.003125
3 0.011204 0.011319
4 0.011626 0.011623
5 0.015646 0.015678
6 0.018912 0.018978
7 0.021458 0.021428
8 0.022849 0.022719
9 0.024205 0.024117

Tabelle 3.7: Caplets nach LIBOR-Marktmodell

Es lasst sich feststellen, dass die Capletpreise nach dem Algorithmus von Xiao
[2011] besser mit den mittels der Formel von Black berechneten Preisen iiberein-
stimmen als im BDT-Modell. Wenn die Caplets fiir alle Félligkeiten 7; bewertet
wurden und zum Zeitpunkt £ = 0 bekannt sind, lasst sich der Preis eines Zinscaps
zum Zeitpunkt Ty ebenfalls ermitteln aus

Cap™™M (0, K) = Z Cpl*MM (0, K).

Laufzeiten
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Laufzeit Cappreise zu t =0
T; Cap ™M (0, K = 0.002) CapP'(0, K = 0.002)
1 0.000700 0.000752
2 0.003775 0.003876
3 0.014979 0.015196
4 0.026606 0.026818
5 0.042252 0.042496
6 0.061163 0.061474
7 0.082621 0.082902
8 0.105470 0.105621
9 0.129675 0.129738

Tabelle 3.8: Caps nach LIBOR-Marktmodell

Bei den Preisen der Zinscaps aus Tabelle 3.8 ist erneut die bessere Ubereinstim-
mung bei den Formeln von Black als im BDT-Modell zu beobachten. Die Toleranz-
grenze zwischen den beiden Berechnungsmethoden liegt bei 0.8%.

Bemerkung 3.1 Im diskreten LIBOR-Marktmodell von Xiao [2011] wird die Ge-
nauigkeit der Ergebnisse von verschiedenen Punkten beeinflusst. Die gesuchten For-
ward Rates L;(t) basieren in erster Linie auf der festgelegten Baumstruktur, die
zu jedem Zeitpunkt in Form einer Knotenmenge S und dem Knotenabstand ¢ ge-
geben ist. Ebenfalls grofien Finfluss auf die Berechnung der L;(t) hat die gewdhlte
Diskretisierung des Driftterms p;(t). Ausschlaggebend fiir die Bepreisung ist auch
die Approximation des Integrals bei der Riickwdrtsrekursion.
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4 Sterblichkeitsmodelle

Fiir die Modellierung von Uberlebens- oder Sterbewahrscheinlichkeiten gibt es
mehrere Ansétze. In dieser Arbeit wird der Ansatz der risikolosen, finanzmathema-
tischen Bewertung herangezogen. Dieses Thema wurde von David Blake, Andrew
Cairns and Kevin Dowd in den Arbeiten Blake ua. [2006], Blake ua. [2008] und
Cairns [2007] behandelt. Die Arbeit Blake ua. [2006] bildet die wichtigste Litera-
turquelle dieses Kapitels.

Die Sterblichkeitsentwicklung weist laut Austria [2012] seit Beginn des 19. Jahrhun-
derts kontinuierlich Verdnderungen auf. Fiir alle Altersgruppen ist eine allgemeine
Verbesserung der Uberlebensrate erkennbar, wobei dieser Effekt fiir bestimmte Al-
tersgruppen besser ausfillt (vgl. Blake ua. [2006]). Diese Entwicklung wird in Ab-
bildung (4.1) veranschaulicht. Diese Abbildung zeigt eine graphische Darstellung
der Sterbetafeln fiir die Gsterreichische Bevolkerung seit dem Jahr 1868, basie-
rend auf Volkszéhlungen. Man kann deutlich erkennen, dass fiir die Altersgruppe
der 40-60-Jihrigen eine stirkere Verbesserung der Uberlebensraten eingetreten ist
als fiir die Altersgruppe der 80-Jahrigen. Diese Entwicklung ist vorrangig auf den
medizinischen Fortschritt und die allgemein verbesserten Lebensumstéande im euro-
péaischen Raum zuriickzufiihren. Eine genaue Analyse der Sterblichkeitsstatistiken
zeigt ebenfalls lokale Schwankungen auf, die ein paar Jahre andauern und auf
politische oder epidemiologische Ursachen zuriickzufiihren sind.

Die statistische Erfassung von Sterblichkeitsdaten erfolgt jahrlich anhand einer
Referenzpopulation N (¢, x) fiir ¢ € N. Dabei werden zum Zeitpunkt ¢ = 0 folgende

Annahmen getroffen:

e zum Zeitpunkt ¢ = 0 seien 100.000 lebende Individuen erfasst, die die Gesamt-
population représentieren und

e alle Populationsmitglieder haben das Alter z, somit gilt: N(0,z) = 100.000.

Zum Zeitpunkt ¢t > 0 seien N(t,z) Populationsmitglieder am Leben mit Alter
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Sterbewahrscheinlichkeiten auf Log—Skala 80
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Abbildung 4.1: Ausgewihlte Sterbetafeln fiir Ménner von 1868 bis 2000, Quelle:
Austria [2012]

x+t. Dies erméglicht eine einfache Berechnung diskreter Sterblichkeitsraten m(t, z)
anhand dieser Referenzpopulation in Form von
N(0,z) — N(t,x) N(t,x)

mte) = ——Noz T NO.2)

Fiir die mathematische Modellierung von Sterblichkeiten stellt m(t, z) eine erste
Approximation der Sterbewahrscheinlichkeit ¢(¢, z) dar. Die Sterbewahrscheinlich-
keit steht in direktem Zusammenhang zur komplementéren Sterbewahrscheinlich-
keit p(t, z) und zur Sterblichkeitsintensitét u(t, ). Die Sterblichkeitsintensitét gilt
als wichtige Bezugsgrofle, deren stochastische Modellierung (mit Ausnahme des
Kapitels 4.6) ein zentrales Thema dieser Arbeit darstellt.

Es gilt der Zusammenhang zwischen ¢(¢, x), p(t, ) und u(t, )

p(t,x) = ((%lnp(t,w), (4.1)

(t.7) =1 —p(t,x) = 1 — exp {[H wu,z —t + u)du} | (4.2)

Der Begrift Sterblichkeitsmodelle umfasst allgemein die Modellierung von wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Groflen, die repriasentativ fiir Sterblichkeiten sind. In
den folgenden Kapiteln werden Gréflen fiir die Sterblichkeitsmodellierung einge-
fithrt und es wird auf verschiedene Sterblichkeitsmodelle néher eingegangen. Vor-
ab wird in Kapitel 4.1 das behandelte Sterblichkeitsrisiko definiert. In Kapitel 4.2
werden die notigen Modellgrofien eingefiihrt. In Kapitel 4.3 wird die Modellierung
von Sterblichkeitsgroffen unter dem Framework der Short-Rate Modelle demon-
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striert. Ein spezielles Short-Rate Modell mit Baumapproximation wird in Kapitel
4.4 vorgestellt. In Kapitel 4.6 werden Marktmodelle im Sinne der Sterblichkeits-
modellierung behandelt.

Bei der Konstruktion von Sterblichkeitsmodellen steht man vor der Problematik
ungewisser, zukiinftiger, sozio6konomischer, politischer und wissenschaftlicher Ent-
wicklungen. Beispielhaft dafiir kann einerseits zweifellos davon ausgegangen wer-
den, dass Verbesserungen der Uberlebensraten infolge medizinischer Fortschritte
eintreten werden, andererseits kénnen deren konkrete Auswirkungen nicht eindeu-
tig prognostiziert werden. Diese unsicheren Entwicklungen und zufélligen Schwan-
kungen motivieren die stochastische Modellierung der Sterblichkeitsdynamik.

Bevor auf die konkreten Modelle zur Sterblichkeitsmodellierung néher eingegangen
wird, ist es notwendig, an dieser Stelle den Begriff des Sterblichkeitsrisikos zu
definieren und gegebenenfalls nach Wetzel [2011] aufzusplitten.

4.1 Das Sterblichkeitsrisiko

Das Sterblichkeitsrisiko bezeichnet die zufillige Abweichung zukiinftiger Sterblich-
keitswerte von kalkulierten Rechnungsgrundlagen. Fiir Lebensversicherungen stellt
dies eine wichtige Risikoquelle dar, die unmittelbaren Einfluss auf die aktuarielle
Berechnung versicherungstechnischer Pramien und Reserven ausiibt. Diese Tatsa-
che verstéarkt die Wichtigkeit einer konsistenten Modellierung und exakten Beprei-
sung von Derivaten basierend auf Sterblichkeitsgréfen.

Abweichungen zwischen modellierten und tatséchlichen Sterblichkeitswerten kon-
nen in zwei Risikoklassen unterteilt werden (vgl.Wetzel [2011] und Blake ua.
[2006]):

»Small Sample Risk*:
Diese Risikogruppe umfasst zufillige unsystematische Schwankungen, die in
den meisten Fillen einen oder mehrere spezifische Jahrgéange betreffen. Die
Schwankungen treten zeitlich beschriankt auf und deuten auf keine systemati-
schen zugrundeliegenden Ursachen hin. Fiir hinreichend grofle Populationen
verschwindet dieses Risiko génzlich nach dem Gesetz der groflen Zahlen.
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Prozess- oder Vorhersagerisiko:
Dieses Risiko verursacht systematisch Abweichungen fiir alle Jahrgéinge und
wird aus diesem Grund als systematisches Sterblichkeitsrisiko bezeichnet. Die
Ursache dieser Abweichungen konnen zum Beispiel ungeeignete Modelle oder
falsche Parameterschétzungen sein.

In dieser Arbeit wird die Annahme getroffen, dass das Versicherungsunterneh-
men ausreichend Versicherungspolizzen im Bestand hat, sodass das Small Sample
Risiko durch Diversifikation verschwindet und die ausschliefiliche Bewertung des
systematischen Risikos im Vordergrund steht. Das systematische Risiko kann sich
in Form einer kurzzeitigen Erhéhung der Sterblichkeitsraten (Short-Term- oder
Katastrophenrisiko) oder einer langfristigen Reduzierung der Sterblichkeitsraten
(zum Beispiel fiir hohe Alter) &ufiern. Die folgende Grafik fasst die Risikoklassen-
einteilung zusammen:

| Sterblichkeitsrisiko |

Systematisch (Prozessrisiko) Unsystematisch (Small Sample Risk)

Katastrophenrisiko

Langlebigkeitsrisiko

Abbildung 4.2: Gliederung des Sterblichkeitsrisikos

4.2 Modellierung der Sterblichkeit

Fiir die Modellierung der Sterblichkeit werden Gemeinsamkeiten mit Zinsgréfien
wie der Short-Rate oder der Forward-Rate hervorgehoben, um bei der Konstruk-
tion der Sterblichkeitsmodelle auf bekannte Modellansétze fiir Zinsstrukturen aus
der Finanzmathematik zuriickzugreifen.

Sowohl die Sterblichkeitsdynamik als auch die Zinsdynamik zeigen eine stochasti-
sche Entwicklung auf und kénnen durch positive Prozesse in Form von stocha-
stischen Differentialgleichungen nach Formel (2.1) beschrieben werden. Um einen
arbitragefreien Markt zu gewéhrleisten, ist es notig, das Sterblichkeitsrisiko unter
dem risikoneutralen Mafi Q zu bepreisen. Dabei wird nach Blake ua. [2006] die

66



4 Sterblichkeitsmodelle

Annahme getroffen, dass durch Diversifikation kein Small Sample Risiko besteht.
Zum Zeitpunkt ¢ sei die Sterblichkeitsintensitét (¢, y) ein beobachtbarer Prozess
und generiere die Filtration M,;. Die Filtration M, enthélt somit Informationen
iiber die Dynamik der Sterblichkeit und nicht iiber die genaue Anzahl der ge-
storbenen Individuen einer Gesamtpopulation (vgl. Blake ua. [2006]). Sei M; in
weiterer Folge die augmentierte Filtration mit der zuséatzlichen Information iiber
die Anzahl der Todesfille zum Zeitpunkt ¢. Die Sterblichkeitsintensitét pu(t,y) re-
préasentiert im Sinne der Sterblichkeitsmodellierung die mathematisch dquivalente
Grofle zur Short Rate r; aus dem Framework der Zinsstrukturmodellierung.

Eine grundlegende Grofe fiir die Sterblichkeitsmodellierung stellt der Survivor In-
dex S(t,y) dar. Diese Zufallsvariable beschreibt den Anteil einer Gesamtpopula-
tion, der zum Zeitpunkt ¢ mit Alter y + ¢ noch lebt, und wird im Folgenden den
Basiswert eines Sterblichkeitsbonds verkérpern. Der Survivor Index S(t,y) wird
bei gegebener Entwicklung von u(t,y) durch

S(t,y) = exp {— /Ot plu,y + u)du}

bestimmt und verkorpert ein Mafl fiir die Sterblichkeitsrate einer Gesamtpopu-
lation. Sei mit I;(t) die Indikatorfunktion fiir das i-te Populationsmitglied zum
Zeitpunkt ¢ folgendermaflen festgelegt:

1, wenn Individuum i zum Zeitpunkt ¢ lebt
L(t) = (4.3)

0, sonst

Anhand I;(t) kann die Uberlebenswahrscheinlichkeit p(0, u, ) eines x-jahrigen In-
dividuums fiir das Zeitintervall [0, u] bestimmt werden als folgender Erwartungs-
wert beziiglich der Filtration M, mit

p(0,u, x) = E[l;(u) = 1] = E[E[f;(u) = 1IM,]] = E[S(u, z)].

Mt] .

Ein fundamentales Derivat der Sterblichkeitsmodellierung ist der Sterblichkeits-
bonds oder (T,z)-Bonds (vlg. Indexgebundene Sterblichkeits- Nullkuponanaleihe aus
Blake ua. [2006]).

Fiir ein t < u gilt

S(u, )
S(t,x)

plt..0) = EIL(u) = 1E(0) = 1, = 5|
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Definition 4.1 (T,z)-Bonds

Fine (T,x)-Bonds oder Sterblichkeitsbonds ist ein Vertrag, der zum Zeitpunkt t
abgeschlossen wird und zum Zeitpunkt T' fir ein Referenzalter x den Betrag S(T, x)
ausbezahlt. Ein (T,z)-Bonds wird mit B(t,T,x) Vt : 0 < t < T und Vr € N
bezeichnet und lautet

B(t,T,z) = EYS(T,z)| M,].

Sei D, die kombinierte Filtration aus F; und ME' Der diskontierte Wert eines
(T,x)-Bonds ¥t : 0 <t < T und Vr € N wird mit B(t,T,x) bezeichnet und lautet

D

Der diskontierte (T,x)-Bonds B(t,T,z) représentiert ein wichtiges Derivat auf
Sterblichkeiten. Fiir das Geldmarktkonto C'(t) aus Kapitel 3.1 als Numeraire sind
der T-Bond und der (T,x)-Bonds Martingale unter dem risikoneutralen Mafl Q
mit

B(t,T,z) = R {%S(T, )

P(t,T) =E® {%‘D& :
B(t,T,z) = E® [%S(T, )

Dt] . (4.4)

Fiir weitere Schritte wird folgende Annahme getroffen:

Annahme 4.1 Unabhingigkeit der Sterblichkeits- und Zinsstruktur (vgl. Parker
[1997] S.57)

Die Dynamiken der Sterblichkeitsstruktur und der Zinsstruktur entwickeln sich
unabhdngig voneinander.

Unter Annahme 4.1 ist es moglich, das Sterblichkeitsrisiko vom Zinsrisiko bei der
Bepreisung eines (T,x)-Bonds zu trennen in Form von

B(t,T,z) = E© [% ‘]—}} REQ[S(T, z)|M,]
= P(t,T)B(t,T, x). (4.5)

Da B(t, T,z) und P(t,T) bereits Martingale unter Q sind, muss folglich B(¢, T, x)
ebenfalls ein Martingal unter QQ sein.
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Die Entwicklung der Sterblichkeitsintensitat p(u, z +u) fiir 0 < u < t kann ausge-
driickt werden als

B(t.t,z) = St z) — exp {— /Ot i, o + u)du} |

Die risikoneutrale Spot-Uberlebenswahrscheinlichkeit p@(t, T, z) ist gegeben als

1

:E@{e { w(u :E+u)du} ’Mt] (4.7)

B(t,T,x)
Bt,tac
S(T

S(t

po(t, T, z) == (4.6)

:E@[

mit der Wahrscheinlichkeit

PO (u) = 1|(t) = 1, M, ] =

Anhand dieser Kenntnisse lassen sich wichtige Modellgréfen fiir Sterblichkeitsmo-
delle definieren:

Spot-Uberlebensrate:
Die kurzfristige Spot-Uberlebensrate lésst sich aus der Sterblichkeitsintensi-
tat wu(t, z) fiir eine x-jahrige Person zum Zeitpunkt ¢ bestimmte als

P2t T, x) = % _ RO {exp {_ /tT,u(u,x + u)du} ‘Mt}

Die Uberlebensrate unter Q kann aus mathematischer Sicht im Framework
der Sterblichkeitsmodellierung dem Wert einer NKA der Zinsstrukturmodel-
lierung gleichgesetzt werden.

Analog zu den infinitesimalen SterblichkeitsgréBen p@(¢, T, x) und wu(t,z) lassen

sich durch Hinzunahme eines Zeitparameters Forward-Groflen definieren. Fiir die
Zeitpunkte 0 < t < § < T gelten die Definitionen:
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Forward-Sterblichkeitsintensitat:
Die Forward-Rates der Sterblichkeitsintensitat lauten

)
T(t.T.2 +T) = ———log B(t. T
at, T,z +T) 5T 108 (t,T,x)

Fiir die kurzfristige Spot-Sterblichkeitsintensitét fiir eine x-jahrige Person
zum Zeitpunkt ¢ gilt der Zusammenhang

lima(t, T,z +1t) = p(t,x +t).
T—t

Forward-Uberlebensrate:
Die Wahrscheinlichkeit eines zum Zeitpunkt ¢ x + t-jahrigen , das zukiinftige
Zeitintervall [S,T] : 0 < t < S < T zu iiberleben, wird nach Formel (4.7)
bestimmt und als Forward-Uberlebensrate p@(t, S, T, xz) bezeichnet mit der

Darstellung
B(t,T, )
Q o )y
pe(t,S,T,z) = Bi.5.0)
S(T, x)
—EQ 2/
- [S(S, 7) Mt]

=EC {exp {— /STﬁ(t,u,x + u)du} 'Mt} .

Basierend auf den verschiedenen Methoden fiir die Modellierung von Zinsstruktur-
modellen, lassen sich die wichtigsten Frameworks fiir Sterblichkeitsmodelle zusam-
menfassen als

a) Short-Rate Modelle, fiir die Modellierung der Spot-Sterblichkeitsintensitét
u(t, ) (Kapitel 4.3),

b) Forward-Rate Modelle, fiir die Modellierung von 7(t, T,z + T') nach Heath-
Jarrow-Morton (vgl. Brace ua. [1997]) und

c) Marktmodelle, fiir die Sterblichkeitsmodellierung nach Brace ua. [1997] und
Blake ua. [2006] (siehe Kapitel 4.6).

In dieser Arbeit werden Short-Rate-Modelle und Marktmodelle zur Modellierung
von Sterblichkeitsdynamiken vorgestellt.
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4 Sterblichkeitsmodelle

4.3 Short Rate Modelle fiir Sterblichkeiten

Ahnlich zu Zinsstrukturmodellen wurde bei der Modellierung von Sterblichkeiten
grofiteils unter dem Framework fiir Short-Rate Modelle gearbeitet. Dabei wird die
Dynamik der Sterblichkeitsintensitét pu(t,y) durch die stochastische Differential-
gleichung

dp(t,y) = alt,y)dt + b(t,y)dW}
angegeben. Die Funktionen a(t,y) und b(t,y) sind deterministisch.

Dieses Framework umfasst auch die Gruppe der Gompertzmodelle. Diese Model-
le haben ihren Ursprung im frithen 19. Jahrhundert, als die ersten Ansitze der
Sterblichkeitsmodellierung mittels Exponentialfunktionen gemacht wurden. Car-
riere [1994] stellt ein konkretes exponentielles Wachstumsmodell fiir die Sterblich-
keitsentwicklung vor. In dieser Arbeit wird das stochastische Exponentialmodell
von Milevsky und Promislow [2001] und eine passende Baumapproximation vor-
gestellt.

4.4 Das
Mean-Reverting-Brownian-Gompertz (MRBG)
Modell

Die altersabhingigen Uberlebenswahrscheinlichkeiten p(,z) fiir ein Zeitintervall
[t,T] konnen fiir alle Zeitpunkte ¢ € R* und in Abhéngigkeit von der Sterb-
lichkeitsintensitédt p(t, z) nach Formel (4.2) berechnet werden. Es gilt folgender
Zusammenhang

p(t,z) = exp { /t - wu,z —t + u)du} . (4.8)

Die Modellierung des Uberlebenswahrscheinlichkeiten héngt somit direkt von der
Dynamik der Sterblichkeitsintensitét ab. In diesem Abschnitt wird ein speziel-
ler Exponentialansatz zur Modellierung von u(t, x) nach Milevsky und Promislow
[2001] vorgestellt. Dabei wird die Dynamik der Sterblichkeitsintensitét p(t, z) als
Exponential eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses Y; (vgl. Kapitel 2.5) modelliert in
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Form von
u(t,z) = p(0, 2) exp{gt + cMY;} mit g, u(0,2) > 0. (4.9)
mit der allgemeinen Darstellung fiir Y; aus Formel (2.8)
dY; = b(6 — Y;)dt + o@dB, mit Yy =0

Milevsky und Promislow [2001] setzen als Mean-Reversion Level § = 0 und ¢? = 1
und erhalten die Gleichung

dY, = —bY;dt + dB; mit Yy =0,b> 0.

Der Prozess wird tendenziell gegen 0 streben und initiiert folglich exponentiell in ¢
wachsende Werte fiir die Sterblichkeitsintensitat u(¢, z). Die Geschwindigkeit der
Mean-Reversion wird durch die festgelegte Konstante b bestimmt.

Der Prozess Y; ist laut Kapitel 2.5 normalverteilt mit

1
Y, ~ N —(1— —2bt

und fiir ¢ — oo asymptotisch normalverteilt mit Y; ~ N(0,1/2b). Daraus folgt,
dass der Prozess der Sterblichkeitsintensitéit u(t,z) log-normalverteilt ist bzw.
In(p(t, x)) normalverteilt ist mit

nn(t2) ~ N (1nlgf) + n(uo), 51— )

Die nicht-zentrierten Momente der Ordnung n kénnen nach Milevsky und Pro-
mislow [2001] bestimmt werden als

E[u"(t, x)] = E[p(0, z) expigt + oY }] = p*(0, 2) exp{ngt}Elexp{no¥i}].

Somit ergibt sich folgende allgemeine Form fiir die Sterblichkeitsintensitét

no 21 _ €—2bt
Bl (1 0)] = (0.0 xplngth exp § 51

und speziell fiir das erste Moment mit n = 1

Elu(t o) = w0, ) exp {1 + 5 (“Q—b) b
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4.5 Baumapproximation des MRBG-Modells

An dieser Stelle soll eine geeignete Baumapproximation fiir die Wahrscheinlichkei-
ten aus Formel (4.2) gefunden werden. Die Sterblichkeitsintensitét p(t, z) wird in
Form eines Baummodells konstruiert. Daraus kénnen die gesuchten Uberlebens-
wahrscheinlichkeiten p(¢, z) direkt abgeleitet werden. In Kapitel 2.5.1 wurde bereits
eine geeignete Baumapproximation fiir den verallgemeinerten Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess vorgestellt. In diesem Abschnitt wird dieser Binomialprozess zur Diskreti-
sierung und Approximation des stochastischen Prozesses Y; herangezogen. Fiir die
Bestimmung der diskreten Sterblichkeitsintensitit und Uberlebenswahrscheinlich-
keiten werden die Formeln (4.9) und (4.2) komponentenweise angewandt.

Im Binomialmodell von Ornstein-Uhlenbeck (siehe Kapitel 2.5) wird im Mean-
Reverting-Brownian-Gompertz-Prozess ¢ = 1 gesetzt, sodass die Darstellung

Jyn+ VR, 0<pr <
P = \yn = VI, 0<pi<

mit
Ly =tivh g 0 < L4 =R <
ph =140 fiirg + =220 < 0
1 fiirl < 14 =vh
Py =1-pj

resultiert. Die tabellarische und grafische Veranschaulichung dieses Baummodells
zur Approximation der Sterblichkeitsstruktur ist in Abbildung (4.3) ersichtlich.

To I Ty +Vh yl-li Y2;2

Yo,0 Y1:1 = Yoo + \/E Yoo = Y11 + \/E yo;oi ; Q i
yro =yoo + VI yaa =Yoo T

Yoo = Y10 + VI VE Ty

TO Tl T2

Abbildung 4.3: Baumstruktur im MRBG-Modell fiir zwei Perioden
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Die Anwendung von Formel (4.8) und (4.9) fiithrt auf die Baummodelle der Sterb-
lichkeitsintensitéiten und Sterblichkeitswahrscheinlichkeiten, wie in Abbildung 4.4
grafisch dargestellt.

2.2 D2;2
11 — P11 —
/ ) \ / ’ \
140:0 21 Po;o D21
B H1;0 — B P10 —
’ \ ’ \
H2:0 Pb2:0
TD Tl TQ TQ Tl T2

Abbildung 4.4: Baumstruktur im MRBG-Modell fiir zwei Perioden fiir Sterblich-
keitsintensitaten und Sterblichkeitswahrscheinlichkeiten

Analog zum Short Rate Zinsstrukturmodel sei die Anzahl der moglichen Pfa-
de von Ursprungsknoten pgo bis zum letzten Level a priori bekannt und mit
Jy,v = 1,...,2Y71 bezeichnet. Die mehrjihrige pfadabhingige Uberlebenswahr-
scheinlichkeit sei als p”7(0,n) festgelegt und berechnet sich folgendermafien:

N-1
p"(0,N) = H DiitJ, (i)
1=0

Die N-jihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit $(0, N) kann durch die Erwartungs-
wertbildung berechnet werden:

9N—-1

50, N) = B[p(0, N)] = 3 PUL)p(O,N) = 3 P(L) [[ prseniy (410)

Es gilt P(1,) = (p*)uI) . (pyN—1=ally)

4.5.1 Beispielrechnung

Um die Vorgehensweise des Baummodells fiir den MRBG-Prozess zu illustrieren,
wird in diesem Abschnitt ein Cap auf Sterblichkeiten berechnet. Da der MRBG-
Prozess auf einem diskreten Ornstein-Uhlenbeck-Prozess basiert, ist fiir dessen Dis-
kretisierung ein Startwert Y und der Parameter by nétig. Yy wird, entsprechend
der Mean - Reversion des stetigen Prozesses, gleich Null gesetzt. by bestimmt
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Abbildung 4.5: yy,; Abbildung 4.6: py.;
L g VR
0o— Ty 0.015 T 00183
\ / _—
-1 0.0143
-2 0.0143
TD Tl TQ To Tl T2

Abbildung 4.7: Diskreter Ornstein-Uhlenbeck-Prozess und Sterblichkeitsintensité-
ten nach MRBG

die Spannweite des Binomialbaumes und korrespondiert zur Mean-Reversion Ge-
schwindigkeit des stetigen Prozesses. Sterblichkeitswahrscheinlichkeiten werden in
der Praxis jahrlich berechnet. Demzufolge sei die Schrittweite h = 1. Nach Wetzel
[2011] und Milevsky und Promislow [2001] werden folgende Parameter festgelegt:

Yo=0, by =05, h=1

Im néchsten Schritt werden die diskreten Sterblichkeitsintensitédten bestimmt. Fiir
diese wird ein Startwert fiir eine festgelegte Kohorte ausgewéhlt. In diesem Bei-
spiel wird eine 31-jahrige Person betrachtet. Demnach kann aus der aktuell giilti-
gen Sterbetafel die einjihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit herangezogen werden,
sodass als Startwert fiir den Prozess pu(t,31) der Wert 1(0,31) = —Inp(0, 31) vor-
liegt. Die Volatilitit o™ ist konstant fiir alle Laufzeiten und wird nach Wetzel
[2011] und Milevsky und Promislow [2001] als

(0, ) = 0.015, ¢ =0.1, g = 0.04

festgelegt. Sowohl die Volatilitat als auch der Driftparameter g werden in diesem
Modell sehr vorsichtig angesetzt, da die Sterblichkeitsintensitdt nur ein geringes
Wachstum und im Allgemeinen sehr kleine Werte aufweist. Diese Voraussetzungen
garantieren vorsichtige Sterblichkeitswerte fiir die anschlielende Berechnung.

Die Baumapproximationen fiir Y; und pu(t, ) resultieren in den Binomialbdumen

aus Abbildung 4.7. Durch Anwendung von Formel (4.2) auf das Baummodell der
Sterblichkeitsintensititen kann das Baummodell der Uberlebenswahrscheinlichkei-
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Abbildung 4.8: Uberlebenswahrscheinlichkeiten im Baummodell nach MRBG

ten bestimmt werden durch
Di;j = exp{—,ui;j} Vi = T(), e 7TN—1; j = 0, e ,N -1

Abbildung 4.8 stellt die berechneten Uberlebenswahrscheinlichkeiten im Binomi-
albaum dar. Fiir eine gegebene Uberlebenswahrscheinlichkeit K% = 0.95 kénnen
Preise fiir Caplets und Caps, basierend auf dem vorliegenden Uberlebenswahi-
scheinlichkeiten aus dem MRBG-Binomialbaum py.;, mit 0 <k < N—-1, 0 <5 <k
berechnet werden. Die Auszahlungsfunktion eines Caplets, basierend auf Sterblich-
keiten, lautet

Z<k7j7 Kx) = (pk‘;j - [(:]0)+

Die einzelnen Auszahlungsfunktionen werden in Abbildung 4.9 dargestellt. Die
Ein-Schritt-Riickwértsrekursion fiir die Bepreisung des Caplets auf Sterblichkeiten
lautet

Vk=0,....N—1 j=0,...,k

Die Auszahlungsfunktionen werden zudem mit den, im MRBG-Baummodell vorge-
stellten, Eintrittswahrscheinlichkeiten gewichtet.

Schlieflich konnen die folgenden Caplet- und Cappreise aus Tabelle 4.1 bestimmt
werden.
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Abbildung 4.9: Auszahlungsfunktionen zu Uberlebenswahrscheinlichkeiten im
Baummodell nach MRBG

Laufzeit Capletpreise zu t =0 Cappreise zu t =0
T; CplMEBG (0, K* = (.95) CapMBEBG(0, K* = 0.95)
1 0.0496 0.0496
2 0.0495 0.0991
3 0.0495 0.1486
4 0.0494 0.1980
5 0.0493 0.2473
6 0.0490 0.2963
7 0.0488 0.3451
8 0.0488 0.3940
9 0.0480 0.4420

Tabelle 4.1: Caplet- und Cappreise nach MRBG

Die ermittelten Uberlebenswahrscheinlichkeiten weisen nur geringfiigige und sehr
niedrige Anderungen fiir den betrachteten Zeitraum von ca. 10 Jahren auf. Aus
diesem Grund ist der Verlauf der Capletpreise aus Tabelle 4.1 sehr monoton und
fallend, was aber charakteristisch fiir Uberlebensraten ist. Durch Summation der
Capletpreise werden die ebenfalls angefithrten Cappreise ermittelt. Basierend auf
den beschriebenen Eigenschaften der Capletpreise, wachsen die Cappreise mono-
ton.
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4.6 Marktmodelle fiir Sterblichkeiten

Bei der Sterblichkeitsmodellierung gibt es analog zur Zinsstrukturmodellierung
ebenfalls Ansétze fiir Marktmodelle. David Blake, Andrew Cairns und Kevin Dowd
beschiiftigen sich in den Arbeiten Blake ua. [2006] und Cairns [2004] mit der
Modellierung von Marktmodellen fiir Sterblichkeiten und fiithren zu diesem Zweck
eine neue Bezugsgrofle ein, die als Grundlage fiir diese Modelle dient.

4.7 Das Survivor Credit Offered
Rate (SCOR)-Marktmodell

Um ein geeignetes Marktmodell fiir die Modellierung von Sterblichkeitswahrschein-
lichkeiten zu konstruieren, ist es notig, eine neue Bezugsgrofle einzufiihren, die re-
préasentativ fiir die Sterblichkeitsentwicklung ist. Die neue Grofle wird als Survivor
Credit (Guthaben im Erlebensfall) bezeichnet und ist ein Martingal unter dem
dazugehorigen Forward-Maf.

Nach Blake ua. [2006] wird im folgenden Abschnitt die Survivor Credit (SC) kon-
struiert. Dazu sei folgendes Vertragsmodell einer Lebensversicherung gegeben:

e Zum Zeitpunkt ¢ sind N (¢, x) identische Versicherungsnehmer am Leben. Unter
dem risikoneutralen Maf§ QQ gilt

EC[N(t +1,2)|M,] = N(t,z)p%(t, t + 1, ).

e Der Versicherungsnehmer i € N(¢ — 1, z) hat unmittelbar vor dem Stichtag t ein
Kapital F;(t).

e Zum Zeitpunkt ¢ erhoht sich das Kapital des Versicherungsnehmer (VN) um den
Betrag Pi(t).

e Das Versicherungsunternehmen (VU) verpflichtet sich dem VN zum darauffolgen-
den Stichtag ¢ + 1 den Kapitalertrag s(¢,t + 1, ) gutzuschreiben, falls der VN
noch lebt. Andernfalls endet der Vertrag und das Kapital wird dem VU zugeteilt.

Falls der VN zum Zeitpunkt t+1 lebt, steht ihm der Betrag F;(t) — P;(t) zu. Fiir die-
ses Kapital muss unmittelbar vor dem néchsten Stichtag des Versicherungsjahres
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t + 1 gelten
F(t+1)7)=[Ft) - B®)](1+s(t,t+1,1))

mit dem Kapital F;(¢7), das dem i-ten VN unmittelbar vor dem Stichtag t zu-
steht im Erlebensfall. Unter dem risikoneutralen Mafi QQ muss die Auszahlung zum
Zeitpunkt (¢ + 1)~ dem der Auszahlung F(t7) — Pi(¢) entsprechen. Demzufolge
gilt

o _C@)

—C(t+ 1)I(t+ D(1+ s(t, t+ 1,x))‘Dt,](t) = 1] — 1.

Die Indikatorfunktion /(¢) kann nach Formel (4.3) in Abhéngigkeit des Survivor
Index angegeben werden als

S(t+1,x)

1+ = =g

Aufgrund der Martingaleigenschaft des Survivor Credit gilt

pof C) St+1.a)
Clt+1) Stz

Dbﬂﬂ:1y1+dtﬁ+L@):L

Daraus folgt nach Formel (4.4) die Darstellung

B(t,t+1,z)

— 1+s(t,t+1,2)) =1,
Blit.7) (1 + s( )

die zu eine expliziten Formeln fiir s(¢,¢ + 1, z) fithrt mit

St = (,t,a:? B(t,t+1,2)

B(t,t+1,)
(15) P(t,t)B(t,t,x) — P(t,t +1)B(t,t +1,z)
B P(t,t+1)B(t,t + 1,x)
46) 1 — P(t,t+ 1)p(t,t + 1, )
Pt + 1Pt +1,2)

(4.11)

Fiir p2(¢,t + 1,2) = 1 verschwinden die Sterblichkeitsterme in Formel (4.11) und
es bleibt der Ausdruck fiir den LIBOR Zinssatz aus Formel (3.25) zuriick mit der
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Darstellung

1—P(t,t+1,x)
P(t,t+1,x)

L(t,t+1,x) =

Angesichts dieser Analogie zur LIBOR-Darstellung wurde fiir s(¢,¢ + 1, z) die Be-
zeichnung Survivor Credit Offered Rate (SCOR) festgelegt.

Definition 4.2 Survivor Credit Offered Rate (SCOR)

Die Survivor Credit Offered Rate (SCOR) s(t,t + 1,x) wird vertraglich zwischen
dem VU und dem VN wvereinbart und ist eine Zinsrate, die im FErlebensfall des
Versicherungsnehmers zum Stichtag t + 1 zuziiglich zu einer Geldeinheit vom VU
an den VN bezahlt wird.

Analog zur Definition (3.3) kann eine Forward SCOR Rate definiert werden.

Definition 4.3 Forward Survivor Credit Offered Rate (SCOR):

FEin Forward SCOR wird durch einen zum Zeitpunkt t zwischen VU und VN fiir
das Intervall t < T;,_1 < T; vereinbarten Vertrag festgelegt. Dieser Vertrag setzt
voraus, dass zum Zeitpunkt t keine Zahlungen erfolgen. Zum darauffolgenden Zeit-
punkt T;_1 zahlt der VN eine Geldeinheit an den Vertragspartner und erhdlt diese
zuziiglich SCOR Zinsen zum Zeitpunkt T zuriick unter der Voraussetzung, dass der
VN noch lebt. Die im Vertrag festgelegte Zinsrate S(t;T;_1,T;,x) heiffit Forward-
Survivor Credit Offered Rate (SCOR).

Fiir die Forward SCOR-Rate gilt die Darstellung

B(t,T,_1,2) — B(t,T;
Si(t) = S(, Ty, Ty ) = 2T g(?T x)“’ ba), (4.12)

Die Darstellung von S(¢,7;_1,T;,x) erfolgt (analog zum LIBOR) in Abhéngig-
keit von handelbaren Finanzgiitern B(t,Tj_1,z) — B(t, T;,x) und B(t, T}, z) fiir
t < T,_; <T;. Der Bonds B(t,ﬂ,:v) > 0 wird als Numeraire herangezogen und
induziert das Forward-Maf8 Q7:. Unter diesen Voraussetzungen ist S(t,T;_1, T}, x)
ein Martingal unter Q:. Fiir einen fixen Zeitpunkt ¢ = T;_; ist die Forward-SCOR
beschrankt, da gilt

B(E—l;n—lax) - B(E—bﬂax)
0<billia) = B(T)1,T;, )
i—1y L1,
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o 1— P(ﬂ,l,ﬂ)p(@<ﬂ,1,ﬂ,x)

< 00. 4.13
Py T T Thw) (413)
Bemerkung 4.1 Aus Formel (4.13) folgt
B(t,T,, t, T;,
0<~(’ 2) <1¢>0<p( ?) < 1. (4.14)
B(t,Ti_1,z) pe(t, Tioy, )

Somit kann S;(¢) unter einer Log-Normalverteilung in Form eines stochastischen
Prozesses mit der Dynamik

dSi(t) = S(t) [af(t)dZ;@Ti +oBaw @] = 5,¢t) &(t) AW,

und den Parametern

5:(t) = /(P (1) + (0F(£))? wnd dW¥; = dz&" +aw " (4.15)

2 3

modelliert werden. 0¥ (t) und o2 (t) sind deterministische Funktionen in ¢. Fiir die

Brownschen Bewegungen gilt
dZ@Ti 2 = dt, (dW Q%2 dt, dZQTidW % _ 0. 4.16
t t t t

Es resultiert die Darstellung

4.16)

(ASi(1)* = S2() 3:(6)* (W) "= S2 (1) .(0)* . (4.17)
Durch Anwendung der It6-Formel fiir g(S;(t),t) = In S;(t) resultiert

2 08,(1)?
0 Ge) W — 5 () .

(dS;(t))?

Durch Integration iiber das Intervall [0, T folgt

Si(T) = Si(0) exp { /0 Lo, — % /0 ' @(t)?dt} | (4.18)
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Fiir die Verteilung von S;(u) gilt im Intervall t <u <T; y < T;
E"[S;(u)|Dy] = Si(t),

T;
Var®” (In (1) D;) = / 5.(s)ds.
t

Unter diesen Verteilungseigenschaften kann, analog zum LIBOR-Marktmodell, im
SCOR-Modell die Preisfunktion eines Caplets zum Zeitpunkt 7; mit Ausiibungspreis
K nach Formel (3.10) bestimmt werden als

EY[(S(T) — K)*] = S:(0)®(ch) — K®(dy)

In %9 4 05 5,(t) VT

i ol . dy=dy — VT 5,(t).

mit d1 =

4.8 Baumapproximation des SCOR-Marktmodells

In diesem Abschnitt wird eine Baumapproximation fiir das vorgestellte SCOR-
Marktmodell konstruiert. Um eine geeignete Baumapproximation fiir das SCOR-
Modell zu finden, wird die Annahme konstanter Verzinsung zu einem Zinssatz r
fir jeder Intervall [¢, ¢ + 1], getroffen. Demzufolge gilt

C(t) ert

Clt+1) er@+D

—e (4.19)

Fiir das Intervall (¢,¢ + 1) gilt fiir die Darstellung der SCOR-Rate unter dem risi-
koneutralen Mafl Q

B [e T I(t+1)(1+ s(t,t + 1,x))(Mt, I =1] =1

Fiir die Indikatorfunktion

S(t+1,x)

141 = =g

und aufgrund der Martingaleigenschaft des Survivor Credit gilt

S(t+1,x)

EQ{ Stt.0)

My, I(t) = 1] (1+s(t,t+1,2)) =1
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Daraus folgt nach Formel (4.4) die Darstellung

Bt t+1,x2)
e —_—

1 tt+1 =1
B(t,t,x) (st t+1,2)) ’

die zu eine expliziten Formeln fiir die SCOR s(t,t + 1, x) fithrt mit

e"B(t,t,x) — B(t,t + 1,x)
B(t,t+1,2)
(6) 1 —e Pt t +1,2)

s(t,t+1,2) =

4.20
e p(t,t + 1, x) (420)
Fiir die Forward-SCOR-Rate gilt fir t <T; 1 < T}
1—e™ Q t E— 7ﬂ7
Si(t) = S(t, Ty, Toyo) =~ 2 (T 1o 7) (4.21)

e_rp(@(ta E—17 ﬂ? I)

Die SCOR-Rate aus Formel (4.21) entspricht der Darstellung einer LIBOR-Zinsrate,
wobei die NKA multipliziert wird mit einem konstanten Faktor. Aus Formel (4.14)
folgt die Eigenschaft p@(t, T;_,z) < p¥(t,T;, z). Die SCOR-Rate ist somit positiv
und ein Martingal unter Q. Unter diesen Voraussetzungen kann die Forward-
SCOR-Rate dargestellt werden als

dS;(t) = S;(t)o B (t)daw,2. (4.22)

Fiir die Herleitung der Darstellung unter einem allgemeinen Q”~ sei nach Formel
(4.21) die Forward-SCOR gegeben durch

B(t,ﬂ,l,ﬂl)
Si(t) = e 2 L) g
(t)=e B(t,T;, x)
wobei
B(t;ﬂflax) Q — 1
PO Sn ) 0T T = e
B(t77'11’x) p ( ’ 1 ZL’) € 1 +Sz(t)

Fiir die mehrjiahrige Forward-Uberlebensrate gilt

B(t,T;, x) 0

rr T N i T‘zaT )

B(t,Tk,l') b ( ’ F l‘)
o pQ(t,Ti,TiHaiU) pQ<t7T’iaﬂ+27$) pQ<th’l7Tk7x)

B pQ(taiFlaj—‘Z?x) pQ(tT’iaE—‘rl?x)”.pQ(taj—‘th—lax)
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k—1

. 1
_ —r(k—i-1)
=€ —_—.
H 14 5;(t)

j=i

Analog zum LIBOR-Marktmodell wird die allgemeine Darstellung der diskreten
Zinsraten Si(t) im SCOR-Marktmodell hergeleitet.

Definition 4.4 Dynamik der Si(t) unter dem T;-Forward Measure
Unter der Annahme lognormalverteilter Sterblichkeitsraten resultiert folgende all-

gemeine Darstellung fir die Dynamik der diskreten Zinsraten Si(t) unter dem
T;-Forward Measure (QT) fir die Fdille i < k,i = k,i > k:

. dSk(t) i Sj(t) T
k.t <T;: = t E ————0,;(t dt t)d
1< V= Sk(t) Uk( )ji+1 1 + Sj<t)o-j( )pkd + Uk( ) Wt
= T, 4 =
2 k,t N A | Sk(t) O'k(t)th
P>kt <Tyq: d5i(t) = —oy(t) g Sj—(t)a-(t) dt + oy (t)dW, "

Die Darstellung der Zinsraten unter einem gemeinsamen Maf} erfolgt mit Hilfe des
Terminal Measure (Q7~) beziiglich des Numeraires B(t, Ty, x).

Definition 4.5 Dynamik der Si(t) unter dem Terminal Measure
Unter dem Terminal Measure (Q™~ ) gilt fir die diskreten Zinsraten Si(t) die Dy-
namik

dSi(t) = Sk(0)or(t) Y %aj(t)dt+ak(t)Sk(t)thQTN. (4.23)

Das SCOR-Modell entspricht in dieser Form dem LIBOR-Marktmodell und kann auf
die die gleiche Weise diskret approximiert werden. Unter der Annahme vorhandener
Markte fiir Bonds und Zinscaps auf Sterblichkeiten wird die Volatilitdt im SCOR-
Modell wie im LIBOR-Marktmodell an implizite Caplet-Volatilitaten kalibriert. Un-
ter der Annahme stiickweise konstanter Volatilititsfunktionen o := oZ(t) nach

Brigo und Mercurio [2006] ist die Losung der Differentialgleichung aus Formel
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(4.22)
S;i(t) = S;(0) exp {—@t + UZBWtQTi} :

Analog zur LIBOR-Rate kann der Algorithmus von Xiao [2011] zur Modellierung
der Sterblichkeitsentwicklung herangezogen werden. Daraus resultiert die Losungs-
formel

B2 B2
Si(t) = S;(0) exp {—%t + O'Z»BWt} = 5;(0) exp {%t + O'Z»BY;} .
Unter dem Terminal Measure (Q7~) lautet die Darstellung
(7-2 T
S;(t) = S;(0) exp {ui(t) + ?’t + 0,2 }
Nach dem Algorithmus von Xiao [2011] kann die Dynamik von S;(t) durch die

Diskretisierung der Brownschen Bewegung approximiert werden. Sei y;.; der j-te
Knoten zum Zeitpunkt & € {7y, ..., Ty }. Dann gilt fiir die diskrete SCOR-Rate

O.B 2
Sk(k; Yr) = Sk(0) exp {Mk(k‘; Yrij) + ( g) k+ a,’fyk;j} (4.24)
und einen (T,x)-Bonds
Pk, Ty yp.;) = 425
yk] U k ykj> ( )

Die Approximation des Driftterms erfolgt mithilfe des Frozen Drifts.

Frozen Drift (FD):

S;(0
/ Z 1—|—S U] odt ~ Z H—éz)ajoit (4.26)

=i+1 =i+1

Basierend auf der Normalverteilung, kénnen die Ubergangswahrscheinlichkeiten
zwischen zwel Zustanden im Baum mithilfe der Dichtefunktion der Normalvertei-
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lung angegeben werden:

1 (yrj — Y + orT — Utt)2 }
atiyp:, T) = ———exp { — 2 ’
p(yt7 Yr;j ) 27T(T — t) p { 2<T _ t)

4.8.1 Beispielrechnung

An dieser Stelle wird das in Kapitel 4.8 vorgestellte SCOR-Marktmodell anhand
des Algorithmus von Xiao [2011] approximiert. Die Forward Rates S;(0) kénnen
mittels Formel (4.21) extrahiert werden. Zu diesem Zweck werden diskrete Uber-
lebenswahrscheinlichkeiten aus verdffentlichten Sterbetafeln als Modellparameter
fiir p@(0,T;_y, T;, z) herangezogen. In diesem Beispiel wird die AVO 2005 Unisex
Rentensterbetafel fiir eine 80-jéhrige Person betrachtet. Sterblichkeitswerte verlau-
fen im Allgemeinen monoton und sind daher schwach volatil. Aus diesem Grund
werden fiir die Berechnungen die Volatilitdten o(T;) aus Tabelle 4.2 herangezogen.
Zusétzlich wird ein fixer Zinssatz r = 0.01 festgesetzt, sodass der jahrliche Diskon-
tierungsfaktor e=%9 = 0.99005 resultiert. Die Parameter p@(0, T;_y, T;, ) und die
berechneten Forward Rates S;(0) sind ebenfalls in Tabelle 4.2 aufgelistet.

Laufzeit Daten Marktvolatilititen
T; p(0, T4, T3, 30) o(Ti)
1 0.968202 20%
2 0.963523 21%
3 0.958100 22%
4 0.951826 23%
5 0.944663 24%
6 0.936565 25%
7 0.927340 26%
8 0.916789 27%
9 0.905045 28%
10 0.891975 29%

Tabelle 4.2: Marktdaten fiir das SCOR-Modell
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Laufzeit Forward Rates Volatilitidten
Tz‘ Si(()) U;SCOR
1 0.043223 20.0%
2 0.048289 14.8%
3 0.054222 12.7%
4 0.061171 11.5%
5 0.069217 10.7%
6 0.078462 10.2%
7 0.089191 9.8%
8 0.101726 9.5%
9 0.116022 9.3%
10 0.132375 9.2%

Tabelle 4.3: Daten fiir das SCOR-Modell

In Abbildung 4.10 werden die SCOR-Forward Rates basierend auf dem diskreten
Baummodell nach Xiao [2011] fiir die Knotenmenge S = 5 und den Abstand

p = 0.5 dargestellt.

0.04019 = = 0.04786 = = 0.05550

0.04441 = 0.05879

0.04322 0.04909 * 0.06228

0.06598

006351 = 0.06991

0.05995

Abbildung 4.10: SCOR-Forward Rates nach Xiao [2011]

In diesem Beispiel wird ein Ausiibungspreis K = 0.001 festgelegt um Preise fiir
Caplets und Caps zu berechnen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.4 und 4.5 ange-

fithrt.
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Laufzeit Capletpreise zu t =0
T; CplSOR(0, K = 0.001)  CplP(S;(0),0, K = 0.001)
1 0.042223 0.042222
2 0.047226 0.047289
3 0.053221 0.053222
4 0.060157 0.060171
5 0.068158 0.068218
6 0.077330 0.077462
7 0.087947 0.088191
8 0.100322 0.100726
9 0.114393 0.115022
10 0.130432 0.131375

Tabelle 4.4: Caplets fiir SCOR-Modell nach Xiao [2011]

Aufgrund der monotonen Forward Rates S;(0) und der niedrigen Volatilitdten stim-
men die Werte des SCOR-Marktmodells gut iiberein mit den Preisen nach den
Formeln von Black.

Laufzeit Cappreise zu t =0
T; Cap®“OR(0, K = 0.001)  Cap®(S;(0),0, K = 0.001)
1 0.043223 0.042223
2 0.090445 0.089511
3 0.143666 0.142733
4 0.203823 0.202904
5 0.271981 0.271122
6 0.349310 0.348584
7 0.437257 0.436775
8 0.537579 0.537501
9 0.651971 0.652523
10 0.782404 0.783898

Tabelle 4.5: Caps fiir SCOR-Modell nach Xiao [2011]

Basierend auf den Capletpreise, stimmen die Cappreise der beiden Methoden eben-
falls sehr gut iiberein.
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5 Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt werden Beispiele zur Anwendung diskreter Sterblichkeits- und
Zinsstrukturmodelle analysiert. Einfithrend werden die verwendeten Rechnungs-
grundlagen, basierend auf aktuellen Marktdaten, vorgestellt. Anhand dieser erfolgt
die Risikoanalyse eines gegebenen Versicherungsbestandes in Form des bereits vor-
gestellten Vorhersage- und Zinsrisikos. Abschliefend wird eine neue Datenstruktur
eingefiihrt, anhand derer Abhéngigkeitsstrukturen zwischen zwei Binomialbdumen
modelliert werden kénnen. Dazu wird eine Uberschussbeteiligung konstruiert, um
die Bewertung von lebensversicherungstechnischen Optionen zu demonstrieren.

5.1 Rechnungsgrundlagen

5.1.1 Sterblichkeitsmodell

Das Sterblichkeitsmodell basiert auf dem bereits vorgestellten MRBG-Baummodell.
Demnach wird ein diskreter Ornstein-Uhlenbeck-Prozess fiir die Modellierung der
Sterblichkeitsintensitét herangezogen (vgl. Abschnitt 4.4). Fiir die weiterfithren-
den Berechnungen werden die Parameter aus Nelson und Ramaswany [1990] fiir
die Modellierung der Sterblichkeitsentwicklung festgelegt. Demnach gelten fiir die
Parameter z, (0, 2),c) und g die Werte aus Tabelle 5.1. Die Anfangsbedingung
der Sterblichkeitsintensitéten resultiert aus der Uberlebenswahrscheinlichkeit eines
30-Jihrigen nach der AVO 2005 R Unisex (vgl. AVO [2012]). Demnach gilt

11(0,30) = In(ps) = — In(0.99961) = 0.0004
14(0,70) = In(pro) = — In(0.98985) = 0.0102.

Daraus resultieren folgende Sterblichkeitsentwicklungen anhand eines Baummo-
dells:
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Parameter fiir MRBG-Baummodell

Ornstein-Uhlenbeck-Prozess Sterblichkeitsintensititen
by Yy, T w0,2) g oW
0.5 0 30 Jahre In(ps) 0.04 0.1
0.5 0 70 Jahre In(pz) 0.1 0.2

Tabelle 5.1: Parameter fiir Sterblichkeitsmodell

0.99847
0.99927
/ \
0.99948 0.99931
_— —_ _—
0.99955 0.99951
0.99961 0.99957 0.99954
—_ _— —_ _—
0.99963 0.99960
0.99965 0.99962
—_ _—
0.99967
0.99969
T() T1 TQ TS T4

Abbildung 5.1: Uberlebenswahrscheinlichkeiten nach MRBG fiir eine 30-jdhrige
Person
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log(px)

172 Pfade

Laufzeit

Abbildung 5.3: Grafische Darstellung aller Pfade des MRBG-Baummodells anhand
logarithmierter Sterblichkeitswerte
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Abbildung 5.2: Uberlebenswahrscheinlichkeiten nach MRBG fiir eine 70-jdhrige
Person
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5.1.2 Zinsstrukturmodell

Die Dynamik der Kapitalmarktentwicklung wird in den Anwendungsbeispielen an-
hand des vorgestellten BDT-Zinsstrukturmodells konstruiert. Dabei werden loga-
rithmierte Short Rates modelliert, die zur anschliefenden Beispielrechnung heran-
gezogen werden.

Fiir die Konstruktion des Zinsstrukturmodells werden aktuelle Marktdaten aus der
Long-term guarantees assessment Auswirkungsstudie (vgl. EIOPA [2013]) heran-
gezogen.

Zinsraten laut Auswirkungsstudie zum 31.12.2011 in %

t Zins t Zins t Zins t Zins t Zins
1 0.67 11 3.18 21 3.68 31 3.86 41  3.95
2 1.09 12 3.27 22 3.70 32 3.87 42 3.95
3 1.50 13 3.34 23 3.73 33 3.88 43  3.96
4 1.87 14  3.40 24  3.75 34 3.89 44  3.97
5 2.18 15 3.46 25 3.77 35 3.90 45 3.97
6 2.43 16 3.50 26 3.78 36 3.91 46 3.98
7 2.64 17 3.55 27 3.80 37 3.92 47  3.98
8 2.82 18 3.59 28 3.82 38 3.93 48 3.99
9 2.96 19 3.62 29 3.83 39 3.94 49 3.99
10 3.08 20 3.65 30 3.84 40 3.95 50 4.00

Tabelle 5.2: Zinsstruktur fiir Beispielrechnung nach EIOPA [2013]

Es werden folgende Volatilitdten herangezogen:

Volatilitdten zum 31.12.2011 in %

Jahre 1 2 3 4 5
Volatilitat 55.75 66.88 84.87 85.10 88.62
Jahre 6 7 8 9 10
Volatilitat 91.75 84.66 82.76 79.39 75.34
Jahre 12 15 20 25 30
Volatilitat 72.85 66.53 59.98 58.34 59.06

Tabelle 5.3: Volatilitatsstruktur fiir Beispielrechnung nach EIOPA [2013]

Nach dem BDT-Modell kann folgender Zinsstrukturbaum aufgespannt werden.
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Zinsrate

Laufzeit
Ffade

Abbildung 5.5: Grafische Darstellung aller Pfade des simulierten BDT-
Baummodells
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Abbildung 5.4: Zinsstruktur nach BDT-Baummodell fiir Berechnungen zu
Beispielbestand

Ausgehend von den vorgestellten Methoden zur diskreten Modellierung der stocha-
stischen Sterblichkeitsdynamik und Zinsstrukturdynamik liegen die nétigen Werte
in Form von Binomialbdumen vor.
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5.2 Zinsanderungs- und Vorhersagerisiko

Fiir Versicherungsunternehmen ist es von Bedeutung, zugrundeliegende Risikoquel-
len in Versicherungsbestédnden zu quantifizieren und gegebenenfalls zu steuern. In
Parker [1997], Bruno ua. [1997] und Coppola ua. [2002] wird eine geeignete Me-
thode zur Quantifizierung des Vorhersage- und Zinsrisikos untersucht, die auf einer
Varianzzerlegung basiert. In diesem Abschnitt wird diese Methode analysiert und
anhand eines Beispielbestandes numerisch ausgewertet und diskutiert (vgl. Wetzel
[2011]).

5.2.1 Risikomalle

Die beiden Risikokomponenten fiir die Sterblichkeit und die Zinsstruktur werden
anhand einer, fiir den vorhandenen Bestand repriasentativen Zielgrofie X bestimmt.
Fiir die Quantifizierung der beiden Risiken wird die Varianz der Zielgrofle zerlegt.

Satz 5.1 Varianzzerlegung (vgl. Wetzel [2011] Satz 2.1)

Sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) gegeben und F eine Filtration. Sei X €
A und quadratintegrierbar. Dann ist die bedingte Varianz von X unter F gegeben
als

Var(X|F) = E[(X — E[X|F)?. (5.1)
Es qilt der Zusammenhang

Var(X) = E[Var(X|F)] + Var(E[X|F)). (5.2)

Die Varianz der bekannten Zielgréfle X kann durch den Satz in die folgenden
Komponenten getrennt werden. Dabei reprasentiert F die Filtration basierend auf
der Kapitalmarktentwicklung.

Var(X) = E[Var(X|F)] + Var(E[X|F]) . (5.3)
Vorher;(;]erisiko Zinsiﬁmde?gngsrisiko
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Um eine bessere Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu erzielen, wird der quadrati-
sche Variationskoeffizient V(X) herangezogen. Dieser wird folgendermafien be-
stimmt:

_ Var(X)  E[Var(X|F)] + Var(E[X|F])

V)= = E[XP
_ E[Var(X|F)] = Var(E[X|F])
E[X]? E[X]?

Daraus resultieren relative Risikomafle fiir das Vorhersage- und Zinsrisiko mit

E[Var(X|F)] Var(E[X|F])
E[X]? E[X]?

relatives Vorhersagerisiko  relatives Zinsanderungsrisiko

V(X) = (5.4)

Nach Parker [1997], S.61, wird die Varianz bedingt auf die Kapitalmarktentwick-
lung zerlegt. Die Zerlegung in bedingte Erwartungswert- und Varianzterme be-
ziiglich der Sterblichkeitsentwicklung wére theoretisch auch méoglich, wird aber in
Parker [1997] und Wetzel [2011] nicht favorisiert. Der Grund lésst sich auf das
Grenzverhalten der durchschnittlichen Varianz Var(%), mit ¢ als Bestandsgrofe,
zuriickfithren. Bei kontinuierlichem Anstieg der Bestandsgrofie verschwindet das
Vorhersagerisiko zur Génze und das Zinsdnderungsrisiko bleibt konstant und ist
somit unabhéngig von c¢. Da es naheliegend scheint, dass das Zinsdnderungsrisiko
nicht von der Bestandsgrofie abhingt, wird die Bedingung auf die Kapitalmarkt-
entwicklung bevorzugt angewandt fiir die Risikoquantifizierung.

5.2.2 Beispielbestand

Als demonstratives Beispiel wird an dieser Stelle der Bestand aus Wetzel [2011],
S.79, betrachtet. Demzufolge umfasst der Bestand zwei verschiedene Vertragsty-
pen zu drei verschiedenen Laufzeiten. Es seien ein- bis dreijahrige Rentenversiche-
rungen und Risikoversicherungen vorhanden. Die folgende Tabelle beinhaltet die
Bezeichnungen und Beschreibungen der vorhandenen Vertrége.
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Bezeichnung Laufzeit Art des Vertrags

Rel 1 Jahr Rentenversicherung
Re2 2 Jahre Rentenversicherung
Re3 3 Jahre Rentenversicherung
RV1 1 Jahr Risikoversicherung
RV2 2 Jahre Risikoversicherung
RV3 3 Jahre Risikoversicherung

Tabelle 5.4: Beispielbestand

Die angefiihrten Versicherungsvertréage werden entsprechend ihrer Laufzeiten und
Leistungen zu sechs Vertragsgruppen zusammengefasst. Die Gruppen werden in
weiterer Folge als Modelpoints bezeichnet. Ein Modelpoint wird als einzelner Versi-
cherungsvertrag betrachtet, dem ein repriasentatives Referenzalter zugewiesen wird
und dessen Versicherungsleistung aus der Summation der einzelvertraglichen Ver-
sicherungssummen resultiert.

Sei ¢ der Index fiir den Vertragstyp mit der vorgegebenen Definitionsmenge
i € I ={Rel, Re2, Re3, RV1, RV2, RV3}, m=]|I|.
Folgende Notationen werden in diesem Abschnitt verwendet:

m : Festgelegte Anzahl an Gruppierungen, d.h. Modelpoints, von Versicherungs-
vertrdgen nach dhnlichen Vertragsdaten (Laufzeit, Leistungen usw.); fiir den
angefithrten Beispielbestand gilt m = 6

x; : Referenzalter fiir alle Vertridge, die in Modelpoint ¢ zusammengefasst sind;
a; : Versicherungssumme aller Einzelvertrige aus Modelpoint ¢ mit ¢ € [;

n; : einheitliche Laufzeit der Einzelvertrage aus Modelpoint i € I;

¢; : Anzahl der zusammengefassten Versicherungsvertriage in Modelpoint ¢ € [;
¢ : Grofle des Gesamtbestandes mit ¢ = > ¢;;

pi : Anteil der Vertrige aus Modelpoint i an Gesamtbestand mit p; = ¢;/c;
D(t) : Anzahl der Ablebenden in Modelpoint ¢ € I in Jahr ¢; binomialverteilt;
Si(t) : Anzahl der Uberlebenden in Modelpoint i € I in Jahr ¢; binomialverteilt;

Die folgende Tabelle veranschaulicht die Zusammensetzung des Beispielbestandes
mit den Versicherungssummen. Die Leistung a; der Rentenvertrége entspricht der
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jahrlichen Rentenleistung.

Modelpoints
Bezeichnung T n; a; G Di
Rel 70 3.000 100.000 10%

1
Re2 70 2 3.000 250.000 26%
Re3 70 3 3.000 300.000 31%
RV1 30 1 100.000 50.000 5%
RV2 30 2 100.000 80.000 8%
RV3 30 3 100.000 200.000 20%

Tabelle 5.5: Beispielbestand: Modelpoints

S O = W N | .

Fiir weitere Berechnungen wird die Menge der vorhandenen Modelpoints [ in zwei
disjunkte Mengen mit Erlebens- und Todesfallcharakter aufgesplittet:

Re = {Rel, Re2, Re3}, RV = {RV1, RV2, RV3}

Die Auszahlungsfunktion des Vertrages ¢ € I sei mit Aé-(t) bezeichnet fiir die Jahre
t=0,1,2und j =1,...,¢ ein Element aus Modelpoint i € . Es gilt

. . i Ay Pz
Vj=1,...,¢, 1€ Re: At) = (5.5)
! 07 (1 - tpx>
. . i Ay t—1|9x
Vji=1,...,¢, i€ RV : Ait) = (5.6)
’ 07 (1 - t71|q:c)-

Sei mit A(t) die Auszahlungsfunktion des gesamten Bestandes definiert. Es gilt

Z a; D H{t<nl} + Z a; S ]I{t<nz}

1€RV 1€ERe
= Z a; [ ]I{zeRV} + S*(t ( )H{iERe}} H{tgni}- (57)
el

Die Zufallsvariablen D'(¢) und S*(t) unterliegen einer Binomialverteilung fiir ¢ =
1,2,3. Es gilt somit

D'(t) ~ Binomial(D'(t — 1); 4_1/¢z) , i € RV, t =1,2,3 und (5.8)
S'(t) ~ Binomial(S*(t — 1); ¢p,) , i € Re, t =1,2,3 mit (5.9)
S0)=¢; ¥V i€ Re und D'(0)=¢; V i€ RV.
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Fiir weiterfithrende Berechnungen wird nach Wetzel [2011], S. 53, folgende Annah-
me getroffen.

Annahme 5.1
Die Sterblichkeits- und Zinsentwicklung verlaufen stochastisch unabhdngig vonein-
ander.

Sei mit R(t) der Diskontierungsfaktor fiir ¢ = 1,2, 3 gegeben. Der heutige Wert der
zukiinftigen Zahlungen sei mit PV bezeichnet. Dann gilt

Die zukiinftigen Zahlungen des gesamten Bestandes werden zusammengefasst iiber
alle zukiinftigen Zahlungszeitpunkte (vgl. Wetzel [2011], S.77)

- 1
PV = ;A(t)%

mit n = max{n; : i € {Rel, Re2, Re3, RV 1, RV2, RV 3}}. Es gilt

E[PV] = E [ g A(t)%} Annahmne 5.1 g E[A(t)|E {ﬁ} |

Fiir die Varianz der Zufallsgrofie PV gilt

n

Var(PV) = E[PV?] - E[PV]?* = E[ (Z A(t)%) ] —E[PV]?

=Y > E[A(t)A(t)]E {R(ltl) R(th)} — E[PV]?.

t1=1t2=1

Sei ‘H; die Filtration basierend auf der Kapitalmarktentwicklung.

Var(PV) = E[PV?] — E[PV]?

- (Z”TH =[S a0
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B> (1;[14;1)14@2)1%:[]%@1) i)
N ~EAG)EA)E R(ltl)}E[R(lh)D
_ ; ,:Z_:l (E[A(tl)A(tzﬂE[ i R(lml
~E{AUEIAIE | g s | + BAGELAG)E| s

= E[Var(PV\Ht)]

i Z Z ki fa)] Gov (R(ltl) 3(1152))

=1to=

= Var(IE[PV|7-[t])
= E[Var(PV|H;)] + Var(E[PV[H]).

In (1) wurden folgende Gleichungen verwendet:

Cov(A(t1), A(ts))E [R (1“) R(;J _

(E[A(h)A(tz)]—E[A(tl)]E[A(tQ)DE[ TG ]

E[A(t1)]E[A(t2)] Cov (Rél) R(lza)) -
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1 1 1 1
E[A(t)]E[A(t E —E E
B (2| 7 7 | | e B | )
Die Varianz von PV kann somit nach Satz 5.1 aufgesplittet werden in
Var(PV) = E[Var(PV|H,)] + Var(E[PV|H.]).

Daraus konnen die Risikomafe fiir das Vorhersage- und Zinsénderungsrisiko abge-
leitet werden nach Wetzel [2011], S.78. Das Vorhersagerisiko entspricht demnach

E[Var(PV|H,)] = Z Z Cov(A(t1), A(t2) E {%ﬁ]

t1=1t2=1

_ g Var(A(t))E {RQL@}

2y Y Cov(A(tl),A(tQ))E[ﬁ R(Z)}‘ (5.10)

t1=1to=t1+1

Das Zinsénderungsrisiko entspricht der Variabilitdt der auf die Kapitalentwicklung
bedingten Zufallsvariable PV mit

1 1
Var(E[PV[H,]) ZZE ()] Cov <R<t1>R<tz)>

t1=1t2=1

—ZE2 Var(Rit))
+2Z Z E[A (t2)] Cov <R(1751)R(1252))'

t1=1ta=t1+1

(5.11)

Fiir die numerische Auswertung der gesuchten Risiken ist die Bestimmung folgen-
der Groflen erforderlich:

E[A(t)], E[A%(#)], Var(A(t)), Cov(A(t)), A(t)) (5.12)

|2 Bl Bl ) O (mmm) G

Die Berechnung der Momente des Diskontierungsfaktors 1/R(t) werden nach der
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Methode von Black-Derman-Toy fiir Zinsstrukturmodelle in Kapitel 3.7 bestimmt.
Im Folgenden wird die Berechnung der Momente von A(t) und der, fiir den Be-
stand représentativen, Zufallsgrole PV néher betrachtet. Dafiir werden folgende
Annahmen getroffen:

(i) Die Zufallsvariablen A’(t) sind fiir alle i € I unabhéngig voneinander. Fiir
ein festes i € I gilt fiir alle j = 1,...,¢;, dass A%(t) identisch verteilt.

(i) A%(t) und 1/R(t) sind unabhéngig voneinander (vgl. Annahme 5.1).
(iii) Die Diskontierungsfaktoren 1/R(¢) sind nicht unabhéngig.

Da Versicherungsvertrige der m Modelpoints unabhéngig sind, gilt fiir die erwar-
teten Zahlungen

E[A(t)] = E[Z ciAi(t)} = GE[A(1)]

el i€l

= Z Ci t-119z Qill{r<n;y + Z Ci tPx Qill{t<n,}-
iERV i€Re

Das zweite Moment der Auszahlungsfunktion A(t) lautet

E[A2(t)] {(ZZA’ ) }

i€l j=1

—ﬂZZiZWﬂ}

iel kel j=1 i=1

Y Y S S E )

i€l kel j=1 l=1

_ZCZZZEAZ VAt +ZZCZZZEA1 )AF(t)

iel j=1 I=1 zelk€1]111
() Ci
=Y ") E[Ai(t)? +ZZZEAZ ) At
i€l j=1 i€l j=1 l 1

+ZZ§:ZEA’ )AF(2)

i€l kel j=1 |=1
k#i

= ST GBI 0]+ Y ciler — DELAL(1)A3(¢)

el el
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+ 3N GeEAL () AY ()

_ Z GE[A (£)2] + Z ci(cx — 1)E[A] ()] E[AL(¢)]
£33 GaBA B4,

Fiir die Varianz der allgemeinen Auszahlungsfunktion gilt

Var(A(t)) = Var (Z ciAi(t)> = Z ¢; Var (A'(t))
D S ¢ a? Var(Di(1) Tpeny + 3 6 a2 Var(S¥(8)) Tyzn,y

i€RV i€Re
= Z G af t—1|qx(1 — t-1|9z )H{tgm} + Z G @? tpx(l — tPx )]I{tgm}-
i€RV i€Re

In Schritt (2) wird die Voraussetzung der Unabhéngigkeit der Vertriage verschiede-
ner Modelpoints verwendet. Fiir zwei Zeitpunkte t1,t, = 1,2,3 mit ¢; < t, gilt

Cov (A(t1), At2)) = Y _ ¢ a} Cov (D'(t1), D'(t2)) Tgsp<n,y

i€ERV

+> cial Cov (S(th), 5 (t2) Litazn,-

i€Re

Nach Formel (5.8) sind im i-ten Modelpoint die Anzahl der Sterbenden D'(t)
multinomialverteilt fiir ¢ = 1,2, 3. Im ¢-ten Modelpoint ist die Kovarianz zwischen
der Anzahl der Sterbenden D*(t;) im Jahr ¢; und D'(¢y) im Jahr ¢, demzufolge

Cov(D'(ty), D'(t2)) = —c¢; t1-1]430 to—1]930-

Fiir die Anzahl der Uberlebenden S?(t,) im Jahr ¢; und S%(t,) im Jahr ¢, lautet
die Kovarianz

Cov(S'(11), 5'(t2)) = E| (S'(h) — B[S'(t1)]) (S'(t2) — E[S'(t2)]) |
- E[si(tl) si(tz)} _E[SU(t)]E[S  (£)].

Es gilt

E[Si(tl) si(tQ)} = E[E[Si(h)si(tz)]

S'(t)]
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= E[(Si(tl))Q t2—1D70 ] = E[(Si(tl))2] to—1P70+to
= [Var(Si(h)) +E[Si(t1)]2] t2—1P70

Fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeiten gilt der Zusammenhang

ta—1P70 = P70 " " " Pr0+ta—1 * P70+to- (5.14)
Die Uberlebenswahrscheinlichkeiten sind im ersten Jahr bekannt und es gilt
Cov(A(1),A(t)) =0 ,t=2,3.
Demnach gilt folgende Kovarianz fiir den Rentenbestand

Cov(5'(2), §'(3)) = [ Var(5'(2)) + EIS' )] pr2 — E[S'(2)JE[S'(3)

2} D2

= [Ci pro pri(1 — pro pr1) + (¢ pro pr1)
— C; Pro Pr1 G Pro P71 Pr2
= ¢; P70 P71 P72 [(1 — DPro Pr1) + ¢ Pro Pr1 — G Pro P71]

= ¢; pro pr1 Pr2 (1 — pro pr1)

5.2.3 Ergebnisse und Sensitivitatsanalyse

Aus allen durchgefithrten Berechnungen resultieren folgende Ergebnisse: Die ver-
wendeten Rechnungsgrundlagen sind in Tabelle 5.6 angefiihrt. Die beiden Tabellen
5.7 und 5.9 beinhalten die nétigen Terme, die zur Berechnung des Vorhersage- und
Zinsénderungsrisikos notig sind. Die letzteren sind in Tabelle 5.10 enthalten.

Mithilfe der Binomialapproximationen aus Kapitel 3.7 und 4.4 wurden die Rech-
nungsgrundlagen ermittelt.
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Rechnungsgrundlagen
t=1 t=2 t=3
Re P70 0.98985 0.97854 0.96619
D70+t 0.98985 0.98857 0.98738
11930 0.00039 0.00041 0.00043
q30-+ 0.00039 0.00041 0.00043

Tabelle 5.6: Rechnungsgrundlagen fiir Beispielbestand

RV

Zur Quantifizierung des Vorhersage- und Investmentrisikos wurden die in (5.12)
und (5.13) angefiihrten Terme berechnet:

T; E[A(T:)] E[A*(T;)] Var(A(T;))
0  1.9431-10° 3.7758- 107 0
1 1.6261-10°  2.6440-10"  1.2010- 10"

2 8.7809 - 108 7.7104 - 107 8.8393 - 10
Tabelle 5.7: Ergebnisse zu Cash Flow fiir Beispielbestand

1 1 1
L E [M_Ti)} E [—R%Ti)} Var <_R<Ti> )
0 097771 0.95502 0
1 095126 090491  1.5630-10°5
2 092157  0.84938  8.7099-10°°

Tabelle 5.8: Ergebnisse zur Diskontierung fiir Beispielbestand

Fiir verschiedenen Zeitpunkte T; und T}, fiir ¢, k = 0, 1, 2 wurden folgende Resultate

ermittelt.

LTy Cov(AT), AT))  Cov (ah aiy)

0,1 0
0,2 0 0
1,2 9.0769 - 101 1.1569 - 10~*

Tabelle 5.9: Kovarianzen fiir Beispielbestand
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Ausgehend von Formel (5.10) und Formel (5.11) kann schlielich das Vorhersage-
risiko sowie das Zinsdnderungsrisiko angefiihrt werden.

Zinsidnderungsrisiko Vorhersagerisiko
absolut 2.9000 - 104 3.4292 - 1012
relativ 1.6011-107° 1.8933 - 1077

Tabelle 5.10: Beispielbestand: Vorhersage- und Zinsdnderungsrisiko

Es ist moglich, das Vorhersage- und Zinsénderungsrisiko durch Bestandsmodifi-
kationen zu beeinflussen. Dieser Effekt wird anhand der folgenden vier Szenarien
analysiert.

Szenario 1: Im Beispielbestand werden Versicherungsvertrédge mit Erlebenscha-
rakter, das bedeutet Rentenversicherungen, verdoppelt:

c1 = 200.000, co = 500.000, ¢c3=600.000

Szenario 2: Im Beispielbestand werden Versicherungsvertrage mit Erlebenscha-
rakter, das bedeutet Rentenversicherungen, halbiert:

c1 = 50.000, ¢ =125.000, ¢z = 150.000

Szenario 3: Im Beispielbestand werden Versicherungsvertrage mit Erlebenscha-
rakter, das bedeutet Rentenversicherungen, verdoppelt und jene mit Todes-
fallcharakter, die Risikoversicherungen, halbiert:

¢ = 200.000, ¢ = 500.000, ¢35 = 600.000
cy = 25.000, ¢5 =40.000, ¢ = 100.000

Szenario 4: Im Beispielbestand werden Versicherungsvertrage mit Erlebenscha-
rakter, das bedeutet Rentenversicherungen, halbiert und jene mit Todesfall-
charakter, die Risikoversicherungen, verdoppelt:

c1 = 50.000, c¢o =125.000, c3 = 150.000
¢y = 100.000, ¢5 = 80.000, ¢ = 400.000
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Fiir die vier Szenarien resultieren die Risiken:

Zinsinderungsrisiko Vorhersagerisiko
Szenario 1
absolut 1.1501 - 10 3.6054 - 102
relativ 1.5992-107° 5.0134-1078
Diff in % —0.0012% —74%
Szenario 2
absolut 7.3744 - 1013 3.3411 - 10*
relativ 1.6048 - 107° 7.2709 - 1077
Diff in % +0.0023% +285%
Szenario 3
absolut 1.1452 - 10 1.9859 - 10*2
relativ 1.5983 - 107° 2.7620 - 1078
Diff in % —0.0017% —86%
Szenario 4
absolut 7.6265 - 103 6.5940 - 102
relativ 1.6121-107° 1.3939-10°°¢
Diff in % +0.0069% +637%
Tabelle 5.11: Beispielbestand: Vorhersage- und Zinsénderungsrisiko fiir Szenarien

1-4

Wihrend das Zinsénderungsrisiko fiir alle Szenarien relativ unverdndert bleibt, gibt
es beim Vorhersagerisiko deutliche Verdnderungen. Im dritten Szenario ist das Vor-
hersagerisiko am niedrigsten, was auf die Verdoppelung an Rentenversicherungen
und Reduktion der Risikoversicherungen zuriickzufiihren ist. Bei Szenario 1 ist ein
dhnlich positiver Effekt zu beobachten. Es kann festgestellt werden, dass eine Er-
hohung der Anzahl an Risikoversicherungen im Bestand deutliche negative Ande-
rungen des Vorhersagerisikos verursacht. Zusammenfassend wird festgehalten, dass
das Vorhersagerisiko in Versicherungsbesténden durch eine giinstige Bestandszu-
sammensetzung verkleinert werden kann. Diese Methode der Bestandsoptimierung
zur Steuerung des Vorhersagerisikos wird nach Wetzel [2011] als natiirliches Hed-
ging bezeichnet.
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5.3 Der Quadrinomialbaum

Die Bewertung von Lebensversicherungsvertrigen erfordert die gemeinsame An-
wendung beider Modelle in Form einer Kombination der beiden zugrundeliegenden
Binomialbdume. Zu diesem Zweck eignet sich ein Quadrinomialbaum. Daher wird
diese Datenstruktur im Folgenden ndher ercrtert.

Ausgehend von den zugrundeliegenden Binomialbdumen der Sterblichkeits- und
Zinsstruktur wird ein neuer gemeinsamer rekombinierbarer Baum erstellt. Die Kon-
struktion dieser Datenstruktur wird schrittweise eingefiihrt:

(i) Zu jedem Level werden alle moglichen Paarkombinationen (p;.;; 74,) gebildet.
Die zusammengesetzten Paare (p;.;; ry,) bilden einen Knoten im neuen Baum
aus Abbildung 5.6 und es gilt 1 = k.

(ii) Zwei Knoten (p;.;; k) und (piy1,5;76+14) werden durch eine Kante verbun-
den, wenn im urspriinglichen Binomialbaum p;.; mit p;y1.; und ryy mit 4
verbunden sind. Somit wird gewahrleistet, dass die Pfade des neuen Baumes
alle moglichen Entwicklungen, basierend auf den urspriinglichen Binomial-
béaumen zur Modellierung der Sterblichkeits- und Zinsdynamik, abdecken.

Aus dieser Konstruktion resultiert ein Quadrinomialbaum mit der grafischen Dar-
stellung in Abbildung (5.6) (vgl. Wetzel [2011], S. 75). Die folgende Definition fiithrt
wichtige Eigenschaften dieser Datenstruktur ein.

Definition 5.1 (Rekombinierbarer) Quadrinomialbaum
Ein voller rekombinierbarer Quadrinomialbaum hat folgende FEigenschaften:

e Der diskrete Zeitparameter t umfasst die Zeitpunkte Ty, ..., TxN. Jede Kante
aus A wird mit einer Wahrscheinlichkeit gewichtet.

o Zu jedem Zeitpunkt T; : 7 = 0,..., N gilt fir die Anzahl an Knoten K; =
(j+1).

e Von jedem Knoten (ausgenommen Endknoten zu Zeitpunkt Ty ) gehen vier
Kanten aus und es gibt 4¥~1 Pfade im Baum.

e Fir das Baummodell aus Definition 2.8, B = (K, A,Q,y,P,t), ist die Kar-
dinalitat von K bekannt mit |[KC| = Z;V:o K = (VH1)V-+2 2N+1)+1). Das
Baumwachstum verhdlt sich kubisch in N.
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D22; 722

D225 721

P22;T20

D215 722

P21;721

D215 720

D20; T22

P11:711
D115 710
Poos Too
P10 T11
P1o;T10
TO Tl

D205 721

D205 20

15

Abbildung 5.6: Quadrinomialbaum aus dem MRBG-Modell und BDT-Modell fiir

zwel Perioden

Dieser Baum gewéhrleistet die gemeinsame Anwendung zweier Binomialbdume,
indem alle moglichen Entwicklungen, die auf Basis der zugrundeliegenden Binomi-

alprozesse eintreten kénnen, abgebildet werden.

Durch die Summe aller moglichen Pfadentwicklungen kann die Nettoeinmalpraemie
einer Lebensversicherung bestimmt werden. Nach Wetzel [2011] gelten folgende
Formeln fiir die NEP einer Renten-, Risiko- und Term-Fix-Versicherung:

Term-Fix-Versicherung (TV):

aN-1 N-1

NEP(T)=VS-> P(1,) ][] 1

im0 Lt 7L
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Rentenversicherung (EV):

2N -1 2N -1 N-1
Di.J
NEP(E P(I, P( 0 1

- rmErnllds o

y=1 =0 v

Risikoversicherung (RV):

oN-1 oN-1 N-1 P t—1 P
NEPRV)=VS S P(I P(J ( by iy ) (5.17
Z ); ; 1+Tt1yg1+7.2[l/ )

Unter der Annahme unabhéngiger Sterblichkeits- und Zinsstrukturentwicklungen
(nach 4.1) ist die Modellierung anhand der zugrundeliegenden Binomialbdume aus-
reichend, da die Leistungen und die Diskontierungsfaktoren in jeder Auszahlungs-
funktion faktorisiert werden koénnen (vgl. Wetzel [2011], S.77).

In dieser Arbeit wird wird ein spezielles Anwendungsbeispiel zur Erfassung zukiinf-
tiger Gewinne analysiert, das die Modellierung anhand eines Quadrinomialbaumes
erfordert. Zu diesem Zweck wird im Folgenden das Gewinnsystem konstruiert.

5.3.1 Das Gewinnsystem anhand des Quadrinomialbaumes

Das zugrundeliegende Gewinnsystem setzt sich aus dem Sterblichkeits- und Zins-
gewinn zusammen. Die Vernachlissigung von Kosten verhindert die Entstehung
eines Kostengewinnes und es wird die zusétzliche Annahme getroffen, dass kein
sonstiger Gewinn lukriert wird. Demzufolge gibt es zwei Gewinnquellen in Form
des Deckungskapitals und der jahrlichen Risikoprdmien. Fiir die Berechnung der
Verlaufswerte eines Lebensversicherungsvertrages wird an Gerber [1986] verwiesen,
dem auch die Notationen aus diesem Kapitel folgen. Sei V' das Deckungskapital
und c¢; bezeichne die Leistung im Todesfall der versicherten Person zum Stichtag
des Versicherungsjahres k = Tp, ..., Tx. Mit v wird der jahrliche Diskontierungs-
faktor beziiglich eines festgelegten konstanten Rechnungszinssatzes ¢ bezeichnet.
Die jéhrliche Pramie wird mit II; bezeichnet und in die Spar- und Risikokompo-
nente zerlegt mit

M, =T + T Yk="T,,...,Tx. (5.18)
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Die Zufallsvariable K représentiere das Jahr, in dem der Tod der versicherten

Person eintritt, mit K € N. Fiir das Versicherungsunternehmen gilt nach Gerber
[1986], S. 64, die Verlustfunktion

0 K <k+1
ANe=<cv—GV+IL) K=k
k+1Vv—(kV+Hk) ,KZI{Z—Fl

0 K<k+1
(5.18)
=" -+ (g1 — V)oK =k
—IE K >k+1

Lebensversicherungsvertrige werden in den meisten Féllen fiir lange Laufzeiten ab-
geschlossen. Um die dauerhafte Erfiillbarkeit aller Verpflichtungen zu gewéhrleisten
werden die Rechnungsgrundlagen nach dem Vorsichtsprinzip bestimmt. Dies hat
zur Folge, dass die tatséchlich verzeichneten Rechnungsgrundlagen die urspriing-
lich festgelegten iibersteigen, da diese entweder veraltet sind oder zu konservativ
gewihlt wurden, was zu Uberschussbildungen fiihrt.

Sei nach Gerber [1986], S.67, mit ¢ der tatsdchlich erwirtschaftete Gewinn des
Unternehmens und mit ¢ der verwendete Rechenzins bezeichnet. Dann lautet der
technische Gewinn fiir das Jahr k mit &k =Ty, ..., Ty

a B (kV + Hk)(l + i/) — g1 LK =k
W A I+ =V K = k1

Fiir die umgeformte Schreibweise der Verzinsung mit 1 4+ = 1+ ¢+ ¢’ — ¢ lasst
sich der jahrliche Gewinn Gy, in zwei Komponenten unterteilen mit

- i i

Gk+1 = (kV + Hk)(z’ — Z) —Ak(l + Z)

~
Zinsgewinn Sterblichkeitsgewinn

Der Zinsgewinn im Jahr k& wird in weiterer Folge mit ZG und der Sterblichkeits-
gewinn mit SG bezeichnet.

Fiir das Anwendungsbeispiel wird die Kapitalentwicklung in Form eines Baummo-
dells nach BDT und die Sterblichkeitsentwicklung anhand des MRBG-Baummodells
modelliert. Das Versicherungsunternehmen legt zudem bei Vertragsabschluss einen
Prozentsatz « fest, in dessen Hohe der jéhrliche Gewinn an den Kunden ausge-
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schiittet wird. In diesem Sinne wird der jahrliche Gewinn im Anwendungsbeispiel
mit G* bezeichnet und lautet

G" =a-max(ZG + SG,0).

In weiterer Folge bezeichne 74, den tatsdchlich erwirtschafteten Zins des Unter-
nehmens nach der modellierten Kapitalanlageentwicklung aus dem zugrundelie-
genden Baummodell. Die jahrlichen Sterblichkeitsraten seien mit gj,; bezeichnet.
Der Zinsgewinn kann fiir jeden Zustand im Baum (k;[) mit k = Tp, ..., Ty_; und
1 =0,...,k festgelegt werden als

ZGry = (V + ) (rgg — 9).

Der Sterblichkeitsgewinn resultiert aus der Abweichung der eingetretenen Sterb-
lichkeitsraten bemessen an der Risikopramie

HkR = (k1 — k+1V) Qutk

und lautet fiir jeden Zustand des Baumes (k;j) mit k = Tp,...,Tv_1 und j =
1.k

SGrj = (k41 — k+1V) (Qk;j — Qutk)-

Fiir jeden Knoten des Quadrinomialbaumes lasst sich die Gewinnfunktion auswer-
ten als

Glt;j;l = Q- maX(ZGk;l + SGk;j, 0) (519)

Das anhand eines Quadrinomialbaumes konstruierte Gewinnsystem basiert auf
zwei Gewinnquellen: dem Deckungskapital zu Beginn jedes Versicherungsjahres
und der jéhrlichen Risikopramie. Fiir diese Gewinnquellen wird eine traditionelle
Gemischte Versicherung berechnet, die den aktuellen giiltigen Rechnungsgrundla-
gen am Markt entspricht. Demnach gilt fiir den Rechnungszinssatz nach aktueller
Hochstzinssatzverordnung (vgl. RIS [2012])

i =1.75%

und es wird die Sterbetafel AVO 2005 R unisex (vgl. AVO [2012]) herangezogen.
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’ SGaip =T, ZGan = 1.432 ‘

SGl;l =2 — —
ZG1;1 = 360 ’ SGap2 =17, ZG2;1 = —62 ‘
’ SG2;2 = 7, ZG2;0 = —454 ‘

SGl;l =2 — —
ZG1,0 = —673 ’ SGa1 =1, ZGa2 = 1.432 ‘

5Go.0 =0
ZGo,0 = —1.080

’ SGoa =1, ZGay = —62 ‘

SGI;O =—-1 — —
ZG1;1 =360 ’ SG2;1 =1, ZG2,0 = —454 ‘

’ SGao = —4, ZGayp = 1.432 ‘

SG1,0 = —1 - _ - _
Zon e a1 ’ SGaio = —4, ZGay = —62 ‘
’ SGa = —4, ZGlayo = —454 ‘
TO T1 T2

Abbildung 5.7: Gewinndarstellung anhand eines Quadrinomialbaumes fiir Tabelle
5.12

5.3.2 Beispielrechnungen zum Gewinnsystem

Fiir die Gewinnermittlung wird eine gemischte Versicherung fiir gegebene Laufzei-
ten n berechnet. Aufgrund der Komplexitéit der Datenstruktur wird die Moglich-
keit eines Riickkaufs fiir kurze Laufzeiten zu jedem Jahr und fiir ldngere Laufzeiten
zu jedem zweiten oder jedem dritten Jahr gewihrt. Darauf aufbauend wird ein
Gewinnsystem anhand des Quadrinomialbaumes konstruiert, sodass der Kunde zu
jedem moglichen Riickkaufszeitpunkt einen fixen Anteil o am Gewinn erhélt. Fiir
die Berechnung der gemischten Versicherung wird der Rechenzins i = 1.75% und
die aktuelle Sterbetafel AVO 2005 R Unisex (vgl. AVO [2012]) fiir eine 30-jéhrige
Person herangezogen. Als Versicherungssumme werden 100.000 Geldeinheiten an-
gesetzt.

Fiir den Fall eines moglichen Riickkaufs zu jedem dritten Jahr wird in folgender
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Tabelle der erwartete Gesamtgewinn fir v € {0.75,0.80,0.85,0.90,0.95,1} ange-
fiihrt.

Gewinnanteil Gesamtgewinn in GE

o n=2> n =10 n =15
0.75 634 9.375 60.434
0.80 677 10.000 64.469
0.85 720 10.625 68.498
0.90 762 11.250 72.527
0.95 804 11.874 76.556
1.00 846 12.500 80.585

% an VS 0.6 —0.8% 9.4 —12.5% 60.4 — 80.6%

Tabelle 5.12: Beispielrechnung zu Gewinnsystem

Der Gewinn wird dem Kunden zum festgelegten Anteil « jahrlich ausgeschiittet.
In Tabelle 5.12 wird der erwartete Gewinn des Versicherungsnehmers, abhéngig
von der Laufzeit, nach dem beschriebenen Gewinnsystem angefithrt. Die Gewinne
steigen mit zunehmender Laufzeit, was primér auf die Entwicklung der zugrunde-
liegenden Gewinnquellen zuriickzufiihren ist. Aufgrund der fest gewéhlten Zinsrate
i = 1.75% werden bestimmte Pfade ab einem gewissen Zeitpunkt dauerhaft grofier
als 7 sein und zu einem Zinsgewinn fithren. Die kalkulierten Sterblichkeiten werden
in der Praxis sehr vorsichtig angesetzt und sind fiir jedes Jahr anhand der verwen-
deten Rentensterbetafel vorgegeben. Auf den meisten Pfaden fithrt die simulierte
Sterblichkeitsentwicklung zu einem positiven Sterblichkeitsgewinn, was sich bei ei-
ner Laufzeit von n = 15 besonders deutlich widerspiegelt. Fiir die angefiihrten
Laufzeiten aus Tabelle 5.12 entstehen folgende Mdoglichkeiten an Pfadentwicklun-
gen:

Simulationen
Pfade n=>5 n =10 n=15
gn—1 256 262.144 268.435.456

Tabelle 5.13: Pfadentwicklung fiir Gewinnberechnung aus Tabelle 5.12

Fiir den Fall eines moglichen Riickkaufs zu jedem dritten Jahr wird in folgender
Tabelle der erwartete Gesamtgewinn fir o € {0.75,0.80,0.85,0.90,0.95,1} ange-
fiihrt.

113



5 Anwendungsbeispiele

Gewinnanteil Gesamtgewinn in GE

« n =18 n =27 n = 36
0.75 1.172 8.061 38.269
0.80 1.250 8.599 40.820
0.85 1.328 9.136 43.372
0.90 1.406 9.674 45.923
0.95 1.484 10.211 48.474
1.00 1.562 10.748 51.025

% an VS 1.2 — 1.6% 8.1 —10.8% 38.3 — 51.0%

Tabelle 5.14: Beispielrechnung zu Gewinnsystem

Zur Bestimmung des Gewinns werden die Gewinnquellen des aktuellen Jahres und
der vorhergehenden beiden Versicherungsjahre herangezogen.

Unter der Erweiterung, den Gewinn jedes dritte Jahr auszuschiitten, wird dem
VN weniger an Gewinn ausbezahlt, da im zugrundeliegenden Quadrinomialbaum
weniger Pfadentwicklungen simuliert werden. Diese Methode der Gewinnermitt-
lung ermoglicht folglich die Gewinnberechnung fiir lingere Laufzeiten anhand der
komplexen Datenstruktur des Quadrinomialbaumes, fithrt aber zu geringeren Aus-
schiittungen an den VN. Die Anzahl der nétigen Pfadsimulationen ist in folgender
Tabelle angefiihrt:

Simulationen
Pfade n =18 n =27 n =36
4n/3-1 1.024 65.536 4.194.304

Tabelle 5.15: Pfadentwicklung fiir Gewinnberechnung aus Tabelle 5.14
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Schlussfolgerung

In der européischen Versicherungsbranche gehort die Bewertung impliziter Optio-
nen in Lebensversicherungsvertrigen und die Berechnung von Best Estimates zu
den zentralen Themen unter Solvency II.

Im Rahmen dieser Masterarbeit wurden diskrete Baummodelle préasentiert, die zur
Bewertung der genannten Groflen herangezogen werden kénnen. Die vorgestellten
Methoden basieren auf theoretischen Modellen der modernen Finanzmathematik
und erméglichen eine anwendungsorientierte Umsetzung fiir diskrete Handelszeit-
punkte. Im Rahmen dieser Arbeit wurde aufgezeigt, dass die Modellierung der
Mortalitdtsentwicklung unter dem Framework der modernen Finanzmathematik
moglich ist. Dies offnet die Tiir zu bereits intensiv erforschten Gebieten der Fi-
nanzmathematik und erlaubt die Ubertragung theoretischer Resultate iiber Zins-
grofien auf ModellgroBen fiir Sterblichkeiten. Ein Kritikpunkt dieser Methoden ist
der fehlende Markt fiir Mortalitdtsprodukte. Erste Ansétze sind bereits vorhanden
in Form von Katastrophen- und Langlebigkeitsbonds oder Rentenversicherungen
als Swap-Rates (vgl. Blake ua. [2006]). Dennoch miissen auf dieser Ebene erst
attraktive Produkte eingefiihrt werden, die eine Marktentstehung férdern.

Die praktische Anwendung der vorgestellten Methoden wurde einfithrend anhand
der Bepreisung von Caps auf Zins- und Sterblichkeitsraten ercrtert. In weiterer
Folge wurde anhand eines vorgegebenen Versicherungsbestandes die Best Estimate
Berechnung basierend auf diskreten Baummodellen untersucht. In Bezug auf diese
Ergebnisse konnte gezeigt werden, dass durch eine geeignete Bestandszusammen-
setzung das Vorhersagerisiko fiir Versicherungsunternehmen vorteilhaft beeinflusst
werden kann. Die Bewertung impliziter Optionen wurde anhand eines Gewinn-
systems analysiert. Dabei ergab sich, dass vorhandene Abhéangigkeiten zwischen
Kapitalmarkt- und Sterblichkeitsdynamik ein komplexes Baummodell als neue
Datenstruktur bei der Umsetzung erfordert. Es konnte aufgezeigt werden, dass
komplexe Baummodelle programmiertechnische Grenzen bei Speicheraufwand und
Laufzeit erreichen.
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Insgesamt kann festgestellt werden, dass die Solvency Il-konforme Bewertung im-
pliziter Optionen und Best Estimates fiir versicherungstechnische Riickstellungen
in Lebensversicherungsvertriagen mit der Methode bekannter Baummodelle durch-
gefithrt werden kann, aber bei vorhandenen Abhéngigkeitsstrukturen zwischen
Zins- und Sterblichkeitsentwicklung betrédchtlich an Komplexitidt zunimmt.
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