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1 Einleitung

Seit Jahrhunderten kommt es immer wieder zu iiberhchten Preisen von Rohstoffen oder
Wertpapieren, die durch ihren tatsdchlichen Wert nicht mehr gerechtfertigt zu sein schei-
nen. Das wohl bekannteste Beispiel aus der Geschichte ist die holléndische Tulpenmanie in
den Jahren 1634-1638 (vgl. [3], [29]). Damals stiegen die Preise besonders seltener Tulpen-
zwiebeln teilweise um das Zwanzigfache an und entwickelten sich nach und nach zu reinen
Spekulationsobjekten. Man sparte die Tulpenzwiebeln auf, um sie spéter teurer zu verkaufen,
schloss auch Termingeschéfte ab, ohne die Absicht je eine Tulpe zu besitzen, sondern ledig-
lich um Profit zu machen. Als dann die erwarteten Preise nicht mehr erzielt wurden, brach
der Markt zusammen, und der Preis der Tulpen sank wieder. Die Tulpenmanie gilt als eine
der ersten wissenschaftlich gut dokumentierten Spekulationsblasen. Thr folgten unzéhlige,
wie zum Beispiel die US-amerikanische Immobilienblase, die um 2006 ihren Hohenpunkt
erreichte (vgl. [29]). Was eine Preisblase nun konkret ausmacht, ist in der Literatur jedoch
nicht eindeutig festgelegt. Eine den Modellen von Harrison und Kreps [9] sowie Chen und
Kohn [8] nahestehende Definition von Preisblasen stammt von Joseph E. Stiglitz [22]:

,1f the expectations of investors change in such a way that they believe they
will be able to sell an asset for a higher price in the future than they had been
expecting, then the current price of the asset will rise. [...] if the reason that the
price is high today is only because investors believe that the selling price will be
high tomorrow - when 'fundamental’ factors do not seem to justify such a price
- then a bubble exists.*

Zur mathematischen Charakterisierung von Preisblasen gibt es zwei unterschiedliche Klassen
von Modellen:

e Modelle, die Preisblasen quantitativ beschreiben, ohne ihre Entstehung zu erkléren.

e Modelle, die die Entstehung von Preisblasen durch einen Mechanismus, wie zum Bei-
spiel unterschiedliche Einschitzungen der Marktteilnehmer, erkléren.

Beispiele der ersten Klassen sind [4], [18]. In einem arbitragefreien standard Marktmodell
ist der Wertprozess S = (S¢)j<,<p eines Finanzguts beziiglich eines riskolosen Mafles ein
lokales Martingal. Ist S positiv, dann ist S stets ein Supermartingal, sodass

Sy —E(Sr|F) > 0.

Wenn diese Differenz echt positiv ist, so spricht man von einer Preisblase. Der Marktpreis
Sy ist dann echt grofler als der Fundamentalpreis E (S7|F;). Dieser Fall kann nur eintreten,
wenn S ein lokales Martingal und kein echtes Martingal ist.

Einen anderen Zugang bilden die in dieser Arbeit beschriebenen Modelle. Sie alle haben
gemeinsam, dass die Entstehung der Preisblase durch heterogene Markteinschétzungen be-
griindet wird. Von zentraler Bedeutung fiir diese Klasse von Modellen ist der Begriff des



1 Einleitung

Gleichgewichtspreises. Dabei handelt es sich um den Preis, zu dem der Nachfrager bereit
ist, genau jene Menge eines Finanzguts abzunehmen, die der Anbieter zu diesem Preis zu
verkaufen bereit ist (vgl. S.218ff in [23]). Ubersteigt ein Gleichgewichtspreis den Sachwert
eines Finanzguts, kann man von einer Preisblase sprechen.

In Kapitel 2 werden zwei einperiodige, diskrete Modelle behandelt, in denen Investoren
ihr Portfolio so zusammenstellen, dass sie ihren erwarteten Nutzen maximieren. Das Modell
von Lintner [11] bildet den Rahmen fiir ein vereinfachtes Modell, anhand dessen Scheinkman
und Xiong [27] die Entstehung iiberhohter Preise allein durch heterogene Markteinschéitzung
und das Vorhandensein von Leerverkaufsverboten erkléren. Ausgehend vom Lintner-Modell
beschreibt Jarrow [5], wie unter anderen Annahmen Heterogenitéit und Leerverkaufsbedin-
gungen nicht stets zu hoheren Preisen fithren miissen. Die Dynamik des Handelns wird in
diesen beiden Modellen jedoch nicht beriicksichtigt.

Die wichtigste Grundlage fiir die Erklarung der Entstehung von Preisblasen durch hetero-
gene Markteinschitzung bildet eine Arbeit von Harrison und Kreps [9] aus dem Jahr 1978,
mit der sich Kapitel 3 beschéftigt. Es handelt sich dabei um ein einfaches, diskretes Modell
mit nur einem risikobehafteten Finanzgut, das Dividenden auszahlt. Die Marktteilnehmer
werden in verschiedene Gruppen mit je unterschiedlichen Ansichten iiber die Verteilung
zukiinftiger Dividenden eingeteilt. Das Modell beruht auf der Dynamik von Marktteilneh-
mern mit heterogenen Einschétzungen. Xiong [29] formuliert hierzu treffend:

»[.-.] an asset buyer may be willing to pay more than his own expectation of the
asset’s fundamental. This is because he holds the option of reselling the asset to
other more optimistic buyers for a speculative profit in the future.*

Unter spekulativem Verhalten verstehen Harrison und Kreps [9], dass ein Investor bereit
ist, mehr als den erwarteten, diskontierten Wert zukiinftiger Dividenden zu bezahlen. In
diesem Fall ldsst sich der Preis des Finanzguts nicht mehr nur durch Dividendenzahlungen
rechtfertigen. Man kann sogar zeigen, wie optimistischere Einschiatzungen zukiinftiger Divi-
denden durch eine Gruppe von Marktteilnehmern zu solch spekulativem Verhalten fiithren.
Harrison und Kreps [9] bezeichnen Preise als Gleichgewichtspreise, wenn sie sich aus dem
unter allen Investorengruppen maximalen, {iber alle Stoppzeiten gebildeten Supremum der
erwarteten, diskontierten Dividendenzahlungen bis zur Stoppzeit und dem erwarteten, dis-
kontierten Preis zur Stoppzeit zusammensetzen. Vereinfacht ausgedriickt bestehen Gleich-
gewichtspreise aus dem durch Dividendenzahlungen gerechtfertigtem Sachwert und dem
Preis, den man durch Verkauf des Finanzguts zu einem spéteren Zeitpunkt erzielen kann.
Sie sind nicht eindeutig. Harrison und Kreps [9] zeigen die Existenz und Eindeutigkeit eines
minimalen Gleichgewichtspreises. Als Preisblase wird der Unterschied zwischen einem belie-
bigen Gleichgewichtspreis und dem minimalen definiert. Das Anwendungsbeispiel stellt eine
Verallgemeinerung des numerischen Beispiels aus der Arbeit von Harrison und Kreps [9]
dar und dient zu Veranschaulichung theoretischer Aussagen. Die Herkunft unterschiedlicher
Einschatzungen erkldrt das Modell jedoch nicht.

Mit dem Modell von Chen und Kohn [8] beschiftigt sich Kapitel 4. Es stellt eine stetige Ver-
allgemeinerung des Modells von Harrison und Kreps [9] dar. Man beschrénkt sich auf zwei
Klassen von Investoren. Der Prozess der Dividendenrate ist ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess
mit fiir jede Investorenklasse unterschiedlichen Mean-Reversion-Parametern. Ein Gleichge-
wichtspreis wird analog zu konsistenten Preisen bei Harrison und Kreps [9] eingefiihrt. Der
minimale Gleichgewichtspreis ist eindeutig. Chen und Kohn [8] stellen eine gewdhnliche
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Differentialgleichung auf und zeigen, dass deren iiber die parabolischen Zylinderfunktionen
darstellbare Losung als minimaler Gleichgewichtspreis aufgefasst werden kann. Ein Vor-
teil dieses Modells liegt darin, dass man somit den minimalen Gleichgewichtspreis explizit
bestimmen kann. Die Grofie einer Preisblase wird als Differenz zwischen minimalem Gleich-
gewichtspreis und Sachwert definiert. Da man zeigen kann, dass der Sachwert stets kleiner
als der minimale Gleichgewichtspreis ist, verschwindet die Preisblase in diesem Modell nie.
Das in Kapitel 5 behandelte Modell von Scheinkman und Xiong [28],[27] veranschaulicht die
Entstehung einer Preisblase durch heterogene Markteinschétzung. Es enthélt ein risikobehaf-
tetes Finanzgut, das Dividenden auszahlt, und zwei Klassen A und B risikoneutraler Markt-
teilnehmer. Der Zinssatz wird als r konstant angenommen und die Transaktionskosten ¢ wer-
den beriicksichtigt. Die Dividendenrate folgt einem nicht beobachtbaren Mean-Reverting-
Prozess. Beobachtbar ist stattdessen ein Prozess X = (X),s, der sich aus den kumulierten
Dividenden und einer stochastischen Stérung zusammensetzt. Zusitzlich kénnen noch zwei
sogenannte Signale beobachtet werden. Obwohl diese Information allen zugénglich ist, haben
die Investorenklassen unterschiedliche Ansichten dariiber. Jede Klasse iiberschétzt die Aus-
sagekraft eines dieser Signale, indem sie annimmt, diese korrelieren stiarker mit dem Prozess
der Dividendenrate. Ein Paar von Preisen (pf‘, pP ) heiflit Paar von Gleichgewichtspreisen,

WENI €s
f{‘)

erfiillt, wobei das Supremum iiber alle nichtnegativen Stoppzeiten gebildet wird und F/ den
Informationsverlauf der Klasse A bezeichnet. Den maximalen Preis pfo ’A, den ein Markt-
teilnehmer fiir alle zukiinftigen, erwarteten, diskontierten Dividenden zu zahlen bereit ist,
nennt man Sachwert. Jeder Gleichgewichtspreis wird zu

t+1
pit = SL;%)E </t e " dX, + e (pP — )
>

A VA A
i =p;" +q

zerlegt, wobei q{‘ den Wiederverkaufswert des Finanzguts bezeichnet. Man fiihrt einen Mean-
Reverting-Prozess YA als Unterschied in der Einschitzung ein. Scheinkman und Xiong
[28],[27] bestimmen dann jenes Paar von Gleichgewichtspreisen, bei denen ¢f* die Form
q(Y;*) hat. Definiert man die Preisblase als Differenz zwischen Gleichgewichtspreis und Sach-
wert, so entspricht diese genau dem Wiederverkaufswert. Somit kann man den Einfluss der
Modellparameter auf die GroBe der Preisblase analysieren. Uberschitzung der Aussagekraft
eines Signals lédsst die Preisblase entstehen. Fiir ¢ — 0 kann man zeigen, dass die Preisblase
mit steigenden Zinsen r kleiner und mit steigender Volatilitdt des Dividendenratenprozesses
groBer wird (vgl. [28]). Das Modell hat Ahnlichkeiten zu dem von Chen und Kohn [8]. Die
Hauptunterschiede bestehen darin, dass bei Chen und Kohn [8] der Dividendenprozess beob-
achtbar ist, Transaktionskosten vernachléssigt werden und die heterogenen Einschéitzungen
direkt iiber die Mean-Reversion-Parameter modelliert werden. Der Herkunft der Preisblasen
wird dadurch zwar transparenter, die Analyse der Auswirkungen einzelner Modellparameter
auf das Verhalten der Preisblase gegeniiber Scheinkman und Xiong [28],[27] aber erschwert.



2 Statische Modelle

In einer Arbeit von Lintner [11] wird ein statisches Modell vorgestellt, auf dem aufbauend
Miller [13] die Entstehung iiberhohter Preise durch Heterogenitéit der Marktteilnehmer sowie
Leerverkaufsverboten zu erkliaren versucht. Jarrow [5] hebt jedoch in einem Gegenbeispiel
hervor, dass in einem Spezialfall des Lintner-Modells Leerverkaufsbedingungen nicht immer
iiberhohte Preise verursachen miissen, und somit die Argumentation von Miller allgemein
nicht gelten muss. Scheinkman und Xiong [27] zeigen, wie es in einem anderen Spezialfall
durch Leerverkaufsverbote und Heterogenitéit der Markteinschétzung zu tiberhéhten Preisen
kommen kann.

2.1 Ein einfaches Modell

Scheinkman und Xiong [27] betrachten ein einperiodiges Modell mit m Investoren und
beschranken sich auf ein risikobehaftetes Finanzgut. Der risikolose Zinssatz ist r = 0.
Transaktionskosten werden nicht beriicksichtigt und Leerverkdufe sind erlaubt. Jeder In-
vestor wihlt sein Portfolio so, dass er den erwarteten Nutzen des Vermogens zum Ende der
Periode maximiert. Alle Investoren verwenden die gleiche Nutzenfunktion

u(x) = —e 1*

mit der konstanten Risikoaversion v > 0. Sei py der Marktpreis des risikobehafteten Fi-
nanzguts. Der i-te Investor modelliert den Wert des Finanzguts zum Zeitpunkt 1 durch eine
N (pi, 0%)-verteilte Zufallsvariable X. Hat ein Investor das Anfangskapital Wy und erwirbt
er x > 0 Einheiten des Finanzguts, dann ist sein erwarteter Nutzen gleich

E(u(Wy+ 2z (X —po))) -

Lemma 2.1. Unter der Bedingung = > 0, die Leerverkiufe verbietet, ist der erwartete

Nutzen bei
Mi — Po
x (p;) = max ( gy ,0>

maximal.
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Beweis. Zuerst gilt es den erwarteten Nutzen zu berechnen. Dazu betrachtet man

E(u(Wo+2(X —po))) = 1 /_ —exp (= (Wo + 2 (€ — po))) exp <M> d¢

oV 2 202
2
- _ 1 e—’Y(Wo—:cpo)—;Tig /Oo exp <_202'Yxf +&% - 2§Hi> de
oV 2T oo 202
2 2 2
2 (ywio? —
= —exp <—"y (WO - -fip()) - % -+ w>

1 > §+’Y$i02—m>2
. exp|— | —F—7——— d
o\ 27 /_oo P ( ( \/50 ¢
1
= —exp <27202x2 — y(pix — pox + Wo)> .

Der Exponent ist ein quadratisches Polynom in x, das bei

7 70_2

minimal wird. Um das Leerverkaufsverbot nicht zu verletzen, gilt klarerweise

x (pi) = max ('ui _pO,O) .

o?

O

Daraus folgt, dass nur Marktteilnehmer mit u; > po, das heifit jene mit hoheren Erwartun-
gen als Marktpreisen, iiberhaupt handeln werden. Wir denken uns jetzt mehrere Investoren,
deren Einschitzung des zukiinftigen Preises durch ein zufilliges pu; ~ U(u — K, 4 + k) mo-
delliert wird. Die erwartete Nachfrage eines dieser Investoren ist

E (" max (p; — po,0) 1 Qi — % fiir po < p— K,
(‘T (lu’l)) - 70_2 ﬂ T (/J,+/-g—p0)2 i >
p—FK “dryo? ur po = b — K.

Sei nun @ das vorgegebene mittlere Angebot zum Preis pg pro Investor, dann heifit der Preis
po, fir den

E(z (1)) =@Q
gilt, Gleichgewichtspreis. Unter dem Leerverkaufsverbot erhélt man daher den Gleichge-
wichtspreis

= ~vo?Q fiir & < y02Q,
bo A+ K —2ykyo?Q  fiir K > y02Q.

Sind Leerverkiufe erlaubt, ist der Gleichgewichtspreis pg = p — vo2Q. Damit haben wir
gezeigt, dass in diesem Modell das Verbot von Leerverkdufen gemeinsam mit hinreichender
Heterogenitit, also wenn x > vo2Q ist, zu hoheren Preisen als ohne Leerverkaufsverbot
fiihren kann. Es stellt daher einen einfachen Versuch dar, das Entstehen iiberhohter Preise
zu erklédren (vgl. [27]).



2 Statische Modelle

2.2 Ein Modell von Jarrow

In einer Arbeit von Jarrow [5] findet man ein allgemeineres Ein-Perioden-Modell. Der ri-
sikolose Zinssatz r, zu dem Investoren Geld borgen oder leihen konnen, ist konstant. Es
gibt n risikobehaftete Finanzgiiter. Das 0-te Finanzgut sei das risikolose mit Preis p8 zum
Zeitpunkt 0 und p} = 1 zum Zeitpunkt 1. Betrachtet werden m Investoren, wobei der k-te
Investor die Nutzenfunktion

uF(z) = — exp (—agx)

mit der konstanten Risikoaversion a; > 0 verwendet und ein Anfangsvermoégen Wé“ besitzt.
Dieses Vermogen ist zur Génze veranlagt als

wk —Zx Y,

wobei p? der Marktpreis des i-ten Finanzguts und Ef der Anteil daran ist. Der Vektor der
Preise p! = (pzl)i:1 _, zum Zeitpunkt 1 wird als multivariat normalverteilt mit Erwar-

k

und Kovarianzmatrix YF = (a oy

tungswert pf = (,uf)z

Portfolio des k-ten Investors beinhaltet ¥ Anteile am i-ten Finanzgut. Jeder Investor wiihlt

nun z¥ = (mf)i_l ,, und xlg so, dass er den Nutzen seines Endvermdgens maximiert, d.h.

e B ( (Zx g ”))

unter den Nebenbedingungen

1 ) angenommen. Das
T 7.] 17 5N

n
k __ k.0
WO _inpz
1=0
>0 vi=1,...,n

Die erste Nebenbedingung bedeutet, dass der Investor sein Portfolio so konstruieren muss,
dass er dabei sein gesamtes Vermogen veranlagt. Die Bedingung xf > 0 stellt ein Leerver-
kaufsverbot dar.

Lemma 2.2. Der k-te Investor bestimmt die Zusammensetzung seines Portfolios aus dem
nichtlinearen Optimierungsproblem

() Zx i+ g — Zzﬁ zjoy;

i)i:() ,,,,, n 1=1 i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen

WO _Zx pl?

%‘ 20 Vz:l,...,n
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Beweis. Zuerst berechnet man

o (uk (Z ipt + x’é)) _ / < (7% + ab) dFy ()
i=1 oo
1 > T .k k
= —_ (7ak£ x *akz‘o)dF )
(27)% det(TF)2 /_oo ‘ p(§)

k 1 > T,k
— _efak:ro e(—ak§ x )dF
(2m) 2 det(Zk)% /oo »(©)

_ k
= —e "M, (—akack)

(fakxg)e((fakzk)TukJr%(fakxk)TEk(fakxk))

=—e

T T
= —exp (—ak <x§ + (xk> ,uk — % (a:k> Ekxk>> ,

wobei M, (t) die momentenerzeugende Funktion bezeichnet. Der erwartete Nutzen ist ma-

T T
:(:’5 =+ <$k> uk — % (xk> nF gk
maximal wird. O

ximal, wenn

Wesentlichen Einfluss auf die Zusammensetzung des Portfolios hat der Marktpreis p° =
(p8, cees p?l). Unter der zusétzlichen Bedingung, dass von jedem Finanzgut zum Zeitpunkt
0 genau so viel angeboten wie nachgefragt wird, d.h.

m m
doab=> af vi=0,....n,
k=1 =1
0
nennt man den Marktpreis einen Gleichgewichtspreis. Mit p = (%) bezeichnen wir
0/ 1=0,...,n

den diskontierten Gleichgewichtspreis.
Lemma 2.3. Der diskontierte Gleichgewichtspreis p erfiillt die Bedingungen

o [ 6)) (B o)

P>,

zF >0,
1 —1

g () ().
ag

T
= (a‘;k —$k) P4 TEAFLE,

Bewers. Das konkave Maximierungsproblem aus Lemma 2.2 ist zu 16sen. Zuerst stellt man
die Lagrangefunktion des k-ten Investors

T
Lia§, 2%, A, M) = o 4 af — St SRk 40 ((w’“ — ") P+ (7 - ab) p3> ARk

10



2 Statische Modelle

auf und betrachtet die fiir ein Extremum notwendigen Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen
(vgl.S.889 in [14], S.243 in [25]), aus denen

oL !

—— =1-\p) =0,

833]5 0Po

oL o !
—k:uf—akg g xfafj—/\lgp?—i—/\fio Vi=1,...,n,
Oz} i=1 j=1

oL —k k)T 0 —k k), 0.

E T +<x —x) =0,

8)\13 ( p 0 0)Po

!
MN>0vi=1,...,n,

!
F>0 Vi=1,...,n,
gk Lo vi=1,....n

folgt. Daraus ergeben sich wiederum /\IS = 1% und die Bedingungen :Uf > 0, )\f > 0 und
0

)\fxf = 0. Unter Verwendung der Symmetrie von Kovarianzmatrizen erhélt man
1 S
pw—apX” k——0p0+)\k20,
Py
was sich zu

e L) ()

Qg
umformen lésst. Fiir das risikolose Finanzgut ergibt sich somit

T
= (fk —xk) P+ Tp.

Aus der Forderung, Angebot und Nachfrage seien fiir jedes Finanzgut gleich grof3, folgt
m
LRSS
k=1

1 -1
< (=) (uh -5+ )\k)) .
ag
k
Da es hier n lineare Gleichungen fiir n unbekannte Eintrige des Vektors p gibt, kann man
das System l6sen und erhélt

- (32 (zk)—l)l (526" () - 3.

k=1 k=1 k=1

m
=1

Lemma 2.4. Ohne die Leerverkaufsbedingungen :cf > 0 l&sst sich p aus

bestimmen.

11
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Beweis. Analog zu Lemma 2.3 unter Verwendung der Lagrange-Multiplikatorenregel. [

Aus den beiden vorhergehenden Lemmata erkennt man, dass der Unterschied zwischen
Gleichgewichtspreisen ohne und mit Leerverkaufsbedingungen

m -1 m
(Z 1 (Zk) 1) (Z 1 <Ek> 1 /\k>
=1 F k=1 ¥

betrigt. Dieser Ausdruck kann sowohl positiv als auch negativ sein, was Millers Argumenta-
tion [13], Leerverkaufsbedingungen in Kombination mit heterogenen Markteinschétzungen
wiirden stets zu iiberhohten Preisen fithren, widerspricht. Jarrow [5] veranschaulicht diese
Tatsache auch anhand eines numerischen Beispiels. Wenn die Investoren jedoch homogene
Ansichten iiber die Kovarianzmatrix haben und den Markt nur im Erwartungswert unter-
schiedlich einschitzen, ergibt sich nach Lemma 2.3 durch Einsetzen

P (il (uk+)\k) —2%@’@)
m 1 :
Dhet ar \io) Ok k=1

Daraus resultiert, dass der Unterschied zwischen p ohne und mit Leerverkaufsbedingun-
gen genau A\* mit )\f > 0 ist. Somit kommt es in diesem Fall, wie auch im Beispiel von
Scheinkman und Xiong [27], zu iiberhthten (oder zumindest gleich hohen) Preisen. Dieses
Modell ist ebenso statisch und geht in keiner Weise auf die Dynamik des Handelns einzelner
Marktteilnehmer ein, durch die die Preise noch weiter beeinflusst werden konnten.

12



3 Das Modell von Harrison und Kreps

3.1 Grundlagen

Das Modell von Harrison und Kreps (vgl. [9] [27]) ist diskret und die Marktteilnehmer
1

konnen zu einem fixen Zinssatz r > 0 Geld leihen oder borgen. Mit v = ;- bezeichnet man
den zugehorigen Diskontierungsfaktor. Es gebe ein risikobehaftetes Finanzgut, von dem eine
Einheit zum Zeitpunkt ¢ > 0 eine zufillige Dividende D; > 0 ausbezahlt. Transaktionskos-
ten werden nicht beriicksichtigt. Es gebe endlich viele Klassen von Marktteilnehmern mit
je unendlich vielen Mitgliedern. Bezeichne A die Menge aller Klassen. Die Mitglieder der
Klasse a betrachten D; als einen stochastischen Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P*). AuBerdem sei fiir @ und @ aus verschiedenen Klassen P ~ P% Die Filtration
Fi =0 (Ds: s <t} wird als ckonomische Information bezeichnet. Ein Preis (p;),~ ist als
ein an F; adaptierter nichtnegativer Prozess definiert. Wir nehmen an, dass die Investo-
ren risikoneutral sind. Daher handeln sie so, dass sie den erwarteten, linearen Nutzen ihres
Vermogens maximieren. Die Stoppzeit 1" > t bezeichnen wir als t-zuléssige Verkaufsstrate-
gie. Die Gruppe a besitzt uf Anteile des Finanzguts und verkauft 1 — u? Anteile an eine
andere Gruppe. Aufgrund des Leerverkaufsverbots ist 0 < uf < 1. Die Gruppe a stellt ihr

Portfolio so zusammen, dass sie

T
E (U? sup ( > A D+ VTtpT> +(1- U?)m)

T20 \p=¢11
maximiert. Das Maximum von
T
uf supE [ > A* D+ 4T pr | + (1 - uf) E (pr)
720 \p=t11

wird in uf = 0 oder uf = 1 angenommen. Somit hélt stets genau eine Gruppe das Finanzgut.
Als Gleichgewichtspreis' bezeichnen wir einen Preis, der

T
pr = maxsupE® [ > +F7 Dy 44" py
aGA T>t k:t+1

]-"t> (3.1)

erfiillt, wobei das Supremum {iiber alle t-zuléssigen Verkaufsstrategien gebildet wird. Das Fi-
nanzgut wird stets von jener Investorengruppe gehalten, die ein grofieres Vermégen erwartet.
Da v < 1 und T = oo zulissig ist, folgt

oo
>maxE* [ Y +*7'D
Pt_r;leazi ( v k

k=t+1

]—"t> . (3.2)

'Bei Harrison und Kreps [9] werden Gleichgewichtspreise als konsistente Preise bezeichnet.

13



3 Das Modell von Harrison und Kreps

Eine strikte Ungleichung entspricht spekulativem Verhalten, da die rechte Seite der Unglei-
chung (3.2) genau jener maximaler Wert ist, den ein Kédufer bereit wire, zu bezahlen, wenn
ein Wiederverkauf nicht moglich ist. Diesen maximalen, diskontierten Wert zukiinftiger Di-
videnden nennt man auch Sachwert.

Wir wollen nun zeigen, dass spekulatives Verhalten entsteht, wenn eine Gruppe von Markt-
teilnehmern, die gegenwértig das Finanzgut nicht hélt, zu einem spéteren Zeitpunkt mit po-
sitiver Wahrscheinlichkeit optimistischere Ansichten iiber zukiinftige Dividenden hat. Seien
a,a € A verschiedene Klassen. Wir wihlen ein Ereignis F' € F; so, dass a in (3.2) fiir alle
w € F' das Maximum erreiche. In anderen Worten, die Marktteilnehmer aus a sind optimis-
tischer und halten das Finanzgut. Betrachten wir einen spéteren Zeitpunkt ¢’ > ¢. Fiir ein
Ereignis F’ € Fy mit F' C F und P*(F’) > 0 gelte fiir alle w € F’ die Ungleichung

E"l( > D ft/> () >E“< > D ft> (w)-

k=t/+1 k=t'+1
Zu Zeitpunkt ¢ wird somit die Gruppe a optimistischer. Dann folgt

E® ( f: YDy, ]—'t> (w)

k=t+1

t s
= E° < > Dy E) (w) +E° ( > Dy ft) (W)
Baryl k=t'+1
t °
— o ( Z ~VFtDy ]—"t> (w) + E* (IE“ < Z ~vE=tDy, -Ft/) ft) (w)
sl k=t/+1
¢ o
< E° < Z ~* Dy ft) (w) + E* (Igleabe ( Z YDy, ft’) ff) (w)
sl k=t'+1
t/
<E° < S D, ]:t> (w) +E° (vt"tptf J-"t) (W) < pr(w)
k=t+1

fir alle w € F'. Somit ist auch die Ungleichung auf F' strikt und es kommt zu spekulativem
Verhalten (vgl. [27]).

Lemma 3.1. Ein Preis p; ist genau dann ein Gleichgewichtspreis, wenn

pr = max E (YD1 + yprs1|Fi)
acA

fiir alle ¢ > 0 gilt.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Richtungen:
=: Sei p; ein Gleichgewichtspreis. Setzt man T"=1t¢ + 1 in 3.1 ein, erhélt man

pe > maxE* (YDyy1 + ypep1|F) -
acA

14



3 Das Modell von Harrison und Kreps

Unter Verwendung der Definition eines Gleichgewichtspreises ergibt sich

T
P > maxE YD 11 —}—'ymax sup E° ( Z yk_t_le + AT

T>t+1 k=t+2

]:t+1>
-7:t+1>

)
)

T
> max [E <’ymax sup E° (Dt+1+ Z AREID 44T

acA beA T>t+1 k—tr2
]:t+1> ft)

]:t+1>
}—t> > Dt

pr = maxE" (YDyy1 4+ ypey1|F) -
acA

T
b k—t T—t
max sup E Y "D+ " 'pr
beA T>it1 ( Z

k=t+1

> maxE* | sup E® Z VD + 4T pr
T>t+1 Ml

)

T
> max sup E® Z YD+ AT pr
a€A T>¢11 el

Somit folgt

<: Erfiille p; die obige Darstellung. Klarerweise gilt dann auch
pr > maxE* (YDyi1 + ypeg1|Fe) -
acA
Der durch .
= V*Dp+1'p
k=1
definierte Prozess ist wegen
¢

E* (Y141 F2) = B <Z YDy, + 4" Dy + 4 prg
k=1

)

¥ Dy, + V' E® (YD + ypes1|Fr)

I
Mﬁ

B
=l
—

< Y"Dp++'p=wu
k=1
ein nichtnegatives Supermartingal. Somit existiert auch der Grenzwert lim;_, o y¢. Nun wen-

det man das Optional-Sampling-Theorem fiir beliebige Stoppzeiten 1" und nichtnegative
Supermartingale (vgl. S.70 in [31]) an und erhélt

E“ (yT|-7:t) < Yt

<Z YDy ++"pr

k=1

T
‘ < > AT+ pr

k=t+1

> < Zv’“Dk +'pi,

.7:1;) < pt.
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3 Das Modell von Harrison und Kreps

Aus der letzten Ungleichung folgt sofort (3.1). O
Lemma 3.2 (vgl. [9]). Der durch
p? = 07
pi = maxE® (YD1 + ’YP?;11|ft) ;
acA
pi = lim py

definierte Preis (pf):>o ist der minimale Gleichgewichtspreis. Das heifit, (p})i>0 ist ein
Gleichgewichtspreis und wenn (p¢)¢>0 ebenso ein Gleichgewichtspreis ist, dann gilt p; > pf
fiir alle ¢ > 0. Wenn p; = oo ist, existiert kein endlicher Gleichgewichtspreis.

Beweis. Zuerst zeigt man, dass (pj):>0 ein Gleichgewichtspreis ist. Da diese Folge monoton
wachsend ist, folgt aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz

p; = lim p}

n—00
s a n—1
=l max* (/Dccs -+l | 7)

_ a . n—1
= B (1Duns + 7 Jim o3| 7)

= ?Eaj( E* (’yDt+1 + ’YpIJrl‘]:t) :

Aus Lemma 3.1 folgt somit 3.1. Sei (pt)¢>0 ein Gleichgewichtspreis, dann beweist man p; >
p? durch Induktion nach n. Offensichtlich ist p; > 0 = p?. Sei p; > p?. Wegen Lemma 3.1
folgt damit

P = maxE (YD1 + vpi|Fi) < maxE (vDyp + ypes1 | Fr) = b
acA acA
und daraus p; > py fiir alle n. Aufgrund der Monotonie von (p;):>0 erhilt man letztendlich
pe > limy, oo pf = pi. Gilt pf = o0, so ist auch p; = oo, womit kein endlicher Gleichge-
wichtspreis existiert. O

Sei p; der in Lemma 3.2 eingefiihrte minimale Gleichgewichtspreis und ¢ > 0. Der durch
pe = pi + ¢yt definierte Preis ist wegen Lemma 3.1 ebenso ein Gleichgewichtspreis. Gleich-
gewichtspreise sind also keineswegs eindeutig. Den Unterschied zwischen Sachwert und mi-
nimalem Gleichgewichtspreis wollen wir als Preisblase' auffassen, was durch das folgende
Anwendungsbeispiel veranschaulicht wird.

3.2 Anwendungsbeispiel

Nehmen wir ein vereinfachtes Modell mit A = {g,g} an. Der Dividendenprozess (D¢);~
sei eine homogene Markovkette auf dem Zustandsraum {0,1}. Fiir « € A hat man mit
q¢*(z,y) = P* (D41 = y|Dy = x) die Ubergangsmatrix

. ( 0.0) ¢(0.1)
v ‘<qa<1,o> (1,1) )

"Harrison und Kreps bezeichnen den Unterschied zwischen einem beliebigen Gleichgewichtspreis und einem
minimalen Gleichgewichtspreis als Preisblase (vgl. S.331 in [9]).
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3 Das Modell von Harrison und Kreps

Bezeichnen wir den Markt zum Zeitpunkt ¢ als im Zustand z, wenn D; = x ist. Seien
0<a<1,0< 3 <1und0<~v< 1. Mit der Bezeichnung ¢9(0,0) = «, ¢9(1,0) = 3 gilt

g_ [ @ 1-a )
@=(5175
Da D, eine Markovkette ist, sind die Preise p}’ und damit auch p; aus Lemma 3.2 Funktionen

von D,. Es gilt also
P =ptn (D)  und  pf=pi(Dy)

mit Funktionen p;,,p; : {0,1} — R. Da wir angenommen haben, dass D; homogen ist,
ergibt sich

E? (Dg1|Ft) = E* (D11 D) = (1 = @)1{p,—0} + (1 — B)1{p,=1}-
Somit héngen die Funktionen p;, und p; nicht von ¢ ab. Daher ist

pi =p(Dy)

mit einer Funktion p : {0,1} — R, die nicht von ¢ abhéingt. Lemma 3.1 liefert das Glei-
chungssystem

p(0) = ymax (p(0)a + (1 +p(1))(1 — a), p(0)

a+(1+p1)1-a)),
p(1) = ymax (p(0)8 + (1 +p(1))(1 - B),p(0)3 3

(1+p(1)(1-5)),

durch das p(0) und p(1) eindeutig festgelegt sind. Mit Fallunterscheidungen lésst sich eine
eindeutige Losung dieses Gleichungssystems angeben. Sei dazu

_|_
+

P (,y) = —— 21

’ Y=11+yy—vz’
1 7 ytyr—qy—1
p ($,y)*

y—1 14~y —nz
die Losung des linearen Gleichungssystems

O(z,y) =7 (P°(z,p)z + (1 +p'(z,9))(1 — 2)),

P
P (z,y) =7 (p

[=}
—~
8
<
~—
<
_l_
—~
—_
_l_
=
—
—~
8
<
~—
~—
—~
—_
|
<
~—
S~—

Damit kénnen vier mogliche Félle als Losung des Gleichungssystems fiir p(0) und p(1)
eintreten. Im ersten Fall ist p(0) = p° (o, 8) und p(1) = p* (a, B). Das bedeutet, es muss
dafiir

gelten, was mit
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3 Das Modell von Harrison und Kreps

gleichbedeutend ist. Durch Widerspruch schliefen wir die Werte fiir «, a, B, B aus, die
dieses Ungleichungssystem nicht erfiillen konnen. Wenn o > @ und 8 > (3 ist, dann folgt
p(0) > 1+ p(1) und daraus wiederum

1
v a—1 S 7 o=

y—114+98—va ~ v—11+98—~a’
a—1 - o=z
1+98—ya = 1+98 —va’

a—1<a——,

was jedoch im Widerspruch zu v < 1 steht. Wenn nun o < @ und 8 > 3 ist, dann ergibt
sich p(0) = 14 p(1) und damit v = 1, was ebenso einen Widerspruch bildet. Auch o > &
und 8 < f fithren zu v = 1. Falls a < @ und 3 < 3 ist, erhélt man p(0) < 1+ p(1), wofiir
v < 1 sein muss. Das heiit, damit p(0) = p® (a, 8) und p(1) = p' (a, B) erfiillt ist, muss
a < @ und B < B gelten. Die anderen drei Fille lassen sich dhnlich behandeln und man
kann zeigen, dass der minimale Gleichgewichtspreis durch

p(0) = p” (min (o, &) , min (5, 5))
p(1) = p* (min (o, @) , min (8,8))

gegeben ist. Es stellt sich nun die Frage, ob der minimale Gleichgewichtspreis und der
maximale, erwartete, diskontierte Wert zukiinftiger Dividenden, der sogenannte Sachwert,
iibereinstimmen. Da sich die Eigenwertzerlegung fiir @ # 1, 8 # 0 einfach berechnen lésst,
ergibt sich fiir k > 0 die k-stufige Ubergangsmatrix

ok (1 a—1 1 0 o=

@t =(1 5" ) (o <a—ﬁ)’f)(§‘;ﬁ Z+)
1 (B—(a—l)(a—ﬁ)k (a—l)((a—ﬂ)k—1)>
B—a+1\ B-(a=pF  Bla=-pF-(a=1) )

Dt—d>

o0
o 0) =Y 7"P!(Dyyr = 1|D; = 0)
k=0

Fiir d € {0, 1} definieren wir

pi(d) = E* (Z V¥ Dy

k=0

und erhalten

p{(0) = E7 (Z V¥ Dk
k=0
e gle=-D(e=-p"-1)  (a-1) [& ok Nk
__a-l < 1 1 ): y(a—1)
B-a+l\l-v@=5) 1-v) @A+y8-va)(y—1)
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3 Das Modell von Harrison und Kreps

B < SN, B _a-1y
Pf(DEg(kZ:O’yDHthl) 1B—a+1<1—’7(04—5) 1—V> !
_ 1B=yB8-1+1q)
(I4+98 —ya)(y —1)

Vollkommen analog lisst sich p9(d) behandeln. Offensichtlich héingen p¢(d) nicht von ¢ ab
und wir schreiben p¢(d) = p®(d). Den durch p(d) = max(p?(d), p?(d)) gegebenen Preis p(Dy)
bezeichnen wir als Sachwert.

Durch Einsetzen erkennt man, dass p(D;) bei homogener Markteinschétzung ein minimaler
Gleichgewichtspreis ist. Auch in den heterogenen Féllen @ < a A g < ﬁ_ sowie o >
@ A [ > 3 kann man zeigen, dass p(d) ein minimaler Gleichgewichtspreis ist, wobei hier
das Finanzgut vom jeweils optimistischeren Marktteilnehmer gehalten wird. Es tritt also
keine Spekulation auf. Der Sachwert p(D;) muss jedoch keineswegs stets ein minimaler
Gleichgewichtspreis sein. Eine einfache Uberlegung zeigt, wie durch spekulatives Verhalten
Preisblasen auftreten kénnen. Zu diesem Zweck betrachten wir eine andere Konstruktion
des minimalen Gleichgewichtspreises als in Lemma 3.2. Seien zum Beispiel die Investoren
aus der Klasse g optimistischer, was die Wahrscheinlichkeit betrifft, dass der Markt im
Zustand 0 bleibt. Deren Wahrscheinlichkeit fiir das Verbleiben des Marktes im Zustand
1 seien hingegen pessimistischer. In anderen Worten, sei @ > a A B < B. AuBerdem sei
p7(0) > p9(0) und pI(1) > p9(1), was bei dieser Wahl der Ubergangswahrscheinlichkeiten
nicht unbedingt gelten muss. Damit folgt p(d) = p9(d). Das Finanzgut wird also in jedem
Fall von Investoren aus g gehalten, weil diese immer bereit sind, mehr zu bezahlen. Es stellt
sich die Frage, was geschehen wird, wenn Investoren aus g den hoheren Preis p(D;) erwarten.
Der Markt kommt aus dem Gleichgewicht. Ein Investor aus g kauft also, wenn der Markt
im Zustand 0 ist, mit der Absicht, das Finanzgut so lange zu behalten, bis der Markt in
den Zustand 1 iibergeht, um es dann zum hheren Preis p?(1) zu verkaufen. Den erwarteten

Gewinn
Dt = 0)

V(1 +p°(1))P (Dyyix = 1| Dy =0,..., Dy = 0)

(o]
E9 (Z ’yk (1 +pg(1)) 1{Dt+k:1:Dt+k—l:07~-~’Dt+1:0}
k=1

B
Il
—

Y1+ p7(1)aF (1 - a)

o

—_

1—

ES
=l

70;7(1 +p7(1)) = p(1)(0)

wére er bereit zu bezahlen. Durch Einsetzen ergibt sich

p(0) < 1=

%7(1 +p7(1)).

Die Investoren wiirden deswegen mehr als p(0) zahlen und das nicht, weil sie mehr Divi-
dendenauszahlungen erwarten, sondern lediglich, weil sie annehmen, dass die andere Klasse
eine Dividendenzahlung positiv einschéitzt. Andererseits sind Investoren aus g optimisti-
scher, wenn der Markt im Zustand 1 ist. Diese konnen daher das Finanzgut so lange halten,
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3 Das Modell von Harrison und Kreps

wie der Markt im Zustand 1 ist und danach an die andere Investorenklasse zu einem hoheren
Preis verkaufen. Damit machen sie einen erwarteten Gewinn von
Dy = 0)
1+ Byp(0)

kz_: P+ B - B)F “p)(0) = To0-5) L= py(1).

o

k

g (E :7 (1{Dt+k:1v~~:Dt+1:1} +pg(0)1{Dt+k:07Dt+k—1:1:-~~:Dt+1:1})
k=1

Auch hier lisst sich p9(1) < p(1)(1) zeigen. Das bedeutet, dass die Investorenklasse g im
Zustand 1 ebenso bereit ist, mehr als p(1) zu bezahlen. Nun beeinflusst dieses Verhalten
wiederum die Preise fiir g. Aus diesen Uberlegungen heraus kann man die Preise nach n
solchen Schritten als

1—
Py (0) = =21+ P (1)
18vp(n)(0)
Pmy(1) = ﬁ(l)—ﬁ) —1
einfithren, das, wie man induktiv zeigen kann,
Bn—l(l . a)n,yZn—l B n—2 Bk(l o a)k+172k+1
w(0) = _ 14p7(1 _
P = T Ayia PO L G g e
ana2n(1 _ ~\n B n—1 Rk 2k(1 _ k
P = o U4 14 s

(1=~ —=B)"(1 —~ya)r

entspricht. Jetzt stellt sich die Frage, wie sich die Grenzwerte p.(0) = lim,, o p(n)(0) und
P«(1) = limy, 00 p(n)(l) verhalten. Wegen

= (1= y(1 =Bk (1 —ya)k

P ey p(1) B el
p-(0) = By S AT = a2 (1= (1= F)(1 = 7a)F
oo BE(1 — q)kt1y2k1

k=0 (1T —~(1— B))(l _ ’ya))kJrl

_ (1-a)y x B(1 — a)y? :
T 1-(1-B)—e) & Z (( Y (1= B)(1 - >)
(1—a)y

T (141 = B)(1 —ya) — B(1 — a)y?

i (=) (14 p0(1) - 5k %( —a)t

P = =i —rar A T - AP )
B 0 l@k,.YQk(l —Oz)k B
“ A0 A a)

B 1—ya
(1= + By —an)

—1=p(1)
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3 Das Modell von Harrison und Kreps

sieht man, dass durch spekulatives Verhalten die Investoren tatsédchlich bereit wéaren, den
minimalen Gleichgewichtspreis p(D;) zu zahlen. Da diese strikt grofer sind als der Sach-
wert, kann man also in solch einem Fall durchaus von einer Preisblase der Hohe b(D; =
p(Dy) — p(Dy) sprechen.

Wihlen wir zuletzt als numerisches Beispiel die Ubergangswahrscheinlichkeiten o = %, 8=
%, a= % und 8 = i. Der Diskontierungsfaktor sei v = 0.75. Es ergibt sich p9(0) = % ~ 1.33,
p!(1) = 4 ~ 1.22, p9(0) = 1S ~ 1.45 und p?(1) = 33 ~ 1.91. Der durch p(0) = 1% und
p(1) = % gegebene Sachwert ist kein minimaler Gleichgewichtspreis. Der minimale Gleich-
gewichtspreis ist durch p(0) = % ~ 1.85 und p(1) = % ~ 2.07 gegeben. Die Grofle der
Preisblase ist damit durch p(0) — p(0) = 2% ~ 0.39 und p(1) — p(1) = &5 ~ 0.17 festgelegt.
In Abbildung 3.1 werden die minimalen Gleichgewichtspreise unter Verwendung der obi-
gen Ubergangswahrscheinlichkeiten dargestellt. Es variiert je ein Wert, die anderen bleiben
gleich. Die Preise sind in jeder dieser Komponenten monoton fallend, was man durch Ab-
leiten auch zeigen kann. Wird also eine der Investorengruppen pessimistischer in einem der
Marktzustéinde, dann sinken auch die minimalen Gleichgewichtspreise. Abbildung 3.2 zeigt
die Grofle der Preisblasen in Abhéingigkeit von o und Abbildung 3.3 in Abhéngigkeit von ~.
Je grofer hier v wird, also je kleiner der Zinssatz r wird, desto grofler wird die Preisblase.

T 3 T T T T T T T T T
) p(O)

281 - - -

Abbildung 3.1: Der durch p(0) sowie p(1) gegebene minimale Gleichgewichtspreis in
Abhéangigkeit von je «, &, [ sowie [ unter Beibehaltung der anderen Para-
meterwerte.
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3 Das Modell von Harrison und Kreps

0.6

GroRe der Preisblase

Abbildung 3.2: Die durch b(0) und b(1) gegebene GroBe der Preisblase in Abhéngigkeit von
a unter Beibehaltung der anderen Parameterwerte.

10

b(0)

- = =b(1) L
ol

Preisblase
@
T

Abbildung 3.3: Die durch b(0) und b(1) gegebene Grofie der Preisblase in Abhéingigkeit von
v € [0,0.99] unter Beibehaltung der anderen Parameterwerte.
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4 Das Modell von Chen und Kohn

4.1 Grundlagen

Das Modell von Chen und Kohn [8] stellt eine stetige Verallgemeinerung des Modells von
Harrison und Kreps [9] dar. Es gibt nur ein risikobehaftetes Finanzgut, von dem eine Ein-
heit zum Zeitpunkt ¢ > 0 eine zufillige Dividendenrate D; auszahlt. Dabei betrachten die
Mitglieder der Klasse i € {1,2} die Dividendenrate als einen durch

dD; = \; (1 — Dy) dt + odW}

gegebenen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (vgl. S.358 in [20], S.298 in [17]) mit den Parametern
@ > 0 sowie ¢ > 0 und unterschiedlichen Mean-Reversion-Parametern Ay > Ao > 0. Sei
(th) +~0 €ine Brownsche Bewegung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, Pl). Nach dem

Satz von Girsanov (vgl. S.190f in [20]) ist dann der durch
dW2 = dW} + (Mo — A1) (u — Dy) dt

definierte Prozess (Wf) >0 €ine Brownsche Bewegung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P2), wobei P? ein zu P! dquivalentes MaB ist. Man kann also davon ausgehen, dass
beide Klassen zur Modellierung denselben Messraum (£2,.4) verwenden. Sie unterscheiden
sich nur in der Wahl des Wahrscheinlichkeitsmafles. Mit (F;),~, bezeichnen wir die kano-
nische Filtration F; = o (Ds : s < t}. Die stochastische Differentialgleichung ist ident mit
dem Vasicek-Modell fiir die Spotrate (vgl. S.178ff in [6]). Folgendes Lemma wiederholt die
wichtigsten Figenschaften des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses.

Lemma 4.1. Die stochastische Ornstein-Uhlenbeck-Differentialgleichung der Form
dDy = \; (1 — Dy) dt + odW}
mit der Anfangsbedingung Dy = x hat die Losung
t .
Dy =p+e M (z—p) + 0/ MDA,
0
Auflerdem gibt es fiir s < t die Darstellung

t .
Dy = p+e M9 (D, — p) + U/ A=

S

Es gilt
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Beweis. Unter Anwendung der It6-Formel mit f (¢, D;) = et D; ergibt sich
df (t, D;) = Nt Dydt + e*tdD,

und durch Einsetzen A
deM'Dy = M (\ipdt + odWY) .

Durch Integrieren erhélt man dann

t t
MtDy — Dy = / u)\ie)"'sds + / e)‘iSUdWSZ
0 0

und daraus .
Dy = e Mg+ p— pe Nt + a/ e)‘i(s*t)dW;.
0
Mit derselben Argumentation folgt fiir s < ¢

t t
e MDD, — e7 oD, :/ u)\ie/\"udu—i—/ NUodWi
S S
und damit die zu beweisende Darstellung.
Betrachtet man nun den Prozess

t
Xy = / et AW,
0

ergibt sich mit ¥; = e®*¢ durch Anwendung der It6-Formel
t t 52,2 t o2t \
Y, =Y, +/ wY,dX, —|—/ TYSd (X, X], =Y —|—iu/ e’\"tstW; — 2/ Y.e?i%ds.
0 0 0 0
Da fg MY, dW! ein Martingal ist, folgt

2

) ) 13 )
E” (Vi) = E” (Yo) - UQ/ E (Ys) e*Mds
0

und durch Einsetzen der Darstellung von Y; dann

U2 u

¢ 2t
SDXt(fU,) = (pXO(U) — 2/0 SOXS(u)eQ)\’L‘SdS =1 2/0 @XS(U)GQ/\iSdS,

wobei gy, (u) die charakteristische Funktion von X; ist. Durch Losen der Differentialglei-

chung

u2

9 .
aSOXt (u) = —36% ex,(u)

erhélt man die momentenerzeugende Funktion
u2 62)\2'15 -1
¢x;(u) = exp 9 on )

€2>‘it—l . . .
o, ist. Daraus ergibt sich

weswegen X, normalverteilt mit EX* (X;) = 0 und Var (X;) =

2
Dy~ N (M +e N a —p), 20)\‘ (1 - 6_2’\”’)) .
7
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4 Das Modell von Chen und Kohn

Wir nehmen an, die Marktteilnehmer kénnen zu einem fixen Zinssatz r > 0 Geld leihen
oder borgen. Transaktionskosten werden nicht beriicksichtigt und Leerverkéufe sind verbo-
ten. Man beschrankt sich auf zwei Klassen von Marktteilnehmern. Beide Klassen sind risi-
koneutral, das bedeutet, sie maximieren den erwarteten, linearen Nutzen ihres Vermdogens.
Ein Preis ist eine F;-messbare Zufallsvariable p;. Die Stoppzeit 7 > t nennen wir Handels-
zeitpunkt. Die Gruppe i hilt u} Anteile am Finanzgut und verkauft 1 — u} Anteile an die
andere Gruppe. Das Portfolio wird so gewéhlt, dass

EP <ufe sup </ e "N Dods + e_T(T_t)pT) + (1 - ui) pt)
T>t t
maximal wird. Das Leerverkaufsverbot impliziert 0 < u@ < 1. Das Maximum von
o ([[ O ) 1 )2
7>t t

wird entweder fiir u{ = 0 oder fiir u{ = 1 angenommen. Das Finanzgut wird somit immer
von jener Investorengruppe gehalten, die es hoher bewertet. Der Sachwert zum Zeitpunkt
t > 0 ist nach Chen und Kohn [8] der maximale Preis, den ein Investor fiir alle zukiinftigen,
erwarteten, diskontierten Dividenden zu zahlen bereit ist, wenn kein Wiederverkauf moglich
ist, das heif3t

Dt = .’E) .

Das folgende Lemma zeigt, dass der Sachwert nicht von ¢ abhéngt.

Satz 4.2 (vgl. [8]). Der Sachwert hat die Darstellung

I(z,t) = maxE" </ e " Dyds
i=1,2 t

x4 KM fiir x < p
A A ’

I@) = I (w,1) = {T*; R VR
r+A2 ' or(r+Xe) ur T = .

Beweis. Mit Lemma 4.1 ergibt sich
E” (Do Dy = 2) = p+ e 2070 (2 — p)

fiir s > ¢ und eingesetzt damit

EPi (/ e—r(sft)DSdS
t

D, = a:) = / e TR (Ds|Dy = z)ds
t

t

_ /oo e_r(s—t)lu + e~ (Aitr)(s—t) (z — M) ds
t

1 N 1

7“'u Ai + 1

Da A1 > Ao > 0 ist, erhdlt man durch Maximieren iiber ¢ = 1,2 klarerweise

Loty =4 tame firz<p,
%—i—fz_fr fiir © > p.

(x—n).
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4 Das Modell von Chen und Kohn

Chen und Kohn [8] definieren einen Gleichgewichtspreis als eine stetige Funktion
P(z,t) auf R x RT, die
P(x,t) 2 I (z)

und

. T
P (z,t) = maxsup EY" e " Dds + e TP (D, 7)
=12 7> t

thx)

erfiillt, wobei das Supremum iiber alle Stoppzeiten 7 > t gebildet wird. Dabei setzen
wir |P (Do, 00)| < 0o. Wie auch bei Harrison und Kreps [9] muss ein Gleichgewichts-
preis nicht eindeutig sein. Ist P (x,t) ein Gleichgewichtspreis, so ist fiir ¢ > 0 der Preis
P (z,t) = P (z,t) 4 ce™ offensichtlich ebenso ein Gleichgewichtspreis. Der minimale Gleich-
gewichtspreis hingegen ist eindeutig bestimmt.

4.2 Der minimale Gleichgewichtspreis

Satz 4.3 (vgl. [8]). Sei Py (x,t) =1 (z) und firk=1,2,... sei

Py (x,t) = maxsup R e "D .ds + e TP (D7, )
=12 7>¢ t

Dt:.’L‘>.

Dann ist Py (z,t) monoton steigend in k und
P, (z) = Py (z,t) = kl;rgo Py (z,t)
st der minimale Gleichgewichtspreis. Dieser ist eindeutig bestimmt und unabhdngig von t.
Beweis. Nach Konstruktion hdngt Py nicht von ¢ ab. Fiir A > 0 héngt
E” (Dyyn| Dy = 2) = p+ e " (@ — p)

nur von h und nicht von t ab. Daher sind Py (z) = Py (z,t) fiir alle £ > 0 und auch deren
Grenzwert unabhéingig von ¢t. Mit der Wahl der Stoppzeit 7 = t ergibt sich

Dt:$>
DtZZL')

Daher ist die Folge (Pk(z));>o monoton wachsend und aus dem Satz iiber die monotone
Konvergenz folgt schlieflich
Dt == ZL’) .

Somit ist Py (z) ein Gleichgewichtspreis. Zu zeigen bleibt die Minimalitdt. Sei P (z,t) ein
beliebiger Gleichgewichtspreis. Zuerst zeigt man induktiv, dass P (x,t) > Py (x) fiir alle

Py(xz) = maxsup EF (/ e "D ds + e TP, (D;)

i=1,2 >t ¢

. t
> ?XEPZ < / eV Dds + e Py (D)
t

= maxE” (Pi—y (D)) Dy = 2) = Pey (x).

P, (x) = max sup E" (/ e "G Dds + e TP, (D))

121,2 TZt t
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4 Das Modell von Chen und Kohn

k > 0. Der Induktionsanfang ergibt sich aus der Definition des Gleichgewichtspreises, denn
offensichtlich gilt P (z,t) > I (z) = Py (). Sei nun P (x) > Py (x), so erhélt man

Dt:l‘)

Dt:x) = Py (z).

P (z,t) = maxsup EF (/ e " Dyds + eI P (D,)
¢

R T
> maxsup EX” </ e "N Dds + e TPy (D7)
t

Mit dem Grenziibergang folgt letztendlich P (x,t) > limy_, o Py (x) = Py (), weshalb P, (z)
tatséchlich ein minimaler Gleichgewichtspreis ist. O

Lemma 4.4. Der minimale Gleichgewichtspreis ist strikt grofler als der Sachwert, das heifit
P, (xz) > I(x).

Beweis. Es reicht aufgrund der Monotonie von (P (D,t));>q zu zeigen, dass Py (z,t) >
I (z). Zuerst betrachtet man
Dt = l‘)

DtILB)

D1 —p D1 —p
TR A W C T

i Dy — Dy —
Pt t+1 — M t+1 — [
- < - Wl{Dt“q‘} T Wl{DtHZ#}

(B
T ANi+r

. 00
= "B </ e ") D ds| Dy = l’) ,
t+1

wobei die letzte Zeile analog zum Beweis von Lemma 4.2 folgt. Die Ungleichung ist strikt, da
sowohl P! (Dyy1 < p) > 0 als auch P! (Dyyq > p) > 0. Mit der Wahl der Stoppzeit 7 = ¢+ 1

folgt
Dt = I)

Dt:ﬂ?)
Dt:$>

Py (x,t) = maxsup E” </ e Dyds + e TV Ry (D)
t

’L:LQ th

) t+1
> ?)5 EP% </ e—r(s—t)Dsds + e—?"(t-‘rl—t)]' (Dt—‘,-l)
t

t+1 o)
/ e ") D ds + / e "= D ds
t

< t+1
i [o.¢]

= maxE" (/ e "6 D.ds

i=1,2 '

Dt:x> =1 (z).
O

Das vorhergehende Lemma besagt, dass Investoren stets bereit sind, mehr zu bezahlen als
sie an Dividendenzahlungen erwarten. In diesem Zusammenhang scheint es gerechtfertigt,
von einer Preisblase zu sprechen. Mit
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4 Das Modell von Chen und Kohn

wird die Grofle einer Preisblase definiert. B ist immer strikt positiv, das heifit, es handelt
sich um eine nie verschwindende Preisblase. Um B explizit bestimmen zu kénnen, miissen
wir den minimalen Gleichgewichtspreis berechnen. Chen und Kohn [8] finden heraus, dass
dieser eine Differentialgleichung erfiillt, indem sie die Differentialgleichung zuerst aufstellen
und danach zeigen, dass ihre Losung ein minimaler Gleichgewichtspreis ist. Das motiviert die
Bestimmung der allgemeinen Lésung der Weberschen Differentialgleichung, mithilfe derer
man die Differentialgleichung fiir den minimalen Gleichgewichtspreis 16sen kann.

Lemma 4.5. Die Webersche Differentialgleichung (vgl. S.564 in [14], S.686ff in [21])

72
y"(z) - <4+a> y(x) =0
22 a 33 22
,2> Cl+$M(2+472,2> 02)

S (a)kzk
M(O‘7ﬁaz): F(Oé7ﬂ72): e n
A 5 s

die konfluente hypergeometrische Funktion (vgl. [1], S.504ff in [21]).

hat die allgemeine Losung

y(z) = e (M (; + %

mit ¢1,cy € R. Dabei ist

(N

DN

22
Beweis. Zuerst substituiert man y(z) = e~ 7 v(x) und setzt

in die Webersche Differentialgleichung ein, woraus sich

22

o (v”(x) —ov'(@) — (a+ ;)v(x)> — 0

22
ergibt. Da e T > 0 fiir alle x < oo erhilt man mit p = (a + %) die Differentialgleichung
v (x) — 20 (z) — kv(z) = 0,

die mit dem Eulerschen Potenzreihenansatz
o0
v(z) = Z a;x’
=0

gelost werden kann. Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt

S (@G- 1)27 =3 (gl =S (agp)a? =0,
=2 j=1 =0

(5 +2)(G+ Do — ( + k)aj) 27 + 2a9 — pag = 0.

NE

<.
i
=)
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4 Das Modell von Chen und Kohn

Aus dem Koeffizientenvergleich ergibt sich die Rekursion
(+2)(+Dajr2=( +ploy Vj=0.

Induktiv kann man leicht zeigen, dass

a2k—
=
- Tl
k41 (2k+1)!]1;[0(]+ +p)

fiir alle £ > 0 mit beliebig wihlbaren «g und «y gilt, womit schliefSlich

oo k-1 oo k—1 2k+1

)= {1+ > T (o +25) 2k a+ e+ T] p+2]+1)(;;€7) ¢

k=1 j5=0 k=1 35=0

mit den Konstanten ¢; und ¢y folgt. Durch Einsetzen in y(x) = e_%v(x) ergibt sich die
Losung der Weberschen Differentialgleichung in Reihendarstellung. Diese ldsst sich in die
bereits in Kapitel 5 erwéhnte Schreibweise von Pochhammer und Barnes iiberfiihren (vgl.
S.686 in [21]). Da man induktiv zeigen kann, dass

gilt, folgt die Darstellung

$2 k $2 k
) a 1 z2 a | 3 z?
_aZ m(§+}1)k<2> Oo(g+?1)k(2)
y(r) =e 1 E C1+$E c
k=0 (%)k k! k=0 (%)k k!
und damit das zu Beweisende. O

Lemma 4.6. Sei Ay > A2 >0, r > 0 und p, 0 € R. Zur Differentialgleichung

o2
max (A (u — ), Ao (u— 1)) & (x) + 7<I>”(m) —r®(x)+2=0
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4 Das Modell von Chen und Kohn

existiert eine eindeutige, stetig differenzierbare Losung mit ®(x) = O(z) fiir x — £oo. Die
Losung hat die Darstellung

T /’L)‘l ..
e 20 Ci+ o v s fiir x < p,

O(z) =

A ..
02"‘1‘%4‘7“(1}1’_7?\2) firx > p

e 202 S

Mgeo? (M)
)

2
Ag(z—p) D < Ma(z—p)

mit den Konstanten

= —M)VORT (55 )T (55 +3) T (5)
f(A1+r)(A2+r)(\ﬁr(%) (1) VA (5 - )T ()
o Az—AlJQTzr(T) (Az)r 2+%)
o o (738 () s ) o (= )7 ()

Hierbei bezeichnen D_ » (2) die parabolischen Zylinderfunktionen (vgl. [1]), welche die Dar-
stellung

V2 o k-l /. . 2k+1
F(f) z+ZH(M+2g+1>(%+1)!

mit ¢ = 1,2 besitzen. Die Funktion ®(z) ist konvex, monoton wachsend und zweimal stetig
differenzierbar. Es gilt aulerdem

1 1
< ®'(z) <
T4+ A () r+ Ao

fiir alle x.

Beweis. Die Idee des Beweises entnehmen Chen und Kohn [8] einer Arbeit von Levendorskii
[10] zur Bepreisung von Optionen in einem Ornstein-Uhlenbeck-Modell. Ein &hnliches Vor-
gehen findet man auch in [30], wo der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess zur Modellierung des
Uberschusses einer Firma im Rahmen einer Optimierung der Strategie der Dividendenzah-
lung herangezogen wird. Zuerst betrachtet man den Fall x < u. In die Gleichung

52
A (p— )@ (x) + ?qyl(x) —r®(x)+2z=0

setzt man
T AL

r+A o r(r+A\)

O(x) = U(x) +
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4 Das Modell von Chen und Kohn

ein und erhalt

A (i — ) (‘If'(:n) + ) + "22\1/”@) _r (‘Il(m) + s )> ta=0,

"+ A\ r+)\1+r(r—l—)\1

o2
?\I!”(:c) + A1 (p— )V (2) —r¥(x) = 0.

Danach substituiert man

a

Wegen dx = md@ ergibt sich nun

o? d? d
?@\P(m) + A (p—x) %\Il(x) —r¥U(z) =0,
a2\ d? o 2\ d
T2 D () — A 22 V2D gy () =
3 o7 gz @)~ e g (@) — ) =0,
A d—Q\IJ(x) A :iilll(x) —r¥(z)=0
" di2 "z -

Setzt man jetzt U (x) = ¢(Z) exp (%) ein, so folgt

n (@) +om@ + (S 1) vi@) oF
@

52
Da jedoch A\ie'+ > 0 fiir alle £ > —oo ist, folgt somit

T T 1

d2 52
—(E) - —+——= 7) = 0.
0 - (T -3)v@
Diese Webersche Differentialgleichung hat nach Lemma 4.5 die allgemeine Lésung
22 ro1 ro 13 3?
)=e¢ T | M|—,=,— iM | —+=,=,— .
v@ = (0 (g T )arar (3.0 0 o)

Offensichtlich ist )(—Z) ebenso eine Losung. Um die parabolische Zylinderfunktion (siehe
S.39 in [1]) als Losung der Differentialgleichung zu erhalten, setzt man

T 1
Ccl = a 1 s
(gD
™ \/§
Cy = — T
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ein und erhélt die parabolische Zylinderfunktion

2 1 1z 21 13 i
Dy @)=/ ¢ 1M(£;n53)‘wfxf”($;+2§52)
1
21 T (ﬁ + §) 1 T (ﬁ) 1

als Losung. Damit sind D_ - (Z) und D_ » (—Z) Lésungen. Anhand des gewiinschten Grenz-
1

verhaltens kann man jetzt bereits eine Konstante bestimmen. Die Asymptotik der parabo-
lischen Zylinderfunktionen wird auf S.93 in [1] untersucht. Daraus ergeben sich

e D_ (7) = P (140 (272)  fir & — oo,
e% D_%(fj) e—éj;_ﬁ (1+0 (:E_Q)) fiir & — oo.

1

Um fiir £ — —oo beschrinkt zu bleiben, muss die allgemeine Losung dieser Weberschen
Differentialgleichung also die Form

(&) =D_+ (~7) Cy

1

haben. Durch Riicksubstituieren ergibt sich somit

A (@—p)? 2 —
Sty ()

\I} = o2
(x) =€ 2 .

Indem man nun V(z) einsetzt, folgt fiir < p schliefilich

A (@—pm? V2 (n— ) x A1
[0)) = o2 D_L _— .
(x) €’ ( a >CI+T+)\1+T‘(T+>\1)

Analog dazu kann man fiir z > p

Ap(a—p)? V2o (= ) T U2
() = 2 D_r | —FF——2|C
(x) €z A2 ( o 2+7’+)\2+7’(7’+)\2)

zeigen. Aus den Stetigkeitsbedingungen der ersten und zweiten Ableitung bestimmt man
nun die Konstanten. Zunéchst betrachtet man mit j = 1,2

T 1
D_AL(O) - T 1 ’
o Vel (g +y)
J

. T<%MMM—@> :vmr 2V
de ™ o — Qﬁ ol (;Tl) )
d T(ﬁuux—m> 2 2%
dxr 2 o v—p 9% T (ﬁ) )

was man iiber den Zusammenhang mit den konfluenten hypergeometrischen Funktionen
erhiilt (vgl. S.39 in [1]). Damit die Losung der Differentialgleichung stetig im Punkt =
sein kann, muss also

A 1 A 1
L H N o=ty 2 O
M+r  r(AM+7) 2’\1F<L+%) Xo+7r (A +7) 2>\2F<r + )
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4 Das Modell von Chen und Kohn

gelten. Fiir die Stetigkeit der ersten Ableitung muss wiederum

1 2\ 1 2\
NN P WYl
A+ 2>\10.F<ﬁ> Ay +r QAQO.F(ﬁ)

erfiillt sein. Aus diesen beiden in C; und Cs linearen Gleichungen lassen sich nun die oben
angefiithrten Konstanten bestimmen. Man kann mithilfe der Eigenschaften der Gammafunk-
tion zeigen, dass es sich um dieselben Konstanten wie im Appendix von [8] handelt, auch
wenn das auf den ersten Blick nicht ersichtlich ist. Letztendlich hat die Differentialgleichung
somit eine eindeutige Losung. Mithilfe der im Beweis von Lemma 4.5 gefundenen Reihendar-
stellung der Losung der Weberschen Differentialgleichung erhélt man leicht durch Einsetzen
die Reihendarstellung von ®(x).

Die Stetigkeit der zweiten Ableitung ergibt sich aus der Differentialgleichung, da der links-
seitige Grenzwert

52
lim —®"(x) = lim r®(z) —x — A\ (u—2) P (z) =r®(u) — p

zop— 2 T

sowie auch der rechtsseitige Grenzwert
2
lim U—(I)”(x) = lim 7®(z) —2 — Ao (u — ) ®'(2) = r®(p) — p

z—pt 2 z—pt
im Punkt g iibereinstimmen. Um die Konvexitdt von ®(z) zu zeigen, geniigt es diese fiir

22
F_+ (z) = e* D_r (2) zu beweisen. Zunéchst betrachtet man die Integraldarstellung (vgl.
S.44 in [1])

1 S | —142t2
F o+ (2)=—— 3 e dt.
Cor)

Mithilfe der Holderschen Ungleichung ergibt sich fiir 0 < o < 1 dann

1 R _; 2_ _
F,ALi(CJéZl + (1 — 04)22) = (2 /0 N t?—t(az1+(1 a)z2)dt
(%)
0

T
Ai

1—
< 1 </°° t;i—le_éﬁ_tmdt)a (/OO tr—l _t2_tzzdt) “
£5) o

A

- (Ffi(zl))a (F,i(zz))lia‘

Die Funktion F'_ r (z) ist daher logarithmisch konvex, was die Konvexitét impliziert. Die

—
/N
N—

<

g
Monotonie von (a:) ist aufgrund des Grenzverhaltens und der Konvexitét offensichtlich.
Da lim, 400 _AL(Z) o(1) ist, folgt

X M)\Q .
(0] = 1 fi —
(z) 7"+)\1+7"('r+)\2)+0() ir o — —o0,
A
O(x) = * - B o(1) fiir x — oo.

r4+ X r(r+A)
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Daraus sowie aus der Konvexitat erhalt man letztendlich fiir alle x € R

1 1
< d(x) < )
T4+ A1 (z) 4+ Ao

O]

Satz 4.7 (vgl. [8]). Sei ®(x) die in Lemma 4.6 gegebene Funktion. Dann ist ® (z) ein
Gleichgewichtspreis und die Wahl der Stoppzeit T =t ist optimal.

Beweis. Unter Verwendung der It6-Formel mit f (D, t) = ® (D;) e~ " ergibt sich

d(e7"'® (Dy)) = —re”"® (D) dt + "' (Dy) dDy + ée‘”@” (Dy) (dDy)?
=t (—7@ (Dy)dt + @' (D) (i (1 — Dy) dt + odWy) + %(I)” (De) 02dt>
et <<>\ (11— Dy) ® (D) + (’2@ (Dy) —r® <Dt>) dt + 0% (Dy) de)
< e " (=Dy)dt + e (D) AW}

mit ¢ = 1,2, wobei die Ungleichung sofort aus der in Lemma 4.6 angefiihrten Differential-

gleichung folgt. Nun sei 7 > t eine beliebige Stoppzeit. Nach Lemma 4.6 ist ®'(z) beschrinkt

und nichtnegativ. Daher folgt aufgrund der Eigenschaften des Ité-Integrals (vgl. Theorem
3.2.1 auf S.30 in [17]) aus

/00 (e*mq)’(u))2 du <
0

schliellich, dass

1 /OO 672rud 1
v I
(r+ X2)* Jo 2r (1 + Ag)?

Dt—x>—0

E” (e7""® (D;)|Dy = z) < e "'®(z) + E” (/ e " (=Dy)du
¢

< 00

E” < / e P (u)dW
t

ist. Somit erhélt man die Ungleichung

Dt:l')

D, = x> <e P (x).

und daraus wiederum

EP ( / e (Dy) du+ e "® (D)
t

Die Ungleichung bleibt bestehen, wenn man iiber ¢ = 1,2 maximiert und das Supremum
iitber die Stoppzeiten bildet, weswegen
Dt = I’)

® () > maxsup EX (/ e (D) du+ e 7T P (DT)’Dt = a:) > P ()
t

P () > mzluzcsupEPi (/ e (D) du+ e T (D)
=14 7>t t

ist. Mit der Wahl 7 = ¢ folgt wegen
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Gleichheit. Setzt man 7 = N mit N — oo, so ergibt sich

O (x) > mzlaJQdEPi </ e " (D) du
=1, t

Dt:x> =1(z).

Dt:ZL‘)

erkennt man, dass ® (z) ein Gleichgewichtspreis ist und die Wahl 7 = ¢ optimal ist. ]

Aus ® (z) > I () sowie

® () = maxsup EP </ e (D) du+ e (D))
t

i=1,2 7>¢

Das weitere Ziel besteht darin, zu zeigen, dass ® () der minimale Gleichgewichtspreis
ist. Um das zu erreichen, benttigt man einige Begriffe und Resultate aus der Theorie der
Viskositétslosungen (vgl. [2] oder [12]). An dieser Stelle geniigt es, sich auf den eindimen-
sionalen Fall, das heifit auf den gewohnlicher Differentialgleichungen, zu beschrinken. Eine
Funktion f: R — R wird als oberhalbstetig in xq definiert, wenn limsup,_,,. f(y) < f(zo)
ist, beziehungsweise als unterhalbstetig, wenn liminf, .., f(y) > f(xo) ist. Sei 2 C R offen
und u :  — R. Man betrachtet Differentialgleichungen der Form F(x,u,u ,u”) = 0 mit der
Abbildung F': Q x R x R x R — R. Wir beschrianken uns auf Funktionen, die

F(z,n,p, X) < F(z,0,pY) firY <X, n<u
erfiillen. Diese nennt man passend. Insbesondere ist die Funktion

/

F(z,u,v/ u") = —max (A (n—2), Ao (n— 2)) v’ — %u" +ru—z
passend. Ist u unterhalbstetig und ist fiir jedes ¢ € C? (£2) sowie jede Minimalstelle & €
von u — ¢ die Ungleichung

F(2,u(2),¢ (2),¢" (%) 20

erfiillt, dann nennt man v eine Viskositéitssuperlosung von F(z,u, v, u”) = 0 in Q. Eine
Viskositéatssuperlosung u der Differentialgleichung

2

max (A1 (g — ), A (p — x)) ' (x) + %u"(m) —ru(z)+2x=0

muss fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ und fiir jeden Minimalpunkt & von
u — ¢ die Ungleichung

02

max (A1 (1 = 2), do (0 = ) ¢'(@) + 5 ¢"(2) — ru(@) < -2

erfiillen. Ist u oberhalbstetig und ist fiir jedes ¢ € C?(Q) und jede lokale Maximalstelle
Z € Q von u — ¢ die Ungleichung

F(2,u(z), ¢ (2),¢" (1)) <0

erfiillt, dann nennt man u eine Viskositédtssublosung von F(z,u, v ,u”) = 0 in Q. Ist
u eine Viskositdtssubldésung und eine Viskositatssuperlosung, so nennt man v eine Visko-
sitdtslésung (vgl. S.8 in [2]). Klassische Losungen von Differentialgleichungen sind auch
Viskositétslosungen.
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Lemma 4.8. Es gilt ¢ (z) < P, (z) und limy 10, ® () — P (z) = 0.

Beweis. Nach Lemma 4.6 ist ® (z) ein Gleichgewichtspreis und P (z) nach Satz 4.3 ein
minimaler Gleichgewichtspreis. Daher ist ® (x) < P, (x) offensichtlich. Nach Konstruktion
ist P (z) > I (z). Sei z < p. Wegen

A (p—=)2 _
o(2) =D <W
ag

A1

> Cy+ 1 (x)
ist der Grenzwert lim,_,_o, ® (z) — I (x) = 0. Dasselbe gilt fiir z > p und z — co. Damit

folgt schliefllich

0< lim ®(z)—Pi(z)< lim & (z)—1I(z)=0.

r—F00 r—+o00

Lemma 4.9 (vgl. [8]). P (x) ist eine unterhalbstetige Funktion.
Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir jede Folge (.T}j)j>0 mit x; — x die Ungleichung

P, (z) < liminf P, (z;)

Jj—00

erfiillt ist. Da Py (z) ein minimaler Gleichgewichtspreis ist, gilt

P, (z) = maxsup EF (/ e "N Dds + e TP, (D;)
t

i=1,2 7>¢

Dt:I').

Bezeichne 7; die Stoppzeit

7, =inf{s >t: Dy =z,D; = x;}.

Dt = J,‘]>

Dt = Hfj) + EPi (e_rTj }Dt = .’Bj) P, (1’) ,

Damit folgt

P, (zj) > E" </ ’ e " Dyds + e P, (2)
t

— gF ( / e D ds
t

N Pt ([T ,—r(s—t) —
P, (z) < P, (xj) IE‘ ( t]§ Dyds| Dy = ;)
EF (e_T(TJ_t)lDt = {L‘j)

was sich zu

umformen lésst. Wenn x; — z, dann strebt 7; Pi-fast sicher gegen t. Aus dem Satz iiber
die dominierte Konvergenz ergibt sich somit
Dt = I‘) =1.

lim EX (e—T(Tj—t)‘Dt — 95],) —RF <lim o (mi—t)

j—o0 J—00

EF’ </ eT(St)DSdS) < 00
¢

36
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ist, ldsst sich erneut der Satz iiber die dominierte Konvergenz anwenden. Man erhélt

. T . t
lim EX ( / e p.ds| D, = xj> =EY < / e "D ds
_]*)OO t t

und daraus wiederum
P, (z;) — EP" ([T e "D Dyds| Dy =
P, (z) < lim () - (i e 51D = ) = lim P, (z).
j—o0 EP (e—r(rj—t)‘Dt — ﬂﬁj) jmro0

Dt:$):0

Lemma 4.10 (vgl. [8]). Pi (z) ist eine Viskositiatssuperlosung von

o2
- (max M (g —2), A (p—x))u (z) + 71/' (x) —ru(z) + :L‘) = 0.

Beweis. Man nimmt an, P, (z) sei keine Viskositéitssuperlosung, was nun zu einem Wider-
spruch fithren muss. Es existiere eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ und eine

reelle Zahl z, sodass & ein lokales Minimum von P, (x) — ¢(z), ¥(&) = Px(Z) und

0.2
~ (e O 0= 8 (= ) o/ @) + G0 @) =0 (@) +3) < -

mit § > 0 beliebig ist. Man unterscheidet jetzt drei Félle.

Zuerst betrachtet man den Fall 2 < p. Nun wéhlt man € so, dass £ + ¢ < p und auf dem

Intervall [Z — ¢, & + €] sowohl

2
max (A (0 = ), e (1 = 2)) o (2) + T4 (@) =1 (@) +0 2 § >0

als auch P, (x) — ¢(z) > 0 erfiillt ist. Die Stoppzeit

T=inf{s >t:Dg=2—eVDs=2+¢}

ist aufgrund von € > 0 sicher strikt positiv. Da A1 > Ay sowie & + ¢ < p ist, folgt fiir

t<s<rT )
M (5= DO (D) + T (D) = (D) + Dy > § >0

Mit der Ito-Formel auf f (¢, D;) = e "1 (D;) angewandt resultiert
1
df (t, Dy) = —re”"" (Dy) dt + ™" (Dy) dDy + Se™ "¢ (Dy) (dDy)?
2 .
= e—rt ()\1 (,U, - Dt) lp/ (Dt) + %zb" (Dt) - TI/J (Dt)> dt + U@irtd/ (Dt) thZ

Fiir den nachsten Schritt verwendet man

1 i —Tr(s—
E” (/t e "Dy (D) dW}

Dt::ﬁ)zo,
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4 Das Modell von Chen und Kohn
das sich ergibt, weil |[¢' (D;)]| fiir s € [0, 7] gleichm#Big beschréinkt ist und deswegen

T 2 T
EPl ((/ O_e—’l’(s—t)w/ (Ds) dWsl> ) _ EPl </ 0_26—2T(S—t) (77/)/ (Ds))2 d$> < 00
t t

gilt. Durch Integrieren zeigt sich nun

EP (e Ty (D;)|Dy = &) = EF' <e—”¢ (Dy) + /t ' e (M (1 — Ds) ¢ (Ds)

Dt—§c>

0.2 T
# G0 D) = (D) ) s+ [ "ot (D aw
0

2

+%¢” (Ds) — 1) (D5)> ‘Dt - x) ds

— et (3) + EP' ( / "¢ (M (u— D) (Dy)
t
1 T )
> —rt A EP < —Trs < — DS) d D = A)
>e Y (1') + l e 5 S| Dy X
1)

— e—rt¢ (i’) o EPl < (e—m— o e—rt) _/ e " Dyds
2r t

Dt::i'>a

was sich zu
E” (79 (Dy)

> ) (2) — %El’l (e—“T—t) - 1’Dt = x) —-EX ( /t e " Dds

Dt:i‘>

Dt:i’>

umformen lidsst. Da P, (x) ein minimaler Gleichgewichtspreis und 7 > ¢ eine Stoppzeit ist,
gilt

P, (&) > EF < / e "0 Dy ds D, = m) ,
t

D; = :c> +E” ((“T*”P* (D)

was man wiederum als
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4 Das Modell von Chen und Kohn

Da einerseits € > 0, 7 > t und r > 0 sind, sieht man sofort, dass

o

ﬂﬂzpl (1 - e”"(f’t)‘Dt - 3:) >0

ist. Andererseits ergibt sich nach Konstruktion des Intervalls [ — e, & + ¢], dass
EF’ (e_T(T_t) (¥ (D,) — P, (DT))‘Dt - x) <0

ist, womit es zu einem Widerspruch kommt.

Der Fall & > p verlduft &hnlich. Allerdings wahlt man hier € so, dass & 4+ ¢ > u. Indem man
lediglich A; durch Ay sowie P! durch P? ersetzt, kommt man durch analoge Argumentation
zum Widerspruch.

Im Fall 2 = p wéhlt man € > 0 so, dass

max (A1 (p—2), A2 (1 — ) ¢ (2) + -
|max (A1 (1 — 2), A2 (1 — x)) ¢ (2)] <
P (z) =4 () 2 0

fir alle z € [Z — ¢,% + ] erfiillt ist. Daraus resultiert

o 26
?w (a;)—r1/1(x)+x2§>0

auf dem Intervall [Z — &, & + ¢]. Die Stoppzeit
T=inf{s>t:Ds=2—ecV Ds=2+¢}

ist offensichtlich strikt positiv. Da [¢)' (Ds)] fiir s € [t, 7] beschriinkt ist, folgt

EPZ' </ e—r(s—t)¢l (Ds) sz
t

Dt::%>:O.

Durch Anwenden der Ito-Formel auf f (¢, D;) = e "' (D;) und anschlieBendes Integrieren
erhélt man

EPZ’ (6_”1# (D’T)‘Dt _ i’) — EPi (e—rtw (Dt)

+ " (max (A (1 — D) s (1 — D) o/ (D)

2 T
FGU D) =00 ds+ [ (D2 awd| D=3
t
i T 2
> e "y (7) + EF </ e " <—6 + 2 DS> ds|D; = i‘)
\ 6 3
—r A g Y —rT —r i —rs A
>e t¢(m)—EP <2T(e —e t)—/te DsdsDt:a:),
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woraus sich durch Umformen
EF (e—r(r—t)w (D’T)‘Dt — i) >

v (3) - 0 EP’ (e—r(r—t) _ 1‘Dt — @) _ P (/T e "6 D ds

2r ‘

Dt:i’>

ergibt. Analog zu vorhin folgt

o (eﬂ'ﬁfﬂ (¢ (D,) — P, (DT))) > %Epi (1 - e*W*t)) .

Die rechte Seite der Ungleichung ist kleiner oder gleich Null, wihrend die linke strikt positiv
ist, was einen Widerspruch bildet.
Es kann somit kein § > 0 geben, sodass

0.2
(e O 0= 8 = )/ @) + G0 (@) =0 @) 6 < =

Daher ist Py (x) eine Viskosititssuperlosung. O
Satz 4.11. @ (z) = P, (z) ist der minimale Gleichgewichtspreis.

Beweis. Im Beweis dieser Aussage in [8] wird ein Satz aus der Theorie der Viskositéts-
l6sungen angewandt, obwohl die Voraussetzungen streng genommen nicht erfiillt sind. In
einem Erratum [7] korrigiert Kohn diesen Fehler und fiihrt den Beweis wie hier angegeben.
Wegen Satz 4.7 ist Py (z) < @ (z) klar. Zu zeigen bleibt P (z) > ® (z). Man betrachtet
infyer {Pi (z) — @ (z)}. Fiir z — +oo ist der Minimalwert 0 nach Lemma 4.8. Wenn z
beschrénkt ist, existiert, weil ®(x) stetig und P, (z) unterhalbstetig nach Lemma 4.9 ist, ein
z, an dem P, (z) — ® (x) sein Minimum annimmt. Einerseits gilt die Differentialgleichung

0.2
max (A1 (i — 2), A (u—2)) ®' (2) + ?(I)” (Z)—r®@)+2=0

und andererseits ist P, (z) wegen Lemma 4.10 eine Viskositétssuperlosung und daher gilt

2
— (max A (p—2), 2 (n—2)) " (2) + %‘P" (&) —rP. () + fc> > 0.
Aus diesen beiden Tatsachen erkennt man, dass
rP. (z) —r®(z) > 0.
Da r > 0 ist, ergibt sich damit fiir x € R beliebig
P.(z)—®(x) > P, () — ®(z) >0,

woraus

P, (z) > ® (x)

folgt. O
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4 Das Modell von Chen und Kohn

Mithilfe des letzten Satzes ldsst sich der minimale Gleichgewichtspreis explizit berechnen.
Auflerdem kann man damit auch die Grofie der Preisblasen bestimmen. Eine Analyse des
Monotonieverhaltens der Funktion B(z) ist jedoch im Gegensatz zu Kapitel 5 schwierig.
Da es nur zwei Investorengruppen gibt, besitzt stets jene Gruppe das Finanzgut, die bereit
ist, dafiir den Gleichgewichtspreis zu bezahlen. Nach Lemma 4.1 gilt

EP (Dy|Dy = ) = p+ e (z — 1)

fiir t > t. Wenn = < p ist, erwartet offensichtlich die Invesorengruppe 1 eine héhere Divi-
dende, das bedeutet, sie ist optimistischer. Fiir « > p verhélt es genau umgekehrt.

Lemma 4.12. Das Finanzgut wird stets vom optimistischeren Marktteilnehmer gehalten.
Gehandelt wird zur Stoppzeit 7, = inf {s > 0: D, = u}.

Beweis. Nehmen wir an, der Prozess (Dt);, startet in € R. Betrachten wir nun eine
Fallunterscheidung. Sei # < pu. Offensichtlich ist 7, > 0. Dann ist fiir alle 0 < u < 7,
klarerweise

t
+ U/ e "dWwy,
0
und Lemma 4.6 folgt
Pl Pl Th
EP' (=0 (D,)| Do = &) = ® () + E ( [M e m
0

1
+A1 (u— Dy) ® (D) + §<I>” (Dy) 02) du

D0:$>

DQZLE)

= ¢ (z) + EP (/OT e (=D,

und daraus wiederum

(p([[‘) :EPl </(; 'U‘e—ru (Du) du_i_e*TT‘u,@ (DTH)

Andererseits ergibt sich fiir eine beliebige Stoppzeit 7 > 0

P2 e T — ) = T P2 Tefru —r
B (o (D)]00 =2) = 0 0) + B ([T (ra (D)

DQZLE)

DOZZC>
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4 Das Modell von Chen und Kohn

und daraus i
® (z) > EF ( / ¢ (Dy) du+ ¢ "® (D;)

Dy = x) .
0
Da @ (x) der minimale Gleichgewichtspreis ist, wird das Finanzgut also stets von Marktteil-
nehmern der Klasse 1 gehalten. Wenn x < pu, ist wegen A1 > Ao die Klasse 2 die pessimis-
tischere. Fiir den Fall > p folgt analog dazu, dass das Finanzgut von Marktteilnehmern
der dann optimistischeren Klasse 2 gehalten wird. O

Satz 4.13. Die Grdfie der Preisblase hat die Darstellung

)2

A (p—x R
B(x) e aa? D_)\L (M) Cy  firz <p,
r)= A (z—p)2 !
e 220; D_AL <7V 2’\2:”_“)) Cy  firx>p
2

mit den Konstanten aus Lemma 4.6 und der dort niher beschriebenen parabolischen Zylin-
derfunktion D_+ (z).

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus der Definition von Preisblasen, Lemma 4.6 und Satz
4.11. O

Aus den Eigenschaften von C; und Cy kann man Folgendes erkennen (vgl. [8]):

e Fiir Ay — Ay — 0 verschwindet die Preisblase.

e Wird A\ — Ao grofler, so wichst unter Beibehaltung der anderen Parameter die Preis-
blase.

e Wird o grofler, so wichst unter Beibehaltung der anderen Parameter die Preisblase.

e Wird r grofler, so verringert sich unter Beibehaltung der anderen Parameter die Preis-
blase.

4.3 Numerisches Beispiel

In Abbildung 4.1 werden der minimale Gleichgewichtspreis Ps (z) = ® (x) und der Sach-
wert I () in Abhéngigkeit von z fiir verschiedene \; dargestellt. Man erkennt, dass sich bei
gleich bleibenden anderen Parametern der Abstand zwischen Sachwert und Gleichgewichts-
preis vergroflert. Das bedeutet, dass die Preisblase mit groflerem Ay — Ao wéchst, denn je
heterogener die Markteinschéitzungen sind, desto eher erzielen Marktteilnehmer durch Spe-
kulation Gewinne. Abbildung 4.2 stellt hingegen die relative Grofie der Preisblase in Prozent
des Sachwerts, das heif}t 10?(3;(93), fiir unterschiedliche r dar. Auch hier tritt das ein, was zu
erwarten war. Hohere Zinsen r fithren zu kleineren Preisblasen. Aus Abbildung 4.3 erkennt
man deutlich das Verhalten der Grofle der Preisblase B(u). Wenn A; — g ist B(u) = 0.
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45 T T T T T 45
1(x) 1(x)
P.(x) P.(x)

Abbildung 4.1: Minimaler Gleichgewichtspreis und Sachwert in Abhéngigkeit von = links
mit A\; = 0.2 und rechts mit A\; = 0.7. Die iibrigen Parameter haben die
Werte Ao = 0.1, » = 0.02, = 0.04 und o = 0.02.

relative Gréfe der Preisblase (%)

Abbildung 4.2: Die relative Grofle der Preisblase in Prozent des Sachwerts in Abh#ngigkeit
von x links mit » = 0.02 und rechts mit » = 0.09. Die iibrigen Parameter
haben die Werte A\; = 0.12, Ao = 0.05, = 0.04 und o = 0.2.
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B
B(W

Abbildung 4.3: Die Groe der Preisblase B(u) in Abhéngigkeit von A; links mit o = 0.01
und rechts mit o = 0.07. Die {ibrigen Parameter haben die Werte Ay = 0.001,
r =0.02 und p = 0.04.

12

1(x) |
— — —P,(x) mit 6=0.02

“““““ P,(x) mit 6=0.03 .
10 ]

‘‘‘‘‘ P,(x) mit 0=0.04
—— P,(x) mit 6=0.05 Ry

P,(x) mit 0=0.06 e

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Abbildung 4.4: Minimaler Gleichgewichtspreis zu verschiedenen Werten fiir o sowie Sach-
wert in Abhéngigkeit von  mit den Parameterwerten A; = 0.08, Ao = 0.01,
@ =0.04 und r = 0.02.
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5.1 Grundlagen

In zwei Arbeiten stellen José Scheinkman und Wei Xiong [27] [28] ihr Modell iiber die
Entstehung von Preisblasen durch heterogene Markteinschéitzung vor. Es enthélt ein risi-
kobehaftetes Finanzgut, das Dividenden auszahlt, und zwei Klassen risikoneutraler Markt-

T

teilnehmer. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) sei (WP, W;* ,WtA,WtB) />o €ine

vierdimensionale standard Brownsche Bewegungen beziiglich einer rechtsstetigen Filtration
(Ft)¢>q- Der Prozess der Dividendenrate D = (D), ist nicht direkt beobachtbar und folgt
der stochastischen Differentialgleichung

dD; = X (u — Dy) dt + opdW}P

mit dem Mean-Reversion-Parameter A > 0, dem Langzeitmittel © € R und dem Volati-
litatsparameter op > 0. Der kumulierte Dividendenprozess (X;),~ erfiillt

dX; = Dydt + oxdW;¥

mit dem Volatilitdtsparameter ox > 0 und ist beobachtbar. Auflerdem koénnen zwei soge-
nannte Signale, die durch

dsi* = Dydt + o, dW,
dsP = Dydt + o,dW P

mit oy > 0 gegebenen Prozesse s und s®, beobachtet werden. Jede Gruppe von Markt-
teilnehmern unterstellt einem der Signale eine verfilschte Dynamik und dem anderen die
korrekte. Diese verfilschten Signale sV und s¥? erfiillen

dsP = Dydt + 05¢pdWP + o o/1 — $2dW,
ds"P = Dydt + o3¢pdWP + o5\/1 — 2dW)P,

wobei 0 < ¢ < 1ist. Die Gruppe A interpretiert die Realisation des Signals s* als Realisation
von s¥4 und die Realisation des Signals s” richtig als Realisation von s?. Die Gruppe B
hingegen interpretiert die Realisation des Signals s korrekt als Realisation von s und die
Realisation des Signals s”B filschlicherweise als Realisation von s. Das bedeutet, dass die
Marktteilnehmer der Gruppe A den Prozess £4 = (s“’A, sB.X )T beobachten und jene aus

B den Prozess ¢8 = (sA, svB X )T. Der Informationsverlauf von A wird durch die von &4
erzeugte Filtration
FA=F¢

und der von B durch FB = F&” beschrieben. Bezeichne g € {A, B} die Klasse der ge-
genwirtigen Besitzer des Finanzguts und g die andere. Die Transaktionskosten ¢ > 0 werden
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dem Kaufer auferlegt. Wir nehmen an, dass Leerverkdufe des risikobehafteten Finanzguts
verboten sind, jeder Investor zum selben konstanten Zinssatz r» Geld borgen oder leihen kann
und dass es ein endliches Angebot des Finanzguts sowie eine unendliche Anzahl zukiinftiger
Kéufer gibt. Eine F7/-messbare Zufallsvariable p{ bezeichnen wir als einen Preis, den ein
Marktteilnehmer aus g zum Zeitpunkt ¢ fiir eine Einheit des Finanzguts zu bezahlen bereit
ist. Da die Marktteilnehmer risikoneutral sind, maximieren sie den linearen Nutzen ihres
erwarteten Vermdgens. Die Gruppe g stellt ihr Portfolio so zusammen, dass sie uf Anteile
des Finanzguts zum Zeitpunkt ¢ behélt und 1 — uf Anteile an g verkauft. Aufgrund des
Leerverkaufsverbots ist 0 < uf < 1. Die Stoppzeit 7 > t nennen wir Handelszeitpunkt.
Jeder Marktteilnehmer aus g wahlt sein Portfolio so, dass

E <utg sup < / TN GX, 4 e (pl c)> + (1 —uf) (p) — C)>
t

T>t

maximal wird. Das ist gleichbedeutend mit

T —

max uj sup E </ eTEIX 4 e (pZ — C)> +(1—u)E (p{ —¢).
uf >t t

Der Ausdruck nimmt sein Maximum entweder in uf = 0 oder in u{ = 1 an. Das bedeutet,

dass stets eine Investorengruppe das gesamte Angebot des Finanzguts hilt. Jedes Paar von

Preisen (pf,p{), das
ff)

erfiillt, wobei das Supremum {iber alle Stoppzeiten 7 > t gebildet wird, heifit Paar von
Gleichgewichtspreisen. Solche Paare sind nicht eindeutig. Ist zum Beispiel M ein F7-
Martingal und ein ftg—Martingal, dann wird durch p{ := p{ + "M, wieder ein Paar von
Gleichgewichtspreisen festgelegt. Die Bestimmung eines Paares von Gleichgewichtspreisen
motiviert, wie sich herausstellen wird, die Schitzung

p] =supE </ e "W tax, + e (pg — c)
t

T>t

Df = E (Di| FY)

und damit ein lineares Filtrierungsproblem. Satz 5.2 beschreibt diese bedingte Erwartung
als Losung einer stochastischen Differentialgleichung.

Im mehrdimensionalen linearen Filtrierungsproblem (vgl. S.81ff in [15], [19]) sind einer-
seits ein nicht beobachtbares System

d6, — (aw) n a(l)gt) dt + b dw + pMaw} (5.1)
und andererseits die Beobachtungen
& — ( A0 4 A<1>9t) dt + BOaw? + BOaw}. (5.2)

fir0<t<T gegeben.lADie Fragestellung des Filtrierungsproblems lautet: Welche Gestalt
hat der beste Schitzer 6; fiir den Zustand des Systems 6; im Sinn der L?-Approximation

'Ein lineares Filtrierungsproblem lisst sich noch allgemeiner (vgl. [19]) formulieren, indem
a®,a® ... B® sowohl von ¢ als auch von ¢ abhéngen diirfen.
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basierend auf den durch (5.2) beschriebenen Beobachtungen? Zu diesem Zweck miissen wir
das Problem mathematisch préziser formulieren. Sei (€2, A, P) ein vollstéindiger Wahrschein-
lichkeitsraum mit rechtsstetiger Filtration (F),5q. Sei (Wto) >0 €ine k-dimensionale und
(W) />0 €ine [-dimensionale Brownsche Bewegung beziiglich der selben Filtration (7).
wobei beide Brownschen Bewegungen von einander unabhéngig seien. Fiir k,1 € N fiihren

wir
e a9 als k-dimensionalen Spaltenvektor,

A©) als [-dimensionalen Spaltenvektor,

a als eine k x k-Matrix,

AWM als eine [ x k-Matrix,

e v als eine k x k-Matrix,
e B als eine [ x k-Matrix,
o b als eine k x -Matrix,
e BW als eine [ x I-Matrix

ein. Auflerdem definieren wir
BoB = B0 (B(O))T +BW (B(1)>T c Rlxl’
boB = b0 (B(O))T + M (B(l)>T c kal’

bob=b® (b(°>)T + b (b(1)>T e R,

Gesucht ist ein ff—messbarer Schiéitzer, wobei ]-"f = 0 (& :s <t) die von den Beobach-
tungen erzeugte Filtration ist. Unter dem besten Schitzer versteht man die ff—messbare
Zufallsvariable 6;, fiir die

¢ (j-if) - = (-9

gilt, wobei das Infimum iiber K = {Y Q= REY € L2(Q,P),Y ist Ff—messbar} gebildet
wird. Man kann zeigen (vgl. S.127f in [16]), dass

b, =E (et)ff) .

Ziel ist es, eine stochastische Differentialgleichung fiir den Prozess 6 zu finden. Wir verwen-
den fiir die bedingte Varianz die Notation

% =E ((Gt —0) (0 - 9}>T‘f§> .

Als Losung des linearen Filtrierungsproblem lésst sich folgender Satz herleiten (vgl. [19]).
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A\ 4
Satz 5.1. Ist die Matriz B o B ist invertierbar und gilt E <251 <9[()J)) > < 00, dann ist

(ét77t>t>0 die eindeutige, stetige und ff—messbare Lésung des Systems
~ ~ T ~
df, = (a<°> + a(1)9t> dt + (b o B+ (A<1>) > (BoB)™! (dgt - (A(O) + A<1>9t) dt)

% = aMy + (a(l)>T Fhob- (bOB o (A(l)>T> (BoB)™ (bOB o (A(l)>T>T

. . \T
mit den Anfangsbedingungen 0y = E (09|&o) und vo = E <<00 - 90) (90 — 00>
Yo positiv definit ist, dann ist es auch v fir alle 0 <t <T.

fo) . Wenn

Beweis. Siehe Satz 12.7 aus [19]. Da wir uns auf konstante Koeffizienten beschrénken, sind
alle Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt. O

Durch Anwenden von Satz 5.1 bestimmen wir eine stochastische Differentialgleichung fiir
DJ. Der dreidimensionale Prozess ¢4 der Beobachtungen der Klasse A erfiillt

s 1 b0 V1=¢20, 0 0 AW
= dsB | = 1 | Dt 0 | dwP+ 0 os 0 dwp

dX; 1 0 0 0 ox dwX
Der von B beobachtete Prozess ¢P erfiillt

dsit 1 0 s 0 0 dwA
def = dst? | = 1 | Dudt+| ¢os | dWP+| 0 V1—¢%0, © dwp

dX; 1 0 0 0 ox dWX

Aus technischen Griinden fordern wir zusatzlich E (Dé) < 0.

Lemma 5.2. Der bedingte Erwartungswert DY = E (D;|F?) und die bedingte Varianz

“ 2
¥ =E ((Dt - DY)

F! ) erfiillen das Gleichungssystem

g g = R
abf =\ (u—Df) dt + 90:0D + % (asps — Dat) + 25 (asf - Dfat)
US 0-8
o' -
+ 2 (ax; - D),
9%
d 2 1 2 20p¢
A2 g 2\ — g 1— 2 2.
dt% < o2 U§(>(%) +< s 7t+( ¢)‘7D
Beweis. Die Voraussetzungen von Satz 5.1 miissen iiberpriift werden. Dabei haben wir
E (DE‘;) < oo angenommen. Betrachten wir zuerst das Filtrierungsproblem fiir ¢ = A.
Die Konstanten des Filtrierungsproblems lauten a(® = Ay, A©) = (0,0,0)7, a = ),

AN =(1,1,1)7, b = 5p, BO = (¢0,,0,0)7, b = (0,0,0) und

V1—¢?cs 0 0
B = 0 o, 0
0 0 ox
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Daraus erhalt man

o2 0 0
BoB=| 0 o 0 |,
0 0 o%
boB = (0pos9,0,0),
bob=o%.

Die Matrix B o B ist offensichtlich invertierbar. Nach Satz 5.1 sind jetzt ~7' und ﬁ{‘ die
eindeutige F{*-messbare Losung des Gleichungssystems

dD} = (Au - Af?f‘) dt + ((opas¢,0,0) +~(1,1,1))

o;2 0 0 0 1
0 o;2 0 dety — 0 |+ 1 |Df)at],
0 0 oy 0 1
d
i == = +0b = ((000:6,0,0) +77(1,1,1))
o72 0 0 .
0 072 0 | ((0posg,0,0)+~7(1,1,1)) .
0 0 oy

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

A
dDA = A (M - D;‘) at + 27270 £ (dsz - D;‘dt)
O-S

A A A .
+ (dstB . D;‘dt) + (dXt - D{‘dt) :
o 0%

d A topo)’ () ()
&7{4:—2)\'}@4—#0%— (’Yt D ) (%) B (’Yt) .

2 2 2
o o ox

Nun betrachten wir das Filtrierungsproblem fiir ¢ = B. Die Konstanten sind a(®) = Ap,
A© =(0,0,0)7, a® = =X, AW = (1,1,1)7, b0 = 5p, BO = (0, poy,0)T, b = (0,0,0)

und

O 0 0
BY = 0 1-¢%0, 0
0 0 ox
Somit erhalt man
o2 0 0
BoB=| 0 o2 0 |,
0 0 o%
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Auch fiir dieses Filtrierungsproblem ist die Matrix B o B invertierbar. Nach Satz 5.1 sind
7P und DP die eindeutige FP-messbare Losung des Gleichungssystems

2
s Os

dDP = —\ (f)tB - u) dt + Zf (ds;;‘ . Dfdt) 4 $os0D 7 (dsf’B - Dtht)

+ 4 (ax; - DPat),

Ix
2 B\2 B\2
i B _ B 2 (71€B+UDUS¢) _ (’Yt ) _ (% )
pral 2\ +op o o2 0%

O]

Die Gleichung fiir die bedingte Varianz ist eine Riccatische Differentialgleichung (vgl.
S.508 in [14]) der Form

d 2 1 20p¢
St =(-5- ) o+ (-n-22

2
o;  ox o

2 2 1
oz )

)vf+(1—¢2)ff%-

Definieren wir

und
k- (A +972)
a4 = )
dann erhélt man die Differentialgleichung
d 2 1
9 _ g g
it == (F+ox) vt —an b —ao).

Diese lisst sich elementar lsen.'. Mittels Integration durch Partialbruchzerlegung erhilt

1 7 2 1
Qy — o v — o o 0%

mit C' € R und daraus die allgemeine Losung

man

g oy — O

E 1—exp(— (U%—l—g%) (x—l—C))

X

+ a_.

Wir withlen die Anfangsbedingung 7§ = yg . Damit héingt 7/ nicht mehr von g ab und wir
schreiben 74 = 7{. Da ay > a_, sieht man sofort, dass
K—(A+¢722)

2 1
o2 +o’§(

lim v = ay =
t—o00

'Um die weitere Analyse zu vereinfachen, treffen Scheinkman und Xiong [27] die Annahme, dass 7§ = o
Die Wahl der Anfangsbedingung 7§ = a— scheidet aus, weil a— < 0. Damit folgt 77 = a fiir alle ¢t > 0.
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Fasst man a4 als Funktion von ¢ auf, so kann man durch Ableiten zeigen, dass ay monoton
fallend in ¢ ist. FKin grofleres ¢ fiihrt also zu einer genaueren Schétzung von Dy. Aus diesem
Grund wird ¢ als Uberschiitzungsparameter bezeichnet.

Wir benétigen nun folgendes Lemma, das besagt, wann ein mehrdimensionaler It6-Prozess
eine Brownsche Bewegung ist.

Lemma 5.3. Sei W, eine Brownsche Bewegung und
dY; = u(t,w)dt + v(t,w)dW,

ein n-dimensionaler Ito6-Prozess und sei 7 = o (Ys:s <t). Der Prozess (V}),5 ist ge-
nau dann eine Brownsche Bewegung, wenn E (u(t,-)|F;) = 0 und v(t,w)v(t,w)? die n-
dimensionale Einheitsmatrix fiir fast alle (¢,w) ist (vgl. S.145 in [15]).

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 8.4.3 auf S.143 in [15]. O

Definiert man den Ité-Prozess (W;),-, durch

ds}? — DYdt

AW =
Os
(Dtdt +os¢dWP + o, detg) — E(Dy|Ff)dt
Dy —E (Dy|F?

Os

_Di—EDJF), 6\ [ dwp
Os V1—¢? dawy )’

so erkennt man, dass W99 wegen E (D; — E (Dy|F{)|F/) = 0 und

(¢ W)(\/ﬁﬁ>=¢2+l—¢2=1

nach Lemma 5.3 eine Brownsche Bewegung beziiglich der Filtration 9, aber keine Brown-
sche Bewegung beziiglich F oder F? ist. Die durch

ds{ — Djdt _ D, — E(Dy|F})

Os Os

AW = dt + dwy

und .
dX; — Djdt  D; —E (D F})

ox ox
definierten Prozesse (W), und (th’X) sind aus demselben Grund ebenso Brown-
= >0

sche Bewegungen beziiglich 9. Man erhélt eine dreidimensionale Brownsche Bewegung der
Form

AW~ = dt + dw;¥

oy L (asp? - Djar)

awg = awgs | =| L (as? - ngt)
9,X ° .
aw; & (ax; - Diar)

o1



5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Damit ergibt sich fiir die Prozesse der bedingten Erwartungen die Darstellung

$osop+t
A~ N Ts N
dD? = —\ (D;? - u) dt + % dwy.
;/7;

Mitglieder der Gruppe g wissen, dass Investoren aus g die Schitzung

A

Df = E(Di|F7) = 19 ((¢9) <))
verwenden. Aus Sicht von g verwendet die Gruppe g tatséchlich
DY = I ((fﬂ)ugt) )
weil sie (59, s9) fiir das korrekte Signalpaar hilt. Wir setzen daher
Ve = Dpe - Y
und nennen den FY-messbaren Prozess Y9 die Differenz der Einschétzung aus Sicht von g.
Lemma 5.4 (vgl. [27]). Die Differenz der Einschétzung erfiillt
dY? = —p Y dt + oy dW
mit WP = L (W99 — WP9), pr = A+ 222 + (l -

1
\/i Os E
W9Y eine Brownsche Bewegung beziiglich F9.

) v und oy = V2¢popt. Dabei ist

Beweis. Indem man sJ durch s¢"9 und s{"9 durch s/ in der Darstellung von DY ersetzt, erhiilt
man die Gleichung

Posop+t T

2 (as? - DPa)
ADP? = X (DPY — i) dt + 2 L (dsp0 — Dfar)
1

¥ -
(dXt - Df’gdt)

ox
ox

fiir DY, Andererseits hat DY die Darstellung

Posop+t T gis <d3:’g - f)gdt>

A ~ Os ~ ~
dD? = —\ (Df - u) dt + L o (ds? — Dfdt)
It ~
o L (dx, - Dfdt)
X

'Bei der von Scheinkman und Xiong [27] getroffenen Wahl der Startbedingung 77y = a ist pr = k.
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Daraus folgt

dY* = dDJ? — dDjJ
T

) ¢Usf;13+’)/t J% (dstg _ ds:’g)
— -\ (Dp? - Df ) dt - 2 L (ds?9 — dsf)
'yf ° 0
ox
Posop+vt T ULS Df,g — ﬁf dt
Og ~ = ~
- = ~ (Df — D) dt
Yt ~ = A
ox A (Dpe - DY) i
X
2 _
. ()\ 499 20, %> vadt — 970 (459 — dsf)
Os Og ox Os

= —p Y dt — ¢;’D (as¢thD + 05\/1 — P2dW7 + adetg)

AW9:9 — devf’)

= —p Y7 dt + popV2 ( 7

= —pYIdt + oydW P
Nach Lemma 5.3 ist (Wf ’Y) . eine Brownsche Bewegung beziiglich F9. O
t>

Im Allgemeinen ist )
Y;tg # _Y;tg7

weil
Y = WA (€9) — i (7) = (W7 — 1) (),
P = (1 (€)1 (€)= (18— 1) (€9).
Da jedoch g die Realisation s (w) als Realisation von s"9 interpretiert, stimmen die Reali-
sationen von Y9 und —YY iiberein.

5.2 Gleichgewichtspreise

Lemma 5.5 (vgl. [27]). Fiir 7 > ¢ gilt

B < /t T gy, ftg> _E < /t " rut) (u LA ( Dy M)) du

Beweis. Da wie schon gezeigt

;rg> .

dX, — Dldu

X
dWeX =
ox

eine Brownsche Bewegung beziiglich F9 ist, kann man X als

dX, = DIdt + oxdWIX
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

darstellen. Der Prozess DY erfiillt die stochastische Differentialgleichung

Posop+t
dDf = -\ (f?tg - u) dt + 2 AW,
e
ox

Indem man die Formel von It6 auf f (t, DY ) = eM DY anwendet, ergibt sich

Posop+t T
~ ~ ~ Os N
df (t, D;?) = AMDYdt + MDY = preMdt + e 2z AWy
%t(
und fiir u >t > 0 folgt daraus durch Integrieren
Posop+t T
A A U Os —
DI = e | MDY 1y (eM - e)‘t) + / M 2 AW?
t at
ox
Umgeformt erhélt man die Darstellung
DI = pi+ MW (f)f - ,u) + N,
wobeli fiir
N, = e / " 90590 + %y gy / C W gy / C W v gpprenx
7 t Os ! t Os v t 0X !

klarerweise E (N .| F7) = 0 gilt, weil W9 eine Brownsche Bewegung beziiglich F9 ist. Setzt
man nun in die Darstellung von X ein, so folgt

dX, = (u + M) (ﬁf - u) + Nt,u> du + oxdWI~
und daraus wiederum
/tT e gy, = /tT ) (M 1Mt (ﬁf _ M) i Ntﬂi) du

+ / e oy dW X
t

B /tT o—r(u=t) (M 1 At (f)f _ M)) du+ M,

mit E (M| F{) = 0. Somit folgt

. < /t " ru-t) qu’ ff> _E < /t " —r(u-t) (u oM ( Dy u)) du

fg) |
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Aufgrund von Lemma 5.5 erfiillt ein Paar von Gleichgewichtspreisen

1w (/tr o (u=1) (M+6—A(u—t) ([)tg _ M)) du + e~ ") (pT )

Stellen wir uns vor, die Investorengruppe g wiirde das Finanzgut fiir immer halten. Den

zukiinftigen Wert der Dividenden aus der Sicht des gegenwirtigen Besitzers bezeichnet man
Mit der Stoppzeit 7 = oo folgt nach Lemma 5.5

]-',;‘7>

p! = maxE c ff) .

dann als Sachwert p;”
goo > ru—t) “Au—t) (P9 _
pP™ =E ( / e pte Dy — ) ) du
t ; ( ( t ))

1 1 X oo
_ | = —r(u—t) - () (u—t) g g
E< (Te ,u—i—r_i_)\e (Dt u>>Ut ft>
_u Di—n
r T+

A

Wir betrachten die Zerlegung eines Gleichgewichtspreises

g
g _ M Dy —p g
Pt r+ T+ A tar

wobei g; Wiederverkaufswert aus Sicht von g genannt wird

Lemma 5.6 (vgl. [27]). Der Wiederverkaufswert kann als

Yg
(e (et =)lm)

g _ E
q; = max Nt

T>t

dargestellt werden.
Beweis. Unter Verwendung der Darstellung von p{ aus Lemma 5.5 ergibt sich

c ff)

P = mﬂfE (/ o (u—t) (M 1 e Mu—t) (f)tg _ #>) du+ e (pI — ¢)
DY 4
=max[E ( - ) S A <1 - e*(AJrT)(T*t))
T>t >\ +7r
,7"(7' t) ( + qT B C> ff)
DIy — e A (Dy _ M)
_p, Dl —p T t - ;
+ A+ +I£§§(E \+r +4¢7 —c || F
_n Df- pi-p¢ . N\l
_7"+ A7 +I§§§{E< < A7 e |z
g
~£ Di - +maxE< —r(r- ”(Y 9—C>’~7:iq>.
r A+ T>t
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Der vorletzte Schritt folgt hierbei durch die im Beweis von Lemma 5.5 hergeleitete Dar-
stellung

DY =+ e (Df = 1) + Nis,
indem man einsetzt und E (N | FY) = 0 verwendet. O

Gesucht werden bei Scheinkman und Xiong [27] ausschlieBlich Gleichgewichtspreise der
Form

A

g

g__H Dy —p g
p =t Dy ), (53)

wobei ¢(x) eine stetig differenzierbare Funktion ist. Verwenden wir zunéchst die zusétzliche
Annahme, dass 7{ = o ist, weswegen p; = & fiir alle ¢ > 0 gilt.! Aufgrund von Lemma 5.6
lassen sich Gleichgewichtspreise als

DY — Y9 _
g _ [t ) E —r(T—t) T vI) — g
Py r+ T+ A +Iqr-l§i( <e )\+r+q(7) ¢)|”

darstellen. Den Wiederverkaufswert ¢(Y;?) kann man auch als Wert einer Wiederverkaufs-
option auffassen, bei deren Ausiiben zum Zeitpunkt 7 der gegenwirtige Besitzer den
Ausiibungspreis
Y? v9

oy Had)
minus die Transaktionskosten ¢ bekommt. Gesucht wird eine optimale Ausiibungsstrategie,
das bedeutet jene Stoppzeit 7%, bei der Wert der Wiederverkausoption maximal wird. Stellen
wir uns vor, dass die Option dann ausgeiibt wird, wenn erstmals Y, > k* ist, wobei wir mit
k* > 0 den minimalen Handel auslosenden Unterschied der Einschétzungen bezeichnen. Das
Intervall (—oo, k*) nennen wir Fortsetzungsregion und das Intervall [k*, o0) Stoppregion. Um
¢(x) und k* zu bestimmen, errdt man ¢(z) und k* zuerst und zeigt danach, dass diese das
Geforderte auch tatséchlich erfiillen (vgl. [28]). Dazu benétigt man zuvor einige Lemmata
und Sétze aus der Theorie der speziellen Funktionen.
Die Kummersche (oder auch konfluente hypergeometrische) Differentialgleichung ist als

zy”(x) + (b —2)y () — ay(z) = 0

definiert (vgl. S.504 in [21], S.2 in [1]). Zwei linear unabhéngige Losungen davon sind fiir
b ¢ Z~ die sogenannten Kummerfunktionen

M(a,b,x) = i (), 2*
b= 2 ),

und

o M(a,b,x) _fo(1+afb,27b,x)
Ula,b,o) = S m (F(1+a—b)F(b) o T(a)T(2 — b) )
wobei
(a), =ala+1)...(a+n—-1),
(a)g =1

'Ohne diese Annahme hiingt () auch von ¢ ab und Satz 5.10 kann in dieser Form nicht gelten.
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

die steigende Faktorielle und I'(-) die Gammafunktion bezeichnet. In der Schreibweise von
Pochhammer und Barnes mit

| =3 e (),
qu(Q17...,Oép,/Bla"'76p7z)_kZ:O(ﬁl)k...(ﬂq)k k!

ist M(a,b,2) = 1F1 (a;b;2) und Ua,b,x) = e %Fp (a,1+a—b; ;—1) (vgl. [21]). Eben-
falls oft angefiihrt werden die mit dem Eulerschen Potenzreihenansatz (vgl. [1]) gefundenen,
linear unabhéngigen Losungen 1/ (a;b; 2) und 2' =% Fy (1 +a — b;2 — b; 2), jedoch verwen-
den Scheinkman und Xiong die Loésungen und die Notation aus Abramowitz und Stegun
[21].

Satz 5.7 (vgl. [27]). Jede strikt positive sowie auf (—oo,0) monoton wachsende Lisung der

Differentialgleichung
2

o
P40 @) — way/(a) — ry(a) = 0
hat die Form y(x) = S1h(x), wobei 51 > 0 ist und
@) U%%’Z—ﬁz) fir x <0,
h(x) = Y
s r 1 ka? r 1 kz? o
oM (B8 5) U () fire>o

eine auf (—o00,0) strikt positive und monoton wachsende Funktion ist. Die Funktion h(x)
lost die Differentialgleichung, wobei

hoy= V7

1 r\’
T3 +3)
Beweis. Sei y(z) =v (';—%2) und z = £5-. Man setzt
Y
( P) (%) e
dx dz o}’
Hx2
d2y(z) _dv( )4ﬁ2 2+dv(a%>2ﬂ
dx? dz? oy dz o}

in die obige Differentialgleichung ein und es ergibt sich

S f)aee () w(Eww oy,

2 2 ~ 9
dzT oy dzT dzx oy

V' (%) 268 + 0" () k — 0 (2) 22 —rv (2) =0

folgt, das sich zur Kummerschen Differentialgleichung

o (%) 7 + (;—i)v/(i)—rv(i)zo
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

umformen lésst. Deren allgemeine Losung ist

r 1 r 1
i) =aM (-, =7 —, 5@ .
v(@)=a <2H’2’x>+5U<2H’2’$>

0.2
Ty @) — way/ (@) = ry(@) = 0

Als Losung von

erhilt man

OélM 1 ka? +B1U r 1 kz?

( ) 25 9 a_%/ 2&’5’7(7?, fur33<0,
Yy\xr) = 2 2
r 1 kx r 1 kx .
asM (5,3, = + 82U ( 555 3, > firz >0

mit einer reguldren Singularitit in x

= 0. Unter Verwendung der Darstellung der n-ten
Ableitungen (vgl. S.507 in [21])

d"M(a,b,z) (a)n
= M(a + T
P ) (a+n,b+n,x),
TOLL) 1y (apat bt n,a)

ergibt sich

A B W Y U N ok WS §Fv
2k 2 052/ L g2 2K 2" o2 2 12’

v oy 2/1
r 1 k2 r 2KRT r 3 KT
Ul —, 2, =) =(-1)—="U(—+1,=
(2%72’ a%) ( )2/<L o2 (2/& + 72’ 02 )

woraus man erkennt, dass a; = 0 sein muss, damit die Funktion auf (—oo0,0) monoton

wachsend sein kann. Fiir z < 0 ist nimlich M’ < o ;,*;—952) < 0 und U’( 25 2,“—””2> > 0.
Y 9y
Aufgrund dessen erhilt man

T
o 2

BiU (&, 5,52 fiir < 0,
y(m) — ( Y>

K
M (5.5, ) + 8U (3.3,55)  firz>o0.

g

Damit y(z) fiir x < 0 strikt positiv ist, muss zusétzlich §; > 0 sein. Nun miissen die
Grenzwerte der Funktion y(z) und ihrer ersten Ableitung gegen Null von rechts und von
links iibereinstimmen. Auch hier verwendet man die bekannten Darstellungen der ersten
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong
Ableitungen, um die Grenzwerte zu berechnen und erhélt

li =
v =1

lim y(x) = as + ,
A
re T 3 ka2
lim ¢/'(z) = lim ——-U | — + 1, =,
J:—)O*y() r—0~ 0'32/ <2H 2 O'%,)IBI
3 2 11 2
1 rT s M(i+1’§’%) oy M(i""iviv%) 3
= lim —— — 1
e»0- oy sin(3F) | T (&£ +1)T () VE(=z) T(£+1)T(3)
3 2 11 2
rTo M(i"—l’ﬁ”ﬁé,) O'YM<2’LI€+§’§7%>
S\ ey s T T ) |2
Oy z—0 (zz +1)T(5) £ T(g+1)T(3)

Jm /(@) = -5 (Z)T (3) oy

unter Verwendung der Eigenschaften der Gammafunktion I'(z + 1) = zI'(z), I'(3) = /7
sowie ['(3) = 4 (vgl. S.478 in [14]). Daraus folgt 81 = — 2 sowie

27 3
ap = 1
F(+3:)TG)
und somit resultiert y(x) = S1h(x) mit
U(ié’%ﬂf) fir x <0,
Me) = e (3 4,) U (5.0,50) fira>0
F(%+ﬁ)r(%) 272 o 272 o :

Eine so konstruierte Funktion h(z) erfiillt klarerweise die Differentialgleichung (vgl. [27]),
weswegen

h"(x) = J% (kah'(z) + rh(z))
Y

gilt. Aus diesem Grund sind kritische Punkte mit h(z) < 0 stets Maxima und solche mit
h(z) > 0 stets Minima. Somit ist h(x) monoton wachsend fiir x < 0 und nach Konstruktion
positiv fiir z < 0. O

Lemma 5.8 (vgl. [28]). Die Funktion h(z) hat die Eigenschaften:
(1) h(z) >0 Vo eR,
(2) h'(z) >0 Vz eR,

(3) h'(xz) >0 VxeR,
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

(4) h™(z) >0 Yz eR VneN,
(5) limg—y oo A(z) = 0 und lim,_,  A'(x) = 0.

2
Beweis. Sei o = g—}; und 8= ~. Dax > 0und r > 0ist, sind o > 0 und 8 > 0. Die Funktion
h(z) ist eine auf (—oo,0) positive, monoton wachsende Losung der Differentialgleichung

ah”(z) — zh (z) — Bh(x) = 0.

Wegen h'(xz) = Zh'(z) + gh(x) kann die Funktion kein lokales Maximum mit h(z) > 0
haben, was (1) impliziert. Die Monotonie (2) folgt dann daraus, dass einerseits h'(z) > 0
fiir z < 0 sowie andererseits h”’(x) > 0 fiir > 0 und damit wegen der Differentialgleichung
dort auch A/(z) > 0 ist. Die Konvexitét (3) ist fiir z > 0 klar. Fiir z < 0 nimmt man an, es
existiere ein & < 0 sodass h” (Z) < 0. Es wiirde dann

ah (i) = Eh”(i) _ p+1

(0] o

h(z) >0

gelten, was einen Widerspruch darstellt, und damit gilt A”(z) < 0 fiir x < &. Mit dieser
Vorgehensweise ldsst sich induktiv zeigen, dass hohere Ableitungen ebenso monoton steigend
und konvex sind (4). Daraus und aus den Eigenschaften der Kummerfunktionen (vgl. [21])
folgt (5). O

Betrachten wir die Funktion

o(z) = { Bih(z) fiir © < k¥,

o T Bih(—z) —c  fiir x > k*.

Lemma 5.9 (vgl. [27]). Es existiert ein eindeutig bestimmtes Paar (51, k"), fir das ¢(x)
stetig differenzierbar ist. Dabei ist £* die eindeutige Losung der Gleichung

(k" = c(r + ) () (k) + b/ (=k*)) = h (k*) + h (=k*) = 0

und
1
(r+X) (b (k*) + b/ (—k*))

Wenn ¢ = 0, dann ist £* = 0, und wenn ¢ > 0, dann ist k£* > ¢(r + A).

pr= (5.4)

Beweis. Aufgrund der Annahme, dass ¢(x) im Punkt &* stetig differenzierbar ist, muss
N A=k te=0 (5.5)
— — CcC = .
+ \ 1 )
1

pih (k™) — Y + B0 (=k*) =0 (5.6)

Buh (k") -

gelten. (5.6) liefert (5.4). (5.5) ist genau dann erfiillt, wenn f(k*) = 0, wobei
f(k) = (k—c(r+ X)) (W' (k) + h'(=k)) = h(k) 4+ h(=k).

Wir zeigen, dass f eine eindeutige Nullstelle hat. Betrachten wir zuerst den Fall ¢ = 0. Aus
den in Lemma 5.8 gezeigten Eigenschaften von h(x) folgt, dass f'(k) = k (h"(k) — h"(—k)) >
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

0 fiir k£ # 0. f ist aber streng monoton steigend und k* = 0 die einzige Nullstelle. Wenn
¢ > 0 ist, dann ist f(k) < 0 fiir ¥ < ¢(r + A). Da nach Lemma 5.8 h”(z) > 0 und h"'(z) > 0
sind, ergibt sich, dass

f'(k) = (k—c(r+\) (h” k) — h"(—k)) >0,
f”(k) =(k—c(r+2X\) (h”/(k) — h”/(—k)) + h”(k) + h"(—k) >0

fiir alle & > ¢(r+\). Somit ist f streng monoton steigend und konvex fiir & > ¢(r+\). Daraus
folgt, dass f eine eindeutige Nullstelle hat, und diese muss grofier als ¢(r + \) sein. O

Satz 5.10 (vgl. [27]). Durch die Festlegung ¢ = q(Y’) und

Y
g__H Dy —
Py r+ r+ A

+qf

ist ein Paar (ptA,ptB) von Gleichgewichtspreisen gegeben, wobei Y, = ﬁf’g—ﬁf.Die optimale
Ausiibungsstrategie fiir dieses Paar von Gleichgewichtspreisen ist 7% = inf {s >t : YJ > k*}.

Beweis. Im ersten Schritt zeigt man die Ungleichungen

alx) > o ta(-a) —e (5.7)
0.2
4" (w) = g/ (x) —rq(x) < 0. (5:8)

Wir werden sogar beweisen, dass in der Fortsetzungsregion in (5.7) strenge Ungleichheit
und in (5.8) Gleichheit gilt. Mit der Bezeichnung b = ¢(—k*) folgt aus Lemma 5.9 durch
FEinsetzen

_ h(—k*)
(r A (B (B*) 4 B (—E%))

und

a5t ﬁh(m‘) —c firx < -k

Sei f(z) = q(z) — 75 — q(—x) + ¢, dann ist f(x) > 0 gleichbedeutend mit (5.7). Durch
FEinsetzen ergibt sich

@) — i - (5 + @) o) + e fiire < <k

X h(—E*)
f@) = § wdehl@) = wix — Gh(—2) + fir k" <<k
Py T aemh(-e) — e Fx — pmh(-e) fe fire >k
und daraus
2c fir z < —k*
f(z) = ﬁ(h(m) —h(-2)) - 5 +c fir -k <ax <k
0 fiir x > k*.
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Damit gilt f(z) > 0 in der Stoppregion (k*,00). Um die Ungleichung auch fiir die Fortset-
zungsregion zu zeigen, betrachtet man

@) = e (@) + W) = 5
b

m(h/l(fﬂ) - h”(—x))

(@) =
mit —k* < z < k*. Durch Einsetzen sieht man, dass f(k*) = f(—k*) = 0 ist. Aus der
in Lemma 5.8 gezeigten Monotonie von h”(z) folgt, dass f”(z) > 0 fir 0 < z < k* und
f"(z) < 0 fiir —k* < 2 < 0. Damit ist f’(z) monoton steigend fiir 0 < x < k* und
monoton fallend fiir —k* < x < 0. Deswegen ist f'(z) < 0 fiir —k* < z < k*. Da f(z) in
—k* <z < k* monoton fallend ist und f(—k*) = 2¢ > 0 sowie f(k*) =0 gilt, ist f(z) >0
in der Fortsetzungsregion (—oo, k*). Damit ist (5.7) bewiesen. Nun bleibt (5.8) zu zeigen.
In der Fortsetzungsregion ist (5.8) nach Konstruktion mit Gleichheit erfiillt. Deswegen ist
es hinreichend, die Ungleichung fiir die Stoppregion (k*,00) zu zeigen. Fiir z > k* gilt

T b
/ . 1 b /

q//(x) = 3 (Ek*)h”(—l’)-

Durch Einsetzen und unter der Verwendung von x > k* > ¢(r + A) aus Lemma 5.9 ergibt
sich

"Q%q”(x) — kaq (z) — rq(z) = s ( b h”(—rv)) — KT ( : bk*)h'(—x)>

2 \ h(=k*) r+ X h(—
x b
_r(r+)\ h(_k*)h(—x)—c>
o2 r+k
— h(bk*) <2Yh”(—a:) — kxh!(—z) + h(—x)) - i & tre
r+K

x4+re< —(r+k)c+rc=—kre<0,
T+ A

womit auch (5.8) bewiesen ist.

Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass aus (5.7) und (5.8) die Darstellung des Wertes der Wieder-

verkaufsoption ¢ (YY) aus Lemma 5.6 folgt. Unter Anwendung der It6-Formel auf F (t,z) =

e "q (x) und der Darstellung von dY? aus Lemma 5.4 erhélt man

t t
F(t,Y) = F(0,Y]) - / re g (V) du + / e (YE) Y
0 0

1

t
+3 / e " (Y9 d[YI, YY),
0

t t t
=q((Yy) - / re”"q (V7)) du — / kYZe g (V) du + / oye " (YI)dWIY
0 0 0
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1 t
+2/ e " (YVI) ot du
0
! 0-12/ 2 /
—a )+ [ e (T 0D - s VDV = ra (VD))
t
+/0 oye g (YI)dWgY .

Daraus folgt

- b g2
)=o)+ [ e (T 0 i VDV - ra (D))
0
t
+/ oye " (YI)dWIY .
0

Da ¢/(z) streng monoton wachsend, positiv und offensichtlich durch r%\ beschrénkt ist, ist

t
/ oye g (YI)dWIY
0

ein Martingal beziiglich F9. Somit ist e "¢ (Y}?) wegen (5.8) ein positives Supermartingal.
Fiir beliebige Stoppzeiten ¢ < 7 folgt

Yg
E (e—r(ﬂ'—t) <)\ —;: . +q (_YTQ) _ C) ‘ff) S e—rtE (e—TTq (Yﬁ)‘ff) < q (Y;g) ,
wobei sich die erste Ungleichung aus (5.7) und die zweite aus dem Optimal-Sampling-
Theorem fiir positive Supermartingale (vgl. S.10 in [17]) ergibt. Der Wert der Wiederver-
kaufsoption ist also hochstens ¢ (Y;?). Nun zeigt man, dass diese Schranke fiir die Stoppzeit
7* angenommen wird. Da Y}’ ein Mean-Reverting-Prozess ist, ist P(7* < o) = 1. Der bei
7" gestoppte Prozess (e‘”q (v? ))T ist ein Martingal, da die Werte dieses gestoppten Pro-
zesses ausschlieBlich in der Fortsetzungsregion liegen, wo (5.8) mit Gleichheit gilt. Aus der
Definition von £* in Lemma 5.9 ergibt sich

k* h(k*) —h(—k)

_ h/ k* _ h/ _k* —
(A5 —e) 0oy = oy = LI

)

k* X *
= b(h (k) — (=),
oy POR (R —e=bh (k).
(k) —e=q ().

Unter Verwendung des Optional-Sampling-Theorems fiir Martingale folgt fiir eine Stoppzeit
t<T*

. Y?, . k*
—r(r*—t) T* _v9y _ g\ —r(r*—t) —k*) — 9
(e (W e ) <e (e (5 ewn o) 7)
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

-F <€_T(T*_t)q(k‘*)

)

)

=B (e T a ()[R = et (e )]
_ ertefrtq (Ytg) —q (Ytg) '

=¢"'E (e’”* q(Y)

*

Damit ergibt sich letztendlich

Yg ~ Yg
—r(r-1) T g) _ 9| — r(t—7) T _V9Y) — Ty
nTl?fEG </\+r+q(YT) C)’ t>_T§§<E<e <)\+r+q( ¥9) C)’ t)

=K —r(r*=1) Yi'rg* +g(=Y9) — F9
€ A+r q ( T*) c t

=q(Y7).

O

Verzichten wir auf die Annahme, dass p; konstant ist, kann die Funktion ¢(z, t) nicht mehr
leicht explizit angegeben werden. Die Funktion ¢(z,t) muss in der Fortsetzungsregion eine
partielle Differentialgleichung erfiillen, damit nach der It6-Formel der zum Handelszeitpunkt
gestoppte Prozess (e‘”q(Y}g ,t))T* ein Martingal ist. Die Schwierigkeit besteht nun darin,
eine stetig differenzierbare Funktion w(z,¢) mit strikt positiven hoheren Ableitungen nach
x zu finden, die die parabolische Differentialgleichung

2
ug(x,t) + %/um(:v,t) — prxug(x,t) —ru(z,t) =0

erfiillt, und damit g(x,t) zu konstruieren.

5.3 Preisblasen

Nach Konstruktion beschreibt der Wert der Wiederverkaufsoption ¢(Y;?) den Unterschied
zwischen dem erwarteten Wert der zukiinftigen Dividenden aus Sicht des gegenwértigen
Besitzers und einem Gleichgewichtspreis p;. Diese Differenz kann man auch als Preisblase
auffassen (vgl. [27]). Wir bezeichnen ¢ (Y,?), wobei
b .. .
o(x) = Wh(w) fir x < k¥,
T ﬁh(—af) —c firz >k
und
_ h(=F")
T (r N (R (B + W (k%)

ab nun als Preisblase. Nach Satz 5.10 hat Y}/ nur Werte in (—o0o, k*). Erreicht der Prozess
k*, wird gehandelt und der Prozess startet neu bei —k*. Daher definieren wir die Gréfie
der Preisblase zum Handelszeitpunkt als b = ¢(—k*). Im Folgenden untersuchen wir,
wie sich die Modellparameter auf die Gréfle der Preisblase auswirken.
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Lemma 5.11 (vgl. [27]). Sind die Transaktionskosten ¢ = 0, dann ist die GroéBe der Preis-
blase zum Handelszeitpunkt

. I (g) oy _
AN +1)VEL (5= + 3)

Die Grofle der Preisblase zum Handelszeitpunkt ist monoton steigend in oy sowie x und
monoton fallend in r.

Beweis. Aus Lemma 5.9 folgt, dass fiir ¢ = 0 auch £* = 0 ist. Damit ist

b h(0)
20+ )W (0)

Unter Verwendung der im Beweis von Satz 5.7 hergeleiteten Darstellungen von y'(0) =
B1h'(0) ergibt sich

und daraus wiederum
_ 1 T(x)oy
20 +7) 2kl (5 + 3)
Offensichtlich ist b monoton wachsend in oy. Fiir die Monotonieeigenschaften beziiglich x
sowie r betrachtet man die ersten Ableitungen. Sei

@) =00 (G 1)) -v0 (Go) - 1,

2 T

wobei ¢ (z) = % In(I'(z)) die k-te Polygammafunktion (siehe S.260 in [21]) ist. Fiir z >
0 ist die Digammafunktion (9 (x) monoton steigend und die Trigammafunktion ) (x)
monoton fallend. Wegen

F/a) = 5o @(w " 1)) ~ o0 (;) o <y @(m " 1)) - (;) <0

L

5, elnsetzt,

folgt. Wegen

ob ovT (55)
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

ist b monoton steigend in x. Ahnlich geht man fiir die Monotonie in 7 vor. Aus der Monotonie
der Digammafunktion folgt

0b oyT (5=) < r < r 1> >

— = = A4 (— —A+r — 4+ -] =2k

or  8Vr3(\+ 1) (i + %) ( v 2K> ( ) 2k 2

< earieep () () =0

weswegen b monoton fallend in r ist. O

Satz 5.12 (vgl. [27]). Sei ¢ =0, dann ist q(x) in der Fortsetzungsregion (—oo,0) monoton
wachsend in oy sowie k und monoton fallend in r. Die Preisblase wdchst also mit steigendem
oy sowie Kk und verringert sich mit steigendem r.

Beweis. Aus Lemma 5.11 folgen die Monotonieeigenschaften von b. Zu zeigen bleibt die
Monotonie von h(z).
Sei 6y > oy und erfiille h(z) die Differentialgleichung

%ﬁ"(aj) — kb (z) — rh(z) =0
mit limg_,_ o i@(a:) =0 und
- NS
h(O) = (=X 1
(3% +3)
Nach Satz 5.7 wird )
U?Yh"(x) — kzh/(z) —rh(z) =0
mit
ho) = — /"

von h(z) in der Fortsetzungsregion erfiillt. Sei f(z) = h(x)—h(z). Die Annahme, es existiere
ein lokales Minimum z* auf (—o0,0) mit f(2*) < 0 muss zu einem Widerspruch fiihren.
Ein solches Minimum miisste f'(z*) = 0 und f”(z*) > 0 erfiillen. Nach Lemma 5.8 ist
lim, o f(x) = f(0) = 0. Aus

1

5 (340 (@) = () = ko f' (@) = rf(2) = 0

ergibt sich jedoch
1 -
> (5%"(.@*) - UQYh"(a;*)) = rf(z*) <0
und daraus 630" (z*) < o2h"(z*). Da oy < Gy ist, folgt h”(z*) < h”(z*) und daraus
wiederum f”(z*) < 0, was einen Widerspruch zu f”(z*) > 0 bildet. Somit ist f(x) > 0 fiir
x < 0 und infolge dessen ist h(x) > h(x) fiir < 0. Daher ist ¢(z) in der Fortsetzungsregion
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

monoton wachsend in oy. .
Sei nun £ > k und erfiille h(z) die Differentialgleichung

o2 - = =
%h"(m) — kzh/(z) —rh(z) =0

mit limg,_,_ o fz(az) =0 und
- T
h(0) = FT\C
(27 +3)

Sei auch hier f(z) = h(x) — h(x). Wie vorhin nehmen wir an, es existiere auf (—oo, 0) ein
lokales Minimum z* mit f(2*) < 0. Fiir dieses wiirde f’(2*) = 0 und f”(z*) > 0 gelten. Aus

(jj/f”(x) - (/%fz/(x) - Iih/(l‘)> —rf(z)=0

und )
) —enf (@)~ rf(a”) = " (R - R) (")

folgt 7'(2*) < 0, was jedoch im Widerspruch zu h/(x) > 0 steht. Daraus ergibt sich analog
zu vorhin, dass ¢(x) monoton wachsend in & ist.

Um zu zeigen, dass ¢(z) monoton fallend in r ist, sei 7 < 7 und erfiille h(x) die Differenti-
algleichung

0% - - -
%h”(m) — kxh!(x) — Fh(z) =0

mit limg_,_o A(z) = 0 und
3 JT
h0) =7 17
(2= +3)
Sei erneut f(x) = h(z) —h(x). Nehmen wir an, es existiere auf (—oco, 0) ein lokales Minimum
z* mit f(z*) > 0. Fiir dieses wiirde f/(z*) = 0 und f”(z*) > 0 gelten. Eingesetzt erhilt

man
2

%Yf”(x*) —arf'(z*) —rf(@*) = (F —r) h(z")

und daraus folgt (7 — r)h(z*) > 0 und damit schlieBlich h(z*) < 0, was einen Widerspruch
darstellt. Es ergibt sich wie vorhin, dass ¢(z) monoton fallend in r ist. O

Lemma 5.13 (vgl. [27]). Sei ¢ > 0 mit ¢ — 0, dann ist ¢(z) in der Fortsetzungsregion
(—o00, k*) monoton wachsend in oy sowie £ und monoton fallend in r. Das heifit, fiir hin-
reichend kleine ¢ wichst die Preisblase mit steigendem oy sowie x und verringert sich mit
steigendem 7.

Beweis. Man betrachtet nun £* und h(z) in Abhéngigkeit von = und vom Modellparameter
¢ € {oy,k} als k*(¢, ¢) und als h(z, (). Durch implizites Differenzieren der Gleichung

(6 = el +.20) (o (.0 = S0 (F,0)) = h(k,0) + (4,6 =0
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erhélt man
ok (= clr+0) (ghgh (8. Q) = gch (<k*.0)) = &b (.0) + &h (", Q)
¢ (kj — c(r + )\)) <8x2h(k* C) 3362}1( o+ <)> .

Da fiir ¢ — 0 sofort £* — 0 folgt und damit aber Nenner und Zahler Null werden, betrachtet
die aus Satz 5.7 bekannte explizite Darstellung der Funktion

24/ 24/
1\/7T T Tmr T+ =77 ﬁ: 7o’ = mrf/i +3T)$3+0($4)

P(z+3) T(@oy Tty 31 (35) oy

bis zu den Gliedern dritter Ordnung. Setzt man diese Darstellung von h(x,() ein, ergibt

sich

h(xa C) -

=0.

(

k*—o0 h(k*,Q)—h(— k* C) O (e
h(k*74)+a@h( k*,C) (81’2 ) 8x2h( k 7C)>

Dabher ist ak*ai(é’c) = o(k*). Unter Verwendung dessen setzt man nun in

b 1 9 h(—k*, ()

¢~ (r+XNICLh(k*,C)+ Lh(—k*,C)
Seh (=K Q) (Eh (B, Q) + &b (=K, Q)) = b (=k*, Q) 5 (&b (K*,0) + gsh (=k*,0))
(r+A) (Zh (k, <>+%h<—k*,<>)

die oben angegebene Reihendarstellung von A(z,() ein und berechnet anschlieend den

Grenzwert ¢ — 0. Jedoch folgt aus ¢ — 0 einerseits k* — 0, andererseits ebenso %ﬁ’c) — 0,
womit sich

0 8 \/7?
lim —h(k*, _—
o (0 8 0  4km
lim — [ — * v X I A
cl—%é)C <8xh(k ’<)+8xh( b ’C)> T () oy
ergibt. Letztendlich folgt
R0 (52) (e ()
L W) G L A MR G € )
50 R (r+A) __ 16k

oyl (i) ( ( r 1> r > ob
= rp | —+ = —7‘1#(—)—& — >0,
8VRS(A+ 1) (L + 1) 26 2 25 O
womit die Monotonieeigenschaften aus Lemma 5.11 fiir x erhalten bleiben. Fiir die Mono-
tonie beziiglich oy geht man analog vor und mit &hnlicher Argumentation folgt schliefllich

auch die Monotonie beziiglich r. Die Monotonie von b ist damit bewiesen. Wie in Satz 5.12
lasst sich nun auch die Monotonie von h(z) zeigen. O
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Lemma 5.14 (vgl. [27]). Der minimale Handel auslésende Unterschied der Einschétzungen
k* wird mit steigenden Transaktionskosten ¢ grofier.

Beweis. Das in Lemma 5.9 hergeleitete £* hingt von den Transaktionskosten ¢ > 0 ab. Da
fiir ¢ = 0 bereits £ = 0 gezeigt wurde, betrachtet man ¢ > 0. Durch implizites Differenzieren
folgt

dk* (r+X) (W (k*) + h'(—k*)) >0
de ~ (k" —clr+ ) (W (k) — W (—k")
womit die Monotonie bewiesen ist. O

Folgendes Lemma ermdglicht es, die erwartete Dauer zwischen zwei Handelszeitpunkten
zu bestimmen.
Lemma 5.15 (vgl. [27]). Fiir z < k sei 7(z,k) = inf {s > 0: Y >k} Y = 2. Wenn
¢ > 0 ist, dann ist die erwartete Dauer von einem Handelszeitpunkt zum néchsten

0 h(=Fk")

or h(k*) |,_

E(r(=k" k")) =

Ist ¢ = 0, dann ist E (7(—k*, k*)) = 0.

Beweis. Sei w (—k*, k*,r) =E (e*”(’“"’k) ‘x) die momentenerzeugende Funktion von 7. Man
kann zeigen (S.234 in [24]), dass w(z, k,r) eine strikt monotone, nichtnegative Losung von

1
SO Waa (@, K, 1) — Kawg (@, k, ) = rw(z,k,r) =0

mit w(k, k,z) = 1 ist. Nach Satz 5.7 16st y(z) = p1h(z) diese Gleichung. Hier muss 3 =
% gewdhlt werden, damit die Randbedingung erfiillt ist. Wenn ¢ > 0 ist, ergibt sich, da
w(z, k,r) die momentenerzeugende Funktion ist,
0 0 h(—k*)
E(r(—k", k")) = ——w (—k", k" = —— .
(T( ’ )) w( ’ ,’l“) o or h(/{*) 0

or
Wenn ¢ = 0 ist, dann ist wegen Lemma 5.9 auch £* = 0 und damit E (7(—k*,k*)) =0. O

5.4 Numerisches Beispiel

Scheinkman und Xiong betrachten in [27] und [26] zur Modellkalibrierung 6konomische
und wirtschaftspsychologische Studien. Da sich die Volatilitdten os, ox und op aus rea-
len Marktdaten schwer schéitzen lassen, fithren sie zusétzliche Informationssignale iy =
op/os und ix = op/ox ein, die aus realen Marktdaten geschétzt werden, und verein-
fachen mit A = 0 die Darstellung von k. Ein anderes Problem ist die Kalibrierung des
Uberschiitzungsparameters ¢, der sich dort aus psychologischen Studien ergibt.

Um die theoretischen Ergebnisse anhand einiger numerischer Beispiele nun zu veranschauli-
chen, geniigt es jedoch, diese mit beliebigen Parametern durchzurechnen. Da sich die Glei-
chung fiir £* fiir ¢ > 0 nicht exakt 16sen lédsst, muss dort auf numerische Methoden wie das
Newtonverfahren zuriickgegriffen werden. Im Fall ¢ = 0 ist auch £* = 0. Als erstes Beispiel
wihlen wir die Modellparameter: ¢ = 0.7, ¢ =0, A = 0.2, r = 0.05, 05 = /2 und ox = 1.
Betrachten wir die Grofle der Preisblase b in Abhéngigkeit von op ergibt sich gerundet:
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op | 0
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In Lemma 5.11 wurde die Monotonie von oy = v/2¢op hergeleitet. Abbildung 5.1 zeigt
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15r
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.
0 05

Abbildung 5.1: b in Abhéngigkeit von oy beziehungsweise von k.

deutlich, dass b fixem ¢ monoton steigend in op ist.

Als néchstes Beispiel wihlen wir die Modellparameter: ¢ = 0.7, ¢ = 0, A = 0.1, r = 0.05
und op = 0.5. Jetzt betrachten wir b in Abhéngigkeit von £ > 0 und erhalten gerundet die

Werte:

In Abbildung 5.1 erkennt man gut, dass b monoton steigend in s ist, was ebenso in Lemma

K
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5.11 gezeigt wurde.
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Abbildung 5.2: £* und b in Abhéngigkeit von ¢
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5 Das Modell von Scheinkman und Xiong

Untersuchen wir nun das Verhalten in Abhingigkeit des Uberschiitzungsparameters ¢. Sei
dazu: ¢ = 107, op = 1, A = 0.2, r = 0.05, 0s = V2 und ox = 1. Aufgrund der Wahl
von ¢ = 1075 konnte man diese Transaktionskosten auch vernachlissigen und b exakt mit
¢ =0 und k* = 0 berechnen. Fiir ¢ = 0 wére b = 0 und fiir ¢ = 1 wére b = 31.5428. Genau
genommen erhélt man k* durch numerisches Losen der Gleichung

(k* —c(r+ X)) (R (K*) + B (=k*)) — h (K*) + h (k") = 0

und daraus ergibt sich dann:

o 1016 0.25 0.5 0.75 1
E* | 7.6811-10716 | 0.0032 | 0.0051 | 0.0070 | 0.0092
b | 2.4576-10" | 9.7312 | 18.9613 | 26.8144 | 31.5232

In Abbildung 5.2 werden £* und die davon abhéngigen b dargestellt. Deutlich erkennt man,
dass b monoton steigend in ¢ ist. Aus Lemma 5.13 folgt, dass b monoton wachsend in oy
und k ist. Wéchst jedoch ¢, dann wachsen auch oy und k.

Zuletzt untersuchen wir die Abhéngigkeit der Grofle der Preisblase von den Transaktions-
kosten ¢. Sei dazu: op =1, ¢ = 0.7, A = 0.2, r = 0.05, 05 = V2 und ox = 1. Fiir ¢ = 0 ist
k* = 0 und man kann b exakt berechnen. Es ergibt sich b = 25.4288 und ein Unterschied
zum numerisch berechneten b von 3.0786 - 10~°. Ansonsten erh:lt man:

c 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
k* | 1.5389-107° | 0.3119 | 0.3971 | 0.4587 | 0.5090 | 0.5526
b 25.4288 21.9506 | 20.2040 | 18.8133 | 17.6228 | 16.5684

In Abbildung 5.3 werden erneut k* und die davon abhéngigen b dargestellt. Wie in Lemma
5.14 hergeleitet, ist die Grofle der Preisblase monoton fallend in c.

0.7 T T T T 26

Abbildung 5.3: £* und b in Abhéngigkeit von c.
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