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Abstract

Diese Arbeit befasst sich mit der Modellierung turbulenter Stromungen und deren Rea-
lisierung mit dem Programm AVL FIRE, und wurde in Kooperation mit der Firma
GRIDLAB erstellt. Hierzu werden im ersten Kapitel die Navier-Stokes-Gleichungen
hergeleitet, das System entdimensionalisiert und mittels Reynolds- und Favremitte-
lung gemittelt. In weiterer Folge werden, um ein geschlossenes System zu erhalten,
die Gleichungen fiir die turbulente kinetische Energie und die turbulente Dissipations-
rate erlautert und das damit erhaltene k-epsilon Turbulenzmodell zusammengefasst.
Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit einer Einfiihrung in die Finite-Volumen-
Methode fiir elliptische Randwertprobleme. Dafiir werden die bendétigten Funktio-
nenrdume eingefiihrt, und das Variationsproblem hergeleitet. Im Anschluss wird die
Finite-Volumen-Methode mit dualen Boxgittern, die zur Vertex-Centerd Finiten-Vo-
lumen-Methode gehort und die Finite-Volumen-Methode mit Voronoi-Kontrollvolumen,
was einer Cell-Centerd Finiten-Volumen-Methode entspricht, betrachtet, und kurz auf
Fehlerabschétzungen eingegangen. Im dritten Kapitel dieser Masterarbeit wird der
Hintergrund des Programmes AVL FIRE, sowie die Software selbst beschrieben. Im
vorletzten Kapitel werden zwei Benchmark-Probleme mit dem Program AVL FIRE
realisiert und die Losung mit den Resultaten einer direkten numerischen Simulation
mittels Finiter-Elemente verglichen. Abschlielend werden eine kurze Zusammenfas-
sung der Arbeit und ein Ausblick auf noch offene Punkte gegeben.

This master thesis on the modelling of turbulent flows and their realization with
AVL FIRE was done in cooperation with the company GRIDLAB. After the deriva-
tion of the Navier-Stokes system its dimensionless form is used. Referring to that the
Reynolds- and Favre averaging is introduced and the k-epsilon turbulence model is
derived. The second part of this thesis describes the introduction of the finite volume
method for elliptic boundary value problems. To address this, the applied function
spaces are introduced and the variational problem is formulated. Subsequently the
finite volume method with dual box grids and the finite volume method with Voronoi
control volumina are considered, and some error estimates are discussed. The third
chapter characterizes the background of the program AVL FIRE and the software per
se. The last chapter is about the realization of two benchmark problems and compares
the results with the solutions of a direct numerical approximation with a finite element
method. This master thesis is concluded by a short summary and an outlook.
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Einleitung

Diesem Abschnitt liegen die Arbeiten [24, 34] und [19] als Literaturquellen zugrunde.

Die Berechnung turbulenter Stromungen bereitet bis heute grofie Schwierigkeiten. Um
die Struktur einer Turbulenz in numerischen Berechnungen zu erfassen, muss das Git-
ter von Haus aus sehr fein gewdhlt werden. Bei grofien Problemen, wie etwa der Be-
rechnung der Turbulenz an einer Flugzeugtragfliche in einer bestimmten Flughohe
und bei gleichbleibender Geschwindigkeit, stofft man schnell an die technischen Mog-
lichkeiten und Grenzen der heutigen Rechner.

Die sogenannte ,Direkte numerische Simulation® zur Losung der zeitabhédngigen Na-
vier—Stokes—Gleichungen ist fiir komplexe und grofie Probleme oft nur fiir kleine Rey-
noldszahlen moglich. In der Praxis behilft man sich daher mit diversen Modellen, um
turbulente Stréomungen behandeln zu kénnen.

Den meisten Turbulenzmodellen liegt der RANS—Ansatz (,,Reynolds averaged Navier—
Stokes“—Ansatz) zugrunde, der 1895 von Reynolds veréffentlicht wurde. 1877 fiihrte
Boussinesq die Wirbelviskositat vy zur Beschreibung des erhohten Impulsaustausches
aufgrund von Turbulenzen ein. Prandtl entwickelte 1925 das erste Turbulenzmodell,
indem er die turbulente Mischungsweglénge definierte, mit der Scherstromungen be-
schrieben werden koénnen. Ein Beispiel fiir diese Stromungen sind die turbulenten
Rohr—, bzw. Kanalstromungen.

Generell kann man zwischen Null-, Ein—, und Zweigleichungsmodellen unterscheiden.
Diese Turbulenzmodelle dienen der Schliefung des zugrundeliegenden Gleichungssys-
tems, also der RANS Gleichungen, bzw. der Wirbelviskositatsmodelle, siehe [34]. Bei
den RANS Gleichungen tauchen zusatzliche Terme, und zwar jene fiir die Normalen-
spannungen und die Schubspannungen, auf, die durch diese Gleichungsmodelle be-
schrieben werden.

Die bekanntesten Nullgleichungsmodelle sind jene von Prandtl und Baldwin—Lomax.
Hierbei wird die Wirbelviskositat v als algebraische Funktion der Geschwindigkeit be-
rechnet. Auflerdem sind bei den Nullgleichungsmodellen keine Differentialgleichungen
zu 16sen. Die Modelle miissen allerdings, abhéngig vom jeweiligen Problem, aufwen-dig
kalibriert werden, was in den meisten Fallen aber nicht moglich ist. Deshalb wurden
weitere Modelle, und zwar die Ein—, und Zweigleichungsmodelle, eingefiihrt.

Das erste Eingleichungsmodell wurde ebenfalls von Prandtl im Jahr 1945 entwickelt,
und beschreibt den Transport der turbulenten Gréflie durch die turbulente kinetische
Energiegleichung. In dieser Arbeit wird jedoch nur ein Zweigleichungsmodell betrach-
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tet, weshalb nicht weiter auf die Eingleichungsmodelle eingegangen wird.

Die Zweigleichungsmodelle sind, im Gegensatz zu den Null-, bzw. Eingleichungsmo-
dellen, vollstdndig, d.h., sie konnen die Eigenschaften turbulenter Strémungen be-
schreiben, ohne die Struktur der Turbulenz im Vorhinein zu kennen, wie es bei den
Null-, und Eingleichungsmodellen der Fall ist. Die Grundlage fiir die heutigen RANS—
Turbulenzmodelle bilden die Eingleichungsmodelle.

Die wohl bekanntesten Zweigleichungsmodelle sind das k-w—, und das k—c-Modell.
Beiden Modellen liegt die Boussinesq—Approximation und die turbulente kinetische
Energiegleichung zugrunde. Die zwei Zugénge unterscheiden sich jedoch in der Defi-
nition der turbulenten Langenskalierung [, und demnach in der turbulenten Dissipa-
tionsrate w, bzw. ¢.

Beim k—w-Modell wird die turbulente kinematische Viskositéit v durch

v ~ k/UJ

approximiert, und die turbulente Langenskalierung durch

I~ kY2 .
Mit der Beziehung
e~wk
folgt nun fir das k—e—Modell
vr ~ k?/e, und I~ k32 /e

Wie im ersten Kapitel dieser Arbeit ersichtlich wird, ist die Bestimmung der zwei-
ten Gleichung, also beim k—e-Modell der £ Gleichung, die grofite Herausforderung.
Wiéhrend man die Gleichung der turbulenten kinetischen Energie mit Hilfe einiger
Approximationen relativ exakt herleiten kann, gestaltet sich eine genaue Beschrei-
bung der e-Gleichung als schwierig. Die erste diesbeziigliche Arbeit wurde von Jones
und Launder im Jahre 1972 verfasst. Sie waren die ersten, die die Gleichung der Dissi-
pationsrate aus der Gleichung fiir die turbulente kinetische Energie abgeleitet haben,
und so eine Relation zwischen den beiden Gleichungen erhielten.

In der Praxis gibt es noch eine Reihe anderer Zweigleichungsmodelle, die aber in dieser
Arbeit nicht erwahnt werden.

Hintergrund und Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit wurde im Zuge eines Innovationsschecks in Kooperation und im Auf-
trag der Firma GRIDLAB erstellt. Motivation der Arbeit war der Vergleich von
Turbulenzmodellen mit einer direkten numerischen Simulation. Auflerdem sollte der
mathematische Hintergrund des Programms AVL FIRE, soweit moglich, untersucht
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und erldutert werden. Um die Arbeit iiberschaubar zu halten, wurde hierzu das k—c—
Turbulenzmodell untersucht.
Der Aufbau der Arbeit ist in fiinf Kapitel unterteilt, die in weiterer Folge kurz erklart

werden.

Kapitel 1:

Kapitel 2:

Kapitel 3:

Kapitel 4:

Kapitel 5:

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit der Herleitung des k—<—Turbulenzmo-
dells. Hierzu wird anhand der Erhaltungsgleichungen das Navier—Stokes—
System beschrieben, wobei die Zustandsgleichungen auf der einen Seite
allgemein, und auf der anderen Seite fiir ideale Gase betrachtet werden.

In weiterer Folge werden Rand— und Anfangsbedingungen formuliert, und
eine Einfiihrung ind die Wandgesetze gegeben, wobei vor allem auf das
logarithmische Wandgesetz Bezug genommen wird. Um ein Turbulenz-
modell zu erhalten, wird anschliefend das Gleichungssystem entdimen-
sionalisiert und mittels Reynolds— und Favremittelung gemittelt. Das so
erhaltene System ist jedoch unterbestimmt und um es zu schliefen, wer-
den im letzten Teil dieses Kapitels die Gleichungen fiir die turbulente
kinetische Energie und die turbulente Dissipationsrate hergeleitet, und
das endgiiltige Turbulenzmodell angegeben.

Im zweiten Kapitel wird eine allgemeine Einfithrung in die Finite—Volu-
men—Methode fiir elliptische Randwertprobleme zweiter Ordnung, und
in weiterer Folge speziell fiir das homogene Dirichlet—Problem, gegeben.
Hierzu werden vorab die bendtigten Funktionenrdume erlautert und eine
kurze Erklarung zur Theorie elliptischer Randwertprobleme gegeben. In
weiterer Folge wird die grundlegende Idee der Finiten—Volumen—-Methode
erldutert, ehe das Finite-Volumen—Verfahren fiir elliptische Randwert-
probleme anhand zweier moglicher Herangehensweisen erklart wird. Ab-
schliefend wird noch eine kurze Betrachtung der Fehlerschatzung, und
ein Vergleich mit der Finiten-Element-Methode gemacht.

Dieses Kapitel beschreibt, die Funktionsweise des Programms AVL FIRE
und versucht, den mathematischen Hintergrund der Software zu erkla-
ren. Am Anfang wird die Umsetzung der Finiten—Volumen—Methode be-
trachtet, und im Anschluss die Erstellung eines ,,Solver—Steering—Files*
be-schrieben.

Im vierten Kapitel dieser Arbeit werden zwei Beispiele préasentiert, die
mit dem in Kapitel drei erlauterten Programm realisiert wurden. Im An-
schluss werden die Ergebnisse von FIRE mit den Resultaten einer Finiten—
Element—Approximation aus [12] verglichen.

Dieses abschliefende Kapitel gibt eine Zusammenfassung der Arbeit und
einen kurzen Ausblick auf die in dieser Arbeit nicht behandelten Themen.






1 Motivation und Modellierung

In diesem Kapitel werden die Erhaltungsgleichungen beschrieben, aus denen in weiterer
Folge die Navier—Stokes—Gleichungen zur Beschreibung von kompressiblen warmelei-
tenden idealen Gasen hergeleitet werden. Fiir eine genauere Beschreibung sei unter
anderem auf [8, 26], und [10] verwiesen. Vorab werden noch einige Grundlagen zur
Herleitung der Navier—Stokes—Gleichungen benotigt.

1.1 Grundlagen

Dieser Abschnitt behandelt die Grundlagen, die im Anschluss zum Einfithren der
Navier—Stokes—Gleichungen benotigt werden. Als Literaturquellen dienten hierfiir, zu-
satzlich zu den bereits erwahnten, noch [7] und [20].

Das Zeitintervall, in dem die Bewegung des Fluids betrachtet wird, sei durch (¢y,T) C
R gegeben, wobei ty < T gilt. Weiters sei {2(t) das beobachtete Gebiet zum Zeitpunkt
t e (ty,T).

Zur Beschreibung einer Stromung dienen Funktionen, welche vom Ort und der Zeit
abhéngen, d.h. f = f(¢,z). Der Definitionsbereich dieser Funktionen ist durch die
Menge M = {(t,z),z € Q(t),t € (to,T)} C R* gegeben. In weiterer Folge wird
angenommen, dass die Menge M offen ist. Des weiteren soll gelten, dass zu jedem
Zeitpunkt t € (to,T) jeden Punkt z € (2(t) genau ein Massenpunkt passiert, wobei
der zeitliche Verlauf eines Massenpunktes durch die Abbildung ¢ — ¢(t,z) gegeben
ist, wobei x aus der Refenrenzkonfiguration (2(¢y) stammt, und z = ¢(to, z) gilt.
Auflerdem sei die Abbildung (t,z) — ¢(t, x) stetig differenzierbar, 2 3 z +— ¢(t,z) €
©(t, £2) sei fiir jedes t > t, invertierbar und ¢ sei orientierungserhaltend. Damit gilt,
dass die Jakobideterminante .J (¢, z) := det(V@) positiv ist fiir alle z € {2 und ¢ > t,.
Um Stromungen zu charakterisieren, kann man zwischen zwei Betrachtungsweisen,
und zwar der Eulerschen und der Lagrangschen, unterscheiden. Bei der Lagrange-
schen Betrachtung wird die Bewegung eines bestimmten Materiepunktes beobachtet,
wohingegen die Eulersche einen festen Punkt im Raum betrachtet, an dem zu verschie-
denen Zeitpunkten, verschiedene Materiepunkte vorzufinden sind. Im Allgemeinen gilt
fiir beide Koordinatensysteme, dass die Geschwindigkeit des Fluid-Partikels durch

_ Op(t,z)
Ot

o(t, z) (1.1.1)

gegeben ist, mit x € 2(ty).
Betrachtet man die totale zeitliche Anderung einer physikalischen Grofie f in Euler-

13



14 1 Motivation und Modellierung

schen Koordinaten, so ist diese gegeben durch

L (g2 = 2 (1ptt.20) + 9 (1.0t 2) - i1,

= (tstr) 21 1t

wobei der Term v-V f die Anderung der GroBe f im Massenpunkt beschreibt, aufgrund
seiner Bewegung mit der Geschwindigkeit v. Dies wird auch als konvektive Ableltung
bezeichnet.

Zur Modellierung der Gleichungen in der Stromungsmechanik wird der Eulersche Zu-
gang herangezogen. Dies folgt aus der Tatsache, dass man weniger am Verhalten ein-
zelner Partikel interessiert ist, sondern eher an den Stromungseigenschaften an ver-
schiedenen Punkten des Stromungsfeldes. In weiterer Folge wird zur Herleitung der Er-
haltungsgleichungen das Reynoldsche Transporttheorem benoétigt, welches vorab noch
eingefithrt wird.

Satz 1.1.1 (Reynoldsches Transporttheorem).
Die Abbildung (t,x) — (t, z) sei stetig differenzierbar, und erfille die Bedingungen
o Y(to,z) =z firz e 2t),
° Q(to) 2X+— lp(t,£) S ¢(t, Q(to)) fUT alle t > to,
e Fir die Jakobi-Determinante gelte: J(t,x) = det(Vy) >0  fir alle t > ty und
z € 2(t).

¢(t,§) stetig differenzierbar. Dann gilt

0
Weiters sei die Funktion (t,z) — Bt

dt/wtﬂ: dz = (/( (t,z) + V- (¥(t, )v(t,x))>dx

mit dem zeitlich veranderlichen Kontrollvolumen §2(t) und der Geschwindigkeit v(t, x)
aus (1.1.1).

Beweis. Den Beweis findet man beispielsweise in [8]. O
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1.2 Erhaltungssatze und das
Navier—Stokes—System

Dieser Abschnitt beschreibt die Erhaltungssatze fir Masse, Impuls und Energie, aus
denen schlussendlich das Navier—Stokes—System gefolgert werden kann. Die Erhal-
tungsgleichungen werden in den folgenden Abschnitten eingefiihrt. Einen genaueren
Einblick hierzu liefern sowohl [8] als auch [10] oder [26].

1.2.1 Kontinuitatsgleichung
Die Dichte eines Fluids sei durch die Funktion
0: M — (0,00)

gegeben, wobei die Voraussetzung gilt, dass ¢ € C'(M) und v € [C! (M)]g, wobei v
wie in (1.1.1) definiert ist. Damit kann man die Masse eines Fluids in jedem beliebigen
Gebiet £2(t) C R? durch

m(t, £2(1)) = / o(t, z)dz (1.2.1)
Q(t)
bestimmen. Aufgrund der Massenerhaltung, d.h. in einem geschlossenen System kann

d
weder Masse erzeugt noch vernichtet werden, gilt &m(t, 2(t)) = 0 und mit (1.2.1)
folgt

(i / o(t,z)dz = 0.
0]

Mit Hilfe des Reynoldschen Transporttheorems (Satz 1.1.1) folgt

i/@(tw)dx:
£2(¢)

Da dies fiir jedes beliebige Kontrollvolumen (2(t) gilt, folgt schlielich die Kontinui-
tatsgleichung

/[;Q(WHV'(U(M) o(t,z))| da.

(1)

aatg(t,x) + V- (v(t,z) o(t,z)) =0 fur alle t € (to,T), z € £2(t). (1.2.2)

1.2.2 Impulserhaltung

Die Impulserhaltung erhédlt man aus dem zweiten Newtonschen Gesetz, das besagt,
dass “Kraft = Masse - Beschleunigung® bzw. “Kraft = Anderung des Impulses® ist.
Damit gilt “Impuls = Masse - Geschwindigkeit“, d.h.

H@Q®) = [ olt.2)v(t,2)dr,
2(t)
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wobei H(f2(t)) den Gesamtimpuls der Teilchen bzw. der Partikel im Kontrollvolu-
men (2(t) beschreibt. Es gelte auch hier wieder die Voraussetzung ¢ € C*'(M) und
v € [CY(M)]’. Die auf einen Kérper wirkenden Kréfte kénnen nun in Volumenkrifte
F(£2(t)) und Oberflaichenkrifte G(0f2(t)) unterteilt werden. Die Volumenkréfte

Few) = [ ftad
Q2(t)

sind durch die massenbezogene Volumenkraftdichte f: [C (M)]> = R® gegeben und
die Oberflichenkréfte

GO = [ blt.zm)ds,

aN(t)

durch die flachenbezogene Oberflichenkraftdichte b: [C'(M) x S;]° — R? des Gebietes
€2(t) bzw. des Randes 0f2(t). Hierbei ist S; die Oberfliche der Einheitskugel um den
Nullpunkt und n der dulere Normalenvektor auf 0£2(t).

Mit Hilfe des zweiten Newtonschen Gesetzes gilt

S H(@(1) = F(0(1) + G02(1)
und damit
jt / ot, z) v(t, z) dz = / ot 2) f(t, z) dz + / b(t, z,n) ds,.
£2(¢) £2(¢) a12(t)

Durch Anwenden des Reynoldschen Transporttheorems (Satz 1.1.1), folgt komponen-
tenweise fir: =1,...,3

/Q(t,g)vi(t,@dgz/

o) o)
= [ [t (252 4+ 9 wtt.0) a0,

=0 wegen (1.2.2)

[a(g(t, z)vi(t, z))
ot

LY (ot ) g(t,xm(t,x»] dz

Folton) (P vt Vi) oz

— / o(t, z) (5’%;,1') —|—v(t,$)'v(vi(t,a:))> da.

Somit gilt in vektorieller Schreibweise

jt / ot,z)u(t,z)dz = / o(t, x) ((‘%gt,a:) + (v(t, z) - V)v(t,x)) dz.

Q(t) Q(t)
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Mit dem Existenzsatz von Cauchy, siehe beispielsweise [8, Satz 5.5, S. 209] folgt, dass
fir die Oberflachenkraft b(¢, z,n) die Darstellung

b<t’£7ﬂ) :g(t7l) (t I (Z UU t l‘) n](t ZE))

J=1 i=1
gilt und somit das Oberflachenintegral geschrieben werden kann als
/ b(t,z,n)ds, = / a(t,z)n(t,z)ds, = / V.a(t,z)dz.
20(t) o0(t) Q(t)

Unter den Voraussetzungen, dass o, v;, 045 € C* (M) und f; € C(M) fir i, j=1,...,3
gilt, folgt

o) (252 4 (0(t.0) V)0t0.0)) = - alta) = ot 0100

mit dem druckbehafteten Spannungstensor g (¢, z).

Fir den Spannungstensor ¢(t,z) gilt im einfachsten Fall das rheologische Stoffgesetz
bzw. die rheologische Gleichung ¢ = —pl, wobei die rheologische Gleichung eines
Fluids die Beziehung zwischen Spannungstensor und Groflen zur Beschreibung von
Stromungen, wie etwa die Geschwindigkeit und ihre Ableitungen, definiert. Der Druck
sei in dieser Darstellung durch p(¢,z) gegeben und I sei der Einheitstensor.
Aufgrund der Viskositdt von Fluiden wirken zuséatzlich zu den Druckkréften auch
Reibungs— sowie Schub— bzw. Scherkrafte. Damit erhdlt man folgende Darstellung fiir
den druckbehafteten Spannungstensor

g=T-pL

Weiters gelte, dass T eine stetige Funktion der Deformationsgeschwindigkeit sei, d.h.

n(v) = ; ((Vy)T + VQ) :

und dass T und 7 linear in Beziehung stehen. Deshalb folgt, sollte n Null sein, wirken
nur die Druckkrifte, d.h. ¢ = —pl.

Auflerdem gilt zuséatzlich noch, dass ein Fluid ein isotropes Medium ist, d.h., dass
keine Richtung ausgezeichnet ist, und damit alle Eigenschaften des Mediums in alle
Richtungen des Raumes die selbe Auspragung haben. Zieht man all dies in Betracht,
gilt zusammenfassend

T = AV -0)I+2un(w) = AV - )l + 4 (Vo + (Vo)T),

wobei T' Hookescher Spannungstenor genannt wird.
1 steht hierbei fiir den ersten Viskositétskoeffizienten, bzw. fiir die dynamische Viskosi-
tidt und A fiir den zweiten Viskositétskoeffizienten. In der Gastheorie gilt allgemein
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>0, und 3A+2p > 0, und fiir einatomige Gase 3\ + 2u = 0, wobei diese Relation in
der Praxis auch fiir allgemeinere Gase Verwendung findet. Damit erhélt man fiir den
zweiten Viskositétskoeffizienten A die Beziehung

2
A= —=p.
3”
Fiir eine néhere Betrachtung hierzu sei auf [10] oder [34] verwiesen.
Zusammenfassend erhalt man die Impulserhaltung

o(t, z) (avgtx) + (v(t, z) - V)v(t,x)> — V. -T(t,z) + Vp(t,z) = o(t,z) f(t,z)
(1.2.3)

mit

T(t,2) =20 |5 (Vett.) + (Ve o)) = 50 (V2 a)L (12.)

1.2.3 Energieerhaltung

In diesem Abschnitt wird die Energieerhaltung betrachtet, um die Navier—Stokes—
Gleichungen zu vervollsténdigen.

Die Aussage der Energieerhaltung ist, dass sich die Gesamtenergie in einem geschlosse-
nen System nicht dndert. Die Anderung der totalen Energie £(£2(t)) der Fluidelemente
in einem Gebiet (2(t) zur Zeit t entspricht der Summe der Leistungen der am Kor-
per wirkenden Volums- und Oberflachenkréfte, sowie der iibertragenen Wérmeleistung
durch Leitung und aus inneren Wérmequellen, welche durch Q(£2(t)) definiert sind.
Damit gilt

igm(t” - / ov-f+ / b-vds, +Q(£2(1)) (1.2.5)
2(t) an(t)
mit
o £(2(1) = | o(t,x)E(t x)dz,
()
e FF=c¢ + |/U2‘,

2
Hierbei sei F die totale Energie, e die innere Energie, % die kinetische Energie, w

die Dichte der Warmequellen, und ¢ der Warmestromdichtevektor. Durch Anwendung
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des Reynoldschen Transporttheorems (Satz 1.1.1) lasst sich (1.2.5) wie folgt darstellen

C(lité’(()(t)): / o(t,z)E(t,z)dz = / gt(gE)dx—i- / oEv -nds,

Q(t) 02(t) 092(t)
1) @)
- / ov- fde — / pu-nds; + / v (Ln)ds,
Q(t) a0(t) 29(t)
3)
— / q-nds; + / owdzx .
a02(t) Q(t)
(4) (5)
Die Abhéngigkeiten bzgl. der Zeit t und des Ortes  wurden auf Grund der Lesbarkeit

vernachlassigt.
Die einzelnen Terme der obigen Gleichung haben folgende Bedeutung

(1) ... zeitliche Anderung der gesamten Energie im Inneren,

(2) ... Energiefluss iiber die Oberflache,

(3) ... Leistung der angreifenden Kréfte (Kraft - Geschwindigkeit),
(4) ... Warmefluss iiber den Rand 0£2(¢),

(5) ... Leistung aus inneren Warmequellen.

Mit Hilfe des Satzes von Gaufl schreibt man die Oberflichenintegrale auf Volumsinte-
grale um, und erhalt somit

—/V@d@%—/gwd@
2() 02(t)

Damit kann die Energieerhaltungsgleichung in differentieller Form als

J(oFE
(gt )4V (eBr) = v f - V() + V- (T0) Vgt gu (1.2.6)
geschrieben werden, wobei ¢ mit Hilfe des Fourierschen Wérmeleitgesetzes durch

q=—rkV0o

gegeben ist. Hierbei beschreibt x die Warmeleitfahigkeit und 6 die absolute Tempera-
tur.

Mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik (siche [8, 10]) kann x > 0
gezeigt werden. Durch Experimente bestatigt, ist man zu dem Ergebnis gekommen,
dass x eine Funktion der Temperatur ist, d.h. kK = k(6).



20 1 Motivation und Modellierung

1.2.4 Navier—Stokes—System

Um die Navier-Stokes—Gleichungen vollstandig beschreiben zu kénnen, benétigt man
noch zusatzliche Gleichungen fiir die Zustandsgrofien 6, o und p. Der Druck sei hierbei
durch eine Funktion gegeben, die von der Dichte und der Temperatur abhangt. Dem-
nach lautet die Zustandsgleichung p = p(p, 8). Fir die innere Energie gilt die selbe
Beziehung, d.h. e = e(p, ). Somit kénnen der Druck und die Temperatur aber auch
als Funktionen von e und o geschrieben werden

p=ple, 0),
0 =0(e,0).

Die praxisbezogene Einschrankung auf ideale Gase erlaubt die Beschreibung des Dru-
ckes durch die Zustandsgleichung p = pR6 mit der Gaskonstanten R = ¢, — ¢, > 0,
wobei ¢, und ¢, die spezifische Warme bei konstantem Druck bzw. Volumen angeben.
Weiters ist die adiapatische Poisson-Zahl v durch

v = @ > 1

Cy

gegeben.
Die in der totalen Energie, die wie in Kapitel 1.2.3 definiert ist, vorkommende spezi-
fische innere Energie e ist fiir ideale Gase durch

e =c,0
gegeben, und die Enthalpie A durch
h = cyf.

Zusammenfassend erhédlt man somit folgendes System zur Beschreibung von kompres-
siblen wérmeleitenden Gasen
do(t
ML) 9 olt ) uit2)) = 0. (127)
Ofolt, 2) u(t,z)) |
ot
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wobei die totale Energie oF gegeben ist als

v?
= I
0 Q(@—l— B

Fiir ideale Gase gilt das soeben erhaltene System (1.2.7) — (1.2.10), wohingegen anstatt
(1.2.11) und (1.2.12) folgende Gleichungen gelten

,x)RO(t, z), (1.2.13)

o(t,z) = ST (1.2.14)

1.2.5 Rand— und Anfangsbedingungen und Wandgesetze

In diesem Abschnitt werden tiberblicksméfiig Rand— und Anfangsbedingungen formu-
liert, und es wird eine kurze Einfithrung in die laminaren und turbulenten Wandgesetze
gegeben, die fiir das k—s—Modell benétigt werden. Als weiterfithrende Literatur sei vor
allem auf [10], [19] und [34] hingewiesen.

Das soeben erhaltene System (1.2.7)—(1.2.12) ben6tigt noch Anfangsbedingungen zum
Zeitpunkt ¢ = ¢, und Randbedingungen um das Verhalten der Stromung am Rand zu
beschreiben. Hierzu sei vorausgesetzt, dass v°, 0° und 6° bekannt seien. Dann kénnen
die Anfangsbedingungen geschrieben werden als

v(0,z) = v°(z),
0(0,z) = 0°(z),
0(0,z) = 0°(),

fiir z € (2. Fir die Geschwindigkeit ist die Dirichlet-Randbedingung
vlon = vp

eine mogliche Randbedingung, wobei v, als bekannt vorausgesetzt wird. Es kann
jedoch auf einem Randstiick I" C 02 eine Haftbedingung wie folgt formuliert werden

v[r = 0.
Auf 012 definiert man nun

Ii(t):={ze€of2:v
I'o(t) :={z € 092: »(

,x) - n(z) <0}
,x) -n(z) > 0}

als die Einstromung durch den Einlass und die Ausstromung durch den Auslass, wobei
im Fall I'y(t) # 0 fir die Dichte die Beziehung gilt

o(t,z) = op(t, ) fir alle z € I';(¢t) und t € (0, 7).
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Im reibungsfreien Fall, d.h. 4 = A = k = 0, folgt fiir undurchlassige Wande
(v-n)[p =0,
und am gesamten Rand, sprich mit Ein— und Auslass, gilt

Fir den reibungsbehafteten Fall kann eine Randbedingung fiir den gesamten Rand
formuliert werden durch

(v-n)lpn =0,
(v-201),, 0.

Fiir weitere Moglichkeiten, Randbedingungen zu formulieren, sei auf [10] verwiesen.

Da in weiterer Folge das k—-Modell betrachtet wird, und dieses in Wandnéhe keine
Giiltigkeit besitzt, miissen sogenannte Wandgesetze formuliert werden, die in einer
Grenzschicht zwischen dem Rand und der turbulenten Stromung giiltig sind.

Bs QO
>y
Qs
Abbildung 1.1: Grenzschicht
Die in Abbildung 1.1 vorkommenden Groflen sind

X =012 ... kiinstlicher Rand,

r ... urspriingliche Rand,

Bs ... Gebiet zwischen I" und X,

25 = 2\ Bs.
Es wird angenommen, dass §(z) die Grenzschichtdicke um I ist, und es gelte

Bs :={z—n(x)\: z € I\ € (0,d(x))}.

Um eine Randbedingung fiir v auf X' zu erhalten, betrachtet man eine Taylor-Entwick—
lung von v um 2z’ 4+ §(z')n(z’) € I', wobei 2’ € X gilt. Damit folgt
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Wenn nun v|r = 0 gilt, so folgt

0~ v(z) + 5(1")22(37/)

8

auf Y. Dies gilt aber nur unter der Voraussetzung, dass g—i hinreichend glatt ist. Das
kann jedoch nicht immer gewéahrleistet werden, z.B. dann nicht, wenn " periodische
Irregularitdten aufweisen wiirde. In diesem Fall miissen Wandgesetze fiir rauhe Ober-
flichen formuliert werden. Dies wird an dieser Stelle aber nicht naher behandelt und
es sei auf [19] verwiesen.

Im Fall einer turbulenten Grenzschicht kann man in groferer Entfernung zur Wand
das logarithmische Wandgesetz formulieren, welches durch

1
¢

vh=logyt + 8

gegeben ist, wobei gilt

+ _ u=) * o

+ _ v = 2
A i

TS

Y

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Groflen werden in den néchsten Kapiteln
erklédrt. Es handelt sich hierbei um die kinematische Viskositét v, die zeitlich gemittelte
Geschwindigkeit v(z), und die Karmannkonstanten ¢ = 0,41 und 3 = 5, 5. Dies gilt,
wie schon gesagt, nur im turbulenten Bereich, fiir den ||y*|| > 20 vorausgesetzt wird.
Fiir 0 < ||y™|| < 20 besteht ein linearer Zusammenhang zwischen v™ und y*.

Eine nidhere Betrachtung hierzu findet man in [19], [34], sowie [14].

1.3 Entdimensionalisierung des
Navier—Stokes—Systems

Um die Navier-Stokes—Gleichungen unabhéngig von den Skalen der einzelnen Gréfien
zu betrachten, wird das System entdimensionalisiert. Dies wird auch gemacht, um
diverse spezifische ModellgroBlen zu finden, die relevant zur Charakterisierung von
Stromungen sind. Ein Beispiel hierfiir wére die Unterscheidung zwischen laminarer
und turbulenter Stréomung, was mit Hilfe der Reynoldszahl erfolgt, die in weiterer
Folge noch definiert wird. Hierzu benétigt man folgende Referenzgrofien (siehe [10]):

* *
T; = looy, = fooft™,
V; = UsoU], K = Kook”,
* *
0= 0000, Ji=ffi

Dabei ist ., die Referenzlange, v,, die Referenzgeschwindigkeit, f., eine Referenzvo-
lumskraft, o, die Referenzdichte, u., die Referenzviskositat und k., ein Referenzwér-
meleitkoeffizient. Mit Hilfe dieser Referenzgréfien kann man nun auch die Zeit, den
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Druck, die Temperatur und die Dichte der Warmequellen entdimensionalisieren. Die

Zeit kann man beispielsweise darstellen als Wﬁ%igm’ damit ergibt sich t = tt* =

%t*. In dhnlicher Weise gilt fiir die restlichen Groflen

loo ~ v2
b= bt = X 0= 0,0 = L= gr — Yopr
UOO QOOCU C’U
_ * .2 * _ & *
P = PP = VyoOxP w_l w

In weiterer Folge werden die in Abschnitt 1.2.4 erhaltenen Gleichungen mit Hilfe dieser
Groflen entdimensionalisiert.

1.3.1 Kontinuitatsgleichung

Fir die Kontinuitatsgleichung gilt durch Einsetzen der dimensionslosen Grofien in

(1.2.7)

do
0=5 +V-(e)
0o 3.0
- ajt;axi(gv,)

000 00°  Cx OooVoo O, ,
_too(‘)t*Jr; lo (e"v7)

_ OcoVso do* ’ o
- <8t* +Z aZE:(Q Uz))

I

o0 Yoo a* x
:Q (% ( 0 +V'(Q*U*)>-

I

Somit erhéalt man die dimensionslose Darstellung der Kontinuitatsgleichung

90" &
o T V-(0*v*) = 0. (1.3.1)

1.3.2 Impulserhaltung

Fiir die Impulserhaltung (1.2.8) geht man gleich vor wie bei der Kontinuitétsgleichung.
Dazu betrachtet man jeden Term der Gleichung

ANew) | & (ovv" )=V T+ Vp = of

fiir sich:
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(1)

O(ovi) _ 0o O(0"V7)

ot te Ot
 0s0V2, 0(0™0))
e Ot

10 ov 0 Ov
T, =ul = Y 9 9Y
(V-Di=un (3 Ox; z]: Ox; * o Oz 8%)
 MooVso 1 0 Z 31); Z 0 81);
12, 30xy 5 0y 57 Ox} Ox

()
sz = Qoofoog*fi*

Zusammenfassend folgt damit die dimensionslose Impulsgleichung

2 )1k 2
00oVs, O(0"V OccVso & [ 5 % % 00Voo & ok Do & & * px
e OOV) | 0V G (g T) = B () 4 P = et

Dividiert man nun durch Q"fivg", so erhalt man die Darstellung

d(o*v") =& T foo & * loo foo
NS I . T x * [k
i + V-(0*v*v* ) 7ZOOUOOQOO(V:)+VP oL o1,
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die mit der Reynolds-Zahl und der Froud-Zahl, welche durch

Re — looUeloo (1.3.2)
fhoo
Fr= (1.3.3)

definiert sind, auch geschrieben werden kann als

a(g = )4 (o) - ;e (VL) +Vp' = g o' (1.34)
Fir die eben eingefiihrte Reynoldszahl (1.3.2) gilt, ist sie klein, so liegt eine lami-
nare Stromung vor, bei groen Reynoldszahlen eine turbulente. Die Reynoldszahl ist
also essenziell zur Beschreibung von Stromungen. Sie gibt im Allgemeinen das Ver-
héltnis von den Tragheitskraften zu den Zéhigkeitskraften an, und die Froudzahl das
Verhéltnis von den Tragheitskréaften zur Schwerkraft.

1

1.3.3 Energieerhaltung

Zur Entdimensionalisierung der Energieerhaltung (1.2.6) betrachtet man vorab die
totale Energie

_ 2 (o “*'“*>
U“’( T

2 9* 4 |Q*|2
=v
o 2

_ .2 *
=v b

und erhalt diese somit in dimensionsloser Form.
Auch bei der Energieerhaltung

O(oFE
L+V-(QEQ) =ov-[=V-(p)+V-(Lv) -V g+ ow
- @) 3) (4) () © O

betrachtet man jeden Term fiir sich:
(1)

0(0F) _ 000v3, 9(0"E")
ot loe O




1.3 Entdimensionalisierung des Navier—Stokes—Systems 27

Setzt man die entdimensionalisierten Terme in (1.2.6) ein, so folgt die Darstellung

3 * T % 3
Qoovoo aQE x * Tk K *x * OOUoo* * K
l < (at* )+V‘(QEU)>:(QOOUOOfOO)(QU f)_Qliv(pQ)
2
:uOOUoo x * Kk eoo’ioo x *
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Dividiert man durch (1’%&), erhélt man

a(g*E*) x * Tk, ok _i * ok *_* * ) * i L * o x
( o +V'(@Ev))—Fr2(9v [)= V) + 5 V(L) (135)
gl

~ PrRe

Vg + o"w* (1.3.6)

mit der bereits bekannten adiapatischen Poisson-Zahl v = C—” und der Prandtl-Zahl
Pr = c”” > = 2= die das Verhaltnis der kinematischen Viskositat zur Temperaturleit-
zahl, bzw das Verhaltms zwischen der Diffusivitat fur den Impuls und der Diffusivi-
tat fir die Enthalpie angibt. Hierbei definiert a = die Temperaturleitzahl und

Voo = ’;ﬁ die kinematische Viskositét.

Qoo Cp

1.3.4 Zustandsgleichung

Beschrénkt man sich auf ideale Gase, so erhélt man fiir die Zustandsgleichung (1.2.13)
folgende Darstellung:

2
* * )k QOOUOO * )k
(03 000)P" = (@oclhoc) RO™0" = (=) Re™0".

(

Dividiert man durch v2 g, und schreibt fiir R = ¢, — ¢,, so erhélt man
pr=(y—1)0"0" (1.3.7)

mit y = 2
v

1.3.5 Entdimensionalisiertes System

Zusammenfassend ergibt sich nun aus den bisherigen Resultaten folgendes entdimen-
sionalisierte System zur Beschreibung von kompressiblen warmeleitenden idealen Ga-
sen:

gf* FV(e) =0, (1.3.8)
a(g*y*> z o, ko kT 1 * Lk 1 Lagy— L
o VAU = o 0 4 (V) = VP (1.3.9)
O(0*E* ST B . A
%t* )+V(9Ev>=F2(@v )= V-(pv) + = V- (T v
I
"}/ X * * *
PrRe V1 tow, (1.3.10)
=0 -1 (1.3.11)

Hierbei ist die entdimensionalisierte totale Energie gegeben als

* |2
Q*E*:Q* (9*_'_ |U2| )
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Im Allgemeinen miissen auch die Gleichungen des Druckes (1.2.11) und der Tempera-
tur (1.2.12), wie zum Beispiel in Kapitel 1.3.4 fir die idealen Gase gezeigt, entdimen-
sionlisiert werden. Somit erhalt man wiederum ein vollsténdig entdimensionalisiertes
System an Gleichungen.

1.4 Das gemittelte Navier—-Stokes—System

Mit dem im vorigen Kapitel hergeleiteten System von Differentialgleichungen kann
man prinzipiell alle Schwankungsbewegungen beschreiben. Da aber, um Turbulenzen
mit Hilfe der Navier—Stokes—Gleichungen l6sen zu kénnen, die Diskretisierung, sowohl
des Raumes als auch der Zeit, sehr fein gewédhlt werden muss, wird der Rechenauf-
wand dabei so hoch, dass die heutigen Kapazitaten schnell ausgeschopft sind. Um dem
entgegenzuwirken und um den Rechenaufwand moglichst gering zu halten, werden die
Schwankungsbewegungen modelliert.

Eine Herangehensweise wurde von Reynolds (1895) eingefiihrt. Sie beruht im Allge-
meinen darauf, dass in der Praxis oft nur die mittleren Groflen der Stromung von
Bedeutung sind. Reynolds hat daher die vorkommenden Groéflen in einen zeitlich kon-
stanten Term und in einen schwankenden Term unterteilt. Deshalb wird in weiterer
Folge die Reynolds— und die Favremittleung eingefiihrt, um das gemittelte Navier—
Stokes—System bestimmen zu koénnen, welches die Grundlage zur Herleitung des k—=—
Turbulenzmodells bilden wird. Néheres hierzu findet man in den Arbeiten [19, 24, 31],
und [34].

1.4.1 Reynoldsmittelung

Die Reynoldsmittelung kann auf verschiedenste Art und Weise definiert werden. In
dieser Arbeit wird jene Definition herangezogen, die in weiterer Folge verwendet wird.
Dies ist die zeitliche Mittelung

Rx) = Jim 1{ [ nrxyar (1.4.1)

Die in (1.4.1) dargestellte Form der Mittelung ist in mathematischer Sicht korrekt
formuliert, kann aber in der Praxis aufgrund des Grenziibergangs 7" — oo nicht um-
gesetzt werden. Daher wird Anstelle der Grenzwertbildung die Bedingung festgelegt,
dass

N<T KT,

gilt. Hierbei ist 77 die maximale Periode der Fluktuationen, d.h., T" wird so gewéhlt,
dass es im Vergleich zur maximalen Periode der Fluktuationen sehr grof ist. Die obere
Schranke T, definiert die Zeitskalencharakteristik der Schwankungsbewegungen, die
nicht mehr als turbulent gelten.
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Damit ist die praxistaugliche Reynoldsmittelung wie folgt gegeben:

t+T

_ |

h(t,2) = — / h(r,z)dr fiir T, < T < T, (1.4.2)
t

Mit (1.4.2) kann folgende Definition formuliert werden:

Definition 1.4.1. Die Reynoldsmittelung = ist die in (1.4.2) dargestellte Mittelungs-
operation, die die Eigenschaften

(R1) h=nh (Projektion),
(R2) ah+Bg=ah+ g (Linearitit),
(R3) gh=gh (Konstanz des Mittels),

mit Konstanten o und 3, erfiillt (siehe [11]).

Aus (R1) - (R3) kann man folgern, dass

(R4) aaifi = 3—{2 und gjtl = %? (Kommutativitét),

gilt.

Mit Hilfe der Reynoldsmittelung lasst sich eine Funktion A schreiben als

h=h+"n

mit dem Reynoldsmittel h und der Fluktuation A'.
Aus den Eigenschaften (R1) und (R2) folgt, dass i/ = 0 ist, da

gilt.

1.4.2 Favremittelung

Im inkompressiblen Fall wére die Reynoldsmittelung vollkommen ausreichend, da die
Dichte konstant ist. Im kompressiblen Fall wiirden aber mit der Reynoldsmittelung
Terme der Art

00 =0T + o'V

auftauchen, die die Handhabung wesentlich erschweren. Dies motiviert die Einfithrung
einer gewichteten Mittelung.

Definition 1.4.2. Die Favremittelung - ist definiert als

mit der Reynoldsmittelung = (siehe [19]).
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Aufgrund der Definition der Favremittelung erfiillt diese die folgenden Eigenschaften:
(F1) h=h (Projektion),
(F2) amg — ah+ (g (Linearitit),
(F3) gAi:L — gh  (Konstanz des Mittels),
(F4) E —gh=gh (Kommutativitit).
Wie bei der Reynoldsmittelung lasst sich eine Funktion h schreiben als
h=h+h"

mit dem Favremittel i und der Fluktuation h”.
Aus (F1) und (F2) folgt wieder, dass

h" = 0.
Aus (F2) und (F4) folgt oh” = 0, da

o = o(h—1) 2 oh—oh & oh ~oh = oh ~ 7

gilt.

1.4.3 Gemittelte Navier—Stokes—Gleichungen

Fir die Mittelung der Gleichungen geht man von den entdimensionalisierten Navier-
Stokes-Gleichungen (1.3.8)—(1.3.11) aus. Aus Griinden der Lesbarkeit werden in wei-
terer Folge die entdimensionalisierten Gréfien ohne das x—Symbol geschrieben, und es
wird auf die Abhangigkeiten (¢, z) verzichtet. Desweiteren werden die d&ufleren Volums-
krafte f vernachlassigt, und es wird der Spezialfall der idealen Gase betrachtet. Somit
lauten die Gleichungen wie folgt

oJe) B
d(ov) T 1
T +V-(Qw)—@(v~£) Vp,
0(oF) 1 ¥
T + V- (oFv) = Ro V- (Tv) -V - (p) PrRe V- q+ ow,
p=(y—1)ob.

Weiters werden die vorhandenen Groflen wie folgt in einen gemittelten und einen
fluktuierenden Teil aufgespalten:

" & o I
| [

o™ g, ™ IR

+ + £+ + +
g
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Des weiteren werden diese Darstellungen in die Erhaltungsgleichungen eingesetzt, und
anschliefend die somit erhaltenen Gleichungen Reynoldsgemittelt.

Als literarische Grundlage fiir die Herleitung der gemittelten Navier—Stokes—Gleichun-
gen dienten [19] und [34].

1.4.3.1 Gemittelte Kontinuititsgleichung

Setzt man die Aufteilungen in die Kontinuitédtsgleichung (1.3.8) ein, so erhilt man

_08L LG (g4 )@+

=+ +V-(+o + 070+ V). (1.4.3)

Wendet man nun die in Kapitel 1.4.1 definierte Reynoldsmittelung auf diese Gleichung
(1.4.3) an, so folgt

do 0o — —
0 e 2 Av-(D =7 7 107
5 T T (\%+€yi+gy+gy)
o -0 =ov =20 =0
ot
00 o
— £ + V . (@Q‘I’@Qﬂ + Q/QH)~
ot
Aufgrund dessen, dass ov” = (0 — 0)v" = gv” — gv” = —ov” gilt, folgt die gemittelte
Kontinuitatsgleichung
P
a—f +V - (20) = 0. (1.4.4)

Bemerkung 1.1. Aus der Kontinuitédtsgleichung kann man durch Mulitplikation des
Fluktuationsterms h” und anschlieBender Reynoldsmittelung folgende Beziehung her-
leiten

V- (QQHVLH =0.
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Beweis. Der Beweis lasst sich direkt durch einfaches Nachrechnen fiithren:

90 7
= A/ . h!
0 5 T V- (ov)

ool oW
o Yo
—— N
=0 =0
— (@ . vg)h// + v . ﬁgh// _I_V . (QQ//)h//
=0

= @ VO +V - (u")h

+V - (0u)h" + V - (ov”) "

_Z J—h”+W

H/—/
=0

1.4.3.2 Gemittelte Impulserhaltung

In weiterer Folge wird die Impulserhaltung (1.3.9) mit Hilfe der Reynoldsmittelung,
wie schon die Kontinuitédtsgleichung gemittelt:

1

ov
= — T — . 1.4.
0, e V=, VLT 149
(2) (3) (4)

(1)

In weiterer Folge wird jeder Term gesondert betrachtet:

(1)

o =@t gt 5r ) =g teg tog T

In dem man die Reynoldsmittelung anwendet, erhélt man

v N <86 61}”) ov _o 00 ,0v

o . ov' N v N v 0 _l_i@W ov"
ot "% "% T T %o T %

Wie schon bei der Mittelung der Kontinuitétsgleichung gezeigt, gilt

81}” v’

Y
und damit folgt fiir den ersten Teil der Gleichung (1.4.5)

v _0v
ot ~ %ot

Betrachtet man nun den zweiten Teil der Impulserhaltungsgleichung, so folgt

(1.4.6)
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+ o) ((@+2") - V)(@+")

+)[@-V)u+ (@ V)" + @ V)g+ (- V)]

=2(@- V)i +o@- V)" +o@" V)i + (" V)"
+0@ - Vo+ @ - V)" + 0" - Vo+ @ V)

Mit Hilfe der Reynoldsmittelung gilt

2(@-V)u+o@- V)" +o" - V)u+o - V)
+ g(@ . V)ﬁ + g(@ i v>y// + Q/(Q” j V)@ + Q/(Q” K V)Q”
@ -V)o+2@- V)" + 0@ - V)i + (0" - V)" (1.4.7)

\Q///(E . V)ﬁ + (@ ley//) + (Q'QU . v) E + QI<QN . V)QN.
=0

=0
+

In weiterer Folge leitet man fiir die letzten drei Terme von Gleichung (1.4.7)

durch Ausniitzen der Rechenregeln, welche vorab schon eingefiihrt wurden, eine
alternative Darstellung her:

i)

@ V") = @- V") - (@- V)") 2
i)
(Qv" - V)u = (g@j-v)y — (ov" - V)
iif)

Q/(Q" . V)Q” — Q(Q” . V)Q” + V . (QQH)Q// _?(U” . V)U"
(1.1)
=0, Bem. (1.

\VAR (QQ”Q”T) _ @(y// ] v)y//

Wenn man diese Darstellungen in (1.4.7) einsetzt, folgt

ou-V)u=70(@ V)i + V- (uv""). (1.4.8)

<
1M

I
<
[ias]

Vp=Vp
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Fiigt man die einzelnen Terme wieder zusammen, so erhalt man die Reynoldsgemittelte
Impulserhaltung

(T

(""" - V. 14,
05 — V- (ou""") = VD (1.4.9)

+o(-V)u = Re V-

\H\

In weiterer Folge wird der Term —(gv"v” T) durch

o1 == —(ou"v" ") (1.4.10)

definiert. Weiters wird die aus Experimenten bestatigte, und in der Praxis verwendete
Annahme getroffen, dass
V- T~V-T

entspricht, so lasst sich die Gleichung (1.4.9) auch schreiben als

_ov .1 ~ _ _
25; +o(@-V)o = Re V-T+V-(or) — VP (1.4.11)

Hierbei definiert 7 den Reynoldschen-Spannungs-Tensor, der durch (1.4.10) definiert

ist.

1.4.3.3 Gemittelte Energieerhaltung
Weiters bleibt noch die Energieerhaltung (1.3.10),

J0(oF) 1

AT A(oEv) = — AT v __

S Y (P = 5o V(L) -V () 5 voatew
(2) (3) (4) (5) (6)

1)

wobei man hier wieder jeden Term fiir sich betrachtet:

(1) - N
d(oE) 0(oE) 0(oE)

oo ot ot
(2)
V- (¢0Ev) =V - (¢Ev)
=V- (gEv—i—gE” D
= V- (2E0) + V - (0E"0")
= V- (2E2) + V- (0"0") = V - (22.0) + V (0" (v" - "))

V- (Zy)=V-(Tv)
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V- (pv) = V- @) = V- ((v - 1)2ft +(y - 1)of"")

(6)
Im ersten Punkt kommt die Favremittelung von E vor, welche gegeben ist als

~ v]? ~ o4 ~ g |1:”v\2 = |gf
E_ - — - - - - — - .
<e+ 0+ 0+ 5 + 0+ +k

Man erhélt somit

d(oF - 1 L N -
%)t) + V- (0BT) =00 + - V- (Lv) = V- ((v — 1)ebi + (v — 1)e6"v”)
0TV L . o) — I
+ V- (210) + 5 V- (5V0) = V- ('0)
1
— iv (QQ”(U” U”))
1 — v _ N
=0+ -V (Lv) + 5Re V (kV0) — V - (p0)

_ 1 -
_ f}/v . (lely//) _ §v . (QQ”(Q” . y//»‘

Mit der Annahme, dass nur kleine Dichteanderungen vorliegen, gilt

~ L ) ~
V(Z0) + 5o V- (5V0).

1 —_ v 1
— v . (T .
Re Vv (:Q) + PrRe

V- (kV0) ~ e

Diese Approximation wird auch in der Praxis verwendet und durch Experimente ge-
stiitzt. Bei Vernachlassigung von Dreifachkorrelationen folgt fiir die Energieerhaltung
somit

S

ey o1 T Y 5
—|—V-(QEQ>—QU}+R€V (L) PrRev (kVO)

=V (00"0") + V- (2z0). (1.4.12)

Approximationen und Modellierungen der Energiegleichung

Um zwei der in der Energiegleichung (1.4.12) auftretenden Terme zu vereinfachen,
werden in weiterer Folge einige Approximationen bzw. Modellierungen dieser Terme
durchgefiihrt.
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Eine der bekanntesten und auch in der Praxis am héufigsten angewandten Approxima-
tionen ist jene von Boussinesq (siehe [19, 34]). Durch sie kénnen Strémungen mit ver-
nachlassigbaren Dichtevariationen und kleinen Temperaturgradienten modelliert wer-
den. Mit der Boussinesq—Approximation konnen Probleme mit mehreren Stromungen
einfacher behandelt werden, da nur eine Dichte berticksichtigt werden muss. Aus dieser
Approximation erhalt man fiir den Reynoldschen Spannungstensor die Darstellung

~ 2
oz~ I - ok (1.4.13)
rr~ L - okl

mit der kinetischen turbulenten Energie 9k := %gy” - 0" und der turbulenten Viskositét
pr = Cu@§- Hierbei ist pe := 7z (ZV - v”) gegeben als die turbulente Dissipation.

Weiters wird der Warmefluss durch das Fouriersche Gesetz
(00" ") = K1V,

mit kK = %“T und der turbulenten Prandtl-Zahl Pry, modelliert.

1.4.3.4 Gemittelte Zustandsgleichung

Zum Schluss betrachtet man noch die Zustandsgleichung (1.3.11), welche gemittelt
wie folgt dargestellt wird:

p=(7—1)00 = (v —1)o(d +0") = (v — 1)cb.

1.4.3.5 Gemitteltes Navier—Stokes—System

Fasst man nun die in den Kapiteln 1.4.3.1 — 1.4.3.4 hergeleiteten gemittelten Glei-
chungen zusammen, so erhélt man folgendes System:

do

N + V- (ov) =0, (1.4.14)
d(ov) 55T -
il T 1.4.15
LV (@ >Rv +Y (o) - VP, (14.15)
d(oF) ey = _
+V- (FLTVH) +V- (Qgg), (1.4.16)
p=(y—1)gb. (1.4.17)
Hierbei ist die gemittelte totale Energie @E , durch
- [
oF =0(0+ 5 +k (1.4.18)

gegeben.
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1.5 Das k—¢ Turbulenzmodell

Das im vorhergehenden Kapitel hergeleitete System ist jedoch unterbestimmt. Es kom-
men in den Gleichungen Terme mit der turbulenten kinetischen Energie k£ bzw. mit
der turbulenten Dissipation € vor. Um das System zu schlieffen, bendtigt man noch
zwei weitere Gleichungen, durch die die beiden Grolen beschrieben werden. Um die-
se zu erhalten, werden die bekannten Erhaltungsgleichungen mit geeigneten Faktoren
multipliziert, miteinander kombiniert und Reynoldsgemittelt.

1.5.1 Turbulente kinetische Energie

Zur Herleitung der turbulenten kinetischen Energie wird die Impulserhaltung (1.3.9)
mit v” multipliziert und anschliefend die Reynoldsmittelung angewandt. Dadurch folgt

oS e V) = o (VD) - (V)
(2) 3) (4)

Wie schon im vorigen Kapitel bei der Herleitung der gemittleten Gleichungen werden
in weiterer Folge wieder die einzelnen Terme der Gleichung gesondert betrachtet:

3% o (%Z o (%Z’-’
v oot
=0

1 [0(pvv)) do (1.5.1)

_ Z // /’) _ Z* aevivr) 9
2 2 ot Lot

_18(@@”-@”) 1(‘39 , o, 0(k) 18@ .

) ot zat* = ot 2at* =

'
Uy

05 "V ”—ZQ
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B B a/ﬁ; 16( // //) 10( // //)
_Z ‘Qmﬁia:j+gv]2 0z; + UJ2 0z;

|

-t i)
|
[

-, af[jl a 1 ", I/1 ",
_‘QT”(%]- + 8wj ( 2@1} v; +v ZQUZU

11)//,0//8(@7&;) 11}”7},,8(@7)}/)
2 v 81’]' 2 v 81']'

_ __ 0Oy 9 l—— 707 1 1,01 1 1" //a(gvj)
= > ( QTU&:C' + oz, ( QQUZ'UZ + vy 2@%“ 2vivi oz,

J

_ —@(£V) v+ V- (@ﬁk) + ;v . (Q”Q(Q” . Q”))

1

— 5" vV - (o)

(1.5.2)
(3)
(V . I) .7// — %) Uz/‘/
o ij Ox;
O(Tijvi') o/ (1.5.3)
= wr) o
%.: ( Gzz:j * 8x]>




40 1 Motivation und Modellierung

Mit (1.5.1)(1.5.4) erhalt man somit aus (1.3.9) durch Mittelung die Gleichung fiir die
turbulente kinetische Energie:

_a@k 1W 0 U 0 1 PPN NI
0= ot Sl —oEV) BV (k) + 5V - (e(u” o))

1
. . I/ ny . " 1
2V (ov) (" - v") ReV(zy) R(TV)U—l—V(v)
—f—VT?'Q”—p/(V' //)

do _O0k 1 8@ R _ U
= k& E 5 atQ v Q(gv) U+ kV - (ov) +ou- (VE)
I T _l ] A L . T
+§v-(yg(y V) = 5V ()" ") = o V- (L)
1 — o
+ % (T V) [SZ v (p/Q”) +Vp-u — p/(v - Qu)‘

Mit Hilfe der Kontinuititsgleichung (1.4.14) und ge = 3= (LV - v”) vereinfacht sich
die Gleichung auf

ok o
0=05 +00-(Vk)=2(zV)-T+0e + VP 0" = p'(V-2")
1 - 1
N 1ot ’”——TT "
+V 5U o(v" - v") +(p'v") he L U

In der Gleichung fiir die turbulente kintetische Energie kommen aber noch zu viele
unbekannte Terme vor. Deshalb greift man auf Approximationen zuriick, die sich im
Laufe der Zeit als gute Modellierungen verifiziert haben.

Die erste Annahme (siehe [19], [24]) ist, dass sich der Diffusionsterm der k—Gleichung
als

1
Re

vV - *Q”Q(Q” . y//> + (plyl/)

: Tv]:v <(,u+)Vk)

O

schreiben lasst.
Die beiden druckbehafteten Terme (siehe [19]) werden in der Praxis wie folgt modelliert

Vo 0 - (V) ~ X5 5r0) (VD).

Somit lasst sich die Gleichung fiir die turbulente kinetische Energie schreiben als
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1.5.2 Turbulente Dissipation

Die Herleitung der e-Gleichung ist um einiges komplizierter als die der k—Gleichung.
Die e-Gleichung lasst sich aus der Differenz der gemittelten Impulserhaltung und der
ungemittelten Impulserhaltung herleiten, wobei man fiir den Hookeschen—Spannungs-
tensor die Definition (1.2.4) einsetzt. Diese kann man wie folgt schreiben

ov ov” ,0v ,0v"

?87;_’_9815 ‘I'QE‘FQ ot ‘f‘Q( V)Q—I—@(Q-V)Q —f-@(y 'V)Q—I—@(Q 'V)Q

_'_Ql(@v)y_’_g(i v)y//_’_gl( l/.v)@_i_gl( ”'V)Qﬂ

" i(@%ﬁ +82®‘;> 223:8111
Re i Ox;j0xy,  Ox;0x; &rk
d
d 82 " 821}% 9 d ;/ 3 ,
* Zl <0xj(9xk * (9xj8xi> 3 Z_: VPV
]a - =1
U p e o2 o\ 2 an
TR vy P (axjaxk " axjax) 3 2 (%k o

Bildet man die Differenz, so erhélt man den fluktuierenden Anteil:

"

= 3@V o V)43 VI + @ V)i d (@ V)

0! v} 2 3L ol B
Agz:l <8x]8mk + 837]8%) Z 6xJ . B Vp‘

s

Diese Gleichung wird differenziert und mit den Ableitungen der Geschwindigkeitsfluk-
tuationen multipliziert. Damit erhalt man komponentenweise

o 0 (%” N ,éhfz 811” +§3: __ov! N ov; ! ,,(?v”
oz, 0z, %ot %o Jlgfa 0z, " ©" 0,
a~ a // / " aﬁ /N av’i/
+Q ]a ‘|‘ 0v; 8 0Y; 87
0 | 0! 82%’ 2 3L ol op
N 871:] Re ]%231 (8:@0@ + 0z ;0x; 3 Z < 0z, o |

Die daraus resultierende Gleichung wird noch Reynoldsgemittelt (siehe [31]). Wiirde
man die einzelnen Terme der Reynoldsgemittelten Gleichung weiter betrachten und
die Rechenregeln der Reynolds— und Favremittelung anwenden, so wiirde man auf eine
Gleichung der Form
0(ee)
ot

+ V- (ove) =F
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kommen, wobei die rechte Seite F' aus mehr als 20 Termen besteht (siehe [19]).
Somit ist die exakte e-Gleichung kein guter Ausgangspunkt fiir die Modellierung und
wird in der Praxis auch nie verwendet.

In der Stromungsmechanik wird deshalb ausgehend von der k—Gleichung eine Gleichung
fiir die Dissipationsrate € modelliert. Diese ist durch

d(0¢)
ot

—~_ & c10(tV) -1 —cop0e C3Ck? v-0ru g
+v.(ggs)—k( o(zV)-v oe + p( ero)(v )> (1.5.6)
+V- ((u+ MTWs)

£

gegeben, wobei die Konstanten wie im inkompressiblen Fall bestimmt sind, da auch
dieser Spezialfall abgedeckt werden muss. Die Werte der Konstanten wurden durch
Messungen und Experimente bestimmt.

1.5.3 Das Turbulenzmodell

Zusammenfassend erhalt man aus (1.4.14) — (1.4.17), sowie (1.4.18), (1.5.5) und (1.5.6)
das k— Turbulenzmodell fiir wirmeleitende, kompressible ideale Gase in geschlossener
Form:

Jo U
d(ov) e e 7 — -
8t~+v (@3 )=z, V- L+V-(e-) - VP,
d(ok)

ey o1 S Y = -
—ap TV (eEY) =00+ - V- (L8) + 5o V- (6V0) = V- (pD)

+ V- (krVO) +V - (o1 0),

0(ok 0
XN 4 v (o) = 2(cv) 52~ V- ((u+ 20)0k) ~ 22w 27m)(V ),

ot Ok D
9(ce) +V - (ge) = © (cw(TV) - T —cp0e + cmg (0-or0)(V-0)

ot k p

+V - (i +EDve),
(1.5.7)
mit der Zustandsgleichung
p=(y—1)ad.

Die totale Energie und der Reynoldsche Spannungstensor sind wie schon in den Glei-
chungen (1.4.18) und (1.4.13) durch

B (a4 24
a 2
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und 5
or = "'T — Zokl
gegeben.
Die Parameter k7 und pp sind gegeben als
Cplbr _k?
K = = C _
T PI'T ) ur 10 c

und die in den Gleichungen auftretenden Konstanten sind durch die Werte

Pry = 0.9, c, = 0.09,
o =1, o. = 1.3,
c, =1, c1 = 1.45,
co = 1.92, c3 =2

bestimmt.

Abschlielend sind noch drei Punkte angefiihrt, die in der Praxis oft zur Vereinfachung
des recht komplexen k—e—Turbulenzmodells Anwendung finden.

Bemerkung 1.2.
~12
e In der Definition von E kann man k vernachlassigen, da k < %
e In der Definition von pr kann man den Term pk Null setzen, da dieser wesentlich

kleiner als p ist.

e Da die turbulente Viskositat ur viel grofler als die molekulare Viskositédt o ist,
kann diese in der k—Gleichung bzw. e—Gleichung vernachlassigt werden.

In den weiteren Kapitlen dieser Arbeit wird eine allgemeine Einfiihrung in die Finite-
Volumen-Methode gezeigt und eine kurze Erklarung iiber das Programm AVL FIRE
gegeben.






2 Finite—Volumen—Methode
elliptischer Randwertprobleme

In diesem Kapitel wird eine Einfiihrung in die Finite-Volumen-Methode gegeben. Zur
Erstellung dieses Kapitels waren die Literaturquellen [2, 4, 9, 16] und [21] sehr hilf-
reich, wobei als ergénzende Literatur [1, 3, 5, 22, 28] und [33] verwendet wurden.

2.1 Einleitung

Die Finite-Volumen-Methode wurde erstmals 1962 von R. S. Varga in [32] erwédhnt und
stellt zusétzlich zur Finiten-Differenzen-Methode und der Finite-Element-Methode
ein drittes Diskretisierungsverfahren dar. Sie versucht die Vorteile der beiden anderen
Verfahren zu vereinen, und kann sowohl als Differenzenverfahren fiir unstrukturierte
Gitter, als auch als Petrov—-Galerkin Finite-Element—Methode aufgefasst werden.

Die nédchsten Abschnitte dieser Arbeit sind in folgende Bereiche aufgeteilt. Vorab wer-
den die benétigten Funktionenrdume eingefithrt und beschrieben. In weiterer Folge
wird eine kurze Definition elliptischer Randwertprobleme gegeben, und eine Biline-
arform hergeleitet. Als niachstes wird die Finite—Volumen—Methode erortert, und ab-
schliefend Fehlerschiatzungen in der H'~ und Ly Norm formuliert, und ein Vergleich
mit der Finiten—Element—Methode dargestellt.

2.2 Funktionenraume

Dieses Kapitel beschriankt sich auf die Beschreibung der in dieser Arbeit relevanten
Funktionenrdume. Fiir eine ndhere Betrachtung zu diesem Thema sei auf [1, 2, 28, 33]
oder [3] verwiesen.

2.2.1 Lebesgue—Raume

Sei 2 C R? ein offenes Gebiet mit Lipschitzrand 962. Dann beschreibt die Menge der
Aquivalenzklassen von in f2-messbaren und p-integrierbaren Funktionen

L,(£2) := {v messbar: /]v(g)|p dz < oo}

45
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den Lebesgue-Raum L,(2) fir 1 < p < oco. Hierbei ist die zugehorige Norm durch

1/p
(/ lv(z)| d:r;) fir 1 <p < oo,
7)

inf  sup |v(z fiir p = oc.
i s )

vz, () =

Fir den Fall p = 2 gilt, dass der Ly-Raum vollstdndig ist. D.h. der L, ist ein Banach-
raum und erfiillt die Minkovskische und die Holdersche Ungleichung.

2.2.2 Sobolev—Raume

Um in weiterer Folge die verallgemeinerte Ableitung definieren zu koénnen die zur
Beschreibung der Sobolev-Réaume dient, werden vorab noch einige klassische Funktio-
nenraume eingefiihrt.

Definition 2.2.1. Sei k£ € Nj. Dann ist der Raum der k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen durch

C*(82) := {v | v: 2 = R k-mal stetig differenzierbar},
und der Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen durch
C*(82) :={v | v: 2 — R beliebig oft stetig differenzierbar},

gegeben.

Ein Spezialfall der C"*°~Funktionen sind jene mit kompakten Trager, die durch
Ce(02) :={v e C*(£2): supp(v) = K mit K C {2 kompakt}

bestimmt sind.
Zur Definition von Sobolev—-Raumen wird noch der Raum der lokal integrierbaren
Funktionen bendétigt, der wie folgt deklariert ist.

Definition 2.2.2. 2 C R? sei ein Gebiet. Dann ist der Raum der lokal integrierbaren
Funktionen durch

L (£2) == {v: v|x € L'(£2) fiir jedes kompakte Gebiet K cC 2}

Mit dem in Definition 2.2.2 beschriebenen Raum wird in weiterer Folge der Begriff der
verallgemeinerten Ableitung erldutert, durch welche im Anschluss die Sobolev—Raume
eingefithrt werden kénnen.

Definition 2.2.3 (Verallgemeinerte Ableitung).
2 C R? sei wieder ein Gebiet, u € LL () und o € N? ein Multiindex. Existiert dann

loc



2.2 Funktionenrdume 47

eine Funktion w = D%u € L _(£2), so heifit diese a—te verallgemeinerte bzw. schwache
Ableitung von u wenn

[ w@e@)de = (<1 [ u(x)Dp(x) da

fir alle ¢ € C3°(£2) gewéhrleistet ist.

Bemerkung 2.1. Sollte die schwache Ableitung w = D%u existieren, so ist diese ein-
deutig.

Definition 2.2.4. Es sei wiederum {2 C R? ein Gebiet, k € Ny und 1 < p < oo. Dann
ist der Sobolev-Raum W} (£2) durch

Wr(02) :== {v € L,(£2): D* € L,(£2) fiir |o| < k}

definiert, versehen mit der Norm

1/p
> D%l fir 1 <p < o0,
lllkp = lullwece) = (M A (2.2.1)
max || Du| . (0 fir p = oc.

la|<k

Auch die Sobolev-Réume W} (£2) sind vollstindig und damit Banachriume. Sie konnen
auch tiber den Abschluss von C*({2)-Funktionen bzgl. der Sobolev-Norm || - [wx (o)
durch

W) = {v e Co=(R)} W@

p

eingefithrt werden.
Betrachtet man auch hier den Spezialfall p = 2, so folgt, dass der W}(£2) ein Hil-
bertraum ist, wobei das innere Produkt durch

(UJ?U)WQ’“(Q) = Z (Daua Dav)Lg(Q)

| <k

gegeben ist.

Im Allgemeinen kénnen die Sobolev—Raume mittels Fourier—Transformationen und
Distributionen eingefiihrt werden, und werden mit H*({2) bezeichnet. Hierbei sei an-
gemerkt, dass ein Zusammenhang zwischen H*(§2)— und W¥(§2)-Riumen besteht,
siehe [28]. Ist §2 C R? ein beschrinktes Lipschitzgebiet so stimmen die Riume fiir
k > 0 iberein.

Bemerkung 2.2. Fir diesen Fall, also p = 2, wird eine alternative Schreibweise wie
folgt eingefiihrt

H*(02) = Wy (), (2.2.2)
[ollk = l[vllme) = ||U||W2k((2)v (2.2.3)

|v] == |U’Hk((2) = |U|W2k(9)' (2.2.4)



48 2 Finite—Volumen—Methode elliptischer Randwertprobleme

Des weiteren erhélt man fiir den Spezialfall p = 2 durch Vervollstdndigung von
C3°(§2)-Funktionen bzgl. der Sobolev—Norm (2.2.1) folgenden Raum

HE(2) = WE(2) = u € Cr(@)} o,

Wie man in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels sehen wird, finden H'(2)-
Funktionen oft Verwendung, und werden deshalb noch etwas genauer betrachtet. Vorab
wird jedoch noch ein weiterer Raum eingefiihrt, und zwar der Raum H (div; (2).

Definition 2.2.5 (Der Raum H(div; {2)).
2 C R? sei ein Gebiet. Der Raum H (div; £2) ist dann gegeben durch

H(div: 2) = {v € [2(2)]": Vv e ()
und mit der Norm

1/2
1ol @iy == (l2llg + 1V - 2lI3)

ist er ein Banachraum.

2.2.3 Spursitze

In diesem Kapitel werden der Vollstdandigkeit halber der Spursatz und der inverse
Spursatz angefiihrt.

Satz 2.2.6 (Spursatz fiir H'({2)-Funktionen).
Unter der Voraussetzung, dass 2 C R? ein Lipschitz—Gebiet ist, existiert eine be-
schrankte, und lineare Abbildung

Yt HY(02) — Lo(02)
mit
int

170" vl a00) < c(2)||ul (o)

fiir alle w € H'($2). Die gebietsabhingige Konstante c({2) ist hierbei positiv, und es
qilt
int

Yo' u = ulan.

Beweis. Den Beweis des Spursatzes kann man in beispielsweise in [1] oder [3] nach-
schlagen. ]

Durch den in Satz 2.2.6 eingefithrten Spuroperator erhalt man folgenden Raum.
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Definition 2.2.7. Der Raum
HY2(00) = {yi"v € L,(002): v e HY(2)}
ist durch das Bild des Spuroperators definiert und mit der Norm

[l = it ol

yit =y
versehen.

Bemerkung 2.3. Definition 2.2.7 ermoglicht es, den Spuroperator als eine lineare und

beschréankte Abbildung
Yt Y (0) — HY2(00)

aufzufassen.

Ahnlich wie beim Spursatz kann mit Hilfe des inversen Spursatzes eine Fortsetzung
gegebener Randdaten in das Gebiet gewahrleistet werden.

Satz 2.2.8 (Inverser Spursatz).
Unter den selben Voraussetzungen wie fiir den Spursatz besitzt der Operator ™ eine
stetige Rechtsinverse

E: HY*(00) — HY(N)

mit den Figenschaften
o V(&) = fiir alle ¢ € HY?(092),
o [[EY]m(e) < Ym0 fiir alle 4 € H'/?(912).

Beweis. Wie auch schon fiir den Beweis des Spursatzes sei auch hier wieder auf [1]
verwiesen. N

Zum Schluss dieses Abschnittes wird fiir den H'({2) noch der Spezialfall betrachtet,
der nur Funktionen mit einer Nullrandbedingung enthalt.

Definition 2.2.9. Der Raum der H'({2)-Funktionen mit Nullrandbedingung ist durch
Hy(02) = {v e H(2): v =0}
definiert.

Fiir ein genaueres Studium der Funktionenrdume, speziell auch der Dualrdume, sei an
dieser Stelle auf [1, 2, 28] oder [33] verwiesen.
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2.3 Einfiihrung in die Theorie elliptischer
Randwertprobleme zweiter Ordnung

Dieser Abschnitt beschreibt iiberblicksméfig die Theorie elliptischer Randwertproble-
me zweiter Ordnung. Es wird vorab die Gestalt eines elliptischen Differentialoperators
definiert und anhand dessen das Randwertproblem formuliert. AnschlieBend wird eine
Variationsformulierung aufgestellt und deren Losbarkeit behandelt. Fiir eine genauere
Behandlung dieses Themas sei auf [29, 30, 35] und ergénzend auf [2] verwiesen.

Definition 2.3.1. 2 C R sei ein Gebiet. Dann ist ein elliptischer Differentialoperator
L durch

Lu=—V - (AVu+bu) + cu (2.3.1)

definiert, mit den Koeffizienten A = (a,-j(g))zjzl, b= (by(z),... ba(z))" und e(z).
Weiters sei die Matrix A fiir alle z € 2 symmetrisch und gleichméBig positiv definit,

und erfiille die Bedingung

d
Z aij(2)& & > Cplé)? fiir alle £ € R?

ij=1
mit der von x unabhéngigen Elliptizitdtskonstante Cg.

Definition 2.3.2 (Dirichlet— und gemischte Randwertprobleme).

2 C R? sei wieder ein Gebiet mit Rand 92 = I' und £ sei der Differentialoperator

aus Definition 2.3.1.
Ein Randwertproblem der Form

1=

Lu(z) = f(
u(z) = g(

) fir alle z € 12,
) furallez € I

[

heifit Dirichlet-Randwertproblem.
Wird zusétzlich gefordert, dass I' = I'p U I'y gilt, dann wird das Problem

Lu(z) = f(z) fir alle z € (2,
u(z) = g(z) fir alle x € I'p, (2.3.5)
ai u(z) = h(z) fur alle x € I'y (2.3.6)

gemischtes Randwertproblem genannt.
Der Einfachheit halber werden in dieser Arbeit nur Randwertprobleme der Art (2.3.2),
(2.3.3) behandelt.

Wird das Randwertproblem (2.3.2), (2.3.3) als ein Problem der Strémungsmechanik
betrachtet, lassen sich die einzelnen Terme und Funktionen wie folgt interpretieren.



2.3 Einfiihrung in die Theorie elliptischer Randwertprobleme zweiter Ordnung 51

Der Term —V - (éVu) beschreibt die Anderung von u durch Diffusion. Der zweite

Ausdruck in (2.3.1), V - (bu), entspricht einem Konvektionsterm und der dritte, cu,
einem Reaktionsterm, der fiir einen Zerfall (¢ < 0) oder ein Wachstum (¢ > 0) stehen
kann. Die Funktion f in (2.3.2) beschreibt den Quellterm, und somit die auf das
System wirkenden dufleren Einfliisse.

Bei inkompressiblen Stromungen entfallt der Konvektionsterm und fiir Stromungen
ohne Wachstum oder Zerfall gilt

-V (AVu) = f fiir alle z € 2,

u=gq fur allez € I

2.3.1 Variationsformulierung und Losbarkeit

Durch Multiplikation von (2.3.2) mit einer Testfunktion v € H}(§2) und anschlieBender
partieller Integration tiber 2 folgt

a(u,v) = —/V- (éVu) vdg%—/V-(bu) vdg+/cuvdg (2.3.7)

:/4Vu~Vvd§—/bu-Vvd§+/cuvd§:/fvdgz<f,v) (2.3.8)
1?) Q 17) Q

mit der Bilinearform a(-, -)

a(u,v) = /éVu-Vvdg—/bu-VvdgjL/cuvd@ (2.3.9)
2 9 o

und dem Dualitatsprodukt
(o) = [ fode
2

Die Bilinearform ist in dieser Schreibweise genau dann symmetrisch, wenn der Kon-
vektionsterm verschwindet, oder anders ausgedriickt, wenn b = 0 gilt. Damit lasst sich
das folgende Variationsproblem formulieren:

Gesucht ist ein u € H,(£2) := {v € H'(£2): v"v = g(z) fir z € I'}, sodass

a(u,v) = (f,v) (2.3.10)

fiir alle Testfunktionen v € HJ(£2) gilt.

Definiert man u = £g 4 uo mit uo € Hy(2) und Eg € H,(12), wobei £ die Fortsetzung
aus dem inversen Spursatz 2.2.8 ist, so erhélt man schliellich das Variationsproblem
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Gesucht ist ein uy € Hj, sodass
a(UOaU> = <f7 U) —a(é’g,v) (2311)

fiir alle Testfunktionen v € HY(£2), f € H='(£2) und g € H'/?(0) gilt.

Bemerkung 2.4. u = ug + £g hangt in dieser Darstellung nicht von der gewihlten
Fortsetzung & ab.

In weiterer Folge werden noch kurz einige Erlauterungen zu Losbarkeit des Randwert-
problems (2.3.2), (2.3.3) und der Variationsformulierung (2.3.10) gegeben.

Definition 2.3.3. f, g, (a;;)" (bi)le, und ¢ seien hinreichend glatt und u € Hy(£2),

ij=17
sodass (2.3.10) fiir alle v € H}(£2) gilt. Dann heifit u schwache Losung von (2.3.2),
(2.3.3).

Lemma 2.3.4. Unter den Voraussetzungen, dass
fec(),

g € C(012),

aij, by € C1(£2),

ce C(12),

u e C?(2)NC(2) eine klassische Lisung des Randwertproblems (2.5.2), (2.5.3)
15t,

folgt, dass u auch schwache Lésung ist.
Beweis. Den Beweis findet man beispielsweise in [26] oder in [2]. O

Bemerkung 2.5. Unter Verwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung
folgt, dass fiir eine schwache Losung u € H?(2) auch, dass u klassische Losung des
Modellproblems ist.

Bemerkung 2.6. Setzt man vorraus, dass

feH (),

g € C(0102),

aj, bj, ¢ € Loo(12),

u € H}(§2) eine schwache Losung von (2.3.10) ist,

dann gilt

/Vv~ (éVu—bu) d@z/(f—cu)vdg

n

fur alle v € C§°(£2), und damit

V- (AVutbu) = f—cu € Ly(9).
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Wegen Bemerkung 2.6 gilt weiters
—AVu + bu € H(div; 2)

und damit bu € H(div; £2) und auch AVu € H(div; £2).

Mit Hilfe des Satzes von Lax-Milgram kann, unter den Voraussetzungen der Ellipti-
zitdt und der Beschriankheit der Bilinearform, in weiterer Folge gezeigt werden, dass
das Variationsproblem eine eindeutige Losung besitzt. Hierzu und fiir die Regularitat
der Lésungen sei auf [2] und [28] verwiesen.

2.4 Die Finite—Volumen—Diskretisierung

Dieser Abschnitt beschaftigt sich mit der Finite-Volumen-Methode fiir elliptische
Randwertprobleme und wird anhand des Poisson-Problems mit homogenen Dirichlet—
Randdaten gezeigt. Vorab wird die Idee der Finite-Volumen-Diskretisierung beschrie-
ben und dieselbige hergeleitet. Hierbei werden zwei Herangehensweisen, und zwar die
Finite-Volumen—Methode vom Typ ,,Cell-Centered* mit Voronoi-Kontrollvolumen,
und die Finite-Volumen—Methode vom Typ , Vertex—Centered“ mit dualen Boxgit-
tern, betrachtet, wobei auf die ,,Vertex—Centered“ Finite—Volumen—Methode genauer
eingegangen wird.

Abschlieflend werden noch kurz zwei Fehlerabschéatzungen betrachtet.

2.4.1 Idee der Finite—Volumen—Methode

Betrachtet wird das bereits bekannte Randwertproblem (2.3.2), (2.3.3) mit ¢ = 0 und
g = 0. Damit gilt

~V - (AVu —bu) = f fiir z € 2, (2.4.1)
u=20 firxz e I (2.4.2)

Aus Griinden der Lesbarkeit wird p(u) := —AVu+bu definiert. Somit folgt fiir (2.4.1)
V-p(u)=f fir z € (2. (2.4.3)

Das Gebiet 2 wird in weiterer Folge in NE Elemente B = {By,..., Byg} zerlegt,
wobei folgende Bedingungen gelten miissen:

1) meas(B;) >0 fiir alle ¢ € {1,..., NE},

2) B; sei offen, einfach zusammenhéangend und polygonal berandet fiir alle
ie{l,...,NE},

NE ___ —
=1

4) BiNnB; =0 fur allei,j € {1,..., NE} mit i # j.
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Der Schnitt zweier Elemente B; N B; € B ist entweder leer, oder entspricht einem
niederdimensionalen Randsimplex von B; bzw. B;. Es gibt auch Finite-Volumen-Me-
thoden, die die vierte Bedingung nicht erfiillen. Diese werden in dieser Arbeit jedoch
nicht weiter behandelt.

Integriert man nun (2.4.3) tber die Elemente B; € B und wendet den Gaufischen
Integralsatz an, siehe [13], so erhilt man

84 @(U>~ndsx=B{fdm

mit dem &dufleren Normalenvektor n von 0B;. Wie man in Abbildung 2.1 erkennen
kann, ist der Rand 0B, jedes Elements B; € B durch Geradenstiicke I5;, mit j €

{1,...,m} unterteilt. Auf jedem dieser Randelemente gilt n;; = n|r,,. Damit folgt
Z/E(“) .Eijdsngfdz.
jzlp B;

Abbildung 2.1: Element B;

Die Approximation der Integrale kann auf verschiedenste Weise erfolgen, was in un-
terschiedlichen Diskretisierungen endet. Betrachtet man die Merkmale der Finiten—
Volumen—Methode,

1) Form der Elemente B € B,
2) Stelle der Unbekannten des diskreten Problems in den Kontrollvolumen B € B,

3) Integralapproximation,
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so kann man erkennen, dass sich die Finite—Volumen-Diskretisierungen in der Art
unterscheiden, wie die Zerlegung von {2 erfolgt, und wo sich die Unbekannten innerhalb
der Kontrollvolumen befinden.

Der zweite Punkt kann nun in drei Gruppen unterteilt werden.

1) ,,Cell-Centerd* Finite—Volumen—Methode:
Hierbei werden die Unbekannten mit den Kontrollvolumen in Verbindung ge-
bracht. Die Unbekannten kénnen beispielsweise Funktionswerte im Inneren eines
Kontrollvolumens, etwa im Schwerpunkt, annehmen, oder dem Durchschnitts-
wert der gesuchten Grofle entsprechen.

2) ,,Cell-Vertex* Finite—Volumen—Methode:
Bei dieser Herangehensweise werden die Unbekannten den Knoten des jeweiligen
Kontrollvolumens zugeordnet.

3) , Vertex—Centerd* Finite—Volumen—Methode:
Diese Variante ordnet die Kontrollvolumen und die Unbekannten zu den Knoten
einer zugrundeliegenden alternativen Zerlegung zu.

Ein Vertreter fir die erste Methode waren z.B. die Voronoi-Kontrollvolumen und fiir
die dritte die dualen Boxgitter. Die zweite Alternative ist nur dann sinnvoll, wenn eine
regelméflige Zerlegung, wie beispielsweise ein Rechteckgitter, vorliegt, bei der bis auf
den Rand jeder Ecke genau ein Kontrollvolumen zugeordnet wird.

Betrachtet wird nun das Poisson-Problem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
bzgl. des Einheitsquadrates

Au=f fiir z € 2 = (0,1)%,
w=0 firz e I

mittels einer ,Cell-Centerd“ Finite-Volumen—Methode. Bezogen auf Abbildung 2.2

Abbildung 2.2: Elemente des Einheitsquadrates
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wihlt man Stiitzstellen {; an denen man diskrete Losungen uy(€;) der Losungen u(€))
bestimmt. In weiterer Folge bezeichne h = 1/NE die Schrittweite, und {&i, ... ,§m}
mit m = (NE — 1)?, die Menge der Knoten. Dann sind die Kontrollvolumen B; durch
Quadrate mit der Kantenlange h und dem Mittelpunkt &; definiert, wie in Abbildung
2.2 ersichtlich ist. Gilt weiters I3, = 0B; N 0B;,, so folgt

k)
—Z / N5, -Vudsngfdg
k=1p B

und damit
ﬂz‘jl'vuzo Vu = gt Dy, V“‘(l)'vu:%’

-1 — _Ou . — _Ou
N, Vu_(o)-Vu— S Mgy Vu-(_l) Vu=—7-.

Verwendet man die Mittelpunktregel zur Approximation der Integrale und den Diffe-
renzenquotient fiir die Ableitungen, so erhélt man

S v (S ) i) St

k=1

In den Stiitzstellen gelten somit die Gleichungen
4

qu(E) — Y ule,) = WA,

k=1
Dies entspricht dem Ergebnis, das man auch bei einer Finite-Element—Approximation
mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen erhélt. Sollte . € 92N dB; gelten, so sind

die Funktionswerte aufgrund der Randbedingungen vorgegeben.

Dieses Beispiel ist auf ein gleichférmiges Gitter beschrankt, was jedoch im Allgemeinen
nicht gelten muss. Dann miissen geeignete Vorschriften zur Erzeugung der Kontroll-
volumen gefordert werden. Zwei davon werden spéater in dieser Arbeit noch genauer
betrachtet. Dies sind die bereits erwahnten Voronoi-Kontrollvolumen und die dualen
Boxgitter.

Im néchsten Kapitel wird die Herleitung des Finite-Volumen—Verfahren naher beschrie-
ben. Hierzu wird als erstes die verallgemeinerte schwache Formulierung nédher betrach-
tet.

2.4.2 Herleitung des Finite-Volumen—Verfahren

Die Herleitung der Finite-Volumen—Methode wird in dieser Arbeit der Einfachheit
halber auf elliptische Randwertprobleme mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
beschrankt.

Unter dieser Einschrankung erhilt man folgendes bereits bekannte Randwertproblem
fiir ein polyedrisch umrandetes Lipschitz—Gebiet 2 C R
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Gesucht ist ein u € C*(£2) N C(£2), sodass

\% (—éVu + bu) +cu=f fir alle z € (2, (2.4.4)
u=20 fir alle x € I (2.4.5)

Hierbei sollen folgende Bedingungen gelten:
e A erfiille die in Definition 2.3.1 genannten Bedingungen.

o Fir die Koeflizienten gelte a;j, b;, ¢ € Loo(2) fir 4,5 € {1,...,d} und V- b €
Loo(92).

e Die rechte Seite erfiille die Bedingung f € H~(£2).

Wie in Kapitel 2.3.1 wird fiir das Randwertproblem (2.4.4), (2.4.5) eine Variationsfor-
mulierung hergeleitet, welche in dem Variationsproblem

Gesucht ist ein u € HJ(£2), sodass

a(u,v) = (f,v) (2.4.6)

fiir alle Testfunktionen v € HJ(£2)

resultiert, wobei die Bilinearform und die rechte Seite wie in Kapitel 2.3.1 gegeben
sind.

Bis hierhin entspricht die Herleitung der Finite-Volumen—-Methode der Herleitung der
Finite-Element—Methode. Ab diesem Punkt unterscheiden sich allerdings die Verfah-
ren, da man sich bei der Finite—Volumen—Methode einer verallgemeinerten schwa-chen
Formulierung von (2.4.4), (2.4.5) behilft.

2.4.2.1 Das verallgemeinerte Variationsproblem

2 C R? besitze eine Zerlegung B = {By, ..., Byg} in NE abgeschlossene Lipschitz-
mengen B; € 2, mit den in Kapitel 2.4.1 beschriebenen Eigenschaften.

Der Raum der Funktionen v € Ly(£2) welche bzgl. B H'-regulér sind und auf I" ver-
schwinden, wird mit H}(B) gekennzeichnet. Weiters sei u € H?(2) eine klassische Lo-
sung von (2.4.4), (2.4.5) und die Koeffizienten a;;, b;, und ¢ hinreichend glatt. Ahnlich
zur Herleitung des Variationsproblems (2.4.6) wird die partielle Differentialgleichung
mit einer Testfunktion ¥ € H}(B) multipliziert und die resultierende Gleichung tiber
(2 integriert. Somit gilt mit Hilfe der ersten Greenschen Formel

/[@V- (—éVuiju) —|—cu@} dz =
Q

-y (/ (Vo (AVu—bu) +cud] dz— [ 0 (AVu - bu) -ndsm),

BeB \j OB
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und daraus folgt das verallgemeinerte Variationsproblem bzgl. der Zerlegung B fiir
einen noch nicht nédher bestimmten geeigneten Losungsraum V.

Gesucht ist ein u € V, sodass

a(u,0) = (f,0) (2.4.7)

fiir alle Testfunktionen ¢ € H](B).

Hierbei ist die Bilinearform durch

a(u, ) = > (/ [V@- (éVu—bu) +cu1§} dz — /@(éVU—bu) -ndsx>,

BeB B OB

und das Dualitatsprodukt durch
(.0) = [ foda
2

gegeben. Der Raum V soll nun so gewéhlt sein, dass das verallgemeinerte Variations-
problem (2.4.7) und das urspriingliche (2.4.6) zueinander dquivalent sind.

Im H? reguliren Fall, erhilt man die Aquivalenz aus folgendem Satz, der hier ohne
Beweis angefithrt wird. Diesen kann man in [2] oder [26] nachschlagen.

Satz 2.4.1. Unter den gegebenen Voraussetzungen, dass 2 C RY ein Lipschitz—Gebiet
und B eine endliche Zerleqgung von {2 in Lipschitz—Mengen mit den FEigenschaften
aus Kapitel 2.4.1 ist, gilt, dass jede Losung von (2.4.7) in V = H?*(2) N H(2) eine
klassische und somit auch schwache Lisung des Randwertproblems (2.4.4), (2.4.5) ist.
Dies ist fir a;j, by € WL(92), ¢ € Loo(2) und f € Lo(£2) giiltig.

Andererseits gilt, dass jede Losung u € H?(£2) von (2.4.6) eine Losung von (2.4.7) ist.

Die Bedingung, dass u € H?({2) ist, ist jedoch eine relativ starke Voraussetzung.
Um in weiterer Folge die Anforderung an die Koeffizienten und an u abzuschwachen,
betrachtet man die Mindestanforderungen a;j, b;, ¢ € Ly(§2), V- b € Lo(£2) und
u € HL(ND).

Unter Hilfenahme der verallgemeinerten Produktregel, siehe [2, Lemma 1.1.40, S. 17],
folgt damit, dass bu € H(div; B) fir alle B € B und mit dem Spursatz fiir den Raum
H(div; £2), siehe [2, Satz 1.1.38, S. 16], bu - n € H~'/?(0B). Das zweite Randintegral
der Bilinearform von (2.4.7) kann somit als Dualitatsprodukt

(bu,d),p - HY/*(0B) x H'*(0B) — R

aufgefasst werden.
Ist jedoch u € HJ(2) gefordert, so ist die Existenz des ersten Integrals der Bilinearform
aus (2.4.7) nicht gewéhrleistet. Deshalb fiihrt man den Raum

Hy(2; AV) == {u € Hy(2): AVu € H(div; 2)} C Hy(£2)
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ein. Damit lasst sich auch das Integral
/ n -0 AVuds,
0B = =

als Dualitatsprodukt
(-,-y: HY*(0B) x HY?(0B) — R

interpretieren.

Wihlt man als Losungsraum V fiir (2.4.7) den eben definierten Raum V = Hg(£2; AV)
so ist das verallgemeinerte Variationsproblem wohldefiniert und mit nachfolgenden
Satz gilt auch die Aquivalenz der Lésung des Variationsproblems (2.4.6) und des ver-
allgemeinerten Variationsproblems (2.4.7).

Satz 2.4.2. Unter den Voraussetzungen aus Satz 2.4.1, wobei fiir die Koeffizienten
der Variationsprobleme (2.4.6) und (2.4.7)

® a;;, b, ce Loo(92),

o V.be LOO(Q),

o fcLyf2)
gilt, folgt, dass jede Losung u € V = Hj(82; AV) von (2.4.7) eine Losung von (2.4.6)

ist und umgekehrt.

Beweis. ,<=* Laut den Voraussetzungen sei u € H}(§2) eine Losung von (2.4.6). Wie
in Kapitel 2.3.1 schon erwahnt wurde, gilt AVu € H(div; 2), bu € H(div; (2),

und V - (—éVu + bu) + cu € Ly(£2), und damit aufgrund der Definition u €
Hg(£2; AV). Betrachtet man diese Aussage fiir alle Mengen B € B, so erhélt man
—AVu + bu € H(div; B) und folglich V - (—=AVu +bu) + cu = f € Ly(B). Mit
Hilfe der Greenschen Formel fir B € B, ¢ € Hj(B) und Aufsummierung folgt

> [ Vi (AVu-bu) +cudde— Y [0 (AVu—bu) ds, = 3 [ fode

BeB BeByp BeB

und damit, dass u eine Losung von (2.4.7) ist.

,= Nun sei u € Hj(§2; AV) eine Losung von (2.4.7), dann gilt AVu € H(div; £2).
Aus der zweiten Voraussetzung des Satzes, V - b € Lo (£2), folgt bu € H(div; (2).
Fir alle B € B gilt

/[V@-(évu—bu)ﬂu@] dg:/f@dg
B

B

fiir eine beliebige Testfunktion ¢ € C§°(B). Damit erhilt man aber auch

% (—éVu —|—bu) +cu=f € Ly(B) (2.4.8)
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und da dies fiir alle Mengen B € B gilt, gilt (2.4.8) auch in Ly(2). Mit Hilfe der
schwachen Ableitung bzw. der schwachen Divergenz und aus der Tatsache, dass
der Raum C§°(§2) dicht in H{(£2) liegt, folgt

/{Vv- (éVU—bu)+cuv] dg:/fvdg fur allevGH&(Q)
2 2
und damit die zu beweisende Aussage.

O

Damit gilt die Aquivalenz der schwachen Losungen. Definiert man nun eine Bilinear-
form ag(-,-): H)(2; AV) x Hj(B) — R durch

ap(u,0) = / [V@- (éVu —bu) + cu@] dz — /f) (éVu — bu) -ndSQE) (2.4.9)

BeB OB

so kann das Variationsproblem (2.4.7) auch wie folgt formuliert werden.

Gesucht ist ein u € H}(£2; AV), sodass

ag(u, ) = (f,0) (2.4.10)

fiir alle Testfunktionen o € H{ (B).

Da in der Finite—Volumen—Diskretisierung bzgl. B stiickweise konstante Testfunktio-
nen 9 herangezogen werden, vereinfacht sich die Gestalt der Bilinearform auf

ag(u,0) = Z (/cu@dx— /@(éVu—bu) -ndsz) .

BeB \p OB

Fiir das Poisson—Problem mit homogenen Dirichlet-Randdaten folgt demnach

ap(u,9) = = > /ﬁéVu-@dsﬁ.
BEB&B

In weiterer Folge wird die Finite-Volumen-Methode bzgl. dualer Boxgitter erklart, und
im Anschluss eine kurze Erlauterung des Finite—Volumen—Verfahren bzgl. Voronoi—
Kontrollvolumina betrachtet.

2.4.2.2 Duales Boxgitter

Die in Kapitel 2.4.2.1 erzeugte Zerlegung B von (2 wird bei dieser Herangehensweise
als Boxgitter bezeichnet, und die Elemente B € B als Kontrollvolumen oder Boxen.
Man kann, wie in Kapitel 2.4.1 schon erklért wurde, zwischen mehreren Arten der
Finite-Volumen-Diskretisierung unterscheiden. Dies sind zusammengefasst die
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e Cell-Centered* Finite—Volumen—Methode,
o Cell-Vertex“ Finite—Volumen—Methode,
e  Vertex—Centered“ Finite-Volumen—Methode.

Die Methode der dualen Boxgitter gehort, wie schon erwahnt, zur ,, Vertex—Centered*
Finite-Volumen—-Methode.

Hierzu werden die Boxgitter durch eine Finite-Element—Triangulierung 7;, konstruiert.
Dafiir wird jedem Knoten g? € Tn genau ein Kontrollvolumen B]’? zugeordnet. Aus
Konditionsgriinden wird gefordert, dass 2} € B/ ist, und dass fiir kleine § B} C Us(z!)
gilt. Somit kann folgende Definition formuliert werden.

Definition 2.4.3. 2 C R? sei wieder ein Lipschitz—Gebiet und 7, = {T%,...,Tne}
eine zuldssige Finite-Element-Triangulierung von £2. 2, ...,z seien die Knoten der
Zerlegung. Dann heifit eine Menge B, = {B, .. .,B]}{,h} von abgeschlossenen Lip-
schitzmengen B]’-‘ C 2 duales Boxgitter zur Triangulierung 7, wenn die Elemente B]h

folgenden Eigenschaften entsprechen:
1) 2l € Bl fir j € {1,..., Ny},
2) Bl c Q= U{T:TeT}mit T":={T €Tp: 2l €T} fir je{1,..., Ny},

— N
3.) 2= U B,
j=1
4.) Bi N By =0 fir j # k.

B;1 definiere in diesem Fall das Innere des Elements B]}-‘ € By,

Bemerkung 2.7. Erfiilllen die Elemente B;l € Bj die in Definition 2.4.3 geforderten
Eigenschaften, so werden sie Boxen oder Kontrollvolumen von B; genannt.

Um die Berechnung der Randintegrale zu vereinfachen werden in der Praxis anstelle
von krummlinigen Boxen gewohnlich polyedrisch berandete Kontrollvolumen verwen-
det. Die bekanntesten Verfahren zur Erzeugung von Boxen, hier fiir den zwei dimen-
sionalen Fall betrachtet, sind das Schwerpunktverfahren und das Mittelsenkrechtver-
fahren, siche Abbildung 2.3.

Schwerpunktverfahren:

Beim Schwerpunktverfahren werden die Schwerpunkte der Elemente 7" € T, mit de-
ren Kantenmittelpunkten verbunden. Betrachtet man Abbildung 2.3, so sieht man,
dass dadurch jedes Element in drei gleich grofie Teilstiicke zerlegt wird. Jedes dieser
Elemente besitzt genau einen Knoten des urspriinglichen Elements T'. Andererseits ist
der Punkt @? in Abbildung 2.3 fiir mehrere Teilstiicke verschiedener Elemente T' € T},
ein Knoten, und die Summe dieser zum Knoten z" gehérenden Teilstiicke aller Ele-
mente 7' € T, mit g? € JT definieren die Box B]Z‘. In [2] wird gezeigt, dass das so
erzeugte Boxgitter B, = {B,. .., B]f{,h} ein duales Boxgitter gemaf Definition 2.4.3 ist.
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Abbildung 2.3: Schwerpunkt— und Mittelsenkrechtverfahren

Mittelsenkrechtverfahren:

Beim Mittelsenkrechtverfahren werden die Kontrollvolumen th durch Verbinden der
Schnittpunkte der Mittelsenkrechten mit den Kantenmittelpunkten konstruiert, wie
man in Abbildung 2.3 erkennen kann.

Vergleicht man die Methoden, so haben beide einige Vorteile, aber auch mitunter
gravierende Nachteile.

1.) Die hier im Zweidimensionalen erklarten Methoden kénnen auch auf den dreidi-
mensionalen Fall verallgemeinert werden, wobei das primale Gitter beispielsweise
einer Zerlegung des Gebietes in Tetraeder oder Quader entspricht. Das Schwer-
punktverfahren erfreut sich in der Praxis groflerer Beliebtheit, da die Verallgemei-
nerung etwas einfacher ist.

2.) Beim Mittelsenkrechtverfahren sind alle vorkommenden Boxen konvex, was beim
Schwerpunktverfahren fiir gewohnlich nicht gewéhrleistet werden kann.

3.) AuBerdem ist beim Mittelsenkrechtverfahren die Anzahl der geraden Randsegmen-
te im Allgemeinen nur halb so hoch.

4.) Beim Schwerpunktverfahren ist allerdings der Diskretisierungsfehler generell klei-
ner, und es existiert eine breitere Anzahl an mathematischen Analysemethoden.

5.) Der gravierendste Nachteil des Mittelsenkrechtverfahren ist der, dass eine Innen-
winkelbedingung erfiillt sein muss, wohingegen beim Schwerpunktverfahren be-
liebige Winkel zugelassen sind. Fiir das Mittelsenkrechtverfahren muss gefordert
werden, dass die Innenwinkel hochstens den Wert /2 annehmen, da nur so gewéhr-
leistet werden kann, dass die Schnittpunkte der Mittelsenkrechten innerhalb der
Dreiecke liegen.

Aufgrund des fiinften Punktes entsprechen die mit dem Mittelsenkrechtverfahren erzeug-
ten Kontrollvolumen den Voronoi—Elementen, die in Abschnitt 2.4.2.3 noch etwas né-
her betrachtet werden.

In weiterer Folge werden fiir die dualen Boxgitter geeignete Ansatzraume und Basen
formuliert. Die grundlegende Literatur hierfiir war [2] und [9], aus denen auch die No-
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tationen ibernommen wurden.

Definition 2.4.4. 2 C R? sei ein polyedrisches Lipschitz-Gebiet und der Rand von
(2 sei I'. Weiters existiere eine regulire Triangulierung 7, von (2. Dann definieren

N, :={z € 2: z € Ty, ist Knoten},
./\/’h,g ZZ{&ENth¢F}

die Menge aller Knoten der Triangulierung 7, und die Menge der Knoten die nicht am
Rand I' liegen. Weiters sei durch

Nh = |Nh’,
Ni.o = |Npol

die Anzahl der Elemente der Mengen definiert, wobei N;, , < N}, gilt.

Bemerkung 2.8. Die Knoten {z%, ... ,x?\,h} von 7}, seien so nummeriert, dass die ersten
Ny, o-Ecken genau die Menge N, bilden, d.h. N}, o = {af,... ,x’]vh’n}. Damit gilt,
h

dass ein Knoten z} nur dann ein Randknoten von (2 ist, wenn die Bedingung
Npo <k <N,

erfullt ist.

Mit dieser Notation werden bzgl. eines dualen Boxgitters stiickweise konstante Ansatz-
rdume formuliert.

Definition 2.4.5. Es gelten die Voraussetzungen aus Definition 2.4.4. Zusatzlich defi-
niere B, = {BY, ..., B}, } ein duales Boxgitter zum primalen Gitter 7. Die stiickweise
konstanten Ansatzrdume bzgl. B, sind dann durch

SY(By) = {n € La(92): 0lpr € Py(BY) fiir alle B € By},
S.r(Br) == {tn € Sj(Bn): 0| gr = 0 fiir j € (Np,0, Nal}

gegeben.

Die Definition dieser Ansatzraume ist jedoch mit Vorsicht zu genieflen, da Elemente
aus Sy (By,) i.A. nicht stetig sind und auch nicht zu H'(2) gehoren. Da auBerdem fiir
Knoten g?, die nicht auf I liegen, trotzdem BJ’-1 NI # ( gelten kann, und damit im
Allgemeinen

Sh.r(Bn) # {on € S;(Bn): o, = 0 auf I'}, (2.4.11)

folgt, dass S, -(By,) ¢ Hy(Bs), und das verallgemeinerte Variationsproblem wird nicht
konform diskretisiert. Durch Fordern von geeigneten Regularitatsbedingungen, siehe
zum Beispiel [2] oder [9], gilt die Gleichheit in (2.4.11) und auch S (B) C Hy(By)
was zu einer konformen Diskretisierungen fiihrt.
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Definition 2.4.6. Es gelten wieder die Voraussetzungen aus Definition 2.4.4. Der
Raum der stiickweise linearen und global stetigen Funktionen ist dann definiert durch

SH(Th) = {un € C(2): up|r € P(T) fiir alle T € T},
und es gilt
S1(Th) o= {un € SHT): wn, = 0 anf I'} = SL(To) O HY(92).
Die hier definierten Ansatzraume haben jeweils die gleiche Dimension, d.h.
dim S)(B,) = dim S}(Th) = N
dim Sy, /(By,) = dim S, -(Th) = Ny,

In weiterer Folge wird eine charakteristische Basis ¥, = {¢}, ..., ¢} } fir den Ansatz-
raum SP(B,) definiert durch
L i=y,
Bl — . .
N (VSN

fir 4,5 € {1,... Ny}, und ebenso @y, r := {¢f,... 4, |} C ¥, als Basis fiir S} 1(By).
AuBerdem sei @y, := {p},..., ¢k } die knotenbasierte Basis von S}(7y), wie sie schon
bei der Finite-Element—Methode Verwendung findet. Aufgrund der Konstruktion des
dualen Boxgitters kann eine Bijektion

Gt Sy(Th) — Si(Bw)

Yl

durch
Ny, Ny,
_ h ~ h
Up = Zvj‘pj = Up = Zvﬂb]
Jj=1 Jj=1

definiert werden und es gilt 9, = (v, bzw. vy = (~10,. Damit gilt fiir die Basisfunk-
tionen w]h = @;L fiur alle j € {1,... N, }.

2.4.2.3 Finite—Volumen—Methode mit Voronoi—Kontrollvolumen

In diesem Abschnitt wird die Finite—Volumen—Methode mit Voronoi-Kontrollvolumen
fiir den zweidimensionalen Fall kurz beschrieben. Wie schon in der Einleitung dieses
Kapitels erwéahnt, ist dies ein alternativer Zugang der Finite-Volumen-Diskretisierung.
Die Diskretisierung mittels Voronoi—Kontrollvolumen entspricht dem Typ der ,Cell-
Centerd“ Finite-Volumen—Methode . Da in dieser Arbeit das Hauptaugenmerk auf
den ,Vertex—Centerd“ Typ liegt, und die Voronoi—Kontrollvolumen nur tiberblicksmé-
Big behandelt werden, sei fiir ein genaueres Studium auf [4, 16] und [9] verwiesen.

Es sei angenommen, dass 2 C R? ein polygonal berandetes Lipschitz—Gebiet ist.
{a; }ier C 12 sei eine Menge von Knoten in §2, die auch die Eckepunkte von {2 bein-
haltet. Hierbei sei I die entsprechende Indexmenge.
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Definition 2.4.7. Fiir alle ¢ € I definiert die Menge
Xi = {z € R?: [|lz — ¢]| < [|lz — g fiir alle j # i}

ein Voronoi—-Gebiet und die Familie aller Voronoi-Gebiete wird Voronoi-Diagramm
zur Punktemenge {a,};c; genannt.

Ein Voronoi-Gebiet zu einem Punkt @; beinhaltet alle Punkte z € R2, die néher
beim Punkt a; liegen als bei irgendeinem anderen Knoten a;. Durch die so getroffe-
ne Definition sind Voronoi—-Gebiete konvex, und polygonal berandet. Verbindet man
benachbarte Kontrollvolumen, so entsteht, wie in Abbildung 2.4 ersichtlich ist, die
sogenannte Delauny—Triangulierung.

Abbildung 2.4: Delauny—-Triangulierung

Die Finite-Volumen-Methode mit Voronoi-Polygonen muss, wie schon beim Mittel-
senkrechtverfahren, eine Innenwinkelbedingung erfiillen. Die Delauny—Triangulierung
gentligt aber gerade dieser Forderung, da zwei beliebige Dreiecke mit einer gemein-
samen Kante, die Eigenschaft besitzen, dass die Summe der Innenwinkel, die dieser
Kante gegeniiberliegen, maximal den Wert 7 annehmen kann.

In weiterer Folge wird die Finite-Volumen-Methode mit Voronoi-Kontrollvolumen
anhand des Poisson-Problems mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen

—Au=f fir alle z € (2, (2.4.12)
u=0 fir alle z € I, (2.4.13)

erlautert. Hierzu sei [ := {i € I: a; € 2} die Menge der Indizes, deren Knoten im In-
neren von {2 liegen. Durch Integration von (2.4.12) tiber die Voronoi-Kontrollvolumen
und Anwendung des GauBlschen Integralsatzes folgt

—/Vu-@dsgz fdz
/

Oxi
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fiir alle i € I. Die rechte Seite wird hierbei durch |xi|f(a;) approximiert. Die Randin-

tegrale konnen bzgl. der jeweiligen Randsegmente Oy; = U I';;, angegeben werden.
kel

Der Rand des i-ten Voronoi-Elements besteht hierbei aus |fi|fSegmenten, der Nor-

malenvektor des Randstiickes I sei n;,, und die Kanten zwischen a; und g, der

Delauny—Triangulierung habe die Richtung n,, und steht somit orthogonal auf 7.

Somit kann man die Randintegrale wie folgt diskretisieren

_/Vu ndsx:—Z/Vu N X — Z’sz\L()

Oxi kelil', kel; la; — all

fiir alle i € I. Damit ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem

= 3 Il = il
H ,kll

kel

fur alle ¢ € I mit u; := u(a ) und f; := f(a;).

Wird dieses Gleichungssystem mit v; € R multipliziert und iiber i € I summiert, so
folgt

= v filxil.

iel

Y

iel

% Ml

kel

Wahlt man als diskreten Ansatzraum )V}, den Raum der stetigen und stiickweise li-
nearen Funktionen die auf 02 verschwinden, dann kénnen die Werte «; und v; durch
up(a;) = u; und vy (a;) = v; interpoliert werden, wobei uy, vy, € Vy, gilt. Damit erhélt
man die diskrete Variationsformulierung

Gesucht ist ein u;, € V), sodass

an(un, vn) = (f, vn) (2.4.14)

fur alle Testfunktionen v, € V.

Es gilt

ap(un,vp) = =Y _v;

el ] akH]

iel kel;
fUh szfb(z
iel

Fiir weitere Informationen zur Finite-Volumen-Methode mit Voronoi-Kontrollvolumen
sei an dieser Stelle, wie schon gesagt, auf [4, 16] oder [9] verwiesen.
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2.4.2.4 Das Finite—Volumen—Verfahren bzgl. dualer Boxgitter

Zur Herleitung des Finite-Volumen—Verfahrens wird nicht das verallgemeinerte schwa-
che Problem, sondern ein leicht abgeéndertes verwendet. Dies wird aus folgendem
Grund gemacht. Angenommen, (2, 7}, und B}, erfiillen die in Kapitel 2.4.2.2 geforder-
ten Eigenschaften. Der Losungsraum bzw. der Ansatzraum sei durch H(§2; AV) bzw.
H}(B}) gegeben. Dann lautet das diskrete Problem von (2.4.7):

Gesucht ist ein wy, € S, 1(T), sodass

ag,, (un, on) = (f, 0n) (2.4.15)

fiir alle Testfunktionen 9, € S 1 (Bh).

Die Bilinearform besitzt fiir uy € Sy (74) und 0, € Sy, (By) die Gestalt

ag, (up, 0p) = Z (/cuh O, dz — /@h (éVuh —l—buh) -ndsx) ,

BeBy, B 9B

und fir das Problem (2.4.12), (2.4.13)

agh(uh,@h) = — Z /@hVuh -@dsg. (2416)

BGBhaB

Hierbei gilt, dass selbst wenn die Matrix A hinreichend regulér ist, der Fehler um eine
ganze Potenz schlechter ausfallt als bei der Finite-Element-Methode. Dies folgt aus
dem Grund, dass die Gleichgewichtsbedingungen und die daraus resultierenden Lem-
mas nicht anwendbar sind. Auflerdem miissen an die dualen Boxgitter B, zusitzliche
Bedingungen gestellt werden. Deshalb kann in diesem Fall nur eine Konvergenzrate
O(h) gezeigt werden. Néheres hierzu findet man unter anderem in [2, S. 196 ff.]. Des-
halb werden die Koeffizienten von A durch ihre stiickweise konstanten Mittelwerte
bzgl. Ty, ersetzt. Dieser Mittelwert ist fir eine Funktion v € L (§2) durch

1
Ul = ] /v(g) dz fir alle T € Ty,
T

gegeben. Eine ndhere Betrachtung hierzu kann man unter anderem in [2] finden.

Durch Ersetzen der Matrix é durch g erhalt man

ap(up, 0p) = Z (/cuh Op dx — /@h (gVuh +buh> -ndsm> )

BeBr \B OB

Fiir die Variationsformulierung des Poisson-Randwertproblems mit homogenen Dirich-
let-Randdaten &ndert sich nichts. Im Allgemeinen lautet das Variationsproblem nun
wie folgt
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Gesucht ist ein uy € S p(T), sodass

an(un, On) = (f, 0n) (2.4.17)

fiir alle Testfunktionen 9, € S 1 (Bh).

Setzt man die in Kapitel 2.4.2.2 definierte Basen @5, r und ¥, 1 ein, so resultiert das
lineare Gleichungssystem

90]7 Uh]—<f>¢zh>

]:1
firi € {1,... Ny}, bzw.
éhuh - f

Lh°

Hierbei sei A, die Finite-Volumen Steifigkeitsmatrix mit den Eintrégen

Ah,ij :ah(gpgz’@/)?) fir Z,j € {]‘7"'Nh79}

und fiir den Losungsvektor u;, und den Lastvektor f L gilt

Uh,1 fw{l)
Uy, = : , [ = : . (2.4.18)
Uh,Np, ¢ f(%hvh,g)

Jede Losung des Variationsproblems (2.4.17) besitzt demnach die Darstellung

Nh,.Q

un =Y unjel. (2.4.19)

j=1

Sollten die Koeffizienten b und ¢ verschwinden, also speziell auch fiir das Laplace-
problem, so stimmen die Steifigkeitsmatrizen der Finite-Volumen-Methode und der
Finite-Element—Methode iiberein.

Eine weitere Methode der Finite—Volumen—Verfahren ist die einfache Finite—Volumen—
Diskretisierung. Betrachtet man hierzu speziell das Poisson—Problem mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen und approximiert die Funktion f der rechten Seite durch
ihre Mittelwertprojektion f, so erhilt man das Variationsproblem:

Gesucht ist ein uy € Sy, (7T5), sodass

an(un, On) = (fn, On) (2.4.20)

fiir alle Testfunktionen 9, € Sy 1 (7n).
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Die Bilinearform ist hierbei durch (2.4.16) und die rechte Seite durch

(fn,0n) = /?@h dz
)

gegeben. Durch Einsetzen der Basis @),  folgt

Np,o

> an(@h el ung = (far ol

j=1
fur i € {1,..., Nj o}, und indem man

Ah,ij :ah(cp?,gp?) fur Z,j & {1,...Nh,g},
und
Up,1 f(%olf)
Uh, Ny, ¢ f((p}ll\fh’g)

definiert, erhalt man wiederum ein lineares Gleichungssystem

Ay = [,

wobei jede Losung des Gleichungssystems einer Losung des Variationsproblems mit
der Gestalt (2.4.19) entspricht.
Die Eintrage der globalen Steifigkeitsmatrix A, koénnen auch als

Apij = — / Vil ds,
OBl

geschrieben werden, wobei, wie schon des 6fteren angemerkt, das duale Boxgitter
durch das Schwerpunktverfahren definiert wurde. Wie schon bei der Finite-Element—
Methode erhélt man auch bei der Finite—Volumen—Methode die globale Steifigkeitsma-
trix durch Assemblierung der Elementmatrizen. Um den Rahmen dieser Diplomarbeit
nicht zu sprengen sei fiir einen genaueren Einblick in die Assemblierung der Steifig-
keitsmatrix und der Darstellung der Elementmatrizen auf [9, 21] oder [2] verwiesen.

Am Schluss dieses Kapitels wird das Thema der Fehlerschétzungen noch kurz aufge-
griffen. Aber auch hier, sowie fiir die Regularitits—, bzw. Gleichgewichtsbedingungen
sei fir ein genaueres Studium auf [2, 9] und [16] verwiesen.

2.4.2.5 Fehlerabschatzungen

Dieser Abschnitt gibt nur einen kurzen Einblick in die Fehleranalyse der Finiten—
Volumen—Methode. Allgemeine Sétze und Lemmata, wie beispielsweise das Lemma
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von Strang, oder den Aubin—Nitsche—Trick, werden hier ebenso wenig behandelt, wie
die Gleichgewichts—, und Regularitdtsbedingungen, die fiir die Abschatzungen von Be-
deutung sind. Die meisten der verwendeten Satze werden auch bei der Finite-Element—
Analyse benoétigt, und konnen in den Werken [3, 28] und natiirlich speziell fir die
Finite-Volumen—Methode in [2] und [9] nachgeschlagen werden.

Als erstes wird eine Lo—Fehlerabschatzung fir ||vy, — 04| gegeben.

Lemma 2.4.8. (2 C R" sei wieder ein polyedrisches Gebiet mit einer zuldssigen Tri-
angulierung Ty als primales Gitter und By, ein duales Boxgitter. Dann gilt

|vn = nllo < hlon|y
fiir alle vy, € SL(Tr).

Beweis. g? € N, sei ein beliebiger aber fixer Knoten der Triangulierung und B;-‘ C B
die zugehorige Box. Definiert man 771 ={T € Tp: g? € T} als Umgebungstriangulie-
rung von g? und wahlt T' € 7}h beliebig, so ist U5, im Boxanteil B;? N T konstant und
es gilt 0y(z) = vp(z)) fiir alle Punkte z € B NT. Da v, € Si(7y) gilt, folgt

vp(z) — Op(x) = Vuy, - (g — g?) fur xz € B;»L NT,

wobei auf dem Element T gilt, dass Vv, konstant ist. Somit gilt

/Ivh—ﬁh\2 dz = / Vou - (z - )| de

BhnT BhnT
2 h|?
< [Vup| ’z—gj‘ dz
h
BT
2
<h? / |Vug|” dz.
h
BhAT

AbschlieBend wird iiber alle Elemente T € 7" und j € {1,..., N} summiert und man
erhalt das Gewtinschte. O

Bemerkung 2.9. Erfillt das Boxgitter zusétzlich die Gleichgewichtsbedingung 2.4.9,
so ist die Differenz von 9, zu Funktionen aus Sp(B},) orthogonal.

Um weitere Fehlerabschatzungen formulieren zu konnen, wird folgende Gleichgewichts-
bedingung definiert.

Definition 2.4.9 (Gleichgewichtsbedingung).

Es gelten die Voraussetzungen aus Lemma 2.4.8. Dann erfiillt das duale Boxgitter By,
genau dann die Gleichgewichtsbedingung, wenn

vol T

vol(B;LmT):n+1

fiir alle B! € B, und T € T}" erfiillt ist.
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Lemma 2.4.10. 2, T, und By, seien wie in Lemma 2.4.8 definiert und f € Lo(12).
Dann gilt

< h|lfllo|vnl1 fiir alle vy, € S,IL(77L)

/f(Uh — Op) dz

n

Fordert man hingegen f € H'(Ty) und erfillt das duale Boxgitter B, die Gleichge-
wichtsbedingung 2.4.9, so folgt

< CR*LfN lvnh fiir alle vy, € S, (Th),

/f (v, — 0p) dz
17

1/2
mit || f]l, := (Z ||f||%T) , und einer Konstanten C # C(f,vp, h).

TeT

Beweis. Es wird angenommen, dass f € Ly(§2) und v, € S}(7,) sei. Dann folgt aus
Lemma 2.4.8

< [ fllollon = Pnllo < Allfllolvnls-

/f(Uh — 0p) dz
o

Wenn nun f € H'(7;,) und die geforderte Gleichgewichtsbedingung gilt, so folgt aus
Bemerkung 2.9

/ T (vy — 0p) dz = 0 fiir alle vy € S1(T5)
02

mit der Mittelwertprojektion f von f. Damit erhélt man

J (£ =) = ) da| < blLf = Fllolenls

n

/f(Uh — 0p) dz
o

fir alle vy, € S}(Tr). Der quadratische Fehlerterm folgt dann aus der Abschitzung von
Ilf — fllo, siehe [2, Lemma 4.2.14, S. 170]. O

Da die Ly— und die H'-Fehlerabschitzungen diverse Gleichgewichts— und Regulari-
tatsbedingungen erfordert, die hier nicht behandelt werden, sei auf [2, Satz 4.2.24, S.
179] und [2, Satz 4.2.25, S. 180] verwiesen. An dieser Stelle seien nur die Abschétzungen
ohne die notwendigen Voraussetzungen angefiihrt, da diese um einiges komplexer sind
als bei der Finite-Element—Methode und noch einiges an Vorarbeit erfordern wiirden.
So ergibt sich fiir den Fehler in der H'-Norm die Abschitzung

C M,

[ = unly < (h?[[ullirs + Rllfllo) (2.4.21)
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mit s € [0,1], den Konstanten C' = C(2,s), My = My(M,c,b,V - b), der Stetigkeits-
konstanten der Bilinearform M, und der Koerzivitdtskonstante a.
Fir den Lo—Fehler folgt

C My M
lu = unllo < = (
(6%

W ullves + B2 £1l) (2.4.22)

wobei My = M (M, ¢, b,V - b) ebenfalls konstant ist.

Im nichtkoerziven Fall unterscheiden sich die Abschitzungen in der H'-, bzw. Lo
Norm von (2.4.21) und (2.4.22) nur in den Konstanten. Die Fehlerordnung bleibt
jedoch die selbe, siehe [2, Satz 4.2.16, S. 182].

2.5 Die Vor— und Nachteile der
Finite—Volumen—Methode

Mit der Finite-Volumen—Methode ist es, wie auch bei der Finite-Element—Methode,
moglich, komplexe Gebietsgeometrien zu behandeln. Das Aufstellen der Systemma-
trizen der Finite—Volumen—Methode ist nicht ganz so aufwendig wie bei der Finiten—
Element—Methode, jedoch ist das Erzeugen geeigneter Netze, vor allem beim Mit-
telsenkrechtverfahren, mindestens so anspruchsvoll wie bei der Finiten—Elemente—
Methode. Weiters werden bei der Finite-Volumen—Methode beispielsweise die Erhal-
tungssatze und das Maximumsprinzip erhalten.

Das Einbinden der wesentlichen Randdaten ist, wie man im homogenen Fall sehen
konnte, ahnlich einfach wie bei den Finiten—Elementen.

Prinzipiell stellt die Umsetzung der Finite—Volumen—-Methode fiir hohere Dimensionen
grofere Probleme dar, als bei den Finiten—Elementen. Auch das Verfeinern der Gitter
ist im Vergleich zu Finite-Element—Methode bei der Finite-Volumen-Methode nicht
so leicht moglich.

Ein weiteres groles Problem der Finite-Volumen-Methode sind aulerdem die Stabili-
tats—, und Konvergenzanalysen, sowie die Regularitatsbedingungen, die um einiges
komplizierter sind als bei der Finite-Element-Methode und die Anwendbarkeit der
Finiten—Volumen-Diskretisierung einschranken.



3 Kurzeinfiithrung in das
Programm AVL FIRE

In diesem Kapitel wird eine kurze Erklarung zur Software AVL FIRE gegeben, mit
dem in Kapitel 4 einige Beispiele gelost werden. Dieser Abschnitt hélt sich vor allem
an [17], wobei einige Ergénzungen aus [6, 15] und [27] stammen.

3.1 Uberblick

Die Loésung von CFD—Problemen mit der Software AVL FIRE beruht auf verschie-
densten Turbulenzmodellen, wie zum Beispiel dem k—s—Modell, dem k—(—f—Modell,
und anderen. Da in Kapitel 1 das k—s-Modell hergeleitet wurde, sind auch die Bei-
spiele in Kapitel 4 mit diesem Modell gerechnet worden. Hierzu sei jedoch auf spéater
verwiesen.

Der Loser von AVL FIRE basiert auf der Finiten—Volumen—Methode, die in Kapitel 2
allgemein eingefithrt wurde. Der Losungsalgorithmus dieser Software wurde so konzi-
piert, dass er auf alle unstrukturierten Netze angewandt werden kann. Das Programm
ermoglicht die Behandlung von inkompressiblen sowie auch kompressiblen, bzw. lami-
naren oder turbulenten Strémungen.

In den néchsten Abschnitten wird ein Einblick in den theoretischen Hintergrund des
Losers der Software, und im Zuge dessen, eine kurze Beschreibung zur Erstellung eines
sogenannten , Solver—Steering—Files“ gewéhrt.

3.2 Einblick in die Umsetzung der
Finite—Volumen—Diskretisierung in FIRE

Die in FIRE implementierte Finite—Volumen—Diskretisierung basiert auf dem Prinzip,
das in Kapitel 2 eingefiithrt wurde, und wird an dieser Stelle nur kurz erwéhnt.

Die Finite-Volumen—Diskretisierung hat, wie schon erwahnt, die Eigenschaft, dass
sie bestimmte Gesetzmafligkeiten wie die Erhaltungssétze oder das Maximumsprinzip
konserviert. Dazu wird das Gebiet in eine Anzahl von nichtiiberlappenden Kontroll-
volumen unterteilt, deren Gesamtheit ein Netzgitter erzeugt. Die Software wurde so
verfasst, dass dazu ein beliebiger konvexer Polyeder, wie er in Abbildung 3.1 zu sehen
ist, verwendet werden kann.

73
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Abbildung 3.1: Polyeder

Abgesehen davon verwendet der AVL CFD Loser das kartesische Koordinatensystem
und alle abhéngigen Variablen befinden sich im geometrischen Zentrum des Kontroll-
volumens. Am Rand liegen sie im Mittelpunkt der Kontrollvolumsrandoberflichen. Die
vorkommenden Volumen— und Oberflichenintegrale werden mit der Mittelpunktregel
approximiert, wobei die Integranden der Volumsintegrale Skalare sind.

3.2.1 Netzgitter

Ein Netzgitter besteht im Allgemeinen aus einer endlichen Anzahl von Kontrollvo-
lumen, die man durch rdumliche Diskretisierung des Gebietes erhalt. Die Finite—
Volumen—Methode, wie sie in AVL FIRE implementiert wurde, verwendet Kontroll-
volumen jeglicher Form, sprich Hexaeder, Pyramiden, Prismen und Tetraeder, wie sie
in den Abbildungen 3.2 und 3.3 gegeben sind.

Die Kontrollvolumensflichen kénnen nun in innere Fldchen, und Randflichen unter-
teilt werden, wobei sich je zwei Kontrollvolumina eine innere Flache teilen. Fiir eine
genauere Beschreibung hierzu, bzw. zur Umsetzung der Finite-Volumen-Methode in
FIRE sei auf [17] verwiesen.

Abbildung 3.2: Hexaeder und Pyramide
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Abbildung 3.3: Prisma und Tetraeder

3.3 Erstellung eines Solver—Steering—Files

Dieser Abschnitt behandelt die Funktionsweise der Software und an einigen Stellen
wird der mathematische Hintergrund erlautert. Einen detaillierteren Einblick kann
man in [4, 17, 18, 25] und [27] finden.

Hat man fiir das gewiinschte Problem ein Netzgitter erzeugt, kann in weiterer Folge ein
Solver—Steering—File erstellt werden. Dieses hat eine Vielzahl an Einstellmdglichkeiten,
von denen die wichtigsten in den nédchsten Abschnitten genauer betrachtet werden.

3.3.1 Betriebsart

Als erstes kann, wie in Abbildung 3.4 zu sehen ist, eingestellt werden, ob es sich um
ein stationares, oder instationdres Problem handelt. Im instationdren Fall wird eine
transiente Losung berechnet, wobei man die Schrittweite beliebig wéhlen kann. Au-
Berdem gibt es die Moglichkeit, zwischen einem impliziten Eulerverfahren, also einem
Verfahren erster Ordnung, und einem impliziten Verfahren zweiter Ordnung zu wah-
len. Ein Verfahren zweiter Ordnung kann zu einer exakteren Losung fiihren, erhoht
jedoch auch die Speicheranforderungen und die Simulationszeit.

Run mode Timestep ]v

Delta_t

End time Crank-fngle
I™ Second order

I™ Restart without time infarmation

Abbildung 3.4: Betriebsart
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3.3.2 Randbedingungen

Um Randbedingungen formulieren zu kénnen, miissen zuvor auf dem Netzgitter die
einzelnen Randbereiche, wie z.B. der Ein— und Auslass, durch die das Fluid in den
Korper eintritt bzw. diesen wieder verlasst, oder die Wande definiert werden. Dies
erfolgt mittels sogenannter Oberflichenselections. Eine ndhere Beschreibung zur De-
finition von Selections kann man in [18] finden, und dies wird an dieser Stelle nicht
néher beschrieben.

Es besteht die Moglichkeit, fiir jede Oberflachenselection eine eigene Randbedingung
zu formulieren. Hierzu kann man nun entscheiden, wie in Abbildung 3.5 zu erkennen
ist, um welche Randbedingung es sich bei der ausgewéhlten Randfliche handelt.

Copy from BC | BC nr (1,2,.3[ 1

Sel for BC [ NoSslestion -
Mame of BC ] MaMame
Type of BC | Inlet/Outiet =
Ilevoutiet |2
Phase_1|  [symmetry

alamitn o .ﬁ ¥t

Abbildung 3.5: Randbedingungen

3.3.2.1 Ein—, bzw. Auslassrand

Diese Randbedingungsart wird, wie schon erwédhnt, benotigt, wenn entweder eine Stro-
mung in den Korper eindringt oder diesen verlasst. Hierbei gibt es mehrere Moglich-
keiten, diese zu beschreiben, wobei die wichtigsten, bzw. jene, die in Kapitel 4 Ver-
wendung finden, naher beschrieben werden.

Die Werte der Geschwindigkeitskomponenten und anderer Variablen, welche das genau
sind, wird nachfolgend geklart, mit Ausnahme des Druckes, sind am Einlass vorge-
geben. In der Praxis sind die Werte meist durch Experimente gegeben, bzw. wenn
keine empirischen Daten vorliegen, werden sie durch Annahmen angenéhert.

In AVL FIRE kann die Geschwindigkeit in allen drei Raumrichtungen am Rand vorge-
geben werden. Diese kann konstant sein, oder mittels eines Formeleditors, der auf der
Programmiersprache C4++ beruht, eingegeben werden. Auflerdem kann man eine fixe
Temperatur am Einlass vorgeben, die standardmafig bei 293, 15 °K bzw. 20°C liegt.
In weiterer Folge ist man in der Lage, bezogen auf Abbildung 3.6, auch noch Werte
fir die turbulente kinetische Energie k und die turbulente Dissipationsrate ¢, die in
Kapitel 1 eingefiihrt worden sind, bzw. fiir die turbulente Langenskalierung anzuge-
ben.

Eine weitere Moglichkeit, die Randbedingungen am Ein— bzw. Auslass zu definieren,
ware ein Massenfluss, der in % angegeben wird, und normal zum Rand orientiert ist.
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An dieser Stelle sei noch auf eine der wichtigsten Alternativen verwiesen, eine Randbe-
dingung zu formulieren, und zwar die Einstellung ,,Gradient= 0“ Eine ,Gradient= 0~
Bedingung entlang einer Geraden, welche einen inneren Punkt xp und einen Rand-
punkt xp verbindet, spezifiziert eine Neumann—Randbedingung fiir den Auslass. In
diesem Fall wird jedoch die Giiltigkeit der Kontinuitatsgleichung zwingend gefordert.
Es kann jedoch nicht vorausgesetzt werden, dass diese Bedingung auch fiir turbulente,
bzw. schwankende Stromungen giiltig ist. Deshalb wurde in FIRE eine nichtreflektie-
rende Randbedingung formuliert, die folgende Gestalt hat

<8<p + Uaus@go) = LY.

ot on

TPy

Hierbei ist ¢ eine skalare Funktion, v,,s die Geschwindigkeit am Ausstromrand, und
L und ¥ zwei algebraische Funktionen, welche man aus der Losung der linearisierten
Euler—Gleichungen erhélt. Beide Funktionen erfiillen zusatzlich die Bedingung, dass
sie im Unendlichen verschwinden, und zwar sowohl fiir den kompressiblen als auch fiir
den inkompressiblen Fall.

Dies waren jetzt die wichtigsten, bzw. die spater noch verwendeten Randbedingungs-
arten fir den Ein— bzw. Auslassrand, wobei in AVL FIRE noch eine Vielzahl an an-
deren Moglichkeiten implementiert sind, unter anderem auch Neumannbedingungen,
bei denen die Kontinuitdtsgleichung nicht erfiillt sein muss.

Phase 1 |

Welocity u 0 més
Yelociy v 1} mis
Yelociy w 1} mis
Fixed temperature | Ves | Temperature 239315 K
Fixed scalar Yes ¥ Scalar 0
Fixed turbulence Yes W ] { 0
% of mean velocity = 0
» i . 0

Turh kin. energy = 0.1 me2ise2
Turh. length scale = 0.001 m
Turh. diss. rate = 0.0051961 mezised

Abbildung 3.6: Einlass—Randbedingungen

3.3.2.2 Wande

Eine weitere Moglichkeit, Randbedingungen zu formulieren, sind feste Wéande. Wie
schon in Kapitel 1 erwédhnt, sind fiir turbulente Stromungen die Turbulenzmodelle
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in Wandnahe nicht gtiltig. D.h., um die wandnahen Bereiche zu modellieren, miissen
sogenannte Wandgesetze eingefiihrt werden.
In der Impulsgleichung wurde in dieser Software die wandnahe Viskositéit durch

*

Yy
Hw = U*I:M
p
mit
. yp fir yp < 11,63,
v =
P n(Byp)  fir yp > 11,63

implementiert, was dem logarithmischen Wandgesetz mit der Karmankonstante x und

der Konstante B entspricht. Hierbei ist der dimensionslose Wandabstand gegeben
durch

op 0/1/4 k},/Q Anp
i

Yp =

mit Anp, dem Normalenabstand vom randnahen Knoten P zur Wand.

Wenn, wie in dieser Arbeit, das k——Turbulenzmodell verwendet wird, erhalt man den
Wert der turbulenten kinetischen Energie im Punkt P durch die Losung der Gleichung
(1.5.5) mit der Produktionsrate

1/2
c}/‘1 kp/

(eP)], =g

Hierbei ist 7 die Wandschubspannung, die in Relation zum Geschindigkeitsgradien-
ten an der Wand steht.

Wie schon bei den Ein— und Auslass Randbedingungen gibt es auch hier wieder ver-
schiedene Einstellmoglichkeiten, wobei in dieser Arbeit nur die Beschreibung einer
Bedingung betrachtet wird, welche in weiterer Folge im vierten Kapitel zur Anwen-
dung kommt. Wahlt man nédmlich die Einstellung Geschwindigkeit, wie in Abbildung
3.7, so kann man an den Wanden eine Dirichletrandbedingung vorgeben.

Copy from BC | BC nr (1,2,.)]1

Sel for BC | NoSelection =

Marme of BC 1 Naoharme

Type afBC | Wall Bl

Movemen it ]m Yelocity u ]U—‘ més
veloctyy [0 mis
velctyw [0 i

Thermal Temperature -l Temperature | 28315 K

I™ Roughness
I~ Slipwall

Abbildung 3.7: Wand-Randbedingungen
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Werden z.B. homogene Randbedingungen gefordert, so wird fiir alle Geschwindig-
keitskomponenten der Wert Null angenommen, was einer Haftbedingung gleichkommt.
Auflerdem kann man eine Temperatur an der Wand bzw. den Warmefluss angeben.
Darauf, so wie auf die restlichen Einstellmoglichkeiten die noch in FIRE implementiert
sind, wird an dieser Stelle nicht nidher eingegangen, kann aber aus [17] entnommen
werden.

3.3.3 Fluideigenschaften

In der Software AVL FIRE koénnen die Eigenschaften eines Fluids auf bereits vorein-
gestellten Fluidtypen, wie z.B. Luft oder Wasser beruhen, oder aber vom Benutzer
selbst definiert werden. Weiters konnen die vordefinierten Einstellungen jederzeit vom
Beniitzer abgeédndert werden. Wird eine neue Fluideigenschaft erstellt, kann, wie in
Abbildung 3.8 ersichtlich, zwischen Gasen bzw. Flissigkeiten gewdhlt werden. Dies ist
essenziell, da anhand der Art des Fluids unterschiedliche Strémungseigenschaften zu
beobachten sind.

In weiterer Folge kann man alle Kenngroflen des Fluids eintragen, wie etwa die spezi-
fische Warmekapazitat c,, die dynamische Viskositéit i, oder den Druck p, die Tem-
peraturleitfahigkeit A\, die Dichte o, oder die Prandtl-Zahl, die, wie in Kapitel 1 schon
definiert, durch Pr = % gegeben ist. In Abbildung 3.8 sind die Einstellungen fiir
Wasser bei einer Temperatur von 20 °C gegeben.

MName of FP | MNoMame

FPhase_1 1

Fluid properties of Mew Property VI

C Gas

& Liguid

Specific heat [a182 ke
Dynamic viscosity ]W kgism
Thermal conductivity ,F Wmk
™ &nisotropic thermal conductivity

Reference pressure W Pa
Reference temperature ]ZU— degC
Reference density W kg/m~3
Turbulent Prandtl Mo, ]694—

Abbildung 3.8: Fluideigenschaften fiir Wasser bei 20 °C
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3.3.4 Anfangsbedingungen

Da instationédre Probleme Anfangsrandwertproblemen entsprechen, miissen neben den
bereits formulierten Randbedingungen noch Anfangsbedingungen gestellt werden. Dies
erfolgt in FIRE unter der gleichnamigen Einstellmoglichkeit.

Phase_1 ]

Prassure IW Pa Yelocity u ]U—‘
Darsity R T [o s
Temperaturs [ezais |« Velosity w [o

Turo kinenergy  [0.00T  mearstz Scalar [o

Tur lengin sczle [CO0T  om

Tur diss.rate [ DODS1SEIS  mezrse

Initialization mode unifarm initialization Vi

™ 1-Equation-turbulence model

Abbildung 3.9: Anfangsbedingungen

Wie in Abbildung 3.9 ersichtlich, konnen hier Anfangsbedingungen fiir alle bereits
erwahnten Groflen formuliert werden, wobei auch hier wiederum die Geschwindig-
keitskomponenten konstant gewahlt, oder mittels eines Formeleditors programmiert
werden konnen. Das Geschwindigkeitsfeld kann auf verschiedenste Art und Weise ini-
tialisiert werden, wobei hier zwei Arten erwahnenswert sind.

1. Die gleichméfige Initialisierung, bei der die Geschwindigkeitskomponenten in die
drei Raumrichtungen als Initialisierung des Geschwindigkeitsfeldes im gesamten
Gebiet herangezogen werden.

2. Die Initialisierung durch einen Potentialstrom, bei dem das Geschwindigkeitsfeld
basierend auf den Ergebnissen einer Potentialstromberechnung tiber das gesamte
Gebiet initialisiert wird.

Es gibt noch die Méglichkeit, Volumskréfte und andere Einstellungen zu definieren.
Da diese jedoch fiir das nachfolgende Kapitel nicht relevant sind, werden sie in dieser
Arbeit nicht weiter behandelt, und wie zuvor sei auch hier wieder auf [17] verwiesen.

3.3.5 Eigenschaften des Losers

In diesem Abschnitt werden jene Faktoren beschrieben, welche die mathematischen
Eigenschaften der CFD Loésung kontrollieren. Aulerdem werden Moglichkeiten erlédu-
tert, die die Konvergenzgeschwindigkeit einer numerischen Naherungslosung, sowie
deren Stabilitét verdndern.
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3.3.5.1 Die Gleichungseinstellungen

In dieser Rubrik hat man die Moglichkeit auszuwéhlen, welche Gleichungen des Navier—
Stokes—Systems gelost werden sollen. Dies ist sinnvoll, da in einigen Anwendungen
beispielsweise die Energiegleichung vernachlassighar ist.

Bei dieser Software sind, wie schon am Anfang erwahnt, mehrere Turbulenzmodelle
implementiert. Da in dieser Arbeit nur das k—e—Turbulenzmodell Verwendung findet,
wird auf die restlichen Modelle nicht weiter eingegangen.

Abgesehen von den bisher erwédhnten Einstellungen, kann unter anderem noch gewahlt
werden, ob das Problem fiir den kompressiblen oder den inkompressiblen Fall betrach-
tet werden soll. Hier erfolgt auch die Einstellung, wie der wandnahe Bereich behandelt
werden soll. Folglich wird hierzu eine Mdéglichkeit nédher betrachtet.

Das hybride Wandgesetz

Dieses Wandgesetz soll einen schrittweisen Ubergang zwischen der turbulenten bzw.
viskosen Unterschicht und den Wandfunktionen liefern. In der Arbeit [25] wird ein
Wandgesetz beschrieben, das wie folgt lautet:

1
vi=yte '+ ZIn(Byt)e VT,
K

+
—
MW_MU;;7

mit
- 0,01(Pry™)?
C 145PPyt
Dieses Wandgesetz gilt sowohl fiir kleine y*, d.h. wenn man sich in der laminaren
Unterschicht befindet, als auch fiir groie y*, also fiir den voll turbulenten Bereich.
Ahnlich wird auch eine Bezichung zwischen der Dissipationsrate und der turbulenten

Viskositat in Wandnéhe hergleitet.
Den Aufbau einer turbulenten Stromung kann man in Abbildung 3.10 sehen.

RVAY "

Abbildung 3.10: Grenzschicht langs einer ebenen Wand
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Hierbei gilt:
(A) ... laminarer Bereich,
(B) ... Ubergangsbereich,
(C) ... turbulenter Bereich,
(I) ... laminare Unterschicht mit 0 < y* <5,
(IT) ... turbulente Innenschicht mit 5 < y* < 26,
(ITII) ... turbulente AuBenschicht mit y* < 26.

Bei den Gleichungseinstellungen gibt es zusétzlich noch Parameter, sogenannte Un-
terrelaxationsfaktoren, welche das Stabilitatsverhalten der Losung verdandern konnen.
Diese Parameter konnen fiir alle Gleichungen des Turbulenzmodells und diverse andere
Groflen, siehe Abbildung 3.11, eingestellt werden. Wie man spéter in diesem Kapitel
noch sehen kann, werden diese Faktoren zur Berechnung der néchsten Losungsitera-
tion verwendet, indem die neue Losung mit einer bereits vorhanden Losung relaxiert
wird, siehe (3.3.4). Hierbei gilt, je ndher der Wert bei 0 liegt, desto stabiler ist die
Losung. Im Gegenzug wird jedoch die Laufzeit erh6ht. Genau umgekehrt verhalt es
sich wenn der Wert gegen 1 geht. D.h. es ist sinnvoll Werte zu wahlen, die eine stabile
Losung garantieren, die Laufzeit jedoch nicht allzu sehr verschlechtern. Da sich alle
Probleme voneinander unterscheiden, werden in der Praxis die Werte fiir jedes einzelne
Problem experimentell bestimmt.

Phase_T1 |

]
(=2

rAOmenturm

=
T

Fressure

=1
Ia

Turb. kin. energy

=]
=

Turh. diss. rate
Energy
Mass source

Wiscosity

=
=]

T

Scalar

Abbildung 3.11: Unterrelaxationsfaktoren
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3.3.5.2 Differenzenschemata

In der Software AVL FIRE sind mehrere Interpolationsverfahren zur Approximati-
on konvektiver Fliisse implementiert, wobei in dieser Arbeit die wichtigsten néher
beschrie-ben werden. Diese sind das Upwind—Verfahren und das Zentraldifferenzen-
verfahren.

Zentraldifferenzenverfahren
Wie in Abbildung 3.12 definiert, seien P; und P, Knoten zweier benachbarter Kon-
trollvolumina und P, ein Randknoten am Koppelrand der beiden Kontrollvolumina.

Abbildung 3.12: Menge von benachbarten Kontrollvolumen

Eine Funktion ¢ kann beim Zentraldifferenzenverfahren im Punkt P, durch Interpo-
lation zwischen den Werten in den Punkten P, und P durch

pp, ~ p,p, + o (1= 7p,)
approximiert werden, wobei der Interpolationsfaktor vp durch

xr P — s P
Ve =
xr P, — xXr P
gegeben ist. Fiithrt man eine Taylorapproximation um den Punkt xp, durch, so erhalt
man

(l‘ _ mPl)2 8290
* 2 0x?

) = o+ o~ on) ()

P1 Pl

Durch Einsetzen der Punkte zp und zp, erhalt man

~ Oy (zp, —zp)* (Pp

vp, = ¢p + (Tp, — Tp,) ((%) . + 5 57)|, (3.3.1)
890 ('rP2 — xP1)2 8290

v, = pp + (Tp, — Tp,) (835) . + 5 57 )|, (3.3.2)
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Multipliziert man (3.3.2) mit dem Interpolationsfaktor vp. und zieht diese von (3.3.1)
ab, so erhélt man folgendes Resultat

Tp, —Tp 8g0
PP, — PRVP, X PP~ PPYP, T ((IL’PT —ap)— (zp, — Tp,) 1) (&v)

.Z’pz—l'pl P,

=0

1 - 0?
t3 <<$Pr —xp,)’ = (p, — xp,)* L xPl) (3:;)

Tp, —Tp

Py

Damit folgt
©p, ~ 0p, VP, +0p, (L —7p,)
Tp — Tp 0
+ fl ((zp, —2p,) — (xR, — TP))) (axg> R
(xp, —xp)(xp, —xp,) (%P
— 1 —_ _ T 7
SOP2ryPr+g0Pl< fyPT) 2 aIQ Pl?

und man kann sehen, dass der Fehlerterm quadratisch von der Maschenweite abhangt.
Durch Einbeziehen von zusétzlichen Gitterpunkten kénnen Zentraldifferenzenverfah-
ren hoherer Ordnung dquivalent hergeleitet werden.

Da es bei der Zentraldifferenzenapproximation jedoch zu numerischen Oszillationen
kommen kann, werden oft Upwind—Approximationen verwendet, bei denen diese Pro-
blematik nicht so haufig auftritt.

Upwind—Verfahren

Eine Moglichkeit fiir ein Upwind—Verfahren besteht darin, den Verlauf von ¢ mit-
tels Treppenfunktionen in der Abhangigkeit der Richtung des Massenflusses mp. zu
approximiern. Damit gilt

{gopl Massenfluss durch die Kontrollvolumsflache ist positiv: mp. > 0,
¥p. =

wp, Massenfluss durch die Kontrollvolumsfléache ist negativ: mp. < 0.

Betrachtet man (3.3.1), so sieht man, dass ein Interpolationsfehler erster Ordnung im
Upwind—Verfahren auftritt und damit gilt, dass

. Oy
mp, (zp, — xPl) o

der fithrende Fehlerterm ist, der bei der Approximation des konvektiven Flusses auf-
tritt. Dieser Fehler wird auch als kiinstliche oder numerische Diffusion bezeichnet,
wobei der Koeffizient mp_ (zp. — xp,) ein Maf fiir die Diffusion ist.

In FIRE ist auch eine Blending—Technik enthalten, die verschiedene Approximationen
zur Berechnung des konvektiven Flusses kombiniert, um die Vorteile der Verfahren ho-
herer Ordnung, sprich eine genauere Approximation, mit den Vorteilen von Verfahren
niedrigerer Ordnung, also die Beschranktheit und die Robustheit, zu verbinden. Fiir
eine genauere Beschreibung hierzu sei auf [27] verwiesen.

Py



3.3 Erstellung eines Solver—Steering—Files 85

3.3.5.3 Die SIMPLE basierte Kopplung von Druck und Geschwindigkeit

In diesem Abschnitt wird ein kurzer Einblick tiber die Koppelung von Druck und Ge-
schwindigkeit gegeben, wie er in AVL FIRE implementiert wurde.

Fiir inkompressible Stromungen liegt die Schwierigkeit der Losung der Impulsgleichung
in der Bestimmung des Drucks. Die Software 16st dieses Problem in der Anwendung
der SIMPLE-Methode (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations (siche
[23]). Diese wandelt die diskrete Form der Kontinuitatsgleichung in eine Gleichung
fir die Druckkorrektur um. Der korrigierte Druck wird dann zur Berechnung des Ge-
schwindigkeitsfeldes herangezogen, sodass die Geschwindigkeitskomponenten, welche
man aus der Losung der Impulsgleichung erhélt, gerade die Kontinuitatsgleichung er-
fillen. Eine genauere Beschreibung dazu findet man in [6] und [15].

3.3.5.4 Der lineare Loser

Hier wird iiberblicksméfig beschrieben, wie AVL FIRE bei der Losung eines Problems
vorgeht. Dazu sei {2 ein Gebiet mit M FElementen und N sei die Anzahl der unbe-
kannten Variablen (. Dann ist ein nichtlineares System von M x N algebraischen
Gleichungen zu l6sen.

Aufgrund der Nichtlinearitiat wurde in AVL FIRE ein iteratives Losungsverfahren ge-
wahlt, welches das vorliegende System linearisiert. Hierzu werden alle Gleichung der
gewiinschten Grofle entkoppelt, indem man andere Variablen als bekannt annimmt.
Ein Beispiel hierfiir wire die nichtlineare Impulsgleichung der Oseengleichungen welche
durch die folgende Iteration gegeben ist:

1
2o 4 (@D )™ + Vp Ay — o)

- I
mit der Zeitschrittweite 7. Wie man sehen kann wird der néchste Iterationsschritt,

durch die Losung des vorherigen berechnet.
Durch diese Variante der Linearisierung ist ein System der Art

A f =5, (3.3.3)

zu losen. Die M x M Koeffizientenmatrix A, ist hierbei eine schwachbesetzte Matrix,
d.h. es gibt n; + 1 Nichtnulleintrige in jeder Zeile, wobei n; die Anzahl der nidhesten
Nachbarn, bzw. inneren Randflachen ist. Die Matrix ist zusétzlich noch asymmetrisch
und diagonaldominant, d.h. |a;| > Y7L |agl.

G
Bei dem in FIRE implementierten Zugang werden die Koeffizienten a;; der Matrix 4,

und der Quellterm S, aus der Losung der vorherigen Iteration bzw. des vorherigen
Zeitschrittes berechnet. In der Software sind mehrere iterative Loser enthalten, unter
anderem flir symmetrische Systeme das Verfahren konjugierter Gradienten mit einer
unvollstandigen Cholesky Zerlegung als Vorkonditionierer und das BiCG—Verfahren
mit einer unvollstdndigen LU-Zerlegung als Vorkonditionierer fiir nicht symmetrische
Systeme. Da zur Losung der Beispiele in Kapitel 4 nur diese beiden Verfahren verwen-
det werden, werden die restlichen in FIRE implementierten Verfahren nicht erwéhnt
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und es sei auf [17] verwiesen.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass eine diagonaldominante Matrix keiner, bzw.
héchstens einer diagonalen Vorkonditionierung bedarf, da diagonaldominante Matri-
zen schon sehr gut konditioniert sind.

Nachdem nun das linearisierte System (3.3.3) gelost ist, wird mit Hilfe der vorherigen
Iteration "' die néchste Iteration ¢* berechnet indem man die Gleichung

" =" (" — ") (3.3.4)

16st, wobei ™" die Losung von (3.3.3) ist und «, der bereits erwédhnte Unterrelaxa-
tionsfaktor.

Um dem Loser noch mitzuteilen, wann er zum néchsten Zeitschritt springen soll, kann
man wie in Abbildung 3.13 gezeigt, noch Abbruch— bzw. Konvergenzkriterien fiir alle
Gleichungen definieren.

Convergence Criteria per Timestep

Max. number of iterations I 1000
Min. number of iterations I 3

& Mormalized residuals

" Reduction of residuals

¥ Scalar 0.0001

¥ Prassure I 0.0001 Apply o all equations
¥ tomentum I 0.0001
¥ Turb. kin. energy W
¥ Turb. diss. rate IW
¥ Energy | 0.0001
I—

Abbildung 3.13: Konvergenzeinstellungen

Dies war ein kurzer Einblick in den theoretischen Hintergrund des Programmes AVL
FIRE und dessen Bedienung. Im nachsten Kapitel werden nun noch zwei Beispiele
behandelt, die mit dieser Software geldst worden sind.
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In diesem Kapitel werden Beispiele der Stromungsmechanik betrachtet, die mit dem
Programm AVL FIRE realisiert wurden. Wie schon in den vorangegangenen Kapiteln
erwahnt worden ist, wurde das k—s-Modell zur Losung herangezogen. Es wird aufler-
dem ein Vergleich der erhaltenen Losungen mit direkten Losungen gemacht, die mit
einer Finiten—Element—Approximation berechnet wurden. Aufbauend auf das dritte
Kapitel werden hier auch noch einmal die Einstellungen zusammengefasst, die zur
Berechnung der Probleme getatigt worden sind.

4.1 Geometrie der Probleme

Als erstes Beispiel wird die instationdre Umstromung eines Kreiszylinders in einem
Kanal betrachtet, &hnlich zu einem Besipiel aus [27]. Hierbei liege der Kreiszylinder
leicht nach unten versetzt, sprich ndher an der y—Achse, im ersten Drittel des Kanals,
wie man in Abbildung 4.1 erkennen kann. Das selbe Problem wird auch fiir den drei-
dimensionalen Fall betrachtet, wobei die Lange und die Hohe wie in Abbildung 4.1
gegeben sind und die Breite ebenfalls 0,41m betrigt.

Aquivalent zur Geometrie des ersten Problems wird eine zweite betrachtet, wobei vor
dem Kreiszylinder eine Barriere liegen soll, wie Abbildung 4.2 zeigt. Auch fiir das
Barrier—-Benchmark—Problem wird ein dreidimensionales Problem betrachtet mit den
selben Eigenschaften wie zuvor fiir das Benchmark—Problem. Die angegebenen Ab-
messung der Gebiete seien in Meter zu verstehen.

0.41

0.15

2.2

Abbildung 4.1: Benchmark—Problem

0.41

2.7

Abbildung 4.2: Barrier-Benchmark—Problem

87
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4.2 Netzgitter

Fiir die in Kapitel 4.1 dargestellten Gebiete 2 C R? bzw. 2 C R3 wurden in weiterer
Folge Netzgitter, mit dem in FIRE implementierten Netzgenerator FAME Hexa GUI,
erzeugt. Abbildung 4.3 zeigt das Netzgitter fiir den zweidimensionalen Fall 2 C R?
mit 5138 Elementen. Hierbei handelt es sich um Hexaeder. In diesem Fall hat das Ge-
biet 10854 Knoten und ebensoviele Oberflichen. In Abbildung 4.4 ist das Netzgitter
fiir das dquivalente dreidimensionale Problem {2 C R?® gegeben, wobei auch in diesem
Fall alle 73904 Elemente Hexaeder sind. Dieses Netzgitter besteht aus 85995 Knoten
und 23548 Randflachen.

T ﬁ

o
" T
IIIH%I HI +’

ﬁ FHH

Abbildung 4.4: Netzgitter fiir das 3d—Benchmark—Problem

Wie fiir die Benchmark—Probleme sind auch die Netze der Barrier-Benchmark—Beispie-
le mittels FAME Hexa GUI erstellt worden, und sehen wie folgt aus.

Abbildung 4.5: Netzgitter fiir das 2d—Barrier-Benchmark—Problem

Abbildung 4.6: Netzgitter fiir das 3d—Barrier—-Benchmark—Problem

Hierbei hat das zweidimensionale Problem 6768 Hexaeder und im dreidimensionalen
Fall 79586 Hexaeder. Die Netzgittertopologien bleiben im Verlauf der Berechnungen
unverdndert, d.h. sie werden nicht verfeinert.
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4.3 Problemstellung

Betrachtet wird ein Problem mit einer parabolischen Einstromung eines Fluids mit
ahnlichen Eigenschaften wie Wasser bei 20 °C.

Wie schon in Kapitel 1 erwahnt, konnen zwei Systeme mit unterschiedlichen Maf3sta-
ben genau dann miteinander verglichen werden, wenn die Reynoldszahlen der beiden
Systeme iibereinstimmen. Da die Beispiele im Mafistab 1: 3 betrachtet wurden, muss
man dies in weiterer Folge beriicksichtigen.

Damit im System iiberhaupt Turbulenzen auftreten, muss die Reynoldszahl iiber der
kritischen Reynoldszahl Rey, liegen. Diese ist fiir Rohrstromungen, wie sie in diesen
Fallen gegeben sind, durch Rey,;; = 2300 definiert. Um nun sicher zu gehen, dass eine
turbulente Stromung vorliegt, soll fiir die Reynoldszahl gelten

Re = 4200,
und damit
4200 = Ul
Voo

wobei fiir das Original als Referenzlange [, = 0,41m gewahlt wurde, was der Kanal-
hohe, bzw. —breite entspricht, und als kinematische Viskositéit v, = 10*5’:—22.

Jetzt soll aber gelten, dass die Reynoldszahl des Originals mit dem des Modells tiber-
einstimmt, und man erhéalt

Veco loco _ Voor Loous (4.3.1)

9

Voo Voo

wobei vV, und Iy, die Referenzgrofien des Originals, und v.,, und l,, die des
Modells sind. Da es sich bei beiden Problemen um das selbe Fluid handelt, bleibt die
Viskositit v,, die selbe. Setzt man nun die gegebenen Grofien in (4.3.1) ein, so folgt

Usoo * 0,41 vsey, 4,110
105 10-5 ’

und damit
_ 3
Voop, = Voop * 107,

Wird als Referenzgeschwindigkeit des Originals v, = 17" gewéhlt, so erhédlt man
Voo, = 10002, (4.3.2)
s

Um die beiden Systeme im Dreidimensionalen vergleichen zu kénnen, soll nun unter
der Bedingung (4.3.2)

41.107%4,1.10~4

vw:moo—(“ 10 0/ 0/ y(4,1-107" —y) 2 (4,1-107" = z)dydz -



90 4 Numerische Ergebnisse

gelten, und damit
1000 = 7,8493361 - 10~ c.
Folglich kann nun ¢ durch
¢ = 1,27399309425 - 10'®

ausgedriickt werden.
Somit ist der parabolische Geschwindigkeitsverlauf der Einstromgeschwindigkeit im
Dreidimensionalen durch

y(4,1-107% — ) 2 (4,1-10~% — 2) + 1,27399309425 - 10'®

V= 0 (4.3.3)
0
gegeben.
Fiir den zweidimensionalen Fall gilt d&quivalent
1 4,110~
|
o = 1000~ —— / 41-1074— y)dy -

und folglich
c = 35693039857, 2.

Daraus ergibt sich wie zuvor

. _4 —_— .
. (y (4,1-10 y% 35693039857, 2> ‘ (43.4)
Weiters gilt, dass Wasser bei 20 °C eine Dichte von 998, 2% besitzt, und ein Druck
von 101300 Pa herrscht. Damit gilt fiir die dynamische Viskositat
-5 _3 kg
fhoo = Voo 0o = 1077 -998,2 =9,982 - 107°—.
ms
Die Temperaturleitfahigkeit A und die Temperaturleitzahl a, die schon in Kapitel 1
definiert wurden, seien durch

A=0,5996"  a=0,144-1076"
gegeben. Aufgrund der Definition der Prandtl-Zahl ergibt sich mit diesen Werten

1 107°
Pr=2%— 0 _ 69 44,
L= T 0 1a-106 0
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Da das betrachtete Beispiel einem Anfangsrandwertproblem entspricht, werden noch
zusatzlich Randbedingungen an den Wanden und am Ausstromrand, sowie Anfangs-
bedingungen benotigt.

Sowohl an den Kanalwénden als auch an der Kreiszylinderwand soll eine Haftbe-
dingung gelten. Das bedeutet fiir die Geschwindigkeit

Auflerdem soll die Temperatur an den Wanden konstant sein und somit 20 °C betra-
gen. Am Auslassrand soll zusétzlich noch eine Neumann—Bedingung, wie sie in Kapitel
3 beschrieben wurde, realisiert werden.

Fir die Anfangsbedingungen und die restlichen Randbedingungen sei auf das néchste
Kapitel verwiesen, da hierfiir mehrere Varianten ausprobiert wurden.

4.4 Einstellungen des Losers

Wie in Kapitel 2 beschrieben wurde, musste fiir die Beispiele ein ,,Solver—Steering—
File“ erstellt werden. In diesem Kapitel werden nun die zur Berechnung benotigten
Einstellungen zusammengefasst.

Wie in Abbildung 4.7 zu sehen ist, wurde als Laufart die Einstellung , Timestep“
gewéihlt. Die gesamte Berechnungsdauer wurde auf zwei Sekunden begrenzt, wobei die
Zeitschritte 6, fiir die erste Sekunde als tausendstel §, = 1072 s, und fiir die zweite
Sekunde als hundertstel §, = 1072 s gewihlt wurden. Um ein vergleichbares Ergebnis
zu erzielen, wurde als Zeitdiskretisierung ein implizites Eulerverfahren gewahlt, wie in

Abbildung 4.7 ersichtlich.

upto time DeltaT
Run made Timestep I 5 5
Delta_t Table 1 [upte 1 0.001 Insert Row
End time z s W & 08 a0

I~ Second order 7 DeleteAll Rows

Import

™ Restart without time information Export

Abbildung 4.7: Runmode-Einstellung

Desweiteren wurde am Einlassrand eine Geschwindigkeit (4.3.3) bzw. (4.3.4) vorgege-
ben, es soll eine Temperatur von 20 °C herrschen, und die Turbulenzeinstellungen wie
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in Abbildung 4.8 gegeben sein. Hierbei wurden fiir die turbulente kinetische Energie
2 2

verschiedene Werte zwischen 107%2% und 1097 getestet.

Fiir den Auslass sei die in Kapitel 3 beschriebene Neumann-Bedingung gefordert, sie-

he Abbildung 4.9.

Copy from BC | BC nr (1,2, .)I 1

Sel.for BC | inlet ~
Mame of BC I inlet
Type of BC | InletOutlet =
Inlevutiet | velocity -
Phase_1 I
Velocity u Formula |
WVelocity v I 1] mi's
WVelocity w ID— mi's
Fixed temperature I Yes vi Temperature I 20 degC
Fixed scalar I Yes VI Scalar I 0
Fixed turbulence I Yes VI Turh, ref. velocity I 1] s
% of mean velocity = I 1]
% of hydraulic diameter = I 100
Turb, kin. energy = |0.um e 2igeE
Turh. length scale = IU.UUUZS?? m
Turh. diss. rate = ID.DZD1625 e 2ds™3

Abbildung 4.8: Randbedingungen fiir den Einlassrand

Copy from BC | BC nr(1,2,..3[1

|

Sel. or BC | outlet -
Mame of BC I outlet

Type 0fBC | Inlet/Outlet -
InletOutlet | Gradient=0 ~

Abbildung 4.9: Randbedingungen fiir den Auslassrand

An den Wanden ist, siehe Kapitel 4.3, eine Haftbedingung gefordert, wie man in
Abbildung 4.10 anhand der getéitigten Einstellungen erkennen kann. Auch die Fluid-
eigenschaften wurden schon behandelt und sind in Abbildung 4.11 noch einmal zu-

sammengefasst.
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Copy from BC BC nr (LZ,...)! 1

Sel forBC | wall =

MName of BC I wall

Type of BC [ wall -

Movement [velocty ] Velacity u s

I 1}
Velocity v I 1} mis
I 0

Velocity w

Thermal Temperature - Temperature IZU degc

I” Roughness

més

™ Slipwall

Abbildung 4.10: Randbedingungen fiir die Wande

Mame of FP I MHoMame

Phase_1 I

Fluid properties of I Mewy Praperty vI

& Gas
& Liguid

Specific heat [410 gk
Dynamic viscosity IW Medm=2
Thermal conductivity W Wi
[T anisotropic thermal conductivity

Reference pressure W Pa
Reference temperature IZDi tegC
Reference density IW kom 3
Turbiulent Prandtl Mo W

Abbildung 4.11: Fluideigenschaften

Die Anfangsbedingungen sind ebenfalls, wie in Abbildung 4.12 ersichtlich, gegeben, wo-
bei fiir die turbulente kinetische Energie mehrere Werte zwischen 10_37?—22 und 750007;’“—22
eingesetzt wurden.

Zur Berechnung der Beispiele wurde das k—-Modell herangezogen, wobei die Energie-
gleichung vernachlassigt wurde. Auflerdem wurden die Probleme fir den inkompressi-
blen Fall betrachtet. Zusatzlich ist fiir den wandnahen Bereich das in Kapitel 3.3.5.1
erwahnte hybride Wandgesetz zur Anwendung gekommen. Die fiir die Beispiele ge-
wéhlten Unterrelaxationsfaktoren sind in Abbildung 4.13 gegeben.
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Phase_1 |

Pressure IW Pa Welocity u Faormula

Density IF ko3 Welocity v ,D— mes
Temperaiure IZD— degc Wealocity w ,D— mss
Turb. kin. energy W m-2/s g Scalar ,07

Turb. length scale W i

Turh. diss. rate IM 253

Initialization mode I uniform initialization VI

™ 1-Equation-turbulence model

Abbildung 4.12: Anfangsbedingungen

FPhase 1 I
Romentum 0.3
Fressure 0.1
Turh. kin. energy 0.3
Turh. diss. rate 0.3
Energy 0.
hass source 1
Yiscosity 1
scalar 0.3

Abbildung 4.13: Unterrelaxationsfaktoren

Im dritten Abschnitt dieser Arbeit wurde darauf hingewiesen, dass als Interpolati-
onsverfahren nur das Upwind—, bzw. Zentraldifferenzenverfahren Verwendung finden.
Demnach wurden fiir die Kontinuitatsgleichung, die Impulsgleichung und die Turbu-
lenzgleichung das Zentraldifferenzenverfahren gewahlt.

Fiir den linearen Loser wurden die in Kapitel 3.3.5.4 erwahnten Einstellungen heran-
gezogen, wobei die Beispiele mit einer Genauigkeit zwischen 107! und 10~2 berechnet
wurden, wie in Abbildung 4.14 zu sehen ist.

Als Konvergenzkriterium der Iterationen pro Zeitschritt wurde eine Genauigkeit von
10~ vorgegeben, bzw. eine maximale Iterationszahl von 1000 Iterationen fiir die ers-
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Linear solver type tdin iteration ke iteration Tolerance
Momenum | GSTE | |0 | 50 [o1
Continuity [ GSTE ¥ |o | 750 [ 0001
Turbulence | GSTE =] |o | 750 f0.001
Energy [GsTE | |0 | 50 fo1
Scalar [GstE | |0 | 50 fo1

Abbildung 4.14: Linearer Loser

ten 1000 Zeitschritte, und 500 Iterationen fiir die verbleibenden 100 Zeitschritte.

Die Berechnungen der Beispiele, mit den im folgenden Kapitel zusammengefasst Fr-
gebnissen, wurden mit den erlduterten Einstellungen durchgefiihrt.
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4.5 Ergebnisse und Vergleiche

In diesem Abschnitt sind die Ergebnisse der beiden Gebiete aus Kapitel 4.1 mit un-
terschiedlichen turbulenten kinetischen Energien angefiihrt und werden mit den Re-
sultaten einer direkten numerischen Finite-Element—Approximation verglichen.

4.5.1 2d Benchmark—Problem

o) Als erstes wird der Fall betrachtet, dass die turbulente kinetische Energie sowohl
fiir den Einlass, als auch als Anfangsbedingung als k& = 10_3%2 gewahlt wur-
de. Das daraus resultierende Ergebnis ist in Abbildung 4.15 fir ¢t; = 0,001 s,
to =0,01s, und t3 = 0,1 s dargestellt.

Abbildung 4.15: Resultate fiir ¢ = 0.001s, t =0.01s,t=0.1s

Zum Vergleich ist in Abbildung 4.16 die Finite-Element—Losung bei voll entwi-
ckelter Stromung zu sehen. Wie man erkennen kann, stellt sich bei der Losung
mit Hilfe des k—s—Modells ein schwankendes Stromungsbild ein. Dies resultiert
jedoch daraus, dass die Losung nicht ausiteriert ist. Bei der Finiten—Element—
Losung liegt hingegen eine vollturbulente Stromung vor.
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Abbildung 4.16: Finite-Element-Lo6sung

o) Als weitere Option wurde fiir die turbulente kinetische Energie am Einlass k =
1000’;‘—22 und als Anfangsbedingung £ = 0,001 %2 gewahlt. Auch hier sind die
Ergebnisse in der Abbildung 4.17 zusammengefasst. In diesem Fall konvergiert
zwar die Losung, es stellt sich jedoch ein laminares Stromungsbild ein. Es ent-
stehen kleinere Turbulenzen direkt hinter dem Kreiszylinder, die jedoch keinerlei
Einfluss auf die Stromung haben.

Abbildung 4.17: Resultate fir t = 0.001s,t =0.01s,t=0.1s

Da alle sonstigen, zweidimensionalen Félle des Benchmark—Problems, die im Zuge
dieser Diplomarbeit behandelt wurden, dhnliche Ergebnisse lieferten, werden sie an
dieser Stelle nicht weiter angefiihrt.
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4.5.2 3d Benchmark—Problem

Im dreidimensionalen wird der Fall betrachtet, dass am Einlass £ = 0,001 —22 und als
Anfangsbedingung k£ = 0,001 ':—22 gilt. Dies fiihrt, wie in der folgenden Abbildung zu
sehen ist, auf &hnliche Ergebnisse wie im zweidimensionalen Fall. Hierbei wurden die
ersten Zeitschritte abgebildet, da sich das Stromungsbild nach dem fiinften nicht mehr
verandert. Fir £ = 1000 ’;‘—22 sind die Ergebnisse nahezu dquivalent und werden hier

Abbildung 4.18: Resultate fir ¢ € {0.001,0.002,0.003,0.004, 0.005}

nicht dargestellt.
Als Vergleich dient auch hier eine FE-Losung wie sie in Abbildung 4.19 bei voll aus-
gebildeter Stromung gegeben ist.

Abbildung 4.19: Finite-Element-Losung
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4.5.3 3d Barrier—-Benchmark—Problem

Fir das Barrier—-Benchmark—Problem werden in dieser Arbeit nur die Ergebnisse fiir
den dreidimensionalen Fall betrachtet, da im zweidimensionalen nahezu dquivalente
Resultate erzielt wurden.

Mit den selben Einstellungen wie bisher erhélt man, fiir £ = 0, 0017;%2, folgende Fr-
gebnisse. Diese entsprechen einer laminaren Strémung.

Abbildung 4.20: Resultate fiir t = 0.001 s, t = 0.002s, t = 0.003 s

Auch hier sind nur die ersten Zeitschritte dargestellt, da sich, wie schon fiir das
Benchmark-Problem, auch hier keine wesentliche Anderung zu erkennen ist. Betrach-
tet man die Ergebnisse fiir hohere kinetische Energien, so ergeben diese ein dhnliches
Bild und werden auch nicht gesondert dargestellt. Die FE-Losung resultiert hingegen
wieder in einer vollturbulenten Strémung wie in Abbildung 4.21 ersichtlich ist.

Abbildung 4.21: Finite-Element-Lo6sung
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Eine Moglichkeit, dies zu begriinden, ist folgende. Da das k—e—Modell ein Mittelungs-
verfahren ist, bei denen auch kleine Geschwindigkeitsfluktuationen sozusagen wegge-
mittelt werden, werden, da in den Beispielen anfianglich nur kleine Geschwindigkeits-
schwankungen auftreten, diese vernachlassigt und es kann zu keiner Ablosung der
Grenzschicht und damit auch zu keinen Turbulenzen kommen. Diese Annahme wird
durch Betrachtung von Videos der Ergebnisse bestarkt.

Fir diese Arbeit wurden noch eine Vielzahl an Beispielen und verschiedenen Einstell-
moglichkeiten getestet, die jedoch alle &hnliche Ergebnisse lieferten. Versuche, z.B. die
Genauigkeit des Losers bzw. die Konvergenzgenauigkeit zu erhéhen fithrten, aufler zu
einer signifikant hoheren Laufzeit, zu keinen nennenswerten Veranderungen. Anderer-
seits lieBen viel hohere Einstromgeschwindigkeiten bzw. turbulente kinetische Energien
das System entweder divergieren, oder man erhielt dquivalente Ergebnisse zu den hier
beschriebenen. Es wurden auch Probleme mit dynamischer Einstromung getestet, die
jedoch auch keine addquaten Resultate ergaben.

AbschlieBlend ist anzumerken, dass das k—s—Turbulenzmodell wahrscheinlich nicht die
geeignetste Wahl zur Losung dieser Probleme war. Da es, obwohl das k——Modell
auch heute noch ein gutes Turbulenzmodell ist, mittlerweile fortschrittlichere Turbu-
lenzmodelle gibt, wire eine mogliche Alternative das aktuellere k—(—f—Modell, siehe
[25].



5 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit war in Verbindung mit [12] darauf ausgerichtet, einen Vergleich einer
direkten numerischen Simulation turbulenter Stromungen mit einer Turbulenzmodel-
lierung zu liefern. Hierzu wurde als erstes das wohl bekannteste Turbulenzmodell,
namlich das k—c-Turbulenzmodell, hergeleitet. Im darauffolgenden Kapitel wurde die
Finite-Volumen-Methode allgemein am Beispiel von elliptischen Differentialgleichun-
gen mit Dirichlet-Randbedingungen eingefiihrt. Das dritte Kapitel beschéftigte sich
mit einer Einfiithrung in FIRE und betrachtete neben dem mathematischen Hinter-
grund auch einige Bedienelemente, damit sich der Leser im vierten Kapitel unter den
dort beschriebenen Einstellungen etwas vorstellen kann. Der vierte Abschnitt dieser
Masterarbeit behandelte zwei Benchmark—Probleme die mittels AVL FIRE realisiert
wurden, und gibt einen Vergleich mit einer Finiten—Element—Approximation wie sie
in [12] gegeben ist.

Man konnte in weiterer Folge auch andere Turbulenzmodelle betrachten, die besse-
re Ergebnisse liefern als das in dieser Arbeit behandelte k—s—Modell. Es stellt sich
auch die Frage, ob es nicht sinnvoll ware, eine direkte numerische Simulation mit
einer Finiten—Volumen—Methode zu probieren, und diese Resultate mit einer Finiten—
Element—Methode zu vergleichen, die, wie in [12] ersichtlich, gute Ergebnisse liefert.
Eine Erweiterungsmoglichkeit der Theorie der Finiten—Volumen-Methode ware nun
eine Betrachtung von parabolischen bzw. hyperbolischen Differentialgleichungen.
Abschlielend sei hier angemerkt, dass die Finite-Element—Methode fir diese Art von
Beispielen bessere Resultate liefert als dies bei Turbulenzmodellen der Fall ist. Da
sich die Rechenzeit der direkten Simulation auch fiir groflie Reynoldszahlen bei der-
lei Problemen in Grenzen gehalten hat, stellt sich die Frage, in wie weit eine direkte
numerische Simulation einer Turbulenzmodellierung vorzuziehen ist, die zwar schnel-
ler zu Ergebnissen kommt, welche jedoch, wie in diesem Fall, nicht der tatséchlichen
Losung entsprechen miissen.
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