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Einleitung

In dieser Arbeit wird ein optimales Kontrollproblem mit verteilter Steuerung betrachtet.
Optimale Kontrollprobleme treten dann auf, wenn die Zielgrofie eines bestimmten Vorgangs
minimiert werden soll. Dabei wird der Vorgang durch eine partielle Differentialgleichung,
nédmlich der Zustandsgleichung beschrieben.

Ein Beispiel fiir solch ein Kontrollproblem ist gegeben, wenn ein Objekt zu einem gewis-
sen Zeitpunkt mit Hilfe der Steuerung (Abkiihlung beziehungsweise Erwérmung) auf eine
gewiinschte Temperaturverteilung gebracht werden soll. Man spricht dabei von einer ver-
teilten Steuerung, wenn die Steuerung auf das ganze Objekt wirkt. Das heifit, dass das
Objekt im Inneren erwérmt beziehungsweise abgekiihlt wird. Die Temperaturverteilung
wird mithilfe der Zustandsgleichung an die Steuerung gekoppelt. Ziel ist es nun, die ge-
wiinschte Temperaturverteilung bestmoglich zu erreichen und dabei die Kosten der Steue-
rung zu minimieren. Falls nur ein begrenztes Erwarmen beziehungsweise Abkiihlen moglich
ist, sind weitere Restriktionen an die Steuerung zu fordern. Diese werden durch eine weite-
re Nebenbedingung modelliert. Zur Theorie von optimalen Kontrollproblemen sei hier auf
[14, 18, 31] verwiesen.

Zur ndherungsweisen Berechnung der Losung der Zustandsgleichung, welche eine para-
bolische partielle Differentialgleichung ist, kann zum Beispiel die Discontinuous Galerkin
Methode im ganzen Raum-Zeit—Zylinder verwendet werden. Die Discontinuous Galerkin
Methoden wurden anfangs fiir hyperbolische Probleme verwendet, siehe [8, 16]. Weiters
wurden die Discontinuous Galerkin Methoden erfolgreich zur ndherungsweisen Berechnung
von elliptischen Problemen herangezogen, siche [2, 12, 23]. In [29] wird fiir zeitabhéngige
Advektions—Diffusions—Probleme ein Ansatz mit der Discontinuous Galerkin Methode vor-
gestellt.

Die Anwendung der Discontinuous Galerkin Methode im ganzen Raum-Zeit—Zylinder er-
fordert fiir dreidimensionale Gebiete die Zerlegung des Raum-Zeit—Zylinders im vierdi-
mensionalen Raum. In [5] wird eine Moglichkeit beschrieben, wie der Raum—Zeit—Zylinder
in Pentatope zerteilt werden kann. Die Pentatope kénnen dann mit dem Algoritmus von
Freudenthal, siehe [6], weiter verfeinert werden. Eine andere Vorgehensweise wurde in der
Masterprojektarbeit [21] beschrieben.

Diese Arbeit ist in vier Teile gegliedert. Im ersten Kapitel wird die Problemstellung eines
optimalen Kontrollproblems beschrieben. Weiters werden die notwendigen Rdume einge-
fithrt, in denen die eindeutige Losbarkeit der Zustandsgleichung gewéhrleistet ist. Ferner
wird die eindeutige Losbarkeit des optimalen Kontrollproblems gezeigt. AnschlieBend wird
ein Optimalitédtssystem hergeleitet, welches eine dquivalente Formulierung zum optima-
len Kontrollproblem darstellt. Im zweiten Kapitel wird das Optimalitdtsystem mittels der



8 Einleitung

Discontinuous Galerkin Methode diskretisiert. Weiters wird die eindeutige Losbarkeit der
diskreten Zustandsgleichung untersucht. Im dritten Kapitel wird die Zerlegung von vierdi-
mensionalen Objekten behandelt. Dazu wird vorerst die Zerlegung eines Tetraeders unter-
sucht und anschlieflend in &hnlicher Weise die Zerlegung eines Pentatops behandelt. Ferner
wird eine mogliche Zerlegung eines Hyperwiirfels angegeben und kurz auf die Visualisie-
rung von vierdimensionalen Objekten eingegangen. Im vierten Kapitel werden numerische
Beispiele fiir die Raumdimensionen d = 1 und d = 3 vorgestellt. Dabei ist jeweils die zu
erwartende Konvergenzordnung zu beobachten.



1 Ein optimales Kontrollproblem

In diesm Kapitel wird die Problemstellung eines instationéren Kontrollproblems mit ver-
teilter Steuerung formuliert. Weiters wird fiir diese Aufgabenstellung die Existenz von
Losungen und deren Eindeutigkeit untersucht. Am Ende dieses Kapitels wird ein Optima-
litatssystem hergeleitet, welches eine dquivalente Aufgabenstellung zum gegebenen insta-
tionéren Kontrollproblem darstellt. Fiir einen Uberblick zu optimalen Kontrollproblemen
sei hier auf [31] verwiesen.

1.1 Modellproblem

Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet  C R fiir d = 1,2, 3 mit hinreichend glattem Rand
I' := 09). Dieses Gebiet steht zum Beispiel fiir einen aufzuheizenden bzw. abzukiihlenden
Korper, der zum Zeitpunkt 7" > 0 eine gewiinschte Temperaturverteilung a4 = a(z) aufwei-
sen soll. Dazu wird im Gebiet () die Steuerung z = z(x,t) angelegt. Zu Beginn, also fiir
t = 0, sei die Temperatur im Gebiet durch die Funktion ug = ug(x) gegeben. Ziel ist es nun,
die gewiinschte Temperaturverteilung u bestmoglich zu erreichen. Dabei sollen die Kosten
der Steuerung z moglichst minimal sein. Dies fiithrt auf die Minimierung des Funktionals

T

T(u,2) = %/[u(x,T) —a(x>]2dx+%Q//[z@,t)]?dxdt (1.1)

unter der Nebenbedingung

%u(w,t} — Au(z,t) = z(x,t)  fir (z,t) €@ :=Qx(0,7),
u(z,t) =g(x,t)  fir (z,t) e X:=1x(0,T), (1.2)
u(x,0) = ug(x) fir (z,0) € Xy :=Q x {0}.

Dabei sind Dirichlet—Daten g auf dem Rand I" x (0,7") vorgegeben und mit ¢ > 0 wird der

Kostenkoeffizient der Steuerung bezeichnet. Ist die Steuerung zusétzlich nach unten mit z,
bzw. nach oben mit z;, beschrénkt, so ist noch zusétzlich die Nebenbedingung

zo(x,t) < 2(x,t) < (2, t)  fir (z,t) € Q (1.3)

zu fordern. Im néchsten Abschnitt wird die eindeutige Losbarkeit der Problemstellung
(1.1)—(1.3) untersucht. Dazu werden geeignete Funktionenrdume eingefiihrt, in denen die
eindeutige Losbarkeit der Zustandsgleichung (1.2) gewéhrleistet ist.
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1.2 Eindeutige Losbarkeit der Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt werden die Rdume eingefiihrt, die die Existenz von Losungen der
Zustandsgleichung (1.2) und deren Eindeutigkeit sicherstellen. Fiir ein weiteres Studium
von diesen Réumen sei hier auf [11, 33, 35] verwiesen. Anschlieend wird die eindeutige
Losbarkeit des optimalen Kontrollproblems (1.1)—(1.3) untersucht.

Definition 1.1. Sei X ein Banachraum und T > 0. Fir eine Funktion v : (0,T) — X sei

1/2

T
2
ol = | [ ot 01de
0

Dann wird durch
Ly(0,T; X) := {U 1(0,T) — X : ”U“LQ(O,T;X) < OO}

ein Banachraum erkldrt, siehe [11, Satz 1.11].

Definition 1.2 (Verallgemeinerte schwache Zeitableitung). Sei v € Ly(0,7;X). Dann
heifst %v € Ly(0,T; X*) verallgemeinerte schwache Zeitableitung, falls

T T

/ v(t)%gp(t)dt __ / %v(t)gp(t)dt fiir- alle o € C(0, T)
0 0

qgilt.

Definition 1.3 (Gelfandscher Dreier). Sei V' ein seperabler, reflexiver Banachraum und
H ein seperabler Hilbertraum. Weiters sei V' dicht in H eingebettet mit ||v||, < cllvl|, fir
alle v €V mit ¢ > 0. Dann wird durch das Tripel

VCH=H"CV*
ein Gelfandscher Dreier definiert.
Beispiel 1.1. Fir V = Hj(Q) und H = Ly(Q) ist durch
H}(Q) C Ly(Q) € H(Q)
ein Gelfandscher Dreier gegeben.

Definition 1.4 (Sobolev-Raum). Sei V' C H C V* ein Gelfandscher Dreier. Dann wird
durch

d
W3 (0,T;V,H) := {v € Ly(0,T;V) : 50 € Ly(0, T V*)}

ein Sobolev—Raum erkldrt. Mit der Norm

0
2
ollw e = [uvuh(o,m o

2 2
9
L2 (0’T=V*)

wird der Raum W3 (0,T;V, H) zu einem Banachraum, siehe [11, Satz 1.16].
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Definition 1.5. Sei X ein Banachraum und [a,b] C R. Eine Funktion v : [a,b] — X heifst
stetig, falls
lirr% |lo(T) —v(t)||x =0 fir allet € [a, b]

gilt.

Definition 1.6. Sei X ein Banachraum. Dann wird fir [a,b] C R mit C([a,b], X) der
Raum aller stetigen Funktionen v : [a,b] — X mit der Norm

[0lleqag,x) == sup llv(@)llx
tela,b]

bezeichnet.

Satz 1.7. Sei v € W;(0,T;V,H). Dann kann v bis auf eine Menge vom Maf Null als
Funktion aus C([0,T], H) angenommen werden. Weiters ist die Einbettung

Wy (0,T;V, H) — C([0,T], H)
eine stetige Einbettung, das heifst

sup ||v(t)] g < CT||U||W21(0,T;V,H) fiir alle v € W5 (0,T;V, H) mit ey > 0.
t€[0,T

Beweis. Siehe zum Beispiel [11, Satz 1.17] oder [33, Theorem 25.5]. O
Satz 1.7 motiviert nun die folgenden Definitionen:

Definition 1.8 (Spuroperatoren). Fir ein Gebiet Q und eine Zeit T > 0 werden die
folgenden Spuren im Raum—Zeit—Zylinder Q) = Q2 x (0,T) definiert:

osv(z, )= lim  o(i{) fiir alle (z,t) € X,
’ Q3(&,f)—(z,t)eS
Wav(@,t) = lim n, - Vzv(Z,t)  fiir alle (z,t) € X,
' Q3(z,t)—(z,t)eT
Aty (z,0) == lim v(%,1) fiir alle (x,0) € o,
’ Q3(&,0)—(x,0)€%0
rw(z, T) == lim v(7,1) fiir alle (z,T) € S := Q x {T}.

Q3(&,8)—(z,T)eST
Satz 1.9 (Spursatz). Sei der Raum W3 (0,T;V,H) gegeben. Die Spuroperatoren
A W0, T3V, H) — H,
Vit Wy (0,T,V,H) — H
sind linear und beschrdankt, das heifit es exisitert eine positive Konstante cp, sodass

H’Y(I)HEU“H < CT”UHWg(o,T;V,H)v

fiir alle v € W3 (0, T;V, H) gilt.

int

'VT,tU“H < CT||U||W21(O,T;V7H)




12 1 Ein optimales Kontrollproblem

Beweis. Sei v € W}(0,T;V, H). Die Behauptung folgt direkt aus Satz 1.7 durch

[0l < sup (o)l < erllvllwy oz
t€[0,T]

int

7T,t””H < ts[%l[;] flv@ll < CT||U||W21(0,T;V,H)-
€ )

0

In W3(0,T;V, H) ist weiters eine Formel der partiellen Integration erfiillt:
Satz 1.10 (Partielle Integration). Seien u,v € W3 (0,T;V, H). Dann gilt

T

[ (Gruenat0) at= (i), = Gltalio),

0 . )

—0/<§v(-,t),u(-,t)>wxvdt.

Beweis. Siehe [11, Satz 1.17]. O

Satz 1.11 (Spursatz). Sei Q@ C R? ein C* 11 -Gebiet und T > 0. Dann ist fir 3 < s <k
der Operator ‘
W Ly(0,T; H*(Q)) — Ly(0,T; HV/*(T))

ein linearer und beschrdnkter Operator, das heifit es gibt eine positive Konstante cr, sodass

int

VO,JC,UHLQ(O,T;HS*UQ(F)) < CT||U||L2(0,T;HS(Q)) fir alle v € Ly(0,T; H*(Q2))

gilt.
Beweis. Nach Voraussetzung ist der Spuroperator
At HA(Q) — HYA(T) mit yRo(z) = 0 lim Fv(.f) fir alle x € T
Sr—x€

ein linearer und beschriankter Operator, siehe [33, Theorem 8.7]. Also gibt es eine positive
Konstante ¢ mit

Fiir ein beliebiges t € (0,7) und v € Ly(0,T; H*(2)) ist v(-,t) € H*(2) und es gilt

%" < orl|vll o) fiir alle v € H(Q).

Hsfl/Z(F)

Tev(,t) = lim (3,1

Q3(Z,t)—(x,t)eX

= lim v(Z,t)
Q3(z,t)—(z,t) T

= 1 r,t
Qafcli%:erv(x’ )

int

=y v(z,t) fiirallex €T.
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Somit ist v{%v(-,t) € H*"'/*(T') und man erhélt

Hﬁ)/(l)?;:v< 7t)‘ Hs=1/2(I) = ||’Yiontv(' at)‘ Hs=1/2(T) < CTHU(' 7t)HHS(Q)
Mit
T 2
ool = | [ 1hEsoC Oyt
P)/O,x LQ(O’T;HS—I/Q(F)) - ’YO,x ) Hs—l/Q(F)
0
T 2
2
<er | [ Ot = erlolly o,
0
folgt die Behauptung des Satzes. [

Analog lisst sich der néchste Satz beweisen.

Satz 1.12 (Inverser Spursatz). Sei Q C RY ein C*11-Gebiet und T > 0. Der Spur-
operator A%+ Ly(0,T; H*(Q)) — Lo(0,T; HY2(D)) besitzt fiir 3 < s < k eine stetige
Rechtsinverse

£ Ly(0,T; HYXI)) — Ly(0,T; H*(Q))
mit WEEw = w fiir alle w € Ly(0,T; H*=Y/*(T)) und

ngHLg(O,T;HS(Q)) < CIT”wHL2(07T;HS*1/2(F)) fir alle w € Ly(0,T; HS_1/2(F))-

Beweis. Nach [33, Theorem 8.8] existiert laut den Voraussetzungen fiir den im Beweis von
Satz 1.11 definierten Spuroperator ™ : H*(Q2) — H*Y/2(T), ein stetiger rechtsinverser
Operator

£ H VAT — H¥(Q),

mit Y Eg = g fiir alle g € H*~/2(T) und

1€9M =) < crrllgll go-rsory  fiir alle g € H*(T).

Fiir ein beliebiges ¢t € (0,7) und w € Ly(0,T; H*~Y(T")) ist w(-,t) € H*"Y2(T"). Somit ist
Ew(-,t) € HY(Q)

und es gilt

W t) = w(-,t) und [Ew(-,1)]

HS(Q) S CIT“w(' 7t>HHS—1/2(1—\).

Fiir v(-,t) € H*(Q) gilt 't (z,t) = 4*v(z, t) fiir alle 2 € T'. Da weiters ¢ € (0,7’ beliebig
war, folgt '
Yoplw(x,t) = w(x,t) fir alle (z,t) € X.
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Da w € Ly(0,T; H*~V2(T) ist, gilt

o0 > ||wHL2(0,T;Hs—1/2(F)) - /Hw Hg 12( )dt

v

1 1
c_ /ng dt =£|I5W||L2(0,T;Hs(m)-

Also ist Ew € Ly(0,T; H*(2)) mit
||gw||L2(O,T;HS(Q)) < CITHw”Lg(O,T;H5*1/2(F))'
]

Laut Satz 1.12 existiert fiir ¢ € Ly(0,7; H/2(T')) eine Fortsetzung £g € Lo (0,T; H(Q)).
Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Voraussetungen eine Fortsetzung in dem Raum
W3(0,T; H(2), Ly(Q)) C Ly(0,T; H'(Q)) existiert. Dazu wird das Bild von "% beziiglich
W30,T; HY(Q), Ly(Q)), also

= {av v e Wy (0,T; H(Q), Ly () }

betrachtet. Dabei wird durch

HQHW%(Z) = Ve (0, Tiglf(m La()) HUHWQI(O,T;Hl(Q),Lz(Q))

int

s v=y9
eine Norm auf W, (3) definiert. Somit ist per Definition der Spuroperator
Yoo+ Wa (0, T H'(Q), Ly(2) — Wy ()
surjektiv. Weiters gilt der folgende Satz:
Satz 1.13 (Spursatz). Der Spuroperator
Yo : Wa (0,73 H(Q), Ly(Q)) — Wy (%)

st ein linearer und beschrdnkter Operator, das heifit es existiert eine Konstante cp > 0,
sodass

|’71ntv||w21(2) < erllvllwsommioy @) fir allev e W3 (0,T; HY(Q), Ly(Q))

qgilt.
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Beweis. Seiv € W(0,T; HY(Q), L»(9)). Die Aussage des Satzes folgt direkt aus der Norm-
definition von W3 (X) durch

int _ . ~
H’Vo,mvag(z) - 66W21(07T;1;}1f(m7L2(Q)) ||U||W21(0,T;H1(Q),L2(Q)) < HU|’W21(O,T;H1(Q),L2(Q))

int ~__ . int
’yO,zv_’yO,zv

mit der Konstante cp = 1. O
Satz 1.14 (Inverser Spursatz). Sei g € W}(X). Dann existiert eine Fortsetzung
£g € WHO.T: H'(Q), L())

int

mit V5,9 = g und
||gg||W21(07T;H1(Q),L2(Q)) < CIT||9||W21(E) mat cip > 0.
Also ist € : WH(E) — WH0,T; HY(Q), Lo(Q)) ein linearer und beschrinkter Operator.

Beweis. Sei g € W3 (X). Laut Definition gilt

H9HW21(2) = v€W21(0,T;iII{llf(Q),L2(Q)) ||U\|W21(0,T;H1(Q),L2(Q))-

int

oav=9

Somit existiert eine Folge (vn)nen € W3 (0,75 H'(Q), Lo(€2)) mit 4'tv, = g und

7}5{.10 anHWZ}(O,T;HI(Q),LQ(Q)) = veWzl(O,T;iI?lf(Q),Lg(Q)) HUHWQ(O,T;Hl(Q),LQ(Q)) = Hgng(Z)-
Ytv=g

Sei nun ¢ > 0 unabhéngig von g fest gewihlt. Weil die Folge <||vn||W21(0 ToH1(9) L2(Q))>
o ’ neN
konvergiert, gibt es ein N € N mit

||UN||W21(07T;H1(Q),L2(Q)) - ||g||W21(E) < 5||9||W21(2)'

Daraus ergibt sich die Abschitzung

HUNHW;(O,T;Hl(Q),LQ(Q)) <1+ 5)“9|\W21(2)-
Setzt man £g := vy, so ergibt sich
1059 = VoaUN = g-

Somit gilt die Behauptung des Satzes mit ¢;r =1+ €.
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Als motivierendes Beispiel fiir die Definition einer schwachen Losung von parabolischen Dif-
ferentialgleichungen wird nun das folgende instationdre Randwertproblem mit homogenen
Dirichlet-Daten betrachtet:

2u(al: t) — Au(x,t) = f(z,t)  fir (z,t) € Q,

ot
u(z,t) =0 fiir (x,t) € %, (1.4)
u(,0) = ug(x) fir (z,0) € X.

Wird nun angenommen, dass u eine klassische Losung der Aufgabenstellung (1.4) ist und
multipliziert man die Differentialgleichung (1.4) mit einer Testfunktion v € Ly(0,T; H}(Q)),
so erhélt man durch Integration iiber den Raum-Zeit—Zylinder @Q = Q x (0, 7))

T

/T/ u(x, t)v(x t)dmdt—//Au z, t)v(x, t)dedt =

0

Ot~

/f(x, t)v(z, t)dxdt.

Die partielle Integration beziiglich der Ortsvariablen z ergibt

T

T
//825 (x,t)v xtda:dt—l—//vzuxt V.o(z, t)dedt = //f v(z, t)dxdt.
0 Q

0

In der letzten Gleichung muss die Ableitung von u nach der Zeit nur als Funktional be-
ziiglich v € Ly(0,T; H}(2)) existieren. Dies motiviert nun die Definition einer schwachen
Losung der Differentialgleichung (1.4):

Definition 1.15 (Schwache Losung). Fine Lisung u € Wi (0,T; H}(2), Ly(2)) heifst
schwache Losung der Aufgabenstellung (1.4), falls die Gleichung

T

<§u( 1), (- ,t)> dt + //qu(x,t) - Vo(z, t)dzdt
t H-1(Q)xH}(Q) 0o
. (1.5)

ZO/Q/f(x,t)v(x,t)dmdt

fiir alle v € Ly(0,T; H}(Q)) und die Bedingung u(x,0) = ug(x) fiir fast alle x € Q erfiillt
15t.

Ot~

Fiir t € (0,7T) sei der Operator A : H}(2) — H'(Q) definiert als

<A’U,( ,t),’U(' 7t>>H*1(Q)><H6(Q) = /VIU(QZ,t> ’ va(:l:,t)dx

Q
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fir alle u(-,t), v(-, ) € H}(Q). Fasst man weiters die rechte Seite der Gleichung (1.5) als
Funktional F(t) : Hi(Q) — R auf mit

<F(t),v(-,t))H_l(Q)XHé(Q) :—/f(:v,t)v(x,t)dx,

so ldsst sich die Gleichung (1.5) schreiben als

H-1(Q)x H(Q)

/ <%u(- 1)+ Au(-, ) — F(1), o[- ,t>> dt =0 fiir alle v € Ly(0, 73 Hy(42).

Somit ist die Definition einer schwachen Losung dquivalent zu der Operatorschreibweise

2u%—Au-F in Ly(0,T; H (),

ot (1.6)

Tiu=uy  in H=LyQ).

Fiir allgemeine Sobolev—Raume W.}(0,T;V, H) gilt fiir Evolutionsgleichungen der Gestalt
(1.6) folgender Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

Satz 1.16. Sei V. C H C V* ein Gelfandscher Dreier, F € Ly(0,T;V*) und uy € H.

Weiters sei A : Ly(0,T;V) — Lo(0,T;V*) ein beschrinkter und V —elliptischer Operator,

das heifit es existieren positive Konstanten ci, ¢4, sodass

(Au,0) ey < G lully vl fiir alle u,v €V,

(Au, u)ye oy > cull} fir allew e V

gilt. Dann besitzt die Problemstellung

%u +Au=F in L2<07 T V*)v

’y(l)nttu = Uo in H7
eine eindeutig bestimmte Losung u € W3 (0,T;V, H) und es gilt die Stabilititsabschitzung
||U||W21(0,T;V,H) < ¢ [||F||L2(0,T;V*) + ||U0||H] mit ¢g > 0.
Beweis. Siehe zum Beispiel [11, 33, 35]. O

Mithilfe des allgemeinen Satzes 1.16 folgt die eindeutige Losbarkeit eines inhomogenen
Dirichlet—Randwertproblems durch Homogenisierung.
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Satz 1.17. Fir f € Ly(0,T; H1(Q)), up € L2(Q) und g € W3 (X) existiert genau eine
schwache Lésung u € W3 (0,T; H (), Lo(Q)) des instationdren inhomogenen Dirichlet—
Randwertproblems

—u(z,t) — Au(x,t) = f(x,t)  fir (x,t) €Q,
w(z,t) =g(x,t)  fir (z,t)€X,
u(z,0) = ug(x) fir (x,0) € %.

(1.7)

Fiir diese Losung gilt die Stabilitdtsabschdtzung

lullwa o, rsm @), ma0)) < € |1 aomsm-1@) + 191wy + lluoll )| mit ¢ > 0. (1.8)

Beweis. Da g € W, (X) ist, gibt es wegen Satz 1.14 ein u, := Eg € WS (0,T; H(Q2), L2(Q))
mit .
gz, t) = Youg(x,t) fiir alle (z,t) € ¥
und
H59HWg(o,T;Hl(Q),Lg(Q)) < CITHQHWQ(E)'
Einsetzen von u = uy + u, in die Variationsgleichung (1.5) liefert

T T

0
/<EUH(7t)7U(’t)> dt+/<AuH( 7t),1}( 7t)>H*1(Q)XH3(Q)dt =
/ HO@xHY@)

- / (£60= Galeo) = Augfe.).0(.0)) t =: F(v).

H-1(2)x HY ()
(1.9)
Nach [28, Lemma 4.1 und Theorem 4.3] ist der Operator A : Hy(Q) — H () beschréinkt
und H}(Q)-elliptisch, das heifit es gilt
<Auvv>H*1(Q)><H§(Q) < C§4||U||H1(Q)||U||H1(Q) fiir alle u,v € H'(Q),

(A, ) g @)y = < Ul o) fiir alle u € Hy(9)

mit ¢!, ¢4 > 0. Die Beschriinktheit der linearen Abbildung F : Ly(0, T; HL(2)) — R ergibt
sich aus der Beschrinktheit von A und durch die Anwendung der Cauchy—Schwarzschen
Ungleichung:

0 .
FOIS (oo + | 0 b uugHLQ(O,T;Hlm))] T

L2(0,T;H-1(Q))

[ A
< _”fHLg(o,T;Hfl(Q)) + \/imax{l, Ca }||ug||W21(07T;H1(Q),L2(Q))j| HUHLQ(O,T;Hl(Q))
< _||f||L2(0,T;H*1(Q)) + \/§maX{1, C2A}CIT||9||W21(Z‘)] ||U||L2(O,T;H1(Q))

F
<& 1 lorr-scan + Ntz | 10l ooy
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Wegen Satz 1.9 ist weiters
Yot = o — Yoy g € La(9).

Somit gibt es wegen Satz 1.16 eine eindeutig bestimmte schwache Losung
ur € Wy(0,T5 Hy (), Lo(2))

mit ug(x,0) = ug(x) — Y ug(x, 0) fiir fast alle 2 € Q. Diese erfiillt die Stabilitétsabschét-
zung

int

||UH||W21(0,T;H5(Q),L2(Q)) < G [”FHLQ(O,T;H*l(Q)) + HUO - 70,tUgHL2(Q)}
< & (Ifllzaorr—s(a + I9lhway ) + loll ey

+ CTHug|’W21(0,T;H1(Q),L2(Q))i|

IN

e (1 a0y + lgllwgsy ) + ol
+ CTCITH.QHW;(Z)}
< [ N0t + 190wy + Mol ey
Somit folgt mithilfe der Dreiecksungleichung die Stabilitdtsabschdtzung
||u||W21(O,T;H1(Q),L2(Q)) = |lum + UQHWQl(O,T;Hl(Q),Lg(Q))

< luallwpozm @), Lo + H“g||W21(0,T;H1(Q),L2(Q))

< Nwnllwsorm @), o) + gl =)

< s 1l py0.m-10) + 19lwa ) + [lwoll 0| -

1.3 Eindeutige Losbarkeit des optimalen
Kontrollproblems

Wegen der eindeutigen Losbarkeit des instationdren Dirichlet—~Randwertproblems (1.7) (sie-
he Satz 1.17) kann zu jeder Steuerung z € Ly(0,T; Lo(R2)) = Lo(Q) der Zustand

u € Wy(0,T; H' (), La(9))
bestimmt werden. Somit ist der Losungsoperator

G 1 Lo(0,T; Ly(Q)) x WA(E) x Ly(Q) — W(0,T; HY(Q), La(R2))
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wohldefiniert und kann aufgrund der Linearitdt der Differentialgleichung (1.2) geschrieben
werden als

G(z,9,u0) = N(z) + W(g) + M (uo).
Wegen der Stabilitdtsabschiatzung (1.8) sind die linearen Operatoren
N : Ly(0,T; Ly(2)) — Wy (0, T; HY(Q), Ly (52)),
W WH(Z) — WH(0,T; H'(2), Ly(92)),
M : Ly(Q) — Wy (0, T; H'(Q), La (%))

beschrinkt. Das heift, es existieren positive Konstanten ¢, ¢} und ¢!, sodass
HN<f>ng(o,T;Hl(Q),LQ(Q)) < CéVHf”Lz(O,T;LQ(Q)) fiir alle f € Ly(0, T} Lo(2)),
HW(9>HW21(O,T;H1(Q),L2(Q)) < CgVHgHWQl(E) fiir alle g € W (%),
1M (o) |3 0,711 (), 12002)) < e [lutoll 0 fiir alle ug € L2(€2)

gilt. Um nun die eindeutige Losbarkeit des optimalen Kontrollproblems (1.1)—(1.3) zeigen
zu konnen, wird mithilfe des Losungsoperators G ein reduziertes Minimierungsproblem
eingefiihrt. Definiert man den linearen und beschriankten Operator

S . LQ(O,T, LQ(Q)) — LQ(ZT) = LQ(Q)

als S := i N(z), so kann das Kostenfunktional (1.1) geschrieben werden als

int

1 1
T(w.2) = gl =l + 502050

]. in _ 2 ]. 2
= §H’>’T,§G(Z>9>Uo) - “HL2(2T) + §QHZHL2(Q)
1 in in in —112 1 2
= 5‘ ’VT,EN(Z> + VT;W(Q) + VT,EM(UO) - “”LQ(ZT) + §Q||Z||L2(Q)
1 = inf in 2 1 2
= 5“5(2) — (= vFW (g) — i M (uo)) HLZ(ET) + §QHZ||L2(Q)
= J(2).

Definiert man @ := @ — 7y (W(g) + M(up)) € Ly(Xr) und die Menge der zuléssigen
Steuerungen als

Zaa =A{2 € La(0,T; La(Q)) : zo(x,t) < 2(x,t) < 2p(x,t) fiir fast alle (z,t) € Q},

so lasst sich das optimale Kontrollproblem (1.1)—(1.3) als folgendes reduziertes Minimie-
rungsproblem schreiben: Gesucht ist die optimale Steuerung 2z € Z,4, sodass

. - . 1 _ 1
5= min 76 = min {1560 - 0l e+ olilig | (L10)

2€7244 2€244
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gilt. In der Bakkalaureatsseminararbeit [19] wurde fiir Minimierungsprobleme der Gestalt
(1.10) ein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen dieser Minimierungs-
probleme bewiesen.

Satz 1.18. Es seien (Z,(-,-),) und (U,(-,-);) 2wei reelle Hilbertraume. Weiters sei Zqq C
Z eine nichtleere, abgeschlossene und konvere Menge. Ferner sei S : Z — U ein linearer
und beschrdnkter Operator. Dann besitzt die Minimierung des Funktionals

1 o1
J(z) = SlI5(2) - ally + §QHZH2Z

fiir jedes u € U und o > 0 eine optimale Losung z2 € Z,q. Das heifit, es gilt
J(2) = min J(2).

2€7244
Fiir o > 0 st diese eindeutig bestimmdt.

Beweis. Siehe zum Beispiel [19, Satz 2.13, Korollar 2.14] oder [31, Satz 2.14, Satz 2.16]. O

Um die eindeutige Losbarkeit des reduzierten Minimierungsproblems und somit die ein-
deutige Losbarkeit der Aufgabenstellung (1.1)—(1.3) zeigen zu konnen, miissen nun die
Voraussetzungen des Satzes 1.18 {iberpriift werden. Es bleiben somit nur mehr die notwen-
digen Eigenschaften der Menge Z,4; nachzupriifen:

Lemma 1.19. Die Menge der zuldssigen Steuerungen Z,q ist eine nichtleere, abgeschlos-
sene und konvexe Teilmenge von Lo(Q).

Beweis. Analog wie der Beweis von [19, Lemma 2.18]. O

Da S : Ly(0,T5 Lo(S2)) — Lo(3r) ein linearer und beschrénkter Operator ist, folgt mit
Hilfe von Lemma 1.19 und Satz 1.18 fiir o > 0 die Losbarkeit sowie fiir o > 0 die eindeutige
Losbarkeit der Aufgabenstellung (1.1)—(1.3).

1.4 Optimalititssystem

In diesem Abschnitt wird fiir die Aufgabenstellung (1.1)—(1.3) eine dquivalente Formulie-
rung hergeleitet. Dazu wird eine allgemeine Aussage iiber quadratische Optimierungsauf-
gaben in Hilbertraumen verwendet, die in der Bakkalaureatsseminararbeit [19] bewiesen
wurde.

Satz 1.20. Es seien (Z,(-,-),) und (U, (-,-)) 2wei reelle Hilbertraume. Weiters sei Zoq C
Z eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Menge, u € U, 0 > 0 und S : Z — U ein
linearer und beschrinkter Operator. Dann sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:

ZEZad ZEZad

1 5 1 9
) )= mn £e) = amin { 5186) — o+ el

i) (S*(S(2) —u)+02,2—2), >0 fir alle z € Zy,.
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Beweis. Siehe zum Beispiel [19, Satz 3.8] oder [31, Satz 2.22]. O

Damit Satz 1.20 auf das reduzierte Minimierungsproblem (1.10) angewendet werden kann,
muss der adjungierte Operator S* : Ly(37) — Lo(0,77; Lo(2)) von S : Ly(0,T; La(Q2)) —
Ly(37) bestimmt werden. Dazu wird das instationdre Randwertproblem

0 fir (z,t) € Q,
p(z,t) =0 fir (x,t)eXx
w(z) fir (z,7) € Xp

(1.11)

betrachtet. Eine schwache Losung p € W} (0,T; HL(Q), Ly(Q)) der Differentialgleichung
(1.11) muss somit die Gleichung

T T
_ / <gp( 1), q(- 71§)> dt + //pr(x,t) - Vaq(z,t)dadt = 0 (1.12)
J t H-1(Q)x H(Q) ;)

fiir alle ¢ € Ly(0,T; HY(Q2)) und die Bedingung p(z, T) = w(x) fiir fast alle z € Q erfiillen.

Satz 1.21. Die Differentialgleichung (1.11) besitzt fir w € Ly(X7) genau eine schwache
Lisung p € W0, T; HL(Q), Lo(Q)) und es gilt die Stabilititsabschitzung

||p||w21(o,T;H5(Q),L2(Q)) < CHwHLz(ET)'
Beweis. Betrachtet man die Transformation ¢ = 7" — 7 und definiert
plz, 1) :=plz, T — 1) = p(z,1),
so ergibt sich fiir fast alle (x,7) € ¥r die Bedingung
p(z,0) =p(x,T) = w(z).

Weiters gilt fiir das erste Integral der Gleichung (1.12) mit der Transformation t =T — 7
die Beziehung

T
0
J H1 (@)X (9)
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/
/ Vep(z,7) - Vig(z, 7)dadr.

Somit lésst sich die Gleichung (1.12) schreiben als

T T

0
[ (5t matn) ar+ [ [ Vaptar) Vagte.mydedr =0 (113
s NI H-L(Q)x H} () A

fiir alle G € Lo(0,T; Hi(9)). Weiters gilt die Bedingung
p(x,0) = w(z) fir fast alle x € Q. (1.14)
Nach Satz 1.16 existiert genau ein p € W3 (0, T; Hy(€2), L2(£2)) mit der Stabilitdtsbedingung

||I5||W21(0,T;H1(Q),L2(Q)) < CSHw“LQ(Q)’

welches die Gleichung (1.13) und die Bedingung (1.14) erfillt. Nach Riicktransformation
von p = p(z,7) mit 7 =T — t ergibt sich die Aussage des Satzes fiir

IS W21<07 T; Hol(Q)v LQ(Q))

Der néchste Satz liefert eine Aussage iiber den adjungierten Operator S* von S.

Satz 1.22. Sei z € Ly(0,T; Ly(Q)) und u = N(z) € WJ(0,T; H} (), Ly(Q)) die schwache
Lésung der Differentialgleichung

0
— —A
tu(az,t) u(z,t)

z(x,t)  fir (z,t) €Q,
u(z,t) fir (x,t) € 3, (1.15)
u(z,0) fir  (z,0) € Xq.

Somit ist S(z) = YEiN(2) = yyu. Sei nun weiters S*(w) = p € W5(0,T; Hy(2), Ly(Q2))
die schwache Lésung der Differentialgleichung

0
0

o)~ (e ) =0 fir (1) €Q,
p(z,t) =0 fir (z,t) € X, (1.16)
p(z, T) =w(x)  fir (z,T)€ Tp.

Dann gilt
<S(Z>7w>L2(ZT) = {(z, S*<w)>L2(Q)'
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Beweis. Da u € W} (0,T; H} (), Ly(Q)) die schwache Lésung der Differentialgleichung
(1.15) ist, erhédlt man durch Einsetzen von v = p in die schwache Formulierung den Zu-
sammenhang

T T

0
/ <§u( 1), p(- ,t)> dt + //V$u(x,t) - Vep(z, t)dadt
H-1(Q)xH}(Q) s

_ O/ Q/ “(, )p(, £)dwdt.

Setzt man fiir ¢ = u in die schwache Formulierung (1.12) der Differentialgleichung (1.16)
ein, so ergibt sich

T T
—/<gp(',t),u(',t)> dt+//pr z,t) - Vyu(z, t)dedt = 0.
0 ot H- ><HO -

Wendet man die in Satz 1.10 erklérte partielle Integration beziiglich der Zeit an, so erhéalt
man weiters

T
19) in in
[ (Gute0.06.0) t = (W, ),
/ H-1(Q)x H} ()

T
+ //pr(x,t) - Vu(z, t)dedt = 0.
0 0

(1.17)

(1.18)

Durch die Subtraktion der Gleichung (1.18) von der Gleichung (1.17) und durch das Ein-
setzen der Beziehungen S(z) = yiu und v#p(z, t) = w(x) fiir fast alle (z,t) € Xr, ergibt
sich mit

<5(2),W>L2(2T) = (z, S*(w)>L2(Q)

die Behauptung des Satzes. O]

Mithilfe von @ = @ — v (W(g) + M(ug)) wurde das optimale Kontrollproblem (1.1)-
(1.3) geschrieben als reduziertes Minimierungsproblem: Gesucht ist die optimale Steuerung
Z € Z,q, sodass zZ das quadratische Funktional

~ 1 _ 1
F(2) = 5I8() = @l o) + 5ell2lae (119)

minimiert. Nach Satz 1.20 ist das reduzierte Minimierungsproblem (1.19) &quivalent zur
Variationsungleichung

(S™(S(2) —w) + 02,2 — 2) 1,9y = 0 fiir alle z € Zyq. (1.20)
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Weiters gilt die Beziehung
S(2) —w =y N(2) —w
= 1PN (2) — u+ 7 (W(g) + M (uo))
=71 (N(2) + W(g) + M(uo)) — u
= ;}EG(’%797UO) —u
Definiert man nun den Zustand
u:=G(Z,g,up) (1.21)
und den adjungierten Zustand
b= S%(S(2) — 1)
= S"(vriG(2, 9,u0) — w)
= S* (v — a), (1.22)
so wird die Variationsungleichung (1.20) zu
(D+0%2=2)1,0 20 firallez € Zy. (1.23)

Wendet man die Definitionen des Operators G und die in Satz 1.22 bewiesene Darstellung
des adjungierten Operators S* fiir die Gleichungen (1.21)-(1.22) an, so ergibt sich mit der
Variationsungleichung (1.23) ein zum optimalen Kontrollproblem (1.1)—(1.3) dquivalentes

Optimalitétssystem:

Gesucht sind der optimale Zustand @ € W, (0,T; H'(Q), Ly(Q2)), der optimale adjungierte
Zustand p € W3 (0,T; H3 (), L2(2)) und die optimale Steuerung 2 € Ly(0,T; Lo(2)) als

schwache Losungen der Differentialgleichungen

%ﬁ(x,t) — Au(z,t) = 2(x,t) fir (x,t) € Q,
u(z,t) = g(x,t) fir (z,t) € X,
u(z,0) = ug(x) fir (z,0) € Xy,
und
J . . ,
—ap(x, t) — Ap(z,t) =0 fir (z,t
plx,t) =0 fir (x,t

plz,T) = 'y%gﬁ(x,T) — u(x) fir (x,7T) € X,

und der Variationsungleichung

(P+02,2—2)1,0 20 fiir alle z € Z4.

(1.24)

(1.25)

(1.26)
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Sind keine Restriktionen an die Steuerung vorgegeben, also Z,q = Lo(Q), so wird die
Variationsungleichung (1.26) zur Variationsgleichung

(P+ 0% 2) 1,00 =0 fiiralle 2 € Ly(Q).

Die Schwierigkeit im Losen des Optimalitéitssystems liegt darin, dass der Zustand @ zum
Zeitpunkt ¢ = 0 und der adjungierte Zustand p zum Zeitpunkt ¢ = 1" gegeben sind. Im
néchsten Kapitel wird fiir das Optimalitatssystem eine mogliche Diskretisierung mittels der
Discontinuous Galerkin Methode hergeleitet. Dabei wird der gesamte Raum—Zeit—Zylinder
diskretisiert.



2 Diskretisierung

In diesem Kapitel wird das Optimalitétssystem (1.24)—(1.26), welches in Kapitel 1 herge-
leitet wurde, fiir den Fall Z,; = Lo(Q) diskretisiert. Dazu wird eine diskrete Variations-
formulierung im ganzen Raum-Zeit—Zylinder Q = 2 x (0,7") hergeleitet. In [7] wird der
Raum-Zeit—Zylinder mithilfe der Finiten Differenzen Methode diskretisiert. Hier wird fiir
den elliptischen Anteil ein Ansatz mittels der Discontinuous Galerkin Methode wie in [23]
vorgenommen. Fiir den zeitlichen Anteil wird ebenfalls die Discontinuous Galerkin Metho-
de wie in [30] verwendet. Fiir ein weiteres Studium der Discontinuous Galerkin Methode
sei hier auf [2, 3, 17, 23] verwiesen.

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die zur Diskretisierung benétigten Begriffe eingefiihrt. Dabei
wurden die Bezeichnungen wie in [28] verwendet.

Betrachtet wird der beschrinkte Raum-Zeit-Zylinder Q = Q x (0,7) C Rl d = 1,2,3.
Dabei wird angenommen, dass der Raum—Zeit—Zylinder @) entweder polygonal (d = 1),
polyhedral (d = 2) oder polychoral (d = 3) berandet sei. Sei nun eine Folge {7y} oy von
Unterteilungen

N
Q=Ty= Uﬂ;
k=1

in Finite Elemente 7, gegeben. Dabei werden die einfachsten Finiten Elemente betrachtet.
Fiir d = 1 sind diese durch Dreiecke, fiir d = 2 durch Tetraeder und fiir d = 3 durch
Pentatope gegeben.

Definition 2.1 (Zuldssige Zerlegung). Fine Zerlegung Ty heifit zulédssig, falls zwei be-
nachbarte Elemente entweder eine Kante (d = 1,2,3), ein Dreieck (d = 2,3) oder einen
Tetraeder (d = 3) gemeinsam haben. Zwei Elemente heiffen benachbart, wenn der Durch-
schnitt der Abschliisse dieser Elemente eine k—dimensionale Mannigfaltigkeit mit k < d
erqibt.

Hier muss eine Zerlegung 7y im Allgemeinen nicht zuléssig sein, das heifit, es sind hdngende
Knoten erlaubt, siche Abbildung 2.1. Die Uberlappung von je zwei Elementen ist jedoch
nicht erlaubt.

Definition 2.2 (Inneres Element, Randelement). Sei Ty eine Zerlequng. Weiters seien
Tk, Te € Ty zwei benachbarte Elemente. Dann wird mit

Do =Tk N7y flirk</?

27
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ein inneres Element bezeichnet, falls Ty, eine d—dimensionale Mannigfaltigkeit beziiglich

R 4st. Die Menge aller inneren Elemente der Triangulierung Ty wird mit Iy bezeichnet.
Falls der Durchschnitt

T ::?kﬂaQ;&@

nichtleer ist, so wird mit 'y, ein Randelement bezeichnet. Weiters beschreibt Ry die Menge
aller Randelemente der Triangulierung Ty .

Tk

Tre

Te

Abbildung 2.1: Ein inneres Element 'y, mit Normalenvektor n,, fiir d = 1.

Jedes innere Element 'y, € Zy besitzt einen Normalenvektor n;,, dessen Richtung nicht
eindeutig bestimmt ist. Hier wird die Richtung eindeutig festgelegt, indem der Normalen-
vektor n,, fir & < ¢ nach auflen beziiglich des Elements 7, zeigt, siche Abbildung 2.1.
Deshalb wird in den folgenden Abschnitten fiir ein inneres Element I'y, € Ty die Bedin-
gung k < ( gefordert. Fiir Randelemente I'y, € Ry wird fiir den Normalenvektor n, der
nach auflen gerichtete Normalenvektor beziiglich des Randes 0@ verwendet.

Definition 2.3 (Volumen, lokale Maschenweite, Durchmesser, Radius). Sei 7, € Ty ein
Finites Element. Dann wird mait
Ay = / dxdt

Tk

das Volumen und mit
hy = A/

die lokale Maschenweite des Finiten Flements 1, definiert. Weiters bezeichnet

dy, = sup |(z1,t1) — (22, t2)]
(w1,t1),(w2,t2) €T

den Durchmesser des Finiten Elements 1,. Der Radius r;, des Finiten Elements Ty, ist
definiert durch den Radius der gréften in 1, enthaltenen Kugel

By, (zk, ty) == {(z,1) € R |(z,t) — (2, )] < i} C Th
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Definition 2.4 (Formregularitit). Die Finiten Elemente 1y, einer Unterteilung Ty heiffen
formregulér, falls eine Konstante cp > 0 existiert, sodass

dp < cpry firallek=1,...,N
unabhdngig von N gilt.

Definition 2.5 (Globale Maschenweite, global gleichméBig). Fiir eine Zerlequng Ty ist
die globale Maschenweite definiert durch

h = hpax := max hy.
k N

Dann heifit die Familie von Unterteilungen Ty global gleichméafBig, falls eine von N unab-
hingige Konstante cq > 1 existiert, sodass fir alle Triangulierungen Ty

hmax

hmin

< cg

qgilt.
Fiir innere Elemente ldsst sich der Sprung und der Mittelwert definieren:

Definition 2.6 (Sprung, Mittelwert). Sei e = I'yy € Zn ein inneres Element der Unter-
teilung Ty . Dann wird mit

W] (z,t) == v (x,t) — v, (2,t)  fir alle (z,t) € e =Ty mit k < ¢

der Sprung und mit

(V) (z,t) := % [0 (2, 8) + v, (2, 8)]  fiir alle (z,t) € e =Ty

der Mittelwert beziiglich des inneren Elements e bezeichnet.

Lemma 2.7. Sei e € Iy ein inneres Element der Unterteilung Ty. Fiir zwei Funktionen
w,v gilt dann die Beziehung

[uv] (x,t) = [u] (@, t)(v) (2, t) + (u) (x,t)[v] (x,t) fir alle (x,t) € e. (2.1)

Beweis. Nach Definition 2.6 folgt die Behauptung fiir e = ', mit

[U‘]e<v>e + <u>e[v]e = (U|Tk - usz)%(UlTk + U\Tz) + %(Ulm + usz) (U|Tk - UW)

(“Ulm = Ujr,Vlry, + U Vjr, — UV,

N | —

+ WV, + Ujr U, — Ujr, Uy, — U}, )

= UV}, — UV, = [uv),.
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Weiters wird ein anisotroper Sobolev-Raum eingefiihrt. Dazu sei 7 C R fiir d = 1,2, 3
ein beschrianktes Gebiet. Dann wird fiir alle s,, s; € Ny durch

He=% (1) :={v € Lo(1) : D" D% v € Lo(7) fiir alle |a,| < s, 00 < 51}

ein anisotroper Sobolev—Raum erklart. Dabei ist «, ein Multiindex der Dimension d und
a; € Ny. Der Raum H****(7) wird versehen mit der Norm

ar Yo 2
||U|H5z,s,s(7) = Z DD UHLQ(T)

ar<st
‘Oéac|§5x

Fiir jede Unterteilung 7y lésst sich nun ein stiickweiser anisotroper Sobolev—Raum defi-
nieren:

Definition 2.8. Fiir das Gebiet Q sei eine Unterteilung Ty in Finite Elemente 1, € Ty
gegeben. Dann wird fiir s., sy € Ng mit

H*=*(Ty) = {v € La(Q) : vjr, € H**' () fiir alle 7 € Ty }

ein stiickweiser Sobolev—Raum definiert. Weiters ist fir alle v € H***(Ty) durch

N
Hsaost(Ty) "= [Z [v]
k=1

eine Norm in H****(Ty) gegeben.

2

2
Il H<>]

2.2 Variationsformulierungen

In diesem Abschnitt wird fiir das Optimalitétssystem (1.24)—(1.26) fiir den Fall Z,; =
Ly(Q) eine diskrete Variationsformulierung mittels der Discontinuous Galerkin Methode
hergeleitet. Dazu wird vorerst eine allgemeine Form der Zustandsgleichung diskretisiert.
Anschlieflend wird in &hnlicher Weise eine diskrete Variationsformulierung fiir die adjun-
gierte Zustandsgleichung hergeleitet.

2.2.1 Zustandsgleichung

Betrachtet wird das instationére Dirichlet-Randwertproblem

0
au(x, t) — Au(x,t)

Il
(g

(x,t)  fir (z,t) €Q,

uw(z,t) =gz, t)  fir (x,t) €3,
u(z,0) = up(x) fir (z,0) € X.

(2.2)
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Im Folgenden wird nun eine Variationsformulierung fiir die Aufgabenstellung (2.2) her-
geleitet. Dazu wird zundchst angenommen, dass die Losung u von (2.2) eine klassische
Losung ist. Das heifit, die Losung v und deren Ableitungen sind stetig. Somit gelten fiir
die Spriinge an einem inneren Elements e € Zy die Beziehungen

[u] (z,t) =0 und [n,-Vyu] (x,t) =0 fir alle (z,t) €e.

Fiir die Variationsformulierung wird die Differentialgleichung in (2.2) mit einer Testfunk-
tion v € H**(7y) multipliziert und iiber den Raum—Zeit-Zylinder ) integriert:

/%u(m,t)v(x,t)dq—/Au(x,t)v(x,t)dq:/f(x,t)v(:v,t)dq. (2.3)

Q Q Q

Dabei ist dg := dxdt. Teilt man das erste Integral auf der linken Seite der Gleichung (2.3)
auf die Unterteilung 7y auf, so erhélt man

/a (x,t)v xtdq-Z/—uwt ,1)dg.

Die partielle Integration beziiglich der Zeit ¢ liefert

N
:—Z/u(x,t) xtdq—i—Z/ntmt (x,t)v(z, t)ds,.
k=17

k= 187k

Das Aufteilen der Summation der Rander 01, auf die inneren Elemente und auf die Ran-
delemente ergibt

:—Z/ xt—vxtdq—i—Z/nthtuv (x,t)ds,

e€ln e

+ / ne(z, t)u(z, t)v(x, t)ds,.

YoUXr

Dabei ist das Randintegral beziiglich dem Rand ¥ gleich Null, da hier das Gebiet () als
konstant vorausgesetzt wird. Fiir den Ausdruck beziiglich der inneren Elemente e = 1"y, €
Iy gilt wegen Lemma 2.7 die Beziehung

/ na(, B)uv), (z, £)ds, = / (e, )[ul, (2, ) (0), (, t)dsy + / e, ), (2, 1) o], (2, £)dls,.

€ € e



32 2 Diskretisierung

Da die klassische Losung u stetig ist, gilt weiters

_ / na(, ) (), (z, £)[0], (x, t)ds,

€

_ / na(z, Yl (z, 1)[v], (z, t)ds,.

Tre
Dabei ist der Upwind w,,, fiir ein inneres Element I'y, € Zy mit k < ¢ definiert als

t) fi >
upy (w,t) = U (2, ) ?r ne 20, fir alle (z,t) € I'y, mit k < /.
Uy, (2, t)  firng <0

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung w(z,0) = wug(x) kann die Gleichung (2.3)
somit umgeschrieben werden zu:

_Z/ xt xtdq—/Auxt v(z, t)dq+/ (z, t)v(z, t)ds,

X7

+ > / z, Ou® (x, 1) [v], (x, t)ds, = /f x, t(z, t)dq+/uo(x t)o(z, t)ds,.
e= FMEINFM o
(2.4)
In dhnlicher Weise wird nun das zweite Integral auf der linken Seite von (2.4) behandelt.
Dazu wird der Raum—Zeit—Zylinder ) auf die Unterteilung 75 aufgeteilt

/Au(xt) Z/Auxt (z,t)dg.

Q

Die partielle Integration nach dem Ort x liefert weiters

N
Z/Vuxt vatdq—Z/ - Veu(z, t)v(z, t)ds,.

k= lﬁrk
Das Aufteilen der Summation in innere Elemente und Randelemente ergibt

—Z/Vuxt Vv:ctdq—Z/n - Vywl (z,t)ds,

e€ln e

- /Qw - Vou(z, t)v(z,t)ds,.

P
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Fiir den Ausdruck iiber die inneren Kanten e € Zy gilt wegen Lemma 2.7 folgende Bezie-
hung

[ e+ Vol (o 00, = [, Vol (o) {0h 2,05, + [ (o, Vo), (o0, 2, )ds,

Da alle Ableitungen der Losung u stetig sind, ergibt sich

:/mfmmmwmmwﬁw

e

Somit gilt die Beziehung

- /Au(x,t)v(x,t)dq = Z/qu(x,t) - Vvu(x,t)dg
Q = (2.5)

3 [ b VO 0y~ [, Bt ot s,

ecln e D)

Um die Symmetrie und die Stabilitdt der resultierenden Variationsformulierung zu ermog-
lichen, werden weitere Gleichungen zur Gleichung (2.4) addiert. Da die Losung u stetig ist,
gilt fiir ein beliebiges ¢ € R

€ Z / - V,u) (x,t)dsy = 0. (2.6)
e€ln e
Am Rand ¥ ergibt sich wegen der Dirichlet—Randbedingung die Beziehung

&?Z/ (x,t)n vatdsq—az/ (x,t)n, - Veu(x, t)ds,. (2.7)

e€ERN e e€ERN e
eCX eCX

Um die Stabilitdt gewéhrleisten zu konnen, wird die Bilinearform

70 u0) = w/_ﬂﬁ L 0) . (o, ), (),

CEIN
||ﬁ/ u(x, t)v(z, t)ds,

eingefiihrt. Dabei sei o auf jedem inneren Element und auf jedem Randelement als konstant
vorgegeben. Da u eine klassische Losung der Aufgabenstellung (2.2) ist, gilt

eERN
eCy

J7P (u,v) \e[ﬂ/ z, t)v(z, t)ds,. (2.8)



34 2 Diskretisierung

Durch das Einsetzen der Beziehung (2.5) in die Gleichung (2.4) und durch die Addition
der Gleichungen (2.6)—(2.8) ergibt sich die folgende Variationsformulierung: Gesucht ist
u € H**(Ty), sodass

- u(z, t (x,t)dg + (z, t)v(x, t)ds, + V.u(z,t) - Vyu(x, t)d
> [ o [ >/ :

S

ecIn e
- Z / -Vou(z, t)v(z,t) —eulx, t)n, - va(x,t)}dsq

eegzN N

‘ (2.9)
) (2, )y (2, ) o], (, )ds, + TP, v)

e=Ige EINFM

/fxt xt)dq—i—/uo(as t)o(z, t)dsq+62/ (x,t)n, - Vyu(z, t)ds,

eERN e
z, t)o(z, t)ds
e|ﬁ/ !

eCY
fir alle v € H*>®(7y) erfiillt ist. Falls die Losung u der Variationsformulierung (2.9) in
H?'Y(Ty) liegt, so ist laut Konstruktion u auch eine schwache Losung der entsprechenden
Variationsformulierung (1.5), siche Definition 1.15. Definiert man die Bilinearformen

a.(u,v) = Z/qu(x,t) - Vvu(x,t)dg

EERN
eCy

- Z / -Veu(z, t)v(z, t) — eu(z, t)n, - va(x,t)}dsq + J70 (u,v),

b(u,v) = Z/ xt v(z,t)dq,

co(u,v) = /u(:z:,t)v(m,t)dsq,

3o

cr(u,v) == /u(a:,t)v(x,t)dsq,

3
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do(u,v) == Y ng(z, Yl (z, 1) [v], (2, t)ds,

e=I"ke GINFM

und die Linearform

G:(v) :=¢ Z /g(az,t)ﬁgc -Vu(z, t)ds, + Z

eERN e e€ERN
eCY eCY

# / g(x, t)v(z, t)ds,,

so lasst sich die Variationsformulierung (2.9) schreiben als

—b(u, v) + ac(u,v) + ep(u,v) + do(u,v) = (f,v) 4 + couo, v) + Ge(v). (2.10)

2.2.2 Elliptizitit

Schrankt man die Variationsformulierung (2.10) auf einen diskreten Teilraum ein, so ergibt
sich eine diskrete Variationsformulierung. Ein solcher Teilraum ist zum Beispiel der Raum
der stiickweise stetigen Polynome der Ordnung r € N:

D.(Txn) := {v 2V, € Pr(7y) fiir alle 7, € TN} )

Hierbei bezeichnet P,(7;) den Raum der Polynome auf 7, vom Grad kleiner oder gleich
r € N. Im weiteren wird auf dem diskreten Teilraum D,.(7y) beziiglich der Energienorm

N
g 1 2
el o= DIVl + I )+ 5 Nl sy + S ||Vl ), w)]
k=1 ecln
. N 2 g \/— 2 g 2
= Vsl + 2 1 Vs, 3 el
k=1 ecln eE?ZN

1
5 |l s + Y ||V,

! ]
ecln L2 (6)

die Elliptizitit der Bilinearform
aDG(ua U) = _b(u> U) + CT(ua U) + dO(“a U) + as(“a U)
untersucht. Dazu werden die folgenden Lemmata benétigt:

Lemma 2.9. Fir ein inneres Element e = 'y, € In, k < £, mit dem Normalvektor n und
u € D,(Ty) gilt fiir den Upwind wy, die Beziehung

upy (@, t) = (u) (x,t) + %Sign(nt)[u]e(aﬁ, t) fir alle (x,t) € e.
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Beweis. Die Behauptung ergibt sich durch

%[“Im (x,t) + wr, (2, t) + sign(ny) (u|7,c (z,t) — ur, (z, t)) }
{um(x,t) fiir n, > 0,

ujr, (z,t)  fiir ng <0

(1) + Ssign(n) o] (2,1) =

= wuyy (z,t).

Lemma 2.10. Seie =Ty, € Iy ein inneres Element. Fir u € D.(Ty) gilt

[W?] (x.t) = 2(u) (x,t)[u] (2, t) fir alle (z,t) € e.

Beweis. Das Einsetzen der Definitionen fiir den Sprung und den Mittelwert ergibt die
Behauptung mit

2(u)€(:c,t)[u]e(:1:,t) = (u|Tk(x> ) + u\Te(‘Tut)) (ulTk(x7t) - UW(mvt))
= (i (@,1)" = (up(2,1))°

= [u*] (x,1).

t
t

Mit Hilfe der obigen Lemmata lésst sich der folgende Satz zeigen:
Satz 2.11. Firu € D,.(Ty) gilt

—b(u,u) + er(u,u) + do(u, u) = [HUHL2 sousy) T Z H\/\n_t ]

Beweis. Das Einsetzen der Definitionen der Bilinearformen ergibt

—b(u, u) + cr(u,u) + do(u, u) Z/ u(z, t u(x t)dq+/(u(x,t))2dsq

Xr

+ Z /ntuu z,t)[u] (z,t)ds,.

e=I"re€ln e

Mit der Beziehung ufu = 22 (4?) und mit Hilfe von Lemma 2.9 erhilt man weiters
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Das Anwenden des Satzes von Gaufl und Lemma 2.10 liefert

=32 [l 02 ds, + [ e oyas,

k:167'k ET
1

Ty 2 / [ [u?], (2, 1) + || [ul? (. )] dis,.
e=I'w€In ",

Das Aufteilen der Summation der Rander 01, auf die inneren Elemente und auf die Ran-
delemente ergibt dann schlieflich die Behauptung des Satzes

1 2
— 5 [nuuh@m) + 3 | Vi,

2
e€ln 2( )
D

Um nun die Elliptizitét der Bilinearform apg(-, -) zeigen zu kénnen, muss die Bilinearform
ac(+,-) noch geeignet abgeschétzt werden. In der Masterseminararbeit [20] bezichungsweise
in [23] ist dies fiir den rein elliptischen Fall durchgefiihrt.

Betrachtet man unter Anwendung von Satz 2.11 fiir ein v € D,(7y) die Bilinearform
apg(u, u), so ergibt sich:

apc(u, u) = a:(u,u) — b(u,u) + cr(u,u) + do(u, u)

- ; / Veu(z,t) - Veu(r,t)dg

e€ln e
— Z / [@x -Veu(z, t)u(z, t) — eul(x, t)n, - Veou(z, t)} ds, + J7 (u, u)
eERN e
eCY
1 9 2
5 Il somn + D ||Vl ]|
ecln 2(6)
N
=D IVatllz,y + (= 1) Y /(ﬂx - Vau) (2, 1) [u] (z, t)ds,
k=1 e€ln .
+(e—-1) Z /@x - Vou(z, t)u(z, t)ds, + J7P (u, u)
e

1 2
5 |l + Y || Vil .

ec€ln

2
La(e)
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et -1 Y / (1, - V), (2, 1) u], (. 1)ds,

e€ln e

+(e—1) Z n, - Vou(z, t)u(z, t)ds,.

eERN e
eCY

Fiir € = 1 erhélt man daraus sofort die Elliptizitit beziiglich der Energienorm ||-||pq. Fiir
e € {—1,0} miissen die Ausdriicke

Z /@x - V) (z,t)[u] (z,t)ds, und Z /QI - Veu(z, t)u(z, t)ds,
e€ln e eERN e
eCy
geeignet nach oben abgeschétzt werden. Dazu wird die Youngsche Ungleichung benéotigt.

Lemma 2.12 (Youngsche Ungleichung). Seien p,q € R mit % —1—% =1 und p,q > 1.
Weiters seien a,b € R mit a,b > 0. Dann gilt

a? bl
ab < — + —.
p q
Beweis. Siehe zum Beispiel [1, Theorem 2.15]. O
Fiir ein 6 > 0 und p = q = 2 folgt aus der Youngschen Ungleichung der Spezialfall
b o 1
ab = (aﬁ) (%> < §a2 + %lf fiir alle a,b € R. (2.11)

Weiters werden die folgenden zwei Lemmata benotigt:

Lemma 2.13. Sei 1, € Ty und ¢ € P,.(1,) mit r € N. Dann gilt fir e C 07y

_1
||nev¢||L2(e) S Cthﬁ 2 ||v¢||L2(TZ)

Beweis. Mit Hilfe von [26, Theorem 4.76] und einem Skalierungsargument lésst sich die
Behauptung fiir d = 2 fiir Dreiecke und Quadrate zeigen. Fiir den allgemeinen d—Simplex
sei hier auf [32] verwiesen. O

Lemma 2.14. Sei e ein inneres Element oder ein Randelement, das heifit e € Iy URy.
Weiters sei 1y ein an e angrenzendes Element. Dann gilt

le] < thZl_l < cph® L.
Beweis. Aufgrund der Formregularitit der Unterteilung 7y gilt
le| <df ™t < ctrit
Da die Kugel mit Radius 7, im Element 7, enthalten ist, folgt die Behauptung des Lemmas
mit

< leght™ = cphf™ < eph®T
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Lemma 2.15. Sei e =Ty € Iy ein inneres Element. Weiters sei f(d—1) > 1. Dann gilt
firuw € D (Ty):

] 5 2 51
[ o o (el (e, )ds, < k(W + IV ) e,
(&

Beweis. Sei e =I'yy € Iy ein inneres Element. Laut Definition 2.6 gilt:

1

La(e)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und Lemma 2.13 erhélt man:

IN

1
gl Votin | + [l - Vitn

lz.ce Izage

Ct

_1 -1
5 (12 1Vt + B Vsl )

1
Cthi§
o (Ve + 1Vl )

Weiters erhélt man durch die Anwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

IN

IN

/ (- Vo), (2, 0)[u] (2, 1)dsy < [[(n, - Vou) |l o U]l e

€

Mit Hilfe der obigen Abschéitzung erhalt man

1

Cth_i

< = (19wl + 1Vl g ) I
B8 1

clel? h™2 1

|e’§ ||Me||L2(e)-

Die Anwendung von Lemma 2.14 liefert:

8
B o Bg_1_1
ctcghz(d D3 1

2 <||v$u||L2(Tk) + ||vzu||L2(7—l)>

IN

’e‘g ||[u]el|L2(e)‘

Mit der Voraussetzung 3(d — 1) > 1 und der Annahme A <1 erhélt man weiters

8
ciCp

1
5 (||Vmu||L2(Tk) + Hv$u|lL2(T£)>

<

u .
Ll
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Die Behauptung folgt nun durch das Anwenden der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung fiir
Summen:

1
2

g 2 2
< ac (¥l + 1Vl ) —7 Ll 1o

e[

Analog zum Lemma 2.15 ldsst sich das néchste Lemma zeigen:

Lemma 2.16. Ist ¢ € Ry ein Randelement mit dem benachbarten Element 1, € Tn und
sei weiters 3(d — 1) > 1. Dann gilt fir u € D,(Ty) die Abschitzung

8 1
/Ex - Vau(z, t)u(z, t)ds, < CthJHVxUHLQ(Tk)_| 7 llull e
2

: el

Beweis. Sei e € Ry ein Randelement und 7, € 7y das an e angrenzende Element. Dann
gilt

/ﬂw - Vau(a, tyu(z, t)dsy < (o, - Vaull g lull L, e
e

Die Anwendung von Lemma 2.13 liefert

_1

Weiters folgt mit Lemma 2.14 die Abschétzung

B 1.8/ 1
< aeph™2 2NVl g — 1l e

e 2
Die Behauptung folgt aus der Voraussetzung 3(d — 1) > 1 und der Annahme, dass h < 1
gilt:

8 1
< CthEHVa:U”LQ(m)_g||U||L2(€)'
2

€]
O

Mit Hilfe von Lemma 2.15 und Lemma 2.16 lassen sich nun die folgenden Summen ab-
schatzen.
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Lemma 2.17. Sei o* = ( ir)lan(:c, t) > 0 und ng € N sei die mazimale Anzahl an Nach-
x,t)e

barn eines Elements 1, € Ty. Weiters sei f(d — 1) > 1 und u € D,.(Ty), dann gilt fir alle
0 > 0 die Ungleichung

Z/(m-vzme(x, Bl xtdsq+2/ Vaulz, ulz, t)ds,

e€ln e eeézEN e
e
P 5 noc2cs o 9
< 52 HvquLQ(ﬂe) + 250 Z le |[3” HL2(€ Z |6|5HUHL2(€)
k=1 e€In eeéaé\z
eC

Beweis. Die Anwendung von Lemma 2.15 und Lemma 2.16 auf die einzelnen Summanden
ergibt:

Z/ z,t)[u] xtdsq+2/ - Vu(z, tyu(z, t)ds,

ecln e eeeézZN e
g 31
< 3" aach (1Nl + 1900000 ) —5

e€ln | |2

g 1

+ Z CtCE||un||L2(Tk)_g||u||L2(e)
eERN ‘6’2
eCXY

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung fiir Summen erhélt man

2

2
< |30 el (IVell iy + IVl ) + D EhIVaul

ecln e€ERN
eCy

D=

1 2
> ol + 3 ol

ecly eeg\’fEN
e

Da jedes Element maximal ny Nachbarn besitzt, gilt

N

1
2

N
2
nocgcg Z ||v$u||L2(Tk)

< > ﬁ|| A+ D ﬂ|| [
L k=1 e€ln | | eegZEN ’ |
e

N[

1

T N
2 g 1 2
_ anuLz(Twl ek | 5 Ll o+ 3 At
| k=1

e€ln e E?ZN
e
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Fiir ein 6 > 0 erhélt man mit dem Spezialfall der Youngschen Ungleichung (2.11) die
Ungleichung

5 ngc?cg 1 9 1 9
52 IVt 7, + > e+ Y —5llulie
P 20 le] €|

e€ln ee(%)N
eC

Mit o* = inf o(x) > 0 ergibt sich schliefilich die Behauptung des Lemmas,

(z,t)eQ
§ 2 nocicy
SaZHVxUHLQ(Tk)JFW Z 5|| [ +Z g” [
k=1 ec | | eERN |

eCY
[
Mit Hilfe von Lemma 2.17 ldsst sich die Bilinearform a.(-, -) geeignet nach unten abschéitzen.

Satz 2.18. Seie € {—1,0,1}. Falls der Parameter o grof$ genug ist, gilt

N
a-(u,u) > cf [Z ||Vu\|i2(m + J78 (u, u)] fir alle u € D,(Ty).
k=1

Beweis. Fiir ein u € D,(7x) gilt fiir die Bilinearform a.(-, -) die Darstellung

(u, u) va ull7, e + (€= 1) Z/ ) (, 1)[u] (x, t)ds,

ecly e

+(e—-1) Z n, - Vau(z, tyu(r, t)ds, + J7 (u, u).

eERN e
eCy

Ist ¢ = 1 so ergibt sich die behauptete Abschitzung mit der Konstante cj* = 1. Fiir
e € {—1,0} lasst sich die Bilinearform mit Hilfe von Lemma 2.17 nach unten abschétzen
durch

N
2 o
(u,u) > Z Vol ey + T (1, u)
k=1

2 S
noCtCE ag 2 ag 2
(e—1) Z [V UHL2 (1) T Z WH[U]eHLZ(e) + Z W”“HLQ(@

e€ln Beg\;]:\f
e J

al noc2cs

g 0 ag,
> Vel + 7 (wu) + (e = 1) § Vol gy + 5 I7 (u, w)
k=1

200*
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nocfc% _p
-1y Zuwum L (e = DL ) o (u,u)
0

. 5 I |
Z min {1 + (8 - 1)57 I+ (6 - 1>n§§to_c*E} [Z HvﬂﬁuHiQ(ﬂc) + JU,,@(U’ u)] .
0 k=1

Wiéhlt man nun fiir ¢ = —1 den noch frei wiahlbaren Parameter § = %, so ergibt sich fiir
o* > dngcich:
a . 0 noc2c 1
clﬁzm]n{1+(€—1)§,1+(€_1> 25t0E :5

Ist ¢ = 0 und 6 = 1 so erhiilt man mit o* > ngc2cy, ebenfalls
“ 4] noc2cs 1
C15:mln{1+(8—1)§,1+(5—1>ﬁ :5

Somit ergibt sich die Behauptung des Satzes mit den jeweiligen Konstanten c{°, das heif3t

a.(u,u) > cf*

ZHVUHLQ(W)JFJ (u, u)

k=1

]

Mit Hilfe von Satz 2.18 lisst sich schlieBlich die Elliptizitét der Bilinearform apg(-,-) auf
D, (Tn) zeigen:

Satz 2.19. Die Bilinearform apg(-,-) ist fir e € {—1,0, 1} elliptisch auf D,(Ty) beziiglich
der Energienorm ||-||pq, sofern fir e € {—1,0} der Parameter o grof$ genug gewdhlt wird.
Das heifit, es exisitiert eine Konstante ¢{°¢ > 0, sodass

apa(u,u) > P9 ul|}y  fir alle uw € D,(Ty)
qgilt.
Beweis. Die Anwendung von Satz 2.11 und Satz 2.18 ergibt die Behauptung mit

apc(u,u) = a:(u,v) — b(u, v) + cr(u, v) + do(u, v)

N
ae 2 o,
> Z ||VU||L2(Tk) +J7P (u,u) | +

k=1

I sy + 3 |Vl ]
ecln

> min {1, i} [lullpg-
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Mit Hilfe der Elliptizitéat der Bilinearform apg(+, -) folgt schlieBlich die eindeutige Losbarkeit
der diskreten Variationsformulierung. Weiters lésst sich wie in [15, 23, 29] der Fehler in der
Energienorm zeigen:

Satz 2.20. Sei u € H®*®(Ty) die Losung der Variationsformulierung (2.10) und uy, €
D,(Ty) die diskrete Losung. Dann gilt die Fehlerabschditzung

Hu _ uhHDG < Chmin{k+1’SZ7St}_lHUHHSQZWSt(TN)'

2.2.3 Adjungierte Zustandsgleichung

Fiir eine allgemeine Form der adjungierten Differentialgleichung

——p(x,t) — Ap(z,t) = f(x,t)  fir (x,t) € Q,
p(x,t) =g(x,t) fir (x,t) €,
p(z,T) = pr(x) fir (z,7) € Xp

(2.12)

ergibt sich eine dhnliche Variationsformulierung wie fiir die Zustandsgleichung (2.2), da
sich diese nur bis auf ein Vorzeichen und um die Bedingung p(x,T") = pr(x) von der Diffe-
rentialgleichung (2.2) unterscheidet. Da fiir die adjungierte Differentialgleichung (2.12) der
Endwert pr bekannt ist, werden anstelle der Upwind—Terme Downwind-Terme verwendet:

() fi >0, .. )
uggwn(%t) = (1) _L,lr = fir alle (x,t) € Ty mit k < £.
U, (x,t) firn, <0

Fiir die Variationsformulierung der adjungierten Differentialgleichung (2.12) wird deshalb
anstelle der Bilinearform dy(-, -), die Bilinearform

dr(u,v) = Z n(x, )uge™ (z, ) [v], (z, t)ds,

e=Igy EINFICZ

eingefiihrt. Somit lautet die Variationsformulierung der allgemeinen adjungierten Gleichung
(2.12): Gesucht ist p € H*>*(7Ty), sodass

b(p,q) + a=(p,q) + co(p,q) — dr(p,q) = {f,q)o + cr(pr, @) + G=(q) (2.13)

fur alle ¢ € H*>*(Ty) erfiillt ist.
Analog wie in Abschnitt 2.2.2 ergibt sich die Elliptizitat der Bilinearform

a*DG<'> ) = aﬁ('? ) + b<'> ) + CO(" ) - dT('v )

auf D, (7y) beziiglich der Energienorm ||-{|pq-
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2.2.4 Optimalititssystem

Die Variationsformulierung des Optimalitétssystems (1.24)—(1.26) lasst sich nun schreiben
als: Gesucht sind u,p € H*»%0¢(Ty) und z € H*2=°2¢(7Ty), sodass die Gleichungen

—b(u,v) + ac(u,v) + er(u, v) + do(u,v) — (z,v) 5 = co(uo,v) + G:(v), (2.14)
b(p, q) + ac(p,q) + co(p,q) — dr(p, @) — er(u, q) = —cr(u, q), (2.15)
<p>w>Q + oz, w>Q =0 (2.16)

fir alle v,q € H*»#*v¢(Ty) und w € H*>»%21(Ty) erfiillt sind. Einschrénken der Variati-
onsformulierungen (2.14)—(2.16) auf diskrete Teilraume liefert die diskreten Variationsfor-
mulierungen des Optimalitidtssystems. Diese sind dquivalent zu einem linearen Gleichungs-
system, welches im néchsten Abschnitt angegeben wird. Da die diskrete Zustandsgleichung
und die diskrete adjungierte Zustandsgleichung eindeutig losbar sind, ergibt sich daraus
auch die eindeutige Losbarkeit des Optimalitétssystems.

2.3 Lineares Gleichungssystem

In diesem Abschnitt werden die Variationsformulierungen (2.14)—-(2.16) auf diskrete Teil-
rdume eingeschrankt. Dadurch erhélt man diskrete Variationsformulierungen fiir das Opti-
malitdtssystems (1.24)—(1.26). Diese sind dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem.
Fiir den Zustand u € H®*»4t(7y) und fiir den adjungierten Zustand p € H*®.=51t(Ty)
wird hier ein gemeinsamer diskreter Teilraum

Vi(Ty) == {v 2 V), € Py (1) fiir alle 7, € ’TN} C H =1 (Ty)
verwendet. Die Steuerung z € H®2#%2t(7Ty) wird auf den diskreten Teilraum
Wh(TN) = {U YU, € IEDTQ (Tg) fir alle 7, € TN} C H%2o%2t (TN)

eingeschrinkt. Die Teilrdume V;,(7y) und W, (7y) lassen sich durch ihre Basisfunktionen
aufspannen mit

Vi(Tx) = span {@;} ", und Wy, (Tw) = span {1 }* .

Schrankt man die Losungen u,p € H®=*0t(Ty) und z € H®>=*2(Ty) auf die jeweiligen
diskreten Teilrdume ein, also

z

w

Ny Ny
Uh(x,t) = Zulwl(xut% ph(l'7t) - szwz(f,t) und Zh(xut) - Zk¢k($,t),
=1 i=1

1

T

so erhélt man aus den Gleichungen (2.14)-(2.16) das lineare Gleichungssystem

Crp —By—Ap—Cop+Drp 0 u I,
—Bp+ A+ Crp+ Dop 0 My ) |p]| = £, (217)
0 M, oMy, z 0
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Dabei ergeben sich die Eintrége der einzelnen Matrizen durch

Ah[zaj] :aE(SOjaSOi)a Bh[fl?j] :b(@j,@i)7
Co,nlt, 3] = o), i), Crpli, j) = cr(wj, i),
Do pli, 5] = do(pj, i), Drpli, j] = dr(e;, i),

firi,j=1,..., N, und

Mylk,i] = (i) g, Mk, 0] = (e, )
firi=1,...,N, und k,¢ =1,..., N,. Die Vektoren auf der rechten Seite von (2.17) sind
dabei gegeben durch
1[2] = CT(aa %‘%
i) = co(uo, i) + Ge(pi)

firi =1,..., N,. Falls die diskreten Teilrdume V},(7y) und Wj(7y) gleich sind, ergibt sich
fiir die Massematrizen die Beziehung

[~ [~

M, = M, = M, .

Somit lasst sich das Gleichungssystem (2.17) umschreiben zu

(_Bh + Ah + CT,h + Do,h _Mh ) (@) — <i2) (2 18)
Cron o[Bn+ An+ Con — Drpl) \2 A '

wobei fiir den Koeffizientenvektor p des adjungierten Zustands die Beziehung

p=—oz

gilt. Das lineare Gleichungssystem (2.18), welches eine nichtsymmetrische Systemmatrix
besitzt, kann zum Beispiel mit dem Verfahren des verallgemeinerten minimalen Residu-
ums (GMRES) oder mit dem stabilisierten Gradientenverfahren biorthogonaler Richtungen
(BiCGStab) gelost werden. Dazu siche zum Beispiel [27]. Fiir eine mogliche Vorkonditionie-
rung der Zustandsgleichung beziehungsweise der adjungierten Zustandsgleichung sei hier
auf [12] verwiesen.

Die in Kapitel 4 angegebenen numerischen Beispiele zeigen fiir den Fehler in der Lo,—Norm
fiir den Zustand v und der Steuerung z eine optimale Konvergenzordnung. In dieser Ar-
beit wird fiir das Optimalitéatssystem keine Fehleranalysis durchgefiihrt. Diese folgt jedoch
durch Standardargumente, siehe [14].



3 Triangulierungen im
vierdimensionalen Raum

Die im vorigen Kapitel hergeleiteten Variationsformulierungen benétigen eine Zerlegung des
Raum-Zeit-Zylinders @ € R4*! in Finite Elemente. Fiir d = 3 wird somit eine Zerlegung
des Raum-Zeit-Zylinders () im vierdimensionalen Raum benétigt. In [5] wird die Konstruk-
tion einer Zerlegung eines Raum-Zeit—Zylinders ) C R* in Pentatope beschrieben. In die-
sem Kapitel wird ausgehend von einer zulidssigen Ausgangszerlegung im vierdimensionalen
Raum die weitere zuldssige Verfeinerung behandelt. Dazu wird vorerst die Zerlegung eines
Tetraeders untersucht. AnschlieBend wird dann die Zerlegung eines Pentatops behandelt.
Am Ende dieses Kapitels wird kurz eine Moglichkeit vorgestellt, wie diese Triangulierungen
visualisiert werden konnen. Dieses Kapitel basiert auf der Masterprojektarbeit [21].

3.1 Zerlegungen

In diesem Abschnitt wird zuerst die Zerlegung eines Tetraeders behandelt. Aufbauend
auf die Zerlegung des Tetraeders wird in dhnlicher Weise die Zerlegung eines Pentatops
untersucht. Am Ende dieses Abschnitts wird anschaulich die Zerlegung eines Hyperwiirfels
erlarkt.

3.1.1 Zerlegung eines Tetraeders

Durch die folgende Definition wird ein Tetraeder im vierdimensionalen Raum beschrieben:

Definition 3.1 (Tetraeder). Gegeben seien die Knoten 1, ...,x4 € R, sodass die Vekto-
ren

{352 —T1,X3 — X1, T4 — 1‘1}

linear unabhdngig sind. Die konvexe Hiille dieser Punkte, also
o :=konv ({x1,...,24}),
bildet dann einen Tetraeder.

Der Referenztetraeder wird durch die nachste Definition beschrieben:

47
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Definition 3.2 (Referenztetraeder). Der Referenztetraeder ¢ ist gegeben durch

o= {52 (517527€3>T ERS: 0 Sgl S 17
0<& <14,

0<&<1—-6 —&).

Fiir einen Tetraeder o mit den Knoten {z1,..., 2,4} kann mit Hilfe der Transformations-
matrix
T21 — X110 31 — 1,1 La1 — L1
Jp = Too —X12 T332 —T12 Tg2 — T12
To3 — T1,3 T33 — T13 T43 — T13
To4 —T14 T34 —T14a T44 —T14

jeder Punkt x € o durch
r=x1+Jr§ fire€ea

dargestellt werden. Die Matrix Jr ist nicht invertierbar, da diese nicht quadratisch ist. Nach
Definition 3.1 besitzt die Transformationsmatrix Jr genau drei linear unabhéngige Zeilen.
Durch Streichen einer linear abhéngigen Zeile Jp, aus Jp ergibt sich eine invertierbare
Matrix Jr. Jeder Punkt & € & liisst sich nun durch

§=Jr' (31— 1)
ausdriicken. Dabei erhilt man die Vektoren Z; und & durch Streichen der /~ten Kom-
ponente von x; und z € o. Die Transformation zwischen dem Referenztetraeder ¢ und
einem Tetraeder o C R* wird beim Aufstellen des linearen Gleichungssystems (2.17) be-
notigt. Weiters wird der Normalenvektor eines inneren Elements beziehungsweise eines
Randelements benotigt. Dieser lédsst sich fiir einen Tetraeder wie in der nédchsten Definition
angegeben berechnen:

Definition 3.3 (Normalenvektor). Sei o C R* ein Tetraeder mit den Knoten
{1, 29,23, 24}. Dann kann der Normalenvektor n durch

€1 €9 €3 €y
To1 —X11 T2 —Ti12 L23 —L13 T24 — T14

n =
xr31 — X111 T32 —Ti12 T33 —TL13 T34 — T14
Tg1 — L1101 T4,2 — 1,2 T43 —L13 Tg44 — T14
berechnet werden. Dabei sind e, ..., e, € R* die Einheitsvektoren im R*, welche fiir die

Berechnung der Determinante formal als Skalar aufgefasst werden.

Nun soll die Zerlegung eines Tetraeders in acht weitere Teiltetraeder untersucht werden.
Dabei werden die Knoten des Tetraeders von 1 bis 4 durchnummeriert, sieche Abbildung
3.1. Um den Tetraeder weiter zu verfeinern werden alle sechs Kanten halbiert. Dadurch
erhélt man sechs neue Knoten. Die Nummerierung dieser Knoten ist hier von 5 bis 10
festgelegt, sieche Abbildung 3.1. Die neuen Tetraeder in den Eckpunkten 1 bis 4 kénnen so
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gewahlt werden, dass diese die gleichen Innenwinkel wie der Ausgangstetraeder aufweisen.
Das Herausnehmen eines Ecktetraeders mit den Knoten {6,8,3,10} ist in Abbildung 3.2
dargestellt. Das Entfernen aller Ecktetraeder ergibt ein unregelmifliges Oktaeder, welches
noch weiter zu zerteilen ist (siehe Abbildung 3.3). Das Oktaeder kann durch Halbieren in
zwei Pyramiden zerlegt werden. Es gibt drei Moglichkeiten, den Oktaeder zu halbieren,
siehe Abbildungen 3.4-3.5. Die vier weiteren Tetraeder erhélt man durch die Halbierung
der zwei Pyramiden. Eine der drei Kanten

{(z5,210), (w6, T9), (x7,28) } (3.1)

fixiert nun die Zerlegung des Oktaeders in vier weitere Tetraeder. Diese drei Kanten sind in
Abbildung 3.6 dargestellt. Ist eine dieser drei Kanten (3.1) fixiert, so ist auch die Zerlegung
des Teraeders eindeutig bestimmt. Dies motiviert nun die folgende Definition:

Definition 3.4 (Innere Kanten). Sei o ein Tetraeder mit den Knoten x1,...,x,. Weiters
seien xs,...,x19 die Kantenmittelpunkte des Tetraeders o. Diese seien so nummeriert,
sodass fir 1 <i < j <4 der Knoten x,, mit

m:z(i—l)(S—%)—i—j—l—B

der Mittelpunkt der Kante (x;,x;) ist. Dann definiert die Menge der Kanten
U= {(25,210), (x4, T9), (x7,75) }

die inneren Kanten des Tetraeders o.

——— e g ——

Abbildung 3.1: Tetraeder mit Eckpunkten und Kantenmittelpunkten.
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Abbildung 3.2: Entfernen eines Ecktetraeders.

7 .10

Abbildung 3.3: Tetraeder ohne Ecktetraeder.
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7 10

Abbildung 3.6: Inneren Kanten ¥ des Tetraeders o.

Weiters ist zu beobachten, dass die inneren Kanten ¥ des in Abbildung 3.6 dargestellten
Tetraeders o die langsten Kanten der neuen Zerlegung sind. Im Allgemeinen miissen aber
die inneren Kanten W nicht immer gleich grofl sein. Somit muss fiir eine formregulire
Zerlegung des Tetraeders o jene Kante e € WU fixiert werden, die minimale Linge hat, das
heif3t

¢ = arg min len] -

Da die Randelemente eines Pentatops Tetraeder sind, spielen die Kanten ¥ und die Wahl
der zu fixierenden Kante e € ¥ eine wesentliche Rolle.

3.1.2 Zerlegung eines Pentatops

In diesem Abschnitt wird die Zerlegung eines Pentatops in 16 weitere Pentatope behandelt.
Dazu wird zuerst die Oberfliche eines Pentatops, welche aus fiinf Tetraeder besteht, be-
trachtet. Die Zerlegung eines Tetraeders ist nicht eindeutig bestimmt. Deshalb wird zuerst
die Zerlegung der Oberflédche eines Pentatops eindeutig festgelegt und dann wird das Innere
des Pentatops weiter zerlegt. Im folgenden wird die Definition eines Pentatops angegeben
und die Transformation auf ein Referenzpentatop untersucht.

Definition 3.5 (Pentatop). Gegeben seien die Knoten x, ..., x5 € R, sodass die Vektoren
{$2 —21,T3 — T1, L4 — X1, T5 — $1}
linear unabhdngig sind. Dann bildet die konvexe Hiille dieser Punkte, also
7 :=konv ({z1,...,25}),

ein Pentatop.



3.1 Zerlegungen 53

Weitere Bezeichnungen fiir ein Pentatop sind Pentachoron, 5—Zeller, Hyperpyramide oder
4-Simplex. In Abbildung 3.7 sind zwei mogliche Projektionen eines Pentatops dargestellt.

1

z

/ :

Abbildung 3.7: Zwei mogliche Projektionen eines Pentatops.

Die Anzahl ng der Randelemente (Tetraeder), die Anzahl np der Dreiecke und die Anzahl
der Kanten ng eines Pentatops sind gegeben durch

e ()-()->
(- ()
- (3) -

Definition 3.6 (Referenzpentatop). Das Referenzpentatop 7 ist gegeben durch
Fo={{=(6.686¢&) T eR: 0<6 <1,
0 S 52 S 1- 517
0<& <186 — &,
0<&<1—6 —& &)

Fiir ein Pentatop 7 C R* mit den Knoten {z1,...,z5} C R?* kann mit Hilfe der Transfor-
mationsmatrix

To1 —T11 T31 —T11 T41 —T11 Ts1 — 11
Jp = Too —T12 T332 —T12 T42 —T12 T52 — T12
Tog —X1,3 T33 —T13 T43 — T13 T53 — T13
Toa —T14 T34 —T14 T4 — T14 T4 — T14
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jeder Punkt x € 7 durch
r=x1+Jp¢ fir et (3.3)
dargestellt werden. Die Abbildung (3.3) ist bijektiv, da nach Definition 3.5 die Matrix Jp

invertierbar ist. Das Volumen A eines Pentatops 7 kann somit durch die Transformation
auf das Referenzpentatop 7 durch

A:/dx:/ydeupydg:

1 1-61-6-81-86-8-¢§3 |
= |deth|/ / / / d51d€2d€3d§4 = ﬂ |deth|
0 0 0

0

berechnet werden. Entsprechend lésst sich die Determinante der Matrix Jp durch

ausdriicken.

Im weiteren wird die Zerlegung eines Pentatops behandelt. Dazu seien die Knoten des
Pentatops 7 von 1 bis 5 nummeriert. Die Nummerierung der Kantenmittelpunte wird da-
bei von 6 bis 15 festgelegt, siehe Abbildung 3.8. Wie fiir den Tetraeder werden auch hier
zuerst die Pentatope in den Eckpunkten entfernt. Dies ist in Abbildung 3.9 fiir den Kno-
ten 3 dargestellt. Das resultierende neue Eckpentatop besteht aus den Knotennummern
(7,10, 3,13, 14). Entfernt man nun alle Eckpentatope, so ergibt sich das in Abbildung 3.10
dargestellte vierdimensionale Objekt, welches noch in 16 — 5 = 11 weitere Pentatope un-
terteilt werden muss. Dieses vierdimensionale Objekt wird nun {iber die Festlegung der
Zerlegung der fiinf Randtetraeder in die noch fehlenden 11 Pentatope zerteilt. Die Rand-
tetraeder o; fiir e = 1,...,5 des Pentatops 7 sind gegeben durch

o1 = konv ({xs, x3, T5,14}) ,

o9 = konv ({x1, 3, 24, 5}),

o3 = konv ({z1, x4, 2, 5}) ,

o4 = konv ({x1, x9, x3,75}) ,
(

o5 = konv ({z1, X2, 4, x3}).

Die Zerlegung eines Randtetraeders o; ist von der Wahl der inneren Kanten W; abhéngig.
Dies motiviert nun die folgende Definition.

Definition 3.7 (Innere Randkanten). Sei 7 ein Pentatop und o; seien die Randtetraeder
firt=1,...,5 des Pentatops 7. Dann definiert die Menge aller inneren Kanten V; der
Randtetraeder o;

O = {U, : U; sind die inneren Kanten von o; firi=1,...,5}

die inneren Randkanten des Pentatops 7. Weiters werden mit ®; := ¥, € ® die i—ten
mneren Kanten des Randtetraeders o; bezeichnet.
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Abbildung 3.8: Pentatop mit Eckpunkten und Kantenmittelpunkten.

Abbildung 3.9: Entfernen eines Eckpentatops.
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Abbildung 3.10: Pentatop ohne Eckpentatope.



3.1 Zerlegungen o7

Fiir das in den Abbildungen 3.8-3.10 dargestellte Pentatop sind die inneren Kanten W,
gegeben durch:

vy = {(I107 I15)7 ($11, $14), (1512, l‘ls)} )
Wy = {(27,715), (3, 714), (79, T13) } ,
U3 = {(%‘, T15), (T8, T12), ($9,$11)} )
Uy = {(6, 214), (7, 712), (29, T10) } ,
Vs = {(x6, 713), (27, 711), (T8, T10) } -

s (3.4)

Um die Zerlegung der Oberfliche eines Pentatops eindeutig festzulegen, muss fiir jeden
Randtetraeder o; eine innere Randkante e; € ®; ausgewahlt werden. Daraus ergibt sich die
folgende Definition:

Definition 3.8 (Fixierte innere Randkanten). Sei 7 ein Pentatop und ® die inneren Rand-
kanten von T und somit ®; die inneren Kanten des Randtetraeders o; firi=1,...,5. Wihlt
man nun eine Kante e; aus den inneren Randkanten ®; aus, so bezeichnet die Menge

5
¢::Uei mit e; € ®; firalle i=1,...,5

i=1
die fixierten inneren Randkanten von .

Definition 3.9. Sei A = {ey,...,e,} eine Menge mit n Kanten e; = (x;1,;2). Dann
bildet die Abbildung nodes die Menge aller Knoten der Menge A, das heifst

nodes(A) := U {@i1, w2}

e;=(x;,1,xi,2)€EA

Definition 3.10 (Fixierte Knoten). Sei 7 ein Pentatop. Weiters sei ¢ eine Fizierung
der inneren Randkanten des Pentatops 7. Dann bezeichnet die Menge aller Knoten dieser
Fizierung

x4 1= nodes(¢)

die fixierten Knoten des Pentatops 7.
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Insgesamt gibt es 3° = 243 Moglichkeiten, die inneren Randkanten ® eines Pentatops 7
zu fixieren. Nicht alle Fixierungen fithren auf eine zuléssige Zerlegung des Pentatops. Es
gibt Fixierungen, fiir die das Pentatop nicht zuldssig in 16 weitere Pentatope zerlegt wer-
den kann. In dieser Arbeit werden fiir eine bestimmte Klasse von Fixierungen Methoden
angegeben, die eine zuléssige Zerlegung des fixierten Pentatops 7 garantieren.

Betrachtet wird nun eine mogliche Fixierung der inneren Randkanten des in den Abbil-
dungen 3.8-3.10 dargestellten Pentatops 7:

¢ = {($107 1‘15)7 (339, 3713)7 (1'67 $15)7 (379, 5510)7 (xﬁ, 3513)} .
Die fixierten Knoten x4, der Fixierung ¢; lauten somit:
Ty, = {T6, T9, T10, 13, T15} -

Betrachtet man die Fixierung ¢; genauer, so ist zu erkennen, dass die Kanten der Fixierung
¢1 zusammenhéngend sind.

Definition 3.11 (Zusammenhéngende Fixierung). Sei 7 ein Pentatop. Weiters sei ¢ eine
Fizierung der inneren Randkanten des Pentatops T mit der Figenschaft, dass

fiir alle Kanten e; € ¢ eine Kante e; € ¢ exisitiert, sodass firi#j:e;Ne; # 0
gilt. Dann heifit die Fizierung ¢ zusammenhéngende Fixierung.

Das néchste Lemma gibt eine obere Schranke fiir die Anzahl der fixierten Knoten einer
Fixierung ¢ an.

Lemma 3.12. Sei 1 ein Pentatop und ¢ = {eq,...,es} eine zusammenhdngende Fizierung
von 7. Dann ist die Anzahl der fizierten Knoten x4, nach oben beschrdnkt mit

Beweis. Sei By := {e1} und B; := B;_1 U {ex} mit e, € ¢, sodass fiir i = 2,...,5 die
Eigenschaften

er # e, firalle e, € B;_; und es existiert ein e, € B;_; : e, Ne, #0

erfiillt sind. Die Mengen B; sind wohldefiniert, da die Fixierung ¢ zusammenhéngend ist.
Da weiters die neue Kante e, € B; = B;_1 U {e}} per Definition mit einer Kante aus B;_;
verbunden ist und |B;| = 2 ist, gilt per Induktion

[nodes(B;)| = |nodes(B;_1 U {ex})| < [nodes(B;_1)|+1<i+1 fiiralle i=1,...,5.
Somit ergibt sich die Behauptung mit

|z5] = nodes(¢)| = [nodes(Bs)] < 541 = 6.
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Betrachtet man weiters die inneren Randkanten (3.4), so ist zu erkennen, dass jede mogliche
Fixierung ¢ mindestens fiinf fixierte Knoten besitzt, das heifit

Mit Hilfe von Lemma 3.12 ergibt sich somit fiir eine zusammenhéngende Fixierung ¢ die
Abschétzung

Dies erlaubt es nun, die zusammenhéngenden Fixierungen in zwei Klassen einzuteilen:
Definition 3.13 (Zyklische und azyklische Fixierung). Sei 7 ein Pentatop und ¢ eine

zusammenhdngende Fixierung von 7. Die Fixierung ¢ heift zyklische Fixierung, falls die
Anzahl der fizierten Knoten x4 durch

[zg] =5

gegeben ist. Gilt anderenfalls 4| = 6, so wird die Fizierung ¢ als azyklische Fixierung
bezeichnet.

Von den 243 moglichen Fixierungen gibt es 12 zyklische Fixierungen und 75 azyklische
Fixierungen, siche Anhang. Die obige betrachtete Fixierung

o1 = {(3710, 3715)7 (959, 33'13), (iCG, 1‘15), (513'9, fﬂlo), (1'6, 9513)}

ist eine zyklische Fixierung. Eine azyklische Fixierung wére zum Beispiel

O = {(%07 $15)7 (xg, $13)7 ($9, xn), (ﬁg, 9510), (xs, 1‘10)} .

Fiir zyklische Fixierungen ist die Konstruktion der Zerlegung eines Pentatops in der néchs-
ten Definition angegeben:

Definition 3.14 (Zyklische Zerlegung). Sei 7 ein Pentatop mit den Knoten {xy,...,z5},
¢ ={e1,...,es} eine zyklische Fizierung und ® die inneren Randkanten von 7. Weiters
seien die Kantenmittelpunkte von T gegeben durch {xg, ..., x15}, sodass fir1 <i<j <5
der Knoten x,, mit

m = (i — 1) (4—%) +j+4
der Mittelpunkt der Kante (x;,x;) ist. Die Mengen x; sind firi=1,...,6 definiert als

X1 = {$9,931>$6,ZU7,378},

X2 ‘= {$11,$12,$6,372,$10},
X3 ‘= {563,961379014,30775510}7
X4 ‘= {5U1175U1375174,$15,5E8}>
X5 = {x9,$12,$14,I15,$5},

X6 = nodes(¢) = .
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Der Index {; ; sei fiir 1 < i < j <5 gegeben durch

Somit gibt es (g) = 10 verschiedene Indizes {; ;. Weiters seien die Mengen Xy, ; definiert
als
X¢,,; := nodes ({e;} U {ej}) U [nodes(®;) Nnodes(®;)]  fir alle 1 <1i<j<5.
Dann wird die Menge der Pentatope
T = {1, =konv(x;) : i =1,...,16}
als zyklische Zerlegung des Pentatops T bezeichnet.

Die ersten fiinf Pentatope der zyklischen Zerlegung 7,1 sind genau die fiinf Eckpentatope.
Das sechste Pentatop ergibt sich genau aus den Knoten z, der zyklischen Fixierung. Die
restlichen zehn Pentatope der zyklischen Zerlegung 7, ergeben sich aus der Tatsache,
dass jeweils genau eine fixierte innere Randkante in vier neuen Randtetraedern enthalten
sein muss, siche dazu Abbildung 3.6. Die zyklische Zerlegung eines Pentatops kann auch
mit dem Algorithmus von Freudenthal bestimmt werden, siehe [6].

Fiir die zyklische Fixierung

o1 = {($107 $15), ($9, $13)7 ($6, $15), ($9, Ilo), (1’6, 9513)}

ergibt sich nach Definition 3.14 folgende Zerlegung:

X1 := {21, %6, T7, 78, Tg }, X2 := {®2, T6, T10, T11, T12},
X3 = {$3,$7,5E10,9€13,51714}, X4 = {$4,$8,$11,$137$15},
X5 = {375,$9,171275614,$C15}, X6 ‘= {1367379,$107$13,3715}7
X7 = {$6,$8,$9>~T137$15}, X8 = {937,$9,ZU10,IB13,CE14},
X9 = {$6,$7,I8,$9,$13}, X10 = {$9,$10,$13,$14,$15},
X11 ‘= {3U6,ZC9,SU1075612,SU15}, X12 = {966,138,I11,33'13,1’15},
X13 ‘= {$675U1075B11,1712,£E15}, X14 = {956>$7,SB9,9310,9C13},

X15 = {$9,$10,$127$147$15}, X16 = {$6,$10,$11,$13,$15}-

Diese Zerlegung ist in Abbildung 3.11 als Graph dargestellt. Dabei stellen die Kreise die
neuen Pentatope mit der jeweiligen Elementnummer dar. Die Kanten des Graphs verbin-
den jeweils zwei Pentatope miteinander und stellen daher den inneren Tetraeder zwischen
diesen beiden Pentatopen dar. Die Pfeile mit den jeweiligen Nummern zeigen an, welche
Knoten zwischen zwei benachbarten Pentatopen ausgetauscht werden miissen, um das je-
weilige Nachbarpentatop zu erhalten. Somit lassen sich die Knotennummern des inneren
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Tetraeders durch das Weglassen dieser Pfeilnummern vom jeweiligen Pentatop bestimmen.
Weiters ist zu erkennen, dass das Element 74, welches genau aus den fixierten Knoten x4,
besteht, keinen Randtetraeder besitzt. Die Pentatope 7,..., 75, welche die Eckpentato-
pe sind, haben vier Randtetraeder und einen inneren Tetraeder. Die restlichen Pentatope
Tz, ..., Tie besitzen genau zwei Randtetraeder und drei innere Tetraeder.

Aus dem in Abbildung 3.11 dargestellten Graph lassen sich somit alle neuen Pentatope,
die neuen inneren Tetraeder und die neuen Randtetraeder eindeutig bestimmen.

Abbildung 3.11: Zerlegung eines Pentatops mit zyklischer Fixierung.

In &hnlicher Weise lésst sich ein Pentatop 7 mit einer azyklischen Fixierung ¢ zerlegen.
Dies wird in der néchsten Definition behandelt:

Definition 3.15 (Azyklische Zerlegung). Sei 7 ein Pentatop mit den Knoten {xy,...,x5},
¢ ={ei,...,es5} eine azyklische Fizierung und ® die inneren Randkanten von 1. Weiters
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seien die Kantenmittelpunkte {zg, ..., x15} von T wie in Definition 3.11 sortiert. Im folgen-
den werden nun zwei bestimmte Kanten e,, und e,, aus der Fizierung ¢ mit bestimmten
Figenschaften ausgewdhlt. Dazu sei

M :={e; € ¢: es existiert x €e;:x ¢ e; fir alle j #1i}.

o Fulls |M| = 3 ist, wihle die Kanten e,,,e,, € M = {en,,€ny,en,} so, dass fir die
Kante e,, die Eigenschaft

nodes(®,,) N nodes(®,,) Nnodes(e,,) # 0
erfillt ist.

o Fulls |M| = 4 ist, wihle die Kanten ey, e,, € M wobei e,, # e,, so, dass diese
nichtleeren Durchschnitt haben, das heifst

€ny N e, # 0.

Firt=1,...,5 sind die Mengen x; definiert als

X1 := {9, 1, Tg, T7, 28},

X2 = {$11,$12,1‘6,$2,$10}7
X3 = {5103,9313,1'14,907,110},
X4 = {$11,$13,I4,$15,$8},

X5 := {%9, T12, T14, T15, T5} -
Jedem Tupel (i,7) # (n1,n2) mit 1 <i < j <5 sei ein Index {;; € {6,...,14} isomorph
zugeordnet. Dann sind die Mengen X, ; fir alle {;; € {6,...,14} definiert als
X, := nodes ({e;} U {e;}) U [nodes(®;) N nodes(®;)] .
Weiters sind

X15 := nodes(¢ \ {en, }),
X16 1= nodes(¢ \ {ey, }).

Dann wird die Menge der Pentatope
Tosyra = {m =konv(y;) :i=1,...,16}

als azyklische Zerlegung des Pentatops T bezeichnet.
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Fiir alle moglichen 75 azyklischen Fixierungen liefert die in Definition 3.15 angegebene
Vorschrift zuléssige Zerlegungen in 16 gleich grofie Pentatope. Fiir die azyklische Fixierung

2 = {(Iw, $15)7 (1397 I13)7 ($9, In), (Ig, xlo), (I& 1’10)}

ergibt sich die azyklische Zerlegung

X1 := {z1,x, T7, 28,29}, X2 := {x2, T6, T10, T11, T12},
X3 := {3, 7, 10, T13, T14} , Xa 1= {24, Ts, T11, T13, V15 }
X5 = {5, Tg, T12, T14, T15} , Xo := {5, To, 11, T13, T15} ,
X7 := {x7, %9, T10, T13, T14} , Xs := {@7, T3, T9, T10, T13}

Xo := {9, T10, T13, T14, T15} , X10 = {%6, Tg, T10, T11, T12}
X11 = {x(;,xg,xg,xm,xu}, X12 ‘= {$9,$1o,$11,$12,$15},
X13 = {xﬁ,x7,x8,x9,x10}, X14 ‘= {569,171071312,3314,3315}7
X15 = {$97$107$11,$13,ZE15}, X16 ‘= {938755975510,5311,5513}-

Der in Abbildung 3.12 dargestellte Graph spiegelt genau diese Zerlegung wider. Dabei ist
zu erkennen, dass die Pentatope 75 und 74 vier innere Tetraeder und einen Randtetraeder
besitzen. Die Pentatope 7g, ..., 714 haben genau zwei Randtetraeder und drei innere Te-
traeder. Auch hier kann mithilfe des in Abbildung 3.12 dargestellten Graphs die Zerlegung
eindeutig bestimmt werden.
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Abbildung 3.12: Zerlegung eines Pentatops mit azyklischer Fixierung.
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3.1.3 Zerlegung eines Hyperwiirfels

In diesem Abschnitt wird die Zerlegung eines vierdimensionalen Wiirfels beziehungsweise
eines Hyperwiirfels in 96 gleich grofie Pentatope angegeben. In [13, 22] werden Zerlegungen
des Hyperwiirfels in N < 4! = 24 gleich grofle Pentatope behandelt.

Definition 3.16 (n—dimensionaler Wiirfel). Sei a € RT und n € N, dann ist
W, :=10,a]"

ein n—dimensionalen Wiirfel mit der Kantenlinge a. Der Index n ist dabei die Dimension

des Wiirfls W,.

In [4] wird die Zerlegung des n—dimensionalen Wiirfels behandelt. Hier wird anschaulich
eine Zerlegung des Hyperwiirfels W C R* vorgestellt.

Lemma 3.17. Sei n € N. Der n—dimensionale Wiirfel W,, besitzt genau
Nanl =2n
n — 1-dimensionale Wiirfel als Oberfldiche.

Beweis. Siehe zum Beispiel [10]. O

Ein Hyperwiirfel W, besitzt somit Ny, = 8 Wiirfel W3 mit ¢ = 1,...,8 als Oberfléiche.
Eine mogliche Projektion eines Hyperwiirfels ist in Abbildung 3.13 angegeben, in der auch
die acht Wiirfel Wi zu sehen sind. Weiters besteht laut Lemma 3.17 ein Wiirfel W3 aus
Ny, = 6 Quadraten W2” firi=1,...,8und j = 1,...,6. Ausgehend vom Mittelpunkt

M = (%, 55 %)T des Hyperwiirfels Wy ldsst sich dieser nun in 96 Pentatope 7 zerlegen:
Dazu werden die Mittelpunkte M; fiir jeden Wiirfel W3 fiir ¢+ = 1,...,8 betrachtet. Je-
des Quadrat Wi” lisst sich nun in zwei Dreiecke zerteilen. Jedes Dreieck bildet mit dem
Mittelpunkt M; des Wiirfels Wi und mit dem Mittelpunkt M des Hyperwiirfels W, ein
Pentatop 7. In Abbildung 3.13 ist dies fiir ein Pentatop veranschaulicht. Die resultierende
Zerlegung besteht somit aus

N = 2]\[‘/[/2]\[1/1/3 - 96

gleich groflen Pentatopen 7.
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Abbildung 3.13: Das Zerlegen eines Hyperwiirfels
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3.2 Uniforme Verfeinerung

In diesem Abschnitt wird die uniforme Verfeinerung einer gegebenen Triangulierung 7y
in Pentatope 7, € 7y behandelt. In Abschnitt 3.1.2 wurde die Zerlegung eines Pentatops
untersucht. Dazu musste fiir ein Pentatop 7 eine zyklische oder eine azyklische Fixierung ¢y
gewihlt werden. Aus der Information iiber die Fixierung ¢, kann dann das Pentatop 7 in
16 weitere Pentatope zerlegt werden. Damit fiir zwei benachbarte Pentatope 7, 70 € 7T die
weitere Zerlegung zulédssig bleibt, muss die gemeinsame fixierte Kante fiir beide Pentatope
iibereinstimmen. Denn dann stimmt die Zerlegung des gemeinsamen Randtetraeders der
Pentatope 7, 7 fiir beide Pentatope iiberein. Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 3.18 (Zulissig fixiert). Sei Ty eine zuldssige Triangulierung. Zwei Pentato-
pe Tk, 7o € Tn heiflen zuldssig fixiert, falls fir die fivierte Kante ey, des gemeinsamen
Tetraeders oy also o,y = 7, N 70 die Bedingung

Cre € O und epg € @y

qilt. Daber sind ¢, und ¢y zyklische beziehungsweise azyklische Fizierungen der Pentatope
T, und Tp.

Wenn alle benachbarten Pentatope 7, 7, € Ty zuléssig fixiert sind, fithren die in den Defini-
tionen 3.14 und 3.15 angegebenen Zerlegungen fiir die Pentatope 75, € 7Ty auf eine zuléssige
feinere Zerlegung 7i6y. Ein moglicher Algorithmus, um alle benachbarten Pentatope zulés-
sig zu fixieren, ist in Algorithmus 3.14 angegeben. Dabei werden fiir die fixierten Kanten
immer die mit minimaler Lénge ausgewéhlt.

In den Tabellen 3.1-3.3 sind die wichtigsten Merkmale einer uniformen Zerlegung eines
einzelnen Pentatops und eines Hyperwiirfels angegeben. Dabei wurde fiir den Hyperwiirfel
eine Ausgangszerlegung mit N = 96 Pentatopen (sieche Abschnitt 3.1.3) und N = 24 Pen-
tatopen verwendet.

Falls es moglich ist, die Ausgangszerlegung nur mit zyklischen Fixierungen festzulegen,
so kann man durch rekursives Anwenden der Zerlegungen auf die Séhne wieder zuldssige
Zerlegungen erhalten. Dazu miissen in der Ausgangszerlegung die Knoten der Pentatope
wie in Definition 3.19 angeordnet sein. Dies entspricht dann der globalen Anwendung des
Algorithmus von Freudenthal, siehe [6].

Definition 3.19 (Zuldssige Nummerierung). Eine Zerleqgung Ty heifit zuldssig numme-
riert, falls fiir zwei benachbarte Pentatope

7, = konv ({x1,...,25}), 7 =konv({y1,...,ys5}) € Ty
Indizes 11 < io <13 < iy <115 und J1 < Jo < Jj3 < Ju < jJ5 ewistieren, sodass
{3:17 s ,5135} N {yh s 73/5} = {xim Ligs Ligs Liy, xis} = {$j1>$j2>xj37 Ljys x]’s}

gilt. Dabei bedeutet =, dass die zweir Mengen isomorph sind und = bedeutet, dass die Men-
gen gleich sind und zusdtzlich die Anordnung der Elemente identisch ist.
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Fiir ein einzelnes Pentatop und fiir die Zerlegung des Hyperwiirfels in N = 24 Elementen
ist es moglich, die Anfangszerlegung geeignet zu nummerieren. Die resultierenden feineren
Zerlegungen mit rein zyklischen Fixierungen sind in den Tabellen 3.4-3.5 angegeben. Dabei
ist zu erkennen, dass sich der maximale Durchmesser maxy—;,_n d; der Pentatope nach
dem zweitem Level immer halbiert. Dies ist in den Tabllen 3.1 und 3.3, welche die Trian-
gulierungen mit zyklischen und azyklischen Fixierungen beinhalten, nicht immer der Fall.
Jedoch ist der maximale Durchmesser der Pentatope mit einer rein zyklschen Fixierung fiir
den Hyperwiirfel grofler als mit zyklischen und azyklischen Fixierungen, siehe Tabelle 3.3
und 3.5.

For k=1,2,...,N:
Betrachte alle Tetraeder oy; der Elemente 73, € Ty.
For:=1,...,5:
Bestimme die inneren Kanten Wy ;.
Berechne die minimale innere Kante von oy, ;

ek = arg min |e,|.
en€Wg ;

Bestimme weiters die Menge
Api = {en € Uiyt len| = len| }-

Falls |Ag ;| = 1 ist, fixiere die Kante e;; des Tetraeders oy ;.
EndFor
EndFor
For k=1,2,...,N:

Fori=1,...,5:
Falls der Tetraeder oy ; des Elements 7, € 7y noch nicht
fixiert ist, fixiere eine geeignete Kante e € Ay ;.
EndFor
EndFor
For k=1,2,...,N:

Falls die Fixierung ¢, des Tetraeders 75 nicht zusammenhéngend
ist, tausche geeignete Kanten der Fixierung ¢, aus.
EndFor

Algorithmus 3.14: Fixierung aller inneren Randkanten ®; einer Triangulierung 7.
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Level | Elemente | Randelemente | innere Elemente | Knoten Rmax i ErllaxN dy,
1 1 5 0 5 | 04518 | 1.4142
2 16 40 20 15 0.2259 1.0000
3 256 320 480 70 0.1130 0.5590
4 4096 2560 8960 495 0.05648 | 0.2795
5 65536 20480 153600 4845 | 0.02824 | 0.1531
6 1048576 163840 2539520 58905 | 0.01412 | 0.07655

Tabelle 3.1: Triangulierungen eines Pentatops.

Level | Elemente | Randelemente | innere Elemente | Knoten | /Apax max dy,
1 9 9 192 55 | 0.3195 | 1.4142
2 1536 768 3456 169 0.1597 0.7071
3 24576 6144 58368 1681 | 0.07987 | 0.3750
4 393216 49152 958464 21025 | 0.03994 | 0.1875
5 6291456 393216 15532032 297025 | 0.01997 | 0.1083

Tabelle 3.2: Triangulierungen eines Hyperwtiirfels.

Level | Elemente | Randelemente | innere Elemente | Knoten Rmax IIllaXN dy,
1 24 18 36 16 | 04518 | 2.0000
2 384 384 768 81 0.2259 1.1180
3 6144 3072 13824 625 0.1130 0.5590
4 98304 24576 233472 6561 | 0.05648 | 0.3062
5 1572864 196608 3833856 83521 | 0.02824 | 0.1531

Tabelle 3.3: Triangulierungen eines Hyperwiirfels.

Level | Elemente | Randelemente | innere Elemente | Knoten Romax n}ax dy,
1 1 5 0 5 | 04518 | 1.4142
2 16 40 20 15 0.2259 1.0000
3 256 320 480 70 0.1130 0.5000
4 4096 2560 8960 495 0.05648 | 0.2500
5 65536 20480 153600 4845 | 0.02824 | 0.1250
6 1048576 163840 2539520 58905 | 0.01412 | 0.0625

Tabelle 3.4: Zyklische Triangulierungen eines Pentatops.
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Level | Elemente | Randelemente | innere Elemente | Knoten Rmax i IIllaXN dy,
1 24 48 36 16 0.4518 2.0000
2 384 384 768 81 0.2259 1.5811
3 6144 3072 13824 625 0.1130 0.7906
4 98304 24576 233472 6561 | 0.05648 | 0.3953
5 1572864 196608 3833856 83521 | 0.02824 | 0.1976

Tabelle 3.5: Zyklische Triangulierungen eines Hyperwiirfels.

3.3 Visualisierung

Hier wird eine Moglichkeit behandelt, eine Triangulierung 7y zu visualisieren. Dazu wird
diese in endlich viele dreidimensionale Mannigfaltigkeiten zerschnitten. Um dies zu errei-
chen, wird eine Hyperebene benotigt:

Definition 3.20 (Hyperebene). Sei Py € R* ein belicbiger Vektor und Py, Py, Py € R*
seien linear unabhdngige Vektoren. Dann beschreibt die Menge

By ={v:2=Py+mP+ paPo+psPs  fiir p, o, p3 € R}
eine Hyperebene.

Die Triangulierung 7y wird mit einer Hyperebene FEj; geschnitten, indem jedes einzelne
Pentatop 7, € 7x mit dieser Hyperebene geschnitten wird. Dazu wird fiir jede Kante
e; = (w;1,2;2) eines Pentatops 7, der Schnittpunkt mit dieser Ebene berechnet. Jeder
Punkt x auf der Kante e; lasst sich darstellen als

T =1+ Nz —x;p) fiir A e€l0,1].
Ein Schnittpunkt z; der Kante e; mit der Hyperebene E; muss somit die Gleichung
i1+ Mxio — 1) = Po+ 1Py + poe P + 3 Ps
erfiillen. Dies ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem

H1

P1 P2 P3 Ti1 — Li2 Zz = (1'7,',1 — Po) . (35)
7 A

Die Matrix A; ist genau dann invertierbar wenn der Vektor z;; — x;2 zu den Vektoren
Py, P, und P; linear unabhéngig ist. Das heifit, die Matrix A; ist nicht invertierbar, wenn
die Kante e; parallel zur Hyperebene Ej liegt. In diesem Fall gibt es entweder keinen oder
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unendlich viele Schnittpunkte. Ist die Matrix A; invertierbar, so kénnen die Koeffizienten
11, fo, 13, A € R eindeutig bestimmt werden. Gilt zusétzlich 0 < A\ < 1, so ist

T =T+ N2 — 1) = Po+ Py + poPo + psPs

ein Schnittpunkt der Kante e; mit der Hyperebene E,. Fiir ein Pentatop 7, beinhaltet die
Menge

Dy := {x; : x; ist Schnittpunkt der Kante e; mit der Hyperebene E,}

alle Schnittpunkte, die benttigt werden, um ein dreidimensionales Objekt darzustellen. Je
nach Anzahl der Schnittpunkte gibt es folgende Félle:

e Ist |Dy| =4, so bilden die Schnittpunkte Dy einen Tetraeder.
e Fiir | Dy| = 6 ergibt sich im Allgemeinen ein schiefes Prisma.
e Ist |Dg| < 3, so sind die Schnittpunkte Dy, fiir die Visualisierung nicht relevant.
Fiir ¢ € [0, T lasst sich mit den Vektoren
Py =(0,0,0,t)", P, = (1,0,0,0)", P, = (0,1,0,0)" und P3 = (0,0,1,0)"

zu jedem Zeitunkt ¢ ein dreidimensionales Objekt berechnen, welches mit den bekannten
Methoden visiualisiert werden kann [16].
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4 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel werden numerische Beispiele fiir das in Kapitel 1 vorgestellte Kontrollpro-
blem (1.1)—(1.2) fiir d = 1 und d = 3 betrachtet. Dazu wird das in Kapitel 2 diskretisierte
Optimalitdtssystem (2.14)—(2.16) fiir verschiedene Paramter ¢ gelost und die jeweiligen
Fehler in der Ly,—Norm angegeben. Dabei ergeben sich fiir die Lo—Fehler des Zustandes u
und der Steuerung z die erwarteten Konvergenzordnungen.

4.1 Modellprobleme fiir d =1

4.1.1 Beispiel zur Konvergenzuntersuchung

Gegeben sei das Gebiet 2 = (0, 1) und die Zeit 7' = 1. Der Raum Zeit—Zylinder @ ist somit
durch @ = (0,1)? gegeben. Weiters sei der Kostenkoeffizient ¢ = 1 und die gewiinschte
Temperaturverteilung sei

u(z) = (1+27%) 107%™ sin (7z)  fiir z € Q.

Am Anfang ist die Temperatur mit ug(z) = 1073 sin (rz) vorgegeben. Am Rand X sind
homogene Dirichletdaten gegeben. Die exakten Losungen des Optimalitétssystems (1.24)—
(1.26) lauten somit

u(z,t) = 107%™t sin () ,
2(x,t) = 20210 %™ sin () ,

plz,t) = —27210 %™  sin () .

Um néherungsweise Losungen fiir das Optimalititsystem (1.24)—(1.26) zu bestimmen, wur-
de das diskrete Optimalitétssystem (2.14)—(2.16) gelost. Dabei wurde fiir den Raum—Zeit—
Zylinder Q = (0,1)? eine Ausgangszerlegung mit N = 4 Dreiecken verwendet. Fiir weitere
Level wurden diese immer gleichméfig verfeinert. Weiters wurden fiir die Steuerung z und
fiir den Zustand u die gleichen Ansatzriaume verwendet. Somit kann zur Bestimmung der
Néherungslosungen u;, und z;, das Gleichungssystem (2.18) verwendet werden. Dieses wur-
de mit dem Loser PARDISO [24, 25] gelost. Fiir die Parameter ¢ € {—1,0,1}, 0 = 1,
£ = 100 und fiir die Polynomgrade r = 1,2, 3,4 sind in den Tabellen 4.1-4.12 die jeweili-
gen Fehler in der Ly—Norm angegeben. Dabei ergibt sich die Anzahl der Freiheitsgrade des
Gleichungssystems (2.18) durch die Beziehung

Naot = (r +1)(r + 2)N,
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wobel N die Anzahl der Elemente bezeichnet. Weiters wird mit

eoc := log, H“ e HL2(Q)
[ — up, HLQ(Q)
die numerisch erhaltene Konvergenzrate zum Level | bezeichnet.
Fiir ¢ = —1 ist fiir die Ly—Fehler des Zustandes v und der Steuerung z immer eine op-
timale Konvergenzordnung von eoc = r + 1 beziiglich der Polynomgrade » = 1,2,3,4 zu
beobachten, siehe dazu die Tabellen 4.1-4.4. Fiir ¢ € {0, 1} ist jedoch nur fiir ungerade
Polynomgrade, also » = 1,3 eine optimale Konvergenzordnung von eoc = r + 1 gegeben.

Fiir r = 2,4 ergibt sich nur eine Konvergenzordnung von eoc = r. Dieses Verhalten fiir den
Fehler in der Lo—Norm ist auch fiir den rein elliptischen Fall zu beobachten, siehe [20, 23].

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up|/;,g) | €oc | ||z = 2nll1,q) | €oc
0 4 24 3.0356 4+ 0 — 5.6442 4+ 1 —
1 16 96 1.1869 + 0 1.35 | 2.2435+1 | 1.33
2 64 384 46311 -1 | 136 | 9.0583+0 | 1.31
3 256 1536 1.4842 — 1 1.64 | 3.09844+0 | 1.55
4 1024 6144 4.0841 — 2 1.86 | 9.1944 — 1 1.75
5 4096 24576 1.0556 — 2 1.95| 25091 -1 | 1.87
6 16384 98304 2.6752 — 3 1.98 | 6.5568 —2 | 1.94
7 65536 393216 6.7318 —4 | 1.99 | 1.6766 —2 | 1.97
8 262144 1572864 1.6885 —4 | 2.00 | 4.2405—-3 | 1.98

Tabelle 4.1: Ergebnisse fiir e = —1, =1, 0 = 100 und r = 1.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up||;,g) | €oc | ||z = 2ll1,q) | €oc
0 4 48 1.4287 40 — 2.0095 +1 —
1 16 192 2.9668 — 1 227 4.6402+0 | 2.11
2 64 768 5.3210 —2 | 248 | 9.5004 -1 | 2.29
3 256 3072 7.1474 -3 290 | 1.5109—-1 | 2.65
4 1024 12288 8.8310 — 4 3.02| 21051 -2 |2.84
5 4096 49152 1.0794 —4 | 3.03 | 27679 -3 | 2.93
6 16384 196608 1.3296 —5 | 3.02 | 3.5461 —4 | 2.96
7 65536 786432 1.6479 -6 | 3.01 | 4.4869 —5 | 2.98
8 262144 3145728 20499 -7 | 3.01 | 5.6423—-6 | 2.99

Tabelle 4.2: Ergebnisse fiir e = —1, =1, 0 = 100 und r = 2.
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Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up||;,g) | €oc | ||z = 2nll1,q) | €oc
0 4 80 4.3473 -1 — 5.7248 4+ 0 —
1 16 320 5.5692 —2 | 296 | 8.6034—-1 |2.73
2 64 1280 4.8595 -3 | 3.52 | 9.0357—2 | 3.25
3 256 5120 3.4060 —4 | 3.83 | 7.0670 -3 | 3.68
4 1024 20480 21719 -5 | 397 | 477127 -4 | 3.89
5 4096 81920 1.3352 -6 | 4.02 | 3.0461 -5 | 3.97
6 16384 327680 8.1300 —8 |4.04 | 1.9038—-6 | 4.00
7 65536 1310720 49535—-9 |4.04| 1.1807—7 |4.01

Tabelle 4.3: Ergebnisse fiir e = —1, =1, 0 = 100 und r = 3.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up|/;,g) | €oc | ||z = 2nll1,q) | €oc
0 4 120 12464 —1 | — | 1.6641+0 | —
1 16 480 11446 —2 | 3.44 | 17667 —1 |3.24
2 64 1920 53330 —4 | 442 | 9.7153—3 | 4.18
3 256 7680 19862 — 5 | 4.75 | 3.8060 —4 | 4.67
4 1024 30720 6.4761 —7 |4.94| 1.3080 -5 | 4.77
5 4096 122880 19714 —8 | 5.04 | 3.9565—7 |5.14
6 16384 491520 59418 — 10 | 5.05| 1.2032—8 |5.04

Tabelle 4.4: Ergebnisse fiir e = —1, =1, 0 = 100 und r = 4.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up|/;,g) | €oc | ||z = 2nll1,q) | €oc
0 4 24 3.0158 +0 — 5.6245 41 —
1 16 96 1.2122 +0 1.31 | 22528 +1 1.32
2 64 384 4.7327-1 | 136 | 9.0747+0 | 1.31
3 256 1536 1.5049 — 1 1.65 | 3.0952+4+0 | 1.55
4 1024 6144 4.1228 — 2 1.87 | 9.1725 -1 1.75
5 4096 24576 1.0639 — 2 1.95| 2.5020—-1 | 1.87
6 16384 98304 2.6946 — 3 1.98 | 6.5378 =2 | 194
7 65536 393216 6.7751 —4 | 1.99 | 1.6716 -2 |1.97
8 262144 1572864 1.7002 — 4 1.99 | 4.2282 -3 | 1.98

Tabelle 4.5: Ergebnisse fiir e =0, =1, 0 = 100 und r = 1.
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Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up||;,g) | €oc | ||z = 2nll1,q) | €oc
0 4 48 1.5296 + 0 — 2.0657 +1 —
1 16 192 3.2101 -1 225 4.7307+0 |2.13
2 64 768 5.6576 —2 | 2.50 | 9.5897 -1 | 2.30
3 256 3072 77587 —3 | 2.87| 1.5294—-1 | 2.65
4 1024 12288 1.0194 -3 | 293 | 22118—2 |2.79
5 4096 49152 1.5369 —4 | 273 | 29173-3 | 2.92
6 16384 196608 29307 -5 |[239| 4.1464—-4 | 281
7 65536 786432 6.7093 =6 | 2.13| 6.9486 —5 | 2.58
8 262144 3145728 1.6458 =6 | 2.03 | 1.4446 —5 | 2.27
Tabelle 4.6: Ergebnisse fiir e =0, § =1, 0 = 100 und r = 2.
Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up|/;,g) | €oc | ||z = 2nll1,q) | €oc
0 4 80 5.1042 — 1 — 6.2151 +0 —
1 16 320 6.1106 -2 | 3.06 | 88904 -1 | 2281
2 64 1280 5.0745—-3 | 359 | 9.1191 -2 | 3.29
3 256 5120 3.4957 -4 | 3.86| 7.1196 —3 | 3.68
4 1024 20480 2.2138 =5 3.98 | 48191 -4 | 3.88
) 4096 81920 1.3577—-6 | 4.03| 3.0818 =5 | 3.97
6 16384 327680 8.2650 —8 | 4.04 | 1.9280 -6 | 4.00
7 65536 1310720 5.0380 -9 | 4.04 | 11978 -7 | 4.01
Tabelle 4.7: Ergebnisse fiir e =0, § =1, 0 = 100 und r = 3.
Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — un||;,q) | €oc | |2 = 2ull1,q) | eoc
0 4 120 1.5732 — 1 — 1.8823+0 —
1 16 480 1.2211 -2 | 3.69| 18366—-1 | 3.36
2 64 1920 5.5402 —4 | 446 | 9.8942 -3 | 4.21
3 256 7680 22027 -5 | 4.65| 39243 -4 | 4.66
4 1024 30720 91798 =7 | 458 | 1.3864 —5 | 4.82
5 4096 122880 4.7604 —8 | 4.27 | 52686 -7 |4.72
6 16384 491520 29434 -9 | 4.02] 25818—-8 |4.35
Tabelle 4.8: Ergebnisse fiir e =0, § =1, 0 = 100 und r = 4.
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Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up||;,g) | €oc | ||z = 2ll,q) | €oc
0 4 24 3.0027 + 0 — 5.6101 +1 —
1 16 96 1.2383 + 0 1.28 1 22631+1 |1.31
2 64 384 4.8352 —1 1.36 | 9.0944+4+0 | 1.32
3 256 1536 1.5262 -1 | 1.66 | 3.0934+0 | 1.56
4 1024 6144 41635 -2 | 187 | 9.1550—-1 | 1.76
) 4096 24576 1.0727 -2 | 196 | 24961 —1 | 1.87
6 16384 98304 27153 -3 | 198 | 6.5216 —2 | 1.94
7 65536 393216 6.8290 -4 199 | 1.6675—2 |1.97
8 262144 1572864 1.7126 —4 | 2.00 | 4.2175—-3 | 1.98

Tabelle 4.9: Ergebnisse fiir e =1, =1, 0 = 100 und r = 1.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up|/;,g) | €oc | ||z = 2nll1,q) | €oc
0 4 48 1.6093 + 0 — 2.1149 + 1 —
1 16 192 3.4373 -1 223 | 4824440 |2.13
2 64 768 6.0113 -2 | 252| 9.7040 -1 | 2.31
3 256 3072 8.5241 -3 [2.82] 1.5560—-1 | 2.64
4 1024 12288 1.2544 -3 | 276 | 22349 -2 | 2.80
5 4096 49152 23008 =4 | 245 | 3.2399-3 | 2.79
6 16384 196608 5.1915 -5 | 2.15 | 5.4231 -4 | 2.58
7 65536 786432 1.2722 -5 | 203 | 11213 -4 | 2.27
8 262144 3145728 3.1800 -6 | 2.00 | 2.6451 -5 | 2.08

Tabelle 4.10: Ergebnisse fir e =1, =1, 0 = 100 und r = 2.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up|;,g) | €oc | ||z — 2nll1,q) | €oc
0 4 80 5.6573 — 1 — 6.6047 + 0 —
1 16 320 6.6370 —2 | 3.09| 92143 -1 |284
2 64 1280 5.3104 =3 | 3.64 | 9.2555 -2 | 3.32
3 256 5120 3.6176 —4 | 3.88 | 7.2136 —3 | 3.68
4 1024 20480 2.2824 -5 3.99 | 48933 -4 | 3.88
) 4096 81920 1.3984 —6 | 4.03 | 3.1350 -5 | 3.96
6 16384 327680 85170 —8 | 4.04| 1.9648—-6 | 4.00
7 65536 1310720 51977 -9 | 4.03 ] 12211 -7 |4.01

Tabelle 4.11: Ergebnisse fire =1, =1, 0 = 100 und r = 3.
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Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — un||;, ) | €oc | [z = 2nll 1,0 | €0c
0 4 120 1.8144 — 1 — 2.0706 + 0 —
1 16 480 1.3032 -2 | 3.80| 19185 -1 | 3.43
2 64 1920 5.9341 —4 | 446 | 1.0179 -2 |4.24
3 256 7680 27246 —5 | 4.44 | 4.3461 —4 | 4.55
4 1024 30720 1.3999 -6 | 428 | 1.6287—-5 |4.74
5 4096 122880 8.4580 —8 | 4.05| 7.6411 -7 |4.41
6 16384 491520 54128 =9 | 3.97 | 4.4192 -8 | 4.11

Tabelle 4.12: Ergebnisse fire =1, =1, 0 = 100 und r = 4.

4.1.2 Anwendungsbeispiel

Gegeben sei das Gebiet 2 = (0, 1), welches einen Draht darstellen soll. Am Rand I' wird
dabei die Temperatur zu jeder Zeit durch homogene Dirichletrandbedingungen modelliert.
Am Anfang weist der Draht eine Temperatur ug = z(1 — x) auf. Wegen der homogenen
Dirichletrandbedingungen wiirde der Draht auf die Temperatur v = 0 abkiihlen. Ziel ist
es nun, den Draht so zu erwéirmen, dass dieser zum Zeitpunkt T = 1 wieder seine An-
fangstemperatur aufweist, also @ = z(1 — ). Dabei ist der Kostenkoeffizient mit o = 1073
gegeben. Diese Aufgabenstellung fithrt auf das in dieser Arbeit vorgestellte Kontrollpro-
blem. Fiir die ndherungsweisen Losungen des Optimalitdtssystems (1.24)—(1.26) wurde der
Raum-Zeit-Zylinder Q = (0,1)? gleichmiilig in 16384 Elemente unterteilt. Weiters wur-
den fiir die Steuerung z und fiir die Zusténde v und p die gleichen Ansatzraume mit einem
Polynomgrad r = 3 verwendet. Die ndherungsweisen Losungen des Zustands u, des adjun-
gierten Zustands p und der Steuerung z sind in den Abbildungen 4.1-4.3 dargestellt. Dabei
ist zu erkennen, dass die Temperatur u relativ schnell auf die Temperatur v = 0 abkiihlt.
Durch die Wirkung der Steuerung z, welche erst kurz vor dem Zeitpunkt 7" = 1 einsetzt,
wird die Temperatur v wieder auf die vorgegebene Temperatur u gebracht.

Da der Zustand w und die Steuerung z ein unterschiedliches Verhalten aufweisen, ist es
von Vorteil fiir beide unterschiedliche Netze zu verwenden. Fiir stationédre Probleme siehe
dafiir zum Beispiel [34].
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Abbildung 4.2: Steuerung z
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Abbildung 4.3: Adjungierter Zustand p

4.2 Modellprobleme fiir d =3

Analog wie fiir den Fall d = 1 wird hier ein numerisches Beispiel fiir d = 3 betrachtet. Dazu
sei das Gebiet = (0,9)3, die Zeit T' = 9, der Kostenkoeffizient o = 1 und eine gewiinschte
Temperaturverteilung

22\ g2
e =10 (1 57) o () ()0 (5)

gegeben. Am Anfang sei eine Temperatur
e~ 0 () () )

vorgegeben. Weiters sei am Rand I' die Temperatur u gleich Null. Die exakten Losungen
des Optimalitétssystems (1.24)—(1.26) lauten somit

ﬂ2
u(z,y, z,t) = 10 3e>t sin (%) sin (%) sin (%) ,

22 2 T T Tz
e27tgin (—) sin (_y) sin (—)
27 9 9 9/’

22 g2 X Y mZ
. 1n-3 w2y (TTN L (TY\ (T2
p(z,y,z,t) =—10 27627 sm(g)sm(g)sm(g).

2(x,y,2,t) =107
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Das Losen des diskreten Optimalitdtssystems (2.14)—(2.16) fiir ¢ = —1 beziehungsweise
e = 0 liefert die in den Tabellen 4.13-4.18 angegebenen Lo—Fehler. Dabei wurden fiir
den Zustand u und fiir die Steuerung z wie in Abschnitt 4.1.1 die gleichen Ansatzraume
verwendet. Weiters wurde der Parameter J = 1 gewihlt und fiir den Penalty o wurde
der in den Tabellen 4.13-4.18 angegebene Wert verwendet. Fiir den Raum—Zeit—Zylinder
Q = (0,9)* wurden die in Tabelle 3.3 angegebenen Zerlegungen beniitzt. Fiir die Anzahl
der Freiheitsgrade des Gleichungssystems (2.18) ergibt sich die Formel

1
Ndof = E(T + 1)(’/“ + 2)(7’ + 3)(7“ + 4)N
Fiir verschiedene Polynomgrade r = 1,2, 3 ist in den Tabellen 4.13-4.18 fiir die Lo—Fehler
eine optimale Konvergenzordnung von eoc = r + 1 zu beobachten. Fiir den Fall ¢ = 1 und
einem Polynomgrad von r = 2 sollte eigentlich nur eine Konvergenzordnung von eoc = r
zu beobachten sein. Dies ist jedoch in den ersten vier Level noch nicht zu sehen, siehe dazu

auch Tabelle 4.6.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up|;,g) | €oc | ||z — znll1,q) | €oc
0 24 240 1.7950 — 1 — 1.2312 -1 —
1 384 3840 1.1780 -1 | 0.61 | 6.2051 —2 | 0.99
2 6144 61440 4.9120 — 2 1.26 | 2.9581 -2 | 1.07
3 98304 983040 1.4085 — 2 1.80 | 9.4513 -3 | 1.65
4 1572864 15728640 3.7658 — 3 1.90 | 2.7401 -3 | 1.79

Tabelle 4.13: Ergebnisse fiir e = —1, =1, 0 = 1000 und r = 1.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — up|/;,q) | €oc | ||z = 2nll1,q) | €oc
0 24 720 9.4717 — 2 — 6.0743 — 2 —
1 384 11520 3.5922 — 2 1.4 22498 -2 | 143
2 6144 184320 6.0095 — 3 258 | 40194 -3 | 248
3 98304 2949120 79776 —4 | 291 | 5.6269 -4 | 2.84

Tabelle 4.14: Ergebnisse fir e = —1, § =1, ¢ = 5000 und r = 2.
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Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — unl|;, ) | €oc | [z = 2nll 1,0 | eoc
0 24 1680 5.4525 — 2 — 3.6752 — 2 —
1 384 26380 708203 | 277 5.1685-3 |2.83
2 6144 430080 5.9965 —4 | 3.73 | 4.1652—4 |3.63
3 | 98304 6881280 39719 -5 |3.92| 28469 -5 |3.87

Tabelle 4.15: Ergebnisse fiir e = —1, § =1, ¢ = 5000 und r = 3.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — un||;,q) | €oc | [[2 = 2ull1,q) | eoc
0 24 240 17457 —1 | — | 12199-1 | —
1 384 3840 11752 —1 | 0.05| 6.0605—2 | 1.01
2 6144 61440 49033 -2 | 1.31| 29534—2 | 104
3 | 98304 983040 14075 —2 | 1.80 | 9.4532—3 | 1.64
4 | 1572864 | 15728640 3.7665—3 | 1.90 | 275653 | 1.78

Tabelle 4.16: Ergebnisse fiir e =0, =1, 0 = 1000 und r = 1.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — un||;, ) | €oc | [z = 2ull1,q) | eoc
0 24 720 03427 —2 | — | 50502—2 | —
1 384 11520 35044 —2 | 1.38| 22491-2 | 14
2 6144 184320 6.0079 —3 |2.58| 4.0199 -3 |248
3 | 98304 2049120 79775 —4 | 2.91| 5.6274—4 | 2.84

Tabelle 4.17: Ergebnisse fiir e =0, =1, ¢ = 5000 und r = 2.

Level | Elemente | Freiheitsgrade | |lu — upl;,g) | €oc | ||z = 2l q) | eoc
0 24 1680 5.5751 — 2 — 3.6616 — 2 —
1 384 26880 8.0064 —3 | 2.8 | 5.1695—3 | 282
2 6144 430080 6.0023 —4 | 3.74| 4.1679 -4 | 3.63
3 98304 6881280 3.9710 -5 [ 3.92| 2.8472-5 | 3.87

Tabelle 4.18: Ergebnisse fiir e =0, § =1, 0 = 5000 und r = 3.




5 Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein optimales Kontrollproblem mit verteilter Steuerung betrach-
tet. Fiir dieses wurde ein dquivalentes Optimalitdtssystem hergeleitet, welches mithilfe
der Discontinuous Galerkin Methode diskretisiert wurde. Im vierten Kapitel wurden nu-
merische Beispiele angegeben, die die erwartete Konvergenzordnung zeigen. Das diskrete
Optimalitédtssystem wurde dabei ohne Vorkonditionierung gelost. Fiir die Triangulierung
eines Raum-—Zeit—Zylinder Q C R* steigt die Anzahl der Elemente bei einer gleichméBigen
Verfeinerung um den Faktor 16 an, wodurch sich auch die Anzahl der Freiheitsgrade des dis-
kreten Optimalititssystems um den Faktor 16 multipliziert. Deshalb ist die Untersuchung
geeigneter Vorkonditionierungsstrategien notwendig, um das Optimalitatssystem effizient
16sen zu konnen. Eine Multigrid Vorkonditionierung fiir Advektions—Diffusions—Probleme
wird zum Beispiel in [12] beschrieben.

Da die Anzahl der Freiheitsgrade des diskreten Optimalitétssystems fiir einen Raum—Zeit—
Zylinder Q C R* sehr gro werden kann, ist ein weiterer interessanter Aspekt die Anwen-
dung von Gebietszerlegungsmethoden auf diese Problemstellung, siehe hier zum Beispiel
[9]. Weiters ist die numerische Behandlung von anderen Zustandsgleichungen, welche ande-
re physikalische Prozesse modellieren, ein weiterer interessanter Gesichtspunkt, siehe hier
zum Beispiel [31].
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Anhang

Zusammenhingende Fixierungen

Hier sind alle méglichen zusammenhéngenden Fixierungen grafisch dargestellt. Von den
243 moglichen Fixierungen gibt es insgesamt 87 zusammenhéngende Fixierungen. Davon
sind 12 zyklische und 75 sind azyklische Fixierungen.

Zyklische Fixierungen

1 1 1 1 1
6 9 9 6 6 9
2 52 5 2 5 2 12 5 2 5
[ ) { ] [ ) 7 L ] [ ) 8 { ] [ ) 7 8 { ] { ]
10 \ 15 10 i1 15 10 11 15 10 *15 {1 11
gei— 3% i 3% 4 3% 4 gei—
i 1 1 1 i
6 9 6 6
2 52 12 5 2 52 12 52 2 5
[ ) 7\ L ] 708 L ] [ ) 8 { ] [ ) \8 [ ) L ]
115y T 1151 0% 11921y 14 15
3% 7 3% 7 3% 4 Beaed Bead
1 1
9 9
2 12 5 2 1 5
[ ) 7§ L ] [ ) 8 L ]
i1 10
3e 103 o/ 3e 103 o4
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Azyklische Fixierungen
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