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Motivation und Einleitung

Gebietszerlegungsmethoden erfahren in den letzten Jahren immer grolere Beliebtheit, nicht
zuletzt deshalb, weil sie eine Vielzahl von Vorteilen gegeniiber Zugéngen iiber Standard-
methoden mit sich bringen, fiir eine gute Einfithrung in Gebietszerlegungsmethoden kann
zum Beispiel [12] oder [16] herangezogen werden.

Die Urspriinge von Gebietszerlegungsmethoden liegen schon in der Mitte des 19. Jahr-
hunderts, als H. Schwarz eine Methode vorschlug, um Randwertprobleme der Poisson-
Gleichung in komplizierten Geometrien mit Hilfe der Zerlegung des Gebiets in sich iiber-
lappende Rechtecke und Kreise zu 16sen. In der heutigen Zeit wird dieser Vorteil, Rand-
wertprobleme auf komplizierten Geometrien mit Hilfe von iiberlappenden Gebietszerle-
gungsmethoden zu l6sen, noch immer genutzt, jedoch hat sich die Problemstellung etwas
gedndert. Warum man auch in der heutigen Zeit noch einen Vorteil dadurch erhilt, dass
man komplizierte Geometrien in einfachere sich iiberlappende Geometrien aufteilt, ist die
Triangulierung der Gebiete, da die Formregularitdt der Triangulierungen fiir einfachere
Geometrien sehr viel einfacher zu erfiillen ist, als fiir kompliziertere.

Jedoch ist das nicht der einzige Grund, warum Gebietszerlegungsmethoden immer mehr
in Mode kommen, sondern auch die Mdéglichkeit, neueste Rechnerarchitekturen effizienter
nutzen zu konnen. Die Entwicklung, dass moderne Rechensysteme nicht nur einen Re-
chenkern, sondern mehrere Rechenkerne und Grofirechner sogar bis zu mehreren tausend
Rechenkerne zur Verfiigung stellen, bietet dem Nutzer eine hervorragende Moglichkeit,
Gebietszerlegungsmethoden anzuwenden, da die Aufteilung des betrachteten Gebiets in
mehrere Teilgebiete eine natiirliche Méglichkeit der Parallelisierung darstellt. Hierbei kann
jedem Rechenkern ein oder mehrere Gebiete iibergeben werden, die lokal gelost und an-
schliefend zu einer globalen Losung zusammengefiigt werden.

Ein weiteres Anwendungsgebiet von Gebietszerlegungsmethoden ist die Vorkonditionie-
rung von Systemen. Es hat sich herausgestellt, dass das Losen von Gebietszerlegungsmetho-
den auf mehreren Teilgebieten eine bessere Kondition aufweist, als wenn man das Problem
auf dem gesamten Gebiet betrachtet. Aus diesem Grund werden Gebietszerlegungsmetho-
den auch oft dazu verwendet, um Vorkonditionierer fiir verschiedenste numerische Verfah-
ren zu konstruieren.

In dieser Arbeit wollen wir uns jedoch auf iiberlappende Gebietszerlegungsmethoden in
der Stromungsmechanik konzentrieren. In der Strémungsmechanik geht man von den Axio-
men der Massen-, Impuls- und Energieerhaltung aus und kann daraus die kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen herleiten. Unter den zusétzlichen Annahmen, dass die Dichte
des Fluids konstant ist und auch wahrend des Stromungsvorganges konstant bleibt, sich
die Stromung zeitlich nicht dndert und dass ein Newtonsches Fluid vorliegt, erhélt man die
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stationdren inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen:
—vAu+ (u-V)u+Vp=f, divu=0,

wobei hier v die kinematische Viskositét, u die Geschwindigkeit des Fluids, p den Druck
und f Massenkréfte, die auf das Fluid wirken, beschreiben. Fiir eine detailierte Einfithrung
dieser Gleichungen bzw. weiteren Informationen zur Modellierung von Stromungen siehe
[19] oder [2].

Diese Gleichungen eignen sich, um Strémungen von Fliissigkeiten, wie zum Beispiel Was-
ser oder Benzin, zu berechnen, wodurch zum Beispiel Benzinpumpen fiir die Automobil-
industrie simuliert werden kénnen. Eine solche Simulation war auch Motivationsgeber fiir
diese Arbeit.

Saugseite Druckseite

U EMPCCE @ Robert Besch Grabl D Germany 1152007 GS/EMP-CCE | © Ruber! Bosch GbH Gurmuny 11/2007

Abbildung 0.1: Druckverteilung in einem Bauteil einer Kraftstoffpumpe, simuliert mit
CFD++

Fiir diese Simulationen ist es notwendig, das betrachtete Rechengebiet in Dreiecke oder
Vierecke aufzuteilen, deren Winkel nicht zu klein werden diirfen, um eine gute Konver-
genz der Naherungslosungen zu erhalten. Diese Aufteilung ist fiir komplizierte Geometrien
jedoch oft schwierig. Aus diesem Grund stellen iiberlappende Gebietszerlegungsmethoden
eine hervorragende Moglichkeit dar, diesem Problem auszuweichen, da man komplizierte
Geometrien in mehrere einfache, sich iiberlappende Geometrien aufteilen kann, die leicht
vernetzt werden konnen. Fiir die Umstromung eines Zylinders in einem Kanal kann man
zum Beispiel ein kartesisches Gitter fiir den Kanal und ein Rotationsgitter um den Kreis,
der den Zylinder modelliert, verwenden. Es stellt sich nun jedoch die Frage, wie man mit
diesen {iberlappenden Gittern eine Losung fiir das gesamte Gebiet erhélt? Dieser Frage
wollen wir in dieser Arbeit nachgehen.

Im Zuge eines Praktikums im Wintersemester 2007/08 bei der Robert Bosch GmbH
in Stuttgart haben wir ein Ersatzmodell fiir Stromungen in engen Spalten mit Hilfe des
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kommerziellen Softwarepakets CFD++, das das Rechnen mit {iberlappenden Gebieten er-
moglicht, aufgestellt. Die Losungen dieses Problems haben gezeigt, dass das in diesem
Softwarepaket implementierte Verfahren fiir iiberlappende Gitter noch nicht optimal ist.

Uberlappende Nicht-uberlappende
Gitter: Gitter:

CHENLE-CURIE Robet Besah Gobbd Ceoowuy 2072008 G IMOCTR 6 Raker: Rasch Gl Cemamy 129705

Abbildung 0.2: Vergleich einer Rechnung mit iiberlappenden und einer mit nicht iiberlap-
penden Gittern mit Hilfe von CFD++

Man kann in Abbildung 0.2 Oszillationen in der Losung mit iiberlappenden Gittern er-
kennen. Dieser Umstand motiviert nun dazu, die Stabilitdt von iiberlappenden Gebiets-
zerlegungsmethoden zu untersuchen. Wir wollen in dieser Arbeit jedoch nicht die Navier-
Stokes-Gleichungen, sondern zwei Spezialfille davon betrachten.

Fiir Stromungen mit niedrigen Reynoldszahlen

Re := E,
v

wobei U eine charakteristische Grofleneinheit der Geschwindigkeit der betrachteten Stro-
mung und L eine charakteristische Léangeneinheit des betrachteten Rechengebiets beschreibt,
ldsst sich zeigen, dass sie iiber die Stokes-Gleichungen modelliert werden kénnen:

—vAu+Vp=f, divu=0.

Der zweite Teil dieser Arbeit wird sich mit diesen Gleichungen befassen und eine iiberlap-
pende Gebietszerlegungsmethode vorschlagen.
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Fiir rotationsfreie Stromungen, das heifit die Geschwindigkeit u erfiillt die Bedingung
rotu = 0,

existiert ein Potential ¢ mit u = Vo (vgl. [2]). Somit erhdlt man mit der Divergenzfreiheit
der Geschwindigkeit die Laplace-Gleichung

Au = 0.

Um Geschwindigkeitsfelder solcher Stromungen berechnen zu konnen, ist es also lediglich
notwendig, eine Laplace-Gleichung zu 16sen. Dieser Umstand soll das Vorgehen im ersten
Teil dieser Arbeit motivieren, in dem wir eine iiberlappende Gebietszerlegungsmethode fiir
die Poisson-Gleichung herleiten und analysieren werden.

Die hier betrachteten iiberlappenden Gebietszerlegungsmethoden basieren mathematisch
auf der Theorie der gemischten Finite Elemente Methoden. Aus diesem Grund werden wir
in Kapitel 1 die wichtigsten Grundlagen zu gemischten Finite Elemente Methoden anfiihren.

In Teil T werden wir diese Aussagen nutzen, um iiberlappende Gebietszerlegungsme-
thoden fiir die Poisson-Gleichung basierend auf der Arlequin Methode (vgl. [11], [6], [7])
herzuleiten. Dabei soll ein Randwertproblem fiir die Poisson-Gleichung in 2 = €24 U )y mit
Q1 NQy # () hergeleitet werden, wobei wir fiir die Gebiete €2; und €, voraussetzen, dass sie
Lipschitz sind. Basierend auf dieser Zerlegung formulieren wir in Kapitel 2 die schwache
Formulierung fiir das homogene Dirichlet-Randwertproblem der Poisson-Gleichung in eine
schwache Formulierung in Funktionen u! : Q; — R und u? : y — R um. Dafiir werden
wir anschliefend die eindeutige Losbarkeit und die Aquivalenz zur schwachen Formulierung
auf dem Gebiet 2 = € U )y zeigen. Abschliefend betrachten wir in Kapitel 2 eine Formu-
lierung des Problems iiber gestorte Sattelpunktprobleme, fiir die wir ebenso die eindeutige
Losbarkeit und Aquivalenz zur schwachen Formulierung auf dem Gebiet Q = Q; UQ, zeigen
werden. In Kapitel 3 sollen die resultierenden Sattelpunktprobleme konform diskretisiert
und fiir die entstandenen diskreten Sattelpunktprobleme die eindeutige Losbarkeit unter-
sucht werden. Dariiberhinaus werden wir die Konvergenz der diskreten Losungen gegen die
eindeutig bestimmten Losungen der kontinuierlichen Probleme analysieren und abschlie-
Bend in Kapitel 4 durch numerische Beispiele belegen.

In Teil IT werden wir in Kapitel 6 eine Formulierung aus Teil I auf die Stokes-Gleichungen
erweitern und auch dafiir die eindeutige Losbarkeit und Aquivalenz zur schwachen Formu-
lierung des Stokes-Problems im Gebiet 2 = €y U €y zeigen. In Kapitel 7 werden wir
diese Formulierung konform diskretisieren und fiir die diskrete Formulierung die eindeutige
Losbarkeit sowie die Konvergenz der diskreten Losungen gegen die eindeutig bestimm-
te kontinuierliche Losung zeigen. Abschlieend betrachten wir in Kapitel 8 ein numeri-
sches Beispiel, motiviert durch das von S. Turek und M. Schéfer in [17] vorgeschlagene
Benchmark-Problem, das die Umstromung eines Zylinders behandelt.

Am Ende dieser Arbeit sollen die wichtigsten Ergebnisse nochmals kurz zusammengefasst
werden und mogliche weitere Punkte angefiithrt werden, um das hier betrachtete Verfahren
zu verbessern bzw. zu erweitern.



1 Vorbemerkungen zu gemischten
Finite Elemente Methoden

Die in dieser Arbeit hergeleiteten iiberlappenden Gebietszerlegungsmethoden basieren ma-
thematisch auf gemischten Finite Elemente Methoden. Aus diesem Grund sollen in diesem
Kapitel die grundlegenden Aussagen zur eindeutigen Losbarkeit bzw. Konvergenz von ge-
mischten Finite Elemente Methoden angefiithrt werden. Néhere Betrachtungen kénnen in
[5] oder [4] nachgelesen werden.

1.1 Sattelpunktprobleme

Fiir Hilbertrdume V und () mit den Normen || - ||y und || - || betrachten wir mit Bilinear-
formena:V xV - Rund b: V x Q — R und Linearformen F': V - Rund G: Q) — R
das folgende Variationsproblem.

Gesucht ist (u,p) € V x @, sodass

a(u,v)+b(v,p) = F(v)
b(u, q) =G(q)

fiir alle (v,q) € V x Q.
Die eindeutige Losbarkeit dieses Sattelpunktproblems lasst sich mit Hilfe des Satzes von
Brezzi beweisen.

Satz 1.1 (Satz von Brezzi). Seien a : V. xV — Rund b : V x Q — R beschrdnkte
Bilinearformen. Fiir die Bilinearform b:V x () — R gelte die Stabilitdtsbedingung

b(v, q
sup bv,q) > Billalle (1.3)
ozvev ||v]lv

fir alle ¢ € Q mit einer Konstanten (3, > 0. Die Bilinearform a : 'V xV — R sei
invertierbar auf ker B, d.h. fir ein F' € (ker B)* existiert eine eindeutig bestimmte Ldsung
w € ker B, sodass

a(w,v) = F(v) (1.4)
fiir alle v € ker B, wobei

kerB:={ueV:blu,q) =0 VqgeQ@}.

11
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Dann ist das Sattelpunktproblem (1.1)-(1.2) eindeutig losbar. Gilt fir die eindeutig be-
stimmte Losung w des Problems (1.4) zusdtzlich mit einer von der Elliptizitits- und der
Beschrinktheitskonstanten der Bilinearform a abhdngigen Konstanten ¢ > 0 die Abschdt-
zung

lwlly < ]| F]

Ve (1.5)

dann erfillt die eindeutig bestimmte Losung (u,p) € V x Q des Sattelpunktproblems (1.1)-
(1.2) zusdtzlich die Stetigkeitsabschdtzungen

lully < e[ F
Iplle < es]| ]

ve + || G|
V* +C4||G|

Q* (].-7

mit Konstanten c1, co, c3,cq4 > 0 abhdngig von den Elliptizitdtskonstanten der Bilinearform
a, der Konstanten in der Stabilitdtsbedingung und den Beschrdinktheitskonstanten.

Beweis: Siehe [4] und [5].
U

Wir werden meist auf diesen Satz zuriickgreifen, um die eindeutige Losbarkeit der herge-
leiteten Verfahren zu zeigen.

Ebenso kann man diskretisierte Sattelpunktprobleme mit endlichdimensionalen und kon-
formen Ansatzraumen V, C V und @, C @ betrachten.

Gesucht ist (up, pr) € Vi, X Qp, sodass

a(un, vp)+b(vn, pr) = F(vp) (1.8)
b(un, qn) = G(qn) (1.9)

fir alle (vy, qn) € Vi X Qp.

Die eindeutige Losbarkeit dieser diskreten Sattelpunktprobleme lassen sich auch mit
Hilfe des Satzes von Brezzi (vgl. Satz 1.1) beweisen. Dazu sei jedoch bemerkt, dass ein ent-
scheidender Punkt fiir den Beweis der eindeutigen Losbarkeit von diskreten Sattelpunkt-
problemen die diskrete Stabilitdtsbedingung darstellt, das heifit es existiert eine von h
unabhingige Konstante 8 > 0, sodass

b
sup (Uh, Qh)

> B llanllq (1.10)
0Fvp €V ”UhHV

fir alle ¢, € @ gilt. Diese Bedingung ist in der Regel keine direkte Konsequenz der
kontinuierlichen Stabilitétsbedingung (1.3). Die Konvergenz der diskreten Losungen gegen
die eindeutig bestimmte Losung des kontinuierlichen Sattelpunktproblems (1.1)-(1.2) lasst
sich mit Hilfe des folgenden Satzes zeigen.



1.2 Gestorte Sattelpunktprobleme 13

Satz 1.2. Sei das kontinuierliche Sattelpunktproblem (1.1)-(1.2) eindeutig losbar mit der
Losung (u,p) € V x Q. Weiters sei das diskrete Sattelpunktproblem (1.8)-(1.9) eindeutig
losbar mit der Losung (up,pn) € Vi, X Qn. Dann existieren zwei Konstanten ci,ca > 0 mit

uU—u <c¢ inf |ju—w + co inf — . 1.11
lu —unlly < 1 inf Jlu—willy +cx nf flp—anllg (1.11)
Gilt dariiberhinaus ker By, C ker B, so gilt die verbesserte Abschditzung

lu—up|ly < e inf |Ju— vy, (1.12)
v EVY

wobei die Konstanten ¢, und co abhdngig von den Elliptizitdtskonstanten der Bilinearform
a, der Konstanten in der Stabilititsbedingung und den Beschrinktheitskonstanten sind.

Beweis: Siehe [5] und [4].

1.2 Gestorte Sattelpunktprobleme

Wir werden sehen, dass manche Verfahren, die wir in dieser Arbeit herleiten werden, nicht
mit den oben eingefiithrten Sitzen analysiert werden konnen. Aus diesem Grund fithren wir
hier die Theorie von gestorten Sattelpunktproblemen ein.

Fiir eine Bilinearform ¢ : @ x @ — R betrachten wir anstelle von (1.1)-(1.2) das folgende
Variationsproblem:

Gesucht ist (u,p) € V x @, sodass

(1.13)
(1.14)

a(u, v)+b(v, p)
b(u, q)—c(p,q)

1l
Q 3
SIS

fiir alle (v,q) € V x Q.
Ebenso wie im vorhergehenden Abschnitt léasst sich auch fiir das gestorte Sattelpunkt-
problem (1.13)-(1.14) eine Aussage iiber die eindeutige Losbarkeit treffen.

Satz 1.3. Sei die Bilinearform a : V x V. — R beschrinkt und ker B-elliptisch. Die Bili-
nearform b :V x Q — R sei aufferdem beschrinkt und erfiille die Stabilitdtsbedingung

b(v, q
sup 2049 5 5o (1.15)
0£veV [v]lv

fir alle g € Q fir eine Konstante 31 > 0.
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Dariiberhinaus sei die Bilinearform c: Q) x Q@ — R auf Q) beschrinkt und es gelte
a(v,v) >0,
c(¢,q) 20

fir alle v € V, q € Q. Dann besitzt das gestorte Sattelpunktproblem (1.18)-(1.14) eine
eindeutig bestimmte Liosung (u,p) € V x Q, welche die Stetigkeitsabschdtzung

[, p)llvxe < el (F, G)llvexq (1.16)

fiir eine Konstante ¢ > 0 abhdngig von den Elliptizititskonstanten der Bilinearform a, der
Konstanten in der Stabilitdtsbedingung und den Beschranktheitskonstanten erfillt.

Beweis: Siehe [4] und [5].
U

Ebenso wie fiir Sattelpunktprobleme kann man auch diskretisierte gestorte Sattelpunkt-
probleme betrachten.
Gesucht ist (up, pr) € Vi, X Qp, sodass

a(up, vp)+b(vn, pr) = F(vp) (1.17)
b(un, qn)— c(Pn, an) = G(qn) (1.18)

fir alle (vn, qn) € Vi X Qp.

Die eindeutige Losbarkeit dieser diskreten gestorten Sattelpunktprobleme ldsst sich mit
Hilfe von Satz 1.3 beweisen. Auch in diesem Fall sei bemerkt, dass die diskrete Stabilitéitsbe-
dingung (1.10) nicht direkt aus der kontinuierlichen Stabilitdtsbedingung (1.15) folgt. Fiir
die Konvergenz der diskreten Losungen (up, pn) € Vi X @ gegen die eindeutig bestimmte
Losung (u,p) € V x @ des kontinuierlichen gestorten Sattelpuntkproblems (1.13)-(1.14)
lasst sich ein dhnliches Ergebnis wie fiir Sattelpunktprobleme beweisen.

Satz 1.4. Sei das kontinuierliche gestorte Sattelpunktproblem (1.13)-(1.14) eindeutig lds-
bar mit der Losung (u,p) € V x Q. Weiters sei das diskrete gestirte Sattelpunktproblem
(1.17)-(1.18) eindeutig losbar und besitze die Losung (up, pn) € Vi X Qp. Dann existiert eine
von h unabhdngige Konstante ¢ > 0 abhdngig von den Elliptizititskonstanten der Biline-
arform a, der Konstanten in der Stabilitdtsbedingung und den Beschrainktheitskonstanten,
sodass

lu—unllv +[p—pullg <c  inf |[(u,p) = (vn, an)llvxe (1.19)
(Vh,qn) EVA X Qh

qgilt.

Beweis: Siche [4] und [5].
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Eine iiberlappende
Gebietszerlegungsmethode fiir die
Poisson-Gleichung
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2 Kontinuierliche Variations- und
Sattelpunktformulierungen

2.1 Formulierung als Variationsproblem

Fiir die Herleitung einer Variationsformulierung gehen wir von einer zweimal stetig diffe-
renzierbaren Losung u : {2 — R des homogenen Dirichlet-Randwertproblems der Poisson-
Gleichung auf einem Lipschitz-Gebiet {2 aus:

—Au=f inQ, (2.1)
u=0 aufl':=090.

Betrachten wir nun fiir dieses Problem die schwache Formulierung.
Gesucht ist u € H}(Q) sodass

a (u,v) = F'(v) (2.3)

fiir alle v € H}(Q2) mit der Bilinearform

a (u,v) = /QVu(x) -Vo(z)dx

und der Linearform

F'(v) ::/Qf(x)v(x)dx.

Aus der Theorie von elliptischen Randwertproblemen weifl man, dass dieses Variationspro-
blem fir f € Ly(Q2) eindeutig losbar ist. Auflerdem ist jede klassische Losung des Rand-
wertproblems (2.1)-(2.2) eine Losung des Variationsproblems (2.3) und jede zweimal stetig
differenzierbare Losung des Variationsproblems (2.3) ist eine Losung des Randwertproblems
(2.1)-(2.2). Fiir einen genauen Beweis dieser Aussagen siche [15].

Die Funktion u wird hier im Sobolev-Raum H}(Q2) gesucht. Die Sobolev-Riume H*(£2)
sind Funktionenrdume mit H*(Q) C Lo(Q2), deren k-te Ableitungen im schwachen Sinn
existieren und wiederum in Ly(€2) sind. Der Sobolev-Raum H'(€2) ist dann ein Hilbert-
Raum mit dem Skalarprodukt

(u, v) 10 :—/QVu(x)-Vv(x)dx+[2u(x)v(x)dx

17



18 2 Kontinuierliche Variations- und Sattelpunktformulierungen

und der Norm

HUHHl(Q) = \/<U,U>H1(Q).

AuBerdem lisst sich fiir w € H'(€2) ein Spuroperator

Yotu() = lim u(Z)
A>7—xel

definieren, fiir den vi"u € Hz(8) gilt. Mit Hilfe dieser Spur lassen sich nun die Sobolev-
Réaume

Hy () :={ue H(Q) : 7"u =0},
Héj(Q) ={ue H(Q) : v{"ulp = 0}
mit I' C ' definieren. Es kénnen sehr viel mehr Aussagen iiber Sobolev-Riume getroffen
werden, die wir hier jedoch nicht anfithren wollen. Hier soll fiir eine weiterfithrende Lektiire
nur auf [1] und auf [20] verwiesen werden.
Zerlegen wir nun das Gebiet () in zwei sich {iberlappende Lipschitz-Gebiete £2; und €2
mit

QUQ =0, QO NQ#0.
Auflerdem fordern wir an die Zerlegung die zusétzliche Eigenschaft
(U NQ)NT = 0.

Die im weiteren Verlauf betrachteten Beispiele sollen also diese Voraussetzung erfiillen,
wie zum Beispiel das Einheitsquadrat €2, das folgendermafien in zwei sich iiberlappende
Teilgebiete ) und €, aufgeteilt werden kann (vgl. Abbildung 2.1).
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2o

0

Abbildung 2.1: Gebiet ; und Gebiet (),

Mit Hilfe der eindeutig bestimmten Losung u des Variationsproblems (2.3) kénnen wir
Funktionen u' € Hj () und u* € Hjp(Q) mit

ul = ulq,,

u? = ulq,

definieren. Fiir beliebige v € H} () gilt mit den Definitionen

vl = vlq,,

v? = vq,,

v' € Hyp(Q1) und v* € Hj () und fiir die Bilinearform o’ folgt

a(u,v) = /QVu(a:)-Vv(x)dx

= Vul(z) - Vol (z)dz + | Vu?(z) - Vo*(z)dz

Ql QQ
1 1

——/ Vul(z) - Vol (x)dz — —/ Vu?(z) - Vo (r)dx
2 Q1N 2 Q1N

= a(u',u?; vt v?)
und fiir die Linearform F”
Flo) = / F@)o(a)da
Q

= f(z)v! (z)dx + f(z)v?(x)dz
Q1 Qo

1 1 1 2
_5/91092 f(x)v (x)dx — 5/91092 f(x)v*(x)dx
= F(v*v?).
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Bisher wurden u' und u? als Einschrinkung der Losung u von (2.3) betrachtet. Im
Allgemeinen ist die Bedingung

ul=wu? in QN

fir Funktionen u!' € H'(Q;) und u?* € H'(s) jedoch nicht sinnvoll, da Funktionen in
Sobolev-Rdumen nur dann miteinander identifizert werden, wenn sie fast {iberall iiberein-
stimmen. Aus diesem Grund wollen wir fiir die schwache Formulierung der iiberlappenden
Gebietszerlegungsmethode die Bedingung

<U1 — U2,w>H1(le92) =0 VYwe Hl(Ql N Qg)

fordern. Bauen wir diese Bedingung in den Funktionenraum Hj(€4) X Hgp(€;) ein, so
erhalten wir den Raum

V= {(Ul,u2) € H&F(Ql) X H&F(Qg) . <U,1 — ’LLZ,”IU>H1(QIQQQ) =0 Yw € Hl(Ql N Qg)} .

Mit Hilfe dieses Funktionenraums konnen wir nun eine schwache Formulierung fiir ei-
ne iiberlappende Gebietszerlegungsmethode fiir das homogene Dirichlet-Randwertproblem
(2.1)-(2.2) aufstellen.

Gesucht ist (u',u?) € V sodass

a(u',u®; vt v?) = F(v',v?) (2.4)

fiir alle (v',v?) € V.

Aufgrund der Konstruktion des Variationsproblems (2.4) impliziert jede Losung u des
Variationsproblems (2.3) auch eine Losung (u',u?) des Variationsproblems (2.4). Der fol-
gende Satz soll auch die Umkehrung beweisen.

Satz 2.1. Seiu eine Lisung des Variationsproblems (2.3), dann ist (u',u?) mit u' := ulq,
und u?|q, := ulq, eine Lisung des Variationsproblems (2.4). Ist umgekehrt (u*,u?) eine
Lésung des Variationsproblems (2.4), so ist die Funktion u : Q — R mit

| ul(z)  firz e Qq,
) = { u?(x)  fiirx € Q;

in H' () und u ist eine Lisung des Variationsproblems (2.5).
Beweis: Sei (u',u?) € V eine Lisung des Variationsproblems (2.4). Dann gilt
(u' — u®, W) g (0,na,) =0

fiir alle w € H'(Q; N Q) und mit w := u'|g,nq, — 12|0,nq, gilt

0= <U1 —u?, w>H1(Q1ﬂQ2) = (Ul —u? u' — U2>H1(anz) = ”Ul - UQH%H(leQg)'
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Also gilt u' = u? in H'(2; N §y). Somit ist die Funktion

(z) = ul(z) fiir z € Q,
W)= u?(x) fiir x € Qy

in Hy(Q) und fiir v € H}(Q) gilt

a(u,v) = /QVu(a:)-Vv(:c)d:c

Mit den Definitionen

v _U|917
v° =0,
gilt jedoch (v!,v?) € V und somit
a(u,v) = Vu(z) - Vo'(z)dr + | Vu(z) - Voi(r)dx
Ql Q2

1 1
——/ Vu(z) - Vo' (z)dr — —/ Vu(x) - Vo?(z)dw
2 19518192 2 19518192

a(u‘ﬂnu’Qz; Ul? U2)

a(ut, u®; v v?).

Da (u',u?) jedoch eine Losung des Variationsproblems (2.4) ist, gilt fiir diese (v!,v?) € V

d(u,v) = a(u',u*; vt v?) = F(v',v?)
= f@)w'(z)de + [ f(2)v*(z)dx
Ql QZ
1

! /Q i@ [
= [ 1@z = Fo)

Also folgt
a'(u,v) = F'(v)

fiir alle v € H}(2) und u ist eine Losung des Variationsproblems (2.3).
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2.2 Eindeutige Losbarkeit der Variationsformulierung

In Abschnitt 2.1 haben wir eine zur schwachen Formulierung (2.3) &quivalente Variations-
formulierung hergeleitet, die nach Funktionen in zwei sich iiberlappenden Teilgebieten 2y
und €25 des Gebiets €2 sucht. Nun stellt sich jedoch die Frage, ob dieses Problem auch
eindeutig losbar ist. Diese Frage soll in diesem Abschnitt beantwortet werden.

Die eindeutige Losbarkeit des Problems wollen wir {iber das Lemma von Lax-Milgram
(vgl. Satz 3.2 in [15]) beweisen. Dazu ist die V-Elliptizitdt und die Beschranktheit der
Bilinearform a zu beweisen, das heifit, es existieren Konstanten aq, as > 0, sodass

a(vh, v 01, 0%) > an]| (01, V) i )i o)
la(u', u; 0", v?)] < agl| (u! au2)||H1(ﬂl)xH1(Qg)||(017v2)||H1<Ql)xH1(92)
fiir alle (v!, v?), (u!,u?) € V gilt. AuBerdem muss die rechte Seite F die Bedingung F € V*
erfiillen, wobei V* den Dualraum von V' bezeichnet. Nehmen wir nun jedoch f € Lo(2)

an, so ist diese Bedingung auf jeden Fall erfiillt, denn es gilt mit der Dreiecksungleichung,
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Holder-Ungleichung

[F'v%)] =

: f(z)v' (z)dx + g f(x)v*(x)dz

1 1
——/ f(x)vl(x)dx——/ f(z)v*(z)dz
2 Q1N 2 Q1N
< f(z)v' (z)dx| + f(x)v*(z)dx
Ql Q2
1 1 ]‘ 2
+ |z fx)v' (x)dz| + |= f(z)v(x)dz
2 Q1N 2 Q1NQ2
< | flza@o v o) + 1 | za@a) 107 o)
1 1
+§HfHLz(Qsz)HleLz(Qmﬂz) + 5HfHLg(Qsz)HUQHLz(QmQQ)
< —||f||L2 vl o +—||f||L2(Q)||U2||L2(92)
< V3 I + 121
<

—\/_||f||L2 \/||01||H1 ) T 112215 @
= 5\/§||fHL2(Q)||(U LX) || () x B (@)

Die Beschrinktheit der Bilinearform a soll folgendes Lemma beweisen.
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Lemma 2.2. Es existiert eine Konstante ay > 0, sodass

la(u’, w? 0", 0%)] < aqll(u' w?) | o < o 108 V) [ 00y < 02)
fiir alle (v, v?), (u',u?) € HY () x H'(Qy) gilt.
Beweis: Fiir Funktionen
(v, v?), (u', u?) € HY () x H ()

gilt mit der Dreiecksungleichung fiir die Bilinearform a die Abschétzung

lau’, u? 0!, 0%)] =

/91 Vu'(z) - Vo' (z)d +/ Vil (z) - Vo (z)da

Qo

1 1
——/ Vul(z) - Vol (z)dz — —/ Vu?(z) - Vo (r)dx
2 Q21N 2 Q1N

< Vul(z) - Vol (z)dz| + Vu?(z) - Vo?(z)dz
Ql QQ
—i—1 / Vul(z) - Vol (x)dz| + ! / Vu?(z) - Vo (r)dz
2 Q1N Q1N

und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

la(u', u? 0" 0P| < ut oy v a ) + 1P @) [V 0,)

1 1 1 } 2 2
+2|U |H1(le92)|v |H1(leQg) + 2|u |H1(Qm§22)|U |H1(Qm§22)

IA

o v | @) + 102 [0 2 00
1 1
+§|lu1||H1(Q1ﬁ92)||U1||H1(Q1ﬂ§22) + 5||U2HH1<91092)HUZHH%Qszy

Fiir u! € H'(9;) und u? € H'(€y) gelten jedoch die Ungleichungen

|| 1. n00) ] 1 )

<
<

[ || 12 (@2n2) [0 71 ()

und somit erhélt man fiir die Bilinearform a die Abschétzung

a(ut,u?; 0!, 0?)| <

[\ RV

[||U1HHl(Ql)HUlHHl(Ql) + ||U2||H1(Q2)||U2||H1(Qg)}
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und mit der Holder-Ungleichung folgt

3 2 3
a(u! w0 o)< (e B + el ) (10" B + 1021 @)

3
= §||(U17UQ)HHl(m)le(ﬂg)H(UlaUZ)HHl(ﬂl)le(ng)

fiir alle (v',v?), (u',u?) € HY(Q1) x H'(Qy).

Die V-Elliptizitdat der Bilinearform a soll das néchste Lemma zeigen.

Lemma 2.3. FEs existiert eine Konstante ay > 0, sodass
G(UI,UQ;Ulavz) > alH(Ul’Uz)”%{l((ll)le(Qg)
fiir alle (v',v?) € V gilt.

Beweis: Fiir die Bilinearform a gilt

a(v', v vt 0?) = Vol(z) - Vol(z)de + [ Vo*(z) - Vo? (z)dw
Ql QZ
1 1
——/ Vol(z) - Vo' (z)dx — —/ Vi (z) - Vo? (z)dx
2 Q1NQ2 2 Q1NN

1 1
= |U1|§{1(Q1) + |U2|§{1(Q2) - §|’U1|§{1(Qlﬂ92) - §|U2|2Hl(91092)
1
Z 3 [|U1|§{1(Ql) + |U2|§11(92)} :

Sei nun ohne Beschriankung der Allgemeinheit 0€2; N T" keine Nullmenge des Randes 0€)y,
dann gilt fiir (v',v%) € V im Speziellen v* € Hj(€;) und man erhlt die Abschéitzung

] 2
a(vt, vt 0?) > = |v1ﬁ{1(gl)+ / v!(1)ds, +|v2|?{1(92) .
2 o0, T

Mit dem Norméquivalenzsatz von Sobolev (vgl. Satz 2.2 in [15]) konnen wir nun folgern,
dass eine Konstante ¢; > 0 existiert, sodass

2
|v1|§{1(91) + (/ vl(x)dsl,) > Cl”UlH%Il(Ql).
o NI
Setzt man diese Ungleichung ein, ergibt das

1
a(v!, %0t v?) > 3 [01”“1”1%11(91) + 0?71 | - (2.5)
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Fiir (v',v?) € V gilt jedoch
(UZ, W) (01 00) = (Ul, W) H1(0100)
fiir alle w € H'(Qy N §y). Somit ist
vl =v® in HY(Q; N Q).

Es gilt also

o' | @unas) = 102 @unes) = 107 La@ins)-

Fiir die Lo-Norm gilt jedoch mit einer weiteren Anwendung der Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung

2
1y = [ [P da
Q1NQ2

1 2
> — v (x d:v) .
B ’91 N Q2| (/Qlﬂflz ( )

Setzt man diese Abschétzungen in die Ungleichung (2.5) ein, ergibt das

1

a(v', vt 0?) > 5[Clﬂvl”%l(gl)+|U2|%11(92)]

[l 2 gy + llo sy + 10|

2
112 1 2 212
[ClHU lonen + o Ao (/me (@dx) 1@

> 1 _a g _ dr ) + .
= 5 m (Cb 0N > [HU HHI(Ql\Q2) + ( le2v (x)dx v ‘Hl(ﬂz)

Mit einer weiteren Anwendung des Normierungssatz von Sobolev (vgl. Satz 2.2 in [15])
erhélt man die Abschétzung

(AV2
N~ DN

2
( / v2<m>do:) Py = el
Q1N

fiir eine Konstante co > 0 und man erhélt fiir die Bilinearform a die Beziehung
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a(v',v* 0! 0%) > %min (Cl’ |Q ﬂQ i 1) [H“1HH1 ana +eallvlm QZJ
> %min ( Cly T |Q1 ﬂ Ak 1) min (1, ¢z) ||Ul||H1 o\ T [0* ([ 92)i|
> imin (cl, o ﬂ onk 1) min (1, cz) ||Ul||H1 @ T 1Vl 92)}
= imin (cl, o ﬂ QQ\ ) min (1, cz) H(U v )”Hl (Q1)xH(Q2)

und die V-Elliptizitdt der Bilinearform a ist gezeigt.
O

Mit Hilfe dieser beiden Lemmata kénnen wir nun unter Zuhilfenahme des Lemmas von
Lax-Milgram (vgl. Satz 3.2 in [15]) eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung der Variationsformulierung (2.4) treffen.

Satz 2.4. Das Variationsproblem (2.4) ist eindeutig l6sbar und die Losung (u',u?®) € V
erfillt die Stetigkeitsabschditzung

[(w, W) || 2 ) x i 02) < ——\/_||f||L2<Q)>

wobei ay > 0 die FElliptizitdtskonstante aus Lemma 2.3 bezeichnet.

2.3 Formulierung als Sattelpunktproblem

In Abschnitt 2.2 haben wir die eindeutige Losbarkeit der Variationsformulierung (2.4) ge-
zeigt. Das weitere Vorgehen sieht eine ndherungsweise Losung der Variationsformulierung
(2.4) vor. Im Hinblick darauf ist es von Vorteil, die zusétzliche Bedingung

(' = v, W) im0, =0

fiir alle w € H'(; N€)y), die bisher im Raum V eingebaut war, in die Variationsformulie-
rung einzubinden. Das kann iiber Lagrange-Multiplikatoren geschehen, wodurch man ein
Sattelpunktproblem erhélt.
Gesucht ist (u', u*; A) € Hyp() x Hyp(Q) x H' (1 N Q) sodass
a(u', u? v v?) + (01 = 0% N ainas) = F(v', 07), (2.6)
(u' —u?, I4) H (910924) =0 2.7

fir alle ('Ul,'UQ;ILL) S H&,F(Ql) X H&F<Qg) X Hl(Ql N Qg)
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2.4 Eindeutige Losbarkeit des Sattelpunktproblems

Die eindeutige Losbarkeit des Sattelpunktproblems (2.6)-(2.7) soll mit Hilfe des Satzes von
Brezzi (vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1) gezeigt werden. Definiert man die Bilinearform

b(v', 0% ) == (0" — 0%, AV 1 (in,)s

so muss man, um den Satz von Brezzi anwenden zu kénnen, die ker B-Elliptizitdt und die
Beschranktheit der Bilinearform a sowie die Beschréanktheit der Bilinearform b beweisen.
Auflerdem ist fiir die Bilinearform b die Stabilitdtsbedingung
b 1 ,2. by
. (0", 0% 2)

0,002 w2)eHE (@) x Y () |01 02) L @) < @2)

> ﬁlH)‘HHl(QﬂWQz) (28)

fiir eine Konstante 3; > 0 und alle A € H'(€; N Q) zu zeigen.
In Lemma 2.2 wurde jedoch schon die Beschréanktheit der Bilinearform a gezeigt. Aufler-
dem gilt
ker B=V

und in Lemma 2.3 wurde bereits die V- und somit die ker B-Elliptizitit der Bilinearform
a gezeigt. Die Beschranktheit der Bilinearform b soll das folgende Lemma behandeln.

Lemma 2.5. FEs existiert eine Konstante B3 > 0, sodass
[b(v!, 0% M) < Ball (v, o) a1 21y 1 020) | M 11 21002

fiir alle (v',v?) € HY(Qy) x HY () und X € HY (2, N Q) gilt.
Beweis: Fiir die Bilinearform b und (v',v* \) € H'(2;) x H'(Qy) x HY( N Qy) gilt

[b(v', v )| = (v = 0%, A ingy)|
und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhélt man

(0", v N < 0! = v? [l @unon [ @i new)-
Die Dreiecksungleichung liefert
(0", v* M) < (10! 1 @ines) + 10251 @in0s)) I 1 @un0s)-

Fiir (v!,v?) € HY(Qy) x H'(,) gelten jedoch die Abschiitzungen

||U1||H1(Qmﬂ2) < ||U1||H1(Ql)a
<

10| 711 (01n022) [0%]1 11 ()
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und mit der Holder-Ungleichung erhélt man

' o5 N < ([0 ) + 19%]les) A @un0y)

1

2
V2 (0 By + 1010 ) 1A @une)

V2([ (0", 0?)[| 1 g0y x a1 (@) | M 111 (0010 -

IA

g

Die letzte zu beweisende Voraussetzung, um den Satz von Brezzi anwenden zu kénnen, ist
die Stabilitdtsbedingung fiir die Bilinearform b.

Lemma 2.6. FEs existiert eine Konstante 31 > 0, sodass

b(vt, v%; A
Sup 1 2( ) > ﬁIH)\”Hl(Qsz)
(0,0)£ (vt w2)eHy (1)< Hj 1(22) [ (01, 02) || 51 (1) x H1 (90)

fiir alle A € H' (2, N Q) gilt.

Beweis: Fiir A € H'(Q N Q) ist A|poar € Hz(0\T). Die Idee ist nun, diese Funk-
tion A auf das Gebiet ), fortzusetzen.

(% Ql

Abbildung 2.2: Fortsetzung von A auf das Gebiet €24

Das soll iiber die Losung des folgenden Randwertproblems geschehen:

—Av=0 in Q;\Q
v=20 auf I'
v=XA auf 0Q\I'

Wir wissen, dass das dazugehorige Variationsproblem eindeutig 16sbar ist.
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Gesucht ist o € H*(Q;\Qy) mit ] goT = Alog, v und 0]sq,ar = 0, sodass
/ Vo(x) - Vw(z)dx =0
Q1\Q2

fiir alle w € HE(2:\ Q).
Die eindeutig bestimmte Losung v erfiillt auflerdem die Stetigkeitsabschitzung

I8l < s o,
fir eine Konstante ¢ > 0. Mit dem Spursatz (vlg. Satz 2.9 in [15]) gilt somit

H77||H1(Ql\97) < C||)\‘|H1(Qm§22)
fiir eine Konstante ¢ > 0. Definieren wir nun o' : ; — R mit
ol o(x) in Q\Qo,
T )\(Jf) in Ql N QQ

und 7* : Q; — R mit 9> = 0, so gilt (0,0) # (¢',0%) € Hyp(Q1) x Hjp(Qs) und man erhélt
die folgende Abschétzung:

1,2 S1 2.
sup b(v', v \) - b(vt, 0% )

002w w2)emL ) x a1 2) [ (08 V) L@ @) — 108 02) i@ < e2)

_H)‘|’12L11(Qm§22) 1H>‘H?{1(le92)

Ly
_ 1 R
[0 iy — clMaanas) ¢ (Q1N92)

g

Somit sind alle Voraussetzungen fiir den Satz von Brezzi erfiillt und man kann eine Aussage
tiber die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Sattelpunktproblems (2.6)-(2.7) treffen.

Satz 2.7. Das Sattelpunktproblem (2.6)-(2.7) ist eindeutig losbar und fir die Lésung
(u',u* N) € Hyp(Q1) X Hjp(Q2) X H'(Q1 N Q) gelten die Stetigkeitsabschitzungen

1(uh, u?) | @0)x i 90) <l f o)

Mzt @unes) <eall fllzae)

fiir Konstanten cq1,cy > 0.

2.5 Aquivalenz des Sattelpunktproblems zur
schwachen Formulierung

Aus Abschnitt 2.4 wissen wir, dass das Sattelpunktproblem (2.6)-(2.7) eindeutig losbar
ist. Es stellt sich nun jedoch die Frage, ob eine Losung des Sattelpunktproblems auch eine
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Losung des Randwertproblems (2.1)-(2.2) ist. Wir wissen aber bereits aus Abschnitt 2.1,
dass eine Losung des Variationsproblems (2.4) auch eine Losung von (2.3) impliziert. Die
Losung des Variationsproblems (2.3) ist jedoch dquivalent zur Losung des Randwertpro-
blems (2.1)-(2.2). Somit miissen wir hier nur die Aquivalenz der Sattelpunktformulierung
(2.6)-(2.7) zur schwachen Formulierung (2.4) zeigen.

Satz 2.8. Sei (u',u* \) € Hyp(Q1) X Hyp(Q) x H' (1 NQy) eine Lisung des Sattelpunkt-
problems (2.6)-(2.7), dann ist (u',u?®) € V eine Lisung des Variationsproblems (2.4). Sei
umgekehrt (u*,u®) € V eine Lisung des Variationsproblems (2.4). Dann ist das folgende
Variationsproblem eindeutig losbar.

Gesucht ist A € H' (21 N €)y), sodass

b(vhv% \) = F(vhv?) — a(u', u?; 0t v?) (2.9)

fir alle (v',v*) € Hyp(Q1) x Hyp(Q).
Mit diesem eindeutig bestimmten X ist (u',u?, \) eine Ldsung der Sattelpunktformulie-

rung (2.6)-(2.7).

Beweis: Sei (u',u? )\) eine Losung des Sattelpunktproblems (2.6)-(2.7), dann gilt mit
Gleichung (2.7)

<’LL1 - u27 #>H1(Q1ﬁ92) =0
fiir alle g € H*(2; Ny) und somit ist (u',u?) € V. AuBerdem gilt fiir (v!,v?) € V
<U1 - U27 A>H1(Qlﬂ92) - 0
fiir jedes beliebige A € H'(Q; N ). Also gilt mit Gleichung (2.6)
a(u', u®; vt v?) = F(v',v?)
fiir alle (v!',v?) € V. Da (u!,u?) im Funktionenraum V liegt, ist (u',u?) € V die eindeutig
bestimmte Losung des Variationsproblems (2.4).
Sei umgekehrt (u',u?) € V eine Losung des Variationsproblems (2.4). Dann ist mit
Lemma 2.5 und Lemma 2.6 zusammen mit dem Satz von Babuska-Aziz (vgl. Hilfssatz 4.2

in [4]) das Variationsproblem (2.9) eindeutig lésbar und wir erhalten ein A € H'(2; N $y).
Somit ist Gleichung (2.6) wegen der Konstruktion von A erfiillt und fiir (u!,u?) € V gilt

0= (u' —u? p) = b(u',u? 1)

fir alle p € H'(Q N Q). Somit ist auch Gleichung (2.7) erfiillt und (u',u?, \) ist eine
Losung der Sattelpunktformulierung (2.6)-(2.7).

g



2.6 Eine modifizierte Sattelpunktformulierung 31

2.6 Eine modifizierte Sattelpunktformulierung

In Abschnitt 3.3 des Kapitels 3 werden wir an die Grenzen der Sattelpunktformulierung
(2.6)-(2.7) stoBen, da wir in diesem Kapitel keine Einschrénkungen an die Triangulierungen
der Gebiete €y und €2, fordern. Aus diesem Grund wird es an dieser Stelle von Vorteil
sein, eine neue Formulierung des Problems zu betrachten, die wir in diesem Abschnitt
einfiihren wollen. Anstelle des Sattelpunktproblems (2.6)-(2.7) betrachten wir das folgende
modifizierte Sattelpunktproblem.

Gesucht ist (u',u* \) € Hyp() x Hyp(Q2) x H'(E(Q N Qy)), sodass

a(u', u*; vt v?)+b(vt vE \) = F (v, v?), (2.10)
B( I,UQ;,LL> _C(Anu) =0 (211)
fiir alle (v, v p) € Hyp() x Hyp(Q2) x H'(E(1 N Q) mit den Bilinearformen
a(u',u* vt 0?) = | Vul(z)  Vol(x)de + [ Vui(z) - Vo (z)dx
Ql QQ

1

1
— —/ Vul(z) - Vol (z)dz — —/ Vu?(z) - Vo?(z)dz (2.12)
2 Jaine, £(2119)

1
+-(1— t)/ Vu?(z) - Vo (x)dz,
2 E(Q1NQ2)\(21NQ22)

- 1
b(u', u®\) = —t/ Vu?(z) - VA(z)dr 4+ (u® — u', N) i oun0,) (2.13)
2 Je@naan\@iney)
und
1
(A p) = —t/ VA(z) - Vu(x)de (2.14)
2 Je@inaa)\(@in0)

und der Linearform

F(v',v?) = i f(z)v' (z)dx + g f(z)v*(z)dw

| . (2.15)

-3 /ermg f(z)v(z)dw — 3 /le2 f(2)v*(z)dx,

wobei t ein beliebiger aber fest zu wéhlender Parameter mit 0 < ¢ < 1 ist und das Gebiet
E(Q N Qy) ein beliebiges Gebiet mit
0 NQy C g(Ql PIQQ) C Qs
und
EULNQ)NT =0

ist, vgl. hierzu auch Abbildung 2.3. Auflerdem wéhlen wir hier die Gebiete £2; und 2 so,

dass
oL NT £

gilt.
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2y

Q4

Abbildung 2.3: Die Gebiete €y, Q25 und £(2; N Qy)

Fiir diese Formulierung wollen wir in diesem Abschnitt die eindeutige Losbarkeit und
deren Aquivalenz zur Variationsformulierung (2.3) zeigen.

2.6.1 Eindeutige Losbarkeit des modifizierten
Sattelpunktproblems

Das modifizierte Sattelpunktproblem (2.10)-(2.11) entspricht einem gestorten Sattelpunkt-
problem wie in Kapitel 1 eingefiihrt. Also werden wir auf Satz 1.3 zuriickgreifen, um die
eindeutige Losbarkeit des modifizierten Sattelpunktproblems (2.10)-(2.11) zu zeigen. Dazu
miissen wir die Beschrénktheit der Bilinearformen a, b und ¢ zeigen. Die Beweise dafiir
konnen jedoch auf dhnliche Weise wie die Beweise fiir die Lemmata 2.2 und 2.5 gefiihrt
werden und sollen daher hier nicht betrachtet werden. Fiir die Elliptizitit betrachten wir
das folgende Lemma.

Lemma 2.9. FEs existiert eine Konstante a; > 0, sodass

@(01702;01»U2> > dl”(Ul?U2)||%—I1(Ql)><H1(QQ)

fiir alle (v',v?) € ker B gilt.

Beweis: Fiir die Bilinearform a gilt

~ 1 1
a(v', 0% 0t 0?) = |Ul|?{1(91) + |U2|§{1(92) - §|Ul|§{1(91rmg) - §|U2ﬁ11(5(91m92))
+§(1 — )|} g (@unaa\ (©1n92)

1
2

v

[|U1|?{1(Ql) + |U2|%{1(Qg)} :
Mit der Voraussetzung
o NT #0Q

gilt somit zusammen mit v* € Hj(Q1)

a@', v 0 e?) 2 5 |0 B + 10y

2
[|’Ul|§_p(ﬂl) + (/aQ - vl(:v)dsx) + |’U2 %1(92)]
1

>

N~ N~
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und mit dem Normierungssatz von Sobolev (vgl. Satz 2.2 in [15]) folgt, dass eine Konstante
c1 > 0 existiert, sodass

. 2
d(vl,vg;vlyv2) > = vt H1 (Q1) / vl(w)dsx) +|U H1(Q2)
2 QNI
1
> B [01”” ||H1(Ql) + |U2|§11(92)}
1 .
> smin(Len) [Jo' o + o7e)

Fiir (v!,v?) € ker B gilt aber
b, v* u) =0 Vu e HY(EQ NQ)).

Mit p1 = v?|g(@,nq,) gilt

/ sz(x) . sz(x)dx + (v2 — !, '112>H1(Qm92)
E(Qlﬂgg)\(glﬂﬂg)

’7)2@1(5(91092)\(le92)) + Hvszl(gmz) - <Ul>v2>H1(Qmﬁz)

= |U2|§11(s(91m2)) + ||U2||%2(Qm92) - <U17U2>H1(9m92)

und somit

|U2 %{1(5(91092)) + “UQH%Q(QmQQ) = <Ul>?}2>H1(Qmﬂz)-

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt also

’Uzﬁfl(g(glmg))+H712H2L2(9m92) = <U177}2>H1(§2m92)
H’UlHHl(legb)H?)2HH1(91092)

<
< oM @unen 102 2 e @1 n0s))-

Eine weitere Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt

1 / r
212 ’
. > 4 ve(x)dx
Iz @ine) 2 1070, { N0, @

und mit dem Norméquivalenzsatz von Sobolev (vgl. Satz 2.2 in [15]) gilt

|U2|§11(5(9m92)) + ||U2||%2(le§22)

1 2
> min (1, ——— | | [v?]%. +(/ zPa:dm)
- ( | ﬂQ2|) [| HHE(N:)) Q10 (@)

> min 1,; C2||U2||?qlggmﬂ
=z |QlﬂQ2‘ (E(1NQ2))
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fiir eine Konstante ¢y > 0. Insgesamt gilt also

min <1, ;) C2|\U2H12Hl(g(91mz)) < HUIHHl(QmQQ)|‘U2|\H1(£(Qmﬂz))
|91 N Q|

und nach Division durch ||v?|| g1 (g(@,nq,)) erhilt man zusammen mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung die Abschétzung

. 1 ?
[0 i @una,y = min (Lm) SV 1 E e @unam)

(.

> min( |Q mQ |) 02||U2||%2(5(Q1092))
2
> min vz dw}
( ‘Ql N Q ) ’8 Ql N QQ)L |:\/€(Q1F192) ( )

mit einer Konstanten ¢ > 0. Somit gilt insgesamt

I .
C_L(UI,U y U 702) > 511’1111(1,01) |:HU1H?{1(S21) + |U2|§‘I1(Qg)i|

1 .
> qmin(ler) [0y + 10 @i + [0y

—

2
> —min(1,¢;) min(1,¢) [HUlH%{l(Ql) + [/ U2($)d$:| + \02\%11(92)] )
&(

W~

QlﬂQz)

Mit dem Norméquivalenzsatz von Sobolev (Satz 2.2 in [15]) gilt also

1 . . N
la(vt,v* ot v?) > Zmln(l,cl)mln(l,c) [Hvllﬁp(m)—1—63\\1)2\@1(92)}
r . o
> Zmln(l,cl)mln(l,c)mln(l,03)||(vl,UQ)H%Il(Ql)Xm(QQ).

fiir eine Konstante c3 > 0.

Die Nichtnegativitiaten

fiir alle (v',v%) € Hyp(Q1) X Hyp(Q) und € H' (21 N€Qy) sind leicht zu beweisen und die
Beweise sollen hier nicht betrachtet werden. Die letzte noch zu beweisende Voraussetzung,
um Satz 1.3 anwenden zu kénnen, ist die Stabilitdtsbedingung fiir die Bilinearform b.
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Lemma 2.10. FEs existiert eine Konstante 31 > 0 abhdngig von t, sodass
b(vh, v\
sup ( )

(0,0)# (vt w2)EHg () x Hj 1 (Q2) (vt U2)HH1(Q1)XH1(QQ)

> Bul|All a1 e@inny))

fiir alle X € H(Q, N Q) gilt.

Beweis: Fiir A € H'(£( N Q) it Agegaunannam € H2(0(Q\E(Q1 N Q))\00) und
somit gilt fiir die Funktion
L A in O(QQ\S(Ql N QQ))\@QQ,
P70 i 0(Q\E( N D) N A,

ge H%(&(QQ\E(QI N €25))). Mit dem inversen Spursatz (vgl. Satz 2.10 in [15]) gibt es eine
Funktion w9 € HY(Q\E(21 N y)) mit “g|a(92\m) = g und
HugHHl(QQ\m) < CITHgHH%(a(QQ\m))

mit einer Konstanten c¢;r > 0 und das folgende Variationsproblem ist eindeutig losbar.
Gesucht ist v € H}(Q\E( N Qy)), sodass

/ Vio(x) - Vw(z)dx = —/ Vu!(z) - Vw(z)dx
Qz\g(ﬂlﬂgz) QQ\S(QlﬂQz)
fir alle w € H&(Qg\g(gl N Qg))

Die eindeutig bestimmte Losung v erfiillt aulerdem die Stetigkeitsabschitzung

191l 13 s@meay < vl oo s@man) < cerrlly ||H%(8(92\45(Qms22)))

fir eine Konstante ¢ > 0. Mit dem Spursatz (vgl. Satz 2.9 in [15]) gilt somit

||17||H1(Q2\g(91m92)) < cerrer|| Al m e @inas))
fiir eine Konstante ¢ > 0. Definieren wir nun Funktionen % : Q5 — R mit

2. v in Q\E(Q N Qy),
A in E(2 N Q)

und 7' : ©; — R mit o' = 0, so gilt (0,0) # (¢',0%) € Hyp(Q1) x Hjp(Qs) und man erhélt
eine Abschétzung fiir das Supremum:

Pl 2. P(nl 52,
sup b(vt, v \) - b(v', 0% \)

0.0 £ w)eHL ) xHL L) |0 V) [ @oxai@y) 108 0%) o)« @q)

t 2 2
5’)\|H1(S(Qlﬂﬂz)\ﬁmﬂg) + ”/\”Hl((hﬂﬂg)

192 (| ey

E‘)\ﬁ_jl(g(glmgb) + “)‘H%Q(Qlﬁﬁg)
~ 2 102 1)
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Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und dem Norméquivalenzsatz von Sobolev (vgl. Satz
2.2 in [15]) gilt

5 1 2.)\
. (0!, 0% )

(0,0)%(v! w2)EHE () x HY (22) (v v2) || 5 () <m0

2
2 1
S t ’)\‘Hl(S(leQg)) + o (lemQQ )\(fl?)dflf>

=2 192|101
2

. t (1 ) |>‘|%{1(5(le92)) + <f91ﬂﬂz )\(x)dx)
=t Q) N Q| 1922 (21)

f - (1 ) ||/\||H1 £(Q1N0))
=2 |Q1 N €y 102|212 (621)

f i (1 ) c |)‘||H1 £(Q1N2))
=9 1, ﬂﬂg cerrer || M|l e@inay))

t

Z 1 A

2mm( |Q 092 > P || ||H1 E(Q1NQ2))

fir eine Konstante ¢; > 0.
O

Somit sind alle Vorausetzungen des Satzes 1.3 erfiillt und man kann eine Aussage iiber die
eindeutige Losbarkeit des modifizierten Sattelpunktproblems (2.10)-(2.11) treffen.

Satz 2.11. Das modifizierte Sattelpunktproblem (2.10)-(2.11) ist eindeutig losbar und fiir
die Losung (u',u*; N) € Hyp(Q1) x Hy p(Q0) x HY(E(Q1NCQy)) gilt die Stetigkeitsabschitzung

1(uh, u?, M @) < i @) x i E@ines)) < ¢l fllza@) (2.16)

fiir eine Konstante ¢ > 0.

2.6.2 Aquivalenz des modifizierten Sattelpunktproblems zum
Randwertproblem

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die eindeutige Losbarkeit des modifizierten Sat-
telpunktproblems (2.10)-(2.11) bewiesen. Es stellt sich nun jedoch auch die Frage, ob das
Losen des modifizierten Sattelpunktproblems &quivalent zur Losung des urspriinglichen
Randwertproblems ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass das modifizierte Sattelpunktproblem
dquivalent zum Variationsproblem (2.4) ist, da wir die Aquivalenz des Variationsproblems
(2.4) schon in Kapitel 2.1 gezeigt haben. Dieser Aquivalenz zum Variationsproblem (2.4)
wollen wir uns in diesem Abschnitt widmen.
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Satz 2.12. Sei (u',u®) € V eine Lisung des Variationsproblems (2.4). Dann ist das
folgende Variationsproblem eindeutig losbar.

Gesucht ist A € HY(E(Q, N Qy)), sodass
b(vhv% \) = F(vhv?) —a(ut, u?; o', v?) (2.17)

fiir alle (v',v*) € Hjp(Q1) x Hyp(Q). Auferdem ist (u',u*, \) € Hjp(Q) x Hyp(Q2) X
HY (E(Q N Qy)) die eindeutig bestimmte Lisung des modifizierten Sattelpunktproblems
(2.10)-(2.11).

Sei umgekehrt (u',u®,X) € Hgp() x Hyp(Q2) x HY(E(Q N Qy)) eine Lisung des
modifizierten Sattelpunktproblems (2.10)-(2.11). Dann gilt

(u',u*) €V
und (u',u?) ist eine Lisung des Variationsproblems (2.4).

Beweis: Sei (u',u?) € V eine Losung des Variationsproblems (2.4). Mit Lemma 2.10, der
Beschriinktheit der Bilinearform b und dem Satz von Babugka-Aziz (vgl. Hilfssatz 4.2 in [4])
ist das Variationsproblem (2.17) eindeutig losbar und wir erhalten ein A € H'(£(Q1 N Qy)).
Also erfiillt (u',u?, \) die Gleichung (2.10). Fiir dieses A gilt

- 1
b(vh,vi\) = =t

/ Vil (z) - Voi(x)de — a(u', u?; vt v?) + F(vh, v?)
2 Je@unoa\(@unes)

fiir alle (v',v?) € Hyp() x Hyp(Q). Fiir (v',v?) € V gilt jedoch
a(ut,u?; vt v?) = F(v',0?),
weil (u!,u?) € V eine Losung der Variationsformulierung (2.4) ist und somit folgt

- 1
b(v', v*;X) = —t/ Vu?(z) - Vo (x)de
2 Je@inaa)\(@ines)

fiir alle (v',v?) € V. AuBerdem erhalten wir fiir (v!,v?) € V

) 1
b(vl,UQ; A\ = \<v2 — Ul, )\>H1(Q1mﬂz) +§t /S(Q NQ2)\(Q1N2)
1Méd2 Rz

=0
.
= =t
2 E(Q1NQ2)\(21NQ22)

Vv*(z) - VA(z)dx

Vvi(z) - VA(z)dw.
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Mit Gleichung (2.17) gilt somit

)
—1
2 E(Qlﬂﬁz)\(ﬁlﬂQQ)

fiir alle v* € Hyp(€) und somit fiir alle v* € H'(E() N Qy)). Also folgt

_ 1
b(u', u?p) —c(A\p) = Qt/
5(Q1ﬂ92)\(91ﬁ92)

!
——t
2 Je@unaa)\(@un02)

= <U2 - u17“>H1(Qlﬂ92) = 0
=0

fiir alle p € H'(E(Q N Q) und (u',w?, X) € Hyp(Q) x Hyp(Q2) x H(E(Q NQy)) erfiillt
auch Gleichung (2.11). Somit ist (u',u? \) € Hjp(Q1) x Hyp(Q2) x H'(E(Q1 N Qy)) die
eindeutig bestimmte Losung des gestorten Variationsproblems (2.10)-(2.11).

Sei umgekehrt (u',u*,\) € Hjp(Q) x Hjp(Q2) x H'Y(E(Qy N Qy)) eine Losung des
gestorten Variationsproblems (2.10)-(2.11). Mit z € Hj (€3 N Q) und

(LE) L ﬂ in Ql N QQ,
FEZ0 00 in (90 N )\ () N Q)

ist € HY(E(2; N y)) und es gilt mit Gleichung (2.11)

Vvi(z) - VA(z)dw = 1t

/ Vu?(z) - Vo (r)dx
2 S(Qlﬂﬂz)\(ﬁlﬂQQ)

Vu?(x) - Vp(e)de + (u® — u', m) g, n)

VA(z) - Vu(x)dx

0= B(UJl? u2; lu) - C(:ua )‘) = <U2 - ula ﬁ>H1(Q1ﬂQg)
fiir alle 1 € H (1 N Qg). Also folgt
ul :U2 in Hl(QlﬁQQ>
und somit auch
<U/1 - 'U/Z, /’L>H1(Q1ﬂﬂg) = O
fiir alle p € HY(E(Q1 N Qg)). Somit reduziert sich Gleichung (2.11) zu
1 1
—t/ Vu?(z) - Vu(r)dz — —t/
2 Je@inoo)\(Qin02) 2 Je@in)\(Qin02)
fiir alle 1 € H'(E( NQy)). Fiir v* € Hyp(Qy) ist jedoch v*|ea,n0,) € H'(E(1 N Qy))
und somit kann die Gleichung (2.10) umgeschrieben werden zu

F(v',v?) = a(u', v 0, 0?) 4+ b(vt,v%\)

VA(z) - Vu(x)de =0

l

1
= a(u',u®; 0t v?) + —t/
2 Je@inoo)\(Qin02)
1
= a(u',u®; vt v?) + —t/
2 Je@inoo)\(Qin02)

= a(u',u*; 0" v?) + (v, v N).

VA(z) - Vo? (z)dx + b(v', v \)

Vu?(z) - Vo (x)dz + b(v', v*; \)
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Fiir (v',v?) € V gilt jedoch
a(u',u®; vt v?) = F(v',v?)
und somit ist (u!,u?) € V die eindeutig bestimmte Losung des Variationsproblems (2.4).

g
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3 Diskretisierung der
Sattelpunktformulierung

In Kapitel 2 haben wir fiir das Randwertproblem (2.1)-(2.2) das Variationsproblem (2.4)
formuliert und die eindeutige Losbarkeit des Variationsproblems sowie dessen Aquivalenz
zum urspriinglichen Randwertproblem bewiesen. Weiters haben wir das Sattelpunktpro-
blem (2.6)-(2.7) formuliert und auch dafiir die Aquivalenz zum Randwertproblem (2.1)-
(2.2) und die eindeutige Losbarkeit bewiesen. Das Ziel dieser Arbeit soll jedoch die né-
herungsweise Losung des Randwertproblems (2.1)-(2.2) sein. Aus diesem Grund werden
wir in diesem Kapitel eine Methode zur ndherungsweisen Losung des Sattelpunktproblems
(2.6)-(2.7) vorschlagen. Dazu bendtigen wir Triangulierungen 7, () und 7;2(2) der Ge-
biete €21 und {25. Jedoch werden wir vorerst gewisse Bedingungen an die Triangulierungen
der Gebiete €21 und €25 stellen und uns dann schrittweise der allgemeinsten Form, dass die
Triangulierungen der Gebiete €2; und {25 beliebig wéhlbar sind, annéhern.

3.1 Global konforme Diskretisierung

3.1.1 Formulierung des diskreten Sattelpunktproblems

Voraussetzung 3.1. Seien 7,'(Q) und T2(Qg) formrequlire Triangulierungen der Ge-
biete (1 und Q. Auflerdem erfillten die Triangulierungen der Teilgebiete (1 und $dp die
Bedingung, dass sie im Uberlapp

T,2(0 N Q) = T, () N T ()

identisch sind (vgl. Abbildung 3.1).

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ
Vd4V4V4V4"4
V]l K

Eﬂ /Y
VdV44V4"4"4
Vd V44444

Abbildung 3.1: Die Triangulierungen der Gebiete ;, Q,und die Triangulierung des Uber-
lapps Ql N QQ.

41
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Somit kann man auf den Triangulierungen 7;}(Q), 7,2(Q2) und 7;/2(Q; N Q) stiickweise
lineare und stetige Funktionen definieren und erhélt die Funktionenrdume

Su(Ty () € H' (),
Siu(T (Q2)) € H' (),
S]}L(IZ;ZH(Ql N Qg)) C Hl(Ql N QQ)

Mit Hilfe dieser Funktionenraume koénnen wir nun konforme Ansatzraume fiir die unendlich
dimensionalen Funktionenrdume, die in der Sattelpunktformulierung (2.6)-(2.7) auftreten,
einfiithren:

Spor(Zy (1)) == Si(T, (1)) N Hyp (1) C Hyp($),
Snor(TH () == Sp(T2(22)) N Hy () C Hyp(Q),
ST (1 N Q) € HY (4 N Q).

Formuliert man das Sattelpunktproblem (2.6)-(2.7) in diesen endlich dimensionalen Unter-
rdumen, so ergibt das das folgende Problem.
Gesucht ist (uy, uj; M) € Sp (7, () % Sp o (72 (Q2)) x Si(T? (4 N Qy)) sodass

&(ullw ui; U}lw Uizz) + <U/11 - Ulgu )‘h>H1(Q1ﬂ92) = F(Uilm U?l)?

<U}L - u}217ﬂh>H1(leQg) :O 35

fir alle (v}, v, 1) € Stop(TH)) X Shor(T2()) x SHT(R N Q).

3.1.2 Eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattelpunktproblems

In Abschnitt 3.1.1 haben wir das diskrete Sattelpunktproblem (3.4)-(3.5) hergeleitet. An
dieser Stelle stellen sich nun zwei Fragen: Ist das diskrete Sattelpunktproblem (3.4)-(3.5)
eindeutig lésbar? In welcher Beziehung steht eine Losung (u;,u?, \,) des diskreten Sattel-
punktproblems (3.4)-(3.5) zur Losung (u', u?, \) des kontinuierlichen Sattelpunktproblems
(2.6)-(2.7)7 In diesem Abschnitt werden wir uns der ersten Frage widmen und zeigen, dass
das diskrete Sattelpunktproblem (3.4)-(3.5) eindeutig losbar ist.

Die eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattelpunktproblems (3.4)-(3.5) werden wir, wie
auch fiir das kontinuierliche Sattelpunktproblem (2.6)-(2.7) mit Hilfe des Satzes von Brezzi
(vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1) beweisen. Die diskrete Stabilitatsbedingung werden wir in
Abschnitt 3.2 fiir einen allgemeineren Fall beweisen und verweisen hier nur auf Lemma
3.5. Neben der diskreten Stabilitdtsbedingung léasst sich in diesem Fall auch das folgende
Lemma beweisen.
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Lemma 3.2. Es existiert ein Operator ®5, : H(Q N Qy) — SHT2(Q N Qy)), sodass fiir
jedes X € HY(Q; N Qy) gilt

<Uilz — U;QL, )\ — (I)h)\>H1(er‘1Q2) = 0
fiir alle (v}, v3) € SHTH(S)) x SHT ().

Beweis: Mit Voraussetzung 3.1 ist wy, := v}|a,n0, — Vi loina, € SHZ2(2 N Q). Wir
definieren den Operator @, als die H'-Projektion auf den Raum S} (Z;'2(2; N €y)) durch

(Why A = PpA) 10, = 0
fiir alle wy, € S}(Z'2(2:N€y)). Somit gilt auch fiir alle (v}, vi) € SHTH Q1)) x SHT2(2))
(vp — v, A — Q) 1 (0in0,) = 0.
Il

Betrachten wir nun die Elliptizitat der Bilinearform a, so haben wir in Abschnitt 2.4 die
ker B-Elliptizitéit gezeigt. Daraus folgt jedoch im allgemeinen nicht die ker Bj,-Elliptizitét.
Mit Lemma 3.2 und Proposition 2.3 in [5] kann man jedoch zeigen, dass

ker B;, C ker B

gilt und somit folgt die ker Bj-Elliptizidt direkt aus Lemma 2.3 in Kapitel 2. Auch die
Beschréanktheit der Bilinearformen a und b auf den diskreten Rédumen ist eine direkte Kon-
sequenz von Lemma 2.2 und Lemma 2.5 in Kapitel 2. Somit lédsst sich nun auch im diskreten
Fall eine Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Sattelpunktpro-
blems (3.4)-(3.5) formulieren.

Satz 3.3. Sei Voraussetzung 3.1 erfillt, dann ist mit der Definition der Ansatzriume
wie in (3.1)-(3.3) das Sattelpunktproblem (3.4)-(3.5) eindeutig losbar und fir die Losung
(w12 ) € Sho(TH(O)) X Skor(T2(0)) x SHT(Q4 N 92)) gelten die Stetigheitsab-
schitzungen

1w wp) L @y x it 9) <Cill fll Lo
[ ARl 71 @inn) Scallfllza@)

fiir von h unabhdngige Konstanten cy,co > 0.

3.1.3 Konvergenz der diskreten Losung

In Abschnitt 3.1.2 haben wir bewiesen, dass das diskrete Sattelpunktproblem (3.4)-(3.5)
eine eindeutige Losung besitzt. Jedoch wissen wir noch nicht, ob diese eindeutig bestimmte
Losung des diskreten Sattelpunktproblems (3.4)-(3.5) auch gegen die eindeutig bestimmte
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Losung des kontinuierlichen Sattelpunktproblems (2.6)-(2.7) konvergiert. Diese Konvergenz
soll in diesem Abschnitt untersucht werden.
Nach Abschnitt 3.1.2 wissen wir, dass das diskrete Sattelpunktproblem (3.4)-(3.5) ein-
deutig losbar ist und dass
ker By, C ker B

gilt. Somit kann mit Satz 1.2 in Kapitel 1 eine quasi-optimale Fehlerabschéatzung mit einer
Konstanten ¢ > (0 bewiesen werden.

(!, w®) = (wp, ui) | @0y < (00)
1

<c inf ut,u?) — (vp, 3 (
<0 = (ko) e

3.6)

Wenn man nun zusétzlich davon ausgeht, dass die eindeutig bestimmte Losung des kon-
tinuierlichen Sattelpunktproblems (3.4)-(3.5) die Voraussetzung

(u',u?) € H*(Q) x H*(S)

erfiillt, so erhélt man mit der Approximationseigenschaft der Raume S} , o(7,'(€)) und
Shor(T2(Q2)) (vel. Satz 9.2 in [15]) die a-priori-Fehlerabschétzung

1wt u?) = (g, up) [0 xmi o) < chl(ul,u?) 2 i) <2, (3.7)
fiir eine von h unabhéngige Konstante ¢ > 0.

Bemerkung 3.1. In Abschnitt 4.2 des Kapitels 4 werden wir ein numerisches Beispiel
betrachten, das diese a-priori Fehlerabschdtzung verifiziert.

3.2 Global teilkonforme Diskretisierung

3.2.1 Formulierung des diskreten Sattelpunktproblems
Voraussetzung 3.4. Das Gebiet () erfillt die Bedingung, dass

0 NT #0

gilt. Seien T,1 (1) und T,2(Q) formregulire Triangulierungen der Gebiete 0y und Qa. Au-
Berdem erfillt die Triangulierung des Gebiets Qy die Bedingung, dass der Uberlapp Q1N
mit Elementen des Gebiets )y trianguliert werden kann, d.h. es existiert eine Menge I von
Indizes, sodass T; € T;*(Q2) und

0 NQy = Un.
el

Die Triangulierung fiir das Gebiet Qy kann jedoch beliebig gewdhlt werden. Vergleiche dazu
Abbildung 3.2.
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Va"4"4"4"4"4"4"4"4

Abbildung 3.2: Die Triangulierungen der Gebiete ;, Q,und die Triangulierung des Uber-
lapps Ql N QQ.

Dann kann man auch hier, dhnlich wie in Abschnitt 3.1 konforme Ansatzraume folgen-
dermaflen wéhlen:

Spor(T () == Sp(T, () N Hy (1) C Hy (),
Spor(T2(Q2)) := Sp(T2(Q2)) N Hy 1(Q2) C Hy p(Q), :
SHT2 (0, N Q) € HY(Q NQy), (3.10)
mit
TR0 N Q) = UT
el

Mit Hilfe dieser Rdume kann nun ein diskretes Sattelpunktproblem formuliert werden.
Gesucht ist (uy, uj; An) € Sp (7, (1)) % Sj o (72 (Q2)) x Si(T,2 (4 N Qy)) sodass

At up; Uy, V) + b(UR, Ui An) = F(vp, 03), (3.11)
b(up, u3s i) =0 (3.12)

fiir alle (vy, 07, pn) € S}L,O,F<T (€)) X Shor(lz;f(gb)) X S (T, N Q).

3.2.2 Eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattelpunktproblems

Fiir die eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattelpunktproblems (3.11)-(3.12) wollen wir
auch hier den Satz von Brezzi (vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1) anwenden. Die Beschranktheit
der Bilinearformen a und b sind eine direkte Konsequenz von Lemma 2.2 und Lemma 2.5.
Fiir den Beweis der diskreten Stabilitdtsbedingung (1.10) zeigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.5. Es existiert eine von h unabhdingige Konstante 3 > 0, sodass

b 1 2.)\
sup (Uhjvhv h)

1,2 > Bl ung,)  (3:13)
(0.0)£(o}02)ESE o (T @) xS} o (T2 (@) 1 (Vhs V) [t (@)1 (922)

fiir alle A\, € SL(T2(Q N Q) gilt.
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Beweis: Fiir ein beliebiges aber festes A, € S1(7;'2(€ N Qy)) definieren wir

( ) L )\h(ilj') fir z € 691 N QQ,
IE=3 0 fiir v € 90, N T

und somit liegt die Funktion g : 9(Q2\Q;) — R wegen der Voraussetzung

im Funktionenraum Hz(8(2,\)). Also kann man mit dem inversen Spursatz (vgl. Satz
2.10 in [15]) folgern, dass eine Fortsetzung u, € H'(Q2\Q1) mit uglyq,\ay) = g existiert
und

gl ey < errllgl; s panam)

fiir eine Konstante c;r > 0 erfiillt. Betrachtet man nun die H'-Projektion Plu, der Funk-
tion u, auf den Raum der stiickweise linearen und stetigen Funktionen im Gebiet 25\€2y,
so gilt fiir diese mit dem Spursatz (vgl. Satz 2.9 in [15])

||P§U9HH1(QQ\§TI <]l @\) = CITHQHH%(a(%\Qj)) CIT||9||H2 (991102)

<crrllgll crrer || Al 51 (@in,)

<
HE(0(01095)) =
fiir eine Konstante ¢z > 0. Wir definieren nun eine Funktion 97 (vgl. Abbildung 3.3) mit

o [ h o firzenno,
Tl =Py, fiir 2 € Q9\Qy,

die aufgrund der Konformitét in S}(7Z;2(€2)) ist, und eine Funktion v} = 0.

Q9

0

Abbildung 3.3: Fortsetzung von \;, auf das Gebiet €2y

Fiir (03,07) gilt somit

821002 = 152 iy + 190 @

= \/||P1Ug||H1 anan T Pl @ nay) < /1 + crcrl Al @ina,)
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und

(O = Tpy An) i1 (@0092) = (Vs A @unes) = 1Al 7r (0, mas)-

Mit Hilfe dieser Abschétzungen erhélt man fiir das Supremum

sup b(”%ﬂ /U]?L; /\h) > - ?gﬁ%’ f}i%; )‘h)
(0,0)#(vhv2)ES] o H(TE(Q)) xS} o (T2(22)) ||(Uh= Uh)“Hl(Ql x H1(£2) “(Uhvvh)HHI(QﬂXHl(Qz)

~1 ~2
<Uh — Up, )\h>H1(QmQ2)

H@%HHl ()

H)\hHH1 QlﬁQz)

\/ 1+ CITCT||)‘h||H1(QlﬁQ2

Ll
—————— |l B (Q1n0) -
V 1 + IT T

g

Fiir den Nachweis der ker Bj-Elliptizitit konnen wir jeodch keine dhnliche Aussage wie
in Lemma 3.2 beweisen. Also miissen wir die ker By,-Elliptizitét zusétzlich nachweisen, da
diese im allgemeinen nicht aus der ker B-Elliptizitit, wie in Lemma 2.3 bewiesen, folgt. Um
die ker Bp,-Elliptizitat zeigen zu kénnen, miissen wir jedoch annehmen, dass das Gebiet {2,
einen Anteil am Dirichlet-Rand I' hat, wenn das Gebiet €y den Uberlapp auflost.

Lemma 3.6. Sei Vorraussetzung 3.4 erfillt, dann existiert eine von h unabhdngige Kon-
stante o', sodass

a(vhuvmvhvvh) > a; “(Uhvvh)HHl(Ql)le(Qg)

fiir alle (v, v?) € Vj, gilt, wobei hier

Vi := {(vh, 1) € Spor(Tp () % Shor(T7 () :
(U = Vs tn) i (um0) = 0 Vi € Si(T,2 (N )}

Beweis: Fiir die Bilinearform a gilt fiir (v),v;) € Sy o1 (7,' (1)) x Sj 0 1(Z;7(€2))

a(vy, v vp,vr) = g Vo (z) - Vi (z)dz + g Vi (z) - Voi(z)de

—1/ Vi (z) - Vo (x)dz — 1/ Voi(z) - Vi (z)dx
Q1NN 2

2 Q1NN

|vh | Fra @)t EAF H1(Q) — |U}L‘H1(Q1ﬂ92) - §|vl2l|%{1(91092)

Vv

1
B [|Uilz’§{1(ﬂl) + ’U?zﬁ{l(ﬂg)] :
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Mit Voraussetzung 3.4 ist 9€2; N T" keine Nullmenge des Randes 0€2; und somit gilt wegen
v, € H, &,F(Ql)

1 2
ofeh vk ) > 3 [wzlm F([ ) \vz@l(%)]

QN

und mit dem Normierungssatz von Sobolev (vgl. Satz 2.2 in [15]) folgt, dass eine Konstante
c1 > 0 existiert mit

2
|v,11|%{1(91) + </ v,ll(a:)dsx) > ClHUlle%{l(ﬂl)
oQ1NI

und somit gilt

a(vh, vf: vhv) 25 [0kl ) + 103w |

|:Cl||vi1L||2H1(QlﬂQg) + Cl||“i||§{1(gl\g72) + |Ul21|?{1(92)

N~ DN~

Fiir (v}, v}) € V}, ist
(Vh = Vi ) 11 (@1m025) = 0
fiir alle uy, € Si(T2(Q1 N Q). Wegen der Konformitit

STy (2 N ) = Sy o0 (T (Q2)) e
kénnen wir jedoch py, := v?|g,na, setzen und es gilt somit

<U;2”U}21>H1(le§22) = <Uilz>U}QL>H1(QlﬂQQ)

und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
||Uf2L||%{1(QlﬂQQ) = <U}2mvf2;,>H1(Q1ﬂQ2) - <U}L,Uf2L>H1(QmQQ) < ||U}L||H1(Qlﬁ§22)||Ui2LHH1(QlﬂQ2)'
Nach Division durch || || g1(9,n0,) erhilt man die Abschéitzung
103l @1n02) < llopllm @in0s)-
Also erhélt man fiir die Bilinearform a die Abschétzung
1
a(vh v oh, o) 25 [eallon i aunn + bl ona + 102 )
25 [01”1),11”?[1(91\9—2) + Cl””l%”%ﬂ(ﬂmﬂg) + |/Uf2b|§—11((22\ﬂ71):| :

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

1 2
I s 2 Wlmnnn 2 g ([ oko)e)
1 2
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und somit

[t 10R 12 oy + 11103 s @y + 102 s |

2
1912 €1 2 212
[ alloilinone + o Ag) </Qm Uh(x)dx) o Hl(ﬂ”]

2
. 1
min(1, ¢y, N ﬂQQ\) [||Ui||§11(91\m) + (/Q . UZ(I)dx) + |U,%|§11(92)] .
1 2

Mit einer weiteren Anwendung des Normierungssatzes von Sobolev (vgl. Satz 2.2 in [15])

erhalt man )
|07l () + (/ Ui(x)dx) > e[l o)
Q1NN

fiir eine Konstante ¢y > 0. Schlielich erhalt man

2
1 ‘1 12 2 22
a(vy,vi;vi, vp) >=min(1, ¢, s Q2|) [HUhHHl(Ql\QQ) + (/(21m92 vh(a:)da:> + |vh|H1(QZ)]

(Uha Uhv Uhv Uh)

[\'>|>—~ wlr—t

Y
DO | =

. 1
min(1, ¢y, m) [thH o T cal|vi |13 92)}

\Y

\Y

. &1 .
min(l,e1, (g min(l, e 19412 v + 108 3 |

(V2
Sl NDl= N [\D —

. C1 .
min(1, ¢y, m) min(1, CQ)H(U}lw vl%)“%{l(Ql)le(Qg)'

g

Somit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Brezzi erfiillt und man kann eine Aussage
tiber die eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattelpunktproblems (3.11)-(3.12) treffen.

Satz 3.7. Sei Voraussetzung 3.4 erfillt, dann ist mit der Definition der Ansatzriume wie
in (3.8)-(3.10) das Sattelpunktproblem (3.11)-(3.12) eindeutig l6sbar und fir die Losung
(up, up; An) € Si,o,r(zz1<91)) X Sill,o,r<7;z2(92)) x Sp(T;2(S1 N Q) gelten die Stetigkeitsab-
schdtzungen

(g ) |t (1) e (22) <l fll o)
[ ARl 1 n0s) Zcall fll L@

fiir von h unabhdngige Konstanten cy,co > 0.

3.2.3 Konvergenz der diskreten Losung

In Abschnitt 3.2.2 haben wir die eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattelpunktproblems
(3.11)-(3.12) gezeigt. Wie in Abschnitt 3.1.3 soll nun auch hier die Konvergenz der Losun-
gen des diskreten Sattelpunktproblems (3.11)-(3.12) gegen die Losung des kontinuierlichen
Sattelpunktproblems (2.6)-(2.7) gezeigt werden.



50 3 Diskretisierung der Sattelpunktformulierung

Nach Abschnitt 3.2.2 ist das diskrete Sattelpunktproblem (3.11)-(3.12) eindeutig losbar
und somit gilt mit Satz 1.2 in Kapitel 1 die quasi-optimale Fehlerabschétzung

(') — (i)l e <erinf (1 02) = (oh )y
(vp ;) EVR

e uhesiyo’rggg?(nmm)) 1A= mallm gunan
mit
Vi = Si,o,r(']%l) X Si,o,r('];?%
und mit von h unabhéngigen Konstanten c;, co > 0. Unter den zusétzlichen Voraussetzun-
gen u! € H%(Q), u? € H?() und A € H%(;Ny) erhilt man zusammen mit den Appro-
ximationseigenschaften der Réume S o +(7,' (1)), Sp o p(Z;2(Q2)) und S, o 1(7, (1N Q)
(vgl. Satz 9.2 in [15]) die a-priori Fehlerabschitzung

[t u?) = (g, up) o xmiy) <cb [|(ud u®) a2, <m0 + Maz@inon]  (3:14)
fiir eine von h unabhéngige Konstante ¢ > 0.

Bemerkung 3.2. Fiir ein numerisches Beispiel, das diese a-priori Fehlerabschdtzung ve-
rifiziert, siehe Abschnitt 4.5.2.

3.2.4 Bemerkungen zur Implementierung dieses Verfahrens

In der Theorie lasst sich die Stabilitéit dieses Verfahrens beweisen, wie wir in den vorher-
gehenden Abschnitten gesehen haben, jedoch bei der Implementierung trifft man auf eine
Schwierigkeit, die Auswertung des Skalarprodukts

1 2
(U, = Vi, An) H1(9206) -

Die Schwierigkeit ist, die Funktion v}|o,n0, — v3|a,n0, 2zu integrieren, die nicht mehr im
selben Raum wie die Funktion )y liegt. Aus diesem Grund kann dieses Skalarprodukt nicht
iiber Standardassemblierung berechnet werden und man muss sich iiberlegen, wie man es
trotzdem effizient auswerten kann. Dazu werden wir hier zwei Zugénge betrachten. Einmal
werden wir die Funktion v} durch Interpolation auf den Funktionenraum von ), abbilden
und einmal durch Projektion.

Interpolation

Der erste und auch am einfachsten zu implementierende Zugang ist, die Funktion v} durch
Interpolation in den Funktionenraum S} (7;'2(€; N€)3)) zu bringen. Man berechnet also das
Skalarprodukt

<]hv}1l - U]?L) Ah)Hl(Qlﬂﬂg)
mit dem Interpolationsoperator I : Si(Z;'(4)) — SL(Z,2(Q1 N Qy)) anstelle des Skalar-
produkts

(Uh = Uy An) I (1m620)-
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Dadurch erhélt man eine neue gestorte Bilinearform
bi(U}“ UFQH /\h> = <]h/U}1L - UFQH /\h>H1(Q1ﬂQQ)-

Durch diese Anderung der Bilinearform b kann man jedoch die diskrete Stabilitéitsbedin-
gung nicht mehr beweisen und erhélt somit ein instabiles Verfahren. In Abschnitt 4.3 in
Kapitel 4 werden wir an einem numerischen Beispiel sehen, dass dieser Zugang im allge-
meinen nicht die Konvergenzordnung erhélt und die Losung Anzeichen aufweist, dass die
diskrete Stabilitdtsbedingung nicht erfiillt ist. Dieser Zugang ist also nicht zufriedenstel-
lend.

Projektion

Eine zweite Moglichkeit, die Funktion v} € S}(Z,1(€)) im Uberlapp in den Funktionen-
raum Si(7Z;'2(Q; N Qy)) abzubilden ist die Projektion. Man verwendet also anstelle der
Bilinearform

b(v}m”i; An) = <Uf1L - U}2m Ah)Hl(leQZ)
die Bilinearform
bhp(viln U?ﬁ An) = <Pi1vilz - U;QN >‘h>H1(QlﬁQQ)
mit dem H'-Projektionsoperator P} : S}H7ZH (1)) — SHTZ2 (21 N Qy)), fiir den
(Pyvp, M) 1 @uns) = (Uns An) i (@100
fiir alle \;, € S}(Z,12(Q1 N Qg)) gilt. Somit gilt jedoch
b(vilw Uwa An) = b}];(v}” U}QL; An)

und die eindeutige Losbarkeit ist mit den Aussagen aus den Abschnitten zuvor garantiert.

Bemerkung 3.3. Ein numerischer Vergleich dieser beiden Zugdnge (Interpolation und
Projektion der Funktion v} auf den Raum S} (T,}2(Q; N Qy))) in Abschnitt 4.3 des Kapitels
4 zeigt, dass die Interpolation kein stabiles Verfahren liefert, die Projektion jedoch schon.

3.3 Global nicht konforme Diskretisierung

3.3.1 Formulierung als Sattelpunktproblem

Das in Abschnitt 3.2 hergeleitete Verfahren lésst sich auch auf beliebige Triangulierungen
der Gebiete €21 und {2, verallgemeinern, jedoch miissen die konformen endlichdimensionalen
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Ansatzriume fiir (uj,u?) und \j, etwas veréindert werden:

Vvh1 = {Uilz S CO(Ql) : 0111’91\@ - wlﬂ&h\ﬂiw wfll € Silz(lz;tl(Ql))v
U}L|le92 = wflL|QlﬁQ27 w}lz € S}%,(I];LI(QI))}v
V2 = (o € CO%)  layior = whlayiors € SHTAE))

U}21|Qlﬁ92 = w}21|91ﬂ927 wl% € Sflz(,];zQ(QQ))}’
Qn = {1 A = wp|ayna., wi € ST, (1))}

Mit Hilfe dieser Rdume formulieren wir nun ein diskretes Sattelpunktproblem.
Gesucht ist (up,u?; A\p) € Vi x V2 x Q) sodass

a(u,ll, u,%; v,ll, vi) + b(v}b, U%L, Ap) = F(v,l17 vfb) (3.15)

b(uy, s, i) =0 (3.16)

fiir alle (v}, v, up) € Vit x V2 x Q.

Fiir den Beweis der eindeutigen Losbarkeit und Konvergenz der Losungen gegen die
kontinuierliche Losung wollen wir hier nur auf die Arbeit [7] von H. Ben Dhia und G. Rateau
verweisen. In Abschnitt 4.4 des Kapitels 4 werden wir hierzu auflerdem ein numerisches
Beispiel betrachten, das zeigt, dass dieses Verfahren nicht nur fiir die hier betrachteten
Riaume V;!', V2 und Q; die erwartete Konvergenzordnung liefert, sondern auch fiir die
Standardansatzriume S} (7;}(4)) fiir up, SHZZ(Q2)) fiir uf und Q, fiir Ay. Es ist jedoch
nicht gelungen, fiir diese Ansatzraume die diskrete Stabilitdtsbedingung zu beweisen. Aus
diesem Grund werden wir in Abschnitt 3.4 eine weitere Formulierung betrachten, die eine
solche Wahl der Ansatzraume ermoglicht.

3.4 Ein global nicht konformer Zugang iiber ein
modifiziertes Sattelpunktproblem

In Abschnitt 3.3 haben wir einen Zugang fiir beliebige Triangulierungen betrachtet, der
aber neue Funktionenriume fiir die Funktionen (uj,u?) benétigt. Die Implementierung
dieser Funktionenrdume erweist sich jedoch als schwierig. Aus diesem Grund soll in die-
sem Abschnitt iiber eine neue Formulierung ein Zugang fiir (uj,u;) € Spop(7,' (1)) x
Shor(T;2(Q)) dargestellt werden. Dafiir betrachten wir das in Abschnitt 2.6 des Kapitels
2 eingefiihrte modifizierte Variationsproblem (2.10)-(2.11).

Voraussetzung 3.8. Seien 7,1 (Qy) und T,2(2) beliebige aber formregulire Triangulierun-
gen der Gebiete Q0 und Qy. Auferdem wdhlen wir das Gebiet E(2 N Q) als

S(le92> = U T
T € TA(Q)
TN N #0
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und fir dieses Gebiet sei

IEQ NQ))NT = 0.

Weiters gelte
o NI #0.

Vergleiche dazu auch Abbildung 3.4.

Vv
Vv

Abbildung 3.4: Die Triangulierungen der Gebiete §2;, (2;und die Triangulierung des Gebie-
tes £(Q N Q).

Bemerkung 3.4. Wihilt man die Triangulierung T,2(Qs) des Gebiets Qy geniigend fein,
so st diese Wahl mit der zusdtzlichen Voraussetzung

IHEULNW))NT =0

immer maglich.
Somit kann man endlichdimensionale konforme Ansatzraume wahlen:

Snor(Th (1)) == Si(T, (1)) N Hyr (1) C Hyr (), (3.17)
Snor (T (2)) == Si(T2(Q2)) N Hyr () C Hyp (), (3.18)
SHT2(E(Q) N Q) € HYEQ N Q). (3.19)

Mit Hilfe dieser Funktionenrdume erhalten wir das folgende diskrete gestorte Sattelpunkt-
problem.

Gesucht ist (uy, ui; An) € Sy op(Z () X Sj (72 (Q2)) x SE(T,2(E(1 NQy))), sodass
(uiaui;vi7vi)+6<vi>vi; >‘h) :F(vilwv}%) (3'20)

a
b(up, wjs ) —c(An,pn) =0 (3.21)

fir alle (v}, v ) € Stop(TE(R0) X Stop(T2()) X SHTE( N Q).

3.4.1 Eindeutige Losbarkeit

Wie in Abschnitt 2.6.1 des Kapitels 2 soll hier auf den Beweis der Beschranktheit der
Bilinearformen a, b und ¢ verzichtet werden, da er auf d#hnliche Weise wie die Beweise der
Lemmata 2.2 und 2.5 gefiihrt werden kann. Fiir den Beweis der Elliptizitdt betrachten wir
das folgende Lemma.
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Lemma 3.9. Sei Voraussetzung 3.8 erfillt, dann existiert eine von h unabhdingige Kon-
stante & > 0, sodass

a(vy,, Vi g, V) > 07?“(%1”U%)H%{l(m)xﬂl(m)
fiir alle (v},v?) € ker By, gilt.

Beweis: Fiir die Bilinearform a gilt

_ 1 1
a(vilmvi%;viluv}%) = |Ui11ﬁ11(91) + ’Uizzﬁ{l(ﬂg) - 5’”%’?{1(5(91092)) - §‘Uf2l|§11(91m92)

+§(1 — 1)U 171 (£ (1 )\ (Q2r00))

1
5 |UI{L|§{1(91) + |,U]2l|%[1(92)

v

Mit der Voraussetzung

oL NT #0
erhalten wir somit

Q@ (Vp, Uy Vs Vi)

v

1
5 [|Uf1z|%11(91) + \U?L|12L11(92)]
1

2
5 [|U111|§{1(91) + (/ Ufll(x)dsx> + |U121,|§11(92)]
o1NT

und mit dem Normierungssatz von Sobolev (vgl Satz 2.2 in [15]) folgt, dass eine Konstante
¢ > 0 existiert, sodass

IV

_ 1 ’
a(uh. o) > §[|vz|z1<m)+( [ tas.) +|vzr%11(92)]
1N
1
Z 3 [CHUFILHJQLP(Ql) + |1}121|12L11(92)]
L.
> Smin(L,e) [llo ) + 0l )

Fiir (v},v?) € ker By, gilt aber
b(vy, v pn) = 0 Vi € Si(T,%(E(0 N D))

Mit 1, = v}]e@in0s) €rgibt sich

0 = Vi (z) - Voi(z)ds + (vi — v}, Ui)Hl(anQQ)

/S(QlﬂQQ)\(Qﬂ'WQQ)

= ’U%L‘I%Il(é'(ﬁlﬁﬂg)\((llﬂﬂg)) + ||Ui21,‘|§{1(91092) - <Uf2w U;IL>H1(91092)

= ’Uf% %Il(g(ﬂlmb)) + HU?ZH%Q(QmQQ) - <U137 U}L)Hl(ﬂmﬂz)
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und somit

|Ui|%11(5(91rmz)) + ||U;2L||%2(le92) = (%%a”i)Hl(Qszy

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir also

’Uiﬁfl(g(fhﬂﬂz))—i_H/U?LH%Q(QNTQQ) < Hvilz”Hl(Q1ﬂ92)H’Ui%HHl(QlﬂQz)
< lopllar@inan Vil e@inos)-

Eine weitere Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt

1 2
21|12 > 2(0)d
H'Uh”LQ(ShﬂQg) = —|Ql N 92’ [/QMQQ vh<$) :L‘]

und mit dem Norméquivalenzsatz von Sobolev (vgl. Satz 2.2 in [15]) gilt

v %l(g(Qmﬂg))JFHUi||%2(le92)

1 2
> min [ 1 22 2()d

> min (1, ———— ) el 2 e
fal ‘Ql 092‘ ( ( 1 2))

fiir eine Konstante ¢ > 0. Insgesamt ergibt das

: 1 _
min (17 m) C||U;2LH§{1 E(1NN)) = ||Uh||H1 Q1NQ2) ||Uh||H1 E(1NQ2))

und nach Division durch [[v} || g1 (g(0,n0,)) erhilt man zusammen mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung die Abschétzung

: 1 _
HUfILHHl(Qsz) 2> min (LW) C||Uf2L||H1(€(Qsz))
> min ( o Q |) Cllvi||L2<s<ﬂmz>)

> min / v (x d:p} )
< |leQ Q1ﬁQz)| { £(91N0) ()

01< \_/

Somit gilt insgesamt

1
a(oh, vf, vh o) 25 min(L,0) [[oh ) + 03 oy
1 .
21 min(1, ¢) thHgl(QmQQ + HUhHHl @) T ’Uh Hl(Qz)]
) - 2
ZZ min(l, C) Hvile%ﬂ(Ql) + & |:/ U}%(l‘)dl’] + |Ui21|§{1(92)] :
i E(Qlﬂﬂz)
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Mit dem Norméquivalenzsatz von Sobolev (Satz 2.2 in [15]) folgt schlielich

1 -
(o, 03 vh, 0f) > min(L, ¢) min(1,2) [0}l ) + 921 |
1 . . . . -
ZZ m1n<17 C) mln(la C2> mln(L C)H(U}lw U?L) ”12L11(Ql)><H1(Qg)

fiir eine Konstante ¢ > 0.

Somit bleibt auch hier nur noch die diskrete Stabilitdtsbedingung zu beweisen.

Lemma 3.10. Es emistiert eine von h unabhingige Konstante 37 > 0, sodass

l_) 1 2./\
sup (Uhavha h)

0.0)£@wL 02)est (T @) x5E(12(2)) | (Vs Vi)l @) <1 (920)

> B i na)) (3.22)

fiir alle A\, € SE(T(E(Q N Q) gilt.
Beweis: Fiir A, € S}H(7,2(E( N Qy)) gilt mit der Voraussetzung
EULNQ)NT =0,

dass Ay, s@nnm) € H2(0(92\E(Q N €))) und mit der von der Triangulierung 7,2(€2s)

induzierten Triangulierung 7712\1(92\5 (©1 N Qy)) des Gebiets Q\E(21 N y) ist das folgen-
de Variationsproblem eindeutig l6sbar.
Gesucht ist wy, € SH(T M (Q\E( N D)) mit w0, s = Moo s und wylr =

0, sodass
/ Vuwy(x) - Vop(x)de =0
QQ\S(QlﬁQQ)
fiir alle v, € S}(7, 2\1(92\5(91 N§))), fir die

[nllr@a\e@innz) < Al 13 o0 z@mam)

fiir eine Konstante ¢ > 0 gilt. Mit dem Spursatz (vgl. Satz 2.9 in [15]) gilt somit

lonll e @ave@im0a) < €Al < || Al cor|| Anll g (0nn0s))

- 1 <
A(0\E(QUNQ2))) — H2 (8E(01N02)) —

mit Konstanten ¢, cy > 0.
Mit Hilfe dieser Funktion kann man nun die Funktion 17,% : Q09 — R definieren mit

_9 L )\h(llf) fir z € g(Ql N QQ),
Oi(x) = { wp(x)  sonst.
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Setzt man auBerdem v} = 0, so ist (v}, 07) € SHTH(Q)) x SHTE(Q2)) mit

b(vr, 035 M) = <6f2”_17’11’)‘h>H1(91”92)+§t/g(ﬂ oo Q)V@i(m)V)\h(:c)dx
1N§22 1M§22
1 1
= —<)\h, )\h>H1(leQ2) + —t/ V)\h(.%') : V)\h(x)dx
2 2 E(Q1NQ2)\(Q1NQ2)

—_

1
- ||Ah||f'l1 ﬂlﬂﬂg) + z(:|Ah|1'[1 QlﬂQQ)\(Q1ﬂQQ))

1
575 [|)\h|H1(5(le92)) + ||)‘hHL2(Q1ﬁQQ)i|

v

und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und dem Normierungssatz von Sobolev (vgl.
Satz 2.2 in [15]) gilt

1

b o) 2 5t [Pl emunny + 1P @in0 |

1 ) 1 2
5t [l)\h\Hl(smez)) o A (/Qmm Ah(flf)d%) ]

S 1 . 1 PHIE:
> itmm 1,m C|| h||H1(€(Qsz))

fiir eine Konstante ¢ > 0. Auflerdem gilt

IV

1@ Tl @yxmi ) = 03l @)

\/“UhHHl (@\E@QuNa) T ”@i%H?{l(g(Qsz))

< \/é”)‘h”Hl(E(QlﬁQz)) + ”AhH?{l(ﬁ(Qsz))

mit einer Konstanten ¢ > 0. Somit gilt

1@ T @iy @) < VI 4 €l Al e @unew))

und fiir das Supremum erhélt man die Abschétzung

b(vy, vj; A (o, 0j; A

sup 1(2hh h) = flf(thh)

(ohwdyest (@ @) xsh 1) | (Wh v e @i s @a) — (0 )l @) < i 02)
1 1 ”)‘h“Hl(S (Q1NQ2))

1

>—tmin | 1,
2 < ]QIOQQO \/1—|—C”)\h||H1(£ Q1M0))
tin (1Y el

=—tmin ( 1, ¢ ! :
> QN Q) YT I Emne:)
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Somit sind alle Voraussetzungen fiir Satz 1.3 in Kapitel 1 erfiillt und man kann eine Aussage
tiber die eindeutige Losbarkeit der diskreten modifizierten Sattelpunktformulierung (3.20)-
(3.21) treffen.

Satz 3.11. Sei Voraussetzung 3.8 erfillt, dann ist mit der Definition der Ansatzrdume wie
in (3.17)-(3.19) das Sattelpunktproblem (3.20)-(3.21) eindeutig losbar und fir die Losung
(ubs 125 An) € S} o (TH)) X Sko r(TA(Qa)) x SHT(E(Q N D)) gilt die Stetigheitsab-
schdtzung

[ (uny i A 00y i 92) <l f 1 Lo

mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhdngig von h.

3.4.2 Konvergenz der Losungen

In Abschnitt 3.4.1 haben wir die eindeutige Losbarkeit des diskreten gestorten Sattelpunkt-
problems (3.20)-(3.21) gezeigt. Wie in den Abschnitten 3.1.3 und 3.2.3 soll nun auch hier
die Konvergenz der Losungen des diskreten gestorten Sattelpunktproblems (3.20)-(3.21)
gegen die Losung des kontinuierlichen gestorten Sattelpunktproblems (2.10)-(2.11) gezeigt
werden.

Nach Abschnitt 3.4.1 ist das diskrete gestorte Sattelpunktproblem (3.20)-(3.21) eindeutig
16sbar und somit gilt mit Satz 1.4 in Kapitel 1 die quasi-optimale Fehlerabschétzung

|| (Ula UQ, /\)—(U;lm U;QN /\h) ||H1(Ql)le(Qg)le(S(leQg))

< C(vi,vi,;jgl)ivthh H(Ul,UQ, )\) - (UllzaU}ZN,uh)HH1(91)><H1(Qg)le(fj(QlﬁQg))

mit
Vi i= Sp(T, (1)) x Si(T;2 (),
Qn = S,(T,*(E(h N Q)

und mit einer von A unabhingigen Konstanten ¢ > 0. Mit den Approximationseigenschaften
der Riume S} o 1(7,! (1)), Sjor(Z7(Q2)) und Si(7,*(E( N Q) (vel. Satz 9.2 in [15])
erhélt man eine a-priori Fehlerabschitzung

(!, u®, X) = (up, wid, M) || 00) < 2 (900) < 2 (802 1620) (3.23)

<ch U(Ul, u?, )‘)’H2(Ql)><H2(Qg)><H2(5(Qlﬁﬂg))}

fiir eine von h unabhéngige Konstante ¢ > 0.



4 Numerische Beispiele

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden wir die in Kapitel 3 hergeleiteten Verfahren durch numerische
Beispiele verifizieren. Das durch die Diskretisierung entstandene lineare Gleichungssystem
wird hier mit dem direkten Loser Pardiso 4.0.0 (vlg. [13] und [14]) gelost. AuBlerdem muss
man, um die Skalarprodukte in der Bilinearform b wie in Kapitel 3 hergeleitet, auswerten
zu konnen, Gitter miteinander schneiden. Um diesen Schnitt effizient berechnen zu konnen,
greifen wir hier auf einen von M. Gander und C. Japhet in [9] vorgeschlagenen Algorithmus

zuriick.
Als numerisches Beispiel betrachten wir das Randwertproblem

—Au(z,y) = xy(z — 1)(y — 1)/0.0625 fiir (z,y) € 2
u(z,y) =0 fir (z,y) € I' = 092

fiir das Gebiet © := (0,1) x (0,1). Als Teilgebiete des Gebiets §2 wihlen wir

O == {(z,y) € (0,1) x (0,1) : (2,y) ¢ [0.375,0.625] x [0.375,0.625]},
Q, == (0.25,0.75) x (0.25,0.75).

4.2 Global konforme Diskretisierung

Wiéhlen wir eine Triangulierung 7,!(Q;) des Gebiets €y, siehe Abbildung 4.1,

VdV4"4V4"4"4
VdVd4V4"4"4
VI K4

V4 V4 e V4 V4
VdV4"4V4"4"4
VdV4V4V4 474

Abbildung 4.1: Gebiet 2y

99
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Fiir das Gebiet (2 wihlen wir eine Triangulierung 7,%(2), siche Abbildung 4.2.

Abbildung 4.2: Gebiet (2

Fiir den Uberlapp €3 Ny ergibt sich somit eine konforme Triangulierung, siche Abbildung

4.3.

Abbildung 4.3: Gebiet 27 N

Fiir diese Problemstellung haben wir in Abschnitt 3.1.3 des Kapitels 3 die a-priori Fehler-

abschétzung (3.7)

(', w?) = (up, up) || o0y cm () < chl(uh, u?)| p2in < r20s)

mit einer von h unabhéngigen Konstanten ¢ > 0 bewiesen. Fiir dieses Beispiel erhélt man
fiir die Niiherungslosung u} die Fehlertabelle

Elemente || [[u' — up||m1q,) | eoc

120
480
1920
7680
30720
122880

0.473064
0.237802
0.119061
0.0595503
0.0297777
0.0148891

0.992271
0.998066
0.999516
0.999879
0.99997

Abbildung 4.4: Fehlertabelle fiir uj,
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und fiir die Ndherungslsung u? die folgende Fehlertabelle.

Elemente | [[u® — u}||m1(qy) | eoc

32 0.194811

128 0.0970312 1.00555
012 0.0484663 1.00147
2048 0.0242269 1.00037
8192 0.0121127 1.00009
32768 0.00605624 1.00002

Abbildung 4.5: Fehlertabelle fiir das Gebiet €2y

Dieses Beispiel verifiziert also die in Abschnitt 3.1.3 des Kapitels 3 hergeleitete a-priori
Fehlerabschétzung (3.7) mit einer linearen Konvergenzordnung,.

4.3 Global teilkonforme Diskretisierung

4.3.1 Interpolation
Wihlen wir nun eine Triangulierung 7' (€);)des Gebiets 1, siche Abbildung 4.6.

VdV4"4V4"4"4
VdVd4V4"4"4
VI K4

V4 V4 e V4 V4
VdV4"4V4"4"4
VdV4V4V4 474

Abbildung 4.6: Gebiet €2y

Fiir das Gebiet )y wihlen wir nun jedoch die folgende Triangulierung 7,%(),), siche Ab-
bildung 4.7.
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Abbildung 4.7: Gebiet (2,

Als Triangulierung 7,/2(Q; N Q) fiir den Uberlapp ©; N Qy, auf dem wir die Interpolation
anwenden, ergibt sich die folgende (siche Abbildung 4.8).

Abbildung 4.8: Gebiet 2 N

Fiir diese Problemstellung haben wir in Kapitel 3 keine a-priori Fehlerabschétzung be-
wiesen. Betrachten wir nun den H'-Fehler, der sich mit Verfeinerung der Gitter fiir diese
Problemstellung ergibt.

Elemente || [[u' — up||m(q, | eoc

120 0.497566

480 0.262109 0.924721
1920 0.142552 0.878673
7680 0.0814771 0.807027

Abbildung 4.9: Fehlertabelle fiir die Niherungslosung u;},
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Elemente || [[u* — u}||1(qy) | eoc

128 0.410605

512 0.28145 0.544873
2048 0.19609 0.52136
8192 0.137667 0.510335

Abbildung 4.10: Fehlertabelle fiir die Nédherungslésung 7

Man sieht also, dass man mit dieser Methode nicht die erwartete Fehlerreduktion erhélt.

4.3.2 Projektion

In diesem Abschnitt rechnen wir dasselbe Beispiel wie in Abschnitt 4.3.1, jedoch statt der
Interpolation der Daten der Funktion v} : 5 — R auf eine Funktion in S} (Z;'2(Q; N y))
projezieren wir die Daten. Dafiir haben wir in Abschnitt 3.2.3 des Kapitels 3 die a-priori
Fehlerabschétzung

1(uh, u?) = (up, ui) o) cm ey <ch [|(w',w?) 200 < m2000) + A H2(00000) ] (4.1)

fiir eine von h unabhingige Konstante ¢ > 0 bewiesen. Betrachten wir nun die H!-Fehler
der Losungen auf dem Gebiet €2;.

Elemente || [[u' — up||pq, | eoc

120 0.472416

480 0.237699 0.990925
1920 0.119047 0.997608
7680 0.0595489 0.99938
30720 0.0297776 0.999845

Abbildung 4.11: Fehlertabelle fiir die Niherungslsung u;,

Auf dem Gebiet )5 erhalten wir folgende Fehler.

Elemente || [[u* — u}||g1(qy) | eoc

128 0.306032

512 0.159414 0.940905
2048 0.0812889 0.971648
8192 0.0410691 0.985004
32768 0.0206598 0.991232

Abbildung 4.12: Fehlertabelle fiir die Nédherungslésung u?
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Man sieht also eindeutig die in der a-priori Fehlerabschétzung bewiesene lineare Konver-
genzordnung.

Betrachten wir nun die Losung auf dem Gebiet 25 mit dem grobsten Gitter fiir Interpola-
tion

1.03666

09
08
07

0.6
0.546838

Abbildung 4.13: Losung im Gebiet 25 mit Interpolation

und fiir Projektion:

1.03666

0.9
0.8
0.7

0.6
0.546838

Abbildung 4.14: Losung im Gebiet 2 mit Projektion

Man sieht, dass fiir die Losung mit Interpolation Oszillationen erkennbar sind, die auch
auf feineren Gittern auftreten. Diese sind ein Hinweis darauf, dass die diskrete Stabili-
titsbedingung nicht erfiillt ist. Durch die Interpolation der Funktion v} : Q3 — R in den
Raum S}(7;'2(2; N Qy)) erhélt man also kein stabiles Verfahren. Betrachtet man hingegen
die Losung mit einer Projektion, so treten diese Osziallationen nicht mehr auf und man
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erhélt auch die erwartete Konvergenzordnung der Losungen. Man sieht also, dass man mit
Projektion ein stabiles Verfahren erhilt.

4.4 Global nicht konforme Diskretisierung

In diesem Abschnitt soll das in Abschnitt 3.3 hergeleitete Verfahren betrachtet werden. Je-
doch verwenden wir fiir die diskreten Losungen (uj, u?) nicht die im Beweis vorgeschlagenen
Funktionenrdume V;! und V;2, sondern die Funktionenriume S}(Z;1(Q;)) und S}(72(Q2)).
Als Bespiel betrachten wir dasselbe Beispiel wie in den Abschnitten zuvor. Dann erhalten
wir folgende Fehlertabelle fiir den H'-Fehler im Gebiet ;.

Elemente | [[u' — up|lm(q,) | eoc

120
480
1920
7680
30720
122880

0.652518
0.271943
0.127962
0.0633321
0.0316604
0.0158287

1.26271
1.08758
1.01471
1.00026
1.00014

Abbildung 4.15: Fehlertabelle fiir die Niherungslsung u;,

Im Gebiet €2, erhalten wir die folgenden Fehler.

Elemente || [[u® — u}||1(qy) | eoc

32
128
512
2048
8192
32768

0.25311
0.118526
0.0516257
0.0245546
0.0121697
0.00608685

1.09456
1.19904
1.0721
1.01269
0.999531

Abbildung 4.16: Fehlertabelle fiir die Nidherungslésung u?

Man sieht also, dass man auch hier die erwartete Konvergenzordnung erhilt, obwohl wir
fiir diesen Fall den Beweis der Stabilitdt nicht gefiithrt haben.
Der Vollstéandigkeit halber betrachten wir hier noch die Lésungen auf den Gebieten €2y

und 2.
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Auf dem Gebiet 2 erhalten wir die Losung,

i?@?‘?ﬂé
0.75

0.5

Eo.zs

o

Abbildung 4.17: Losung im Gebiet €24

auf dieses Gebiet legen wir nun die Losung des Gebiets €25.

i?@?‘?ﬂé
0.75

0.5

Eo.zs

o

Abbildung 4.18: Losung im Gebiet
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4.5 Ein global nicht konformer Zugang iiber ein

modifiziertes Sattelpunktproblem
In diesem Abschnitt soll das in Abschnitt 2.6 hergeleitete Verfahren fiir das modifizierte
Sattelpunktproblem betrachtet werden. Als Bespiel betrachten wir dasselbe Beispiel wie

in den Abschnitten zuvor und wéahlen den Paramter ¢ = 1. Dann erhalten wir folgende
Fehlertabelle fiir den H'-Fehler im Gebiet €.

Elemente || [[u* — up||gq, | eoc

120 0.505571

480 0.254147 0.992249
1920 0.127227 0.99826
7680 0.0633321 1.0064
30720 0.0316604 1.00026

Abbildung 4.19: Fehlertabelle fiir die Niherungslésung u;,

Im Gebiet €25 erhalten wir die folgenden Fehler.

Elemente || [[u* — u}||r1(qy) | eoc

32 0.195953

128 0.102615 0.933263
512 0.0508115 1.01402
2048 0.0245546 1.04916
8192 0.0121697 1.01269

Abbildung 4.20: Fehlertabelle fiir die Niherungslosung u}

Man sieht also, dass man auch hier die erwartete Konvergenzordnung erhalt.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Teil haben wir die Arlequin-Methode hergeleitet und deren eindeutige Losbarkeit
im Kontinuierlichen und im Diskreten bewiesen. Auflerdem haben wir die Konvergenz
der diskreten Losungen gegen die kontinuierliche Losung bewiesen und in numerischen
Beispielen gezeigt. Ein weiteres numerisches Beispiel hat gezeigt, dass der einfache Zugang
der Interpolation der Daten zwischen den beiden Gittern kein stabiles Verfahren liefert, die
Projektion der Daten jedoch schon. Abschliefend haben wir eine Erweiterung der Arlequin-
Methode betrachtet und auch fiir diese die eindeutige Losbarkeit im Kontinuierlichen und
Diskreten und die Konvergenz der diskreten Losungen gezeigt, die wir zusétzlich noch in
einem numerischen Beispiel verifiziert haben.

Wir haben gesehen, dass das Hauptkriterium fiir die eindeutige Losbarkeit und somit
auch fiir die Konvergenz der diskreten Probleme die diskrete Stabilitdtsbedingung ist. Eine
erhebliche Verbesserung der Methode wiirde also eine Stabilisierung des Verfahrens liefern.
Hétte man eine solche Stabilisierung, die zeigt, dass die diskrete Stabilitdtsbedingung nicht
mehr bewiesen werden muss, so kénnte man sogar die Daten zwischen den beiden Gittern
interpolieren, um ein stabiles Verfahren zu erhalten. Die Realisierung einer solchen Stabi-
lisierung ist jedoch noch nicht untersucht und es ist auch offen, ob eine solche iiberhaupt
moglich ist.

Eine weiterer Aspekt wére die Erweiterung des Verfahrens auf mehr als zwei Teilgebiete,
was aus meiner Sicht zwar schon noch etwas Aufwand erfordert, aber durch Anwenden der
hier bewiesenen Aussagen gezeigt werden kann.

Abschlieflend wire eine Betrachtung von anderen elliptischen Randwertproblemen als
der Poisson-Gleichung interessant. Aus diesem Grund werden wir im néchsten Teil der
Arbeit das in diesem Kapitel hergeleitete Verfahren auf die Stokes-Gleichungen erweitern.

69



70

5 Zusammenfassung und Ausblick




Teil 11

Eine iiberlappende
Gebietszerlegungsmethode fiir die
Stokes-(Gleichungen
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6 Kontinuierliche Variations- und
Sattelpunktformulierungen

In diesem Abschnitt wollen wir eine kontinuierliche Sattelpunktformulierung fiir eine {iber-
lappende Gebietszerlegungsmethode fiir die Stokes-Gleichungen herleiten. Dazu werden wir
das Problem aus Abschnitt 2.3 des Kapitels 2 auf die Stokes-Gleichungen erweitern. Fiir
diese Formulierung werden wir im Anschluss die eindeutige Losbarkeit und die Aquivalenz
der Formulierung zum urspriinglichen Randwertproblem zeigen.

6.1 Standard-Sattelpunktformulierung fiir die
Stokes-(Gleichungen

Fiir die Herleitung einer Variationsformulierung gehen wir vom gemischten Randwertpro-
blem der Stokes-Gleichungen auf einem Lipschitz-Gebiet Q C R? aus.

—vAut+ Vp =f in(, (6.1)
divu =0 inQ, (6.2)
u =0 auf I'ya, (6.3)

u=g aufI'p, (6.4)

tu,p) =0 auf Loy, (6.5)

mit der Konormalenableitung
ti(u,p) := vVu; - n — pn;
fiir i = 1,2 und dem Rand I' des Gebiets ) mit
0N =T=Twu Ul UTou
und dem Dirichlet-Rand I'p mit
Tp:=Twa Ul
Definieren wir die Funktion

o g(:v) fir x € I'y,,,
QD(x) T { 0 fiir # € T\I'z,,.
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1
Unter der Voraussetzung g € Hgy(T'p,)? gilt 9, € H 2(I')? und somit existiert mit dem
inversen Spursatz eine Funktion u? € H'(Q)* mit w/|r = g, und

1
fiir eine Konstante c¢;r > 0, wobei der Raum H(fO(FIn)Z definiert ist als

3 ol
HOQO(PITL)2 = (CSO(FM))Q H%(FIn).

Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir nun ein Variationsproblem aufstellen.
Gesucht ist (u,p) € Hyr, (€)% x Ly(€), sodass

a'(u,v) — ' (v, p)=F(v) (6.6)
V' (u,q) =0

fiir alle (v,q) € Hjp,(Q)* X Ly(Q2) mit den Bilinearformen

a'(u,v) ::VZ/QVW(:E) - Vi (x)dx,

v (u,q) ::/Qdivg(a:)q(x)dx
und der Linearform
F'(v) := /Qi(m) ~v(x)dr — d' (v, v).

Aus der Theorie der Stokes-Gleichungen (vgl. [15]) weifl man, dass das Sattelpunktproblem
(6.6)-(6.7) eindeutig l6sbar ist und dass die Losung des Sattelpunktproblems dquivalent zur
Losung des Randwertproblems (6.1)-(6.5) ist.

6.2 Formulierung eines kontinuierlichen
Sattelpunktproblems

Fiir das Sattelpunktproblem (6.6)-(6.7) wollen wir nun eine iiberlappende Gebietszerle-
gungsmethode herleiten. Dazu betrachten wir das folgende Problem.



6.3 Eindeutige Losbarkeit 75

Gesucht ist

(QI,QQ,pl,pQ,Au, )\p) € H&FD(Ql)QXH&FD(QQ)QXLQ(Ql)XLQ(QQ)XHl(QlﬂQQ>2XL2(leQ2),

sodass
a(u', u?; vt v?) —b(wt, v% pt, p?) + b (vt v AY) = F(v',v%), (6.8)
b(ut, u?; ¢, ¢%) +ha(q', g% A7) = 0, (6.9)
b (u', u?; p) =0, (6.10)
by (p*, p?; i) =0 (6.11)
fiir alle

(21,22, ql, QQ,EU, [Lp) € H&FD (91)2XH&FD<Q2)2XL2(91) XLQ(QQ) XHl (le92>2XL2(leQg)

mit den Bilinearformen

a(u', u?; v, v?) I:VZ Vuj(z) -V dI+VZ Vi (z)dx
i=1 /¢h
1 1
——v Vu(z) - Vo (x)dz — v / Vui(z) - Vo (r)dx
22/ () Vel (@) 22 () Ve2(a)

b(vt,v?, p', p?) ::/ divyl(x)pl(x)dx—l—/ div v?(2)p*(x)dx
Ql QQ

1 1
- —/ div o' (2)p' (z)dx — —/ div v?(2)p*(z)dx
2 Q21N 2 Q1NQ2

bi(v', v* AY) =(v" — 0% A") g, nan)2

ba(q", 4% N) :=(q" — ¢* NP Ly ()

F(v',v?) ::/Q flx)- v (z)dr + i i(:v)-f(x)dx
2 /Qmm 1(@)-vi(@)de - l/gmﬂz @) o(@)de

—CL( |le |92’U U2>

[\

6.3 Eindeutige Losbarkeit

Fiir den Beweis der eindeutigen Losbarkeit des Sattelpunktproblems (6.8)-(6.11) zeigen wir
vorerst die eindeutige Losbarkeit des folgenden Problems.
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Gesucht ist (u',u? p',p*) € V x Q, sodass
a(u',u? o', v?) = b(u',v*pt p?) = F(v', v?) (6.12)

b(u', v q", q%) = (6.13)

fiir alle (v, 22, ¢',¢?) € V x Q mit den Bilinearformen a und b und der Linearform F wie
n (6.8)-(6.10), sowie den Funktionenriumen

V= {(21722) = H&,FD(91)2 X H017FD<QQ)2 : Bl(yl,QQ;H) =0 Ype HY(Q N 92)2}
und
Q= {(qlaQQ) € Ly(Q1) X Ly(Q) : ba(gh, ®p) =0 Ve Lo( N QQ)} '

Um die eindeutige Losbarkeit des Problems (6.12)-(6.13) zu zeigen, wenden wir hier den
Satz von Brezzi (vgl. Satz 1.1 aus Kapitel 1) an. Dafiir ist die V-Elliptizitéit der Bilinearform
a eine Folgerung aus Lemma 2.3, ebenso folgt die Beschrinktheit aus Lemma 2.2. Die
Beschranktheit der Bilinearform b zeigt das folgende Lemma.

Lemma 6.1. Es existiert eine Konstante B > 0, sodass
b(u', u?;p' )| < Boll(wh, w?) ||y xan a2 | (01 P) | o)< 2a(622)
fiir alle (ut,u?) € H ()% x HY(Q2)? und (p',p?) € La() x Lo(Qy) gilt.

Beweis: Fiir (u',u?) € H'(Q;)? x H'(Q3)? und (p', p?) € La(21) x Lo(€2) gilt mit der
Cauchy—Schwarz—Ungleichung und der Dreiecksungleichung

b’ w5 p'p7)| = . p'( dH;/QQ?Z”Q@
_% izl/gmm ?;;Zj (z)p* (z)dx — %Zi/ﬂmﬁz gﬁ (z)p?(z)da
Sg gzl L2 (1) “pl”LQ(QI)JFi gf Lo (22) Il
+%Z;: gj . 1"l 22(@un02)
90l L s
sgz g“ s 1Pl " sy P i
3
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und mit der Holder-Ungleichung erhalten wir die Abschétzung

3 3
b(u', u?;p', p?) §§IIHI|!H1(91)2\|p1\|L2(91> + 5HfHHl(Qz)?Hp2||L2<Q2)

3
<< [[(wh, w?) @z x @02 (P P°) | @) < La()-

g

Mit der Beschrianktheit der Bilinearform a (vgl. Lemma 2.2) erhalten wir die Beschréinktheit
der Linearform F'. Somit ist die einzig noch verbleibende Voraussetzung, um den Satz von
Brezzi (vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1) anwenden zu kénnen, die Stabilitdtsbedingung fiir die
Bilinearform b.

Lemma 6.2. FEs existiert eine Konstante 31 > 0, sodass
b(v',v*p', p?)
sup —
(0,0)# (vt w2)eV (0!, v )|’H1(Ql)2xH1(92)2
fiir alle (p*,p?) € Q.

> Bill(0" 0°) || La(o) < La(922)

Beweis: Fiir (v',v?) € V ist

und somit ist die Funktion
vl(z)  fiir x € Qy,
v¥(x)  fiirx € Qy
in Hyp (Q). AuBerdem gilt fiir (p*, p*) € Q

pl = p2 il’l LQ(Ql N Qg)
und somit ist die Funktion

1 ..
_f pMx) furx e Q,
p(w) = { p?(zr)  firx ey

in Ly(€2). Mit diesen Definitionen gilt also

b(vt, v? pt, p?) :/ divyl(x)pl(x)dx—l—/ div v?(2)p*(x)dx

Ql Q2
1 1
- —/ div o' (2)p*(2)dx — —/ div v?(z)p*(z)dx
2 Q1N 2 Q1NQ
:/ div v(z)p(x)dx —I—/ divu(x)p(z)dx
Ql Q2

_ /Q dvap(a)ds

:/Qdivy(x)p(x)da:
=b'(v, p)
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und
H(91792)%1(91)2“{1(92)2 :Hﬂluzl(m)? + HQQH%H(QQ)?
=[ulltn @z + Ul @)
<2[lvllF qe-
Somit gilt

b(v', v?;pt, p?)
sup

V(v p)
sup —_—
(0,0)#(wt w?)eV H(Q1>Q2)HH1(Q1)2><H1(Q2)2

1
2 0£vEH 1 (2)2 HQHHI(Q)Q

>
und mit der Stabilitédtsbedingung fiir die Stokes-Gleichungen (vgl. Lemma 4.9 in [8] und
Remark 1.6 in [5]) folgt

b(v', v%; pt, p?)
sup 1 2
(0,0)# (vt w2)eV (!, v )HHl(Ql)Qle(m)z

1
> 561”Z9HL2(Q)

fiir eine Konstante ¢; > 0. Es gilt aber

1 1
HP”%Q(Q) :”le%Q(Ql) + HPZH%Q(QZ) - 5”?1”?21“22 - 5”1’72”52210(12

>

N | —

(||P1||%2(Ql) + ||p2||%2(92))

und somit
]‘ 1 2
12N o) = —= 110, D7) | Lo x La(022)-
V2

Insgesamt gilt also

b(v', v% pt,p?)
sup 1 B
(vt v2)eV ||(Q y U )||H1(Ql)2><H1(Qg)2

1
> 2\/561||(plap2>||Lz(Ql)XL2(92)‘
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Somit sind alle Voraussetzungen fiir den Satz von Brezzi (vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1)
erfiillt und wir wissen, dass das Problem (6.12)-(6.13) eindeutig losbar ist und die Losung
die Abschétzungen

1w, @) | @ny2x i @a)2 < allfllra@2,

10", P*) | a1y ¢ La@2) < 2l |2

fiir Konstanten ¢y, co > 0 erfiillt. Aulerdem wissen wir, dass man fiir einen Hilbertraum
X mit Hilfe des Darstellungssatzes von Riesz (vgl. Satz 3.1 in [15]) jeder Bilinearform
d: X x X — R einen Operator D : X — X* zuordnen kann. Dadurch erhalten wir fiir die
Bilinearform a den Operator

A HS,FD(QI>2 X Hé,FD(Ql)2 - (Hé,FD(Ql)Q X Hé,FD(QQ>2)*
mit
(A(u', u?), (v',0?) = a(u', v 0", 07),
fiir die Bilinearform b den Operator
B : Hyp,(Q)* x Hyp, (1)° — La(h) x La($2)
mit
(B(u',u?), (¢, ¢%)) = b(u', v ¢", ¢%),
fiir die Bilinearform b; den Operator
Bl : H&,FD(Ql)2 X H&J’\D(QQ)Q — (Hl(Ql N 92)2)*
mit . R
(Bi(u', u®), py = by (u', u®; 1),

und fiir die Bilinearform by den Operator

B2 : LQ(Ql) X LQ(QQ) — LQ(Ql N Qg)
mit B ~
(Ba(p", p%), ") = ba(p", % 417).

Mit Hilfe dieser Operatoren definieren wir nun Operatoren S mit
A(ul u2) + B'(p! 2
S(gl,f,pl,pQ) — ( (ﬂlaﬂ )+ B'(p,p%)

und B mit S
B(u', u* p',p*) = ( @1(@1,2) )
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und betrachten die folgende zum Variationsproblem (6.8)-(6.11) #quivalente Operatorglei-
chung

S(ut,u?, p', p?) + B\ \P)=
B(u',u?, p*, p?) =

i=(1).

wobei B’ den zum Operator B adjungierten Operator bezeichnet. Wir werden nun die
eindeutige Losbarkeit der Operatorgleichung (6.14)-(6.15) zeigen, dafiir wollen wir auch
hier wieder den Satz von Brezzi (vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1) anwenden. Dazu wissen wir
bereits mit der eindeutigen Lisbarkeit des Problems (6.12)-(6.13), dass S auf ker B inver-
tierbar ist und die Losung stetig von der rechten Seite abhéingt. Die Beschrinktheit des
Operators S folgt aus den Beschranktheiten der Bilinearformen a und b, die Beschréankt-
heit des Operators B; folgt aus Lemma 2.5, die Beschrinktheit des Operators B, soll das
folgende Lemma zeigen, indem wir die Beschriinktheit der zum Operator B, gehorenden
Bilinearform by zeigen.

o I~
D
—_
IS

(6.15)

mit der rechten Seite

Lemma 6.3. FEs existiert eine Konstante Bg > 0, sodass

|l~)2(p1,p2; )\p)| < BQ||(p17p2)HLQ(Ql)XLz(Qz)||)‘p||L2(Q1ﬁﬂz)
fd’f’ alle (pl,pQ, )\p) S LQ(Ql) X LQ(QQ) X L2(Ql N Qg) gllt
Beweis: Fiir (p',p?, \?) € Ly(Q) X Ly(Qs) X La(2; N Q) gilt mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und der Dreiecksungleichung
‘62(]917]723 )| = ‘(pl - p2; >‘p>L2(Q1092)‘
||p1 - p2||L2(Q1ﬂQQ)||>‘p||L2(Q1ﬂQQ)

(||p1HL2(Q1092) + ||p2HL2(Qlﬂﬂ2)) ”Ap||L2(Q1092)
(I Loy + 1971 La@2)) P[] La@anes)

INIAIA

und mit der Holder-Ungleichung erhalten wir die Abschéitzung

~ 1
b2(p", % A < V2 (IP' 7000 + 1P| 2a(22) * IV [l za(snes)
= V20", P) | 121 x L2(@2) A || Lo (910602) -
]

Fiir die Stabilitdtsbedingung der Bilinearform b; kénnen wir auf Lemma 2.6 verweisen.
Somit ist die einzig noch verbleibende Voraussetzung fiir den Satz von Brezzi (vgl. Satz
1.1 in Kapitel 1) die Stabilitatsbedingung fiir die Bilinearform bs.



6.3 Eindeutige Losbarkeit 81

Lemma 6.4. Es existiert eine Konstante Bf > 0, sodass
sup baq', 4% A7)
(0,0)#(q*,¢?)€L2(Q1) X L2(Q2) ll(q", q2>HL2(Ql)xL2(Qz)

fir alle \P € Ly(Q N Q) gilt.

> ﬁlZH)‘pHM(QlﬂSb)

Beweis: Fiir W € Ly(Q N Q) gilt mit ¢ = 0, ¢'lg,\q; = 0 und §'|g,n0, = AP fiir
die Funktion (p!, %) € Lo(Q1) x Lo(£2y) die folgende Abschétzung fiir das Supremum.

- ba(a, i N) (G = P W) naunny)
(0,0)%(q" a2)eLa(@)x La(22) (@5 P Loy xa@2) — (@ @) a(00) x L (022)

<>‘p; )‘p>L2(QlﬂQ2)

B H)‘p“Lz(Qlﬂﬁz)

_ HAPH%2(91092)
||)‘p||L2(QlﬂQ2)
:H)‘pHLQ(QlﬂQQ)'

g

Somit sind alle Voraussetzungen fiir den Satz von Brezzi (vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1) erfiillt
und wir konnen eine Aussage iiber die eindeutige Losbarkeit des Problems (6.8)-(6.11)
treffen.

Satz 6.5. Das Sattelpunktproblem (6.8)-(6.11) ist eindeutig losbar und die Losung
(u', u?,p', p* A", N) € Hyp (4)°x Hypp (92)° X Lo (1) X Lo (Qa) x H' (Q10€22) X Lo (11€2s)
erfillt die Stetigkeitsabschdtzungen
||(QlaQQ)HHl(Ql)Qle(QgP <cr || fll a2,
1(P", )| za@1)xLaa) Se2ll fll Loz,
AN e unen) <esll fll a2

||)‘p||L2(Q1ﬁ92) SC4||i||L2(Q)2

mit Konstanten cy,cq, c3,cq4 > 0.

6.3.1 Aquivalenz zur schwachen Formulierung

Wir wissen, dass das Sattelpunktproblem (6.8)-(6.11) eindeutig l6sbar ist, jedoch wissen wir
nicht, ob die Losung dieses Problems auch in Zusammenhang mit der Losung der schwachen
Formulierung (6.6)-(6.7) steht. In diesem Abschnitt werden wir uns dieser Frage widmen
und zeigen, dass die Losung des Sattelpunktproblems (6.8)-(6.11) dquivalent zur Losung
der schwachen Formulierung (6.6)-(6.7) ist.
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Satz 6.6. Sei (u,p) € Hjp, (Q)* x Ly(Q) eine Lisung der schwachen Formulierung (6.6)-
(6.7). Dann ist fiir mit

=pla,,
::p|92
(u',u? p',p?) in Hyp, (@)% X Hyp, (Q2)? X Lo(S) X La(Q) und das folgende Problem ist
eindeutig losbar.
Gesucht ist (A", \P) € HY (1 N Q)% x Ly(21 N Qy), sodass
bi(v', 0% AY) =F(v',v?) —au',u'; 0, o) + b(u', v pt p?), (6.16)
ba(q', 4% )= = b(u! s ¢ ) (6.17)

fir alle (v', v, ¢",¢%) € Hyp, (21)% x Hyp (Q2)* X Ly(Q1) X Ly(Qs). Auferdem ist
(gl,g2,p1,p2,gu, )\p) € H(},FD<QI)2XH(}7FD (Q2)2XL2(91)XL2<92) XHl(leQQ>2XL2<QlﬂQQ)

eine Losung des Problems (6.8)-(6.11).
Sei umgekehrt

(gl, Q2,p1,p2, Au, )\p) S Hé,FD (91)2 XH&,FD (QQ)2 XLQ(Ql) XLQ(QQ) XHl (leQg>2 XLQ(QlﬂQQ)
eine Losung des Problems (6.8)-(6.11). Dann ist

(z) = { u'(z)  firx e,

u (z)  firr ey

in Hyp, (Q)* und
1 o
| p'(x) fiir x € Qq,
p(z) = { pi(x)  fiirz € Qy

in Ly() und (u,p) € Hyp, (Q)* x Ly(Q) ist eine Losung der schwachen Formulierung

(6.6)-(6.7).

Beweis: Sei (u,p) eine Losung von (6.6)-(6.7). Mit den Lemmata 2.5 und 6.3 sind die
Bilinearformen 51 und 1~)2 beschrinkt und mit den Lemmata 2.6 und 6.4 gelten fiir die
Bilinearformen b; und by die kontinuierlichen Stabilitdtsbedingungen. Somit ist mit dem
Satz von Babuska-Aziz (vgl. Hilfssatz 4.2 in [4]) das Variationsproblem (6.16)-(6.17) ein-
deutig losbar und nach Konstruktion gilt Gleichung (6.8). Da u eine Losung des Problems
(6.6)-(6.7) ist, gilt

/Qdivg(x)q(x)dx =0 Vqe Ly(Q).
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Somit gilt im Speziellen
divu'(z)g" (z)dx =0 Vq' € Ly(),

divu®(2)¢*(z)dr =0 V¢ € Ly(S).

S5~

Mit ql‘Ql\st = 0 und ¢'|g,n0, € L2(Q1 N Q) beliebig gilt auBerdem
/ divu'(z)q' (z)dr =0 Vq' € Ly(2 N Q)
Q1N
und mit ¢*|g,\g; = 0 und ¢*[a,n0, € La(1 N Q)

/ divu?(7)g*(x)dr =0 Vq* € Ly(2 N Q)
Q1N

und Gleichung (6.9) ist somit erfiillt. AuBlerdem gilt
u' =u* in H'(Q N Q)

und
pl = p2 n LQ(Ql N Qg)

und somit gelten auch die Gleichungen (6.10) und (6.11) und
(gl, 22,]91,]72, Au, )\p) € H&,FD (91)2 XH&,FD (92)2 XLQ(Ql) XLQ(QQ) XHl (leQQ>2 XLQ(leQQ)

ist somit eine Losung des Problems (6.8)-(6.11).
Sei umgekehrt

(gl,g2,p1,p2,ﬁu, )\p) - H&,FD(Q1)2XH3,FD(QQ)2XL2(91) XLQ(QQ) XHl (leQQ)QXLQ(leQQ)
eine Losung von (6.8)-(6.11). Dann gilt mit den Gleichungen (6.10) und (6.11)
(u' — u?, u"Y i ung)2 = 0

fiir alle p* € H'(; N Q)* und

<p1 - p27 ,up>L2(Qlﬂﬂg) = O
fir alle p? € Lo (€ N Q). Also gilt
u' =u® in H'(QNQ)?

und
pl = p2 in LQ(Ql N QQ)
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Somit ist die Funktion
fir z € Ql,

_ [ (@)
ufz) = { u?(z) fiir x € Q

1 ..
| pMz) fir xz ey,
p(z) = { p*(z) fiir z € Qy

in Ly(© N Q). AuBlerdem gilt

/Q div u(z)g(x)dz — /Q et + / div u2(z)q(x)dz.

Qo

Aus Gleichung (6.9) folgt jedoch fiir q1|Ql\g72 € Ly (2,\ Q) beliebig, ¢*|q,nq, = 0 und ¢* = 0

/ divu()g(z)de = 0 Vg € Ly(@\(%)
Q1\Q2
und fiir ¢! = 0 und ¢* € Ly(y) beliebig folgt
/ divu(x)q(z)de =0 Vq € Lay(Qs).

Qo
Somit gilt

/ divu(z)q(z)dr =0 Vq € Ly(Q)

Q

und w erfiillt Gleichung (6.7). Fiir v € Hgp (€2)* und ¢ € Ly(2) kénnen wir Funktionen
v' =g, € Hyp, ()?, v° = vlo, € Hyp, (Q2)?, p' = plo, € La() und p? := plo, €
Ly(€2;) definieren, fiir die

21|Q1HQQ - 22|91|’792 - O ln Hl(Ql N 92)2

und
Plawngs — Plaina, = 0 in Ly(93 NQy)

ist. Also gilt

bi(v', 0% AY) = (' — 0*, A i aingwy2 = 0

IS4

und )
bz(P17P2S )\p) = <p1 - p27 Ap)Lz(Q1ﬁQ2) = 0.
Mit Gleichung (6.8) ergibt das
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Es gilt jedoch

alu!,u'; v, v?) :yZ/ Vu;(z) -V dx+yz - Vol (z)dx

2

1 / 1 1 1 / 2 2
— =V Vu;(z) Vv (z)der — v Vu;(x) - Vi (z)dx
v Vuila)Vol(z) QZWQQ OB

=u?(z) vZ(z)
2
:VZ/ Vuj(z) -V d!L’—i—I/Z - Vi (z)dx
i=1 7

2
—v Z/ Vui(z) - Voi(r)dz
. Q1N

2

2
=v Z/ Vuj (z) - Vo (x)dx + v Z/ Vui(z) - Vo (z)dx
i=1 7% i1 Y 2\
2
:VZ/ Vu;(z) - Vu;(x)dx
i=1 79

=a'(u, v).

Weiters erhalten wir

b(o', v pt, p?) = / div v ()p (2)da + / div v (2)p(2)de
Ql Q2

1 1
- —/ div o' (2)p*(2)dx — —/ div v?(z)p*(z)dx
2 Q1N 2 Q1NQ

= /Q 1 div v(z)p(x)dz + / div v (z)p(z)dz

Qo

_ /Q dvap(a)ds

:/Qdivy(x)p(x)da:
=V (1, p)-
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Auflerdem ergibt sich

Q1 )
1 1
- 5 /QlfTQQ i(x) | %I\E/j—%d‘x N 5 /{210(22 i(x) ' 22($)d£€

1,Q2)

= | f@)-v'@dr+ | f(@) ()

- a(gg|91aﬂg|92;g

_ /Q f(z) v (x)dz — d'(u,v)

= x)-v(x)d x)-v(x)dr —d'(u9,v
[ @) vt +/wz< ) - v(a)de — d'(u,v)
=F'(v).
Somit gilt
a'(u,v) —'(v,p) = F'(v)

fiir alle v € Hyp, (€2)* und auch Gleichung (6.6) ist erfiillt. Also ist (u,p) eine Lésung der
schwachen Formulierung (6.6)-(6.7).

g



7 Diskretisierte
Sattelpunktformulierungen

In diesem Kapitel soll das in Kapitel 6 hergeleitete kontinuierliche Sattelpunktproblem
(6.8)-(6.11) konform diskretisiert werden. Fiir das diskretisierte Problem werden wir au-
Berdem die eindeutige Losbarkeit und die Konvergenz der diskreten Losungen gegen die
eindeutig bestimmte kontinuierliche Losung zeigen. Damit erhalten wir durch die Losung
des diskretisierten Problems eine Naherungslosung des kontinuierlichen Sattelpunktpro-
blems (6.8)-(6.11), das nach Satz 6.6 mit der schwachen Formulierung (6.6)-(6.7) dqui-
valent ist und somit eine Nédherungslosung dieser schwachen Formulierung, die mit dem
Randwertproblem (6.1)-(6.5) dquivalent ist.

7.1 Formulierung eines diskreten
Sattelpunktproblems

Fiir konforme endlichdimensionale Réume V}! C Hj ()%, Vi2 C Hjp ()% @) C
Ly(), Q7 C La(), VX € HY (O N Q)% und Q) C Ly(£ N Q) betrachten wir das
folgende Problem.

Gesucht ist (up,u?, ph, pi, Ay, AL) € ViEx V2 x QF x Q2 x V) x Q7 sodass

a(uy,, ui; vy, v})—b(vh, v} ph, PR+ (), vhs Ap) = F (v}, v}) (7.1)
b(uy,, up; 4y, 1) +ba(qh, qi; A7) = 0 (7.2)
by (w,, up; 1) =0 (7.3)

ba(ph- D7 144) =0 (7.4)

fiir alle (v,, v, ah, G, 15 1) € Vi X Vi x Q) x Qf x Vid x Q.

7.2 Eindeutige Losbarkeit des diskreten Problems

Auch fiir das diskrete Sattelpunktproblem (7.1)-(7.3) wollen wir hier nun die eindeutige
Losbarkeit zeigen. Dazu gehen wir dhnlich wie in Kapitel 6 vor und betrachten vorerst das
folgende Problem.

87
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Gesucht ist (up,u?, p;,pi) € Vi X Qp, sodass

a(up, up; vp, v3) — b(ug, vrs o, pi) = F v, v7) (7.5)

b(un, Up; Gr, q7) =0

fiir alle (v}, v?,qt,q?) € Vi, X Qp, mit den Funktionenrdumen

Vi = {(Qi&i) eV x V2 El(yilwyfzﬁﬂh) =0 Vp, € Vh/\}

und
Qni={(aha}) € Q4 x Q2+ balah,afim) =0 Vun € Q).

Beweisen wir nun vorerst die eindeutige Losbarkeit des Sattelpunktproblems (7.5)-(7.6)
tiber den Satz von Brezzi (vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1). Dazu kann die V,-Elliptizitét der
Bilinearform a genauso wie Lemma 3.6 bewiesen werden. Die Beschranktheit der Biline-
arform b folgt direkt aus Lemma 6.1. Setzen wir nun zusétzlich voraus, dass eine von h
unabhéngige Konstante ¢ > 0 existiert, sodass

b(vl v2:pl 2
sup (_ha Uhs phvph)

(0,0)# (v} v3)EVH H<vh7vh)”H1 Q1)2x H(Q)2

> CH(pilupi%)HM(Ql)XLz(Qz)

fiir alle (p},p?) € Qy gilt, sind alle Voraussetzung fiir den Satz von Brezzi erfiillt und wir
wissen, dass das Sattelpunktproblem (7.5)-(7.6) eindeutig l6sbar ist und die Losung die
Stetigkeitsabschédtzungen

[ (wh i) || @)z x (922 < Cull f ] Loz

||(pilzvpi2z)||L2(Ql)><L2(Q2) < CQHiHLQ(Q)2

fiir von A unabhéngige Konstanten ¢y, cy > 0 erfiillt.

Mit Hilfe dieser Aussage konnen wir nun die eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattel-
punktproblems (7.1)-(7.4) beweisen. Dazu betrachten wir vorerst, dhnlich wie in Kapitel 6
die den Bilinearformen zugeordnete Operatoren Ay, By, Bl,h und BM. Diese Operatoren
konnen jedoch mit Hilfe von Matrizen dargestellt werden.

Aili, g = a( ,0) fiir 4,5 =1, ..., Ny,

Akl = a0 gol, ,<pk) fir k,1=1,..., Ny,

Byli,m] b(p ,O Yt 0) firi=1,..,N;;m=1,..., M,
Bylk,n] = b(0 gpk,O Y2) fiir k=1,...,Ny;n=1,..., My,
Bli,r] = by (cp ,03m ) firi=1,..,Ni;r=1,..., N3,
Bllk,r] = by(0 gpk, n)firk=1..,No;r=1,..0Ns,
B2[m, s] Bg(ﬂ)m,() Ug) firm=1,..., My; s =1, ..., Ms,
B2[n, s by(0,92:0,) fiir n=1,..., My; s =1, ..., Mg
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N1 N2
mit einer Basis {(pzl} von V;!, einer Basis {npi} von V}2, einer Basis {¢} } 1, von
i=1 k=1

N3
1 . . 27 M2 2 . . A . . M3
Q},, einer Basis {¢7}, 2 von @}, einer Basis {Q } | von V;} und einer Basis {0}, von
r—

Q7. AuBerdem kann auch die rechte Seite F' mittels Vektoren dargestellt werden.

Rli] == F(g,0) firi=1,..,N
Blk] = F(0,¢7) fir k=1,.., N
N1 N2
mit einer Basis {gp?} von V;! und einer Basis {gpi}k von V;2. Mit Hilfe dieser Matrizen
— =1 - =1

kann man nun ein zum diskreten Variationsproblem &quivalentes lineares Gleichungssystem
betrachten.

Sl 0 Bl Ql
0 Sy By uw |=F (7.7)
Bt B 0 A
mit den Matrizen
o A —B
Sl - ( B{ 0 ) 9
. AQ —Bg
Sy o= ( BY 0 ) ’
- Bl 0
By, = L2
= (&),
- Bl 0
B, — 2
= (0 &)
und der rechten Seite
Fy
0
| £
E L Q 9
0
0

Dieses Problem entspricht dem diskreten Sattelpunktproblem (7.1)-(7.4) und wir werden
die eindeutige Losbarkeit dieses Problems zeigen, um die eindeutige Losbarkeit des Sattel-
punktproblems (7.1)-(7.4) zu beweisen. Dazu wenden wir wiederum den Satz von Brezzi
(vgl. Satz 1.1 in Kapitel 1) an. Dafiir wissen wir mit der eindeutigen Losbarkeit des Sat-
telpunktproblems (7.5)-(7.6), dass die Matrix S mit

(S0
(3 2)
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#=(5)

invertierbar ist. Die Beschrénktheit des zur Matrix S dquivalenten Operators S, folgt aus
den Beschrénktheiten der Bilinearformen a (vgl. Lemma 2.2) und b (vgl. Lemma 6.1), die
Beschriinktheit des zur Matrix B dquivalenten Operators By, folgt aus den Lemmata 2.5
und 6.3. Setzen wir nun voraus, dass mit den konformen Ansatzriumen V;} und Q7 die
Stabilititsbedingungen fiir die Bilinearformen b; und by gelten, konnen wir eine Aussage
tiber die eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattelpunktproblems (7.1)-(7.4) treffen.

auf ker B mit

Satz 7.1. FEuxistieren Konstanten cy,cq,c3 > 0, sodass

sup : b(gi, viiph.D})

0002w} v2)evi, |(Wh VR @n)2x a1 (@2)2
by (vh, v3; )

sup - - h h h)
0.0)2 b w2)evi xv2 || (s 0R) || uy2 i 02)2

B L 2. 4P

sup : Qgp}mpha h)
(0,0)#(p} p2)EQL xQ3 H(phaph)||L2(Ql)><L2(Q2)

ch”(pflzap}Zz>||L2(Ql)><L2(92)7 (78)

>Ca| Al @in0s)2, (7.9)

>3] Xy [ Lo(une) (7.10)

iir alle (p*, p?) € Qu, Al € VX und X! € Q7 gilt. Dann ist das diskrete Sattelpunktproblem
nEVy h h
(7.1)-(7.4) eindeutig losbar und die Losung erfillt die Stetigkeitsabschdtzungen

||(ﬂ/1wﬂi)”Hl(Ql)?le(Qg)? SClHiHLZ(Q)?,
||(p}117pi)HL2(Ql)XL2(Q2) §C2HiHL2(Q)27
ARl 2t @02 <esllfllza @)z,

IR Zonnes) <eall fll o2

mit von h unabhdngigen Konstanten cq,cs,c3,cq > 0.

7.3 Konvergenz der L6sungen

Aus Abschnitt 7.2 wissen wir, dass das Sattelpunktproblem (7.1)-(7.4) eindeutig losbar ist.
Jedoch wissen wir nicht, ob die diskreten Losungen auch gegen die kontinuierliche Losung
konvergieren. Mit dieser Frage wollen wir uns in diesem Abschnitt beschéftigen.
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Mit Hilfe der eindeutigen Losbarkeit des Problems (7.1)-(7.4) kénnen wir jedoch Satz
1.2 aus Kapitel 1 anwenden und erhalten die quasi-optimale Fehlerabschétzungen

[ (up, ujy) — (', 6®) || 1o y2xmr (20)2

<c inf vl v?) — (ub, u?
= (v} 2)eVixV? H(_h _h) (— = >||H1(Ql)2XH1(Q2)2
1 1 2 1 2 . u u
i (qi,qi)lgcging 1@n> @) = (07, P La@) x La(22) + gég‘ffﬁ e = A @unen)

+ inf || — Nl Ly@iney) |
1y €Qy

||(p%wpi> - (p17p2>||L2(Q1)><L2(92)
: 1 2 1 2
<eu |, int k) = 002
+ inf L) — (php? + inf v\
(a2 QL <2 (anaz) — (. p )HLQ(Ql)xLQ(Qg) eV ||Eh ||H1(Qms22)2

+ inf ||uf — NP } ,
P EQ) ||Nh ||L2(Q1092)

||AZ - AUHHI(Q1HQ2)2

: 1 2 1 2
<c3 vai;g‘f/ﬁxvf [, v) = (' ) || )2 i (00)2
+ inf L) — (php? + inf [jp® — \®
(q}l,q%)eQ}LXQ% H<Qh Qh) (p p )“LQ(Ql)XLQ(Qg) HZthA ||Eh ||H1(le92)2

e it = V|

Hp,

||>‘1ij - >‘p||L2(QlﬂQ2)

. 1 2 1 2

<cy (y}l,yiﬁrel‘f/hlxv}? | (h, vh) — (W, w) || mr00)2 < (902
+ inf 1, 2y 1, 2 + inf e N 2
(@} eQL x @2 1(gn, @) — (075 P7) || Loty xLa(22) v Hﬁh [ 71 (01m0)

+ inf HILL];L - )‘pHLz(Qlﬂfh)
1y EQR

mit von h unabhéngigen Konstanten ¢y, ¢s, c3, ¢4 > 0. Eine a-priori-Fehlerabschitzung er-
halten wir somit mit Hilfe von Approximationseigenschaften der Riume V!, Vi3, Q}, Q%,
V2 und Q7.
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7.4 Eine mogliche Wahl fiir konforme Ansatzridume

Wir wissen aus den Abschnitten 7.1, 7.2 und 7.3, dass man fiir konforme endlichdimen-
sionale Ansatzriaume, die die Stabilitédtsbedingungen (7.8)-(7.10) erfiillen, ein stabiles Ver-
fahren erhélt. Jetzt stellt sich jedoch die Frage nach solchen Ansatzraumen. Aus diesem
Grund wollen wir in diesem Abschnitt eine mogliche Wahl von konformen Ansatzréumen
vorstellen. Aulerdem werden wir in Kapitel 8 sehen, dass man fiir eine andere Wahl von
konformen Ansatzraumen gute Ergebnisse erhélt, obwohl wir die Stabilitdtsbedingungen
(7.8)-(7.10) nicht alle fiir diese Ansatzriume zeigen werden.

Um die Stabilitatsbedingung fiir das Stokes-Problem zu erfiillen, weif§ man jedoch, dass
nicht jede beliebiege Wahl von konformen Ansatzraumen zuléssig ist. So zeigt es sich zum
Beispiel, dass die Wahl von stiickweise linearen und stetigen Ansatzfunktionen zur Appro-
ximation der Geschwindigkeit und stiickweise konstanten Ansatzfunktionen zur Approxi-
mation des Drucks in einem instabilen Verfahren resultiert. Meist werden jedoch stetige
Approximationen des Drucks verwendet, wie zum Beispiel das Taylor-Hood-Element oder
das MINI-Element, fiir die bewiesen werden kann, dass sie in einem stabilen Verfahren
resultieren (vgl. [4], [10] oder [5]). In diesem Abschnitt werden wir jedoch sehen, dass eine
unstetige Approximation des Drucks notwendig ist, damit wir alle Stabilitatsbedingungen
beweisen kénnen. Deswegen werden wir in diesem Abschnitt die einfachste stabile Paarung
mit unstetiger Druckapproximation verwenden, nimlich das P? — P%Element, bei dem
wir stiickweise quadratische und stetige Ansatzfunktionen fiir die Geschwindigkeit und
stiickweise konstante Ansatzfunktionen fiir den Druck wéhlen. Fiir die Approximation der
Stokes-Gleichungen mittels einer Standard-Finiten-Elemente-Methode ldsst sich fiir diese
Wahl von Ansatzfunktionen zeigen, dass sie in einem stabilen Verfahren resultieren (vgl.
[3]). Fiir weitere Details zu stabilen bzw. nicht stabilen Elementen fiir die Standard-Finite-
Elemente-Methode fiir die Stokes-Gleichungen siehe [4], [5], [3] oder [10].

Nehmen wir hier formregulire Triangulierungen 7,1 (2;) und 7;7(€) der Gebiete € und
), an, sodass beide Triangulierungen im Uberlapp €1 N, identisch sind. Man geht also
von einer global konformen Diskretisierung wie in Abschnitt 3.1 aus. wir werden sehen,
dass dies fiir den Beweis der diskreten Stabilitdtsbedingungen eine grofie Rolle spielen
wird. Unter diesen Voraussetzungen konnen wir nun endlichdimensionale konforme diskrete
Ansatzraume definieren.

Vi ={u} € Hip, ()?: vjlr € PAT)? VT € T ()},

Vi ={uv; € Hyr, ()’ : uvilr € PXT)* VT €T (D)},

Qp = {pp € Lo() : pylr € PUT) VT € T,/ ()},

Qp = {ph € La(Q) : pilr € PUT) VT € T )},

V)= {HZ e H'(MNW)?: pwlre PAT)? VT €T, ()N T,?(QQ)} :
r={uy € Ly NQ) : pplr € PYT) VT € T, () NTH (D)},

Q
Q
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Vi, = {(Q}IL,Q%) eVixVi: (uy - Qi?ﬁh>H1(Qmﬂz)2 =0 Vpe Vh/\}’
Qn={(ah,q7) € Qn x Q% (@ — Gy fn) Loy Vi € Q.

Bemerkung 7.1. Mit der Annahme, dass die Triangulierungen T,' () und T,2(Qy) im
Uberlapp Q1 N Qq identisch sind, ist T,1(Qy) N T,2(Qy) eine Triangulierung des Uberlapps
Q1N Q.

Fiir (v, 7) € Vi gilt
(v, — Qi;ﬁhﬁll(nmﬂzy =0 Vu, € Vi
Mit den obigen Voraussetzungen gilt somit
Q}L‘Qng = Q;21,|er192
punktweise in €2; N .

Bemerkung 7.2. An dieser Stelle geht die globale Konformitit der Rdume ein, da an-
sonsten diese Bedingung nicht gilt.

Damit ist die Funktion
 foup(x)  fiirx e Q,
Oh = vi(x)  fiirz € Qy
wohldefiniert und es gilt v, € H'(Q2) und
vplr € PX(T)* VT € T, () UT ().

Ebenso gilt fiir (p},p?) € Qn
1 _ .2
ph‘anQ2 - ph|Q1092

punktweise in ; N Qs und die Funktion

| pp(x)  fiirx € Q,
Ph= pr(z)  fiirz € Qy
)

prlr € PYT) VT € T () UT(S).

Somit gilt

b 1 2.1 2
sup (Qh; U},5 Ph, ph)

V' (vy,, Pn)
> sup —
(0,0)# (v} w2)EV, ||(2h=Qh)“Hl(Ql)?le(Qz)?

> 1
2 O£, €S (Q)NHG 1 (Q) HthHl(Q)Z

)

mit dem Funktionenraum

S2Q) = {un € Hip ()1 vylr € PAT) VT € THQ)UTAQ)}
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Mit der Stabilititsbedingung fiir das P? — P°-Element (vgl. Proposition 3.1 in [3]) folgt
somit
blvl v2:pl 2
sup (Umvh’ph’ph)

(0,0)#(vh v3)EVA 1@ o) a1 @0)2x 11 (022

1
>—CHPh||L2(Q)

YL LT T REL 1 FHMNE 1 T

>_c¢uphu an + P22, 0
1
:2\/§C”(ph7ph)||L2(Q1)><L2(Ql)-

Somit ist die Stabilitdtsbedingung (7.8) gezeigt.

Die Stabilitdtsbedingung (7.9) kann &hnlich wie Lemma 3.13 bewiesen werden, wenn
man statt stiickweise linearen stiickweise quadratische Ansatzfunktionen wéhlt.

Fiir die Stabilitdtsbedingung (7.10) setzen wir fiir A\ € Q7 die Funktionen g} |o,nq, = AL
und q’,ﬂﬂl\@ = 0. AuBlerdem setzen wir ¢; = 0, somit ist (g},q?) € Q3 x Q% und fiir das
Supremum gilt die Abschétzung

- ba(an i3 A AT — G X s
(0,0)#(q1 ,¢2)€Q} x Q2 H(Qha (:Ih)HLQ (21)x L2(Q22) ||(Qh7 qh)HLz Q1)x L2(92)

_ <>‘h7 )‘h>L2(Q1ﬁQ2)

H@lLHLz(QlﬂQz)
. H)\Z”%z(Qlﬂﬁz)
||>\€L||L2(leﬂ2)

:H)\ZHLQ(QIHQQ)
und somit ist auch die Stabilitdatsbedingung (7.10) erfiillt.

Bemerkung 7.3. An dieser Stelle geht die Voraussetzung ein, dass der Druck unstetig
gewdhlt wird. Ansonsten ist eine solche Wahl nicht maglich.
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Diese Wahl der Ansatzfunktionen erfiillt somit alle Voraussetzungen fiir die eindeutige Los-
barkeit der Variationsformulierungen bzw. fiir die Konvergenz des Verfahrens. Mit Hilfe der
Aussagen aus Abschnitt 7.3 erhalten wir somit die quasi-optimalen Fehlerabschétzungen

s i) — (', 1) L2 @201 02

1 1 2 1 2
=a (yi7yZ;Iellf/ﬁfo s 23) = (@ w9l @2 (@22
+ inf 17 2y _ 1’ 2 + inf LR
(Q%L’Q%L)EQ}LXQ% H(qh qh) (p p )HLQ(Q1)><L2(QQ) E;‘LEVh)‘ Hﬂh ’lHl(leQQ)Q

: P __ P
+#£H€1£2H:uh Nl Ly(in0) | 5

||(pimpi) - (pl’p2>||L2(Q1)><L2(Qg)

: 1,2 1,2
<eu | int k) = 02
+ inf L) — (php? + inf v\
- - 1(an: @) — (", P )| 2a(00)x 2 (922) s 72 [ Er1.(01n0,)2

+ 322; |2, — ApHLz(Qmez)} ,

Ky

AR = AN i (@inas)2

: 1 2 1 2
<cs (y;,ygﬁg,;xvg (s v5) = (@' ) || (02 xm(02)2
+ inf L) — (php? + inf v\
(q}wq%)eQiXQiH(qh i) = (0", 7)) || La(@) x Lo (22) A 11y, = AN e (@inga)2

+ inf |[pf — NP :
it I = Vs

||XZ - /\pHLz(QlﬂQQ)

. 1,2 1,2
<ea |t o) - (e
+ inf Lad) — (pt p? + inf v\
(@} a2)eQ} x @2 ||<Qh qh) (p p )||L2(91)XL2(92) EZGVhA ”Hh ||H1(Qlﬁ92)2

- P _\p
+N%I€1(gé ||:U“h A ||L2(91092)
Setzen wir nun voraus, dass die kontinuierliche Losung des Problems (6.8)-(6.11) die Re-

gularitatsvoraussetzungen
(w',u®) € H3(Q) x H (D),
(p',p*) € H'(1) x H'(Q),
e H3(Q N ),
AP e Hl(Ql N Q)
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erfiillen, erhalten wir mit den Approximationseigenschaften der Funktionenrdume V!, V}2,
Q:, Q3, V), Q7 die a-priori-Fehlerabschitzungen

[(wp, up) — (W', @) || m@nexm@a2 <a [RP(wh, u?)| s < a3 + A0 D) o @) 92
+h2 A 3 0an0s)2 + RN 1 (00 n0s)] 5

1(on> o) — (01, 0°) | L) La(2) <2 [R2)(w', ) s )< a3 (a) + P10 0°) | 0y @)
+h2 A 3 0un0s)2 + RN (0 n0s)] 5

AN = X @unas)z <cs [RP(u', 02 sy <) + B0 D2) |00 < 9s)
+h2 A 3 0an0s)2 + RN i (00 n0s)] 5

[N = Ml La@una) <ca [P, 0?)| 55030 + P10 PP @u)x i 90

+h2 A 3 00n00)2 + RN |11 (00060

mit von h unabhéngigen Konstanten cq, co, c3, ¢4 > 0.



8 Ein numerisches Beispiel

In den Kapiteln 6 und 7 haben wir ein Verfahren hergeleitet, fiir das wir unter der Vor-
aussetzung der Stabilitdtsbedingungen die eindeutige Losbarkeit bzw. die Konvergenz des
Verfahrens bewiesen haben. In diesem Kapitel werden wir ein numerisches Beispiel betrach-
ten, wobei wir fiir die Ansatzfunktionen Taylor-Hood-Elemente wéhlen. Bei den Taylor-
Hood-Elementen verwendet man stiickweise quadratische und stetige Ansatzfunktionen fiir
die Geschwindigkeiten und stiickweise lineare und stetige Ansatzfunktionen fiir die Appro-
ximation des Drucks. Fiir die Standard-Finite-Elemente-Methode der Stokes-Gleichungen
lasst sich beweisen, dass diese Wahl von Ansatzfunktionen zu einem stabilen Verfahren
fithrt (vgl. Lemma 2.6 in [10] und [18]). In unserem Fall haben wir nicht alle Stabilitétsbe-
dingungen bewiesen. Die Stabilitdtsbedingung (7.9) kann jedoch auf dieseslbe Art bewiesen
werden wie Lemma 3.13, indem man statt stiickweise linearen stiickweise quadratische An-
satzfunktionen verwendet. Die Stabilitatsbedingung (7.10) folgt direkt aus Lemma 3.13. Die
Stabilitatsbedingung (7.8) wollen wir hier jedoch nicht betrachten. Als Beispiel betrachten
wir hier die Umstromung eines Zylinders in zwei Dimensionen. Als Gebiet nehmen wir das
folgende, das durch das Benchmark-Problem fiir die Umstromung eines Zylinders von S.
Turek und M. Schéfer in [17] motiviert wurde.

F'wau

Iy O I'wan Fowt

Qo

31

I'wan

Abbildung 8.1: Gebiet fiir die Umstrémung eines Zylinders

Wir betrachten in diesem Fall jedoch einen kiirzeren Kanal, da es fiir die Stokes-Gleichungen,
im Gegensatz zu den von S. Turek und M. Schéfer betrachteten Navier-Stokes-Gleichungen
keinen Sinn macht, einen noch ldngeren Kanal zu betrachten. Fiir eine Rechnung mit 8316
Elementen im Gebiet £2; und 1774 Elementen im Gebiet €2, erhalten wir folgendes Ergeb-
nis fiir die Geschwindigkeit (vgl. Abbildung 8.3). Um eine Idee der Gitteranordnung zu
bekommen betrachten wir hier die Netze der beiden Gebiete. Der Ubersichtlichkeit halber
betrachten wir hier jedoch Netze mit 1344 bzw. 342 Elementen (vgl. Abbildung 8.2).
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98 8 Ein numerisches Beispiel
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Abbildung 8.2: Rechennetz

Geschwindigkeit
0.0535279

-0.04

a

Abbildung 8.3: Umstrémung eines Zylinders

Man sieht also, dass, obwohl wir nicht alle notwendigen Stabilitdtsbedingungen bewiesen
haben, um ein stabiles Verfahren zu erhalten, wir trotzdem ein gutes Ergebnis fiir dieses
Beispiel erhalten.



9 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Teil haben wir die Ergebnisse aus Teil I auf das gemischte Randwertproblem
der Stokes-Gleichungen iibertragen. Wir haben eine kontinuierliche Variationsformulierung
fiir eine iiberlappende Gebietszerlegungsmethode basierend auf den Ergebnissen aus Teil I
hergeleitet und dafiir die eindeutige Losbarkeit bzw. die Aquivalenz zur schwachen Formu-
lierung des gemischten Randwertproblems fiir die Stokes-Gleichungen bewiesen. In Kapitel
7 haben wir dieses Problem diskretisiert und aufgezeigt, welche Bedingungen die konfor-
men Ansatzriume erfiillen miissen, damit wir ein stabiles Verfahren erhalten. Auflerdem
haben wir eine Variante fiir ein stabiles Paar von Finiten-Elementen angefiihrt. Abschlie-
Bend haben wir in Kapitel 8 ein numerisches Beispiel fiir Finite-Elemente betrachtet, fiir
die wir nicht alle Stabilitdtsbedingungen bewiesen haben, jedoch haben wir gesehen, dass
wir trotzdem ein gutes Ergebnis fiir die Umstromung eines Zylinders in zwei Dimensionen
erzielen konnten.

An dieser Stelle wire die Betrachtung von weiteren Ansatzraumen interessant, die die
diskreten Stabilitdtsbedingungen (7.8)-(7.10) erfiillen. Es wire interessant, welche Wahl von
stabilen Finiten Elementen fiir die Stokes-Gleichungen auch in einem stabilen Verfahren
fiir die tiberlappende Gebietszerlegungsmethode resultieren.

Weiters konnte man dieses Verfahren auf die instationdren Navier-Stokes-Gleichungen
erweitern. Dann wiére ein grofler Vorteil dieses Verfahrens die Moglichkeit, mit bewegten
Gittern (zeitabhéngigen Gebieten) rechnen zu kénnen, ohne das Gebiet in jedem Zeitschritt
neu vernetzen zu mussen.
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