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§ 24. Breitenbestimmung durch den Polarstern.

Aehnlich wie das Azimut durch Beobachtung des Polarsterns in
horizontalem Sinn gefunden wurde, (§ 23.) kann auch die Breite, oder
Polhohe, durch Messung eines Hohenwinkels auf den Polarstern bestimmt
werden. Man hat dann nur diese Hohe des Sterns auf die Hohe des Pols
zu reduciren, und die Refraction anzubringen, um die wahre Polhohe als
Resultat zu erhalten. .

Zur strengen Berechnung hat man nach Fig. 1. § 23. S. 121 zuniichst
ebenso wie beim Azimut: :

tang w — tang p cos t (1)
dann cos (90° — 1) = cos (90° — (¢ + w)) cos v = sin (¢ + u) cos v
und COSP = COSU CoS v
Woraus zusammen :
; sin h
sin (p + u) = e oS 2)

Die Gleichungen (1) und (2) enthalten die Losung der gestellten
Aufgabe,

Um eine Reihenentwicklung bis zur zweiten Potenz zu erhalten, bildet
man aus (2):

: . sinh 3 p2>< yj)
sm((p+u)—1—1£<1—2>—smh<1+—2— 1—2

pZ B ?,4/2)

=gsinh (1+ 2

i LR L—T>
sin (¢ + u) sin h = sin h ( 5
Es ist in erster Niherung nach (1):
% = p cost, : (3)
p2

also sin (p + u) — sinh = sin h - 3 (1 — cos® t) (4)

links kann man, weil @ -+ w und h nahezu gleich sind, ohne weiteren
Genauigkeitsverlust setzen:

sin (¢ + u) — sinh = (¢ 4+ w — h) cosh
also nach (4): ;

2
(p—}—u-—hz%tanghsz’n2t+p4.... (5)
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Wenn man » nach (3) einsetzt, so hat man jetzt auf p? einschliesslich
genau:

2
o =h—p cost—l—g—gtanghsingt (6)

indem zugleich im quadratischen Glied der Nemner g zugesetzt wurde.
Wenn man bis zur dritten Potenz entwickeln will, so hat man fiir u,
wie schon beim Azimut ((9) S. 123) gefunden wurde:

i ,
uzpcost—}—%costsénﬁt—l—p‘... (7)

Die Gleichung (5) ist auch auf p3 einschliesslich genau, es soll aber
jetzt in derselben 2 durch ¢ ersetzt werden, d. h. nach (6)
h= ¢ 4 pcost + ...

0 A OB
tang h = tang ¢ - ot ¢

Setzt man dieses in (5), so hat man

2 3
tp—l—u—h:%tangqp sin‘“’t-}—%

und wenn man hier noch w auws (7) einsetzt, und nach Potenzen von p
ordnet, so hat man:

1 .
———— sin®t cost
cos® ¢

@=h—p cost +Esin2t tangq>+p;3'sin2t cos t <——3— — 2)
: 2 6 cos® ¢

Die letzte Klammer kann man noch goniometrisch umformen, und

zugleich hat man die verschiedenen ¢ zuzusetzen, woraus das Resultat
entsteht:

2 3
@=h—pcost -+ 2£(; sin® t tang ¢ -+ g?singtcost(l -+ 8tang® ¢p) (8)

3
p = 1° 18" — 78 = 4680“ gibt log 31’97 = 9.60374

¢ = 52° 23’ gibt log (1 + 3 tang® ¢) = 0.78194.

Das letate Glied der Reihe (8) gibt fir ¢ = 52° 23’ (Hannover)
und p = 1° 18’ folgende Werthe:

t= (O 1h 2h 3h 4h 5h 6h
letztes Glied von (8): 0,00 0,16 0,53 0,86* 091 0,59 0,00

Bei Berechnung von Messungen fiir nautische und #hnliche Zwecke
wird dieses Glied vernachlissigt.

In den hoheren Gliedern ist bei Anwendung der Reihe (8) fur ¢,
welches selbst erst bestimmt werden soll, eine erste Niherung zu setzen.
Man konnte statt ¢p auch die Hohe 2 in diesen Gliedern einfithren, wie
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in der That bei der ersten Formel (6) geschehen ist, indessen ist es be-
quemer, das unbekannte ¢ in der Rechnung zu haben als das bekannte
h, weil letzteres in einer Beobachtungsreihe stets wechselt.

Fir das zweite Glied in (8) hat man in den nichsten 5 Jahren:

2

log 2

20

Jahr
in Minuten in Secunden

1885 9.9498 1.7280
1886 9.9463 1.7245
1887 9.9428 1.7209
1888 9.9392 1.7174
1889 9.9357 1.7138
1890 9.9321 1.7102

Als Beispiel nehmen wir die Polaris - Breitenmessung in der Oase
Farafrah vom 30. December 1873 Abends in der Dimmerung mit dem
Theodolit Fig. 1. S. 38:

Chronometer Fernrohrlage T Fernrohrlage I7

4h 31m 8  Non. links 118° 26/ 40#
Non. rechts 298 21 20

4 34m 4s _ Non. links 2410 40 0%

Non. rechts 61 37 20

Mittel 4b 32m 865 7 — 298 24 0" 1T — 241 38' 40"
I — IT — 56° 45' 20%
& o= I _ 990 991 40

Indem die Fernrohrlagen I und IT so verbunden werden, erhilt man
die Hohe 28° 22‘ 40 sofort vom Indexfehler des Hohenkreises befreit.

Das Mittel der Chronometerablesungen 4 32m 365 wird auf mittlere
Ortszeit reducirt durch correspondirende Sonnenhohen, welche die Stand-
correction 4+ O 56™ 33% ergaben, d. h. die mittlere Ortszeit der Polaris-
messung ist = 4b 32m 86% 4 Qb 56™ 33° — b 29m Qs Qolcher
Messungen - wurden in der Dammerung 3 vollstindige erhalten, wie im
Folgenden angegeben ist.

Mittlere Ortszeit £h 29m 9s  5h 84m 18s 5k 38m 41s 9
Scheinbare Hohen Polaris 28° 22‘ 40 280 23¢ 124 280 28¢ 574 (10)
Lufttemperatur = 11° C., Barometer — 764 mm, folglich nach S. [7]—[11]:

Mittlere Refraction S. [7] 14 474 1/ 474 1 474
Correction fir 11° S. [9] —1 — 1 -1
Correction fiir 764 mm S. [11] 4 2 + 2 + 2
‘Wahre Refraction 1/ 48“ 1/ 484 1/ 48"
Wahre Héhen 1 = 28° 20¢ 52“i 28° 11’ 24“i 280 22/ 9~ 11

21



'
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Der Nautical Almanac fiir 1873 gibt auf S. 228 fiir 30. December

die Sternzeit im mittleren Greenwicher Mittag =— 18t 35m 595,
Die Linge von Farafrah ist 4 — 1@ 52m gstlich von Greenwich, also
nach der Tafel S. [4] I, (4A) = — O" 18%, also (mach S. 22.) die

Sternzeit im mittleren Farafrah-Mittag — 18" 35m 595 — (Qm 18% —
18t 85™ 415, Der Nautical Almanac fir 1883 gibt ferner auf S. 336,
30. December, fir den Polarstern:

Rectascension e« = 1h 12m 27s und Declination d = 88° 38‘ 33", d. h.
¢ =10 12m27s  p = 90° — ¢ = 1° 21/ 27" = 4887~ (12)

Nun rechnen wir mit (9) weiter:

Mittlere Ortszeit # = . 3 5b 29m Qs 5h 34m 18s 5h 38m 41]s
Zuschlag fir Sternzeit S. [4], : 0 54 0 55 0 56
Sternzeit im mittleren Far.

Mittag (80 . ..o, 18 35 41 18 35 41 18 35 41
Orfsgtemseit: 5207 v 0. . 24h  5m 44s 24h 10m 54s 24h 15m 18s
Rectascension nach (12) . . . 1 12 27 1 12 27 1 12 27
Stundenwinkel ¢. . . . . . . 22h 53m 17s 22h 58m 27s 23h  2m 51s
Nach S. [3] in Bogen ¢ —.. . 343°19 15% 344936 45% 3450 42 45"
Nach (12) p = 4887“ logp .  38.68904 3.68904 3.68904
000 €08 < i A 9.98133 9.98415 "~ 9.98636
LOgPees b i §iiy i i s B3 a 3.67037 3.67319 3.67540
PO i s e 4681“ 47124 4736

= 1018 1 = 1°18 32 =— 1°18 56"
Dieses zu (11) geaommen gibt:
h—peost = ¢ =. ... 27°2 51" 270 2¢ 52 270 3 13“ (13)

Damit haben wir die zwei ersten Glieder der Formel (6) oder (8)
berechnet, und wir konnen den Mittelwerth ¢, — 27° 3’ in dem quadratischen
Glied von (8) fiir ¢ benutzen. Indessen, da wir das letzte Glied von
(8) iiberhaupt nicht mehr benutzen wollen, konnten wir auch das dritte
Glied von (6) nehmen, welches sich von dem quadratischen Glied von (8)
nur durch tamg h statt tamg ¢ unterscheidet.

Wir schreiben zur voriibergehenden Abkiirzung das quadratische Glied
von (8) in die Form A sin® ¢ und berechnen log A:

Nach (12) ist p = 4887 log p = 3.6890 log p*> 17.3780
Erg. log 2 9.6990
Erg. logo 4.6856
log tang ¢ 9.7081

logm
Damit folgt weiter:
t = 343° 19 344° 37 3450 43
log sint  9.4580n 9.4237y 9.3922,

log sin®t 89160 8.8474 8.71844
log A 14707 1.4707 0.4707

log III  0.3867 0.3181 0.2551
IO = 24+ 2,14 1,8
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Diese Correctionen zu (18) hinzugefiigt, geben die drei Resultate:
@-= 2702/ 58 - 27° 2" b4" 2723 152
Mitiel @ ~—= 270 3" 1 + ¢ (14)

Der beigesetzte mittlere Fehler + 7 ist aus den Abweichungen der
drei Einzelwerthe von ihrem Mittel berechnet, und gilt nur vorbehiltlich
constanter Fehlerquellen, und solche muss man allerdings annehmen, wenn
man das Resultat (14) mit dem friiheren (14) oder (14a) § 19. S. 103,
nimlich ¢ = 27° 8’ 50" + 6" vergleicht.

Zwolf Breiten der libyschen Expedition gaben #hnliche Verhiltnisse,
nimlich (Phys. Geogr. und Met. der lib. Wiiste S. 13):

Breite aus Breite aus Differenz | Abwei-
Punkt Sonnenhohen Polarishohen [ IT—d chung |((d, — d?

1 II T by —d
1. Hamrah 270 114204 + 44\27° 10' 41 +-23| 4 39* - |- 4 11 121
2. Marak 07T 93 90F 71127 2231 +18 | | 49 + 1 1
8. Farafrah (27 850 +6(27 8 1 £ 7| 4 49 + 1 1
4. Dachel 25 4214 +6 (25 4143 + 3| + 381 + 19 361
5. Einsiedel 1 (25 87 15 +3 (25 36 9 + 4| 4 66 — 16 | 256
6. Einsiedel I1[25 25 36 + 7 (25 24 47 +23 | 4 49 + 1 1
7. Regenfeld |25° 11 26“ + 74250 10°48" + 5| | 38 + 12 144
8.Sandheim (26 52 57 + 9126 52 5 + 7 | 4 52 — 2 4
9. Siuah 29 1227 +61[29 1132 + 9| + 55 — 5 25
10. Beharieh |28 21 27 + 8 |28 20 56 +27 | 4 31 + 19 361
11.Chargeh (25 26 53 + 5 [25 25 59 +11 | | 54 — 4 16
12. Esneh 25 1855 +51(25 17381 + 6| | 84 — 34 1156

Mittel dy, = | + 50 2447 (15)

Es ist dieses ein sehr starkes Beispiel des Vorkommens constanter
Fehler, deren Hauptursache auch beim Anblick des Instrumentes S. 38
erklirlich ist. Die Libelle, welche unmittelbar vor jeder Einstellung des
Fernrohrs auf die Sonne oder auf den Stern mit einer Stellschraube zum
Einspielen gebracht wurde (weil auf allgemeine geniigende Horizontal-
stellung unter jenen Umstinden nicht gerechnet werden konnte), befindet
sich nimlich unter der Bussole, zwischen den Fernrohrtrigern, unginstig
angebracht, denn sie musste von vorne sehr schief beobachtet werden.
Dadurch entstanden starke Parallaxen bei der Beurtheilung der Stellung
der im Innern der Rohre befindlichen Blase gegen die auf der #usseren
Glasrohrenwand angebrachten Theilstriche. Die Blase schien einzuspielen,
wiihrend sie erheblich jenseits der Normalstellung war, d. h. alle Hohen-
winkel wurden zu klein erhalten, und zwar nach (15) um den erheblichen

Betrag von % d, = 25", weil dieser Fehler bei Sonnenmittagsbreiten

positiv, bei Polarisbreiten negativ wirkt.
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Bei (15) sind noch die Abweichungen d, — d gebildet, deren Quadrat-

summe — 2447 ist, woraus der mittlere unregelmissige Fehler von d wird
2 Q447 . RCE U
(dZ—VT =115 Rl

und als mittlerer Fehler eines arithmetischen Mittels aus einer Sonnen-
breite und der zugehdrigen Polarisbreite braucht jetzt nur noch + 8 an-
genommen zu werden, was fiir jene Verhiltnisse vollauf hinreichend war.

Nach dieser Erfahrung misste die Libelle L Fig. 1. 8. 38 fir
kiinftige Messungen anders angeordnet werden, indessen konnen wohl auch
noch andere Ursachen mitgewirkt haben, z B. der starke Sonnenschein
iitber Mittag.

Auch bei feineren Breitenmessungen macht man die Erfahrung
constanter Fehler, die sich aber bei Messungen ersten Rangs nur auf
Bruchtheile der Secunde zu belaufen pflegen, und gewdhnlich der ,Biegung
des Fernrohrs“ zugeschrieben werden.

Zur Vergleichung mit den Resultaten (28) § 19. S. 108, Breite von
Hannover aus Sonnenhdhen, haben wir mit dem alten Meyerstein’schen
Instrument Fig. 4. S. 41 auch 3 Polarisbreiten gemessen, némlich:

4. Juni 1883 ¢ = 52°22' 57" Hannover, Technische Hochschule E.
Diiiy iy 52 22 44
16: " ,, 52 22 47

Mittel ¢ — 52° 22 49 £ 4

Mit Riicksicht auf die mancherlei Mingel des Instruments Fig. 4.
S. 41 stimmt dieses hinreichend mit (28) S. 108 ¢ = 52° 22 55" + 5“
und wir nehmen daher bis auf Weiteres:

Hannover, Technische Hochschule Punkt E: ¢ = 52° 22' 52" + 3” (16)

Die geoditische Uebertragung von Gottingen gibt fir diesen Punkt
die Breite 52° 23' 1“.

(Eine genauere Messung mit dem neuen Instrument von Bamberg
S. 44 liegt noch nicht vor.)

Wenn man die Zeiten fiir Polarisbreitenmessung auswihlen kann, so
wird man natiirlich die Zeit der oberen oder unteren Culmination wihlen,
damit der Zeitfehler moglichst wenig ausmacht. Man findet die Culminations-
zeiten durch die Betrachtungen von S. 119 und S. 131.

Hillfstafeln fiir Polarisbreiten.

Man hat der Formel (6) entsprechend zuweilen Hilfstafeln zur Be-
rechnung der Breiten aus gemessenen Polarsternhdhen construirt, z. B.
gibt der Nautical Almanac fir 1884 auf S. 477 — 479 (4hnlich in den
folgenden Jahrgiingen) 3 Tafeln, von denen die erste das Hauptglied
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— p cos ¢t mit dem Mittelwerth p, = 1° 18’ 0" und mit der Rectascension
2
g — 18 17m 0 gibt, die zweite Tafel gibt das Glied g—e tang h sin® t

und eine dritte Tafel ist nothig, um der Jahreszeit entsprechend die Ab-
weichungen der jeweiligen Declination und Rectascension des Sterns von
den angenommenen Normalwerthen 1° 18 und 1! 17™ zu beriicksichtigen.
Zu beachten ist, dass im Ganzen noch 1‘ abzuziehen ist; es ist nimlich
der dritte Tafelwerth um 1‘ zu gross angesetzt, damit keine Zeichenwechsel
nothig werden., Als Zeitargument ist nicht der Stundenwinkel ¢, sondern
die Sternzeit S = ¢ + «, angenommen.

Bezeichnet man den jeweiligen Polabstand des Sterns mit p, -+ dp
und die jeweilige Rectascension mit ¢, + de, also den jeweiligen Stunden-
winkel mit (S — @,) — da, so kann man die 3 Hiilfstafeln des Nautical
Almanac durch folgende Gleichungen deuten:

2
@ =h — (D, + dp) cos (8 — ey — de) + ;"Q

Zweites Glied = (p, + dp) (cos (S — ap) + da sin (8 — «ap))
— P, €08 (S — &) + p, da sin (S— ay) + dp cos (S — a,)

also im Ganzen:

tang h sin® t

p’ ;
@ —h — 1 — p, cos S — ay) + g—g—tanghsinzt
L - FI
+ p, de sin (S — ;) + dp cos (S — ap) + 1
I11

aho—0b 1 I+ 1I0+ 1L

Diese Tafeln sind fir praktische Seefahrer bestimmt. Wenn man
aber auch nur auf 1’ genau rechnen will, so verlangt Tafel T mit Intervall
von 10™ und Differenzen bis zu 3’ bereits Interpolation, und damit ist
die ganze Methode unbequemer als die Ausrechnung der zwei letzten
Glieder von (6) mit 4—5stelligen Logarithmen.

Auf der libyschen Expedition maass ich abendlich Polarishdhen, und
berechnete das Hauptglied p cos ¢, wo t = S — « ist, logarithmisch, woza
eine kleine Ephemeride fiir log p und « zum Voraus angelegt war; fiir
das Glied IT diente ein Hiilfstifelchen von ihnlicher Form wie II des
Nautical Almanac, jedoch fiir den besonderen Fall mit kleineren Intervallen.
Diese ganze Rechnung verlangt nur wenige Minuten Zeit.

Wenn man die Tafeln des Nautical Almanac auch nicht unmittelbar
benutzen will, so ist immerhin die Tafel 1T erwiinscht, wenn es auf 1" — 2
nicht ankommt, und die Haupttafel 7 kann man mit dazu brauchen, um
ein Instrument bei Tag oder in der Dammerung (unter Umstéinden auch
bei Nacht) auf den Polarstern einzustellen, wie bereits auf S. 119 behandelt
worden ist.



