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] J Mo 1)1/, 
- = - = -+ -
a2 a, 1200 600 

. . . 4 1, . 

Für Stahl ifl die Gleichung leicht aufzuflellen; doch kann davon hier , wegen der geringen An
wendung des Stahls im Hochbauwefen, abgefehen werden. 

b) Trägheitsmomente, Trägheitsradius und Trägheitsellipfe. 

Die Beftimmung der Querfchnittsform und -Gröfse auf Biegung beanfpruchter 
Balken bedingt die Kenntnifs des Trägheitsmomentes J Y des Querfchnittes, bezogen 
auf die normal zur Biegungsebene ftehende Schwerpunktsaxe. Es. foll defshalb die 
Ermittelung der Trägheitsmomente für verfchiedene Querfchnitte gezeigt werden, 
und zwar bezogen auf verfchiedene Axen, da man das JY oft bequem aus dem 
Trägheitsmoment für eine andere Axe entwickelt, auch für fpätere Aufgaben 
die Kenntnifs der Trägheitsmomente für die verfchiedenen Axen vorhanden 
fein mufs. 

Nach der oben in Art. 296, S . 261 gegebenen Erklärung ift das Trägheits
moment eines Querfchnittes F (Fig. 82) bezogen auf eine Axe A A die Summe 

Fig. 82 . 

z 

fämmtlicher Producte, welche durch Multiplication jedes 
Flächentheilchens df des Querfchnittes mit dem Quadrate 
feines Abftandes 1t von der Axe A A erhalten werden, 
d. h. es ift: 

JA j'u2 df· 
y----~~-4~, ~,--y Die Integration ift über den ganzen Querfchnitt 

auszudehnen. Nun ift 
, , , , 
: /( 
a : 

• 
u = a + z und 1t

2 = a2 + 2 a z + Z 2 , 

A ------'---~~-A 

alfo JA = j~t2 df = a2 jdf+2a j~ df + j~2 df 
Es ift jedoch jd f = F 

punkt j~ d f = 0, mithin 

und ./~2 d f = Jy, ferner nach der Lehre vom Schwer-

4 2 . 

Das Trägheitsmoment eines Querfchnittes bezogen auf eine zu einer Schwer
punktsaxe parallele Axe ift gleich dem Trägheitsmomente für diefe Schwerpunkts
axe , vermehrt um das Product aus der Querfchnittsfläche in das Quadrat des Ab
ftandes beider Axen. 

I ) Trägheit smoment für den rechteckigen Querfchnitt (Fig. 83). 
Für diefen ifi 

+ !: 

/ 

2 • Jy = z- df· 

" 2 

Da nun df= bdz ifl, wird 

j'+ ~ [ bzaJ+ ~ b[" a 1'3 J ]Y = b 22 d z = - = - -- + --/, 3/,388 
-'2 -'2 

b ,, ~ 

12 
. . . . . 43 · 

Das Trägheitsmoment für eine Axe .-1 .rl, welche mit einer Kante des Rechteckes zufammenfällt, ifl 

nach Gleichung 42. 



Für eine zu Y Y normal ftehende Schwerpunkts

axe Z Z ift nach Obigem 

" b
3 

'lZ = 1:2 

und für die Kante B B ift 
I, b3 

'lE = - 3- ' 

Das Quadrat ift ein Rechteck mit gleich langen 

Seiten; ift delTen Seite!llänge = d, fo ergeben lich 
d' d4 

'l Z = 'ly = - und 'lA = 'l B = <> . 
12 u 

Fig. 83 . 

z 
~-+---,--- -- ---... 

:-;1_ .:;dz 
z 

Y--l~+--+- y 4 
·_ ·b· .. _. 

A:~-+----"'-A . __ 1 

B z 

y Bf-tJ .. }' 
~ 

B z 

2) Trägheitsm omen te für aus Rechtecken zufammengefetzte Quer- 308. 
Symmetri Cche 

fchnitte. Die für das Rechteck gefundenen Werthe von Y werden vielfach an- I· u. E. for mige 

gewendet, um für zufammengefetzte Querfchnitte die Träg- Querfchni tte. 
Fig.84. 

heitsmomente zu finden. 
Das Trägheitsmoment des Querfchnittes Fig. 84 ift gleich der 

Differenz des Trägheitsmomentes des ganzen Rechteckes a b d c weniger dem 

Trägheitsmoment des Rechteckes e f i g, d. h. es ift 

'l = _1_ B H a _ _ 1_ BI,3 = ~ (H 3 _ h3). 

12 12 12 
Für den fymmetrifchen I-formigen (Fig. 85) und für den [-förmigen 

Querfchnitt (Fig. 86) ergiebt lich hiernach 

'J y = 11
2 

[ b (1,3 - (h - 2 t)3) + d (h - 2 t)3] . 

Diefer für die Berechnung unbequeme Ausdruck kann wefent-

• ... ßr--__ -,.b 
I1 

y H k 
, . 
: [ g l 

:" ,c: !d 
~""B-'-"; 

Fig. 85 . Fig. 86, 

Y 

lich vereinfacht werden . Wird der Abftand der Schwerpunkte des 

oberen, bezw. unteren Rechteckes mit ~ bezeichnet, alfo h - t = ~ 
gefetzt und im letzten Gliede obigen Ausdruckes ftatt I, - 21 (nicht 

ganz genau , jedoch mit kleinem Fehler) f) eingeführt, fo ift 

'ly = ~ bl (h" - 2 /t1 + 12) + ~ b 13 + d 1]3 
2 6 12 . 

Wir fetzen b t = f; alsdann wird 

J-L: ~ .L 
ytt·~ y 

1 f/ 2 d lJ3 
'ly = 2"" f (h - t)2 + - 6- + 12' 

f 12 
6 ift gegen das erfte Glied fehr klein und kann ohne Bedenken vernathläfligt werden; dann ifl 

der Ausdruck für das Trägheitsmoment: 

'ly = ~ f ~2 + d f)3 = gt (f + ~) 
2 12 2 6 . 44· 

Denkt man lich die ganze Querfchnittsfläche f des oberen Rechteckes im Schwerpnnkt delTelben 

vereinigt, alfo im Abftande ~ von der Axe Y Y, und eben fo die des unteren Rechtecks in dem refp . 

Schwerpunkt, fo ift das Trägheitsmoment eines folchen 'Querfchnittes 

. _ (~)2 _ f~2 
: - 2f 2" - 2' 

Dies ift aber der erfte Theil unferes obigen Ausdruckes 44. für 'lv; der zweite Theil des Aus
drucks ftellt demnach den Beitrag dar, welchen der Steg zum Trägheitsmoment leiftet. Mit ziemlich 

genauer AIIDäherung erhält man demnach das Trägheitsmoment des fymmetrifchen I-förmigen Querfchnittes , 

indem man die Querfchnittsfläche des oberen und unteren Gurtes vermehrt um je 1/6 der Querfchnittsfläche 
des Steges (bis zu den Gurtfchwerpunkten gerechnet), im Schwerpunkt des oberen und unteren Gurtes 
vereinigt denkt und dafür das Trägheitsmoment auffucht . 

Die neutrale Axe fällt nach Art. 297, S. 262 bei den hier in Betracht kommenden Belaftungen 
mit der horizontalen Schwerpnnktsaxe zufammen. Es ift alfo bei der Berechnung der Trägheitsmomente 

flets zuerft der Schwerpunkt des Querfchnittes aufzufuchen. Bei den bisher betrachteten fymmetrifchen 

30~. 

T.formige 
Querfchniue. 
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Querfchnitten lag der Schwerpunkt in halber Höhe, fo dafs eine befondere Unterfuchung in diefer Rich
tung nicht nöthig war. Bei den unfymmetrifchen Querfchnitten ift die Auffuchung des Schwerpunktes 

Fig. 87 . 

A~-r: '_-'_'-_-'_-b_-_--~-:r--;!~~A 

~o y-+.---++&---.;...-y 

it 
h :- z 

. 0 

"._---------

nach den bekannten R egeln vorzunehmen. 

Wird beim T-formigen Querfchnitt (Fig. 87) der Abftand des 
Schwerpunktes von der durch die eine Kante gelegten Axe A A mit 
Zo bezeichnet, fo ift nach der Schwerpunktslehre 

d /, 
F zo = d (b - d ) "2 + d /, "2' ferner F = (b - d ) d + d lL. 

Sonach ift 
(b - d) d + h2 

2 (b - d) + 2h 

und JY = ~ [ d (h - zo)3 + d z03 -+- (b - d ) z03 - (b - d) (zo - d) 3] . 

Das Trägheitsmoment für die Axe A A ift: 

JA = ~ [d h3 + (b - d) d 3
] • 

3 ' 0 . Für den unfymmetrifchen I -förmigen Querfchnitt (Fig . 88) ift, wenn man die früheren Bezeich-
Unfymmetrifche nun"en beibehält 

I-formige " d J. A t (B - d) t2 
Querfchnitte. --'-' -' + (6 - d ) t ( h - -) + ~---,o--''--

2 2 2 
Zo = --~-------------------

d /,2 + (6 - d) t (2/, - t ) + (8 - d ) t 2 

2 [ d h + (b - d) t + (8 - d) t] 

3Il . 

Blech träger
Querfchnitte. 

3 1 2 . 

Kre isfOrmige 

Querfchnitte . 

d h + (b - d) t + (8 - d ) t 

Fig. 88. 

t--- b -- -~ 

r-TL 
it ': -Id --

>2: _;- - ~ 

--f~·q \ \ 
, i 1 

~,~4 
y-+-_-L_++ ___ ~ Y 1 : : 

~o 
A -----"---!-I-----+I-----A 

l----------B- --- -- ---1 , --------B---------~ 

und JY = ! [ b (h - zo)3 + B Z03 - -(6 - d ) ca - (8 - d) (zo - t)lJ . 

Bei den Querfchnitten der Blechträger (F ig. 89) liegt der Schwerpunkt, aHo auch die neutrale 

Axe in halber Höhe. Alsdann ift , falls nur das Verticalblech und die 4 Winkeleifen vorhanden find: 

1 J = 12 (6 h 3 
- b1 h 1

3 
- 20 h2

3
) . 

Falls noch Blechplatten vorhanden find, ermittelt man deren Trägheitsmomente am beften be

fonders und addirt fie zu dem Trägheitsmoment des Querfchnittes ohne Deckplatten. Das Trägheits

moment diefer Deckplatten ift alsdann: 

J' = }1
2 

B (fI3 - /, 3) . 

3) Trägheitsmomente für kreisförmige Querfchnitte (Fig. 90)-

Fig·90 . 
Der Kreisradius fei ", der Durchmeffer d. Es foll zuerft 

das Trägheitsmoment der oberen Halbkreisfläche für die Axe Y Y 
beftimmt werden. Man zerlege die Kreisfläche in concentrifche 

Ringe und beftimme zunächft das Trägheitsmoment einer 

halben Ringfläche_ D er Radius eines foIehen Ringes 'fei p, 
Y ---!-+-+----'-oL--r---lrt---+-~~ y deffen Breite d p. Der Flächeninhalt eines Theilchens d j diefer 

Ringfläche , welches zum Centriwinkel .d'P gehört, ift d j = 
pd'P d P und deffen Trägheitsmoment bezogen auf die Axe Y Y 

d i = d j y 2 = P d'P d P y2 = p 3 sin2 'P d P d 'P ' 
Nun kann man durch Integration das Trägheitsmoment 



des balben Ringes Und durch abermalige Integration das Trägheitsmoment der oberen Querfchnittsbälfte 
beftimmen. Schliefslich ergiebt lich als Trägbeitsmoment des ganzen Kreisquerfchnittes 

7== it r~ == itdl: . 

4 64 
Man lieht leicbt, dafs beim Kreisquerfchnitt die Trägheitsmomente für alle Scbwerpunktsaxen 

gleich find. 

für die beliebige Axe A Y; (Fig. 91 ), 31 3-
Trägheits-
momente 

Das Trägheitsmoment eines Querfchnittes 
welche den Winkel r:J. mit der Axe Y Y 
einfchliefst, ift nach Art . 296 (S. 261 ) 

J Yl = JZ,2 d.f; 
z 

Fig·9 1 . für verfchiedene 
Schwerpunkts

axen. 

für die Axe A Z, ift 

'lz, = Jy,2 d/ . 

Nach Fig. 9 1 ifl: y ____ ~~a~·~. ____ ~~--~----~-----y 
A :\ "'~. 

Z, = Z cos r:J. - Y sin r:J. , 

y, = y cos r:J. + z sin CI. ; 

_ ~ ___ . __ y __ ____ __ ~ \,1. S 

folglich 
z 

ganze 

'ly, = JZ2 cos2 r:J. d./ +;;2 sin2 
(1. d / - J2Y z sin r:J. cos rJ. d./, . 

und 'lz, = f 2 cos2 
(1. d./ + JZ2 sin2 

(1. d.f + J2Y z sin CI. cos rJ. d.f. . 

Die Integ ration ift über den gefammten Querfchnitt auszudehnen ; 
Integration ift aber CI. conftant, alfo 

JYl = .cos2 r:J..fz2 d./ + sin2 
CI. f 2 d./ - sin 2 r:J. fo z d/, 

'lz, = cos2 
CI. } 2 d.f + sin2 r:J.JZ2 d.f + si~ 2 CI. J y z d.f. 

Nun ift JZ2 d.f= 'lv= 'l und .ff d.f= J z = 'l, ; 

mithin, wenn man noch .ff z d.f = H fetzt, 

für die 

J y, = J cos2 
CI. + Jl sin2 

CI. - H sin 2 r:J.l 

JZl = J , cos2 r:J. + J sin2 r:J. + Hsin 2 r:J.~ 45· 
Die beiden Gleichungen 45. geben die Abhängigkeit des Trägheitsmomentes 

von der Lage der Trägheitsfchweraxen an. Von befonderem Intereffe ift die Lage 
der Axe, für welche das . Trägheitsmoment ein Maximum und ein Minimum wird. 
J y, wird ein Maximum für den Werth von r:J., für welchen 

d 1;1 = - 2 J cos CI. sin r:J. + 2 'll sin CI. cos r:J. - 2 H cos 2 CI. = 0, 

d. h . für welchen ('lI - J) sin 2 CI. = 2 H cos 2 CI. wird. Es ift alfo 
2H 

(tg 2 CI.) 1Jlax = JI _ J 46 

Diefem Werthe entfprechen zwei Winkelgröfs'en 2 CI., welche um 180 Grad 
aus einander liegen, da tg (180 + 2 a) = tg 2 r:J. ift. Die beiden Maximalwerthe 
von r:J. liegen alfo um 90 Grad aus einander, d . h. die bei den Axen, rur welche 
das Trägheitsmoment feine Maxima erreicht, ftehen normal zu einander. Ob 
Maximum oder Minimum für die eine oder -andere Axe ftattfindet, ergiebt die 
zweite Differentiation. 



3 1 4-
Hauptaxen. 

Es ift 

Setzt man 

27° 

d 'lYI cy cy ' - d-- = (.1 1 - .I) sm 2 Cl - 2 H cos 2 Cl, (1. 

d 2'lYI 
d (1.2 - 2 ('lI - 'l) cos 2 (1. + 4 H sin 2 rJ •• 

ftatt Cl den um 90 Grad abweichenden Werth (90 + Cl ) ein, fo ift 
d 2 'l . 
d (1.; 1 = + 2 (.'lI - .'l) cos (180 + 2 (1.) + 4 H sin (180 + 2 (1.) , 

d 2 'l 
d 

~I = - 2 (.'lI - .'l) cos 2 Cl - 4 H sin 2 Cl . (1.-

Die zweiten Ableitungen find alfo für zwei Winkel, welche um 90 Grad von 
einander differiren, numerifeh gleich, haben aber entgegengefetztes Vorzeichen; 
entfpricht demnach dem Winkel (1. das Maximum, fo tritt für den Winkel (90 + (1.) 
das Minimum des Trägheitsmomentes ein. 

Es folgt daraus der Satz: In jedem Querfchnitt ift eine Schwerpunktsaxe vor
handen, für welche das Trägheitsmoment · ein Maximum, eine andere, für welche 
das Trägheitsmoment ein Minimum wird. Beide Axen fiehen zu einander normal. 

Man nennt diefe Axen die Hauptaxen. Diejenige, für welche das Träg
heitsmoment ein Maximum wird, nennt man die erfte Hauptaxe, diejenige, für 
welche das Trägheitsmoment ein Minimum wird, heifst die zweite H~uptaxe. 

Wir bezeichneten oben j~ z d / = Hj fetzt man analog H I = j~1 Zl d / und 

führt für YI und ZI die oben gefundenen Werthe ein , fo wird: 

H I = j'v cos (1. + Z sin IX) (z cos IX - Y sin IX) d /' 

HI ' (cos2 1X-sin2 1X)j;zd/+ sin
2
2 IX (j;2d/_!;ld/), 

sin 2 IX 
H I = COS 2 (1. H + 2 ('l - 'l1)' 47· 

H I wird gleich Null für ('l - 'l1) sin 2 (1.. = - 2 cos 2 (1.. H, fonach für 

9. _ 2H 2H 
tg '" IX - - .'l _ .'li - .'li _ 'l . 

Dies ift derfelbe Werth, für welchen nach Gleichung 46. die Maxima des 
Trägheitsmomentes ftattfinden. Für die Hauptaxen ift fonach 

H I = ftl ZI d/= O. 

Für viele Querfchnitte ift hierdurch ein bequemes Kriterium zur Erkennung 
der Hauptaxen gefunden. Man fuche diejenigen Axen, für welche H.. = 0 ift; als
dann find die gefundenen die Hauptaxen. Es genügt, eine Hauptaxe zu fuchen, 
da ja die andere nach Früherem ftets einen Winkel von 90 Grad mit derfelben 
einfehliefst. 

Bei fammtlichen zu einer oder mehreren Axen fymmetrifch liegenden Quer
fchnitten find die Symmetrieaxen die Hauptaxen. Denn fei etwa die Z-Axe eine 
Symmetrieaxe, fo entfpricht jedem df mit den Coordinaten Yl ZI ein df mit den 
Coordinaten - YI ZI (Fig. 97). Die Beiträge der beiden dj zu H I find alfo 

d/Yl ZI - dfYI ZI = o. 
Genau eben fo ift es mit fämmtlichen übrigen Querfchnittstheilen, fo dafs 

alfo die Gefammtfumme H I = .frl Zl df = 0 ift. 



Bei den in Fig. 92 bis 96 dargeftellten Querfchnitten find die Haupt3;Xen an 
gegeben. In den auf S. 194 bis 198 mitgetheilten Tabellen über die »Deutfchen Normal-

F ig. 92. Fig. 93. Fig. 94 . F ig. 95. Fig. 96 . 

++ 
profile für Walzeifenc fmd die Trägheitsmomente für folche Axen mit aufgenommen 
worden, welche beim Berechnen von Hochbau-Conftructionen eine Rolle fpielen. 

Wählt man die Hauptaxen als Axen der Y und Z (Fig. 97) , fo ift für diefe 

nach Obigem.!y z df = H = 0; mithin ift, wenn man das Trägheitsmoment in Be· 

zug auf die eine Hauptaxe mit A, dasjenige in Bezug Fig. 97. 

auf die andere mit B bezeichnet, in den Gleichungen 45 , 
und 46. für J und J1 , bezw. A und B, fo wie für 
H = 0 einzufetzen. Man erhält: 

J Yl = A cos2 
IX + B sin2 

IX j 
JZl = A sin2 

IX + B cos2 
IX' 

H
1 

= (A _ B) sin
2

2 IX \. 4
8

. 

Sind A und B, d. h. die bei den Hauptträgheits
momente einander gleich, fo ift: 

J Yl = A (cos2 
IX + sin2 

IX) = A, 

z 
, •• ): •• • .,Y,-•• .. I I. 
: : 
~, ~I 

y----'--+---'--- Y 

z 

d. h. JYl ift alsdann von IX unabhängig, alfo für jedes IX gleich A . 
Hieraus folgt: Sind die beiden Hauptträgheitsmomente gleich grofs, fo find 

• alle Trägheitsmomente gleich grofs. 
Bedeutet J das Trägheitsmoment für eine beliebige Axe, fo kann man 

J = F R2 fetzen, in welcher Gleichung F die Querfchnittsfläche bedeutet. Es ift 
dann 

R=V; , 
und es wird R der Trägheitsradius für die betreffende Axe genannt. Bei
fpielsweife würden fich die Trägheitsradien fUr die Hauptaxen aus den Gleichungen: 

/A . /73 
A = F R 12 und B = F R 22 zu R 1 = V Fund R 2 = V F 

ergeben. 
Die Veränderlichkeit des Trägheitsmomentes mit der Veränderung des Win

kels IX kann man graphifch veranfchaulichen, indem man von dem Schwerpunkte 
aus auf jeder Axe eine Länge abträgt, welche dem Trägheitsmomente für diefe 
Axe entfpricht. Wählt man die Hauptaxen als Coordinatenaxen und trägt 

K 
auf jeder Axe Y J ab, in welcher Gleichung Keine zunächft beliebige Conftante, 

3
'
5. 

Wahl der 
H auptaxen 

a ls Axen d·! r 
y und z . 

Trägheits. 
rad ius. 

3 '7 · 
Ellipre 

der T rägheits
momente. 



J das Trägheitsmoment für die betreffende Axe bedeutet, fo erhält man als End
punkt eines Radius vector etwa den Punkt P (Fig. 98). Alsdann ift: 

K y YYJYI . Z ZYJ YI 
Y = Y JYI ' COS rJ. = -;:- K und sm CI. = r K 

Nach Gleichung 48 . ift: 

'Y 0 B o A y 2 Jn + B z~ JYI 
J Yl = A cose 

(J. + sine 
(J. = K~ K 2 

49· 

Gleichung 49. ift die Gleichung der Curve für die Punkte P j die Endpunkte 
K 

der RaCIii vectores liegen alfo auf einer Ellipfe, deren beide Halbaxen Y A und 

K K K V B find j Y A ift der Radius vector auf der Hauptaxe 0 Y, Y B derjenige 

auf der Hauptaxe 0 Z. 

Man nennt diefe Ellipfe die Ellipfe der Träg heitsmomente. Diefelbe 
kann fur jeden beliebigen Punkt der Ebene als Mittelpunkt conftruirt werden j 
gehen Himmtliche Axen, wie hier, durch den Schwerpunkt des Querfchnittes, fo 
nennt man diefelbe die Centralellipfe. 

Der Werth für K kann beliebig angenommen werden. Durch paffende Wahl diefes Werthes k.ann 
man erreichen , dafs der normale Abftand einer Schwerpunktsaxe und der zn erfterer parallelen Tangente 

an die Ellipfe gleich dem Trägheitsradius für die 

Fig. 98 . betreffende Schwerpunktsaxe , dafs alfo e (F ig. 98) 

Z der Trägheitsradius für die Axe YI Yi ift. 
Alsdann ift 

In = Fe2
• 

Der für K zu diefem Zwecke zu wählende 
Werth ergiebt fich wie folgt. Zieht man die vier 

T angenten, welche dem Durchmeffer YI Yl und dem
Y~""-t---'"'--~~~~_.lÖ......+-~<;:",,,- Y zugehörigen conjugirten Durchmeffer .8 .8 entfprechen, 

fo fchliefsen diefelben bekanntlich eine Fläche ein, 
welche = 4 a b ift. Diefe Fläche ill: aber auch 

= 4 r e; daher ill: a b = r e und 

z 

- .ft K JSun I a = -=, 
A 

K 
r= -- , 

YIn 
Soll e gleich. dem Trägheitsradius für VI YI fein, fo 

F K 2 Iyl 
IY! = Fe2 = - ----,-=''-

AB 
daher 

ab 
e=-· r 

alfo e = K2 yyn _ K 1 /IYI 
KYAB - V AB 

mufs Fe~ = IYI fein , d. h. 

FK2 
oder 1 - AB ' 

K = V A: 

Wird alfo K = 1/ A: gewählt, fo ift für jede Axe der Trägheitsradius ohne Weiteres durch 

Ziehen der parallelen Tangente und Ahmeffen des normalen Abftandes diefer beiden Linien zu ermitteln. 

odann ift ader Trägheitsradius für die Z-Axe , b der Trägheitsradius für die Y-Axe, d. h. A = F t 2 

und B = Fa2• 
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