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4. Kapitel.
Biegungselafticitidt und Biegungsfeftigkeit.

Dér Fall der Biegungselafticitat tritt, wie in Art. 277, S. 244 bereits gefagt 2o
wurde, auf, wenn die dufseren Krifte zwei Nachbarquerfchnitte um eine normal zur&egunfj: e
Kraftebene ftehende Axe fo zu drehen ftreben, dafs deren Entfernung von einander Transverfalkraft
fich dndert. Daraus folgt, dafs eine Beanfpruchung auf Biegung nur ftattfinden
kann, wenn ein Beftreben zum Verdrehen vorhanden ift, d. h. wenn die Aufseren
Krifte in Bezug auf die betrachteten Querfchnitte ein Biegungsmoment haben.
Gewdhnlich ift aufser dem Moment der dufseren Krifte noch eine abfcherende
Kraft vorhanden. Diefelbe ruft Schubbean{pruchungen hervor,

welche fich mit den reinen Biegungsbean{pruchungen combiniren. w8 TE
Der allgemeine Fall der Biegungselafticitat ift durch Fig. 75 0 X
veranfchaulicht. ]Z
Die Mittelkraft R aller an der einen Seite irgend eines -
Querfchnittes 2 wirkenden Krifte fchneide die Axe des |-/ .

Korpers unter dem Winkel ». Zerlegt man R in zwei Seiten-
krifte, deren eine P parallel zur Axe des Korpers an der betreffenden Stelle ge-
richtet ift, deren andere Q die Axe des Korpers unter 90 Grad {chneidet, fo nennt
man die erftere die Axialkraft, die zweite die Transverfalkraft. Das ftatifche
Moment der Kraft R in Bezug auf den Schwerpunkt des zu betrachtenden Quer-
{chnittes (// = R r) ift das Biegungsmoment.

Wenn bei einem Balken mit horizontaler Axe (Fig. 76) nur verticale iufsere
Krifte wirkfam find, fo ift die Mittelkraft R aller an der einen Seite jedes Quer-
fchnittes wirkenden Krafte mit der Transverfalkraft Q fiir den betreffenden Quer-
fchnitt identifch und die Axialkraft 2 fiir alle Querfchnitte gleich Null. Man
nennt alsdann die Transverfalkraft wohl auch Verticalkraft.

Fiir diefen Fall lifit fich auch eine einfache Beziehung zwifchen Biegungs-
moment und Transverfalkraft aufftellen,

Der Balken 4 B (Fig. 76) trage eine beliebige variabele Belaftung ¢ pro
Lingeneinheit und eine Rethe von Einzellaften P, P, P, Es ift dies der all-
gemeinfte Fall; jeder andere Fall ift eine
Vereinfachung deffelben. Die Gréfse von ¢
werde an jeder Stelle durch die Ordinate der
Curve m n o dargeftellt. Die Abfciffe irgend
eines Querfchnittes /7 fei x; links von diefem

Fig. 76.

Querfchnitt wirken 2, 2, und /‘;n’ x. Die
*o

Refultirende diefer drei Krifte ift die Trans-
verfalkraft O, d. h, es ift

Q=D,—P — /jd,r.
‘0

Q moge im Abftande 4 links von A angreifen. Das Angriffsmoment fiir den
Querfchnitt 7 7 ift gleich der algebraifchen Summe der Angrifsmomente der Einzel-
krafte links von 7 7, und da das ftatifche Moment der Mittelkraft gleich der
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algebraifchen Summe der ftatifchen Momente der Einzelkrafte ift, fo ift das ftatifche
Moment von Q gleich dem gefuchten Angriffsmoment, d. h. es ift
M= Q (b+ x).
Betrachtet man einen zweiten Quer{chnitt /7 7/, der um dx von 7/ [ entfernt
ift, fo ift fur diefen das Moment 37 -+ & /.
Diefes Moment fetzt {ich zufammen aus den Momenten der links von 77 /7
wirkenden Krifte, d. h. der Kraft O, und der zwifchen 7/ 7 und 77 /7 liegenden

=

Kraft ¢ @x. Der Hebelsarm von Q ift 6 + » 4+ & x, derjenige von ¢ d x ift %{;
mithin ift

dx ax?

=0 (b+x)+Q0dx—qg g

Subtrahirt man von diefer Gleichung die oben fiir 47 gefundene, fo bleibt:
2

gdx
2

M+dM=0 (b+x+dx) —gdx

gax’

gegen die iibrigen Grofsen der Gleichung, welche unendlich kleine Grofsen erfter
Ordnung find. Es ift demnach

ift eine unendlich kleine Grofse zweiter Ordnung und verfchwindet

dM=C_0dx und Q:dM , 28.
dx
d. h. die Transverfalkraft ift gleich dem Differentialquotienten des Biegungs.

momentes.
. . am . . .

Wird Q = o, fo ift auch —55 = alfo M ein Maximum. Hieraus folgt, dafs
das Moment fiir denjenigen Querfchnitt zum Maximum wird, fir den die Trans-
verfalkraft gleich Null ift.

296. Fiir die nachfolgenden Unterfuchungen follen zunichft nur Balken mit gerader

mﬁ;ﬁfmng_ Axe angenommen werden; dagegen foll der grofseren Allgemeinheit wegen die

Annahme gemacht werden, dafs die Mittelkraft R aller an der einen Seite des

- Querfchnittes thitigen dufseren Krifte fowohl eine Axialkraft 7 als auch eine Trans-
verfalkraft Q hat.

Unter der Einwirkung des Biegungsmomentes werden in den einzelnen Quer-
{chnitten des Balkens an den verfchiedenen Stellen Faferfpannungen entftehen. Zur

Ermittelung derfelben moge der Betrachtung ein urfpriinglich

s gerades Balkenftiick (Fig. 77) von der Linge 4x zu Grunde
cp | gelegt werden; die in der Axe liegende Fafer fei 458. Nach
r----—24+-p----- der Biegung werden die Fafern ihre Lingen geindert haben,
A . und es werden im Allgemeinen die vor der Biegung durch 4

und A hindurch gelegten Quer{chnitte nicht mehr eben fein.
71— —— Irgend eine Fafer im Abftande z von der Axe hat fich von
CD zu C, D, deformirt. Die urfpriingliche Linge deffelben
CD war & x; die jetzige Linge it €, D, =dx -+ Adx.

Die Verldngerung derfelben ift alfo
D —CD=dx+Adx—dx=Adx

Adx
dx

und das Verlangerungsverhiltnifs diefer Fafer
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Wird die in diefer Fafer pro Flacheneinheit des Querfchnittes herr{chende Span-
nung /V und der Elafticitits-Modulus des Materials £ genannt, fo ift nach Art. 279,
S. 246 das Verlangerungsverhiltnifs

—AXTJ:%, alfo j\/'—:EAa;ijL .
Es foll die in der Praxis meiftens zutreffende Vorausfetzung gemacht werden,
dafs die Kraftebene jeden Querfchnitt des Korpers in zwei fymmetrifche Hélften theilt,
wie die Querfchnitte in Fig. 78 andeuten. Man kann alsdann mit hinreichender

Genauigkeit annehmen, dafs die Verlingerungsverhiltniffe in den

verfchiedenen Fafern mit dem Abftande derfelben von der durch Fig. 78.
den Schwerpunkt des Querfchnittes normal zur Kraftebene ge- Z z
legten Axe YV YV variabel find, und zwar von der erften Potenz
diefes Abftandes abhingen; demnach ift Add’f von der erften 5 v ‘i Vs

\
Potenz von z abhidngig. Allgemein wird alfo, wenn o und § ‘
zwei noch zu beftimmende Conftanten {ind, b

Z

Adx -
T =a-+ Bz

Wird der fir 247%
dx

wird N=F (2 + p2). Nun find die Grofsen £, o und { fir den ganzen Quer-

fchnitt conftant, alfo auch £o und £B. Es fei Za =« und £ =4, dann wird

N=a+bz. . . . . . . . . . . 20

Die in diefer Gleichung vorkommenden Conftanten f{ind zu beftimmen,

um den Werth fiir V zu erhalten. Zu diefem Zwecke denke man den Balken
(Fig. 79) im Querfchnitte 7 7/ durch-

ermittelte Werth in die Gleichung fiir /V eingefetzt, fo

{chnitten; betrachtet man das Frag- Fig. 78
ment links von diefem Querlchnitt, 0

fo miiffen die an demfelben wirken- R
den Krifte im Gleichgewicht fein. EL

Auf das Fragment wirken: / '

1) Aeufsere Krifte, deren Re- ) ]"é
fultirende R ift. R f{chneide die O
Querfchnittsverlingerung in £ und Pe--igmi--
werde dort in die Axialkraft 2 und N
die Transverfalkraft Q zerlegt. Dann &

wird durch Anbringung zweier gleich
gerichteter aber entgegengefetzter Krifte 2 im Schwerpunkte o des Querfchnittes
nichts gedndert, und wir haben das Biegungsmoment /M = P¢, die Axialkraft P
im Punkte o und die Transverfalkraft Q.

Von der Transverfalkraft O, welche auf die axiale Fafer{fpannung ohne Ein-
flufs ift, foll vorldufig hier abgefehen werden; die Wirkung diefer Kraft wird weiter
unten beriickfichtigt.

2) Die inneren Krifte, d. h. die Faferfpannungen im Querfchnitt 7 7. Wir
fuchen hier nur die axialen Faferfpannungen, d. h. dicjenigen Componenten der
Faferfpannungen, welche in die Richtung der Axe fallen.



260

Bei den hier zu betrachtenden geraden Trigern ift die Abweichung der Fafer-
richtung von der Horizontalen aufserordentlich gering, fo dafs man die Fafer-
{pannungen als horizontal gerichtet annehmen kann.

Die Summe der fammtlichen auf das Fragment wirkenden Horizontalkrifte
mufs nun gleich Null fein, Die wirkenden Horizontalkrifte {ind die Faferfpannungen
und die Axialkraft 7; mithin mufs deren Summe gleich Null fein. In irgend einer
Fafer vom Querfchnitte Zf ift die Spannung pro Flicheneinheit IV, alfo fir 4f

Flicheneinheiten V4 /. Die Summe der {dmmtlichen am Querfchnitte angreifenden
+ a1
Faferfpannungen ift alfo ./N df, fo dafs die erfte Gleichgewichtsbedingung in

diefem Falle heifst: o

+
/Ndf—P:o.

Setzt man fiir V den Werth aus Gleichung 29. ein, fo ift

-

+ a1 +a + o
ﬂa+bz) df —P= [adf+ [bzdf— P=o.
— a3 ! — a3 —az

@ und 4 find fiir die ganze Fldche conftant, mithin

+ a + a1
@ /df+ blzdf=P.
£y o oo
Es it /df=F, wenn F den Fldcheninhalt des ganzen Querfchnittes be-

— a3

+ a1
deutet. /,‘z df bedeutet: Es foll jedes Flachentheilchen &f der Quer{chnittsfliche

mit feinem :Abﬁande von der Axe multiplicirt und die Summe diefer fammtlichen

+ a1
Producte gebildet werden. Nach der Lehre vom Schwerpunkt ift aber /;‘ df =Fz,

— a

wenn 2z, der Abftand des Schwerpunktes der ganzen Fliche von der Axe ift, fiir
welche das Product / zdf gebildet wird. Diefe Axe ift hier eine Schwerpunktsaxe;
demnach ift der Abftand derfelben von dem Schwerpunkte z, = o, folglich auch

fiir=o

In obiger Gleichung fallt alfo das zweite Glied fort, und fie dndert fich in:

+ a2 P
aldf=aF = P, woraus @=—Z= - - .. 30.
_(LJ

Damit ift die erfte Conftante @ der Gleichung 29. beftimmt, und es verbleibt:
N:%+éz..........31.

Die Gleichung zur Beftimmung von & wird erhalten, indem fiir das Fragment
diejenige der in Art. 256, S. 233 vorgefiihrten Gleichgewichtsbedingungen aufgeftellt
wird, welche befagt, dafs die algebraifche Summe der ftatifchen Momente {dmmt-
licher wirkenden Krifte in Bezug auf einen beliebigen Runkt der Ebene gleich
Null ift. Wihlt man als Momentenpunkt den Schwerpunkt ¢ des Querfchnittes, fo
hat man als Moment der dufseren Krifte /7. Was das Moment der inneren Krifte
anbelangt, fo ift zu erwigen, dafs die Spannung einer Fafer im Abftande z von
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der durch den Punkt ¢ normal zur Kraftebene gelegten Axe V'V gleich Vdf, das

Moment derfelben in Bezug auf o alfo gleich &V z df ift. Das gefammte Moment
+ o

diefer Faferfpannungen fiir o als Momentenpunkt ift demnach fN:zdf. Die In-

tegration mufs fammtliche Faferfpannungen umfaffen, ift alfo innerhalb der Grenzen

— a, und + @, vorzunehmen. Die Bedingungsgleichung heifst fonach

+ a +a
o=M— [Nzdf und M=[Nezdf.
—a —a
Wird fiir V der Werth aus Gleichung 31. eingefetzt, fo wird
+a + + o + a1
P P
M= [ <zdf+ Jbz.3df=— [zdf+0b [zdf.

o F F
— ay — a2 I -

/z df ift nach Obigem gleich Null, alfo auch das erfte Glied der rechten

Seite gleich Null; mithin
+ a;
M=20]zdf.
A

Diefes Integral bedeutet: Es foll jedes Flachentheilchen & f mit dem Quadrate
feines Abftandes z von der durch o gelegten Axe V'V multiplicirt und die Summe
{fammtlicher Producte gebildet werden.

Man nennt diefe Summe das Trédgheitsmoment der Querfchnittsfliche,
bezogen auf die Axe Y'V. Wir bezeichnen daffelbe mit ¥. Demnach ift

I M

M:z}.?fund&:—7 P o o B s w ow e 32

Damit ift auch die zweite Conftante 4 gefunden, und es ergiebt {ich nun aus
Gleichung 31. und 32. der Werth fiir die Faferfpannung /&, welche durch das
Biegungsmoment 4/ entfteht, zu

P 7
N:—F-{—j;z. e T . N
Wie fir die Axe ¥ ¥ kann man auch fiir jede beliebige andere Axe das Trigheitsmoment auf-
ftellen. Im Allgemeinen foll die Axe, fiir welche das Trigheitsmoment aufgeftellt ift, durch den Index
am Fufse des Buchftaben ¥ angegeben werden, fo dafs %y heifst: ¥ fiir die Axe X X etc. In vor-
ftehendem Falle miifite demnach eigentlich 7~ gefchrieben fein. Der Kiirze halber werden wir das Trig-
heitsmoment fiir die horizontale Schwerpunktsaxe des Querfchnittes, d. h, fiir ¥V, kurzweg mit ¥ bezeichnen.
Wenn die Axialkraft 2 Null ift, wenn alfo nur normal zur Lingsaxe des
Tragers gerichtete Krifte vorhanden find, ift
' M ‘
N_yz...........34.
Dies ift der in den meiften Fillen der Praxis angewandte Ausdruck fiir die
axiale Faferfpannung.
Fiir die nichftfolgenden Unterfuchungen f{oll 2= ¢ angenommen werden, fo

dafs IV durch Gleichung 34. ausgedriickt werden kann.

a) Stdbe, bei denen die Axialkraft gleich Null ift.

Fiir alle Fafern deffelben Querfchnittes ift bei einer gegebenen beftimmten
Belaftung fowohl das Moment der &dufseren Krifte 47, als auch das Tragheits-
moment ¥y, welches nur von der Form und Grofse der Querfchnittsfliche abhingt,

297.
Neutrale
Axe.
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conftant. Demnach ift laut Gleichung 34. des vorigen Artikels die axiale Spannung
in einem Querfchnitt nur mit dem Abftande der Fafern von der horizontalen
Schwerpunktsaxe variabel, und zwar mit der erften Potenz diefes Abftandes z.
Alle Punkte eines Querfchnittes, welche in gleicher Hohe z iiber der horizontalen
Schwerpunktsaxe liegen, werden alfo gleich ftark beanfprucht. Trigt man die in
den verfchiedenen Hohen z pro Flacheneinheit wirkenden Axial- oder Normal-
fpannungen derart graphifch auf, dafs man die z als Abfciffen, die zugehorigen &V
als Ordinaten zeichnet, und verbindet man die Endpunkte der Ordinaten, {o erhalt
man die Linie der Gleichung NV = & z. Diefe Linie wird eine Gerade, weil die

F
Variabelen V und 2z nur in der erften Potenz vorkommen.

Fir z=o0 wird N =0, d. h. in allen in der horizontalen Schwerpunktsaxe
liegenden Fafern ift die Axialfpannung gleich Null.

In diefen Fafern ift alfo auch die Verlangerung oder Verkiirzung gleich Null;
denn diefelben laffen fich aus der Gleichung ermitteln

———A:;ix = %, fonach A, dx = % dz=uwo.

Man nennt diefe Fafer{chicht, in welcher durch die Biegung weder eine Ver-
lingerung, noch eine Verkiirzung bewirkt wird, die neutrale Faferfchicht, und
die Axe V'V, welche alle Punkte des Querfchnittes enthdlt, in denen die Axial-
fpannung gleich Null ift, die neutrale Axe.

Hiermit ift der Satz bewiefen: Bei geraden horizontalen Balken mit f{ym-
metrifch zur Kraftebene liegenden Querfchnitten und nur normal zur Axe wirkenden
Kriften fallt die neutrale Axe mit der horizontalen Schwerpunktsaxe zufammen.

Aus Gleichung 34. folgt ferner, dafs /V defto grofser ift, je grofser z ift, d. h.
je weiter die betreffende Fafer von der horizontalen Schwerpunktsaxe entfernt ift.
Die grofsten Werthe von AV finden alfo in den am weiteften entfernten Fafern ftatt.
Nennt man die Abftinde der am weiteften nach unten und oben von der Neutralen
entfernten Fafern bezw. + 2, und — «,, fo ift alfo
;V,,,,,x:—}—i;a, und / ,,,,-,,:-———ﬂ},i(z2 o G e m e o 3G

Die Gleichungen 35. werden benutzt, um die Grofse und Form des Quer-
{chnittes an den verfchiedenen Stellen des Balkens zu beftimmen. Bedeutet 4/
das grofste in einem Querfchnitt ftattfindende Moment, fo ift die grofste in diefem
Querfchnitt vorhandene Zug-, bezw. Druckfpannung aus den Gleichungen 25. zu
ermitteln, Ift fiir das betreffende Material und den vorliegenden Fall die zulaffige
Beanfpruchung pro Flicheneinheit des Querfchnittes K, bezw. — K* (fiir Zug, bezw.
Druck), fo darf hochftens ftattfinden:

Nyoe = K’ und N, =— K",
d. h. die Bedingungsgleichungen fiir den Querfchnitt werden:

., M 7 M , M
K:7a,,—K :——‘?—tl_, oderK’:7zzz.
Die beiden Gleichungen fiir X und K* konnen auch gefchrieben werden:
x M F M
—Z = und —Z = R.—IT T T TR 36

Die rechten Seiten der Gleichungen 36. konnen wir als bekannt annehmen; es
wird weiterhin gezeigt werden, wie man fiir die verfchiedenen Fille die Werthe



263

von M ermittelt; die Werthe der zuliffigen Beanfpruchung, d. h. die Werthe
fir A und K* find aus Art. 280 bis 288 bekannt, und wir werden im folgenden
Artikel die Modificationen angeben, welche fich fiir die Biegungselafticitiat ergeben.

Demnach find nunmehr die Werthe fiir —Z— und aZ fo zu beftimmen, dafs die
1 2

Gleichungen 36. erfillt find. %, @, und «, find aber Werthe, welche nur von der

Grofse und Form des Querfchnittes abhingen.

Fir den Quotienten -’Z hat man eine befondere Bezeichnung: das Wider- 299-
a Widerftands
ftandsmoment eingefiihrt. * mement;

Es mége noch bemerkt werden, dafs die Maximalwerthe der axialen Faferfpannungen AV nicht ohne
Weiteres die iiberhaupt in den Fafern wirkenden Maximalfpannungen reprifentiren. In den meiften Fillen
aber ift die Maximalfpannung entweder gleich dem Maximalwerth der axialen Faferfpannung oder doch
fo wenig von demfelben verfchieden, dafs der letztere Werth unbedenklich als Maximalwerth der Fafer-

{pannung tiberhaupt eingefiihrt werden kann.

Bei dem bis vor Kurzem allein iiblichen und fiir viele Zwecke des Hochbau- 300.
wefens auch wohl ausreichenden dlteren Verfahren werden die Querfchnitte der auf fj;{if‘;“u;;
Biegungselafticitit bean{pruchten Stibe mittels der Gleichungen 36. beftimmt, indem Acltere
fir 7 der grofstmogliche Werth des Biegungsmomentes in dem betreffenden B
Querf{chnitte, fir X’ und K* die beziiglichen Werthe aus der Tabelle in Art. 281,

S. 247 eingefithrt werden. Eine giinftige Querfchnittsdispofition wird ftattfinden,
wenn gleichzeitig in den am meiften gezogenen, bezw. gedriickten Faferfchichten
das zuldffige Maximum der Beanfpruchung ftattfindet.

Fiir Schmiedeeifen und Stahl find die fiir Zug, bezw. Druck zuliffigen Be- 301,
anfpruchungen (abfolut genommen) einander nahezu gleich, fo dafs fiir die Sii?:d::;m
Querfchnittsbildung in den Gleichungen 36. K’ = K’ zu fetzen ift. Es ergiebt fich und Stanl
alsdann

M M
TaTF
d. h. die Querfchnittsform fiir Stibe aus Schmiedeeifen und Stahl, welche auf
Biegungselafticitit beanfprucht werden, ift fo zu wihlen, dafs die am meiften ge-
zogenen, bezw. gedriickten Fafern gleich weit vom Schwerpunkte
des Querfchnittes entfernt find, dafs allo der Schwerpunkt der Quer- Fig. So.
{chnittsfliche in halber Hohe liegt.

Beifpiel. Das Maximalmoment in einem f{chmiedeeifernen Walzbalken mit
I-férmigem Querfchnitt betrage A7 = 280 000 kgcm,

Nach der Tabelle auf S. 247 ift fiir Schmiedeeifen A" = K = A = 700kz
pro 1lacm, alfo

a, oder a, = a,,

o

J _ F _ M 280000

s s TR S 400.

Das neben ftehende Profil Nr. 26 der »Deutfchen Normalprofile fiir I-Eifen«

(Fig. 80) hat nach der Tabelle auf S. 198 ein Trigheitsmoment ¥ = 5798; ferner
ift 2 = —2—;— = 13cm, demnach % = 446, fo dafs diefer Querfchnitt im vorliegenden Falle geniigt.

Fiir Gufseifen ift die zuldffige Beanfpruchung auf Druck doppelt fo grofs, als 302.

diejenige auf Zug (vergl. die Tabelle auf S. 247), alflo K“ = 2 A’, und demnach S;i:e
47 5 V74 d 9 Gufseifen.
~~ @ =2 —7a, und a,= 2a,.

F o i ’ '

/e

Nun ift die ganze Hohe des Querf{chnitts /2 = @, 4+ @, = 3 @,, woraus a,-= 3
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Fig. 81. Daraus folgt die Regel: Die Querfchnitte der gufs-
‘b B eifernen Balken (Fig. 81) find fo zu disponiren, dafs der

Schwerpunkt um % der Gefammthohe des Querfchnittes von

Nisszazy

% der am meiften gezogenen Fafer entfernt liegt. Befinden fich

. alfo die gezogenen Fafern, wie meiftens, unten, die gedriick-

t  ten Fafern oben, fo foll der Schwerpunkt im Abftande g
R B d iber der Bafis des Querfchnittes liegen.

Die auf Biegung beanfpruchten Stdbe aus Holz werden der Natur des Materials
entfprechend mit rechteckigem Querfchnitt hergeftellt; der Schwerpunkt des Quer-
{chnittes liegt alfo in halber Hohe %, und es it o, = a, :% Demnach wird
K’= K", und es ift aus der Tabelle auf S. 247 der kleinere der beiden Werthe,
welche als zuliffige Zug-, bezw. Druckbeanfpruchung angegeben find, einzufiihren.
Wenn diefer Werth K genannt wird, fo ift

¥y M
a K~
Beifpiel. Es fei etwa 47 = 180000kgem; glsdann mufs fiir kieferne Balken ftattfinden :
F 180000
ke R aas 3000.

Es wird weiter unten (Art. 307, S. 266) entwickelt werden, dafs beim Rechteckquerfchnitt von der
Breite 4 und der Hohe % das Trigheitsmoment

Y N Y N
12 7*12/;—6
2

ift. Im vorliegenden Falle mufs alfo fein

A2
T = 3000 “oder 442 = 18 000.

. 2 3
Sei 4 = % L, fo ift fi’— 2% = 18000 und % = V24 000 = rot. 29cm, fonach 4 = 22cm.

Die aus den WWilkler'fchen Verfuchen fiir die Normal-Elafticitdat (vergl. Art. 283,
S. 248) ermittelten Refultate konnen mit Vortheil auch fiir Stabe angewendet
werden, welche auf Biegungselafticitdt beanfprucht find.
Aus den Gleichungen 6. und 8. (S. 249) folgt, wenn 72 der Sicherheitscoefficient ift und &, A}
diefelbe Bedeutung, wie in Art, 284 u. 285 (S. 250 u. 251) haben,
fiir Zug : fiir Druck:
4 . G A1 . C
vn—;(l—u)]x—l—a’—l 7—(1—a1)K1+u17. s w3
Bei den auf Normal-Elafticitit beanfpruchten Stiben vertheilte fich der Zug, bezw. Druck gleich-
A A
mifsig iiber den ganzen Querfchnitt, und es bedeutete dafelbft — und ZL die durch die grofste Zug-,
7z n
bezw. Druckkraft pro Flicheneinheit des Querfchnittes erzeugte Zug-, bezw. Druckbeanfpruchung. Anders
A A
hier. Hier ift unter ~ , bezw. - die grofste, in der am meiften gezogenen, bezw. am meiften ge-
72 7z
driickten Fafer des Querfchnittes ftattfindende Zug-, bezw. Druckbean{pruchung pro Flicheneinheit zu ver-
c (3
ftehen, unter — , bezw. ~L die kleinfte, in derfelben Fafer ftattfindende Zug-, bezw. Druckbean{pruchung,
n 7”

Da daffelbe Moment gleichzeitig in den verfchiedenen Fafern Zug- und Druckbeanfpruchungen erzeugt,

1. . :
— in verfchiedenen Fafern des Querfchnittes ftattfinden.

7

A A c
fo wird gleichzeitig — und -, bezw. ~ und
7 7 7
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Bedeutet 4, das grofste, Myuin das kleinfte im Querfchnitt mogliche Moment, fo findet die
grofste Zugbeanfpruchung in der um ¢; von der neutralen entfernten Fafer ftatt, und diefelbe ift

A . ﬂ[max ay
n ¥
Die grofste Druckbeanfpruchung findet in der um @, von der neutralen entfernten Fafer fatt, und es ift
é - Mipazx as
. F
Eben fo ergiebt fich:
__C_ . Monin a1 und & . Mipin az
n ¥ n ¥ ) X
Werden diefe Werthe in die Gleichungen 37. eingefetzt, fo erhilt man:
Moz a1 Monin @y Mnax az Mopin @z
———=1—0) £+ o und =1 —o) £ + 2g ——,
5 K ) 53 = ( ) 03
_7 J{max — o Mmiﬂ _7 Mooz — (23 Mﬂz‘ﬂ
d.h. -~ = ——————— uwnd = —FF+7—+—— . 38
ay 1—0o) K as A—=o) £ 7

Wir bezeichnen mit A%, des Moment durch permanente Belaftung, mit 47, das grofste Moment

durch die mobile Belaftung; alsdann ift
Mupar = My + My uwnd My, = M,

daher
F_MAMh—ully o F Mo+ M — o,
a 1—w) K a0 A —w) K
F M My 7 My M,
S = 2 —_— d S == — 29.
w T ETicgE ™ a5 Ti=anE 39

Aus den beiden Gleichungen 39. kann man genauer, als dies in den Art. 301 bis 303 gefchehen
ift, das Verhiltnifs berechnen, in welchem #; und a,, d. h. der Abftand der am meiften gezogenen Fafer
von der neutralen Axe und der Abftand der am meiften gedriickten Fafer von der neutralen Axe, zu
einander ftehen miiffen. Die Divifion der beiden Gleichungen 39. ergiebt

o _ (Ml — o)+ I\ (1—a) B

= o.
a M(d—m)+4) A—a) & *
Wendet man diefe Ermittelungen auf fchmiedeeiferne Stibe an, fo war nach Art, 283, S. 249
Z
o = 0,45 und A = —, ferner o; = (0,4 und K’,:B7 X
72 n
fonach
. K D 7
' = Z T 8
2 s+ 1 1+ s 20
md B — 0.7 77 w o Gt iy, S M,
a ~ 055.8 I SRy M,
. ﬁl_ O + 1 1 + 055 ﬂ_{l
== : e My : ax .
Fiir eine Reihe von Werthen des Verhiltniffes ergiebt fich — wie folgt:
1 @

M
fiir ﬁj— =3 1,25 15 1,75 250 350
a3
s 0,024 0,920 0,017 0,914 0,912 0,903.
1

Das Verhiltnifs Z—Z ergiebt fich nahezu conftant und fo nahe gleich 1, dafs man unbedenklich
1

auch hier %— = 1, d. h. ay = ¢; annehmen kann. Alsdann ift der Berechnung die zweite der
1

Gleichungen 39. zu Grunde zu legen, weil jetzt, da @y = @ ift, nur eine diefer beiden Gleichungen er-

filllt fein kann und defshalb diejenige zu wihlen ift, welche eine geringere Beanfpruchung ergiebt, Werden

die friiheren Zahlenwerthe eingefiihrt, fo ergiebt fich
Fooi g LM a

@ @ 1200 ' 720 °
und bei ftofsweife ftattfindender Belaftung:

41
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Fiir Stahl ift die Gleichung leicht aufzuftellen; doch kann davon hier, wegen der geringen An-
wendung des Stahls im Hochbauwefen, abgefehen werden.

b) Tragheitsmomente, Tragheitsradius und Trigheitsellipfe.

Die Beftimmung der Querlchnittsform und -Grofse auf Biegung beanfpruchter
Balken bedingt die Kenntnifs des Tragheitsmomentes ¥} des Querfchnittes, bezogen
auf die normal zur Biegungsebene ftehende Schwerpunktsaxe. Es foll defshalb die
Ermittelung der Trigheitsmomente fiir verfchiedene Querfchnitte gezeigt werden,
und zwar bezogen auf verfchiedene Axen, da man das ¥y oft bequem aus dem
Tragheitsmoment fiir eine andere Axe entwickelt, auch fiir {patere Aufgaben
die Kenntnifs der Tragheitsmomente fiir die verfchiedenen Axen vorhanden
fein mufs.

Nach der oben in Art. 296, S. 261 gegebenen Erklirung ift das Trédgheits-
moment eines Querfchnittes 7 (Fig. 82) bezogen auf eine Axe 4 A die Summe

fammtlicher Producte, welche durch Multiplication jedes

Fig. 8z. Flachentheilchens &/ des Querfchnittes mit dem Quadrate
z feines Abftandes # von der Axe A A erhalten werden,
d. h. es ift:

Die Integration ift iiber den ganzen Querfchnitt
a auszudehnen. Nun ift

#u=a-+z2 und ¥=a"4+2az+ 2,
alfo }'A:/}ﬁ df:a2/2f+2a/;df+/;‘= df
Es ift jedoch /;if: F und /z df = ¥y, ferner nach der Lehre vom Schwer-

v }_"/{;]A""'T ¥ 5{4‘ = 7!2 d_f.
U

A i i 4

punkt/;a~ df = o, mithin
7A:F02+.‘}'V. et wmowm o wmew @ w A2

Das Tragheitsmoment eines Quer{chnittes bezogen auf eine zu einer Schwer-
punktsaxe parallele Axe ift gleich dem Trigheitsmomente fiir diefe Schwerpunkts-
axe, vermehrt um das Product aus der Querfchnittsfliche in das Quadrat des Ab-
ftandes beider Axen.

1) Trigheitsmoment fiir den rechteckigen Querfchnitt (Fig. 83).

Fiir diefen ift

V3 V3
5 ‘+?.,l P U S
Fp=tp T SE=leel (SRl Tl e e
) 72

Das Trigheitsmoment fiir eine Axe 4 A, welche mit einer Kante des Rechteckes zufammenfillt, ift
nach Gleichung 42.
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b3 ) bR b i3 o3 Fig.
¥ —_ — y/ (—) = — _— = —.
=g TGl e TT TS
Fiir eine zu ¥ ¥ normal ftehende Schwerpunkts- 5z
axe ZZ ift nach Obigem bt -
kb ot
il z :
und fiir die Kante B B ift ¥ ; Y’
k63 i
Sl o & i !
7B 3 o
Das Quadrat ift ein Rechteck mit gleich langen A = s
Seiten; ift deffen Seitenlinge = &, fo ergeben fich B Z
a* a*
'72:7YZT2‘ und 7,;:_73:—3—.

2) Trigheitsmomente fiir aus Rechtecken zufammengefetzte Quer- '
fchnitte, Die fir das Rechteck gefundenen Werthe von ¥ werden vielfach an-

gewendet, um fiir zufammengefetzte Querfchnitte die Trag-
heitsmomente zu finden.

Das Trigheitsmoment des Querfchnittes Fig. 84 ift gleich der
Differenz des Trigheitsmomentes des ganzen Rechteckes a4 ¢ weniger dem
Trigheitsmoment des Rechteckes ¢ /i g, d. h. es ift

1 1 ; B ; y
F=——BH — — Bl = — (H? — #?).
F=5 122" =13 )

Fiir den fymmetrifchen I-férmigen (Fig. 85) und fiir den C-formigen

Querfchnitt (Fig. 86) ergiebt fich hiernach

S % [5 (# — ( — 209) +d(/’z—~2t)3] ‘
Diefer fiir die Berechnung unbequeme Ausdruck kann wefent-
lich vereinfacht werden. Wird der Abftand der Schwerpunkte des
oberen, bezw. unteren Rechteckes mit f) bezeichnet, alfo 2 — ¢ =}
gefetzt und im letzten Gliede obigen Ausdruckes ftatt 2 — 2¢ (nicht

83.

Bz
X
A
B Z

Fig. 84.

2

G

~ O~

)%

ganz genau, jedoch mit kleinem Fehler) § eingefithrt, fo ift Ve

_ 1 2 1 za 28
7}’———2~6t(/z—2/zt—{—t)+6 bt TR
Wir fetzen 6¢ = f; alsdann wird
1 . re ap
= — flh — #)? L
Jr= &=+ T

/e

= ift gegen das erfte Glied fehr klein und kann ohne Bedenken vernathliffigt werden; dann ift

der Ausdruck fiir das Trigheitsmoment :

=g rpt g = (r+g)

12 2

vereinigt, alfo im Abftande 5 von der Axe ¥ ¥, und eben fo die des unteren Rechtecks in dem refp.

2
Schwerpunkt, fo ift das Trigheitsmoment eines folchen Querfchnittes

Dies ift aber der erfte Theil unferes obigen Ausdruckes 44. fir ¥y; der zweite Theil des Aus-
drucks ftellt demnach den Beitrag dar, welchen der Steg zum Trigheitsmoment leiftet.
genauer Anndherung erhilt man demnach das Trigheitsmoment des fymmetrifchen I-férmigen Querfchnittes,
indem man die Querfchnittsfliche des oberen und unteren Gurtes vermehrt um je /s der Querfchnittsfliche
des Steges (bis zu den Gurt{chwerpunkten gerechnet), im Schwerpunkt des oberen und unteren Gurtes

vereinigt denkt und dafiir das Trigheitsmoment auffucht,

Die neutrale Axe fillt nach Art. 297, S. 262 bei den hier in Betracht kommenden Belaftungen
mit der horizontalen Schwerpunktsaxe zufammen, Es ift alfo bei der Berechnung der Trigheitsmomente
ftets zuerft der Schwerpunkt des Querfchnittes aufzufuchen. Bei den bisher betrachteten fymmetrifchen

44.
Denkt man fich die ganze Querfchnittsfliche / des oberen Rechteckes im Schwerpunkt deffelben

Mit ziemlich

308.
Symmetrifche
I- u. E-formige

Querfchnitte.

303
T-formige
Querfchnitte.
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Querfchnitten lag der Schwerpunkt in halber Héhe, fo dafs eine befondere Unterfuchung in diefer Rich-

tung nicht néthig war.

Bei den unfymmetrifchen Querfchnitten ift die Auffuchung des Schwerpunktes
nach den bekannten Regeln vorzunehmen.

Wird beim T-formigen Querfchnitt (Fig. 87) der Abftand des

prmencios b s 4 Schwerpunktes von der durch die eine Kante gelegten Axe 4 4 mit

! d' i T zo bezeichnet, fo ift nach der Schwerpunktslehre

%0 : : d /.

: S : onzd(b—d)§+dh§‘,fernerF:(z:—d)d+d/l.
ht 3 ~\d}-- lll Sonach ift

;e L : (6 — d) @2 + d 42 (6—a)d+

: ; 20 = -

2[¢—a)at+ar] 20 —d)+24

und 71’:%[‘1(/1—20)3‘*‘ dz® + (b — d) 2* — (b — d) (Zo_d)s:l'

Das Trigheitsmoment fiir die Axe 4 4 ift:

7A:%[zlﬁ3+(b—d) @]

Fiir den unfymmetrifchen I-férmigen Querfchnitt (Fig. 88) ift, wenn man die friiheren Bezeich-

Unfymmetrifche nungen beibehilt

I-formige
Querfchnitte.

3II.
Blechtriger-
Querfchnitte.

312.
Kreisformige
Querfchnitte.

©

dh.h ty  (B—d)a
2 +<é_")f(ﬁ_?)+ 3 AR+ —dt@h—) + (B —d) P
dh+ (b —d)t+ (B—d)t 2 [dh+@—ayt+ (B—ayt]
Fig. $8. Fig. 89 i
bebon S
R G
P 4 1 Pid
o i
Ao Y ly ke H
e —Y 1
% P
A—id 1 4 ,_ SR
Sssaseais s B-smeecans i ) i

und Fy = —?1)—[& (h — 20) + Bz> — (6 —d) 3 — (B — d) (zo—t)"’].
Bei den Querfchnitten der Blechtriiger (Fig. 89) liegt der Schwerpunkt, alfo auch die neutrale

Axe in halber Hhe, Alsdann ift, falls nur das Verticalblech und die 4 Winkeleifen vorhanden find:

7= 1_12 (6 13 — by Iy — 2 3 Agd).

Falls noch Blechplatten vorhanden find, ermittelt man deren Trigheitsmomente am beften be-

fonders und addirt fie zu dem Trigheitsmoment des Querfchnittes ohne Deckplatten. Das Trigheits-
moment diefer Deckplatten ift alsdann:

Yy

A 3 48
b — 19 B (H? — 7®).

3) Tragheitsmomente fiir kreisformige Querfchnitte (Fig. go).

Der Kreisradius fei 7, der Durchmeffer 4. Es foll zuerft
das Trigheitsmoment der oberen Halbkreisfliche fiir die Axe V'V
beftimmt werden. Man zerlege die Kreisfliche in concentrifche
Ringe und beftimme zunichft das Trigheitsmoment einer
halben Ringfliche. Der Radius eines folchen Ringes 'fei g,

Fig. go.

Y deflfen Breite @ p. Der Flicheninhalt eines Theilchens &/ diefer
Ringfliche, welches zum Centriwinkel 4¢ gehort, ift df =
pdo dp und deffen Trigheitsmoment bezogen auf die Axe V'V

di=dfy? =pdpdpy?=p?sin® gdpdo.
Nun kann man durch Integration das Trigheitsmoment
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des halben Ringes und durch abermalige Integration das Trigheitsmoment der oberen Querfchnittshilfte
beftimmen. Schliefslich ergiebt fich als Trigheitsmoment des ganzen Kreisquerfchnittes
xrt ~ at
T 4 T 64
Man fieht leicht, dafs beim Kreisquerfchnitt die Trigheitsmomente fiir alle Schwerpunktsaxen
gleich f{ind.

Das Tragheitsmoment cines Querfchnittes fiir die beliebige Axe 4 Y, (Fig. g1), 313

= v Trigheits-
welche den Winkel o mit der Axe V'V Fig. o1 momente
einfchliefst, ift nach Art. 296 (S. 261) - fiir verfchiedene
zZ § d Schwerpunkts-
2 Z, %% axen.
In= [ s ' P ne pY
fir die Axe 4 Z, ift e T gt T
’ , 5% i
Fan= f 2 df. oo et X
Nach Fig. o1 ift B b P i ¥
o (2]
2, =2 C0s o — y sin a, e g ool
¥y =y C€Os o - z sin a;
- V4
folglich

71/1:/2c05‘3adf—{—/jzzsin‘-’a.df—— 2y z sin a cos a. d f,
und 7z,=/:;/2cos? aa’f—}—/f’sinfaa’f—{—/‘zyzsinacosa.df,

Die Integration ift iiber den gefammten Querfchnitt auszudehnen; fiir die
ganze Integration ift aber « conftant, alfo

F = cos? oz/‘z2 d f+ sin’ 1ﬁ2 df—sin2a/;/z d/f,
Fz = cos® 1ﬁ2df+sin2afz2 df—|—sin2oc/3/za’f.
[radf=Fr=5 wmd [rdf=3.=%;

mithin, wenn man noch /3/2 df=H fetzt,

Nun ift

Fri= Fcos’ 0.+ Fsin?a — Hsin 24

}Zl:},cos’*a—{—_‘}’singa—}—Hsin2a% 45

Die beiden Gleichungen 45. geben die Abhiangigkeit des Trigheitsmomentes

von der Lage der Tragheitsfchweraxen an. Von befonderem Intereffe ift die Lage

der Axe, fiir welche das Tridgheitsmoment ein Maximum und ein Minimum wird.
Fn wird ein Maximum fiir den Werth von a, fiir welchen

dy}'x__

73 =—2Fcosasing +2 % sinacosa—2 Hcos 20 =o,

d. h. fiir welchen (¥, — ¥) sin 22 =2 H cos 24 wird. Es ift alfo
2H
(tg2a),,,,,,=},l—_7 Bk & e W % LW 46
Diefem Werthe entfprechen zwei Winkelgréfsen 2 o, welche um 180 Grad
aus einander liegen, da tg (180 4 2a) =tg 24 ift. Die beiden Maximalwerthe
von o liegen alfo um 90 Grad aus einander, d. h. die beiden Axen, fiir welche
das Tragheitsmoment feine Maxima erreicht, ftehen normal zu einander, Ob

Maximum oder Minimum fiir die eine oder andere Axe ftattfindet, ergiebt die
zweite Differentiation.
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Es 1 d Fyv
B df}:’:(_‘}'l——?) sin 20 — 2 A cos 2 a,

SN =2~ F)cos2a A Hsin 2

Setzt man ftatt o den um 90 Grad abweichenden Werth (90 + 2) ein, fo ift

d* ¥y,
d’Z:‘:—}-?(Z—-_‘7)cos(180+2a)—{—4Hsin(180+2a),
2 >
%:—2(9‘1—?)c052a—4[{sin2a.

Die zweiten Ableitungen find alfo fiir zwei Winkel, welche um 90 Grad von
einander differiren, numerifch gleich, haben aber entgegengefetztes Vorzeichen;
entfpricht demnach dem Winkel o das Maximum, fo tritt fir den Winkel (90 4 o)
das Minimum des Tragheitsmomentes ein.

Es folgt daraus der Satz: In jedem Quer{chnitt ift eine Schwerpunktsaxe vor-
handen, fir welche das Triagheitsmoment -ein Maximum, eine andere, fiir welche
das Tragheitsmoment ein Minimum wird. Beide Axen ftehen zu einander normal.

Man nennt diefe Axen die Hauptaxen. Diejenige, fiir welche das Trag-
heitsmoment ein Maximum wird, nennt man die erfte Hauptaxe, diejenige, fiir
welche das Triagheitsmoment ein Minimum wird, heifst die zweite Hauptaxe.

Wir bezeichneten oben/_;/z df= H; fetzt man analog H, :/j’, z, &) und

fihrt fir », und 2, die oben gefundenen Werthe ein, fo wird:

H‘.:‘/Ocosa—{—zsina) (z cosa — y sina) & f,
H, = (cos* o. — sin’ a)‘/j/z d_f-}—_Sl%i(/.z? df—/;/2 df),

in 2 A
H =cos 20 H+ sm2_a (F—"F) & o = o & o 4
H, wird gleich Null fir (¥ — #) sin 2 2« = — 2 cos 2 o A, fonach fiir
by o = — 2H  2H
- B .‘7".71 L yl—y '

Dies ift derfelbe Werth, fiir welchen nach Gleichung 46. die Maxima des
Tragheitsmomentes ftattfinden. Fiir die Hauptaxen ift fonach

[{1 ::\/3/l 2 df: 0.

Fiir viele Querfchnitte ift hierdurch ein bequemes Kriterium zur Erkennung
der Hauptaxen gefunden. Man fuche diejenigen Axen, fiir welche /, = o ift; als-
dann find die gefundenen die Hauptaxen. Es geniigt, eine Hauptaxe zu fuchen,
da ja die andere nach Fritherem ftets einen Winkel von 90 Grad mit derfelben
einfchliefst.

Bei fimmtlichen zu einer oder mehreren Axen {ymmetrifch liegenden Quer-
{chnitten find die Symmetrieaxen die Hauptaxen. Denn fei etwa die Z-Axe eine
Symmetrieaxe, fo entfpricht jedem &f mit den Coordinaten y,z, ein Zf mit den
Coordinaten — 5, z, (Fig. 97). Die Beitrige der beiden df zu H, find alfo
dfy 2 —dfy z =o.

Genau eben fo ift es mit fimmtlichen iibrigen Querfchnittstheilen, fo dafs

alfo die Gefammtfumme A, = /3/, z, df = o ift.
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Bei den in Fig. 92 bis 96 dargeftellten Querfchnitten find die Hauptaxen an-
gegeben. In den auf S. 194 bis 198 mitgetheilten Tabellen iiber die » Deutfchen Normal-

Fig. 92. Fig. 93. Fig. o4. Fig. 9s. Fig. 96.

profile fiir Walzeifen« find die Tragheitsmomente fiir folche Axen mit aufgenommen
worden, welche beim Berechnen von Hochbau-Conftructionen eine Rolle fpielen.
Wihlt man die Hauptaxen als Axen der Y und Z (Fig. 97), fo ift fir diefe

nach Obigem ﬁ/ z d f = H = 0; mithin ift, wenn man das Tragheitsmoment in Be-

zug auf die eine Hauptaxe mit A4, dasjenige in Bezug
auf die andere mit B bezeichnet, in den Gleichungen 45.
und 46. fiir ¥ und %, bezw. A und B, fo wie fiir
H — o einzufetzen. Man erhilt: et D

Fig. 97.

_‘7Y1:Ac052a+Bsin2aJ - .
Fs = Asin® a + Bcos’ a 48 b %

H = (A— B) sm22a Y- R S v
Sind 4 und B, d. h. die beiden Haupttrigheits- Z

momente einander gleich, fo ift:
Fri= A (cos’ a 4 sin® a) = 4,
d. h. % ift alsdann von o unabhingig, alfo fiir jedes o gleich A.
Hieraus folgt: Sind die beiden Haupttrigheitsmomente gleich grofs, fo find
“alle Trigheitsmomente gleich grofs.
Bedeutet ¥ das Tragheitsmoment fiir eine beliebige Axe, fo kann man
¥ = F R* fetzen, in welcher Gleichung # die Querfchnittsfliche bedeutet. Es ift

dann
R —_— \/_ .

und es wird R der Triagheitsradius fiir die betreffende Axe genannt. Bei-
{pielsweife wiirden fich die Tragheitsradien fiir die Hauptaxen aus den Gleichungen:

A=F R} und B=FR? z2u Rlz\/—;— und R2:\/%
ergeben.

Die Verinderlichkeit des Tragheitsmomentes mit der Verdnderung des Win-
kels o. kann man graphifch veranfchaulichen, indem man von dem Schwerpunkte
aus auf jeder Axe eine Linge abtrigt, welche dem Trigheitsmomente fiir diefe
Axe entfpricht. Wihlt man die Hauptaxen als Coordinatenaxen und trigt

: K ? X ; ;e
auf jeder Axe —— ab, in welcher Gleichung K eine zunichft beliebige Conftante,

VF

315.
Wahl der
Hauptaxen

als Axen der
» und z.

316.
Tragheits-
radius.

317.
Ellipfe
der Trigheits-
momente.
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¥ das Tragheitsmoment fiir die betreffende Axe bedeutet, fo erhidlt man als End-
punkt eines Radius vector etwa den Punkt P (Fig. 98). Alsdann ift:
- v _ 2V , z _ aV¥n
V= —m—_— y _— = = R
vy Cos 2. & Ve und sin o = T
Nach Gleichung 48. ift:
A}'Q-‘?Yl + BZE},Yl
K* K2

Fn=Acos’a + Bsin® o =

2

]&’2:14]/2‘{‘852 und 1 = . 51 -

( K K §?
| ) F)
Gleichung 49. ift die Gleichung der Curve fiir die Punkte 7; die Endpunkte

49.

der Radii vectores liegen alfo auf einer Ellipfe, deren beide Halbaxen LE und

VA4

K K . .
—\? find; \/_7 ift der Radius vector auf der Hauptaxe OV, derjenige

K
VB
auf der Hauptaxe OZ.

Man nennt diefe Ellipfe die Ellipfe der Trigheitsmomente. Diefelbe
kann fiir jeden beliecbigen Punkt der Ebene als Mittelpunkt conftruirt werden;
gehen fimmtliche Axen, wie hier, durch den Schwerpunkt des Querfchnittes, fo
nennt man diefelbe die Centralellipfe.

Der Werth fiir & kann beliebig angenommen werden, Durch paffende Wahl diefes Werthes kann

man erreichen, dafs der normale Abftand einer Schwerpunktsaxe und der zu erfterer parallelen Tangente
an die Ellipfe gleich dem Trigheitsradius fiir die

Fig. 98, betreffende Schwerpunktsaxe, dafs alfo ¢ (Fig. 98)
VA der Trigheitsradius fiir die Axe ¥; ¥ ift.
Alsdann ift

71'1 = Fe2,
Der fiir X zu diefem Zwecke zu wihlende
Werth ergiebt fich wie folgt. Zieht man die vier
Tangenten, welche dem Durchmeffer ¥; ¥; und dem-
Y zugehérigen conjugirten Durchmeffer 3 3 entfprechen,
fo fchliefsen diefelben bekanntlich eine Fliche ein,
welche — 4 a 4 ift. Diefe Fliche ift aber auch

— 4 r ¢; daher it ¢4 = »¢ und

Zz yor 22
i r
ik, K K 4 &\ Fn .
Nmite=—+, 0 =—, r = i» alfo e:’—YEL:K 5_151’
V4 VB Vn K\J4B
Soll ¢ gleich' dem Trigheitsradius fir ¥, ¥; fein, fo mufs #¢* = Fy fein, d. h,
FE %, FK?
Fyvi = Feé2 — Snilaol/" L e
Fn e ~ B oder 1 75

daher
A4 B
2= V_ .
F
s - AB . n A P ; .
Wird alfo A = / - gewihlt, fo ift fiir jede Axe der Triigheitsradius ohne Weiteres durch

Ziehen der parallelen Tangente und Abmeffen des normalen Abftandes diefer beiden Linien zu ermitteln.
Sodann ift ¢ der Trigheitsradius fiir die Z-Axe, &4 der Trigheitsradius fiir die Y-Axe, d. h. 4 = F¢*
und B = Fa’.
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c) Stidbe, bei denen die Axialkraft nicht gleich Null ift.

In den bisherigen Unterfuchungen wurde die Axialkraft gleich Null angenom-
men. Wir wollen nun die Annahme machen, dafs die Axialkraft den Werth 2
habe. Alsdann dient zur Ermittelung der axialen Faferfpannung in einer Fafer
mit der Ordinate z die Gleichung 33. des Art. 296, nimlich:

N = £ ! f“[_z 33

Der Entwickelung diefer Formel lag die Annahme zu Grunde, dafs die Kraft-
ebene den Querfchnitt in einer Symmetrieaxe (Hauptaxe) fchneide. Die Mittelkraft
aller an der einen Seite des Querfchnitts 7/ (Fig. 99),

d. h. aller auf den Querfthnitt 7/ wirkenden Zufseren Fig. 99-
Krifte fei R und {chneide die Verlingerung des Quer- ©
{chnittes im Punkte £, im Abftande O E=§ vom :’R
Schwerpunkt O des Querfchnittes. Wir zerlegen R im } —P
Punkte £ in eine Axialkraft ” und eine Transverfal- U
kraft Q. Das Moment der ﬁufseren Kr'eifte ift fodann z §
ZI/[ P& Nach Gleichung 33 ‘____Q__.i_-.p
_,N_§+P&Z~ (1+F&Z . s0. :

N wird fiir alle diejenigen Punkte gleich Null,
fir welche der Klammerfactor gleich Null wird. Nennt man den f{peciellen Werth

von z, fiir den dies eintritt, 2, fo wird V=0, wenn 1 -+ Féz” = 0 wird, d. h. fiir
N
. ) —= — F—& . . . 9 . . . . . . B SI‘

Fiir alle Punkte, deren Ordinaten den Werth der Gleichung 51. haben, ift V= 0;
die Gleichung 51, ift alfo die Gleichung der neutralen Axe, doch nur unter der

Vorausfetzung, dafs die Kraftebene den Querfchnitt in einer Hauptaxe {chneidet.

Aus der Gleichung 5I. fiir die neutrale Axe ergeben fich wichtige Folgerungen :

1) Da ¥ und F ftets pofitive Gréfsen find, fo hat z, ftets anderes Vorzeichen als £&. Die {immt-
lichen Punkte, in denen die Spannung Null ftattfindet, liegen alfo an derjenigen Seite des Schwerpunktes,
an welcher der Schnittpunkt mit der Refultirenden R nicht liegt.

2) Fiir eine und diefelbe Lage der Kraft & find alle Grofsen auf der rechten Seite der Gleichung
conftant, alfo ift auch z, conftant; es liegen alfo alle Punkte, in denen AV gleich Null ift, in gleichem
Abftande von der ¥-Axe, d. h. alle diefe Punkte liegen in einer Geraden, die parallel ift zu derjenigen
Schwerpunktsaxe, welche normal fteht zur Schnittlinie des Querfchnittes mit der Kraftebene.

3) Der Werth fiir 2, ift von der Kraftgrofse ganz unabhiingig; er ift nur von den Werthen ¥ und 7,
alfo von der Querfchnittsform und -Gréfse und von §, d. h. von der Lage des Schnittpunktes £ abhingig.

4) %o wird Null, d. h. die neutrale Axe fillt mit der zur Kraftebene normalen Schwerpunktsaxe
zufammen, wenn £ — oo wird, d. h, wenn die Kraft £ den Querfchnitt erft in unendlich weiter Ferne
{chneidet, wenn alfo R zu dem Querfchnitte parallel gerichtet ift. Sodann ift gar keine Axialkraft vor-
handen. (Diefes Refultat wurde bereits oben in Art. 297, S. 262 auf anderem Wege gefunden.)

Die Gleichung 51. giebt ein bequemes Verfahren, die Lage der neutralen
Axe graphifch zu ermitteln,

318.
Neutrale
Axe.

319.
Graphifche
Ermittelung

Befonders einfach geftaltet fich die Aufgabe beim rechteckigen Querfchnitt. Hier ift nach Art. 307, der neutralen

S, 266 y:bl—/; und F = b k.
Aus Gleichung 51. folgt, wenn wir zunichft nur die abfolute Gréfse von z, beftimmen,
o i3 ”? 7 Y/ y/3
MERCRIRE e A MbEgp =gy

Handbuch der Architektur. I. 1. 18

Axe.
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Daraus ergiebt fich die nachfolgende Conftruction (Fig. 100). Man trigt von O aus O B — 3

nach oben; alsdann liegt der Punkt A& in der Hohe % /% tiber der Unterkante des Quer{chnittes. Nun

fchlage man iber diefem Abftand einen Halbkreis, welcher die in O zur Z-Axe gezogene Normale in D

—_— VA A?

. {chneidet ; d: 1 2 = — = —.
Fig. 100. chneidet; alsdann ift O D G2 )
7 nun 2 mit £, ziehe durch D eine Linie 2 A normal zu D E,

_____ _7/ foift 00" =0K.OF und
: E R o N
= OK.% oder OK =

12 12 ¢

K it alfo ein Punkt der neutralen Axe, und die

durch A parallel zur Y-Axe gelegte Linie VA ergiebt die
neutrale Axe felbft,

Man verbinde

by
—T

= Z2p.

{

fo = -

S

mifsig fein kénnen, ift diefe Conftruction, etwas modificirt,
ebenfalls anwendbar.

PR

Nach Art. 316, S. 271 ift der Trigheitsradius

=V Z
2y = — ——

Ft ~ ~ Fg g . :
woraus fich folgende Conftruction (Fig. 101) ergiebt.

0
j A Bei complicirten Querf{chnitten, die auch ganz unregel-
Z

Demnach ift nach Gleichung 351.

In O errichte man die Normale zum Querfchnitte O § = A&, verbinde S mit £’, ziehe durch §

e pemes B 2
die Normale S Kzu SE’; alsdann it 2 =0 K. 0L = 0K .t oder O K = % (abfolute Grofse) = z,.

520. Die Vertheilung der Spannung iiber die Querfchnittsfliche findet nach dem

Spannungs-
: P F -

verthellung.  qyurch  Gleichung 50. NV =% (1 —{-—785 ausgedriickten Gefetze ftatt; in der-

felben find /V und z die einzigen Variabelen, und beide kommen nur in der erften

Potenz vor, Daraus folgt, dafs die Spannung fich nach dem Gefetze einer Geraden

dndert. Ein Punkt diefer Geraden ift bereits gefunden, nidmlich derjenige Punkt,

in welchem die Gerade die Abfciffenaxe fchneidet, d. h. wo die Spannung gleich

Null ift, namlich der Punkt X (Fig. 10I).

Gelingt es noch einen Punkt der Geraden

zu finden, fo erhilt man durch Verbindung

diefes Punktes mit dem Nullpunkt A die ge-
§ fuchte Gerade. Fir 2=0 ift

. ' P

| o=

S d. h. in den Fafern, welche in der zur Kraft-
: ebene normalen Schwerpunktsaxe liegen, ift
die Spannung eben fo grofs, als wenn nur

die Axialkraft P wirkte. Diefe Grofse —g—

ift leicht zu ermitteln,

Man beftimme % und trage (Fig. 101) den gefundenen Werth fiir die Abfciffe

P

z =20, d. h, im Schwerpunkt nach beliebigem Mafsftabe auf, mache alfo OR = Ve



275

verbinde R’ mit K; alsdann ift diefe Verbindungslinie die gefuchte Gerade. Die
Ordinaten diefer Geraden geben, auf dem angenommenen Mafsftabe gemeffen, die
pro Flacheneinheit in den einzelnen Faferfchichten wirkenden Spannungen an. Die
von der erwihnten Geraden und der Abfciffenaxe £’ £’ eingefchloffene (in Fig. 101
fchraffirte) Fliche nennt man wohl auch die Druckfigur.

Die vorftehend angegebenen Conftructionen werden mit Nutzen angewendet, Lo
% . = 4 - " ruck-
um die Druckvertheilung in den Gewdolbefugen und in den Querfchnitten der Stiitz- (. heilung

mauern, fo wie an den Bodenflichen der letzteren zu ermitteln, iﬂs Gewslben u.
tutzmauern.
Als Dimenfion normal zur Bildfliche wihlt man die Einheit (gewohnlich 1 m), fo dafs die gedriickte

Fliche — der Querfchnitt — (Fig. 102 u. 103) ein Rechteck von der Breite (normal zur Bildfliche)
gleich der Einheit ift. Die zweite .

Dimenfion des Rechtecks ift bei den Fig. 103.

Gewdlben (Fig. 102) die Gewdlb- Fig. 102.
ftirke 7 an der betreffenden Stelle,
bei den Stiitzmauern die Mauer-
ftirke 4 (Fig. 103). Man nimmt
nun an, dafs das obige Gefetz deér
Druckvertheilung auch hier giltig

fei, welche Annahme gemacht wer-
den kann, fo lange keine Zugfpan-
nungen im Querfchnitt vorkommen.

. H s
Die auf den Querfchnitt wirkende mm““mmwmﬂﬂﬂm“""
Refultirende zerlegt fich in die Axial-

kraft 2 und die Transverfalkraft Q,

welche letztere keine Axialfpannungen erzeugt. Nun kann ohne Weiteres obige Conftruction angewendet

werden, was in Fig. 102 und 103 fiir einen Gewélbe- und einen Stiitzmauerquerfchnitt gefchehen ift.
Wie bereits bemerkt, ift diefe Conftruction bei denjenigen Materialien, welche keinen Zug ertragen

kénnen, nur richtig, falls in keiner Fafer des Querfchnittes Zugfpannungen fich ergebén, bei den Gewdlben

aber ftets nur niherungsweife richtig, weil die Vorausfetzung der geraden Axe nicht erfiillt ift.

R P

|
'
'
]
1
'
'
'
'
'
'
[l
'
i

i
i
:
[l
'
]
'
il
'
'
'
'

Im Anfchlufs an das Vorftehende foll gezeigt werden, wie fich die Spannungs- = 3=
vertheilung ergiebt, falls die neutrale Axe in die Querfchnittsfliche fillt und die vmf:;fs:_g in
Fafern nur Druckfpannungen aufnehmen konnen. Die hier in Betracht kommenden Q::ii’;ﬂi“e“:
Querf{chnitte find nur rechteckige, wefshalb nur diefe Form beriickfichtigt wird. Druck a:fr

Die Kraft P (Fig. 104) {chneide die Symmetrieaxe des Querf{chnittes im Ab- nekmen konnen.
ftande ¢ von der &dufserften Fafer R; die zugehorige neutrale Axe liege in K, Es
ift zundachft K zu ermitteln. Die bis-
herigen Conftructionen find hier nicht gil-
tig, weil bei Auffuchung der betreffenden
Ausdriicke fiir /V und 2z, in den Fafern
zwifchen K und S Zugfpannungen ange-
nommen waren, die hier nicht exiftiren.
Denn, da die Fafern nur Druck{pannungen
aufnehmen konnen, wird in allen den-
jenigen Fafern, in welchen Zug entftehen
wiirde, ein Klaffen der Fugen, oder ein indifferentes Aneinanderliegen der Be-
riihrungsflichen ftattfinden. Eine Spannungsiibertragung exiftirt nur in dem ge-
driickten Theile der Querfchnittsfliche, deffen Hohe = § fei.

Deffen ungeachtet kann man die Gleichung 33. (S. 261 u. 273):

P Mz
EaC e

N
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anwenden, wenn jetzt unter # der Theil der Quer{chnittsfliche, auf welchem Druck-
ibertragung {tattfindet, und unter ¥ das Tragheitsmoment diefes Theils der Quer-
fchnittsflache fiir die im Schwerpunkt deffelben normal zur Kraftebene errichtete
Axe YV verftanden wird, Wird die Dimenfion normal zur Bildfliche gleich der
Einheit gefetzt, fo ift

3
F=5.1 und yzll'z_‘).

M ift hier das Moment, bezogen auf die erwdhnte Schwerpunktsaxe V'V, d. h.

11[—_—P(—g——c). L s

Es ift alfo die Spannung in einer Fafer mit der Ordinate 2
], )
N:£ w2 1+—————. . . 53
r b b’
, gleich Null; es ift demnach

Ozﬁ[l_ﬁi“_)],

b 2y

Diefe Gleichung dient zur Ermittelung des Werthes fiir §); denn es ift

(-9

0:1———[)—21)—31)+66, woraus h =3¢ . . 54.

N wird im Punkte X, d. h. fir 2 = — -

DO e

Die Druckvertheilung findet alfo auf eine Fldache ftatt, welche dreimal fo breit
ift, wie der Abftand des Schnittpunktes £ von der nidchften Kante.

Die Druckbeanfpruchung in irgend einer Fafer mit der Ordinate z ift
demnach

122 —
P 2 P
N= Scl:l+ 92 :l~ 9 Be4+22) . . . . . 55
N,,.. findet ftatt, wenn z feinen grofsten Werth = - % = ?’2—[, N,., dagegen,
. . b 3¢ .
wenn z feinen kleinften Werth — — S Wiy hat; es ift alfo
2.P P
j\fmﬂx = min — 9~ (3(: - 35) =0 i 5 & % 56,

Wenn fich der Druck P gleichférmig iiber die ganze gedriickte Flache
=) = 3 ¢ vertheilen wiirde, fo ware der Druck pro Flacheneinheit der Fliche gleich
gjic; der wirklich ftattfindende Maximaldruck ift = 23P d. h. doppelt fo grofs, als
wenn P fich gleichférmig vertheilte. Die Druckfigur wird alfo erhalten, indem
man zunichft (Fig. 104) R E=c¢ dreimal von R aus abtrigt, wodurch man
den Nullpunkt X findet; alsdann trigt man in R nach beliebigem Mafsftabe
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9
Npor = é—P — R U auf und verbindet U mit K. Die f{chraffirte Flache giebt die
¢

Druckfigur.

In Art. 296, S. 261 war durch Gleichung 33. die axiale Faferfpannung nur fel
fir den Fall ermittelt, dafs die Kraftebene alle Querfchnitte des Balkens in zwei pifrmpannung.
fymmetrifche Hilften theilte. Es foll nunmehr fiir den allgemeinen Fall des nicht
fymmetrifchen Querfchnittes und beliebiger dufserer Krifte der Ausdruck fiir die

axiale Faferfpannung ermittelt werden.
Auf das Balkenfragment links vom Schnitte 77 (Fig. 105), fiir welches die

Werthe von V ermittelt werden follen, wirke als Refultirende aller dufseren Krifte R,
Wir zerlegen die Kraft R im

Punkte £, wo fie die Verldnge- Fig. vo5
rung des Querfchnittes {chneidet, 0,

in eine Axialkraft 2 und in Z
eine Transverfalkraft O, bringen Lf——~P
im Schwerpunkte O des Quer- :
{chnittes /7 zwei einander 4 ¢

gleiche, aber entgegengefetzt P._.0
gerichtete Krifte 2 an und er-
halten als Wirkung der dufseren
Krifte auf den Querfchnitt 77 z
eine Transverfalkraft @ im

b4

Querfchnitte 77, ein Moment P§&, welches gleich dem ftatifchen Momente der

dufseren Krifte, bezogen auf den Punkt O ift, und eine Axialkraft 2, im Punkte O
wirkfam. '

Das Fragment links von 77 ift unter der Einwirkung diefer dufseren Krifte und
der auf daffelbe wirkenden inneren Krifte oder Spannungen im Querfchnitt 77 im
Gleichgewicht; werden alf¢ im Querfchnitt /7 die Spannungen angebracht, fo kénnen
wir auf das Ganze die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (fiehe Art. 253, S. 232)
anwenden. Jede Spannung hat eine horizontale Componente, die genau genug als
axiale Componente eingefiihrt wird, und eine verticale Componente. Die erfteren
bilden die axialen Faferfpannungen V.

Durch den Schwerpunkt des Querfchnittes werden wiederum drei Coordinaten-
axen gelegt: die X-Axe, welche mit der Tangente an die deformirte Stabaxe an
diefer Stelle, die Z-Axe, welche mit der Durchichnittslinie der Kraftebene und der
Querfchnittsebene zufammenfillt, und die Y-Axe, welche zur X- und Z-Axe normal
fteht. Es laffen f{ich nunmehr die drei gedachten Gleichgewichtsbedingungen fiir
den vorliegenden Fall aufftellen.

1) Die algebraifche Summe der in die Axenrichtung fallenden Componenten
mufs gleich Null fein, d. h.

o:P—/Ndf.

2) Die algebraifche Summe der ftatifchen Momente fimmtlicher Krifte be-
zogen auf die Axe OY mufs gleich Null fein. Das Moment der dufseren Krifte
in Bezug auf die Axe OY, welche fich in der Ebene ZX im Punkte O projicirt,
it M = PE; das ftatifche Moment einer im Abftande z von der Axe O Y wirken-
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den Faferfpannung NV df ift gleich Vz df; folglich die Summe aller Momente der
Faferfpannungen gleich/Nz df und

on_szdf oder M= [Nzdf

Das negative Vorzeichen ift fiir das Moment der Faferfpannungen gewihlt,
weil Gleichgewicht nur moglich ift, wenn beide Momente entgegengefetztes Vor-
zeichen, alfo entgegengefetzte Drehrichtung haben.

3) Die algebraifche Summe der ftatifchen Momente fimmtlicher Krifte be-
- zogen auf die ZZ-Axe mufs gleich Null fein. In Bezug auf diefe Axe haben die
aufseren Krifte kein Moment, weil diefe Axe in der Ebene der dufseren Krifte
liegt, diefelben alfo fiir diefe Axe den Hebelsarm Null haben. Die Faferfpannung
N d f hat in Bezug auf die Axe ZZ das Moment Nd f y; folglich mufs

0= / Nydf
fein. Die Integration ift iiber den ganzen Querfchnitt auszudehnen,

Durch die Faferfpannungen entftehen Lingendnderungen, welche wir als der
erften Potenz von y und z proportional annehmen konnen, d. h. wir konnen, wenn
d x den urfpriinglichen Abftand zweier Querf{chnitte vor der Deformation, A & x die
bei der Deformation erzeugte Aenderung des Abftandes in einer Fafer mit den
Coordinaten y und z bezeichnet, fetzen:

Adx
25 —*TBr+rz,

worin «, 3 und y vorldufig unbekannte Conftante find.
Adx N

Nach Art. 279, S. 246 ift — =7

N=FEo+EBy+Eqvz=a+by+cz,
wenn @, 4 und ¢ noch zu beftimmende Conftante find. Zur Beftimmung der
letzteren dienen die aufgeftellten drei Bedingungsgleichungen. Wird der Werth
fir /V in diefe Gleichungen eingefetzt, {o ergiebt fich, da @, & und ¢ fiir die In-
tegration conftant find,

P:a/'azf+ bfy df+c/zdj,
M:a/zdf+b/yzdf+ c/.z? if,
0 == a/'yder&/y? df+ f/}z df
/‘yz df ift identifch mit dem in Art. 313, S. 269 gefundenen Ausdruck
/.y z‘df: H; ferner i{’c‘/‘z2 df=F und /y‘z df= ¥, Da ferner der Anfangs-
punkt der Coordinatenaxen im Schwerpunkt liegt, fo ift nach der Schwerpunkts-
lehre /za’f:() undfydf:().
Bezeichnet man endlich/ df=F, fo ift
P=aF, M=bH4+cF und 0=05 +c H.

demnach
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Daraus efgeben fich fiir 2, 4 und ¢ folgende Werthe:

a—-£ P HM und 6 — F M
T F T H—F5% - ¥H -
und demnach
H]U_y }', ]lfz M (_‘71 z— y)
V_ — o s o, .

Bei der in Fig. 105 gezeichneten Rlchtung und Lage der idufseren Krifte ift die Axialkraft 7 im
Punkte O ein Druck; auch erzeugt das Moment A/ fiir fich allein in den Fafern oberhalb ¥ ¥ Druck.
Es werden alfo hier, wenn die Z-Richtung nach oben als die pofitive eingefiihrt wird, die pofitiven Werthe
von NV Druck, die negativen Werthe Zug bedeuten; umgekehrt wire es bei der entgegengefetzten Rich-
tung der Kraft . Bei Anwendung der Gleichung 57. ift alfo Vorficht nothig.

Wenn die Kraftebene den Querfchnitt in einer Symmetrieaxe f{chneidet,
alfo die Z-Axe eine Symmetrieaxe ift, {fo ift nach Art. 314 (S. 270) Z = 0, dem-
nach

Mz

=L
N‘F?"’ . » 59

Diefe Gleichung ftimmt mit der unter den gleichen Annahmen in Art. 296,
S. 261 entwickelten Gleichung 33. iiberein.

Die in den Art, 318 u. 319, S. 273 u. 274 fiir die neutrale Axe gefundenen 324.
Refultate gelten nur fiir den Fall, dafs die Kraftebene den Querfchnitt in einerﬂiﬁ'ﬂﬁfﬁf
Hauptaxe {chneidet. Ift diefe Vorausfetzung nicht erfiillt, fo ift die Spannung in  Ase
irgend einer Fafer mit den Coordinaten » und 2 nach Gleichung 57. zu er-
mitteln,

Bei der Entwickelung diefer Gleichung war als Z-Axe die Linie gewihlt, in
welcher die Kraftebene den Quer{chnitt {chneidet, als Axe der Y die im Schwer-
punkt des Querfchnittes normal zur Z-Axe gezogene Axe. Nun ift M = P¢,
demnach

P Fz FE(Fiz — Hy)
V=gt P =5 1+ ]

Es empfiehlt fich, die beiden durch den Schwerpunkt des Querfchnittes ge-

legten Hauptaxen als Coordinatenaxen zu wihlen; die-

59-

felben mogen die U- und V-Axe der Fig. 106 fein und Fig. 106.
mit den beiden Axen der Y und Z bezw. den Win- 7
kel o einfchliefsen. ’ -.---+E
Um den Ausdruck fiir V auf die neuen Axen be- ;
zogen zu erhalten, hat man die Werthe von ¥, % und K

H durch o und die Trigheitsmomente fiir die Haupt-
axen, ferner die Coordinaten y und z durch #, v und o
auszudriicken. Das Trigheitsmoment fiir die U-Axe
fei A, dasjenige fiir die V-Axe fei B; alsdann ift nach
den Gleichungen 48. des Art, 315, S. 271
Fy = Acos *o. - Bsin o = ¥, 4
f}’Z:Asin *a + B cos o = A,
= (A — B) sin a cos a;
ferner nach Flgur 106:
2= cos o — zsin o. und y—z¢cosa+vsxna Z

vV
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Setzt man die eben gefundenen Werthe fir ¥, ¥, /Z, z und y in den Aus-
druck fiir V (Gleichung 59.), fo ift )
P P [1 + pe (4 sin ‘la-—{—_)b’ cos 2a) (vﬁcosm —u iin o) — .(A-— B) sin o, coscf (u caos o+ o sin a))]
F e (4 sin %o 4 B cos %a) (A cos *a. + 5 sin *a) — (4 — B)? sin %o cos %n)
Die Ausfuhrung der Multiplication ergiebt

P &
N:—F[l—{—~F—;(Bvcosa—Ausina)] o w w w = 00

4

Dies ift der allgemeinfte Ausdruck fur die axialen Faferfpannungen; darin be-
zeichnet oo den Winkel, welchen die Durchfchnittslinie der Kraftebene und der
Querfchnittsebene mit der F-Axe bildet, und & den Abftand des Durchfchnitts-
punktes der Refultirenden R mit der Querfchnittsebene vom Schwerpunkt O des
Querf{chnittes.

Fiir diefelbe Lage der Refultirenden 7 find & und o conftant, alfo V nur
mit v und # variabel,

Falls =0 ift, ergiebt fich aus Gleichung 6o. fiir 2V, weil fodann & = oo ift,
der unbeftimmte Ausdruck N =0.o0. In diefem Falle fithrt man fiir P& wieder
M ein und hat:

P m

zV:-F—+—ﬂ—(Bvcosa—Aztsina).
Fiir =0 ift fodann
7 COS 0. % sin o.
N:M(A ) I

Alle Punkte des Querfchnittes, in denen eine gleiche axiale Fafer{pannung,
etwa C, ftattfindet, geniigen der Gleichung:

P FE .
C:T[l—'rA—B—(Bvcosa—Ausma)], T o

liegen alfo auf einer Geraden, weil die einzigen Variabelen v und # nur in der
erften Potenz vorkommen. Die Auflofung der Gleichung fiir € nach v ergiebt
g g g S _F) A

B PFEcosa

Die fimmtlichen Punkte, in denen die axiale Faferfpannung, alfo die Grofse C
gleich Null wird, liegen demnach gleichfalls auf einer Geraden, deren Gleichung
erhalten wird, wenn in Gleichung 62. C =0 gefetzt wird. Man erhilt alsdann die
Gleichung der neutralen Axe:

62.

) — t _—_—A
v=pr8e— FEcosa

Wir nennen den Winkel, welchen die Neutrale mit der U-Axe einfchliefst, ¢;
alsdann ift

63.

A
tgc‘ozftga..........@;.

Bezeichnen wir ferner den Abftand desjenigen Punktes, in welchem die
Neutrale die J-Axe {chneidet, mit &, fo ift:
A
ST FéEcosa ’
Aus Gleichung 62. folgt, dafs die Gerade, welche alle Punkte mit der Span-
nung C enthdlt, mit der Axe einen Winkel bildet, deffen Tangente gleichfalls

65.
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= % tg o ift; diefe Linie ift alfo parallel zu der neutralen Axe. Daraus folgt der

Satz: Alle Querfchnittspunkte, in denen gleiche axiale Faferfpannung ftattfindet,

liegen auf Geraden, welche zur neutralen Axe parallel find.
Gleichung 64. giebt ein bequemes Mittel, die Lage der neutralen Axe zu conftruiren. Zeichnet
man fiir den betreffenden Querfchnitt die Ellipfe der Trig-
heitsmomente (Fig. 107; %iehe Art. 317, S. 271), fo find die Fig. 107.
beiden Halbaxen bezw.

= a und

2

VY K
— —= = s
V4 V3
Die Gleichung der Ellipfe ift bekanntlich —:—: + é = 1;
und die trigonometrifche Tangente des Winkels, welchen die
geometrifche Tangente an die Ellipfe in einem Punkte mit den
Coordinaten # und z mit der (-Axe einfchliefst, ift
dv u b?
du  vad®
Die Coordinaten des Punktes D feien — #; und 7;;
alsdann ift fiir die Tangente in diefem Punkte:

a’z'_;to _bgul_ézt
du D?’_an_aZ g o
Aus den oben ftehenden Gleichungen fiir ¢ und ¢ folgt 4

Kz i?
A:a_2 und BZF;

fonach ift nach Gleichung 64. fiir den Winkel ¢, den die neutrale Axe mit der U-Axe einfchliefst,

52
tgg:?tga:tgﬁ. . NN R T o ® 0o@ . 66.

Die neutrale Axe ift fonach parallel zu der Tangente, welche in demjenigen Punkte an die Ellipfe
der Trigheitsmomente gelegt wird, in welchem die Schnittlinie der Kraftebene und des Querfchnittes die
Ellipfe fchneidet. Die neutrale Axe ift alfo parallel zur Tangente in D.

Um die Lage der Neutralen zu finden, ift & nach Gleichung 65. zu ermitteln. Bequemer ift es,
den normalen Abftand der Neutralen von dem Schwerpunkte, d. h. ¢ einzufilhren. Es ift

A
S .

c:dcoszp:—mco .

A
Ift die Trigheitsellipfe fo conftruirt, dafs A = VTB ift (fiehe Art. 317, S. 272), alfo nach

Fritherem 4 — F£4? ift, fo ergiebt fich

4 cos ¢ b
— ? oder =— i s o8 ioom omew ow 00
Ecosa b cos @ £ cos a

&=

Diefe Gleichung fiihrt zu folgender Conftruction der Strecke ¢. Durch den Angriffspunkt £ der
Mittelkraft ziehe man die Linie £ £; parallel zu U U, ferner durch C eine Linie parallel zu der Rich-
tung der neutralen Axe und fille von O die Normale O 4 auf diefe Linie. Alsdann it O £; = & cos o
und O H = b cos g.

Man verbinde nun A mit £y, ziehe durch C die Linie C Z parallel zu £; Z; alsdann ift

oL ocC a oL b

OH=0E1 ke bcoscp:E,cosa '
Macht man nunmehr O Z; = @ Z, {o ift Z; ein Punkt der ueutralen Axe und die Gerade NV NV
die neutrale Axe felbit.
Eine andere Conftruction der Neutralen ergiebt fich wie folgt. Es ift #e? = A cos 2p + Bsin %y
= F 4% cos % -f Fa%sin?p, fonach

2 2
e? = % cos 2¢ 4+ a® sin 2¢ = 4% cos %p (l —{—% tg%p) = 4% cos %9 (1 -{-%tg;ptg(p).

; fonach O L = ¢.




Nach Gleichung 66. ift

tg o =

=4rcos?g (1 + tgatgo)

Aus Gleichung 66,. ift

. 108.

72 cos ¢

COoSs m.

2

b_
a_ztg"’ fonach tg o = tg o

&% cos % (

[§]
o2]
[§)

[

a

7 daher
"€os 7. cos p - sin o sin @ 5% cos @
; = " cos (p — ).
COs 7. COS @ Cos o '
.
= —c¢§&, alfo & = — c&cos (g — ),

d. h. ¢ ift die mittlere geometrifche Proportionale zwifchen ¢
und § cos (v — o) (vergl. Fig. 108).

Man lege durch £ eine Linie parallel, durch O eine
Linie normal zur Richtung der neutralen Axe; alsdann ift
LCOE=9—oudCO = §cos (p — w), ferner 0 # = ¢.

Man mache nun auf der Axe OX; OH' = OH =,
ziehe CAH' und durch A’ die Normale #Z'Z' zu CH'.
Alsdann ift O L' = — ¢; denn es ift OH? = CO. CTE,
9 __ h Wl b o ¢
daher ¢2 = §cos (¢ —a) OZ und O L' = Eoos (o — ) b= &
= — .

Die durch Z; parallel der Axe Xj X; gezogene Linie
ift die neutrale Axe. .

Fillt der Punkt £ in die Hauptaxe V'V, ift es etwa
E", fo giebt die Axe U U die Richtung der neutralen Axe;
alsdann ift auf OU OC" = 4 abzutragen, ferner E" C'*'
und durch C" eine Normale zu £ C'' zu ziehen, welche
V V in L' {chneidet. L' ift ein Punkt der neutralen Axe.
Diefe Conftruction ift oben bereits angegeben worden.

Beifpiel. Es fei die neutrale Axe fiir ein gleichfchenkeliges Winkeleifen (Fig. Iog) von 10cm

SEREER RS

einer Hauptaxe,

Scherkellinge und 10 mm Schenkelftirke zu ermitteln. Die
Belaftungen wirken normal zur Richtung des einen Schenkels;
der Schwerpunkt S fei bekannt; die Kraftebene fchneide
den Querfchnitt in der Linie Z' Z'.

Die eine Hauptaxe U theilt den Querfchnitt fym-
metrifch, die zweite /7 V fteht in S normal zur erften. Es
ift zunichft die Centralellipfe zu conftruiren. Esift # = 19,s,
A= Fy=287 uwnd B = Fpy = 73; daher

A4 287 .
b_l/——F == m = 3,87 und

a*l/-é,_——M-l/——,;3 = 1,95
- F 19. 7

Die Z-Axe f{chneidet die Centralellipfe in D; die
neutrale Axe ift alfo nach Art. 324, S. 281 parallel der
durch O an die Ellipfe gelegten Tangente 7°7.

Es wire noch ¢ zu ermitteln. Die angegebene Con-
ftruction ergiebt S L; = c.

Die Gleichungen 61. bis 64. ergeben fiir die neutrale Axe noch folgende
Refultate :
1) Fir @ = 0 fillt der Punkt Z in die F-Axe, f{chneidet alfo die Kraftebene den Querfchnitt in

Alsdann ift

A
tgg;:z)—tga:o, daher ¢ = 0,

d. h. die neutrale Axe ift parallel zur U-Axe!%?), Es ift nunmehr

160) Der Beweis hierfiir wurde in Art. 318, S. 273 auf anderem Wege gefunden.
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e A EE P
FE F§ §

Fiir £ == oo ift die Refultirende dem Querfchnitt parallel und fodann & = 0, d. h. die neutrale
Axe geht durch den Schwerpunkt.

2) & und ¢ liegen ftets an derjenigen Seite des Schwerpunktes, an welcher Z nicht liegt.

3) Fir o =90 Grad, d. h. fir die Lage des Punktes Z auf der U-Axe, ift tgg = o,
v = 90 Grad, d.h. die neutrale Axe ift parallel zur 7-Axe. Alsdamn ift 4 = — F%} = — o0, d. h.
der Schnittpunkt der neutralen Axe mit der 7-Axe liegt in unendlicher Entfernung, oder, was das Gleiche
ift, diefe beiden Axen find einander parallel, was eben auch auf anderem Wege gefunden worden ift,

Beifpiel. Wenden wir obige Sitze auf die Dachpfette in Fig. 110 an, fo ift die Belaftung
vertical , alfo auch die Schnittlinie der Kraftebene mit der Quer- )
fchnittsebene eine Verticale; diefelbe bilde mit der Hauptaxe V V7 Fig. 110.
den Winkel «. Die Axialkraft 2 fei Null, das Moment fiir den
zu betrachtenden Querfchnitt #7. Alsdann ift nach Gleichung 60,.

N= M(

‘v cos a 2 sin o.
4 B

Diefe Gleichung kann auch folgender Mafsen abgeleitet wer-
den. Durch den Schwerpunkt O des Querfchnittes find drei
Coordinatenaxen gelegt: die U- und V-Axe, welche mit den Haupt-
axen zufammenfallen, die X-Axe, welche normal zur Quer{chnitts-
ebene, hier horizontal ift. Das in der Verticalebene wirkende
Moment 47 kann man in zwei Seitenmomente zerlegen, deren eines
M cos 0. in der VX V-Ebene, deren anderes — A/ sin o« in
der UXU-Ebene wirkt, Die Ebenen diefer beiden Seitenmomente
fchneiden den Querfchnitt in Hauptaxen; jedes einzelne erzeugt alfo in den einzelnen Fafern Spannungen,
welche nach Gleichung 34. zu berechnen find. In der Fafer mit den Coordinaten 2 und z entftehen
nach Gleichung 34. durch das Moment A7 cos « allein die Spannungen

67.

No— Mzvcosa  Muvcos o
1= 6 = = )
durch das Moment — A/ sin o allein
M u sin o w M sin o,
Ny = — —————— = —
Fv B

Zufammen genommen wirkt alfo, da beide Momente gleichzeitig vorhanden find, in einer Fafer mit
den Coordinaten z und 7 eine Spannung (wie oben):

T COS o 2 sin o
N=M —
( 4 B ) 61
Ueber die Form des Querfchnittes find bislang noch keine Annahmen gemacht worden.
& wird gleich Null fiir ) = o LG X , fonach
4 B
A
v:—B—utgr/.,............68.

* Dies ift die Gleichung der neutralen Axe, und zwar die Gleichung einer Geraden.

Fir # = ( it » = (; die neutrale Axe geht alfo durch den Anfangspunkt der Coordinatenaxen,
d. i. durch den Schwerpunkt.

Fiir die weiteren Unterfuchungen ift eine beftimmte Quer{chnittsform zu Grunde zu legen.
1) Fiir den rechteckigen Querfchnitt (Fig. 110) ift nach Art. 307, S. 266

o3 B
) A= 19 und B = 5
e , . 92 :
fonaly W= 18 ,1/(‘/ coso sm“u) _ 12 47 chsa s 1151§a)'
. b i3 V2 ok 2 52
AV hat feine grofsten Werthe
b V] b &
fﬁru:—?,v:—{———z— und fiir u:—{-?,w:—?.

161) Der Beweis hierfiir wurde in Art. 319, S. 274 auf anderem Wege gefunden.
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Fiir die erften Werthe ift:

. 1237 (% cos o é sin o
Noypax = 7 5 55 ) = (o cosa -+ hsinw) . . . . 60,.
Eben fo ergiebt fich
M
ot = — o2 R
= R

Bei der gewdohnlichen Drehrichtung der Momente, welche mit derjenigen der Fig. 105 iiberein-
ftimmt, wiirde, wenn die z, bezw, v nach rechts, bezw. nach oben als pofitiv eingefiihrt werden, Nyax
der grofste Druck und Nz, der grofste Zug fein.

Die Gleichung der neutralen Axe wird hier (fiehe Gleichung 68.)
; b 13 i i?
v ——p¥igns

Da die neutrale Axe durch O oeht fo geniigt fiir die Conftruction derfelben die Auffuchung eines

6{,utgu..........7o.

2
macht man ¢ d = #;, {o ift Z ein Punkt der neutralen Axe, und O 4 giebt die neutrale Axe felbft.

. b . b
ihrer Punkte, Fir u = — ift o = 2& tg «. Trigt man alfo z; als Ordinate fir 2 = . ab, d. h.

b
7y ift leicht wie folgt zu conftruiren, Von f aus trage man auf der /~Axe fg = 5 ab, ziehe ¢ ¢

V]
und durch O eine Linie parallel zu ¢ g, fo erhilt man f7 = 2;; denn es it ¢f = 5 tg o und

y/: =
ef _if 5 _—2— S L. Atge
- =3 fonach 7 /= 5 ef; ‘Thieraus folgt 7/ = 52 = 71+
2 2 2

Fiir die Berechnung von Pfetten mit rechteckigem Querfchnitt ift fonach Gleichung 69,., bezw. 69s.
zu Grunde zu legen.

] Y/
2) Auch beim I-formigen Querfchnitt (Fig. 111) findet Nyen fir 2 = — 50 v =+ % und
Nopg fiir =g v = — % ftatt, weil fir diefe correfpondirenden Werthe die Variabelen # und z in
der Gleichung fiir /V gleichzeitig ihren grofsten Werth haben.
Fig. 111, Demnach ift nach Gleichung 67:
cos . bsing \ -
B —M( SEE _27) nd

% cos o bsin o

j\mmﬁ‘ﬂ]( + 9B : 5w e Ty

Angenihert ift, wenn # = & ¢, nach Gleichung 44.

3 2 3 2
A:(fJFTI))%_ vl e tfs = fsb ’

Nopagxr = M h C(;SIU' + 3 ;}lbl o ) )
(7+ ) A

by
Wird im erften Summanden des Klammerfactors — GI) vernach-

fonach

liffigt und /42 ftatt §? gefchrieben, fo wird:

B cos o 3 sin o
Nzax = M (7 -+ ifT und

M ( cosa 3 sin o
N = 4 4 )
b R S N 6

%3,
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d) Schubfpannungen; elaftifche Linie.

Aufser den oben ermittelten axialen Faferfpannungen /V treten bei ver- 325.
fchiedenen Belaftungszuftinden der Balken auch noch Schubfpannungen auf, von HO;;::;?IC
denen hier zunichft die horizontalen Schubfpannungen betrachtet werden mogen, fpannungen.

Angenommen, die Axialkrifte P feien gleich Null, und es follen die horizontalen
Schubfpannungen ermittelt werden, welche in derjenigen Fafer{chicht zwifchen den

unendlich nahe an einander gelegenen

Querfchnitten 77 und /777 (Fig. 112) Fig. 112,

wirken, die um z, iiber der Balkenaxe e Z

liegt. Dabei follen die vereinfachenden | | - —— dry
Annahmen gemacht werden, dafs die a,TjIWR ”,(‘ 5 ‘/R‘a
Querfchnitte 77 und 77 /7 einander gleich | 51 Hix
feien, dafs die horizontale Schub{pannung ﬂ W

pro Fldcheneinheit in der ganzen Breite [ _[_____________\

der Fafer #z conftant fei und dafs die I 7 Z

Kraftebene fammtliche Querfchnitte in
Symmetrieaxen fchneide.

Auf den Theil des Balkenftiickes zwifchen 77 und 777/, welcher oberhalb der
Faferfchicht 77 liegt, wirken zwei Krifte, nidmlich normal zur Ebene 77 die

Summe R der axialen Faferfpannungen und normal zur Ebene /777 die Kraft
R+ dR Nun ift

R:/Rl/a,’f,
21

und da nach Gleichung 34. N = g z ift,

1

a ay
o MtdM
R:ny x4 und R—}—a’R:Z——},—zdf.

Die Differenz der beiden Krifte £ und R + & R ift gleich ihrer Refultirenden;
mithin ift die auf das Balkenftiick wirkende axiale Faferfpannung

a a1
R+ar—R=[ XXX L5 [ X our
z1 zZ1

Fiir die Integration zwifchen 2, und @, find M, d M und ¥ conftant; diefe
Werthe konnen alfo vor das Integralzeichen gefetzt werden, d. h, es ift

a ay ay
: iy
dkzﬁ?‘ﬂ/zd/—_‘;—/zdf:%/zdﬁ
21 21 21

Damit das betrachtete Balkenftiick im Gleichgewicht fei, mufs die algebraifche
Summe der auf daffelbe wirkenden Horizontalkrifte gleich Null fein; es mufs alfo
noch eine Horizontalkraft auf das Balkenftiick wirken, welche der Grofse nach
genau gleich der obigen Kraft 4 R, der Richtung nach derfelben entgegengefetzt
ift. Diefe Kraft kann nur in der horizontalen Faferfchicht wirken, mittels deren
diefes Stiick mit dem anderen Balkentheil zufammenhingt, d. h. in der um gz,
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iiber der neutralen Axe liegenden Schicht. Lings diefer Schicht entfteht demnach
eine Schubfpannung. Wird die Grofse derfelben pro Lingeneinheit des Balkens
mit /7 bezeichnet, fo betrdgt fie fiir 4 » Lingeneinheiten /4 x, und es ergiebt
fich fir die Ermittelung von /7 die Bedingungsgleichung:

a;
Ha’x:dR:ﬁ';_/[.[zdf wmd H=22L 1f af.

d M

Nach Gleichung 28. (Art. 295, S. 258) ift e Q; demnach
ay
o
H= = BF « & & 8 4w w & @ o X
= {z / 73

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen bedeutet: Es foll fiir jedes Fldchen-
theilchen &/ zwifchen den Ordinaten 2, und @, das Product aus diefem Flichen-
theilchen in feinen Abftand von der Schwerpunktsaxe gebildet und die fammtlichen
Producte follen addirt werden.

Man nennt bekanntlich diefes Integral das ftatifche Moment der Fliche
zwifchen den Ordinaten z; und @, bezogen auf die Schweraxe. Setzen wir nun

a
\S‘al:/zdf,
21
2]
fo wird
ay
H= Q = ; x 74

Die horizontale Schubfpannung pro Liangeneinheit fiir irgend eine Fafer-
{chicht wird demnach erhalten, indem man die Transverfalkraft fiir die betreffende
Stelle mit dem auf die neutrale Axe bezogenen ftatifchen Moment des Querfchnitts-
theiles oberhalb der beziiglichen Faferfchicht multiplicirt und diefes Product durch
das Tragheitsmoment des ganzen Querfchnittes fiir die neutrale Axe dividirt,

Aus Obigem folgt:

1) In demfelben Querfchnitt find Q und ¥ fiir alle Fafern conftant; mithin ift
die Grofse der horizontalen Schubfpannung pro Lingeneinheit des Balkens an den ver-
{chiedenen Querfchnittsftellen von der Grofse des Ausdrucks fiir S abhingig. # wird
fir diejenigen Fafern am grofsten, fiir welche S feinen grofsten Werth hat. Das
ftatifche Moment des oberhalb befindlichen Flichentheils ift am grofsten fiir die

horizontale Schweraxe; dort ift es gleich S:l. Am kleinften ift S fiir die dufserften

Fafern; denn dafelbft ift es gleich S = 0.

Die horizontale Schubfpannung pro Liangeneinheit des Balkens ift demnach
am grofsten in der horizontalen Schweraxe; fie ift gleich Null in den am weiteften
von derfelben entfernten Faferfchichten, d. h. in den gefpannteften Fafern.

2) Der in Gleichung 74. gefundene Ausdruck giebt die Gréfse der Schub-
fpannung pro Lingeneinheit an. Diefe Schubfpannung vertheilt fich iiber die
ganze Breite der Faferfchicht, wie man in den Fillen der Praxis meift annehmen
kann, nahezu gleichmifsig. Ift demnach die Breite des Querfchnittes in der Hohe
der betrachteten Faferfchicht gleich zo, fo vertheilt fich der gefundene Werth /A
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iiber 2 .1 Flicheneinheiten, und es ergiebt fich als Schubfpannung pro Flachen-
einheit:

(¢

@—LU?..........75.

Im Nachftehenden follen fiir einige, im Hochbauwefen hdufiger vorkommende
Querfchnittsformen die horizontalen Schub-
{fpannungen beftimmt werden.

1) Fir den rechteckigen Querfchnitt r——b——s
(Fig. 113) liegt die horizontale Schwerpunktsaxe in 5 i i
halber Héhe. Die horizontale Schubfpannung in der ' 3
Hohe z; iiber der neutralen Axe ift nach Gleichung 74. 4 z
zu beftimmen, y— 2 by

Fiir den vorliegenden Querfchnitt ift

i %!
s — sT = [¥.4f und, da df=éba 5‘
gy O = zdf und, da df = Z, -
21

3
Da ferner ¥ = % , wird nach Gleichung 74.

2(4 ‘”“) 60 (# 601 (=
= =i | —— — Gy — - — —{ — . . . 6.
& e 7B U4 1) h [4 /z) A
12

In diefem Ausdruck ift nur eine Variabele z;; alle andern Factoren find fiir fimmtliche Fafern des
Querfchnittes conftant. Trigt man demnach fiir jede Fafer die Grofse der in ihr pro Lingeneinheit ftatt-
findenden Horizontal-Schubfpannung als Ordinate graphifch auf und verbindet die Endpunkte derfelben, fo

erhilt man als Verbindungslinie eine Curve, die Curve der Gleichung 76. Die Form der Gleichung zeigt,
dafs diefe Curve eine Parabel ift.

y : 6 3 " b, 6 Q
Furz1:01ﬁ[z’o:b’,,mx:4§: 23, und fiir 21:—2—1ﬁ:H{:: (4 4)——0
Die Horizontalfpannung pro Flicheneinheit lings der einzelnen Fafern ift = 7, d. h.

.{)_——[—-—( )] ferner @g_m und @2:0.

Die in Fig. 113 gezeichnete Curve giebt alfo auch die graphifche Darftellung der pro Flichen-
einheit ftattfindenden Horizontal-Schubfpannungen.

2) Fiir den fymmetrifchen I-férmigen Querfchnitt (Fig. 114) liegt die horizontale Schwer-
punktsaxe gleichfalls in halber Hohe. Die Gréfsen Q
und ¥ find fiir alle Fafern deffelben Quer{chnittes conftant,
mithin #Z mit S verinderlich. Fiir irgend eine Fafer
des Steges in der Hohe z; tiber der neutralen Axe ift
nach Gleichung 74.

) (g_t_zl.:)d(_;_—t+21)]
N 2 !
H= —g;[é————t (/;_ 2 +§((g —t) — zﬁ)] 77.

Ein anfchauliches Bild der Verinderlichkeit der
horizontalen Schubkrifte erhilt man, indem man fiir jede
Fafer die in ihr herrfchende Schubfpannung als Ordinate

v

326.
Rechteckige
Querf{chnitte.

327.
I-formige
Quer{chnitte.
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auftrigt. Da der Quotient % conftant ift, fo kann derfelbe vorliufig bei Seite gelaffen werden, und

man kann fich auf das Auftragen der Werthe fiir .S befchrinken.

Wire das Rechteck von der Breite 4 und der Hohe 4 vollftindig, fo wiirde man als graphifche
Darftellung der Veridnderlichkeit von S eine Parabel erhalten (fiehe Art. 326, S. 287), deren Ordinate
in der Hohe z, iiber der neutralen Axe wire:

3
2 b (A
§ = / dfs = _( _ 2)
J =TT
z
- : . 5 bR X /. . ; .
Fiir z; = ( ift die Ordinate S, = g fir z; = 5 ift die Ordinate S; = (. Demnach ift

2
die Parabel leicht zu conftruiren. Diefelbe ift in F ig. 114 in a3 3 ¢ gezeichnet.

Fiir die Fafern nun, welche der oberen und unteren Gurtung angehéren, ift das ftatifche Moment
7
Sz des iiber demfelben liegenden Querfchnittstheiles beim I-férmigen Querfchnitt genau eben fo grofs wie
21
beim vollen Rechteckquerfchnitt. Fiir diefe Fafern find alfo die Ordinaten der Parabel a3y 3¢ die
richtigen. Der Theil der Parabel o3 und 3 ¢ ift alfo auch fiir den I-férmigen Querfchnitt die graphifche
Darftellung der S. Es eriibrigt noch die Darftellung der Werthe von S fiir die Fafern des Steges. Wire
nur das Rechteck von der Breite 7 und der Hohe %, vorhanden, fo wire nach Obigem die graphifche
Darftellung von S eine Parabel der Gleichung

d
K — § (}112 _— 4212).

In Folge der Gurtungen kommt aber fiir jede Fafer noch das ftatifche Moment der Gurtung, d. h.
der Rechtecksfliche 4# bezogen auf die neutrale Axe hinzu. Diefes ift aber foeben bereits in den
Ordinaten ¢3 und 3 gefunden. Um diefen conftanten Summanden werden die Ordinaten s zu ver-
mehren fein, was am einfachften dadurch gefchieht, dafs man die Parabelordinaten der obigen Gleichung

d
$= (212 — 4%?) von der Linie 83 aus abtrigt.

2 V)
In der neutralen Axe ift z; — (), daher s, = %; fiir die Abfciffe G —21— ift

d A2
s:?(}zl‘l—4—4—l = 0.

Aus diefen Werthen ift die Parabel leicht in der bekannten Weife zu conftruiren. Es ergiebt fich
die Parabel 8¢ 3. Die horizontale Schubfpannung pro Lingeneinheit findet man daraus durch Multiplication
' ool B

der fiir S gefundenen Werthe mit % In den meiften Fillen ift & fehr klein und eben fo

die Flanfchenftirke ¢ verhiltnifsmifsig gering gegen 2. Man kann fodann ohne merklichen Fehler die
Curve fiir S durch die gebrochene aus geraden Stiicken zufammen gefetzte Linie « 3 § = erfetzen. Es ift

b (A2 MY b . _ 6 (A& _ 6t
s\7— _—8~<11_/zl, &+ h) = 4( 5 )(h+ln)— 1 (& + H).

eR =
S —

Alsdann ift in der horizontalen Schwerpunktsaxe nahezu

_Qbt (h+R)
B= s

Sei wieder der Abftand der Flanfchenfchwerpunkte fj, der Flanfchenquerfchnitt 47 = £, fo ift

Myt gn m= 279

= 27
Fiir ¥ den Werth aus Gleichung 44. eingefetzt, giebt
G BIY B o

(+) T



289

Ift d—(;’— gegeﬁ £ klein, fo ift nahezu

Q
Hb.............78,.

Die Ordinaten in Fig. 114 geben die horizontalen Schubfpannungen pro Lingeneinheit des T'rigers
an; die Schubfpannung pro Flicheneinheit wird erhalten, indem man die pro Lingeneinheit ftattfindende
durch die Anzahl der auf eine Lingeneinheit kommenden Flicheneinheiten dividirt, d. h. durch die Breite
des Querfchnittes in der betreffenden Fafer. Man erhilt fodann die gleichfalls in Fig. 114 gezeichneten
Ordinaten als horizontale Schubfpannungen pro Flicheneinheit. In den Flanfchen ift die Breite, alfo der
Divifor grofs, mithin die Spannung klein; umgekehrt ift es im Stege.

3) Querfchnitt der Blechtriger. Bei den aus einem einzigen Stiicke beftehenden Quer-
{chnitten werden die in den einzelnen Fafern wirkenden horizontalen Schubfpannungen durch den Widerftand
aufgehoben, den der Zufammenhang der Fafern dem Verfchieben entgegen ftellt; die Querfchnitts-
dimenfionen find demnach fo zu wihlen, dafs die erlaubte Beanfpruchung auf Schub nicht iiberfchritten
wird, Ift dagegen der Querfchnitt aus mehreren Theilen zufammengefetzt, fo miiffen die in den Fugen
zwifchen den einzelnen Theilen entftehenden Schubfpannungen durch kiinftliche Mittel aufgehoben werden.
Bei den Blechtrigern dient dazu der Abfcherungswiderftand der Niete. Die Niete find demnach fo zu
beftimmen, dafs ihr Schubwiderftand die auftretenden Schubfpannungen aufhebt. Um defshalb” den Ab-
ftand der Niete zu ermitteln, welche zur Verbindung der Lamellen mit den Winkeleifen dienen, fuche
man die pro Lingeneinheit in der Fuge ez a (Fig. 115) ftattfindende
Schubfpannung auf die oben gezeigte Weife, durch Rechnung oder
graphifch.

e Qs g ’

Es ift wieder #Z = —7-, worin S das ftatifche Moment der
Lamellenfliche bezogen auf die neutrale Axe bezeichnet. Nennt man
den Abftand der Nietbolzen ¢, fo ift die Gefammt{chubfpannung auf
die Linge ¢ gleich j

x+e x+e
Y
—Qy—dx:—:;?. Q'd %.
& X

Allerdings #ndert fich Q mit x; doch kann man / Q dx = Qe fetzen, wenn Q7 den Mittelwerth
von Q auf der betrachteten Strecke ¢ bedeutet, Mithin ift die gefammte Schubfpannung auf diefer Strecke

-; Qre.

Diefe Schubfpannung ift durch zwei einfchnittige Niete aufzunehmen, deren Widerftand gegen Ab-
fcheren nach Art. 292, S. 254

a2 i

dx T
4

ift, wenn 7 die erlaubte Schubbeanfpruchung pro Flicheneinheit der abzufcherenden Fliche ift. Durch
Gleichfetzung beider Werthe erhilt man eine Gleichung fiir ¢:

Qs 2d % T dn TF

—Se=——— und ¢ = — >,

7 4 2078
Je grofser Qy ift, defto kleiner wird ¢, defto niher find alfo die Niete zu fetzen,

Die angegebene Berechnung ift nur fiir die horizontalen Fugen genau; fie- kann -aber mit - hin-
reichender Genauigkeit auch fiir die verticalen Fugen, alfo zur Beftimmung der Niete dienen, welche
die horizontale Schubkraft in den verticalen Fugen aufzunehmen beftimmt find. Fiir diefe Berechnung ift
fodann unter S das ftatifche Moment desjenigen Theiles der Querfchnittsfliiche zu verftehen, welcher durch
die Niete mit der Blechwand verbunden wird, alfo die Querfchnittsfliche der Winkeleifen und der Lamellen,

Um fiir die verticalen Schubfpannungen einen Ausdruck aufzuftellen, fei ein
horizontaler Balken (Fig. 116) vorausgefetzt, auf den nur verticale Belaftungen
wirken. Auf den Balkentheil links von einem beliebigen Querfchnitt /7 wirkt eine
Anzahl &dufserer Krifte, die zu einer Refultirenden, der fog. Transverfalkraft Q
vereinigt fein mogen. Damit diefes Balkenfragment im Gleichgewicht fei, mufs die

algebraifche Summe der auf daffelbe wirkenden Verticalkrifte gleich Null fein. Die
Handbuch der Architektur. I 1. 19

W=

328.
Blechtrager-
Querfchnitte.

329.
Verticale
Schub-
fpannungen.
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Kraft Q ift allgemein nicht gleich Null; es mufs alfo am Fragment noch_ eine
verticale Kraft wirken, welche der Kraft Q entgegengefetzt gerichtet, ihr an Gréfse
aber genau gleich ift, d. h. mit Q zufammen die Summe

, T 115 Null ergiebt. Eine folche Kraft kann aber nur lings des

0 / Querfchnittes 77 wirken, da nur durch diefe das Fragment

{ — i mit den anderen Theilen des Balkens zufammenhingt.

e Diefe Kraft ift der Widerftand, welchen die Fafern dem

) —Z Verfchieben des Balkentheiles lings des Querfchnittes 77
’ 0 entgegen fetzen.

Es folgt hieraus: In jedem verticalen Querfchnitt
wirken verticale Schubfpannungen, deren Summe genau gleich der Transverfalkraft
ift, welche fich fiir diefen Querfchnitt ergiebt.

Die Vertheilung diefer Schubfpannungen iiber den
Querf{chnitt findet nach folgendem Gefetze ftatt: Die an
(Z'dz)fdﬁf“d Wz~ irgend einer Stelle pro Lingeneinheit wirkende verticale
ﬂ»--dx~:B ({1-dH)dx Schubfpannung ift gleich der an derfelben Stelle pro
Nydz — a'z IN-dN)vde Langeneinheit wirkenden horizontalen Schubfpannung.
Hdx+—= T “d Um diefes Gefetz nachzuweifen, betrachten wir ein
Zydx im Abftande # (Fig. 117) iiber der neutralen Axe liegen-

Fig. 117.

v Jyd.ds des Balkenftiick von der Linge 4 x und der Hohe 4 z.
Auf diefes wirken im Allgemeinen folgende Krifte:
normal zur Fliche ac¢ wirkt NVydz; lings der Fliche ¢ d wirkt Zdx;,
» » » bd » (N-}—a'N)ydz; » » » ab » (H+ dH)dx;
» » » cd » Zydx; » » » ac » Vdz;
» » » ab » (Z—f—a'Z))'dx; » » » bd » (V+dV)dz.

Hierin bedeutet y die Dicke des Elementes dz.dx normal zur Bildfliche
gemeflen, Z und Z+ dZ die auf die horizontalen Flichen 24 und ¢4 wirkenden
Normalfpannungen und 7 die verticale Schubfpannung
pro Lingeneinheit. Endlich wirkt noch das Eigengewicht
dZydx (Vd iz des Elementes — vy dx dz.

i bt Laffen wir diejenigen Kréf:te, Wel'che‘ eina.nder gegen-
. feitig aufheben, fort, fo bleiben die in Fig. 118 an-

o ;_—‘my'k gegebenen iibrig. Diefelben halten das Balkenftick im

* Gleichgewicht; es miiffen alfo die Summen der ftatifchen

Vdx yydxdz Momente, bezogen auf einen beliebigen Punkt der Bild-

ebene, gleich Null fein.

Es fei 6 diefer Drehpunkt; alsdann ift

———d"d; 4% v a2y dxiig——d]\/'_y dz 5.

Die unendlich kleinen Grofsen dritter Ordnung fallen gegen die unendlich
kleinen Grofsen zweiter Ordnung fort; es bleibt alfo

0=Vdedx—Hdxdz,
woraus Fesilly o 5 + 0 0 = = 79-

Dies gilt fiir jede Stelle des Balkens, womit der obige Satz bewiefen ift.

Es it mithin nach Gleichung 74.

Fig. 118.

O:V(Z’de——dedz—{—*(J/ dz

P — 8 L 00 2 el e B0,
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Die in Art. 326 bis 328 fiir verfchiedene Querfchnittsformen ermittelten
Werthe und graphifchen Darftellungen fiir A gelten alfo auch fiir 7.

Das Gefetz, nach welchem fich die verticalen Schubfpannungen im Querfchnitt vertheilen, ift von
befonderer Wichtigkeit, wenn es fich darum handelt, die auf die einzelnen Niete
in neben ftehender Verbindung (Fig. 119) entfallenden Beanfpruchungen zu er- Fig. 119.
mitteln. Der I-férmige Walztriger wird durch Winkeleifen mit dem Blechtriger
vereinigt. Die im Querfchnitt ¢ 2 des I-Trigers entftehende Transverfalkraft Q
ift durch die Niete auf den Blechtriger zu iibertragen. Die einzelnen Niete
find nun fo zu vertheilen, dafs deren Entfernung der Grofse der durch den be-
treffenden Niet zu iibertragenden Schubfpannung entfpricht. Sei an einer Stelle
die Entfernung der Nietmitten ¢, die verticale Schubfpannung pro Lingeneinheit

B=

im Mittel in diefer Héhe gleich 7, fo kommt auf einen Niet die Schubkraft J7e. .
Der Niet wird in zwei Querfchnitten abgefchert; mithin ift der Ab-

z
==
d 0

fcherungswiderftand des Nietes 2

7'; es ergiebt fich alfo fiir ¢ die Gleichung :

_2d?x 7 _ md?.T
=3 ) | WOTES & = ~o—r

Da 7 von der neutralen Axe nach der oberen und unteren Gurtung zu abnimmt, fo find die Niete
in der Nihe der Neutralen nidher zu fetzen, als in der Nihe der Gurtung. Fiir die gewohnlichen
I-formigen Walzbalken kann man die oben ftehende Fig. 119 als graphifche Darftellung der Verinder-
lichkeit der verticalen Schubfpannung annehmen, d. h. mit geniigender Anniherung 7~ als conftant iiber

Ve

die ganze Trigerftegh6he annehmen, worin nach Gleichung 78,. V' = %
In den bisherigen Betrachtungen find nur die Normalfpannungen, welche in 33

k X A ) . Spannungen
den verticalen Balkenquer{chnitten, und die Schubfpannungen, welche in den hori-+. ein beliebiges

zontalen und verticalen Balkenquerfchnitten entftehen, ermittelt worden. Um die e
Frage der im Inneren der Balken auftretenden Beanfpruchungen eingehend zu

l6fen, widren noch die Normal- und Schubfpannungen in einem Querfchnitte auf-
zufuchen, welcher einen beliebigen Winkel mit der Horizontalen macht. Auf diefe
Unterfuchungen einzugehen, mangelt hier der Raum, und es kann auch in den
meiften Fillen des Hochbaues auf eine dahin gehende Berechnung verzichtet werden.

Die Lefer, welche fich iiber diefen Gegenftand inftruiren wollen, werden auf die

S. 245 genannten Werke von Graskof und Winkler verwiefen,

Wenn ein Balken dem Einfluffe biegender Krifte unterworfen ift, fo Wirdmamrii:ume.

eine Forminderung oder Deformation deffelben eintreten. Die Axe des urfpriing-
lich geraden Balkens wird eine krumme
Linie (Fig. 120), und zwar ift diefe krumme Fig. 120.
Linie eine ebene Curve, wenn alle Krifte
in einer Ebene wirken, welche f{ammt-
liche Querfchnitte in Hauptaxen — meift
Symmetrieaxen — fchneidet. Sodann lie-
gen alle Punkte der deformirten Axe in
der Kraftebene. Man nennt die deformirte
Axe die elaftifche Linie.

Die Gleichung der elaftifchen Linie
lifft fich folgendermafsen entwickeln.

Wir legen durch einen Punkt 4
der Balkenaxe drei Coordinatenaxen, von
denen die X-Axe mit der urfpriinglichen
Balkenaxe zufammenfalle, die V- Axe e o

der Deformation.
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normal zu derfelben in der Kraftebene, die Z-Axe normal zur Kraftebene fteht,
und betrachten ein Balkenftiick zwifchen den Ebenen. /77 und /777, deffen Linge
vor der Deformation 4x war. Die Ebenen 77 und 7/ /7 waren vor der Deformation
parallel und normal zur Balkenaxe und hatten die Abfciffen » und x 4 4 x; die
Linge einer Fafer D2’ in der Hohe v iiber der Axe war 4x.

Wir beftimmen nunmehr die Deformation diefer Fafer D 0’. Durch die
beiden Punkte der deformirten Axe () und () legen wir Ebenen normal zu der
deformirten Axe; der Winkel beider fei 41, der Winkel der erften diefer Ebene
mit der Verticalebene fei t. Die einzelnen Punkte der Ebenen /7 und 77 /7 werden
nach der Deformation allgemein nicht mehr in Ebenen liegen; man kann aber
annehmen, dafs der Abftand zweier Punkte in der Hohe v iiber der Axe nach
der Deformation eben fo grofs ift, wie der Abftand der Normalebenen in der
Hohe v iiber der Axe, d. h. dafs ftattfindet

DD!=C C/ +vdre
Nennt man die Verlingerung des Stiickes € €’ bei der Deformation s, fo ift
GG '=dyr+ds und DD’ =dx-+ds+vdr.

Dies ift die Lange der deformirten Fafer. Die urfpriingliche Linge derfelben

war D I = d x; folglich ift die Verlangerung durch die Deformation
DD —DD' =dx+dstvde—dr=dstuodr g
dot+vdr

dx ’

It &V die axiale Faferfpannung in diefer Fafer, fo ift
N dotovde do  wvdr

und das Verldangerungsverhaltnifs

E dv  dz ' dz’
ds Evdr
N E dx + _—d;tf_ . ‘ - . - » . . . 8]-
Nach Gleichung 33. ift aber auch
P
N:—F-}———},—..........Sz.
Fiir v = 0, d. h. fiir die Axe ift nach Gleichung 81. und 8z.
as P
No=E 2 dx~ F’
d. h. ds P 5
gz ——'ﬁ R S S R R U S ST R S 3=
Die Gleichfetzung der Gleichungen 81. und 82 ergiebt
E.de | E.v. d‘: Mo
T dr e dx + F
. Eds P, .
und da nach Gleichung 83. T = F ift, wird
Evdt _ Mv
dxr. ¥
oder
ds M 8
Te=FF - oo %

dtgr _ dr _day

: dy
T _ = .
hun 1& tg T= ) fOnaCh d x ! CcoSs 9'5 d’r d x2

dx
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Bei den hier in Betracht kommenden Deformationen ift ¢ fo klein, dafs cos® ©
unbedenklich gleich 1 gefetzt werden kann, d. h. dafs nahezu
arc a’y
E;‘ — dxz . . . . . . . . . . . 85.

Fiir ;,Z—T den Werth aus Gleichung 84. eingefetzt, giebt
x

ay yi74
v ra E_‘?"""""86'
Gleichung 86. ift die Differentialgleichung der elaftifchen Linie. In derfelben
bedeutet 4/ das Moment an der Stelle mit der Abfciffe », im Allgemeinen alfo
etwas Variabeles; ¥ ift das Tragheitsmoment fiir die horizontale Schwerpunktsaxe
des Querfchnittes an derfelben Stelle.

Die Gleichung der elaftifchen Linie wird durch zweimalige Integration der
Gleichung 86. erhalten; bei der Integration ift £ conftant. Es wird

=%/1}9{W-dx+6‘1

und

sk S antcera

Bekanntlich ift der Kriimmungsradius fiir eine ebene Curve

@7

d:r

d ow |
oder wenn tgt—= di nur klein ift, angenihert

1
P &y
ds
Danach wird die Gleichung der elaftifchen Linie auch gefchrieben werden konnen:
1 M ' 3
== f? § & W & & N & t§ e 8 7
Fiir /=0 wird p = o0, d. h. die elaftifche Linie eine Gerade. Das Moment
M ift Null an demjenigen Punkt des Balkens, wo es aus dem pofitiven in den
negativen Werth iibergeht, alfo das Vorzeichen wechfelt;

; an diefen Punkten hat
fonach die elaftifche Linie fog. Wende- oder Inflexionspunkte,
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