XXX,

Zur Theorie der Abel’schen Functionen fir den Fall p = 3.

Es sei (e, ¢, .., ¢;) ein Grossensystem, welches die Eigenschaft
hat, dass
B(ey; 6y -0)6) =0
ist. Nach Art. 23. der Abhandlung iiber die Theorie der Abel’schen

Functionen (8. 127) lisst sich unter dieser Voraussetzung die Con-
gruenz befriedigen
p—1 p — 1 2p —2

b, 2 2p—2
(i ey ep)z( E &y E ag))z(— E B S E a;)’))
1 1 4 »

durch -gewisse Punkte %,, %,, .., %2p —2, welche durch eine Gleichung
@ = 0 verkniipft sind. Sind daher u, und u, die Werthe, welche die
Integrale erster Gattung u, fiir zwei unbestimmte Werthsysteme s, z
und s;, #, annehmen, so verschwindet die Function

By, —wi— ey ooy Uy — Uy — )
als Function von s, z betrachtet fiir (s, 2) = (s, #,) und in den p — 1
Punkten 5,9, .., 7, —1, als Function von s, 2, betrachtet fiir (s, z,) = (s, 2)
und in den Punkten %,, .., 72, —2 Ist also (fi, fi,..,/») ein Grossen-
system von denselben Eigenschaften wie (e, ¢, .., ¢,) so wird die
Function
1) Fu, —u), — e, ..) r&(ul—u',—i-e,,..)’

B, —wy, —fr,..) 0w —wi+f,..)
die sowohl in Bezug auf s, z als in Bezug auf s, z, rational ist, in je
einem durch eine Gleichung ¢ = O verkniipften Punktsystem unendlich
gross und unendlich klein von der ersten Ordnung werden, und wird
daher darstellbar sein in der Form

P P
Dl D e,9,68)
(2) 1 ‘3

»
5 ; b, 9,8 2) 2 b, 9, (8, 2)
1 1

worin die Coefficienten b, ¢ von s, # und s;, #, unabhiingig sind.

-~

’
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Wenn nun die Grossensysteme ¢, f die Eigenschaft haben, dass
(3) (eu O3y ) 8,,)5(—81, — &, "'7—61')

(rl; fz: Sy fi’) = (_flr—' f27 eviely _fp)
ist, so fallen die Punkte, in denen die Function (1) oder (2) Null resp.
unendlich wird, paarweise zusammen und wir erhalten eine Function,

welche nur in »p — 1 Punkten unendlich gross und wunendlich klein
von der zweiten Ordnung wird. Hiernach ist die Funection

r r
%‘ ¢, 9,(s, 2) {J , 9, (8, 2)

r P
%‘b, 9, (s, 2) Al‘:by P, (81, 4,)

wie die Fliche 7" verzweigt und nimmt beim Ueberschreiten der Quer-
schnitte Factoren an, welche = -1 sind. Die auf diese Weise be-

stimmten Functionen
P
Voo

welche in p — 1 Punkten unendlich klein in der ersten Ordnung wer-
den, heissen Abel’sche Functionen. Sie entstehen aus den Functionen
@ durch paarweises Zusammenfallen der O-Punkte und Wurzelziehen.
Die Anzahl dieser Functionen ist im Allgemeinen eine endliche.

Es verlangt nemlich die Congruenz (3), dass die Grossensysteme
e, f von der Form seien

;Wi 71!1:
1y +iaa,4-+ 150, ... &5 + g0+ ’125!’“?,1))

worin die &, £ ganze Zahlen bedeuten, welche auf ihre kleinsten Reste
(modulo 2) reducirt werden konnen. Die Bedingung & (¢,,¢,..,¢,) =0
wird durch ein solches Griossensystem im Allgemeinen nur erfiillt wenn

4 sa+t e+ +55=1 (mod 2)
ist. Solche Zahlensysteme &, & existiren aber 27—1(2» — 1), und so
gross ist daher auch im Allgemeinen die Zahl der Abel’schen Functionen.

Der Zahlencomplex
(517 €9y ¢y EP)
’ ’ ’
By €3y o0 580

heisst die Charakteristik der Function

l/ %’fcy (8, 2)
(V205.6,9))

und wird mit
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bezeichnet. Man nennt die Charakteristik ungerade, wenn die Congruenz
(4) erfiillt ist, sonst gerade. Die Anzahl der geraden Charakteristiken
betriigt 22—1(2# 4 1) und diesen entsprechen im Allgemeinen keine
Abel’schen Functionen.

Unter der Summe zweier Charakteristiken versteht man die Cha-
rakteristik, welche durch Addition entsprechender Elemente entsteht, -
wonach die Elemente immer auf O oder 1 reducirt werden konnen.
Summe und Differenz zweier Charakteristiken sind daher identisch.

Es soll nun zuniichst die Gleichung F(s, z) = O durch Einfiihrung
neuer Variablen in eine symmetrische Form gebracht werden. Ist
p> 3, so existiren mindestens drei von einander linear unabhiingige
Functionen ¢, und man kann daher die Gleichung F(s,z) =0 um-
formen durch Einfiihrung der Variablen

s G £
R e Ps
(falls zwischen diesen keine identische Gleichung besteht, was im All-
gemeinen nicht der Fall ist).
Geniigen die Functionen ¢,, ¢,, ¢, nicht besonderen Bedingungen,
so gehoren zu jedem Werth von & 2p — 2 Werthe von 5 und um-

gekehrt, da jede der beiden Functionen

P — 89 B — 1P,
fiir ein constantes &, resp.  in 2p — 2 Punkten verschwindet. Die
resultirende Gleichung F'(E,%) =0 ist also in Bezug auf jede der
Variablen vom Grade 2p — 2. Da ausserdem dieser Grad erhalten
bleiben muss, wenn fiir £, % irgend eine lineare Substitution gemacht -
wird, so kann in dieser Gleichung kein Glied in Bezug auf &, 9 zu-
sammengenommen die (2p — 2)te Dimension iibersteigen. Die iibrigen
Functionen ¢ werden, durch &, % ausgedriickt, in Functionen iiber-
gehen, in denen kein Glied die (2p — 5)te Dimension iiberschreiten

kann, wie man daraus erkennt dass / é%. dn endlich bleiben muss
| 08
fiir unendliche Werthe von £ und 7.

Die Anzahl der Constanten, die in einer solchen Function (2p — 5)ten
Grades vorkommen, ist = (p — 2) (2p-— 3). Bestimmt man » von
ihnen so, dass die Functionen ¢ fiir die » Werthepaare (y, ) wo
EA—F oK zugleich verschwinden, ebenfalls O werden, so miissen p Con-
7E’ o7 5 )
stanten iibrig bleiben, da es p linear unabhiingige Integrale erster
Gattung - giebt. Es ist demnach
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r—2)@p—3)=p+r

r=2(p—1)(p — 3).
Zu demselben Ergebniss gelangt man auf folgendem Wege: Die

Function %Ig wird in (2p — 2) (2p — 3) Punkten unendlich klein von

der ersten Ordnung, und diese Zahl ist = w -+ 27, wenn w die An-
zahl der einfachen Verzweigungspunkte ist. Andrerseits ist (Theorie
der Abel’schen Functionen Art. 7.)

w=2mn+p—1), n=2p—2

w=2(3p — 3)

r—(p—1D@E—3)—tw—=2(p—1)(p—3).
Werden nun siimmtliche Functionen ¢ durch &, 5 ausgedriickt, so
miissen die beiden Gleichungen:

und folglich:

mithin:

Py A

T oy
identisch werden, also:

o =895 @=n9,.

Es muss mithin eine Function ¢, geben, die in Bezug auf &,  nur
von der (2p — 6)ten Dimension ist. Diese Function ¢ wird also fiir
(2p — 2) (2p — 6) = 27 der Gleichung F' = 0 geniigende Werthepaare
von &, n verschwinden und wird demnach nur in den » Punktpaaren
(7, 0) gleich Null werden kinnen.

Endlich geht durch Einfithrung der neuen Variablen &= %,
n = %— und Multiplication mit 2*#—2 die Gleichung F =0 in eine

homogene Gleichung vom Grade 2p — 2 fiir die drei Veriinderliclien
x, Y, & iiber:
2p—2

F(z, y, 2) =0.

Fiir den Fall p = 3 ist die Gleichung F'(§, ) = 0 oder F(z,y,2) =0
vom vierten Grad; es ist » = 0 und die Function ¢, reducirt sich auf
eine Constante. Keine der Functionen ¢ kann den ersten Grad iiber-
steigen und der allgemeine Ausdruck dieser Functionen ist

@ =ck +C’ﬂ s C”,

oder, wo es nur auf die Verhiltnisse solcher Functionen ankommt,

p=cz+cy—+ e
worin ¢, ¢, ¢ Constanten sind. Jede Function ¢ wird in vier Punkten
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unendlich klein von der ersten Ordnung und es giebt 28 solcher
Functionen, deren Nullpunkte paarweise zusammenfallen. Die Quadrat-
wurzeln aus diesen sind die Abel’schen Functionen und wir haben zu
untersuchen, wie sich die Charakteristiken diesen 28 Functionen zu-
ordnen.

Fithren wir als Variable 2, y, z drei solche Functionen ¢ ein,
welche zweimal unendlich klein in der zweiten Ordnung werden, so
dass Vz, Vy, Vz Abel’sche Functionen sind, so hat die daraus hervor-
gehende Gleichung F'(», y, 2) = 0 die Eigenschaft, in ein vollstindiges
Quadrat iiberzugehen, wenn « oder y oder z = 0 gesetzt werden. Es
sei daher

firz=0: F=(y—az)’(y — a2)?
firy=0: F'=(z— pz)*(z — Bz
fir 2=0 : F=(z— py)*(z— y'y).
Sind nun «, b, ¢ die Coefficienten von z*, y*, 2* in F(z, y, 2), so ist:

. c v a ” a
oo =iVT7 ﬂﬂ =:}__V?- 77 =j:l/-b-
und folglich:
®) ad ffyy =+ 1.
Kennt man daher die Grissen «, ¢, 8, f, 7, 7/, so kann man alle Glie-
der der Function F(z, y, 2z) bilden, welche nicht das Product zyz
enthalten, und 7' enthiilt ausserdem nur noch ein Glied zyz¢, worin ¢
eine lineare homogene Function von z,, z ist.
Wenn nun in der Gleichung (5) das obere Zeichen gilt, so kann
man den ersteren Theil von F' immer “darstellen als das Quadrat einer
homogenen Function zweiten Grades von z, y, 2/ Denn setzen wir

[=0112° + as,29° + as,32° + 2a33y2 + 243,122 + 204,32y,
so ergeben sich zur Bestimmung der Coefficienten a; ; die Gleichungen:

aar=z::,3, a+a'=—2:2'3,
12,2 2,2
ay as,
ﬁﬂ' = a—ayi7 ﬂ + ﬁ’ S AT ﬁr
: »4
7 i B39 il Rk ay,2
i Bl e O P

welche immer befriedigt werden kiomnen, wenn aa'ffypy =1 ist
Unter dieser Voraussetzung geht also F' = 0 iiber in

(6) . [2— axyzt =0.

Setzt man ¢ = 0, so erhiilt man aus f? = 0 wieder zwei Paare einander
gleicher Wurzeln und demnach ist auch /¢ eine Abel’sche Function
und zwar eine solche, dass J/zyzt eine rationale Function von z,¥, 2 ist.

.
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Sind daher (a) (b) (¢) (d) die Charakteristiken von Vz, Vy, V2, V1,

S0 ‘muss

(LD ey al= 383)
(d)=(a+b+c)

sein. Es muss also die Summe der Chaljakteristiken der drei Functionen
Vz, Vy, V2 eine ungerade Charakteristik sein.

Ist umgekehrt diese Voraussetzung erfiillt, und ist V't diejenige
Abel’sche Function, die zu der Charakteristik (a + b + ¢) gehorte, so ist

Vaxyzt eine Function, die beim Ueberschreiten der Querschnitte sich
stetig @ndert und mithin rational durch z, y, 2z darstellbar ist, diese
Function kann aber den zweiten Grad nicht iibersteigen, und daher
ergiebt sich auch immer unter dieser Voraussetzung eine Gleichung
von der Form (6). Diese Gleichung kann nicht identisch sein, wenn
Vz, Vy, Vz, V't verschiedene Abel’sche Functionen sind.

Da es 28 Abel’sche Functionen giebt, so kann die Gleichung
F =0 auf mehrere Arten in die Form (6) gebracht werden. Wir
wollen zuniichst untersuchen, ob das Paar Abel’scher Functionen
V2, V't durch ein anderes Paar }Jp, J/q ersetat werden kann.

Es moge also F'= 0 durch Einfithrung von z, 9, p, ¢ in die
Form gebracht werden:

oder

V' —aypg =0,
dann muss, wenn ein constanter Factor passend bestimmt wird, die
identische Gleichung bestehen:

. f? — xyzt = ¥* — 2ypg

oder:
(f — ) (f + ¥) = zy(2t — pq).
Es muss demnach f — ¥ oder f+ ¥ durch 2y theilbar sein und
kann sich, da beide vom zweiten Grade sind, nur um einen constanten
Factor davon unterscheiden. Sei demnach

= f = axy,
@ , a(p + )= — 2t + pg,
woraus:
8 Y=uaxy +f}
(8) 2ef 4+ oty + 2t — pg.

Die linke Seite dieser letzteren Gleichung muss also in zwei lineare
Factoren zerfallen; denken wir uns diese Function entwickelt in der
Form

a1 22 F sy + a5 527 + 2as 392 + 2as122 + 2ay, 52y,



462 XXX. Zur Theorie der Abel'schen Functionen fiir den Fall p = 3.

so sind die Coefficienten @;  Functionen zweiten Grades von «; da aber

die Determinante
E i 1,102 2033

verschwinden muss, so erhilt man eine Gleichung Gten Grades fiir e,
von der leicht einzusehen ist, dass sie die Wurzeln ¢ = 0 und & = oo
hat, entsprechend den beiden Zerlegungen z¢ und zy.

Es bleibt also eine Gleichung vierten Grades iibrig, deren Wurzeln
vier Functionenpaare p, ¢ liefern, welche die verlangte Eigenschaft
haben.

Aus der zweiten Gleichung (8) folgt noch mit Hiilfe von (6)

pgzt =22 + 2afzt + *f* = (2t + «f)?,
so dass man die gewiinschte Form der Gleichung F' = 0 auch durch
die Functionen p, g, #, ¢t herstellen kann. Gehen wir demnach von

zwei beliebigen Abel’schen Functionen V', Yy aus, so erhalten wir
6 Paare solcher Functionen: '

Voy, Vet, Voutss VPute, Vosts, Vosds,

welche die Eigenschaft haben, dass durch je zwei derselben die Glei-
chung ¥ = 0 auf die Form gebracht wird:

f?— axyst =0.
Diese 6 Functionen miissen beim Ueberschreiten der Querschnitte die-
selben Factoren annehmen, da sonst nicht das Product von zweien
derselben rational sein konnte. Solche 6 Producte von je zwei Abel-
schen Functionen nennen wir zu einer Gruppe gehérig. Da die
Factorensysteme an den Querschnitten fiir Producte von Abel’schen
Functionen durch die Summen der Charakteristiken bestimmt sind, so
folgt, dass die Charakteristiken aller Paare einer Gruppe dieselbe
Summe ergeben miissen, welche die Gruppencharakteristik heisst.

Aus den Gleichungen (8) und (6) ergiebt sich noch

2f=’¥— axy = 2V xy Vat,
pq = zy + 2aYzy Vet + 2t
oder:
(9) Vpa =Vzt + eVay,

woraus man den Schluss zieht, dass jedes Product einer Gruppe linear
durch zwei Producte derselben Gruppe ausgedriickt werden kann.
Ordnet man siimmtliche 28 Abel’sche Functionen zu Paaren, so

28 . 27
2

woraus:

erhiilt man

= 6.63 Paare, welche zn 6 und 6 in 63 Gruppen
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000

zerfallen. Jede der von ) verschiedenen 63 Charakteristiken kann

000
Gruppencharakteristik sein.

Um die Charakteristiken der 6 Paare einer Gruppe zu erhalten,
hat man daher die betreffende Gruppencharakteristik auf 6 Arten in
zwei ungerade Charakteristiken zu zerlegen. Als Beispiel hierfiir diene-

die Gruppe mit der Gruppencharakteristik gg(l))

001 101 100 011 010 1 110
ooo) s (100) & (100) = 010) +\o010) = (100) + (100
111 110 011 010 101 100
= (010) iz 010) =% 110) + (110) = (110) + (110)'
Wenn drei Paare Abel’scher Functionen bekannt sind, so erhilt
man die iibrigen Paare derselben Gruppe durch Auflosung einer cubi-
schen Gleichung, und man kann mit ihrer Hiilfe simmtliche iibrigen
Abel’schen Functionen mit ihren Charakteristiken bestimmen.
Un dies durchzufithren, nehmen wir an, es seien V&, Vyn, Vz¢
drei Paare einer Gruppe, so dass &, , { als lineare homogene Functionen
von z, ¥, # gegeben sind.

Durch passende Bestimmung constanter Factoren kann die Glei-
chung (9) in der Form angenommen werden:

(10) VzE+ Vyn + Vet =0,

woraus sich ergiebt:
st =2t + yn + 2V 2y

oder

(11) dotyn = (2§ — ak —y7)},
so dass

(12) f=z2t—at—yy
wird.

Um alle in die Gruppe Vz&, Vyn gehorigen Paare zu finden hat
man nach dem Obigen eine biquadratische Gleichung zu lésen, von

der aber eine Wurzel, dem Paare J/z{ entsprechend, bereits bekannt ist.
Die Rechnung wird daher symmetrischer, wenn man zuniichst die Paare

der Gruppe Vzn, in welche auch das Paar J/y& gehort, aufsucht.

Ist Ypgq ein weiteres unbekanntes Paar dieser Gruppe, so hat man
neben der Gleichung (11) eine mit ihr identische:

(13) 4yEpq = ¢’,
wenn (#ach 8)
p=f+ 21?/5,

worin 4 eine noch unbekannte Constante bedeutet. Hieraus erhilt man
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mittelst (11) und (12)
g = 41k (o + yn — 2+ 50+ Ay),

und demnach ist (von dem Factor 1 abgesehen)
pg =2 +yn — 2+ ' + Ayt
— (5 + 1) @ + 29) — 285

fiir « + 4y =0 und z =0 muss eine der beiden Functionen p, g,
etwa p verschwinden, woraus, wenn u einen weiteren unbekannten
Coefficienten bedeutet, folgt:

(14) p=u+4y+us,
n n §
P€1=P(§+1‘)—H5(§+7+"])’
und hieraus weiter, da p und 2z nicht identisch sind,
(15) b4 7+ £ =—d,
also mit Hiilfe von (13):
§ n i
az + aly +aps + 5 + L + £ —0,

oder indem man A, wa durch b, ¢ ersetzt:
S e Sy e o o

wonach man, da es auf einen constanten Factor bei p und ¢ nicht
ankommt, erhilt:

pmetitor=—(E4 349
q=%+%+02=—(ax+by+%).

Da es vier Paare p, ¢ giebt, so miissen sich vier Systeme @, b, ¢
bestimmen lassen.

Um hierzu zu gelangen beriicksichtige man, dass zwischen den
6 Functionen x, y, 2, &, 3, ¢ drei homogene lineare Gleichungen be-
stehen, die wir durch #, =0, 4, = 0, u; = 0 bezeichnen. Wir leiten
hieraus mit den unbestimmten Coefficienten 7, 1,, I, eine lineare Com-
bination her:

by + buy +buy=eaz+ By + yz+ '+ + yE=0
worin «, f8, p, &, 8, ¥ lineare homogene Ausdriicke in 1, 1,, I, sind.
Diese Relation wird die Form (16) haben, wenn die Bedingungen er-
fiillt sind: -
: ad =pf =yy,
woraus man vier Werthsysteme fiir die Verhiiltnisse [, :1,:1; erhiilt.
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Man gelangt am elegantesten zum Ziel, wenn man sich die
Functionen £, %, & durch drei Gleichungen von der Form gegeben
denkt:

s y+ s+ E+u+E=0,
(17) ax+ﬁy+w+i+—"—+£=o,

de+By+yet £+ 5+ =0

Dass die Coefficienten in den ersten dleser Gleichungen die Werthe 1
haben, kann man durch Hinzufiigung constanter Factoren zu z, y, 2,
g, n, £ bewirken, wobei zugleich die Gleichung (10) ihre Form nicht
indert.

Aus den Gleichungen (17) muss als identische Folge eine vierte
von der gleichen Form sich ergeben:

(18) @zt Byt Vit gt =0

Um also «”, 7, " zu erhalten, hat man die Coefficienten 1, 4', 1”
aus folgenden Gleichungen zu bestimmen:

;."ﬂ" #l’(x’ + la + 1’ il ok % + + 1
e pre g 1"

(19) B =1F + i+ 1, W=F+F+L
N i i 7
g S R el R

Durch Multiplication zweier entsprechender von diesen = Gleichungen
ergiebt sich

Pt P LS D tafe b D e+ L) +1,
@) =t e a(E+ D) +ilp+5) +1(F+5) +1,
=L+ ) 4l + D) a4+ L) 40

Y
1

Eliminirt man aus je zweien derselben 1”, so ergeben sich fiir —
2 1 2

-

die folgenden beiden linearen Gleichungen:
1 1 1
0= zlot L —8-—%)+7 (+_*5 )

HErst g,
1

O=%@¥%_””ﬂ+7@+7—f—%
+(%+%’_{:L—%“’))

woraus A, 4 eindeutig berechnet werden kdnnen.
RiemaNN's gesammelte mathematische Werke. I. 30



466 XXX. Zur Theorie der Abel'schen Functionen fiir den Fall p = 3.

Aus einer der Gleichungen (20) erhiélt man 1” abgesehen vom
Vorzeichen und aus (19) endlich «”, 87, ” ebenfalls bis auf das allen
gemeinschaftliche Vorzeichen, welches der Natur der Sache nach un-
bestimmt bleibt. *)

Hat man auf diese Weise «”, 87, ", so"erhiilt man in der Gruppe

Vzn, VyE die folgenden vier Paare Abel’scher Functionen:
VCETET VEFn+s
Vaz + By +7s, VE+E+0s
VdotBy+77 VE+L+7s
Vi F By 7% Vot i+

Auf die gleiche Weise ergeben sich in der Gruppe Vz§, VzE die

Paare: s SIE B o
Ve+y+2 VE+y+ ¢
Vart Bytre, YV E+pr+
Vit By+7z VE+pu+t
Vio+By+vz Yo+ By+

und in der Gruppe V9§, Vzn die Paare:

Vaty+e, Vetn+t
Vaz £ By + 7, Ver+ + T
7[/17771:*7V71 I_ 7[ S5
Vda + By + v, Vax+ 144
e PR
R CCE R R

*) Setzt' man zur Abkiirzung:

11, 1}!
B e P 1 ‘

S :
o Boy|=( 8 |« P (L g y)ete
“1ﬁ’7 1 7

s [

80 kann man «”, ", "’ aus den Gleichungen

e o= wp s (o b))
e o= (eh ) o2 2): ) )

und den analogen Gleichungen bestnnmen
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so dass ausser den gegebenen 6 Abel’schen Functionen 16 weitere
bestimmt sind. Um die Charakteristiken derselben zu erhalten hat
man nur zu beachten, dass die drei hier betrachteten Gruppen vier
Abel’sche Functionen gemeinschaftlich enthalten. Bildet man also die -
entsprechenden Gruppen der Charakteristiken, so miissen diese vier
Charakteristiken gemeinschaftlich haben und diese hat man den
Functionen

Vety+z, Ve + By + vz, Voo + By + vz, Ve'z+ By + 7%
‘in einer beliebigen Weise zuzuordnen. Die Charakteristiken der iibrigen
Abel’schen Functionen sind dadurch vollstindig bestimmt, weil sie
mit diesen in den drei Gruppen in derselben Weise gepaart auftreten
miissen, wie die entsprechenden Abel’schen Functionen. Diese Cha-
rakteristiken lassen sich in folgender Weise symmetrisch darstellen.

Es seien die Charakteristiken der Gruppen V¢, V/zE, Yy resp.
mit (p), (¢), (r) bezeichnet, ferner mit (d), (¢), (f), (g) die Charakteri-
stiken der vier Functionen

Ve+y+z Vax+ By + vz, Vo + By + vz, Vda + By + 77

und mit (» } p) die von J/z. Hiernach erhilt man folgende Aus-
driicke fiir die Charakteristiken:

Va)=m+p, (Vy)=@0+q9, =@+
Vo) =(+aq+7n, V) =@®+r+p), V) =m+p+q

Vety+2 =@, (Vatnt+d —=@+a,
Var+pr+79) =@, (Vert i +5) =0+,

VaatpiFrd =,  (Veetgp+5)=0+n

Vet Fvt7) =@, (Yeotl+E)=w+o),

(21) :
Ve+y+9 =@+d), VE+a+2) = (r i),

(Vetots) —aro, (Vi+i+m) =cto,
Ve+sv+L) —a+n, (Vi+p+ss) =040,
VetpvtE) =ata, (Vot i +re)=e+o.

Nehmen wir beispielsweise an:
30%
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101 1 101

Wa)=(100): W =(10s): wa=(i%0)

100 110 100\

(Vg)-—_(lOO)’ (V?D=(100)’ (VE)= (110)

was statthaft ist, weil hiernach Vz§, Vyn, ]/z_g in dieselbe Gruppe
000) 8¢ oren, so folgt:

@=(o10): @=(0%0): ©=(385)> W=(310)-

Die vollstiindigen Gruppen (p), (¢) sind:

(010) = (110) + (100) = (i10) + (100) = (011) +(501)
= (011) + (601) = (1) + (107) = (317) + (361)
(00) = (i10) + (150) = (i10) + (160) = (011) +(551)
= (o11) +(001) = (111) + (163) = (117) + (361)

woraus man erhilt:

@=(511) @=011) ©=0G1) @=(y):

und die Charakteristiken der in (21) zusammengestellten Functionen
sind, in der gleichen Reihenfolge geschrieben:

101 114 101
Y0 A R 00 S S G Ty 44
100 110 100
10 10 g Uk

(010 001 011 001
0171 )2\ 001 /7 -\ 001 ) Y=
110 101 i1 101
01177 \001/? \001 011)’
111 100 110 100
16 15 R v | 101 [ 0
010 001 011 001
11 Fa 101 )=\ 101 ) i

Es gilt nun von drei Abel’schen Functionen einer Gruppe, von
denen keine zwei einem Paare angehoren, der Satz, dass die Summe
ihrer Charakteristiken immer eine gerade Charakteristik ist; denn be-

trachten ’wir z. B. die drei Functionen ¥z, Vy, V2 und driicken &, 5, ¢
linear durch z, y, z aus, so kann die Gleichung (10) in der Form an-
genommen werden:
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Va(az + by + c2) + Vyldz by ¢2) + Ve(@z+ 0y +¢z) = 0.
Setzen wir hierin der Reihe nach z = 0, y = 0, z = 0, so erhalten wir
fiir die Producte der Wurzeln der quadratischen Gleichungen, die sich
fiir das Verhiiltniss der beiden andern Variablen ergeben, die Werthe:

o ¢’ a v
B e
deren Product = — 1 ist. Dies aber ist nach S. 460, 461 das Kriterium

dafiir, dass die Summe der Charakteristiken der Functionen Vz, Vy, Vz
eine gerade Charakteristik sei.

Gestiitzt anf diesen Satz kann man beweisen, dass die 16 Abel’-
schen Functionen, die wir oben bestimmt haben, verschieden sind von

den 12 in der Gruppe Jz& vorkommenden Functionen. Denn ist }/pq
ein in die Gruppe }/zE gehoriges Paar, so sind die Charakteristiken

V) + Ve + 0p), (Vv) + Va) + Vp), (Vo) + (VD) + (Vp)

ungerade und es kann nach dem soeben bewiesenen Satze }/p in keiner
der drei Gruppen

WVan) = (/y®), (Vat) =eE),  (V98) = (Vam)

vorkommen.

Die 16 oben bestimmten Functionen liefern daher alle Abel’schen
Functionen, die nicht in der Gruppe J/z£ enthalten sind, und wenn wir
die noch fehlenden 6 Functionen dieser Gruppe aufsuchen, so sind
damit simmtliche 28 Abel’sche Functionen bestimmt.

Um diese zu erhalten setzen wir

t=atyts, u=ftnts,
und gehen aus von der Gleichung:
(22) Viu =Van +VyE,
welche sich leicht aus (10) und (17) ergiebt. Wir setzen die Functionen

t’ x’ y’ 1‘7 1]} E
an Stelle von

x’ y’ z’ g’ ,7, g
in der vorigen Betrachtung, und erhalten zuniichst zwischen diesen
Variablen die Gleichung:

(23) t—e—y—u+t+n+E=0,
neben welcher noch drei andere bestehen miissen von der Form
(24) at+bx+cy+adu+Vn+cE=0

mit der Bedingung

’

ae = bb’ = cc.
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An Stelle der Gruppen (p + g + 7), (p), (9) () treten jetzt die fol-

genden: 7
7 (Vtw) = (Van) = (Vy®) = ),
(Vtg) = (Vuy) =m4+d+q+7),
(Vin) = (Vuz) =m+d+p+).
In der ersten dieéser Gruppen, in (), kommen folgende Paare von
Charakteristiken vor:

M=m+p+Ot+r+p=n+q+M0+r+9
=@+ O+ =@O+C+)=0O+0+)=(@++9),
und aus der Gleichung (23) erhalten wir folgende Abel’sche Functionen:
Yi—2—3=Va ViTaT=V—%
V—u—z+E=VE+y+E V—utn—y=Vat+n+¢
deren Charakteristiken sind:
(n+7), (n+2+4q), (a+4), (p+4),
die sich in folgender Weise in die drei letzten Gruppen (25) vertheilen:
p+a+r)=@+r)+@m+r+0),
(nt+d+g+r)=@+r)+(¢+d),
(ndd+p+r)=(n+r+ @+ a.
Die Charakteristiken der noch nicht bestimmten Abel’schen Functionen
miissen nun, wie oben bewiesen, in der Gruppe (p + g -+ 7) enthalten
sein. Bezeichnen wir daher diese Charakteristiken mit (%), (k1), (%),
(ky), (k2), (k%), so muss sich ergeben:
@+ 041 = (h + k) = (K 4 k) = (& +K)
und diese Charakteristiken kommen nicht in der Gruppe (r) vor.

Die Vergleichung der Gruppen (25) mit den Gruppen (p + ¢ + 7),
(p), (9), (r) lehrt nun aber, dass in denselben siimmtliche ungerade
Charakteristiken iiberhaupt vorkommen miissen, und ferner dass die
drei noch iibrigen Paare der Gruppen (p 4+ g+ 7)), (n +d +q + r),
(n 4+ d 4 p + r) je eine Charakteristik gemein haben miissen.

Nun kommt die Charakteristik (¢ 4 ¢) weder in der Gruppe (r)
noch in (p + ¢ 4+ r) vor, und daraus folgt, dass man (k) so aus-
withlen kann, dass entweder
(kB,t+agt+e)=(n+d+q+7)

(b, +gte)=m+d+p+)
Aus ersterer Annahme wiirde folgen:
k)=m+r+d-+te).

Dies aber ist nicht moglich, denn wir haben in der Gruppe (p)
die Paare:

oder
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(n+7), (n+7r+p)
(d), (d+ p)
(e), (e +p)
und daher ist nach dem oben (S. 468, 469) bewiesenen Satz
(n+4+r4+d+e)
gerade. Demnach ergiebt sich
(k)= (n+d+e+p+a+7),

- by=(n4d+e).
-Ebenso schliesst man:
(k)=m+d+f+p+a+r), (B)=Mm+d+f),
(k)=Mm+d+g+p+a+r), (B)=m+d+yg),
und es enthiilt die Gruppe (n 4 d + p + r) die Paare:
(k), (g +e); (F), (e +1); (K),(¢+9),
woraus fiir die Gruppe (n 4+ d 4 g 4 r) die Paare folgen:
k), (0 +0); (k) 0+ 1); (KD), (p+ 9)-

Nach den Resultaten der friitheren Betrachtung ergeben sich aus
einer Gleichung von der Form (24) die vier Abel’schen Functionen:
Vat + bz + oy — V— (@u = ¥y + ¢E),

Vau+ bz + ey —V— (at + bn 4 ¢8),

Vat + Un F oy — V— (@ + bz + ¢5),

Vat + bz + & = V— (@u + Un + cy),
deren Charakteristiken resp. sind:

(%), (k), (p+e), (¢4 e)
und unsere Aufgabe ist daher gelost, wenn es gelungen ist, die Coef-
ficienten a, b, ¢, @, ¥, ¢ zu bestimmen.
Nun ist aber die Function, deren Charakteristik (p -+ ¢) ist, oben

bereits bestimmt; sie ist:

und hieraus:

A guk
. an + p + 7
und wenn wir
L n g | -
v—ar+ & ——(5 4 gy 4z
setzen, so konnen wir die Coefficienten a, b, ¢, @, ¥, ¢ dadurch be-
stimmen, dass wir » in folgender zweifachen Form darstellen:
v=at+ by -+ cy = — auw—bx — c&.
Dies erreichen wir auf folgende Weise: mittelst
u=f+qnt+es=—a—y—§
eliminiren wir aus den beiden Ausdriicken von v die Variablen z und
¢, wodurch sich ergiebt:
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o+ 3sle—d 31

% 1
o pu=—§(% —7)+r1—py.
Indem man hieraus % und y eliminirt, folgt:
L By Bl —ey) S 5E ey
M 7 = T e
und auf die gleiche Weise:
AN =y ) e s e i)
et oy T e vy

woraus sich ergiebt:

11— ay plas LBy
e C= "1
PRICRNE . £ h o ST e Y e )
b gy e pa—y’
SRR et Rl R B e L
2 a—y ’ °T  TaT—py

Hiernach lassen sich die beiden Abel’schen Functionen
Vat+bz+cy, Vau+bz+cy

bilden. Ersetzt man darin ¢ und « durch ihre Ausdriicke in z, y, 2,

g€, n, £, so ergeben sich nach Unterdriickung constanter Factoren fiir

die Function, die zur Charakteristik (%) gehort, die beiden Ausdriicke:

x y z & i z
Vl—ﬂ7+l—7a+1—aﬂ’ Va(v—ﬂ)+ﬁ(7—a)+1—aﬁ’
und fiir die zur Charakteristik (%,) gehorige Function:

£ 7 (3 x §

Ve it Vs
Die zu den Charakteristiken (%)), (k2); (kY), (k%) gehérigen Functionen
ergeben sich hieraus sofort dadurch, dass man e, 8, y durch &, §, 3’
resp. ¢, B7, ¥” ersetzt, womit siimmtliche Abel’sche Functionen nebst
ihren Charakteristiken bestimmt sind. Die Charakteristiken (£,), (%),
(Ky), (k2), (KY), (k7) wiirden sich bei dem oben gewiihlten Beispiel
folgendermaassen gestalten:

011 ’ 010 7 p i !
(’”'x)=(110 » B)=\p010) &)= 010)

010 5 011 ’” 110
(k2)=<110 ’ ("'2)=(010): (K;) = 01())'

Da nun, wie oben gezeigt, «”, §”, " durch «, 8, y, &, §, ¥ aus-
gedriickt werden koénnen, so sind hiernach simmtliche Abel’sche
Functionen mit allen ihren algebraischen Bezichungen ausgedriickt durch
3p — 3 =06 Constanten, welche man als die Moduln der Classe
fiir den Fall p = 3 ansehen kann.
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