XIX.

Versuch einer allgemeinen Auffassung der Integration und
Differentiation.*)

In dem folgenden Aufsatze ist der Versuch gemacht, ein Ver-
fahren aufzustellen, mittelst dessen man aus einer gegebenen Function
einer Veréinderlichen eine andere Function derselben Veriinderlichen
ableiten kionne, deren Abhiingigkeit von jener urspriinglichen sich durch
eine Zahl ausdriicken lisst und die fiir den Fall, dass diese Zahl eine
ganze positive, negative oder null ist, beziiglich mit den Differential-
quotienten, Integralen und der urspriinglichen Function iibereinstimmt.
Die Resultate der Differential- und Integral-Rechnung werden zwar als
Grundlage hier vorausgesetzt, aber nicht in der Weise, dass diejenigen
derselben, die fiir alle Differentiale und Integrale, deren Ordnung durch
eine ganze Zahl ausgedriickt wird, gelten, auch auf die gebrochenen
Ordnungen ausgedehnt wiirden; sondern sie sollen nur einerseits zur
Begriindung des oben angedeuteten Verfahrens benutzt werden und .
andrerseits als Wegweiser dienen dasselbe zu finden.

Zu diesem letzteren Zwecke wollen wir einmal die Reihe der
Differentialquotienten etwas niher betrachten. Es ist klar dass man
hiebei nicht von der gewohnlichen Definition derselben ausgehen kann,
die sich auf ihr recurrentes Bildungsgesetz griindet, da man ja durch
dasselbe unmoglich auf andere Glieder der Reihe, als auf solche, die
ganzen Indices entsprechen, gelangen kann; man muss sich also nach
einer independenten Bestimmung derselben umsehen. Ein Mittel dazu

*) Diese Abhandlung trigt im Manuscript das Datum 14. Jan. 1847. und
stammt also aus Riemanns Studienzeit. Riemann dachte ohne Zweifel nicht
an 1hre Verdffentlichung, auch stiitzt sich die Betrachtung auf Grundlagen, deren
Haltbarkeit er in spiteren Jahren nicht mehr anerkannt haber wiirde. Immerhin
ist die Arbeit fiir Riemanns Entwicklungsgang charakteristisch, und die Resultate
sind bemerkenswerth genug, um die Aufnahme in diese Sammlung zu recht-
fertigen.
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bietet uns die Entwicklung der Function, welche aus der urspriing-
lichen durch Vermehrung der Veriinderlichen um einen beliebigen Zu-
wachs entsteht, nach ganzen positiven Potenzen dieses Zuwachses dar.
Denn da die bekannte Entwicklung
P=90 P
1) 2 fatm = T—;—p ;Ti’ K?
=0

(Wo 2z 4 das bedeutet, was aus 2, wird, wenn man darin statt z
@ + h setzt) fiir jeden beliebigen Werth von % giiltig ist, so miissen
die Coefficienten in derselben einen ganz bestimmten Werth haben;
man kann -dieselben also zur Definition der Differentialquotienten ver-
wenden. Demgemiiss stellen wir folgende Definition auf: der nte
Differentialquotient der Function z, ist gleich dem Coefficienten von
h* in der Entwicklung von 2, nach ganzen  positiven Potenzen
von h, multiplicirt in einen nach z constanten, nur von # abhingigen
Factor, nemlich in 1.2.... n. Diese Betrachtungsweise der Differential-
quotienten fithrt sehr leicht zur Feststellung einer allgemeinen Operation,
in: welcher die Differentiation und Integration enthalten ist und welche
wir (da die Bezeichnung und Benennung derselben als die Grenze des
Quotienten verschwindender Gréssen bei dieser Betrachtungsweise keinen
Sinn hat) durch &) bezeichnen und nach dem Vorgange von Lagrange
in der Benennung ,fonctions dérivées“ Ableitung benennen wollen.

Wir verstehen nemlich unter 8’z oder unter dem Ausdruck ,vte
Ableitung von 2z nach z“ den Coefficienten von A* in einer nach Po-
. tenzen von %, deren Exponenten um eine ganze Zahl von einander
abstehen, riickwiirts und vorwiirts in’s Unendliche fortlaufenden Ent-
wicklung von #; 4, multiplicirt in einen nach z constanten, nur von
v abhiingigen Factor, d. h. wir definiren 5’z durch die Gleichung
(2) Yatr) = ’Cv a:z ky.
In dieser Definition muss nun natiirlich der von » allein abhingige
Factor &, so bestimmt werden, dass fiir den Fall, dass die Exponenten
von h ganze Zahlen sind, die Reihe (2) in die (1) iibergeht, weil
nur dann die Differentialquotienten wirklich als besondere Fille in den
Ableitungen enthalten sind; sollte dies nicht méglich sein, so wire
diese Definition unserm Zwecke, eine Operation, welche die Differen-
tiation als besonderen Fall in sich schliesst, festzustellen, nicht ent-
sprechend, und wir miissten uns also nach einem anderen Wege, ihn
zu erreichen, umsehen.
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Bevor wir aber diesen Factor zu bestimmen suchen, wollen wir
erst Einiges iiber die Reihen von der angegebenen Form vorausschicken,
da sie, wie man sieht, die Grundlagen dieses ganzen Versuchs einer
Theorie der Ableitungen bilden.

Man hat wohl die Behauptung aufgestellt, man konne auf die
Reihen im Allgemeinen gar keine sicheren Schliisse griinden, sondern
nur unter der Bedingung, dass man den darin vorkommenden Grossen
solche Zahlenwerthe beilege, dass die Reihe convergire, d. h. dass sich
ihr (wenigstens geniherter) Werth durch eine wirkliche Ziffernaddition
finden lasse. Nun kionnen wir aber, wenn, wie hier immer voraus-
gesetzt wird, die Coefficienten einem bestimmten Gesetze gehorchen,
jeden einzelnen Theil derselben genau angeben; sie ist folglich eine
in allen ihren Theilen genau begrenzte, also bestimmte Grosse; und
ich sehe darin, dass der Mechanismus der Ziffernaddition nicht aus-
reicht, diesen ihren bestimmten Werth zu finden, keinen Grund, warum
wir nicht die Gesetze, die fiir die Zahlengrissen als solche erwiesen
sind, auf sie anwenden und die Resultate, die wir dadurch erhalten,
als richtig ansehen sollten.

Um an einem Beispiele zu zeigen, dass man fiir eine Reihe von
der Form (2) wirklich einen Werth finden kann, wollen wir durch ein
Verfahren, das in vielen Fillen fiir diesen Zweck anwendbar ist, die
Function 2 in eine nach gebrochnen Potenzen von (z — b) fortlaufende
Reihe entwickeln, eine Entwicklung, deren wir ohnehin im Lauf der
Untersuchung bedurfen

Die Reihe, die 2* gleich sein soll und die wir der Kiirze wegen
durch z bezeichnen, sei

Dl ez — by
Wenn 2 = a*, so ist
dz
R pzt—l,
folglich
dz

es muss also auch

D —a)ee—b(@41)cuys| @ —b)7 =
sein. Dieser Bedingung ist offenbar Geniige geleistet, sobald
(w—ea)ce —b(a+1)ceq1=0.
Nun sind aber alle Ausdriicke, welche dieser Differentialgleichung ge-
niigen in den verschiedenen Werthen von %a2* enthalten, es muss
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also die Reihe 2, in der das Gesetz

(u—e)ce —b(@e4+1)ceyr1=0
stattfindet, nothwendig einem derselben gleich sein; um diesen zu
finden, machen wir

...... Ca—1 (@ — D)1+ ¢ (x — b)* =D,
P =Cet1(@—0tFtcaqge(@—0bF2...... 3

p+p =z =rkat;

“also

folglich

 w—rl—G—0a@—tr—X u s ——X
Diese Differentialgleichungen haben zum allgemeinen Integral

—'/'Xx—l‘_l dz 4k, = par—+ =c. (x — b)*2—*

s (@ — BEr—ta—k ........
J'Xx—n—l Az 4 by = Po—h = cqyq (& — b)e+! g—H
+ a2 (@w—b) 2k ......

Substith st T Mierin fir X aetnen Wecth 4hd % fir z. so erhalt
man

pr—t =y (p — @) b"—”f?/"““—‘ (1 —y)yrdy + &
= e b (1 — y)* g = oy bo— 1 (1 — )= Tyt ..

ok = —culu — e [yt (L — g dy + ky

=41 pet1—p (1 Fan =8 y)a-}-l yy—a—l

F Coqabeti—n (1 — y)et2 gu—e—2 4 ..
In dem Falle, dass u > « > — 1, verschwinden nun offenbar die Aus-
driicke rechts beziiglich fiir y =0 und y = 1, und die beiden Inte-
grale werden ihnen also, das erste von O bis y, das zweite von 1 bis y
genommen, genau gleich sein, wenn dieselben zwischen diesen Grenzen
continuirlich sind. Es konnte scheinen, als ob diese Bedingung ver-
- letzt wiire, so bald einige oder alle Glieder einer Reihe in’s Positive
oder Negative iiber alle Grenzen hinaus wachsen; daraus wiirde aber,
da sich dieselben gegenseitig aufheben konnen, nur folgen, dass sich
durch eine wirkliche Addition ein bestimmter Werth fiir die Reihe
nicht finden lisst. Da wir nun den Schluss, als ob die Reihe in einem
solchen Falle iiberhaupt keinen bestimmten Werth habe, nach dem
Obigen nicht zugeben, so kiémnen wir die Continuitit oder Disconti-
nuitit der Reihen pz—* und p'z—* nur durch die Betrachtung der
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ihnen gleichen Integrale erfahren.®) Bekanntlich kann nun aber ein
Ausdruck nur discontinuirlich werden, wenn sein Differential unendlich
wird; der Ausdruck (1 — y)“—<—1!y* hat aber fiir alle endlichen
Werthe von y einen endlichen Werth, wenn die Exponenten gy —a —1
und « positiv sind; die Integrale findern sich also dann stetig, und
aus der Betrachtung der singuliren Integrale fiir y =1 und y =0
ersiecht man, dass dies auch noch stattfindet, so lange beide Exponen-
ten grosser als — 1 bleiben. Es ist demnach fiir den Fall, dass
uw>e>— 1 und y endlich ist,*¥)

1
k=gt =pat 4 pat = (p — @b e [ (L — gty  dy
v
() I (4 — )
11(w)
(wo IT das bekannte bestimmte Integral bezeichnet). Dies Resultat
gilt, wie bemerkt, nur, wenn g > e > — 1; es lisst sich aber auf
alle Werthe von g und « ausdehnen, wenn man das IT einer negativen
Zahl (wie im Lauf dieser Untersuchung immer angenommen werden

soll) als durch das Gesetz II(n) = + T I(n + 1) aus den posmven

abgeleitet definirt. Denn erstens muss es nach dem Gesetz, welches
- angenommener Massen zwischen den Coefficienten der Reihe stattfindet,
fiir jeden Werth von « gelten, wenn nur einer derselben ; £ | ist; es
ist also, wenn p posmv ist

ba —_—

e=w® H([L) i )k
.. o — an(a)ﬂ(p—a) «(z —b)
oder P i
2 S T B
Hp O —e MO ’
daraus aber erhilt man durch nmalige Differentiation nach 2
A Pt (a— D"
Hp—n LHep—o HDe—mn

wodurch das Gesetz auch fiir negative Werthe von p erwiesen ist.

*) Behandelt man die Integrale vor der Substitution von —3 statt «, so wer-

den sie fiir x = 0 discontinuirlich. Man erkennt aber auch unter dieser Form
leicht, dass die ihnen zugehorigen Constanten fiir positive und negative Werthe
von # dieselben Werthe haben miissen, da der Werth der Integrale bei dem
Uebergange des # von + « zu — o sich stetig iindert. <

. *#%) Fiir den Fall, dass y = 4+ o, also 2 = 0, ist der Werth beider Inte-
grale «; folglich ¥ = w» — =, d. h. beliebig, was offenbar aus der blossen Be-
trachtung dieses Falles hervorgeht.
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Es ist also ganz allgemein

@r=®

P (z— B)
() o

G=—w>

Bemerkenswerth ist es, dass man durch diese Formel, eine Reihe fiir
2 nicht erhilt, wenn u eine negative ganze Zahl ist, da der Ausdruck
links dann O wird, worauf wir spiter zuriickkommen werden. Man
sieht auch dass es Reihen von dieser Form giebt, die der Null oder
einer Constanten, fiir jeden Werth von z, gleich sind.

Nach dieser Protestation gegen das Verdammungsurtheil, welches
man den divergirenden Reihen gesprochen hat, wollen wir jetzt den
eingeschlagenen Weg zur Feststellung des Begriffs der Ableitungen
weiter verfolgen. Man sieht, dass der Zweck, den wir uns gesetzt
haben, dass nemlich die Differentiation als besonderer Fall in der Al-
leitung enthalten sein soll, erfiillt ist, so bald nur die Function %, fiir

alle ganzen positivén Werthe von » = und fiir alle ganzen

1

IRy SR
pegativen Werthe — 0 ist; denn dann geht die Reihe (2) in die
Reihe (1) iiber; dieser Bedingung kann aber offenbar durch unendlich
viele verschiedene Functionen von » geniigt werden; man kann ferner
durchaus nicht annehmen, dass es nur Eine Entwicklung derselben
Function nach denselben Potenzen von h gebe, d. h. dass nur Ein
System von Coefficienten einer Reihe von einer bestimmten Form
einen bestimmten Werth gebe; man muss vielmehr unendlich viele
verschiedene Systeme als moglich voraussetzen; wir haben also, un-
beschadet unseres Zweckes, sowohl unter den verschiedenen moghchen
Functionen von » fiir %, als unter verschiedenen moglichen Systemé"n
von Coefficienten die Wahl, und es ist offenbar am zweckmiissigsten,

diese Wahl womiglich so zu treffen, dass die Ableitungen noch meh-
reren Gesetzen gehorchen, die bei einer andern Wahl nur fiir Ab-
leitungen mit ganzen Indices giiltig sein wiirden. :

Hierzu dienen folgende Betrachtungen.

Da der Ausdruck X%, 2,21 alle in dieser Form mdglichen Ent-
wicklungen 2 ;) umfassen soll, so muss
dev 6;‘:2 h . ¥ y—1
'—T = Zluy V02 h

e

alle in dieser Form moglichen Entwicklungen von T3

umfassen,
und ebenso

azk, 0 ’h
h'
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alle Entwicklungen dieser Form von ﬂ%ﬂ;ﬂ Bekanntlich sind nun
d d 2 : v
Z(; 2‘ " und z(;;. "_ identisch; beide Ausdriicke umfassen also genau

dieselben Reihen; es miissen also auch %, (v 4 1) "'z und
do’
k, b

setzt man nun % 4 (v 4 1) =k,, was der obigen Hauptbedingung
offenbar nicht widerspricht, da fiir ganze Werthe von » vermoge der-
selben dies Gesetz stattfinden muss, so erreicht man dadurch, dass
auch fiir die Ableitungen mit gebrochenen Indices

genau dieselben Werthe haben, d. h. sie sind einander gleich;

do}z
A+ 1 o x
gie dz
ist und folglich allgemein, wenn % eine ganze Zahl ist,
4 ' v 3oy 10 drolz
€ Ty = r

Aus dem angenommenen Gesetze fiir %, folgt, dass
H(’V)kv = II(’V + 1)k(v+1)
ist,es hat also die Function II(v)k, ,die wir durch /, bezeichnen wollen, fiir alle
Werthe von », die um ganze Zahlen von einander abstehen, stets denselben
Werth. Wir konnen daher fiir die zweckmissigste Wahl der Function
I, nicht mehr aus der Betrachtung einer einzelnen Entwicklungsform,
sondern nur aus der Combination verschiedener Schliisse ziehen; dem-

gemiiss wollen wir versuchen, ob wir sie so wahlen konnen, dass

Lol =T s ist.

Lisst man zu diesem Zwecke  in der Formel (2) noch einmal
wachsen, und bezeichnet man diesen Zuwachs durch %, so ist

= Y=o

I\
() . Z(,+k+}.)—2 2, luly % 022 3o n(,,) o)

u=—w® r=—9=xn

und dieser Ausdruck bezeichnet alle nach denselben Potenzen von %
und % moglichen Entwicklungen von z(,+,,+k). Es ist aber auch

utr=w RV
,L+v 4 By
B).-2atr+n= _S_, bwtn 927 2 —qra oy
putr=—own

M= Y=

wtr B R b
El(,,_H ke ﬁ(;—)ﬂ_(,f) [vermdge (3)].

U=—n ¥=—
Nun bezeichnet der letzte Ausdruck (8) zwar nicht alle moglichen-
Entwicklungen dieser Form von 2uysisn, da die Gleichung (3)

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. T, 22
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(b By
O+
mogliche zu sein brauchte; es miissen aber alle in ihm enthaltenen
Entwicklungen auch in («) enthalten sein; stellt man also fiir die

Function ! das Gesetz I, -, =1I.[l, auf; so werden alle Werthe

von & Tz auch Werthe von & 7,2 sein, obgleich der letzte Ausdruck

auch noch andere Werthe haben kann.
Es ist also

5) . il ot

unter der aunsgesprochenen Beschrinkung.
Aus U4y =1l Ly folgt aber

l(,u +r4+n) — l,u-{»—r) ln e l‘u lr lrt

nur Eine Entwicklung von giebt, ohne dass dies die einzig

und allgemein, dass das Product der ! verschiedener Zahlen gleich ist
dem [ ihrer Summe, oder wenn man die einzelnen Factoren einander

gleich setzt ;) = l3), so oft m eine ganze Zahl ist; bezeichnet man

nun q—nn—v durch =, so ist
lny = lpmy = I = T2 oder ) = e
Das Gesetz 1, = Iy ist also fiir alle rationalen Werthe von g, und
folglich (nach dem bekannten Gesetz der Interpolation) allgemein giiltig.
Da nun fir ganze Werthe von » I, =1 sein muss, so ist [, = 1".
Sollen demnach die Gesetze (4) und (5) fiir die Ableitungen im
Allgemeinen gelten, und die Differentiation in der Ableitung als be-
sonderer Fall enthalten sein, so miissen wir die Ableitungen unter
denjenigen Functionen von z wiihlen, die der Gleichung
lv h ,! h‘y Y
L e H(‘V) 28 = H(v) 022
geniigen. Diese Wahl wird am zweckmiissigsten auf diejenigen unter
ihnen fallen, welche am geschmeidigsten fiir die Rechnung sind; ver-
sucht man aber die Entwicklung einiger Functionen von z 4% in
Reihen, die nach gebrochenen Potenzen von % fortlaufen, so wird man
sehen, dass am leichtesten und einfachsten Entwicklungen in solche

Reihen sind, in denen der Coefficient von H(v ) das Differential des
Coefficienten von I}Il(,) ist: wir wollen also obige Begrenzung der Ab-

leitungen dahin beschrinken, dass das Zeichen @,z den Coefficienten von

v

} = 2 - . - 5
ﬁ‘(;) nicht in allen moglichen Entwicklungen von 2., bezeichnen
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soll, sondern nur in solchen, in denen der Coefficient von das

hv+1
Mv41)
Differential des Coefficienten von ITV) ist. ¥)

Hieraus folgt zuniichst, dass Ein Werth von 4,2 nur einer Ent-
wicklung angehoren kann; denn gesetzt, ein Werth von 7,2z p,, ge-
horte zwei Entwicklungen, ¢ und b, an, so miissten diese beiden Ent-
wicklungen in allen folgenden Gliedern iibereinstimmen, da diese durch
Differentiation aus p, entstehen. Bezeichnen wir nun die vorhergehen-
den Glieder in @ durch p,_;, py—s...,in b durch ¢,_1,¢y—2..., so
miissen p,_; und ¢, _, beide zum Differential p, haben; sie kon-
nen also nur um eine Constante verschieden sein, d. h.

¢—1=py—1+ K,
ebenso muss
2
G2 =p—2+ Ko+ K, t—s=p—s+ K, 1155 + Ko+ K,
sein. Die Entwicklung & ist also
m=1 m=1

(i hy—n—m (1 + h))—m
a+2K H('n) Iv—n—m) a+2K"‘ (v — m) ]

nun soll aber fiir alle Werthe von (2 + k) a =1> sein, was bekannt-

lich nur stattfinden kann, wenn alle Constanten null sind; dann aber
sind beide Entwicklungen identisch.

Ist p, ein Werth von 7z, so ist p, + K o7 P (wo n positiv

und ganz und K eine endliche Constante ist) ebenfalls ein Werth des-
selben; denn die Reihe

z—v—n \ h? W @} A=
2(1"'+KH<—v—n)n<v> =~ 2ty K ey

1
T 2 Pvﬁ,‘) = &a+1,

und es findet in ihr das Gesetz statt,

d (p, +K%—’_-")
(=n) i . g—r=n=1L
dx 1"+1+K11( v—1—m)

¥) Aus (4) folgt zwar, dass wenn E’ a;zl?(;)

ar
ist, do_’z_ o i ebenfalls eine Entwicklung von z(z-+7 ist, aber nicht
. 2 dz I +1)

dass diese beiden Entwicklungen identisch sind. Durch die gemachte Annahme
erreicht man auch, dass die Ableitungen mit ganzen negativen Indices, die nach
dem Bisherigen noch gar keinen Sinn hatten, mit den Integralen zusammenfallen,
wie weiter unten bewiesen werden wird.

2%*
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Den Inbegriff aller Werthe von &z, die sich durch Addition von Aus-

—r—n
II(—v—mn)
len wir ein System von Werthen nennen; es sind also alle Werthe

driicken von der Form K aus einander ableiten lassen, wol-

von 7’ z, die demselben Systeme angehoren, in dem Ausdruck
n=1
(6) »+ D K, Hr(*_—,,_—n) )

enthalten (wo K, endliche Constanten bedeuten).

Wir wollen nun einen Werth von 8:z zu bestimmen suchen.
Bekanntlich ist

a2z (e — k)2
2w = 2@ + (d’t) (—k + (d.’c")(k) RO ke >
sobald 2z, zwischen den Grenzen z# und % continuirlich ist, setzt man

hierin z 4 & fiir & und entwickelt die Glieder der Reihe mittels (3)
nach Potenzen von %, so erhilt man

'S @b ey @Rk
Z() ——72 () < ® "T—w + (ﬂ)(k) O—p+ 1)

;(=—-ao
S0 ool s
+ (dl‘f)m II(— p + 2) )
und in dieser Reihe ist der Coefficient von F(—) das Differential des

u—1

Coefficienten von —]('4-—1); er ist folglich ein Werth von &%z, den

wir durch p, bezeichnen wollen. Differentiirt man nach %, so er-
hilt man

dpu z—k)~ )

“ip’i = — Zr I(T(—))— fO]gllCh pﬂ —f— Z(A) ﬁ dlr.
Nun verschwinden alle Glieder der obigen Reihe fiir & = z; das In-
tegral wird also von % bis # genommen = p, sein, wenn es zwischen
den Grenzen continuirlich ist; dies ist aber, da z zwischen den Gren-
zen z und k continuirlich sein soll und — w — 1 > — 1, offenbar der
Fall und es ist also

k
(7) ./ Z(k) (IwI(_ k)——"“ _; (I]v = H(— l)j (J/ t) l43'([) dt

ein Werth von 2z, sobald z zwischen den Grenzen » und k continuirlich und
w negativ ist. Der derselben Entwicklung angehorige Werth von -

x

TN N S ld T - . op—kfr—1

Vg o - I(—p+n— 1)] (a t) 2y dt.
&
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Man sieht leicht, dass, je nachdem man dem % verschiedene Werthe
giebt, verschiedene Entwicklungen von 2, ., daraus hervorgehen,

aber alle diese Entwicklungen gehéren demselben Systeme an. Denn
aus dem Werth

H(— 1)'] (@— 8" aydt

geht offenbar

1 f —u—1
= =T j (@ — 6y 5y dt
&

hervor durch Addition von

n= ow

x k
1 ! —p—1 o o v G (=) &
T s l)f(a/_t) Ry o= II{—p—1—mn) II(n) 2o dt;
ky

n=0 ¥

da nun 2z zwischen 2 und %, und also auch zwischen % und %, con-
tinuirlich ist; so sind alle jene Integrale endliche und zwar nach 2
constante Grossen. Man wird demnach durch das angewandte Ver-
fahren stets auf dasselbe System von Werthen gelangen; beschriinken
wir also den Begriff der Ableitungen auf dies System von Werthen,
so haben wir die Bestimmung derselben auf bekannte Werthe zuriick-
gefiihrt und werden mittels dieser Definition die Eigenschaften der-
selben und ihre Werthe fiir bestimmte Functionen ableiten konnen.
Es ist demnach

n=1

1. G ['(x— Ot e dt + DK, s,

n=w

wenn K, endliche willkiirliche Constanten sind,*) » negativ, und 2
zwischen den Grenzen z und % continuirlich ist; fiir einen Werth von

V—in

v aber der = 0 ist, bezeichnet ¢’z dasjenige, was aus 3. "2 (wo m > v)
durch m malige Differentiation nach x hervorgeht,**) ein Werth, wel-

cher stets auch der Gleichung

*) Alle diese willkiirlichen Functionen wollen wir durch ¢y bezeichnen; wir
machen zugleich darauf aufmerksam, dass (wenn # positiv und ganz) Jede
Function ¢y auch eive Function gy—, 1st

#¥) Die Definition
S (& —Fk)r—n
Z(dw )kI'I(u ») Sk 114

welche mit der gegebenen identisch ist, wiirde zwar fiir alle Werthe von » gel-
ten; wir haben ihr aber die gewiihlte ihrer grosseren Geschmeidigkeit wegen vor-
gezogen.
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Re=1l (n)

WA &'z
g Pedn 2 (s — n),/ e da*+ iy . +2H(~+n) dan

n=1

geniigen muss.*) Hleraus folgt

n=1

' o x—n-+m
3. z—J z(,)dt 4 Z'K,. e
n=m
und
~0
4. 0,2=2
m d’"z
5. az z=d$m
ferner
6. : e ="z 4 9.

Jeder Werth von 8;+f‘z ist also auch ein Werth von 85 a; 2.

Das Umgekehrte findet aber nur statt, wenn u eine ganze posi-
tive oder v eine ganze negative Zahl ist. In diesem Falle sind also
beide Ausdriicke identisch. Aus der Definition folgt noch (wenn ¢ eine
Constante bedeutet)

1. Oz (0 + ) = %p + 029
8. oz (cp) = crpp

9; - Ortes =02

10. Doz @ = Oz 2C".

Zwei Werthe von ¢,z und 75z, in denen die Constanten K, K, ete.
simmtlich einander gleich sind, sollen correspondirende Werthe heissen.
Alle derselben Entwicklung von 2, ., angehbrigen Werthe sind cor-
respondirende.

Wir wollen nun zu der Bestimmung der Ableitungen bestimmter
Functionen von z iibergehen. Dabei kann es natiirlich nur darauf
ankommen, einen Werth Einer Ableitung zu finden, da sich aus
diesem ihr allgemeiner Werth durch Addition der Function ¢ sofort
ergiebt, und zwar wird dieser Werth, wenn die Umformung des Aus-
drucks 1. iiberhaupt etwas niitzen soll, ein einfacherer, als dieser Aus-
druck, also eine explicite Function von z in endlicher Form sein

*) Ob die obige Formel 1. alle Werthe enthilt die dieser Gleichung geniigen,
hiingt offenbar davon ab, ob die Functionen g, die einzigen sind, welche, statt

Oz 2 substituirt, die Reihe 2. zu Null machen. Nun lisst sich zwar ohne Schwie-
rigkeit zeigen, dass keine algebraische Function von x, die nicht in ¢» enthalten
ist dies leistet; ob aber iiberhaupt keine Function dieser Bedingung geniigt, dar-
iiber konnte ich bis jetzt zu keinem Resunltat gelangen.



der Integration und Differentiation. 343

miissen. Diese Umformung wird also im Allgemeinen darin bestehen,
dass man das z aus dem Integralzeichen herauszuschaffen sucht.
Betrachten wir nun zuerst die Function 2.
Ist w positiv, so ist 2 fiir alle Werthe von z continuirlich; es
wird also

1 : e 7
0

immer ein Werth von 2} (2") sein; dies Integral ist aber

1
1 2 H( 7
3 — g\ —r—1 yu — ) uw—v
H(_v_,)'/ #5 (1—4) ¥ a4y =
: .
Da das mte Differential hiervon — ) pu—r—m — 2™ () ist,

II(p— v — m)

(4), so ist fiir jeden Werth von »

v II 9

0z (2) = H—(P(‘l:), ) =" < @y
Ist u negativ, so ist 2* fiir 2 = 0 discontinuirlich, fiir alle andern
Werthe aber continuirlich; in dem Ausdrucke (1) miissen also z und %
stets gleiches Zeichen haben. Nun erhdlt man aber durch m malige
partielle Integration

1 & s
k

s () 3 SN Rt
_H(—v—l—-m)ﬂ(lt-l-m)f(x_t) =t dt + @y,
]

so lange — v — m > 0 ist, wodurch sich also, wenn — v > — u ist,
diejenigen Integrale worin u << — 1 isb, auf solche zuriickfiihren lassen,
in denen der Exponent von £ — 1 ist; ist er > — 1, so gehort
3
f (x — t)—r—1—m putm dt
0
zu den Functionen ¢,, und es ist also

I(g) : N\—r—1—m m 1 _IT(IJ') A
I(—v—1—m) Iu+m) @—tyrt-mpimdi = 2"
0

II(p — %)

ein Werth von 2, ("), wenn — v > — u, welches Resultat nach dem

0%z
d; fiir jedes v gelten muss.

> Ist aber p 4+ m = — 1, so ist

Gesetze .71z =




344 XIX. Versuch einer allgemeinen Auffassung ete.
. @ty b
/ (z—tyr—1—mputmdt=logzx a#—" —logh a*—* —l—-j et 5 = E

= logz o~ +J' (.‘L'—t)“—t — 25

=]ogxxf‘"‘"+af‘—'f—y” e 5

1—y
0

= logz 2~ — (¥(u — v) — F(0))z*—.
Verallgemeinert man auch das hieraus erhaltene Resultat durch Differen-
tiation, so hat man folgende Werthe fiir 2 (),

Y T H(!") —
1k & () = iy~ 2,
wenn u nicht eine negative ganze Zahl ist,
S 11 i i s g
12, oz(2) = ﬁ%j 6% |:10gx 2= — (P (u—rv)— P(0) Y — ] :

wenn u eine ganze negative Zahl ist.

Es ist zu bemerken, dass aus der Formel 12. die Formel 11. her-
vorgeht, sobald man nur die Constanten, die fiir diesen Fall 2 werden,
einer geeigneten Behandlung unterwirft, was auch in dem Fall ge-
schehen muss, wo (u — v) und w beide ganze negative Zahlen sind.
Man iibersieht leicht, dass die aus diesen Formeln fiir verschiedene
Werthe von » hervorgehenden Werthe correspondirende sind; dies ist
auch der Grund warum wir in 12. nicht, wie wir es fiir den Fall p =
einer negativen ganzen Zahl konnten, den blos 2"—* enthaltenden
Theil in die Function ¢, einschlossen.

Wendet man ein ihnliches Verfahren auf ¢* an, so erhilt man

. ; 1 : 5
13: C,,;(e‘) =‘/e‘(x——t)_'_l dt:m e’j e—!’y—' ldy‘:-et.
— 0

Die Ableitungen von logz ergeben sich durch dieselbe Methode,
noch leichter aber und zwar sogleich fiir alle Werthe von » aus 6.
und 12.

14. & (loga) — hdy | x*l = )(logvvz—'——[?lf(—v)—?lf(O)].r’)

Durch Anwendung der Regeln 7 bis 10 findet man aus 13. und 14.
mit der grossten Leichtigkeit auch die Ableitungen von sinz, cosz, tgz
und arc (tg = z).

Schliesslich bemerken wir noch, dass sich die aufgestellte Theorie
mit derselben Sicherheit auch auf den Fall ausdehnen lisst, wo man
den in Rede stehenden Grossen imagindre Werthe beilegt.
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