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Umliufen des #z um den Verzweigungswerth ihren vorigen Werth wie-

der erhiilt (wie z. B. (z — @)™, wenn m, n relative Primzahlen sind,
nach # Umliufen von z um @), muss man dann freilich annehmen,
dass sich das oberste Blatt der Fliche durch die iibrigen hindurch in
das unterste fortsetzt.

Die mehrwerthige Function hat fiir jeden Punkt einer solchen
ihre Verzweigungsart darstellenden Fliiche nur einen bestimmten Werth
und kann daher als eine vollig bestimmte Function des Orts in dieser
Fliche angesehen werden.

2. Lehrsitze aus der analysis situs fiir die Theorie der Integrale
von zweigliedrigen vollstéindigen Differentialien.

Bei der Untersuchung der Functionen, welche aus der Integration
vollstindiger Differentialien entstehen, sind einige der analysis situs
angehorige Sitze fast unentbehrlich. Mit diesem von Leibnitz, wenn
auch vielleicht nicht ganz in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen
darf wohl ein Theil der Lehre von den stetigen Grossen bezeichnet
werden, welcher die Grossen nicht als unabhingig von der Lage
existirend und durch einander messbar betrachtet, sondern von den
Massverhiltnissen ganz absehend, nur ihre Orts- und Gebietsverhilt-
nisse der. Untersuchung unterwirft. Indem ich eine von Massverhilt-
nissen ganz abstrahirende Behandlung dieses Gegenstandes mir vor-
behalte, werde ich hier nur die bei der Integration zweigliedriger
vollstiindiger Differentialien nothigen Sitze in einem geometrischen
Gewande darstellen.

Es sei eine in der (z, y)-Ebene einfach oder mehrfach ausge-
breitete Fliche 7' gegeben™) und X, Y seien solche stetige Functionen
des Orts in dieser Fliche, dass in ihr allenthalben Xdx - Ydy ein
vollstiindiges Differential, also
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ist. Bekanntlich ist dann
f (Xdz + Ydy),

um einen Theil der Fliche 7' positiv oder negativ herum — d. h.
durch die ganze Begrenzung entweder allenthalben nach der positiven

*) Man sehe die vorhergehende Abhandlung S. 83.
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oder allenthalben nach der negativen Seite gegen die Richtung von
Innen nach Aussen (Siehe die Anmerkung Seite 82 der vorhergehenden
Abhandlung) — erstreckt, = 0, da dies Integral dem iiber diesen
Theil ausgedehnten Flichenintegrale !
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identisch im ersteren Falle gleich, im zweiten entgegengesetst ist.
Das Integral

J (Xdz + Ydy)

hat daher, zwischen zwei festen Punkten auf zwei verschiedenen Wegen
erstreckt, denselben Werth, wenn diese beiden Wege zusammengenom-
men die ganze Begrenzung eines Theils der Fliche 7' bilden. Wenn
also jede im Innern von 7' in sich zuriicklaufende Curve die ganze
Begrenzung eines Theils von 7' bildet, so hat das Integral von einem
festen Anfangspunkte bis zu einem und demselben Endpunkte er-
streckt immer denselben Werth und ist eine von dem Wege der In-
tegration unabhiingige allenthalben in 7' stetige Function von der
Lage des Endpunkts. Dies veranlasst zu einer Unterscheidung der
Flichen in einfach zusammenhingende, in welchen jede geschlossene
Curve einen Theil der Fliche vollstindig begrenzt — wie z. B. ein
Kreis —, und mehrfach zusammenhingende, fiir welche dies nicht
stattfindet, — wie z. B. eine durch zwei concentrische Kreise begrenzte
Ringfliiche. Eine mehrfach zusammenhiingende lisst sich durch Zer-
schneidung in eine einfach zusammenhingende verwandeln (8. die
durch Zeichnungen erliuterten Beispiele am Schluss dieser Abhand-
lung). Da diese Operation wichtige Dienste bei der Untersuchung
der Integrale algebraischer Functionen leistet, so sollen die darauf
beziiglichen Sitze kurz zusammengestellt werden; sie gelten fiir be-
liebig im Raume liegende Flichen. :

Wenn in einer Fliche F' zwei Curvensysteme ¢ und b zusammen-
genommen einen Theil dieser Fliche vollstindig begrenzen, so bildet
jedes andere Curvensystem, das mit ¢ zusammen einen Theil von F'
vollstiindig begrenzt, auch mit b die ganze Begrenzung eines Flichen-
theils, der aus den beiden ersteren Flichentheilen lings a (durch
Addition oder Subtraction, jenachdem sie auf entgegengesetzter oder
auf gleicher Seite von a liegen) zusammengesetzt ist. Beide Curven-
systeme leisten daher fiir vollige Begrenzung eines Theils von F' das-
selbe und konnen fiir die Erfilllung dieser Forderung einander ersetzen.

Wenn in ciner Fliche F' sich n geschlossene Curven a,, @y, ..., @,
zichen lassen, welche weder fiir sich noch mit einander einen Theil dieser
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Fliche F wvollstindig begrenzen, mit deren Zuzichung aber jede andere
geschlossene Curve die vollstindige Begrenzung eines Theils der Fliche I’
bilden kann, so heisst die Fliche eine (n 4 1) fach zusammenhiingende.

Dieser Charakter der Fliche ist unabhiingig von der Wahl des
Curvensystems a,, @,, .. ., @,, da je n andere geschlossene Curven
b, by, ..., b,, welche zu vélliger Begrenzung eines Theils dieser
Fliiche nicht ausreichen, ebenfalls mit jeder andern geschlossenen Curve
zusammengenommen einen Theil von F' vollig begrenzen.

In der That, da b, mit Linien @ zusammengenommen einen Theil
von F vollstindig begrenzt, so kann eine dieser Curven @ durch b,
und die iibrigen Curven @ ersetzt werden. Xs ist daher mit b, und
diesen » — 1 Curven @ jede andere Curve, und folglich auch b,, zu
volliger Begrenzung eines Theils von I’ ausreichend, und es kann eine
dieser » — 1 Curven @ durch b, b, und die iibrigen » — 2 Curven a
ersetzt werden. Dieses Verfahren kann offenbar, wenn, wie voraus-
gesetzt, die Curven b zu vollstindiger Begrenzung eines Theils von F'
nicht ausreichen, so lange fortgesetzt werden, bis simmtliche @ durch
die b ersetzt worden sind.

FEine (n + 1) fach zusammenhingende Fliche F' kann durch ecinen
Querschnitt — d. h. eine von einem Begrenzungspunkte dwurch das Innere
bis zu einem DBegrenzungspunkte gefithrte Schwittlinie — in eine nfach
zusammenhingende F' verwandelt werden. Es gelten dabei die durch die
Zerschneidung entstehenden Begrenzungstheile schon wdilrend der weiteren
Zerschmeidung als Begrenzung, so dass ein Querschnitt Leinen Punkt
mehrfach durchschneiden, aber in einem seiner frictheren Punkte enden kann.

Da die Linien a,, a,, ..., a, zu volliger Begrenzung eines Theils
von F' nicht ausreichen, so muss, wenn man sich F' durch diese
Linien zerschnitten denkt, sowohl das auf der rechten, als das auf der
linken Seite von @, anliegende Flichenstiick noch andere von den
Linien a verschiedene und also zur Begrenzung von F' gehirige Be-
grenzungstheile enthalten. Man kann daher von einem Punkte von a,
sowohl in dem einen, als in dem andern dieser Flichenstiicke eine die
Curven @ nicht schneidende Linie bis zur Begrenzung von F ziehen.
Diese beiden Linien ¢ und ¢” zusammengenommen bilden alsdann
einen Querschnitt ¢ der Fliche F, welcher das Verlangte leistet.

In der That sind in der durch diesen Querschnitt aus F ent-
stehenden Fliche F’ die Linien @, @,, ..., @,_; im Innern von F’
verlaufende geschlossene Curven, welche zur Begrenzung eines Theils
von F, also auch von F’ nicht hinreichen. Jede andere im Innern
von F” verlaufende geschlossene Curve / aber bildet mit ihnen die ganze
Begrenzung eines Theils von F”. Denn die Linie ! bildet mit einem
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Complex aus den Linien @, a@,, ..., @, die ganze Begrenzung eines
Theils £ von F. Es lisst sich aber zeigen, dass in der Begrenzung
desselben @, nicht vorkommen kann; dénn dann wiirde, je nach dem
f auf der linken oder rechten Seite von a, liige, ¢’ oder ¢ aus dem
Innern von f nach einem Begrenzungspunkte von F, also nach einem
ausserhalb f gelegenen Punkte, fithren und also die Begrenzung von f
schneiden miissen gegen die Voraussetzung, dass ! sowohl als die
Linien @, den Durchschnittspunkt von @, und ¢ ausgenommen, stets
im Innern von F’ bleiben.

Die Fliche F’, in welche F' durch den Querschnitt ¢ zerfiillt, ist
demnach, wie verlangt, eine nfach zusammenhingende.

Es soll jetzt bewiesen werden, dass die Fliche F' durch jeden
Querschnitt p, welcher sie nicht in getrennte Stiicke zerfiillet, in eine
nfach zusammenhiingende F'* verwandelt wird. Wenn die zu beiden
Seiten des Querschnitts p angrenzenden Flichentheile zusammenhiingen,
so ldsst sich eine Linie b von der einen Seite desselben durch das
Innere von ¥’ auf die andere Seite zum Anfangspunkte zuriick ziehen.
Diese Linie b bildet eine im Innern von F' in sich zuriicklaufende
Linie, welche, da der Querschnitt von ihr aus nach beiden Seiten zu
einem Begrenzungspunkte fithrt, von keinem der beiden Flichenstiicke,
in welche sie I’ zerschneidet, die ganze Begrenzung bildet. Man kann
daher eine der Curven @ durch die Curve b und jede der iibrigen
n — 1 Curven @ durch eine im Innern von ' verlaufende Curve und
wenn nothig die Curve b ersetzen, worauf der Beweis, dass " nfach
zusammenhiingend ist, durch dieselben Schliisse, wie vorhin, gefiihrt
werden kann.

Eine (n + 1) fach zusammenhiingende Fliche wird daher durch
jeden sie nicht in Sticke zerschneidenden Querschnitt in eine nfach zu-
sammenhéingende verwandelt.

Die durch einen Querschnitt entstandene Fliiche kann durch einen
neuen Querschnitt weiter zerlegt werden, und bei » maliger Wieder-
holung dieser Operation wird eine (n -4 1)fach zusammenhiingende
Fliche durch » nach einander gemachte sie nicht zerstiickelnde Quer-
schnitte in eine einfach zusammenhiingende verwandelt.

Um diese Betrachtungen auf eine Fliche ohne Begrenzung, eine
geschlossene Fliche, anwendbar zu machen, muss diese durch Aus-
scheidung eines beliebigen Punktes in eine begrenzte verwandelt wer-
den, so dass die erste Zerlegung durch diesen Punkt und einen in ihm
anfangenden und endenden Querschnitt, also durch eine geschlossene
Curve, geschieht. Die Oberfliche eines Ringes z. B., welche eine drei-
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fach zusammenhiingende ist, wird durch eine geschlossene Curve und
einen Querschnitt in eine einfach zusammenhingende verwandelt.

Auf das im Eingange betrachtete Integral des vollstindigen
Differentials Xdx + Ydy wird nun die eben behandelte Zerschneidung
der mehrfach zusammenhingenden Flichen in einfach zusammenhin-
gende, wie folgt, angewandt. Ist die die (z, y)-Ebene bedeckende

dy oz
geniigende Functionen des Orts sind, % fach zusammenhingend, so wird
sie durch » Querschnitte in eine einfach zusammenhiingende 7 zer-
schnitten. Die Integration von Xdz 4 Ydy von einem festen An-
fangspunkte aus durch Curven im Innern von 7 liefert dann einen
nur von der Lage des Endpunkts abhiingigen Werth, welcher als
Function von dessen Coordinaten betrachtet werden kann. Substituirt
man fiir die Coordinaten die Grissen z, 9, so erhilt man eine Function

z ='/1 (Xdz + Ydy)

von z, y, welche fiir jeden Punkt von 7' vollig bestimmt ist und sich
innerhalb 7’ allenthalben stetig, beim Ueberschreiten eines Querschnitts
aber allgemein zu reden um eine endliche von einem Knotenpunkte
des Schnittnetzes zum andern constante Grosse dndert. Die Aenderun-
gen beim Ueberschreiten der Querschnitte sind von einer der Zahl
der Querschnitte gleichen Anzahl von einander unabhingiger Grossen
abhiingig; denn wenn man das Schnittsystem riickwiirts, — die spiiteren
Theile zuerst —, durchliuft, so ist diese Aenderung iiberall bestimmt,
wenn ihr Werth beim . Beginn jedes Querschnitts gegeben wird;
letztere Werthe aber sind von einander unabhiingig.

Um das, was oben (8. 85, 86) unter einer nfach zusammenhiingenden
Fliiche verstanden wird, anschaulicher zu machen, folgen in den nach- -
stehenden Zeichnungen Beispiele von einfach, zweifach und dreifach
zusammenhingenden Flichen.

Einfach zusammenhéngende Fliche.

Sie wird durch jeden Quer-
schnitt in getrennte Stiicke zer-
fillt, und es bildet in ihr jede
geschlossene Curve die ganze
Begrenzung eines Theils der
Fliche.
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Zweifach zusammenhiingende Fliche.

Sie wird durch jeden sie
nicht zerstiickelnden Querschnitt
g in eine einfach zusammen-
hiingende zerschnitten. Mit Zu-
ziehung der Curve ¢ kann in ihr
jede geschlossene Curve die

ganze Begrenzung eines Theils
der Fliche bilden.

In dieser Fliche kann jede
geschlossene Curve mit Zu-
ziechung der Curven @, und a,
die ganze Begrenzung eines
Theils der Fliiche bilden. Sie
zerfillt durch jeden sie nicht
zerstiickelnden Querschnitt in
eine zweifach zusammenhiin-
gende und durch zwei solche
Querschnitte, ¢, und ¢,, in eine
einfach zusammenhiingende.

In dem Theile ¢y 0 der
Ebene ist die Fliche doppelt.
Der a, enthaltende Arm der
Fliche ist als unter dem an-
dern fortgehend betrachtet und
daher durch punktirte Linien
angedeutet.

3. Bestimmung einer Function einer veridnderlichen complexen
Grosse durch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen.

‘Wenn in einer Ebene, in welcher die rechtwinkligen Coordinaten
eines Punkts z, y sind, der Werth einer Function von # -+ yi in einer
endlichen Linie gegeben ist, so kann diese von dort aus nur auf eine
Weise stetig fortgesetzt werden und ist also dadurch vollig bestimmt
(Siehe oben 8. 82). Sie kann aber auch in dieser Linie nicht willkiir-
lich angenommen werden, wenn sie von ihr aus einer stetigen Fort-
setzung in die anstossenden Flichentheile nach beiden Seiten hin fihig
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