
VI. 

Theorie der :A. bel'sehen Functionen. 
(Aus Borchardt's Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 54-. 1857.) 

1. Allgemeine Voraussetzungen und Hülfsmittel für die Untersuchung 

von Functionen unbeschränkt veränderlicher GrÖssen. 

Die Absicht den Lesern des Journals für Mathematik Unter­
suchungen über verschiedene Transcendenten, insbesondere auch über 
Ab el' sche Functionen vorzulegen, macht es mir wÜllschenswerth, um 
Wiederholungen zu vermeiden, eine Zusammenstellung der allgemeinen 
V oraussetzungen, von denen ich bei ihrer Behandlung ausgehen werde, 
in einem besonderen Aufsatze voraufzuschicJ.ren. 

Für die unabhängig veränderliche Grösse setze ich stets die jetzt 
allgemein bekannte Gauss'sche geOIJ?etrische Repräsentation voraus, 
nach welcher eine complexe Grösse z = x + Y i vertreten wird durch 
einen Punkt einer unendlichen Ebene, des!;en rechtwinklige Coordina­
ten x, y sind; ich werde dabei die complexen Grössen und die sie 
repräsentirenden Punkte durch ··dieselben Buchstaben bezeichnen. Als 
Function von x + yi betrachte ich jede Grösse w, die sich mit ihr 
der Gleichung 
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gemäss ändert, ohne einen Ausdruck von w durch x und y vorauszusetzen. 
Aus dieser Differentialgleichung folgt nach einem bekannten Satze, dass 
die Grösse w durch eine nach ganzen Potenzen von z - a fortschrei-

n= 00 

tende Reihe von der Form Z; an (z - a)n darstellbar ist, sobald sie in 
n=O 

der Umgebung von a allenthalben einen bestimmten mit z stetig sich 
ändernden Werth hat, und dass diese Darstellbarkeit stattfindet bis zu 
einem Abstande von a oder Modul von z - a, für welchen eine Un­
stetigkeit eintritt. Es ergiebt sich aber aus den Betrachtungen, welche 
der Methode der unbestimmten Coefficienten zu Grunde liegen, dass 
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die Coefficienten a" völlig bestimmt sind, wenn w in einer endlichen 
iibrigens beliebig kleinen von a ausgehenden Linie gegeben ist. 

Beide U eberlegungen verbindend, wird man sich leicht von der 
Richtigkeit des Satzes überzeugen: 

Eine Function von x + Vi, die in einem Theile der (x, y) - Ebene 
gegeben ist, kann da~-über hinaus ntt1' auf Eine Weise stetig fortgesetzt 
werden. 

Man denke sich nun die zu untersuchende Function nicht durch 
irgend welche z enthaltende analytische Ausdrücke · oder Gleichungen 
bestimmt, sondern dadurch, dass der Werth der :F'unction in einem 
beliebig begrenzten Theile der z-Ebene gegeben ist und sie von dort 
aus stetig (der partiellen Differentialgleichung 
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gemäss) fortgesetzt wird . Diese Fortsetzung ist nach den obigen 
Sätzen eine völlig bestimmte, vorausgesetzt, dass sie nicht in blossen 
Linien geschieht, wobei eine partielle Differentialgleichung nicht zur 
Anwendung kommen könnte, sondern durch Flächenstreifen von end­
licher Breite. Je nach der Beschaffenheit der fortzusetzenden Function 
wird nun entweder die Function für denselben Werth von zimmer 
wieder denselben Werth annehmen, auf welchem Wege auch die Fort­
setzung geschehen sein möge, oder nicht. Im ersteren Falle nenne 
ich sie einwerthig, sie bildet dann eine für jeden Werth von z völlig 
bestimmte und nicht längs einer Linie unstetige Function. Im letzteren 
Falle, wo sie mehrwerthig heissen soll, hat man, um ihren Verlauf 
aufzufassen, vor Allem seine ' Aufmerksamkeit auf gewisse Punkte der 
z-Ebene zu richten, um welche herum sich die Function in eine an­
dere fortsetzt. Ein solcher Punkt ist z. B. bei der Function log (z - a) 
der Punkt a. Denkt man sich von diesem Punkte a aus eine belie­
bige Linie gezogen, so wn'd man in der Umgebung von a den Werth 
der Function so wählen können, dass sie sich ausser dieser Linie 
überall stetig ändert; zu beiden Seiten dieser Linie nimmt sie aber 
dann verschiedene Werthe an, auf der negativen *) einen um 2ni 
grösseren, als auf der positiven. Die Fortsetzung der Function von 
einer Seite dieser Linie aus, z. B. von der negativen, über sie hinüber 
in das jenseitige Gebiet giebt dann offenbar eine von der dort schon 
vorhandenen verschiedene Function und zwar im hier betrachteten 
Falle eine allenthalben um 2ni grössere. 

*) Im An chlusse an die VOll GauBs vorgeschlagene Benennung positiv laterale 
Einheit für + i werde ich als positive Seitenrichtung zu einer gegebenen Richtung 
diejenige bezeichnen, welche zu ihr ebenso lü'gt, wie + i zu 1. 
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Zur bequemeren Bezeichnung dieser Verhältnisse sollen die ver­
schiedenen Fortsetzungen einer Function für denselben Theil der 
z-Ebene Zweige dieser Function genannt werden und ein Punkt, um 
welchen sich ein Zweig einer Function in einen andern fortsetzt eine 
Verzweigtmgsstelle dieser Function; wo keine Verzweigung stattfindet, 
heisst die Function einändrig oder monodrom. 

Ein Zweig einer Function von mehreren unabhängig veränder­
lichen Grössen z, s, t, . " ist einändrig in der Umgebung eines be­
stimmten Werthensystemes z = a, [J = b, t = c, ... , wenn allen 
Werthencombinationen bis zu ·einem endlichen Abstande von demsel­
ben (oder bis zu einer bestimmten endlichen Grösse der Moduln von 
z - a, s - b, t - c, .. . ) ein bestimmter mit den veränderlichen Grössen 
stetig .sich ändernder Werth dieses Zweiges der Function entspricht. 
Eine. Verzweigungsstelle oder eine Stelle, um welche sich ein Zweig 
in einen andern fortsetzt, wird bei einer Function von mehreren Ver­
ii.nderlichen durch sämJ?1tliche einer Gleichung zwischen ihnen genügende 
Werthe der unabhängig veränderlichen Grössen gebildet. 

Nach einem oben angeführten bekannten Satze ist die Einändrig­
keit einer Function identisch mit ihrer Entwickelbarkeit, ihre Ver­
zweigung mit ihrer Nichtentwickelbarkeit nach ganzen positiven oder 
negativen Potenzen der Aenderungen der veränderlichen GrÖssen. Es 
scheint aber nicht zweclnnässig, jene von ihrer Darstellungsweise un­
abhängigen Eigenschaften durch diese an eine bestimmte Form ihres 
Ausdrucks geknüpften Merkmale auszudrücken. 

Für manche Untersuchungen, namentlich für die Untersuchung 
algebraischer und Ab e l' scher Functionen ist es vortheilhaft, die Ver­
zweigungsart einer mehrwerthigen Function in folgender Weise geome­
trisch darzustellen. Man denke sich in der (x, y) -Ebene eine andere 
mit ihr zusammenfallende Fläche (oder auf der Ebene einen unendlich 
dünnen Körper) ausgebreitet, welche sich so weit und nur so weit 
erstreckt, als die Function gegeben i. t. Bei Fortsetzung dieser Function 
wird also diese Fläche ebenfalls weiter ausgedehnt werden. In einem 
Theile der Ebene, für welchen zwei oder mehrere Fortsetzungen der 
Function vorhanden sind, wird die Fläche doppelt oder mehrfach sein; 
sie wird dort aus zwei oder mehreren Blättern bestehen, deren jedes 
einen Zweig der Function vertritt. Um einen Verzweigungspunkt der 
Function herum wird sich ein Blatt der Fläche in ein anderes fort­
setzen, so dass in der Umgebung eines solchen Punktes die Fläche 
als eine Schraubenfläche mit einer in diesem Punkte auf ~er (x , y)­
Ebene senkrechten Axe und unendlich kleiner Höhe des Schrauben­
ganges betrachtet werden kann. . W cnll die Fnnction nach mehren 

6* 



84 vr. Theorie der Abel'schen Functionen. 

Umläufen des z um den Verzweigungswerth ihren vorigen Werth WIe-

'" der erhält (wie z. B. (z - a);-, wenn m, n relative Primzahlen sind, 
nach n Umläufen von z um a), muss man dann freilich annehmen, 
dass sich das oberste Blatt der FHiche durch die übrigen hindurch in 
das unterste fortsetzt. 

Die mehrwerthige Function hat für jeden Punkt einer solchen 
ihre Verzweigungsart darstellenden Fläche nur einen bestimmten Werth 
und kann daher als eine völlig bestimmte Function des Orts in dieser 
Fläche angesehen werden. 

2. Lehrsätze aus der analysis situs für die Theorie der Integrale 

von zweigliedrigen vollständigen Differentialien. 

Bei der Untersuchung der Functionen, welche aus der Integratio~ 
vollständiger Differentialien entstehen, sind einige der analysis situs 
angehörige Sätze fast unentbehrlich. Mit d~esem von Leibnitz, wenn 
auch vielleicht nicht ganz in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen 
darf wohl ein Theil der Lehre von den stetigen -Grössen bezeichnet 
werden, welcher die Grössen nicht als unabhängig von der Lage 
existirend und durch einander messbar betrachtet, sondern von den 
Massverhältnissen ganz absehend, nur ihre Orts- und Gebietsverhält­
nisse der . Untersuchung unterwirft. Indem ich eine von Massverhält­
nissen ganz abstrahirende Behandlung dieses Gegenstandes mir vor­
behalte, werde ich hier nur die bei der Integration zweigliedriger 
vollständiger Differentialien nöthigen Sätze in einem geometrischen 
Gewande darstellen. 

Es sei eine in der (x , y)-Ebene einfach oder mehrfach ausge­
breitete Fläche T gegeben *) und X, Y seien solche stetige Functionen 
des Orts in dieser Fläche, dass in ihr allenthalben Xdx + Y dy em 
vollständiges Differential, also 

ist. Bekanntlich ist dann 

oX _o Y -0 
oy ox -

J' (Xdx + Ydy) , 

um einen Theil der Fläche T positiv oder negativ herum d. h. 
durch die ganze Begrenzung entweder allenthalben nach di:lr positiven 

*) Man sehe die vorhergehende Abhandlnng S. 83. 
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