IV.

Beitrige zur Theorie der durch die Gauss'sche Reihe
F (e, B, p, v) darstellbaren Functionen.

(Aus dem siebenten Bande der Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen. 1857.)

Die Gauss’'sche Reihe F(e, B, y, ), als Function ihres vierten
Elements z betrachtet, stellt diese Funetion nur dar, so lange der
Modul von z die Einheit nicht iiberschreitet. Um diese Function in
ihrem ganzen Umfange, bei unbeschriinkter Veriinderlichkeit dieses
. ihres Arguments, zu untersuchen, bieten die bisherigen Arbeiten iiber
dieselbe zwei Wege dar. Man kann nimlich entweder von einer
lineiiren Differentialgleichung welcher sie geniigt ausgehen, oder von
ihrem Ausdrucke durch bestimmte Integrale. Jeder dieser Wege ge-
wiithrt eigenthiimliche Vortheile; jedoch ist bis jetzt, in der reichhaltigen
Abhandlung von Kummer im 15. Bande des mathematischen Journals
von Crelle und auch in den noch unverbffentlichten Untersuchungen
von Gauss¥), nur der erste betreten, wohl hauptsiichlich desshalb, weil
die Rechnung mit bestimmten Integralen zwischen complexen Grenzen
noch zu wenig ausgebildet war, oder doch nicht als einem grossen
Leserkreise geliufig vorausgesetzt werden konnte.

In der folgenden Abhandlung habe ich diese Transcendente nach
einer neuen Methode behandelt, welche im Wesentlichen auf jede
Function, die einer lineiiren Differentialgleichung mit algebraischen
Coefficienten geniigt, anwendbar bleibt. Nach derselben lassen sich
die frither zum Theil durch ziemlich miihsame Rechnung gefundenen
Resultate fast unmittelbar aus der Definition ableiten, und dies ist in
demr hier vorliegenden Theile dieser Abhandlung geschehen, haupt-
siichlich in der Absicht fiir die vielfachen Anwendungen dieser Function
in physikalischen und astronomischen Untersuchungen eine bequeme
Uebersicht iiber ihre moglichen Darstellungen zu geben. Es ist nothig,
einige allgemeine Vorbemerkungen iiber die Betrachtung einer Function
bei unbeschriinkter Veriinderlichkeit ihres Arguments voraufzuschicken.

#) Gauss Werke. Bd. 111 1866. S. 207. W
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Betrachtet man den Werth der unabhiingig veriinderlichen Grosse
# =y + 24 zur leichteren Auffassung ihrer Veriinderlichkeit als ver-
treten durch einen Punkt einer unendlichen Ebene, dessen rechtwinklige
Coordinaten y, z sind, und denkt sich die Function % in einem Theile
dieser Ebene gegeben, so kann sie von dort aus nach einem leicht zu
beweisenden Satze nur auf eine Weise der Gleichung 66—1: = 2% ge-
miiss stetig fortgesetzt werden. Diese Fortsetzung muss,_ selbstredend
nicht in blossen Linien geschehen, worauf eine partielle Differential-
gleichung nicht angewandt werden konnte, sondern in Flichenstreifen
von endlicher Breite. Bei Functionen, welche, wie die hier zu unter-
suchende, ,mehrwerthig“ sind oder fiir denselben Werth von z je
nach dem Wege, auf welchem die Fortsetzung geschehen ist, mehrere
Werthe annehmen kionnen, giebt es gewisse Punkte der xz-Ebene, um
welche herum sich die Function in eine andere fortsetzt, wie z. B. bei
V(x—a), log (x—a), (x—a)*, wenn w keine ganze Zahl ist, der Punkt
@. Wenn man von diesem Punkte @ aus sich eine beliebige Linie ge-
zogen denkt, so kann der Werth der Function in der Umgebung von
a so gewiihlt werden, dass er sich ausserhalb dieser Linie iiberall
stetig findert; sie nimmt aber dann zu beiden Seiten dieser Linie ver-
schiedene Werthe an, so dass die Fortsetzung der Function iiber diese
Linie hiniiber eine von der jenseits schon vorhandenen verschiedene
Function giebt. ;

Zur Erleichterung des Ausdrucks sollen die verschiedenen Fort-
setzungen Einer Function fiir denselben Theil der z-Ebene ,Zweige“
dieser Function genannt werden und ein Werth von z, um welchen
herum sich ein Zweig einer Function in einen andern fortsetzt, ein
» Verzweigungswerth“; fiir einen Werth, in welchem keine Verzweigung
stattfindet, heisst die Function ,einiindrig oder monodrom®.

i

Ich bezeichne durch
abe -
Plafy «
“ By
eine Function von x, welche folgende Bedingungen erfiillt:
1. Sie ist fiir alle Werthe von 2 ausser @, b, ¢ einiindrig und
endlich.
2. Zwischen je drei Zweigen dieser Function P, P”, P findet
eine linefire homogene Gleichung mit constanten Coefficienten Statt,

C’ Pl + C” P” + CIII Plu £ ().
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3. Die Function lisst sich in die Formen
€ P® 4 ¢o P, cg PP - ¢p PF), ¢, PN+ ¢ PY)
mit constanten ¢, ¢u, ..., ¢, setzen, so dass .
P@ (z—a)—% P“ (z—a)—*

fiir # = @ einiindrig bleiben und weder Null noch unendlich werden,
und ebenso P® (z—b)—F, P® (z—b)—# fiir 2 = b und PV (z—c)7,
P (x—e¢)~7 fiir # =¢. In Betreff der sechs Grossen «, o, ...,
wird vorausgesetzt, dass keine der Differenzen «—d', g — g, y—9%/
eine ganze Zahl und die Summe aller, « +¢ 4+ +y+ ¢ =1 sei

Wie mannigfaltig die Functionen seien, welche diesen Bedingungen
geniigen, bleibt vorliufig unentschieden und wird sich im Lanfe der
Untersuchung (Art. 4.) ergeben. Zu griosserer Bequemlichkeit des Aus-
drucks werde ich # die Veriinderliche, @, b, ¢ den ersten, zweiten,
dritten Verzweigungswerth und e, «'; B, f; p, ¥ das erste, zweite,
dritte Exponentenpaar der P-function nennen.

2.

Zuniichst einige unmittelbare Folgerungen aus der Definition.
ab ¢
In der Function P la f py 2! kinnen die drei ersten Vertikal-
a’ ﬂf y’
reihen beliebig unter einander vertauscht werden, sowie auch « mit «/,
B mit g, y mit p". Es ist ferner

a b ¢ la’b’c’
R B pol=—Pla By,
“'ﬂlyl a'ﬂ’?'

wenn man fiir #° einen rationalen Ausdruck ersten Grades von z setzt,
der fiir z =a, b, ¢ die Werthe &, ¥, ¢ annimmt.
Ooco 1
Fir Pla B y 2!, auf welche Function sich demzufolge alle P-
«py

functionen mit denselben «, ¢, ..., ' zuriickfithren lassen, werde ich
zur Abkiirzung auch blos P (Z, g, :, .z) setzen.

In einer solchen Function konnen also von den Grossen «, «;
B, B5 7, ¥ die Grossen jedes Paars unter sich, sowie auch die drei
Grossenpaare beliebig mit einander vertauscht werden, wenn man nar
in der sich ergebenden P-function als Verinderliche einen rationalen
Ausdruck ersten Grades von z substituirt, welcher fiir die zum ersten,
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zweiten, dritten Exponentenpaar dieser Function gehorigen Werthe
von z die Werthe 0, oo, 1 annimmt. Auf diese Weise erhiilt man

die Function P “, p : ?, x) ausgedriickt durch P-functionen mit den
o fy g

o . : v 1 @ 1
Veriinderlichen #, 1 —2, —, 1——, ——  —— und denselben Ex-
@ c’e—1’ 1—x

ponenten in anderer Ordnung.
Aus der Definition folgt ferner:

ab e 2
x*—a
xf ya (:r—b) =
«fy

P

a b c
«e+t0pf—0yz},
«+0 f—0y |-
also auch ; g 1
. S R a } —0—¢e y+¢
z? (1—=z)¢ P (a’ﬁ'y'l =P («x’—f—d PR SR a:)
Durch diese Umformung konnen zwei Exponenten verschiedener Paare
beliebig gegebene Werthe erhalten und als Werthe der Exponenten,
da zwischen ihnen die Bedingung o« + o' g4 + 747 = 1 statt-
findet, jedwede andere eingefiihrt werden, fiir welche die drei Diffe-
renzen & — ¢, f—f, y — 7 dieselben sind. Aus diesem Grunde werde
ich spiiter zur Erleichterung der Uebersicht durch
Ple—e; f— 8,7~ 9,2

simmtliche in der Form z° (1 — z)* P (Z, g Z 1‘) enthaltenen Functionen

bezeichnen.

3.

Es ist jetzt vor allen Dingen nithig, den Verlauf der Function
etwas genauer zu untersuchen. Zu diesem Ende denke man sich durch
simmtliche Verzweigungspunkte der Function eine in sich zuriick-
laufende Linie ! gezogen, welche die Gesammtheit der complexen
Werthe in zwei Grossengebiete scheidet. Inmerhalb jedes von ihmen
wird alsdann jeder Zweig der Function stetig und von den iibrigen
gesondert verlaufen; lings der gemeinschaftlichen Grenzlinie aber wer-
den zwischen den Zweigen des einen und des andern Gebiets in ver-
schiedenen Begrenzungstheilen verschiedene Relationen stattfinden. Zu
ithrer bequemeren Darstellung werde ich die mittelst des Coefficienten-

systems § = (f’ %) aus den Grossen ¢, u gebildeten lineiiren Aus-

driicke pt + qu, 7t 4 su durch (S) (¢, u) bezeichnen. Es moge ferner
nach Analogie der von Gauss vorgeschlagenen Benennung , positiv
laterale Einheit“ fiir 4 ¢ als ,positive“ Seitenrichtung zu einer ge-
gebenen Richtung diejenige bezeichnet werden, welche zu ihr ebenso

RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. I. 5
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liegt, wie 47 zu 1 (also bei der iiblichen Darstellungsweise der com-
plexen Grissen die linke). Demgemiss macht # einen ,positiven Um-
lauf um einen Verzweigungswerth ¢“, wenn es sich dureh die ganze
Begrenzung eines nur diesen und keinen andern Verzweigungswerth
entbaltenden Grossengebiets in einer gegen die Richtung von Innen
nach Aussen positiv liegenden Richtung bewegt. Es gehe nun die
Linie I der Reihe nach durch die Punkte z =¢, 2 =10, 2 =a, und
in dem auf ihrer positiven Seite liegenden Gebiete seien P, P” zwei
in keinem constanten Verhiiltnisse stehende Zweige der Function P.
Jeder andere Zweig P’ lisst sich dann, da in der vorausgesetzter-
massen stattfindenden Gleichung ¢ P* 4+ ¢ P” 4+ ¢” P” = 0 ¢”
nicht verschwinden kann, lineéir und mit constanten Coefficienten in
P’ und P” ausdriicken. Nimmt man nun an, dass P, P” durch einen
positiven Umlauf der Grosse 2z um @ in (4) (P, P”), um b in
(B) (P, P”), um ¢ in (C) (¥, P") iibergehe, so wird durch die Coeffi-
cienten der Systeme (4), (B), (C) die Periodicitit der Function vellig
bestimmt sein. Zwischen diesen finden aber moch Relationen Statt.
Wenn nimlich # das negative Ufer der Linie ! durchliuft, so miissen
die Functionen P’, P” die vorigen Werthe wieder annehmen, da der
durchlaufene Weg negativerseits die ganze Begrenzung eines Grissen-
gebiets bildet, innerhalb dessen diese Functionen allenthalben einéindrig
sind. Es ist dies aber dasselbe, als ob der Werth # sich von einem
der Werthe ¢, b, a bis zum folgenden auf der positiven Seite fort-
bewegt, dann aber jedesmal um diesen Werth positiv herum, wobei
(P, P”) der Reihe nach in (C) (P, P”), (C) (B) (P, P”), schliesslich
in (C)(B) (4) (P, P") iibergeht. Es ist daher

M @@= ()

welche Gleichung vier Bedingungsgleichungen zwischen den zwdlf
Coefficienten von A, B, C liefert.

Bei der Discussion dieser Bedingungsgleichungen beschriinke ich

mich, zur Fixirung der Vorstellungen, auf die Function P (Z‘, g, ;’, x);
also auf den Fall, wenn ¢ = 0, b = o0, ¢ =1, was die Allgemeinheit
der Resultate nicht wesentlich beeintrichtigt, und wihle fiir die durch
1, 0o, O zu ziehende Linie / die Linie der reellen Werthe, welche um
der Reihe nach durch ¢, b, @ zu gehen von — oo mach 4 oo ge-
richtet sein muss. Innerhalb des auf der positiven Seite dieser Linie
liegenden Gebiets, welches die complexen Werthe mit positiv imagi-
niirem Gliede enthiilt, sind dann die oben charakterisirten Bestandtheile
der Function P, die Griossen P, P“, PP PF Pr, P, enindrige
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Functionen von z und sind bis auf constante Factoren, welche von
der Wahl der Grossen cq, ¢o, ..., ¢, abhingen, vollig bestimmt,
wenn die Function P gegeben ist. Die Functionen P% P« gehen
durch einen positiven Umlauf der Grosse x um O in P* g«37i P« eo'27i
itber und ebenso durch einen positiven Umlauf dieser Grosse um oo
die Functionen P?, PF in P? ef27i P# ¢f27i und durch einen positiven
Umlauf um 1 die Functionen P7, PY' in Prer?7i Preyimi  Be-
zeichnet man den Werth, in welchen P durch einen positiven Umlauf
von z um O ibergeht, durch P, so ist, wenn

Pe=lePe o P*, P o= ¢, €275 PO -l e efisin
Diese Ausdriicke haben eine von Null verschiedene Determinante, da
n. V. e—& keine ganze Zahl ist, und folglich kténnen P* P< auch
umgekehrt in P, P’ also auch in P, P¢; Pv, PY lineiir mit constan-
ten Coefficienten ausgedriickt werden. Setzt man nun

Pe = g P -I-— op _PP" =y PY + oy PY"
/ . ’ ;
P¥=us PP+ oy PP =d, P" + oy Pr,

und zur Abkiirzung { or 5 } = (b), {a,, o } == {c}
{i'7

und die inversen Substltutlonen von (b) und (c) bez. w. = (b)~! und

(¢)~1, so ergeben sich fir die Functionen (P*, P“) die Substitutionen

27té 27!: X4 ¥ y-m O e
=& ety B=OT Gpans] OO~ (7 a0
Aus der Gleichung (C) (B) (4) = (& ‘1’) folgt nun zuniicht, da die

)
Determinante einer znsammengesetzten Substitution dem Producte aus
den Determinanten ihrer Componenten gleich ist,
= Det (4) Det (B) Det (C)
= elet@+p+F+r+vI2ai Det (b) Det (b))~ Det (¢) Det (¢)—1
oder, da Det (b) Det ()= = 1, Det(c) Det(¢)~! = 1,
2) at+d+p+pF +y+y = einer ganzen Zahl, womit die obige

Annahme, dass diese Exponentensumme = 1 sei, vereinbar ist.

Die iibrigen drei in (C) (B) (4) = (1 0) enthaltenen Relationen

geben drei Bedingungen fiir () und (c), welche indess leichter aunf
folgendem Wege gefunden werdea.

Wenn z erst um O und dann um oo negativ hernmgeht, so bil-
det der durchlaufene Weg zugleich einen positiven Umlauf um 1. Der
Werth, in welchen P* dadurch iibergeht, ist daher

=u, er2ai Py + @y, o2 Py o= (0(‘ g P27 P3 + ay e—B2ni 1:@) g
5
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Multiplicirt man diese Gleichung mit einem willkiirlichen Factor

e—97 und die Gleichung
o, Pr 4 ap PV = a3 PP 4+ ap PF mit ™
und subtrahirt, so ergiebt sich nach Abwerfung eines allgemeinen
Factors :
a, sin(6 —yp)mer™ P + ap sin(6 — y)mwer™ PV =
az sin(6 + « + B)me—@+Pmi PF 4 ay sin(o + a -+ f)mwe— @+ PP
Aus ganz ihnlichen Griinden hat man auch, wenn man iiberall ¢’ fiir
« setzt, die Gleichung
o, sin(6 — p)mwer™ PY + o, sin(oc — y)mwer™ P7 =

s $in(6 + o + f)me—@+A7 Pi L oy sin (6 + & + f)me—@+Fm P
mit der willkiirlichen Grosse 6. Befreit man beide Gleichungen von
einer der Functionen, z. B. P¥, indem man ¢ demgemiiss bestimmt,
so konnen sich die resultirenden Gleichungen nur durch einen all-

gemeinen constanten Factor unterscheiden, da %; nicht constant ist.

Diese Elimination von P7 giebt daher:

3) @ _ epsin(e +§+ y)me—eni oy sin(e 4 f H y)me—omi
oy og sin(e + B+ y)me—em oy osin(e + '+ y)mwe—«'7i

und die #hnliche Elimination von PY

(3) @y ap sin(e + B+ y)me—ani o sin (@ + '+ y)me—eni

oy dpsin(d +fFymeeni T Jysin(@d + f + y)meam®
welches die vier gesuchten Relationen sind. Aus ihnen ergeben sich

die Verhiiltnisse der Quotienten “ % & %' Die Gleichheit der

a'g? o'y’ oyl oy

beiden aus der zweiten und vierten fliessenden Werthe von 5%5%

{
erhellt leicht als eine Folge aus « + o'+ g+ '+ y 4+ = 1 mittelst
der Identitit sinszw = sin(1 — s)=. :

b e o3 o oy oy’ Rk
Demnach sind von den Grossen — F % % durch eine von

8’ a'—/g" W; oy
ihnen, z. B. % , die iibrigen bestimmt und die drei Grissen g, 'y, &)
durch die fiinf Grossen ws, '3, @y, @, a,. Diese finf Grossen aber
hingen von den in P¢ P« P? P?#, P7, P’, wenn die Function P
gegeben ist, noch von willkiirlichen Factoren oder vielmehr von deren

Verhiltnissen ab, und kénnen durch geeignete Bestimmung derselben
jedwede endliche Werthe erhalten.
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4. .

Die so eben gemachte Bemerkung bahnt den Weg zu dem Satze,
dass in zwei P-functionen mit gleichen Exponenten die denselben Ex-
ponenten entsprechenden Bestandtheile sich nur durch einen constanten
Factor unterscheiden.

In der That, ist P, eine Function mit denselben Exponenten wie
P, so kann man die fiinf Grossen e, ey, &, @y und 'z bei beiden
gleich annehmen und dann miissen auch die Grossen &'y, @'y, &', bei
beiden iibereinstimmen. Man hat also gleichzeitig:

(B% 1) = (G 1(FF, P ) == () (Y, 1)
(B P = (b) (BF, BF) = (o) (B, BY)

und

folglich

(PP — P¥ P#)=Det(b) (PP P,# — P# Pf)=Det(c) (PYP,y — PY Py).
Von diesen drei Ausdriicken bleibt der erste, mit #—“—¢ multiplicirt,
offenbar fiir # = 0 einindrig und endlich; ebenso der zweite, mit
ZB+F = g—¢—¢—v—v'+1 multiplicirt, fiir z = oo, der dritte, mit
(1—2)—7—7 multiplicirt, fiir =1, und dasselbe gilt von allen drei
Ausdriicken fiir alle von 0, oo, 1 verschiedenen Werthe von x; es ist
daher

(Po. P & ey st s aie ol S et

eine allenthalben stetige und einiindrige Function, also eine Constante.
Sie ist ferner = 0 fiir # = oo und muss folglich allenthalben = 0 sein.

Hieraus folgt

Pla' Pla

PP

ol B e Bl Ler BE PO
PP S BF g POtwg PP PO

BY PV wy PY LayBl P
PY PY' oy P7+“y, 1))" pe

Die Function Ao ist demnach einwerthig und muss iiberdies allent-

@

halben endlich, also, w. z. b. ist, constant sein, wenn noch bewiesen
wird, dass P* und P« nicht zugleich fiir einen von 0, 1, co verschie-
denen Werth von z verschwinden konnen.

Zu diesem Ende bemerke man, dass

. 2% , dP” ar¥ o APEN
pe 822 po 3% _ paip) (P2 4 — 1o ) =
L dPY . aP7Y
Det((}) (P/ T — Pr B =7 ')
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und folglich fiir # =0, oo, 1 unendlich klein von den Ordnungen
et — 1,8+ +1=2—a«—d—y—9,y+ »—1 wird, iibrigens
aber stetig und einiindrig bleibt, so dass

pe’ @
(Pa d;y _ P« ddl,),,) g—o—a+1 (1 —g)—r—7+1

eine allenthalben stetige und einiindrige Function bildet, folglich einen
constanten Werth hat. Dieser constante Werth dieser Function ist
nothwendig von Null verschieden, weil sonst log P* — log P¥ =
const., folglich @« = ¢  sein wiirde gegen die Voraussetzung; offenbar
miisste sie gleich Null werden, wenn fiir einen von 0, 1, co verschie-

denen Werth von # P und P“ gleichzeitig verschwinden, da 427,

- dx
d;) " als Derivirte einindrig und stetig bleibender Functionen nicht
T

unendlich werden konnen.

-Bs werden daher P* und P* fiir keinen von O, 1, co verschie-
denen Werth von z gleichzeitig — 0, und es bleibt die einwerthige
Function

R L L

PR SRR R s i Y
allenthalben endlich, mithin constant, w. z. b. w.

— Ply’
=

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass in zwei Zweige Einer
P-function, deren Quotient nicht constant ist, jede andere P-function
mit gleichen Exponenten sich lineir mit constanten Coefficienten aus-
driicken lisst und dass durch die im Art. 1. geforderten Eigenschaften
die zu definirende Function bis auf zwei lineéir in ihr enthaltene Con-
stanten vollig bestimmt ist. Diese werden in jedem Falle leicht aus
den Werthen der Function fiir specielle Werthe der Veriinderlichen
gefunden, am bequemsten, indem man die Verinderliche einem der
Verzweigungswerthe gleich setzt.

Ob es immer eine jenen Bedingungen gexiiigende Function gebe,
bleibt freilich noch unentschieden, wird sich aber spiter durch die
wirkliche Darstellung der Function mittelst bestimmter Integrale und
hypergeometrischer Reihen erledigen und bedarf daher keiner beson-
dern Untersuchung,.

5.

Ausser den fiir jedwede Werthe der Exponenten méglichen Trans-
formationen des Art. 2. ergeben sich aus der Definition noch leicht
* die beiden Transformationen:



der durch die Gauss'sche Reihe F (e, B, y, ) darstellbaren Functionen. 7T1

Ooo 1 l—l oo 1
4) PiOByaxt =P 72:3?1/%;,
P By Y 287
wo nach dem Fritheren f+ '+ 7+ 7 =4 sein muss, und
] 01 [1 0 o
(B) P00 ya; =P ?771/5],
L ot d

wo y+% = 4 und ¢ eine imaginire dritte Wurzel der Einheit be-
zeichnet. Um simmtliche Functionen, welche sich mit Hiilfe dieser
Transformationen auf einander zuriickfithren lassen, bequem zu iiber-
sehen, ist es zweckmissig, statt der Exponenten ihre Differenzen ein-
zufithren und, wie oben vorgeschlagen, durch P(e—¢, f—f, y— ¢/, x)

simmtliche in der Form z? (1 —z)* P (Z g, ; x) enthaltenen Func-

tionen zu bezeichnen, wobei «.— ¢/, f —f, y — 3 die erste, zweite,
dritte Exponentendifferenz genannt werden mag.

Aus den Formeln im Art. 2. folgt dann, dass in der Function
P (2, g, v, 2)
die Grossen 4, u, v beliebig in’s Entgegengesetzte verwandelt und be-

liebig unter einander vertauscht werden kiénnen. Die Verinderliche

. I 1 1 1 x
nimmt dabei einen der 6 Werthe z, 1—x, —, 1— —, ) i

an, und zwar haben von den 48 auf diese Weise sich ergebenden P-
functionen je acht, welche durch blosse Zeicheninderung der Grossen
4, w, v aus einander hervorgehen, dieselbe Veriinderliche.

Von den in diesem Art. angegebenen Transformationen A und B
ist die erste anwendbar, wenn von den Exponentendifferenzen entweder
eine gleich § oder zwei einander gleich sind, die zweite, wenn von
ihnen entweder zwei = } oder alle drei einander gleich sind. Durch
successive Anwendung dieser Transformationen erhiilt man daher durch
einander ausgedriickt:

L 1). (0, v, 3, @), P (u, 2v, , z;) und P (v, 2u, v, 3),
wobei Y(1—z,) = 1— 2, 1/(1 — }1—) = 1— 2z,, also

sich ergiebt.
IL. P (v, v, v, a), P (7"1 ?;’; ) -1"2), 2 (_;‘7 2v, %7 xl)?

Pov 42, P(h 5 ba) P(5 65 %),
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wenn 1 — % — (i-‘!iz_‘) and folghch 1L e —(Z’):;()ls—*lq)’
( +‘L3>3( 3)3 1—a 1—a,)
2, (l—2) = 9:,7%2*(19~;§‘)L. = (27%% El—: )Z ; ferner nach I.
1 1
ooy = = iy e TR =S = ey
T P (v7 Yy %7 3'2)7 7 o (‘V, v, v, 171),

'P (‘i" ’V, %? x3)7 P (%’ 21” i’) x4)7
wenn z; = } (2——:02-—%) = 4z, (1—=z,), z, = 42, (1—a).

Alle diese Functionen konnen noch mittelst der allgemeinen Trans-
formationen umgeformt und dadurch ihre Exponentendifferenzen be-
liehig vertauscht und mit beliebigen Vorzeichen versehen werden.
Ausser den beiden Transcendenten II. und III. lisst, wenn eine Ex-
ponentendifferenz willkiirlich bleiben soll, nur noch die Function
P(v, 4%, 4) = P (v, 1, v) eine hiiufigere Wiederholung der Trans-
formationen A und B zu, welche indess, da

P 3—_0”(1) x) == const. #* 4| const.,

auf ganz elementare Formeln fiihrt.

In der That ist die Transformation B nur anwendbar auf P (v,v,7)
oder P (4, », %), also nur auf die Transcendente II.; die Trans-
formation A aber lisst sich hiufiger als in I. nur wiederholen, wenn
entweder von den Grossen w, v, 2u, 2v eine gleich 4 gesetzt oder eine
der Gleichungen w = v, u = 2y, v = 2u angenommen wird. Von
diesen Annahmen fithrt w — 2v oder » — 2y auf die Transcendente IL,
u = v, sowie 2u oder 2v = 4 auf die Transcendente IIL, endlich p
oder v — } auf die Function P (v, 4, 1).

Die Anzahl der verschiedenen Ausdriicke, welche man durch diese
Transformationen fiir jede der Transcendenten I—III. erhilt, ergiebt sich,
wenn man beriicksichtigt, dass in den obigen P-functionen als Ver-
inderliche alle Wurzeln der Gleichungen, durch welche sie bestimmt
werden, zuliissig sind und jede Wurzel zu einem Systeme von 6 Werthen
gehort, welche mittelst der allgemeinen Transformation fiir einander
als Veriinderliche eingefithrt werden konnen.

Es fithren aber im Falle I. die beiden Werthe von z, und
welche zu einem gegebenen x, gehioren, auf dasselbe System von 6
Werthen, so dass jede der Functionen I. durch P-functionen mit 6.3 = 18
verschiedenen Veriinderlichen ausgedriickt werden kann.

Im Falle II. fithren von den zu einem gegebenen Werthe von
gehorigen Werthen die beiden Werthe von z; und z,, die 6 Werthe
von z; und von den 6 Werthen von #, je zwei zu demselben Systeme
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von 6 Werthen, withrend die drei Werthe von #, zu drei verschiedenen
Systemen von je 6 Werthen fiithren. Es liefern also z, und z, je drei
und z;, ,, 5, Z; je ein System von 6 Werthen, also alle zusammen
6.10 =60 Werthe, durch deren P-functionen sich jede der Functionen
II. ausdriicken lisst.

Im Falle IIL. endlich liefern z;, die beiden Werthe von z,, die
beiden Werthe von z,, und von den vier Werthen von z, je zwei ein
System von 6 Werthen, so dass jede der Functionen III. durch P-
functionen von 6.5 = 30 verschiedenen Veriinderlichen darstellbar ist.

In jeder P-function konnen nun ohne Aenderung der Veriinder-
lichen mittelst der allgemeinen Transformationen die Exponenten-
differenzen beliebige Vorzeichen erhalten, und also kann, da keine
dieser Exponentendifferenzen — 0 ist, eine und dieselbe Function auf
8 verschiedene Arten als P-function derselben Veriinderlichen dargestellt
werden. Die Anzahl siimmtlicher Ausdriicke betriigt also im Falle 1.
8.6.3 = 144, im Falle II. 8.6 .10 = 480, im Falle I11. 8.6 .5 = 240.

6.

Wenn man simmtliche Exponenten einer P-function um ganze
Zahlen iindert, so bleiben in den Gleichungen (3) Art. 3. die Grossen
~ sin(e + B+ y)me—eni  sin(w + f +y)me—omi

sin (o« + f + y) we—o®i’ sin (e + f + y) me—o'mi

sin (¢ + B -+ y) mwe—ami sin (@ + B + y) me—emi

sin(e’ + B+ y)me—@# ? sin(¢ 4§+ y)we—am
ungeindert.

Sind daher in den Functionen P (a' p P x), 2 (a} Ay 4 x) die
«fy «y By

entsprechenden Exponenten ¢, und «, etc. um ganze Zahlen verschie-
den, so kann man die acht Grossen (es),, (¢'3),, (@s);, ... den acht
Grossen ag, @3, @z, ... gleich annehmen, da aus der Gleichheit der
fiinf willkiirlichen die Gleichheit der drei iibrigen folgt.

Nach der im Art. 4. angewandten Schlussweise folgt hieraus:
Pe P, — P¥ P,s — Det (b) (PP Pf+ — P? P,f)=Det(c) (P7P,"— P7 Ph);
und wenn man von den Grissen «- o, und ¢, + ¢, f+ f, und
B,+B, y+#, und p, -+ diejenigen Grossen jedes Paars, welche
um eine positive ganze Zahl kleiner sind, als die andern, durch e, B, v
bezeichnet, so ist

(P* P — P P2) g—* (1—a)—7-
eine Function von z, welche einiindrig und endlich bleibt fiir x =0,
=1 und alle iibrigen endlichen Werthe ven z, fiir x = oo aber
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unendlich wird von der Ordnung — &« — y — B, folglich eine ganze
Function ¥ vom Grade e Y e

Man bezeichne nun, wie frither, die Exponentendifferenzen « — e,
B—p, y—7 durch i, u, v. In Betreff dieser ergiebt sich zuniichst:
ihre Summe #ndert sich um eine gerade Zahl, wenn sich simmtliche
Exponenten um ganze Zahlen #ndern; denn sie iibertrifft die Summe
simmtlicher Exponenten, welche unverindert = 1 bleibt, um
—2 (e 4+ B+ 7), welche Grisse sich dabei um eine gerade Zahl iindert.
Sie konnen sich aber dabei um jedwede ganze Zahlen findern, deren
Summe gerade ist. Bezeichnet man ferner o, — ¢y, B, — B4, 1 — 71
durch 4,, g,, v, und durch 44, Ay, Av die absoluten Werthe der
Differenzen 4 — 4,, w — w,, v — v,, so ist von den Grissen a -+ ¢,
und ¢ -+ e, diejenige, welche um die positive Zahl 41 kleiner ist als
die andere

et o+ + o Al

= = also

und ebenso

I
=)
I

Aai ¢+ o, + o + o

B 5

_B=4P_ﬁ+ﬁ'1+l3'+ﬁ1
2

—y =

o8 ol

O s i 0 T ot i b ¢
Lot ot

Der Grad der ganzen Function F, welcher gleich der Summe dieser
Grossen ist, ergiebt sich daher

_ Dt dut

2
7.
Sind ettP( B ) P(“* By ?},) (“2 By 7; z) dres
1o ﬁ’y 4 “15171‘” 5272

Functionen, in welchen sich die entsprechenden Exponenten um ganze
Zahlen unterscheiden, so fliesst aus diesem Satze mittelst der identi-
schen Gleichung

P (P B — PP ¢ P (B PY — Fy: P7)

+ B (P P — P Pla') =0

der wichtige Satz, dass zwischen ihren entsprechénden Gliedern eine
linedire homogene Gleichung stattfindet, deren Coefficienten ganze
Functionen von z sind, und dass also

,sammtliche P-functionen, deren entsprechende Exponenten sich

um ganze Zahlen unterscheiden, sich in zwei beliebige von ihnen
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linelir mit rationalen Functionen von x als Coefficienten ausdriicken
lassen “.

Eine specielle Folge aus den Beweisgriinden dieses Satzes ist, dass
sich der zweite Differentialquotient einer P-function lineiir mit rationalen
Functionen als Coefficienten in den ersten und die Function selbst
ausdriicken lisst, und also die Function einer linefiren homogenen
Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt.

Beschriinkt man sich, um ihre Ableitung mdglichst zu vereinfachen,
auf den Fall y = 0, auf welchen der allgemeine nach Art. 2. leicht
zuriickgefithrt wird, und setzt P = y, P* = ¥, P“ = y’, so ergiebt
sich, dass die Functionen
, dy” , ay Ay &y ., dy A% dy” | @

dlog:c—'/ d log x’ dlogx*y dlogaﬂ‘/’dloga, dlogz®* dlogz dlog x?

Y

mit =%~ (1—)—7+2? multiplicirt, endlich und einfindrig bleiben
fiir endliche Werthe von 2 und unendlich von der ersten Ordnung wer-
den fiir # = oo, und dass iiberdies das erste dieser Producte fiir z =1
unendlich klein von der ersten Ordnung wird. Fiir

i

9 = const.” y" -+ const.” y
findet daher eine Gleichung von der Form statt

(1—2) 7k — (4 + B2) g1t + (4 — Ba) y — 0,

in welcher 4, B, A', B, noch zu bestimmende Constanten bezeichnen.

Nach der Methode der unbestimmten Coefficienten lisst sich eine
Losung dieser Differentialgleichung nach um 1 steigenden oder fallen-
den Potenzen in eine Reihe

Xa T
n

entwickeln, und zwar wird der Exponent w des Anfangsgliedes im
ersten Falle, wo er der niedrigste ist, durch die Gleichung

pp — Ap + 4 =0,
und im zweiten, wo er der hochste ist, durch die Gleichung

up + By + B =

bestimmt. Die Wurzeln der ersteren Gleichung miissen « und o/, die
der letztern — B und — p sein und folglich ist

A=ua+4 o, 4 = ad,
B oy BB,

und es geniigt die Function P (a’ B O, ac) = y der Differentialgleichung

(1—= )dlog.z:’ (e+o +B+F)= )dlogl,_"‘(aa_ﬁﬁ/x)./_o
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»
Es bestimmen sich ferner die Coefficienten aus einem von ihnen
mittelst der Recursionsformel

Gtpi )t f)
a, m+1—e)n+1—d)’

Coust. 2
OIm—a)dn—c¢) I(—n—2p) I(—n—f) geniigt.

Demnach bildet die Reihe

welcher a, =

"3

y = Const. - A

sowohl wenn die Exponenten von « oder ¢ an um die Einheit steigen,
als auch wenn sie von — 8 oder — ' an um die Einheit fallen, eine
Losung der Differentialgleichung und zwar bez. w. diejenigen parti-
cularen Losungen, welche oben durch P, P, P?, P¥ bezeichnet
worden sind.

Nach Gauss, welcher durch F' (a, b, ¢, ) eine Reihe bezeichnet,
in welcher der Quotient des n - lten Gliedes in das folgende

= E:i%_::% z und das erste Glied = 1 ist, lisst sich dieses

Resultat fiir den einfachsten Fall, fiir « = 0, so ausdriicken

Pe (2, g, 2, x) = Const. F (B, #, 1 — ¢, 2)
oder
0 a0

1—¢bd c—a-bac ;

Aus demselben erhilt man auch leicht einen Ausdruck der P-
function durch ein bestimmtes Integral, indem man in dem allgemeinen
Gliede der Reihe fiir die I/I-functionen ein Euler’sches Integral zweiter
Gattung einfithrt und dann die Ordnung der Summation und Integration
vertauscht. Auf diese Weise findet man, dass das Integral

2z (1 —x)’fs_“‘_ﬂ;y' (1—8) 5P~ (L) F 7 s

2 - 1 ; i . :
von einem der vier Werthe 0, 1, —» ©© bis zu einem dieser vier Werthe

7 (a, b, ¢, ) — P (

auf beliebigem Wege erstreckt eine Function P(Z, g, ;I, x ) bildet und
bei passender Wahl dieser Grenzwerthe und des Weges von einem
zum andern jede der sechs Functionen P*, P?, ..., P7 darstellt. Es
lisst sich aber auch direct zeigen, dass das Integral die charakteristi-
schen Eigenschaften einer solchen Function besitzt. Es wird dies in
der Folge geschehen, wo dieser Ausdruck der P-function durch ein
bestimmtes Integral zur Bestimmung der in P*, P¢, .. noch willkiir-
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lich gebliebenen Factoren benutzt werden soll; und ich bemerke hier
nur noch, dass es, um diesen Ausdruck allgemein anwendbar zu
machen, einer Modification des Weges der Integration bedarf, wenn die

Function unter dem Integralzeichen fiir einen der Werthe 0, 1, %, oo

so unendlich wird, dass sie die Integration bis an denselben nicht
zuliisst.

8.

Zufolge der im Art. 2. und dem vorigen erhaltenen Gleichungen
« (@By N __ o v pe (0 Py wlig o USRI
i gﬂ'ﬁ'a" ) #ell et (a'~—a B+ety 7'-—7"L>—
Const. z“ 1—2)" F(+a+yp, f+at+yp, a—d +1,2)
fliesst aus jedem Ausdrucke einer Function durch eine P-function eine
Entwicklung derselben in eine hypergeometrische Reihe, welche nach
steigenden Potenzen der Veriinderlichen in dieser P-function fort-
schreitet. Nach Art. 5. giebt es 8 Darstellungen einer Function durch
P-functionen mit derselben Veriinderlichen, welche durch Vertauschung
zusammengehoriger Exponenten aus einander erhalten werden, also
z. B. 8 Darstellungen mit der Verinderlichen z. Von diesen liefern
aber je zwei, welche durch Vertauschung ihres zweiten Paares, f und
f, aus einander entstehen, dieselbe Entwicklung; man erhilt also vier
Entwicklungen nach steigenden Potenzen von z, von denen zwei, welche
durch Vertauschung von p und 7" aus einander erhalten werden, die
Function P“, die beiden andern die Function P darstellen. Diese
vier Entwicklungen convergiren, solange der Modul von # < 1, und
divergiren, wenn er grosser als 1 ist, wihrend die vier Reihen nach
fallenden Potenzen von z, welche PP und P# darstellen, sich um-
gekehrt verhalten. Fiir den Fall, wenn der Modul von x gleich 1 ist,
folgt aus der Fourier’schen Reihe, dass die Reihen zu convergiren
aufthbren, wenn die Function fiir # = 1 unendlich von einer hohern
Ordnung als der ersten wird, aber convergent bleiben, wenn sie nur
unendlich von einer niedrigern Ordnung als 1 wird oder endlich bleibt.
Es convergiren also auch in diesem Falle nur die Hilfte der 8 Ent-
wicklungen nach Potenzen von xz, solange der reelle Theil von " —y
nicht zwischen — 1 und + 1 liegt, und sie convergiren simmitlich,
sobald dieses stattfindet.
Demnach hat man zur Darstellung einer P-function im Allgemeinen
24 verschiedene hypergeometrische Reihen, welche nach steigenden oder
fallenden Potenzen von drei verschiedenen Grossen fortschreiten, und
von denen fiir einen gegebenen Werth von z jedenfalls die Hilfte, also
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zwolf convergiren. Im Falle I. Art. 5. sind alle diese Anzahlen mit
3, im Falle II. mit 10, im Falle III. mit fiinf zu multipliciren. Am
geeignetsten zur numerischen Rechnung werden von diesen Reihen
meistens diejenigen sein, deren viertes Element den kleinsten Modul hat.

Was die Ausdriicke einer P-function durch bestimmte Integrale
betrifft, die sich durch die am Schlusse des vorigen Art. aus den Trans-
formationen des Art. 5. ableiten lassen, so sind diese Ausdriicke simmt-
lich von einander verschieden. Man erhilt also im Allgemeinen 48,
im Falle I. 144, im Falle II. 480, im Falle III. 240 bestimmte Inte-
grale, welche dasselbe Glied einer P-function darstellen und also zu
einander ein von z unabhingiges Verhiltniss haben. Von diesen lassen
sich je 24, welche durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen der
Exponenten aus einander hervorgehen, auch in einander transformiren
durch eine solche Substitution ersten Grades, dass fiir irgend drei von

den Werthen 0, 1, oo, % der Integrationsveriinderlichen s die neue

Veriinderliche die Werthe O, 1, co annimmt. Die iibrigen Gleichungen
erfordern, soweit ich sie untersucht habe, zu ihrer Bestitigung durch
Methoden der Integralrechnung die Transformation von vielfachen
Integralen.
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