
Grundlagen für eine allgemeine 1'heorie der Functionen einer 
v~ränderlichen complexen GrÖsse. 

(lnauguraldia, ertation, GöttiOgCll, 1851.) 

1. 

Denkt man sich unter z eine veränderliche Grö se, welche nach 
und nach alle möglichen reellen Werthe annehmen kann, so wird, 
wenn jedem ihrer Werthe ein einziger Werth der unbestimmten Grös e 
w entspricht, weine Function von z genannt, und wenn, während z 
alle zwischen zwei festen .Werthen gelegenen Werthe stetig durch
läuft, webenfalls stetig sich ändert, so heisst diese Function inner
halb dieses Intervalls stetig oder continuirlich. (1) 

Diese Definition setzt offenbar zwischen den einzelnen Werthen 
der Function durchaus kein Gesetz fest, indem, wenn über dies 
Function für ein bestimmtes Intervall verfügt ist, die Art ihrer Fort
setzung ausserhalb desselben ganz der Willkür überlassen bleibt. 

Die Abhängigkeit der Grösse w von z kann durch ein mathe
matisches Gesetz gegeben sein, so dass durch bestimmte Grössen
operationen zu jedem Werthe von z das ihm entsprechende w gefunden 
wird. Die Fähigkeit, für alle innerhalb eines gegebenen Intervalls 
liegenden Werthe von z durch dasselbe Abhängigkeitsgesetz bestimmt 
zu werden, chrieb man früher nur einer gewissen Gattung von 
Functionen zu (functiones continuae nach Euler's prachgebrauch); 
neuere Untersuchungen haben indess gezeigt, dass es analytische Aus
drücke giebt, durch welche eine jede stetige Function für ein gege
benes Intervall dargestellt werden kann. Es ist daher einerlei, ob 
man die Abhängigkeit der Grö se w von der Grö e z als eine will
kürlich gegebene oder als eillc durch be .. timmte Grö ,;enoperationel1 

1* 
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beilingte definu:t. Beide Begriffe sind in Folge der erwähnten Theoreme 
congruent. 

Anders verhält es sich aber, wenn die Veränderlichkeit der Grösse 
z nicht auf l'eelle Werthe beschränkt wird, sondern auch complexe 

von der . Form x + yi (wo i = -v=-I) zugelassen werqen. 
Es seien x + yi und x + yi + dx + dyi zwei unendlich wenig 

verschiedene Werlhe der Grösse z, welchen die Werthe u + vi und 
u + vi + d~t + dvi der Grösse w entsprechen. Alsdann wird, wenn 
die Abhängigkeit der Grösse w von z eme willkürlich angenommene 

ist, das Verhältniss ;: t ;;~ sich mit den Werthen von dx und dy 

allgemein zu reden ändern, indem, wenn man clx + dyi = serp i setzt, 

d~t + dvi 
dx +c lYi 

= t (~~ + ~~) + t (:~ - ~;) i 

[
OU ov ( CV OU). ] d f(' - dyi + t o~x - oy + cx + öy ~ d.c + dyi 

= t (~: + ~~) + t (~: - ~;) i 
+ t [O~' _ ov + (~V + O~) i ] e-2cpi 

ox oy ox oy 

wird. Auf welche Art aber auch wals Function von z durch Ver
bindung der einfachen Grössenoperationen bestUnmt werden möge, 

immer wird der Werth des Differentialquotienten dz10 von dem beson-
~z 

dem Werthe des Differentials dz unabhängig sein *). Offenbar kann 
also auf diesem Wege nicht jede beliebige Abhängigkeit der complexen 
Grösse w von der complexen Grösse z ausgedrückt werden. 

Das eben hervorgehobene Merkmal aller irgendwie durch Grössen
operationen bestimmbaren Functionen werden wir für die folgende 
Untersuchung, wo eine solche Function unabhängig von ihrem Aus
drucke betrachtet werden soll, zu Grunde legen, indem wir, ohne jetzt 
dessen Allgememgültigkeit und Zulänglichkeit für den Begriff einer 
durch Grössenoperationen ausdrückbaren Abhängigkeit zu beweisen, 
von folgender Definition ausgehen: 

*) Diese Behauptung ist offenbar in allen Fällen gerechtfertigt, wo sich aus 
dem Ausdrucke von 10 durch z mitte1st der Regeln der Differentiation ein Aus-

druck von d1O- durch z finden lässt; ihre streng allgemeine Gültigkeit bleibt für 
dz 

jetzt dahin gestellt. 
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Eine veränderliche complexe Grösse 'W heisst eine Function einer 
andern veränderlichen complexen Grösse f3, wenn sie mit ihr sich so 

~tndert, dass der Wertli des Differentialquotienten ~ '; unabhängig von 

dem Werthe des Differentials d z ist. 

2. 

Sowohl die Grösse f3, als die Grösse 'W werden als veränderliche 
Grössen betrachtet, die jeden complexen Werth annehmen können. 
Die Auffassung einer solchen Veränderlichkeit, welche sich auf ein 
zusammenhängendes Gebiet von zwei Dimensionen erstreckt, wird 
wesentlich erleichtert durch eine A.nknüpfung an räumliche Anschau
ungen. 

Man denke sich jeden Werth x + yi der Grösse f3 repräsentirt 
durch einen Punkt 0 der Ebene A, dessen rechtwinklige Coordinaten 
x, y, jeden W erth ~t + vi der Grösse w durch einen Punkt Q der 
Ebene B, dessen rechtwinklige Coordinaten t~, v sind. Eine jede Ab
hängigkeit der Grösse w von f3 wird sich dann darstellen als eine 
A.bhängigkeit der Lage des Punktes Q von der des Punktes O. Ent
spricht jedem .Werthe von f3 ein bestimmter mit f3 stetig sich ändern
der Werth von 'W, mit andern Worten, sind u und v stetige Functionen 
von x, y, so wird jedem Punkte . der Ebene A ein Punkt der Ebene B, 
jeder Linie, allgemein zu reden, eine Linie, jedem zusammenhängenden 
Flächenstücke ein zusammenhängendes Flächenstück entsprechen. Man 
wird sich also diese Abhängigkeit der Grösse w von f3 vorstellen können 
als eine Abbildung der Ebene A auf der Ebene B. 

3. 

Es soll nun untersucht werden, welche Eigenschaft diese Abbil
dung erhält, wenn weine Function der complexen Grösse f3, d. h. 

dto 1 bh···· t wenn dz von c z una anglg 1S '. 

Wir bezeichnen durch 0 einen unbestimmten Punkt der Ebene A 
in der Nähe von 0, sein Bild in der Ebene B durch q, ferner durch 
x + yi + dx + dyi und tl + vi + du + dvi die Werthe der 
Grössen f3 und w in diesen Punkten . . Es können dann dx, dy und 
du, dv als rechtwinklige Coordinaten der Punkte 0 und q in Bezug 
auf die Punkte 0 und Q als Anfangspunkte angesehen werden, und 
wenn man dx + dyi = ce'Pi und du + dvi = 'Y}e 1/J i setzt, so werden 
die Grössen c, cp, 'Y}, 1/J Polarcoordinaten dieser Punkte für dieselben 
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Anfangspunkte sein. Sind nun 0' und 0" irgend zwei bestimmte 
Lagen des Punktes 0 in unendlicher Nähe von 0, und drUckt man die 
von ihnen abhängigen Bedeutungen der übrigen Zeichen durch ent
sprechende Indices aus, so giebt die Voraussetzung 

und folglich 

(ZU' + dv' i du" + dv" i 
dx' + (ly' i = (lx" + dyi' i 

clu'+dv'i _,!!' (tp'-,"")i _ d x '+dy'i=i.- (rn'- ''P'' ) I 

d "+d" · -,,e r -Z"+l'" "e,- , u v ~ 'TI e x lY ~ E 

, , 
'Tj E d' " , "d h' 1 D· k woraus -" =" un 'I/J - 'I/J = q; - q;, . . III (en relec -eu 
'Tj E 

0'00" und q'Qq" sind die Winkel 0'00" und q'Qq" gleich und die 
sie einschliessenden ~eiten einander proportiona1. 

Es findet also zwischen zwei einander entsprechenden unendlich 
kleinen Dreiecken und folglich allgemein zwischen den kleinsten Thei
len der Ebene A und ihres Bildes auf der Ebene B Aehnlichkeit 
'tatt. Eine Ausnahme von diesem Satze tritt nur in den besonderen 

Fällen ein, wenn die einander entsprechenden Aenderungen der Grössen 
z und w nicht in einem endlichen Verhältnisse zu einander stehen, 
was bei Herleitung desselben stillschweigend vorausgesetzt ist *). 

4. 

B · t d D·/r t ' I t ' t dtb + dv i d' F nng man en llleren la quo len en l + d . III le orm c x y~ 

(
OU + ov .) d + ( OV Otb.) l . 0:;; BX~ x ay-ay~ ~Y" 

d.c+äyi 

so erhellt, dass er und zwar nur dann fUr je "Zwei Werthe von dx 
und d y denselben Werth haben wird, wenn 

iJu = OV und OV = _ ·Ou 
cx oy O.c 'G y 

ist. Diese Bedingullgen sind also hinreichend und nothwendig, damit 
w = u + v i eine Function von z = x + yi sei. Für die einzelnen 
Glieder dieser FlIDction flies sen aus ihnen die folgenden: 

*) Ueber diesen Gegenstand sehe man: 
"Allgemeine Auflösung der Aufgaue : die Theile einer gegebenen Fläche so 

abznbilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich 
wird, von C. 1<'. Gauss. (Als Beantwortung der von der königlicheu Societät der 
Wissenschaften in Copenhagen für 1822 aufgegebenen Preisfrage", abgedruckt in: 
" Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Drittes Heft. 
Altona. 1820.") (Gauss Werke Bd. IV, p. 189.) 
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ox2 + oy2 = 0, ox2 + oy2 = 0, 

welche für die Untersuchung der Eigenschaften, die Einem Gliede 
einer solchen Function einzeln betrachtet zukommen, die Grundlage 
bilden. Wir werden den Beweis für die wichtigsten dieser Eigen
schaften einer eingehenderen Betrachtung der vollständigen Function 
voraufgehen lassen, zuvor aber noch einige Punkte, welche allgemei
neren Gebieten angehören, erörtern und festlegen, um uns den Boden 
für jene Untersuchungen zu ebenen. 

* 

5. 

] ür die folgenden Betrachtungen beschränken wir die Verlinder
lichkeit der Grössen x, y auf ein endliches Gebiet, indem wir als Ort 
des Punktes 0 nicht mehr die Ebene .LI. selbst, sondern eine über 
dieselbe ausgebreitete Fläche T betrachten. WU: wählen diese Ein
kleidung, bei" der es unanstössig sein wird, von auf einander liegenden 
FHichen zu reden, um die Möglichkeit offen zu lassen, dass der Ort 
des Punktes 0 über denselben Theil der Ebene sich mehrfach er
strecke, setzen jedoch rur einen solchen Fall voraus, dass die auf 
einander liegenden Flächentheile nicht längs einer Linie zusammen
hängen, so dass eine Umfaltung der Fläche, oder eine Spaltung in auf 
einander liegende Theile nicht vorkommt. 

Die Anzahl der in jedem Theile der Ebene auf einander liegen
den Flächentheile i:st alsdann vollkommen bestimmt, wenn die Begren
zung der Lage und dem I inne nach (d. h. ihre innere und äussere 
Seite) gegeben ist; ihr Verlauf kann sich jedoch noch verschieden 
gestalten. 

In der 'rhat, ziehen wir durch den von der Fläche bedeckten 
Theil der Ebene eine beliebige Linie l, so ändert sich die Anzahl der 
über einander liegenden Flächentheile nur beim Ueberschreiten der 
Begrenzung, und zwar beim Uebertritt von Aussen nach Innen um 
+ 1, im entgegengesetzten Falle um - 1, und ist also überall be
stimmt. Längs des Ufers dieser Linie setzt sich nun jeder angrenzende 
Flächentheil auf ganz bestimmte Art fort, so lange die Linie die Be
grenzung nicht trifft, da eine Unbestimmtheit jedenfalls nur in einem 
einzelnen Punkte und also entweder in einem Punkte der Linie selbst 
oder in einer endlichen Entfernung von derselben tatt hatj wir kön
nen daher, wenn wir unsere Betrachtung auf einen im Innern der 
Fläche verlaufenden Theil der Linie l und zu beiden Seiten auf einen 
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hinreichend kleinen Flächenstreifen beschränken, von bestimmten 
angrenzenden Flächentheilen reden, deren Anzahl auf jeder Seite gleich 
ist, lmd die wir, indem wir der Linie eine bestimmte Richtung bei
legen, auf der Linken mit al1 a2, ••• an, auf der Rechten mit al ', a/, .. . a' n, 
bezeichnen. Jeder Flächentheil a wird sich dann in einen der Flächen
theile a' fortsetzen; dieser wird zwar im Allgemeinen für den ganzen 
Lauf der Linie l derselbe sein, kann sich jedoch für besondere Lagen 
von l in einem ihrer Punkte ändern. Nehmen wir an, dass oberhalb 
eines solchen Punktes (j (d. h. längs des vorhergehenden Theils von l) 
mit den Flächentheilen a'u a' 2' • •• a' n der Reihe nach die Flächen
theile al1 a2 , •• • a ll verbunden seien, unterhalb desselben aber die 
Flächentheile aal' a U2 , .•• aan' WO /X11 /X2' •. . /X n nur in der Anordnung 
von 1, 2, ... n verschieden sind, so wird ein oberhalb (j von al in a'l 

eintretender Punkt, wenn er unterhalb (j auf die linke Seite zurück
tritt, in. den Flächentheil aal gelangen, und wenn er den Punkt (j von 
der Linken zur Rechten umkreiset, wird der Index des Flächentheils, 
in welchem er sich befindet, der Reihe nach die Zahlen 

durchlaufen. In dieser Reihe sind, so lange das Glied 1 nicht wieder
kehrt, nothwendig alle Glieder von einander verschieden, weil einem 
beliebigen mitt.lern Gliede /XI' nothwendig I-' und nach einander alle 
früheren Glieder bis 1 in unmittelbarer Folge vorhergehen; wenn aber 
nach einer Anzahl von Gliedern, die offen bar kleiner als n sein muss 
und = m sei, das Glied 1 wiederkehrt, so müssen die übrigen Glieder 
in derselben Ordnung folgen. Der um (j sich bewegende Punkt kommt 
alsdann nach je m Umläufen in den eIben Flächentheil zurück und 
ist auf m der auf einander liegenden Flächentheile eingeschränkt, 
welche sich über (j zu einem einzigen Punkte vereinigen. Wir nennen 
diesen Punkt einen Windungspunkt m - 1 ster Ordnung der Fläche T. 
Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die übrigen n - m Flächen
theile werden diese, wenn sie nicht gesondert verlaufen, in Systeme 
von 1n1 , m2 , ••• Flächentheilen zerfallen, in welchem Falle auch noch 
Windungspunkte m1 - 1 ster, m2 - 1 ster Ordnung in dem Punkte (j 

liegen. 
Wenn die Lage und der 'inn der Begrenzung von T und die 

Lage ihrer Windungspunkte gegeben ist, so ist T entweder voIlk<:lm
men bestimmt oder doch auf eine endliche Anzahl verschiedener Ge
stalten beschränkt; Letzteres, in so fern sich diese Bestimmungsstücke 
auf verschiedene der auf einander liegenden Flächentheile beziehen 
können. 
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Eine veränderliche Grösse, die für jeden Punkt 0 der Fläche T, 
allgemein zu reden, d. h. ohne eine Au 'nahme in einzelnen Linien und 
Punkten *) auszuschliessen, Einen bestimmten mit der Lage desselben 
stetig sich ändernden Werth annimmt, kann offenbar als eine Function 
von x, y ange. ehen werden, und überall, wo in der Folge von Functionen 
von x, y die Rede sein wird, werden wir den Begriff derselben auf 
diese Art festlegen. 

Ehe wir uns jedoch zur Betrachtung solcher Functionen wenden, 
schalten wir noch einige Erörterungen über den Zusammenhang einer 
Fläche ein. Wir beschränken uns dabei auf solche Flächen, die sich 
nicht längs einer Linie spalten. 

6. 

Wir betrachten zwei Flächentheile al zusammenhängend oder 
Einem Stücke angehörig, wenn ich von einem Punkte des einen durch 
das Innere der Fläche eine Linie nach einem Punkte des andern ziehen 
läs t, als getrennt, wenn diese Möglichkeit nicht tatt findet. 

Die Untersuchung des Zusammenhangs einer Fläche beruht auf 
ihrer Zerlegung durch Querschnitte, d. h. Linien, welche von einem 
Be!n'enzungspunkte das Innere einfach - keinen Punkt mehrfach -
bis zu einem Begrenzungspunkte dLU'chschneiden. Letzterer kann auch 
in dem zur Begrenzung hinzugekommenen Theile, also in einem 
frühern -Punkte des Querschnitts, liegen. 

Eine zusammenhängende Fläche heisst, wenn sie durch jeden 
Querschnitt in Stücke zerfällt, eine einfach zusammenhängende, andern
falls eine mehrfach zusammenhiingende. 

Lehr atz 1. Eine einfach zu ammenhiingende Fläche .A zermn t 
durch jeden Quer chnitt ab in zwei einfach zusammenhängende 'tücke. 

Gesetzt, ein dieser Stücke würde durch einen Querschnitt cel 
nicht zer tückt, so erhielte man offenbar, je nachdem keiner seiner 
Endpunkte oder der Endpunkt c oder beide Endpunkte in ab fielen, 
durch Herstellung der Verbindung längs der ganzen Linie ab oder 
längs de Theil cb oder des 'fheils cel derselben eine zusammen-

*) Diese Beschr'dnkung ist zwar nicht durch den Begriff einer Function an 
sich geboten, aber um Infinitesimalrechnung auf sie anwenden zu können erfor
derlich: eine Function, die in allen Punkten einer Fläche unstetig ist, wie z. B. 
eiue Function, die für ein c01)lmensurables x und ein commensurables y den 
V/el'th 1, sonst aber den Werth 2 hat, kann weder einer Differentiation, noch 
einer Integration, also (unmittelbar) der Infinitesimalrechnung überhaupt nicht un
terworfen werden. Die für die Fläche T hier willkürlich gemachte Beschränkung 
wird sich später (Art. 15.) rechtfertigen. 
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hängende Fläche, welche durch einen Querschnitt ans .A entstände, 
gegen die V orranssetzung. 

Lehrsatz II. Wenn eine Fläche T durch n1 *) Querschnitte ql in 
ein System Tl von ml einfach znsammenhängenden Flächenstücken 
und durch 112 Querschnitte qt in ein System T2 von 1n2 Flächenstücken 
zerfällt, so kann n2 - m2 nicht > n l - m! sein. 

Jede Linie q2 bildet, wenn sie nicht ganz in das Querschnitt
system q! fällt, zugleich einen oder mehrere Querschnitte q2' der 
Fläche Tl. Als Endpunkte der Querschnitt.e q2' !:'lind anzusehen: 

1) die 2112 Endpunkte der Querschnitte q2' ausgenommen, wenn ihre 
Enden mit einem Theil des Liniensystems q 1 zusammenfallen, 

2) jeder mittlere Punkt eines Querschnitts q2' in welchem er in 
einen mittlern Punkt einer Linie ql eintritt, ausgenommen, wenn 
er sich schon in einer anclern Linie ql befindet, d. h. wenn ein 
Ende eines Querschnitts q! mit ihm zusammenfällt. 

Bezeichnet nun ~, wie oft Linien beider Systeme während ihres 
Laufes zusammentreffen oder auseinandergehen (wo also ein einzelner 
gemeinsamer Punkt doppelt zu rechnen ist), V u wie oft ein Endstück 
der ql mit einem mittlern Stücke der 12' V 2 , wie oft ein Endstück 
der q2 mit einem mittlern Stücke deI: q!, endlich Val wie oft ein End
stück der ql mit einem Endstücke der q2 zusammenfällt, so liefert 
Nr. 1 21/2 - V 2 - val Nr. 2 p- - VI Endpunkte der Querschnitte q'2; 
beide Fälle zusammengenommen aber umfassen sämmtliche Endpunkte 
und jeden nur einmal, und die Anzahl dieser Querschnitte i" t daher 

2n~ - 112 - ;3 + Il' - "1 = n
2 
+ s. Durch ganz ähnliche Schlüsse er-

giebt sich die Anzahl der Querschnitte q'1 der Fläche T2, welche durch 

die Linien ql gebildet werden, = 2n, - 111 -2"3 + Il' - "2, also =n1 + s. 
Die Fläche Tl wird nun offenbar durch die n2 + s Querschnitte q' 2 in 
dieselbe Fläche verwandelt, in welche T2 durch die 111 + s Querschnitte 
q'l zerfällt wird. Es besteht aber Tl aus 1»1 einfach zusammenhän
genden Stücken und zerfiillt daher nach atz 1. durch n2 + s 
Querschnitte in 1n1 + 112 + s Flächenstücke; folglich müsste, wäre 
m2 < 1n1 + n2 - no die Zahl der Flächenstücke T2 durch nl + s Quer
schnitte um mehr als n1 + s vermehrt werden, was ungereimt ist. 

Zufolge dieses Lehrsatzes ist, wenn die Anzahl der Querschnitte 
unbestimmt durch n, die Anzahl der Stücke durch m be'leichnet wird, 

*) Unter einer Zerlegung durch mehrere Querschnitte ist stets eine successive 
zu verstehen, d. h. eine solche, wo die durch einen Querschnitt entstandene 
Fläche durch einen neuen Querschnitt weiter zerlegt wird. 
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n - 1n für alle Zerlegungen einer Fläche in einfach zusammenhängende 
Stücke constant; denn betrachten wir irgend zwei bestimmte Zer
legungen durch n1 Querschnitte in 1n1 Stücke und durch tlz Quer
schnitte in 1n2 Sti.lcke, so muss, wenn erstere einfach zusammenhängend 
sind, 112 - 'fn2 <: n1 - 1'nJ , und wenn letztere einfach zusammenhän
gend sind, n1 - 1n1 < n2 - 1n2 , also wenn Beides zutrifft, tl2 - 1n2 

= n1 - 1'n1 sein. 
Diese Zahl kann füglieh mit dem Namen "Ordnung des Zusam

menhangs" einer Fläche belegt werden; sie wird 
durch jeden Querschnitt um 1 erniedrigt - nach der Definition -, 
durch eine von einem innern Punkte das Innere einfach bis zu 

einem Begrenzungspunkte oder einem frühem Schnittpunkte durch
schneidende Linie nicht geändert und 

durch einen innern allenthalben einfachen in zwei Punkten endenden 
Schnitt um 1 erhöht, 

weil erstere durch Einen, letztere aber durch zwei Querschnitte in 
Einen Querschnitt verwandelt werden kann. 

Endlich wird die Ordnung des Zusammenhangs einer aus mehreren 
Stücken bestehenden Fläche erhalten, wenn man die Ordnungen de 
Zusammenhangs diesel: Stücke zu einander addirt_ 

Wir werden uns indess in der Folge meistens auf eine aus Einem 
Stücke bestehende Fläche beschränken, und uns für ihren Zusammen
hang der kunstloseren Bezeichnung eines einfachen, IIwcifachen etc. 
bedienen, indem wir unter einer n fach zusammenhängenden FHiche 
eine solche verstehen, die durch n - 1 Querschnitte in eine einfach 
zusammenhängende zerlegbar ist. 

In Bezug auf die Abhängigkeit des Zusammenhangs der Begren
zung von dem Zusammenhang einer Fläche erhellt leicht: 

1) Die Begrenzung einer einfach zusammenhängenden Fläche be
steht nothwendig aus Einer in sich zurücklaufenden Linie. 
. Bestände die Begrenzung aus getrennten Stücken, so wiirde ein 

Querschnitt q, der einen Punkt eines 'Wcks a mit einem Punkte eines 
andern b verbände, nm zusammenhängende Flächentheile von einander 
scheiden, da sich im Innern der Fläche längs a eine Linie von der 
einen Seite des Querschnitts q an die entgegengesetzte führen ' liesse; 
und folglich würde q die Fläche nicht zerstiicken, gegen die Voraus
setzung. 

2) Durch jeden Querschnitt wird die Anzahl der Begrenzungsst1i.cke 
_entweder um 1 vermindert oder um 1 vermehrt. 

Ein Querschnitt q verbindet entweder einen Punkt eines Begren
zungsstücks a mit einem Punkte eines andern b, - in diesem Falle 
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bilden alle diese Linien zusammengenommen in der Folge a, q, b, q 
ein einziges in sich zmücklaufendes Stück der Begrenzung -

oder er verbindet zwei Punkte Eines Stücks der Begrenzung, -
in diesem Falle zerfällt dieses durch seine· beiden Endpunkte in zwei 
'tücke, deren jedes mit dem Querschnitte zusammengenommen ein in 

sich zmücklaufendes Begrenzungsstück bildet -
oder endlich, er endet in einem seiner früheren Punkte und kann 

betrachtet werden als zusammengesetzt aus einer in sich zurücklaufen
den Linie 0 und einer andern l, welche einen Punkt von 0 mit einem 
Punkte eines Begrenzungsstücks a verbindet, - in welchem Falle.o 
eines Theils, und a, l, 0, landern Theils je ein- in sich zurücklaufen
des Begrenzungsstück bilden. 

Es treten also entweder - im erstern Falle - an die Stelle 
zweier Ein, oder - in den beiden letzteren Fällen - an die Stelle 
Eines zwei Begrenzung stücke, woraus unser Satz folgt. 

Die Anzahl der Stücke, aus welchen die Begrenzung eines nfach 
zusammenhängenden Flächenstück besteht, ist daher ' entweder = n 
oder um eine gerade Zahl kleiner. 

Hieraus ziehen wir noch das Corollar: 
Wenn die Anzahl der Begrenzungsstücke einer nfach zusammen

hängenden Fläche = n ist, so zerfällt diese durch jeden überall ein
fachen im Innern in sich zurücklaufenden Schnitt in zwei getrennte 
Stücke. 

Denn die Ordnung des Zusammenhangs wird dadurch nicht ge
ändert, die Anzahl der Begrenzungsstücke um 2 vermehrt; die Fläche 
wi.trde also, wenn sie eine zusammenhängende wäre, einen nfachen 
Zusammenhang und n + 2 Begrenzungsstücke haben, was unmöglich ist. 

7. 

Sind X und Y zwei in allen Punkten der über A ausgebreiteten 
Fläche T stetige Functionen von x, y, so ist das übel' alle Elemente 
d T dieser Fläche ausgedehnte Integral 

j'(~; + ~~) clT = - J (Xcos~ + YCOS1]) ds, 

wenn in jedem Punkte der Begrenzung die Neigung einer auf sie nach 
Innen gezogenen Normale gegen die x-Axe durch ;, gegen die y-Axe 
durch 1] bezeichnet wird, und sieh diese Integration auf sämmtliche 
Elemente d s der Begrenzungslinie erstrec1...-t. 

JOX Um das Integral OX cl T zu transformiren, zerlegen wir den 
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von der Fläche T bedeckten Thei! der Ebene A durch ein System der 
x-Axe paralleler Linien in Elementarstreifen, und zwar so, dass jeder 
Windungspunkt der Fläche T in eine dieser Linien tallt. Unter dieser 
Voraussetzung besteht der auf jeden derselben fallende Theil von T 
aus einem oder mehreren abgesondert verlaufenden trapeztörmigen 
Stücken. Der Beitrag eines unbestimmten dieser Flächenstreifen, 
welcher aus der y- Axe das Element dy ausscheidet, zu dem Werthe 

von J~; dT wird dann offenbar = dy J~; da:, wenn diese 'Inte

gration durch diejenige oder diejenigen der Fläche Tangehörigen 
geraden Linien ausgedehnt wird, welche auf eine durch einen Punkt 
von dy gehende Normale fallen. Sind nun die unteren Endpunkte 
derselben (d. h. welchen die kleinsten Werthe von x entsprechen) 
0" Oll' Oll" ... , die oberen 0', 0", 0"', ... und bezeichnen wir mit 
X" XII' .... X', X", . . . . die Werthe von X in diesen Punkten, 
mit ds" ds ll , .... ds', ds", .... die entsprechenden von dem FHichen
streifen aus der Begrenzung ausgeschiedenen Elemente, mit L ;11' .... 
;', f', .... die Werthe von; an diesen Elementen, so wird 

J~; dx = - X, - XII - XIII' . . . 

+ X' + X" + X'" ... . 

Die Winkel ; werden offenbar spitz an den unteren, stumpf an den 
oberen Endpunkten, und es wird daher 

dy = cos ;,cls, = cos ;lIds" ... . 
= - cos ;' ds' = - cos ;" ds" ... . 

Durch Substitution dieser W erthe ergiebt sich 

dy J~; d x = - EX cos ;ds, 

wo sich die ummation auf alle Begrenzungselemente bezieht, welche 
in der y-Axe cly zur Projectio~ haben. 

Durch Integration über sämmtliche in Betracht kommende cly 
werden offenbar sämmtliche Elemente der Fläche T und sämmtliche 
Elemente der Begrenzung erschöpft, und man erhält daher, in diesem 
Umfange genommen, 

f~; dT= ~ JXcos ;ds. 

Durch ganz ähnliche chlüsse findet man 

JOy j' y dT= - rcos fjc1s 
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und folglich 

f(~;+ oo~)dT=- J(XCOS;+ Ycos ?l)clS, w. z. b. w. 

8. 

Bezeichnen wir in der Begrenzungslinie, von einem festen Anfangs
punkte aus in einer bestimmten später festzusetzenden Richtung ge
rechnet, die Länge derselben bis zu einem unbestimmten Punkte 0 0 

durch s, und in der in diesem Punkte 0 0 errichteten Normalen die 
Entfernung eines unbestimmten Punktes 0 von demselben und zwar 
nach Innen zu als positiv betrachtet durch p, so können offenbar die 
Werthe von x uud y im Punkte 0 als Functionen von S und p an
gesehen werden, und es werden dann in den Punkten der Begrenzungs
linie die partiellen Differentialquotienten 

OX op = cos ;, 
oy OX oy - I: ap = cos 'YJ, as = + cos 'YJ, 8S = + cos s, 

wo die oberen Zeichen gelten, wenn die Richtung, in welcher die 
Grösse S als wachsend betrachtet wird, mit p einen gleichen Winkel 
einschliesst, wie die x -Axe mit der y-Axe, wenn einen entgegen
gesetzten, die unteren. Wir werden diese Richtung in allen Theilen 
der Begrenzung so annehmen, dass 

OX 'O y oy OX 
os = op und folglich 'O s = - ( 1) 

ist, was elie Allgemeinheit unserer Resultate 1m Wesentlichen nicht 
heeinträchtigt. 

Offenbar können WH diese Bestimm'Jngen auch auf Linien im 
Innern voJf Tausdehnen; nur haben wir hier zur Bestimmung der 
Vorzeichen vun dp und ds, wenn deren gegenseitige Abhängigkeit wie 
dort fe tgesetzt wird, noch eine Angabe hinzuzufügen, welche entweder 
das Vorzeichen von dp oder von ds festsetzt; und zwar werden wir 
hei einer in sich zurücklaufenden Linie angeben, von welchem der 
durcb sie geschiedenen Fläcbentheile sie als Begrenzung gelten solle, 
wodurch das Vorzeichen von dp bestimmt wird, bei einer nicht in 
sich zurücklaufenden aber ihren Anfangspunkt, d. h. den Endpunkt, 
wo s den kleinsten Werth annimmt. 

Die Einführung der für cos ; und cos 'I'J erhaltenen Werthe in die 
im vorigen Art. bewie ene Gleichung giebt, in dem eIben Umfange wie 
dort genommen, 

J'(OX + ~ ~dT= -f(X OX + y OY)l7s =J(X ~ Y - y OX) ds. 
CJ.' cY ) ( 11 t p o s o s 
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9. 

Durch Anwendung des Satzes am Schlusse des vorigen Art. auf 
den Fall, wo in allen Theilen der Fläche 

oX oy 
oa; + oy = 0 

ist, erhalten WIr folgende Sätze: 

I. 'ind X und Y zwei m allen Punkten von T endliche und 
stetige und der Gleichung 

oX oy 
oa; + oy = 0 

genügendc Functionen, so ist, dUl'ch die ganze Begrenzung von Tau.
gedehnt, 

J(x Ga; + y OY) ds = o. op op 
Denkt man sich eine beliebige übel' A ausgestreckte Fliiche Tl III 

zwei Stücke T2 und Ta auf beliebige Art zerfällt, so kann das Integral 

J(X ~ + y"y) cls op cp 

in Bezug auf die Begrenzung von T2 betrachtet werden als die Differenz 
der il?-tegrale in Bezug auf die Begrenzung von ~ und in Bezug auf 
die Begrenzung von Ta, indem, wo Ts sich bis zur Begrenzung von 
TI crstreckt, beide Integrale sich aufheben, alle übrigen Elemente abcr 
einem Elemente der Begrenzung von T2 entsprechen. 

Mitte1st dieser Umformung ergiebt sich aus I.: 

n. Der Werth des Integral 

J(X ~; + y 0;) ds, 
durch die ganze Begrenzung einer über A ausgebreiteteu Fläche er
streckt, bleibt bei beliebiger Erweiterung oder Verengerung derselben 
constant, wenn nur dadurch keine Flächentheil eein- oder austreten, 
innerhalb welcher die V ol'aussetzungen des o..::atzes 1. nicht erfüllt sind. 

Wenn die Functionen X, Y zwar in jedem Theile der FHiche T 
der vorgeschriebenen Differentialgleichung O'enügen, aber in einzelnen 
Linien oder Punkten mit einer Unstetigkeit behaftet sind, so kann man 
jede solche Linie und jeden solchen Punkt mit einem beliebig kleinen 
Flächentheil als Hülle umgeben und erhiilt dann durch Anwendung 
des ,atzes IJ.: 
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III. Das Integral 

in Bezug auf die ganze Begrenzung von T ist gleich der Summe der 
Integrale 

J'(x ox + yOY) ds 
op . op 

in Bezug auf die Umgrenzungen aller Unstetigkeits stellen , und zwar 
behält in Bezug auf jede einzelne dieser Stellen das Integral denselben 
Werth, in wie enge Grenzen man sie auch einschliessen möge. 

Dieser Werth ist für einen biossen Unstetigkeitspunkt nothwendig 
gleich 0, wenn mit der Entfernung (! des Punkks 0 von demselben 
zugleich (! X und (! Y unendiich klein werden; denn führt man in Be
zug auf einen solchen Punkt als Anfangspunkt und eine beliebige Än

fangsrichtung Polarcoordinaten (J, cp ein und wählt zur Umgrenzung 
einen um denselben mit dem Radius (J beschriebenen Kreis, so wird 
das auf ihn bezügliche Integral durch 

2,. 

J'(x OX + yOY) d op p (! cp 
o 

ausgedrückt und kanu folglich nicht einen von Null verschiedenen 
Werth " haben, weil, was auch " sei, (! immer so klein angenommen 

werden kann, dass ~bgesehen vom Zeichen (X 0; + y ~) (J für · jeden 

'Verth von cp < 2'K
n 

und folglich 

2,. 

J(X
ox + y ~Y) d <x op Öl ) (J cP 

o 
wird. 

IV. Ist in einer einfach zusammenhängenden über .A ausgebrei
teten Fläche für jeden Flächentheil das durch de sen ganze Begrenzung 
erstreckte Integral 

oder 
J'(x ox + y~) ds 

op op 

j'(Y ~x _ x ~;) cls = 0, 

so -erhält für irgend zwei feste Punkte 0 0 und 0 dies Integral in 
Bezug auf alle von 0 0 in derselben nach 0 gehende Linien den eIben 
Werth. 
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Je zwei die Punkte 00 und 0 verbindende Linien S1 und S2 bilden 
zusammengenommen eine in sich zurücklaufende Linie S3. Diese Linie 
besitzt entweder selbst die Eigenschaft, keinen Punkt mehrfach zu 
durchschneiden, oder man kann sie in mehrere allenthalben einfache 
in sich zurücklaufende Linien zerlegen, indem man von einem belie
bigen Punkte aus dieselbe durchlaufend jedesmal, wenn man zu einem 
frühern Pun1de zurückgelangt, den inzwischen durchlaufenen Theii 
ausscheidet und den folgenden als unmittelbare Fortsetzung des vor
hergehenden betrachtet. Jede solche Linie aber zerlegt die Fläche in 
eine einfach und eine zweifach zusammenhängende; sie bildet daher 
nothwendig von Einem dieser Stücke die ganze Begrenzung, und das 
durch sie erstreckte Integral 

f( Y oX - X OY) ds os os 
wird also der Voraussetzung nach = 0.. Dasselbe gilt folglich auch 
von dem durch die ganze Linie S3 erstreckten Integrale, wenn die 
Grösse S überall in derselben Richtung als wachsend betrachtet wird; 
es müssen daher die durch die Linien SI und S2 erstreckten Integrale, 
wenn diese Richtung ungeändert bleibt, d. h. in einer derselben von 
00 nach 0 und in der andern von 0 nach 00 geht, einander aufheben, 
also, wenn sie in letzterer geändert wird, gleich werden. 

Hat man nun irgencl eine beliebige Fläche T, in welcher allgemein 
zu reden 

oX+ oY=o 
OX oy 

ist, so schliesse man zunächst, wenn nöthig, die Unstetigkeitsstellen aus, 
so dass im übrigen Flächenstücke für jeden Flächentheil 

J'(y ox - XOY) ds = 0 os os 
ist, und zerlege dieses durch Querschnitte in eine einfach zusammen
hängende Fläche T*. Für jede im Innern von T* von einem Punkte 
Oo.nach einem anclern 0 gehende Linie hat dann unser Integral den
selben Werth; dieser Werth, für den zur Abkürzung die Bezeichnung 

o 

f( Y oX - X OY) ds os os 
00 

gestattet sein möge, ist daher, 00 als fest, 0 als beweglich gedacht, 
für jede Lage von 0 abgesehen vom Laufe der Verbindungslinie ein 
bestimmter und kann folglich als Function von x, y betrachtet werden. 
Die Aendel'ung dieser Function wn:d für eine Verrückung von 0 längs 
eines beliebigen Linienelements ds durch 

BnHANN'S gesammelte mathematische Werke. I . 2 
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(
yOX _ X OY) ds 

os os 

ausgedrückt, ist in T* überall stetig und längs eines Querschnitts von 
T zu beiden Seiten gleich; 

V. das Integral 
o 

z =f(Y~x - XOY
) ds os os 

00 

bildet daher, 00 als fest gedacht, eine Function von x, y, welche in T* 
überall sich stetig, beim TI eberschreiten der Querschnitte von T aber 
um eine längs derselben von einem Zweigpunkte zum andern constante 
Grösse ändert, und von welcher der partielle Differentialquotient 

o Z = Y 0 Z = _ X ist. 
OX ' oy 

Die Aenderungen beim U eberschreiten der Querschnitte sind von 
einer der Zahl der Querschnitte gleichen Anzahl von einander unab
hängiger Grössen abhängig; denn wenn man das Querschnittsystem 
ückwärts - die späteren Theile zuerst - durchläuft, so ist diese 
Aenderung überall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes 
Querschnitts gegeben wird; letztere Werthe aber sind von einander 
unabhängig. (2) 

10. 

etzt lllan fiir die bisher durch X bezeichnete Function 

u' , ou d Ou' , OU 
H o:x: - U O.c un 1t oY - n oy 

flir r, so wird 

(; X 0 Y ( 02tl 02U') ,(02t , 021') 
ox + oY = 1t ö.?;" + oy' - U ox2 + äy2 , 

wenn also die Functionen tt und u' den Gleichungen 
02 U Bi U 02U' (}2 1l 
ox~ + oy. = 0, ox2 + oy' = 0 

genligcn, so wird 
oX oY 
ax + oy = 0, 

und es finden auf Jen Ausdruck 

f(X ~; + y ~;) ds, 
welcher 
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-j'(tt i1l" _ tt' OU ) ds - op op 
wird, die Sätze des vorigen Art. Anwendung. 

Machen wir nun in Bezug auf die Function u die Voraussetzung, 
dass sie nebst ihren ersten Differentialquotienten etwaige Unstetig
keiten jedenfalls nicht längs einer Linie erleidet, und für jeden n
stetigkeitspunkt zugleich mit der Entfernung (! des Punktes 0 von 

demselben (! ~u und (! ~u unendlich klein werden, so können die Un-
va: vy 

stetigkeiten von ~~ in Folge der Bemerkung zu Irr. des vorigen Art. 
ganz unberücksichtigt bleiben. 

Denn alsdann kann man in jeder von einem Unstetigkeitspunkte 
ausgehenden geraden Linie einen Werth R von (! so annehmen, dass 

OU Ot, oa: OU oy 
(! O f!=(! oa:~ +f! OYO f! 

unterhalb desselben immer endlich bleibt, und bezeichnet U den Werth 
von 11 für (! = R, M abgesehen vom Zeichen den grössten Werth der 

Function f! ~: in jenem .Intervall, so wird, in derselben Bedeutung 

genommen, stets u - U < }J[ (log (! - log R) sein, folglich f! (U - U) 
und also auch f!U mit (! zugleich unendlich klein werden; dasselbe 

U OU 
gilt aber der Voraussetzung nach von f! oa: und (! oy und folglich, 

weun u' keiner Unstetigkeit unterliegt, auch von 

(! (tt _u' - u' ~) und f! (u ~ - u q!!:) . oa: x oy oy , 

der im vorigen Art. erörterte Fall tritt hier also ein. 
Wir nehmen nUll f rner an, dass die den Ort des Punktes 0 

bildende Fläche T allenthalben einfach über A ausgebreitet sei, und 
uenken uns in derselben einen beliebigen festen Punkt 00' wo 1t, x, Y 
die Werthe ;'0' Xo, Yo erhalten. Die Grösse 

t log ( (x - xo)2 + (y - Yo)2) = log 1', 

als 1! unction von x, Y betrachtet, hat alsdann die Eigen chaft, da s 

o 2 log l' 2 log l' 
~+~=o 

\Viru, und ist nur für x = xo, Y = Yo, also in unserm Falle nur fUr 
Einen Punkt der Fläche T mit einer nstetigkeit behaftet. 

Es wird daher nach Axt. 9., Irr., wenn wir log l' für u' setzen 

tt - , - - lo"" l' - (ls J( 0 lOgl' OU) 
op <> (' J! 

2* 



20 1. Grundlagen für eine allgemeine Theorie 

in Bezug auf die ganze Begrenzung von T gleich diesem Integrale in 
Bezug auf eine beliebige Umgrenzung des PunJrtes 0 0 und also, wenn 
wir dazu die Peripherie eines Kreises, wo l' einen constanten Werth 
hat, wählen und von einem ihrer Punkte in einer beliebigen festen 
Richtung den Bogen bis 0 in Theilen des Halbmessers durch cp be
zeichnen, gleich 

2:7t 

- tt -- rdm -log?' - ds J olog~' J OU 
or 'Y op' 

o 
oder da 

2:7t 

J~; ds = 0 ist, = - J udcp, 
o 

welcher Werth, wenn t~ im PunHe 00 stetig ist, für ein unendlich 
kleines 't in - u0 2n übergeht, 

Unter den in Bezug auf tt und T gemachten Voraussetzungen 
haben wir daher für einen beliebigen Punkt 00 im lnnern der Fläche, 
in welchem ~t stetig ist, 

1'0 = 2
1
n J (lOg?' ~; - U 0 ~; r) ds 

III Bezug auf die ganze Begrenzung derselben und 
2:7t 

= 2
1
nJUdCP 

o 

in Bezug auf einen um O. beschriebenen Kreis. A.us dem ersten dieser 
A.usdrücke ziehen wir folgenden 

Lehrsatz. Wenn eine Function u innerhalb einer die Ebene 
A allenthalben einfach bedeckenden Fläche T allgemein zu reden der 
Differentialgleichung 

genügt und zwar so, dass 

1.) die Punkte, in welchen diese Differentialgleichung nicht erfüllt 
ist, keinen Flächentheil, 

2.) die Pun1rte, in welchen 1', ~: ' ~ ; unstetig werden, keine Linie 

stetig erfüllen, 
3.) für jeden Unstetigkeitspunkt zugleich mit der Entfernung (' 

d Punkt 0 d lb d· G" OU OU d es es von emse en le rossen (' 0 x ' (' 0 y unen -

lich klein werden und 
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4.) bei 1~ eine durch Abänderung ihres Werthes in einzelnen 
Punkten hebbare Unstetigkeit ausgeschlossen ist, 

so ist sie nothwendig nebst allen ihren Differentialquotienten für alle 
Punkte im Innern dieser Fläche endlich und stetig. 

In der That, betrachten wir den Punkt 00 als beweglich, so än
dern sich in dem Ausdrucke 

. J(logr ~; - u 13 ~O:1) ds 

1· W .1.1.. I 13 log l' 13 log r D' G .. b . d fü' . d nur (le el'Wle og r, -,,-, - ,,-. lese rossen a er sm r Je es 
uX uy 

Element der Begrenzung, so lange 0 0 im Innern von T bleibt, nebst 
allen ihren Differentialquotienten endliche und stetige Functionen von 
xo, Yo, da die Differentialquotienten durch gebrochene rationale 
Functionen dieser Grössen ausgedrückt werden, die nur Potenzen von 
)' im Nenner enthalten. Dasselbe gilt daher auch für den Werth 
tillSers Integrals und folglich für die Function u o• Denn diese könnte 
unter den früheren Voraussetzungen nur in einzelnen Punkten, indem 
sie unstetig würde, einen davon verschiedenen Werth haben, welche. 
Möglichkeit durch die Voraussetzung 4.) unsers Lehrsatzes wegfällt. 

11. 

Unter denselben Voraussetzungen in Bezug auf u und T, WIe am 
Schlusse des vorigen Art. haben wir folgende Sätze: 

13 u 1. Wenn längs einer Linie u = 0 und 13 p = 0 ist, so ist ~~ 

'überall = o. 

W · b' .. h t d . L" , d 13 tt Ir eweIsen zunac s, ass eme lnle A, wo u = 0 un 13p = 0 

ist, nicht die Begrenzung eines Flächentheils a, wo t~ positiv ist, 
bilden könne. 

Gesetzt, dies fände statt, so scheide man aus a ein Stück aus, 
welches eines Theils durch A, andern Theils durch eine Kreislinie be
grenzt wüd und den Mittelpunkt dieses Jll'eises nicht enthält, welche 
Oonstruction allemal mögJ,ich ist. Man hat dann, wenn man die Polar
coordinaten von 0 in Bezug auf 00 durch )', cp bezeichnet, durch die 
ganze Begrenzung dieses Stücks ausgedehnt 

J 13 u j' 13 log1" logr 13p cls - l' -ap ds = 0, 

also in Folge der Annahme auch für den ganzen ihr angehörigen 
Kreisbogen 
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oder da 
ou d - 8=0 j

' ~ 

OlJ 

ist, 

j'ttclcp = 0, 

was mit der Voraussetzung, dass n im Innern von a positiv sei, un
verträglich ist. 

Auf ähnliche Art wird bewiesen, dass die Gleichungen tt = 0 und 

o ~, . ht· . B th·l· FI·· h t k b o lJ = 0 ruc m emem egrenzungs eI e emes ac ens üc s ,wo H 

negativ ist, stattfinden könne. 

W . d Fl·· h T· . L·· d o~, . t enn nun m er ac e m emer 1nlß H = 0 un op = 0 1S 

und in irgend einem Theile derselben tt von Null verschieden wäre, 
so müsste ein solcher Flächentheil offenbar entweder durch diese Linie 
selbst oder durch einen Flächentheil, wo u = 0 wäre, also jedenfalls 

.. durch eine Linie wo tt und ~ u = 0 wäre, begrenzt werden, was noth
UlJ 

wendig auf eine der vorhin widerlegten Annahmen führt. 

II. Wenn der Werth von tt und ~; längs einer Linie gegeben 

ist, so ist H uadurch in allen 'Theilen von T bestimmt. 

Sind tt1 und t/2 irgend zwei bestimmte Functionen, welche den der 
FUllction U auferlegten Bedingungen genügen, so gilt dies auch, wie 
sich durch ubstitution in diesen Bedingungen sofort ergiebt, rur ihre 
Differenz U 1 - t12• Stimmten nun U1 lmd tl2 längs einer Linie nebst 
ihren ersten Differentialquotienten nach p überein , in einem andern 
Flächentheile aber nicht, so würden längs dieser Linie U1 - u2 = 0 

und O(tl
i7
;Ut ) = 0 sein, ohne überall = 0 zu sein, dem Satze I. 

zuwider . 

. lli. Die Punkte im Innern von T, wo l' einen constanten Werth 
hut, bilden, wenn 'tt nicht überall constant ist, nothwendig Linien, 
welche Flächentheile, wo 'tt grösser ist, von Flächentheilen, wo u kleiner 
ist, scheiden. 

Dieser Satz ist aus· folgenden zusammengesetzt: 
tt kann nicht in einem Punkte im Innern von T ein Minimum oder 

ein Maximum haben; 
u kann nicht nur in einem 'l'heile der Fläche constant sein; 
(lie Linien, in denen 'tt = a ist, können nicht beiderseits Flächen

theile begrenzen, wo 'tt - a dasselbe Zeichen hat; 
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Sätze, deren Gegentheil, wie leicht zu sehen, allemal eine Verletzung 
der im vorigen Art: bewiesenen Gleichung 

2 ,. 

1 J' 1I0 = 21t U cl rp 
o 

oder 
2 n J' (n - 'Ho) cl rp = 0 

o 

herbeiführen mUsste und folglich unmöglich iilt. 

12. 

Wir wenden uns jetzt zurück zur Betrachtung einer veränderli hen 
complexen Grösse IV = tt + vi , welche, allgemein zu reden (d. h. ohne 
eine Ausnahme in einzelnen Linien und Punkten au zuschliessen), für 
jeden Punkt 0 der Fläche T Einen bestimmten mit der Lage desselben 
stetig und den Gleichungen 

OU 0 v OU OV 
OX = 0 y' oy = OX 

gemä s sich ändernden Werth hat, und bezeichnen diese Eigenschaft 
von tv nach dem früher Fe tgestellten dadul"ch, dass wir 10 eine 
F unction von z = x + yi nennen. Zur Vereinfachung des Folgenden 
setzen wir dabei im Voraus fest, dass bei einer Function von z eine 
durch Abänderung ihres Werthes in einem einzelnen Punkte hebbare 
Unstetigkeit nicht vorkommen solle. 

Der Fläche T wird vorerst ein einfacher Zusammenhang und eine 
allenthalben einfache Ausbreitung über die Ebene .Li beigelegt. 

Lehrsatz. Wenn eine Function tv von Z eine Unterbrechung der 
tetigkeit jedenfalls nicht längs einer Linie erleidet und ferner für 

jeden beliebigen Punkt 0' der Fläche, wo z = z' sei, zu'Cz - z') mit 
tmendlicher Annäherung des Punktes 0 unendlich klein wird, so ist 
sie nothwendig nebst allen ihren Differentialquotienten in allen Punkten 
im Innern der Fläche endlich und stetig. 

Die über die Veränderungen der Grösse tu gemachten V oraus-

'etzungen zerfallen, wenn z - z' = qe'Pi gesetzt wird, fUr tt und v in 
die folgenden: 

ou OV 
1.) .,,- - " = 0 

GX oy 

und 
ou 00 

2.) oy + ox = 0 
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für jeden Theil der Fläche T; 3.) die Funktionen u und v sind nicht 
längs einer Linie unstetig; 4.) für jeden Punkt 0' werden mit der Ent
fernung () des Punktes 0 von demselben () t~ lmd () v unendlich klein; 
5.) für die Functionen u und v sind Unstetigkeiten, die durch Ab
änderung ihres Werthes in einzelnen Punkten gehoben werden könnten, 
ausgeschlossen. 

In Folge der Voraussetzungen 2.), 3.), 4.) ist für jeden Theil der 
Fläche T das über dessen ganze Begrenzung ausgedehnte Integral 

f(tt ~: - v ~~) ds 

nach Art. 9., IU. o und das Integral 
o 

f (t~ ~: - v ~~) ds 
o. 

erhält daher (nach Art. 9., IV.) durch jede von 00 nach 0 gehende 
Linie erstreckt denselben Werth und bildet, 00 als fest gedacht, eine 
bi auf einzelne Punkte nothwendig stetige Function U von x , y, von 
welcher (und zwar nach 5.) in jedem Punkte) der Differentialquotient 

0" U = tt und ~ U = _ v ist. Durch Substitution dieser Werthe für t~ 
uX uy 
und v aber gehen die Voraussetzungen 1.), 3.), 4.) in die Bedingungen 
des Lehrsatzes am Schlusse des Art. 10. über. Die Function U ist 
daher nebst allen ihren Differentialquotienten in allen Punkten von T 
endlich und stetig und dasselbe gilt folglich auch von der complexen 

Function w = ~ U - ~ U i und ihren nach z genommenen Differe.ntial-
ox uy 

quotienten. 

13. 

E s soll jetzt untersucht werden, was eintritt, wenn Wlr unter 
Beibehaltung der sonstigen Voraussetzungen des Art. 12. annehmen, 
dass für einen bestimmten Punkt (J im Innern der Fläche (z - l) w 

= () e
Pi w bei unendlicher Annäherung des Punktes 0 nicht mehr 

imendlich klein wird. In diesem Falle wird also w bei unendlicher 
Annäherung des Punktes 0 an 0 ' unendlich gross, und wir nehmen 

an, dass, wenn die Grösse w nicht mit ~ von gleicher Ordnung bleibt, 
(l 

d. h. der Quotient beider sich einer endlichen Grenze nähert, wenig
stens die Ordnungen beider Grös en in einem endlichen Verhältnisse 
zu einander stehen , so dass sich eine Potenz von Q angeben lässt, 
deren Product in w fiir em unendlich kleines () entweder unendlich 
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klein wird oder endlich bleibt. Ist l'" der Exponent einer solchen 
Potenz und n die nächst grössere ganze Zahl, so wird die Grösse 

(z - i )" w = r/ en'P i w mit (! unendlich klein, und es ist daher 
, '1-1.. cl (z - z') ,,-1 tv •. . 

(z - z) 10 eroe Fl1nctlOn von z (da dz von dz unabhanglg 

ist), welche in diesem Theile der-rrläche den Voraussetzungen des Art. 12. 
genügt und folglich im Punkte 0' endlich und stetig ist. Bezeichnen 

wir ihren Werth im Punkte 0' mit an-I, SO ist (Z _ i)"-l w-an-l 
eine Function, die in diesem Punkte stetig und = 0 ist und folglich 
mit (! unendlich klein wird, woraus man nach Artikel 12. schliesst, dass 

(z - i )"-2 W - an-I, eine im Plmkte 0' stetige Function ist. Durch 
z- z 

Fortsetzung dieses Verfahrens wird offenbar w mitteIst Subtraction 
eines Aus~b:uckes von der Form 

~+~ z- z' (z-z') 2 • 

an-l 
(z - z')n-l 

111 eIlle Function verwandelt, welche im Punkte 0' endlich lmd stetig 
bleibt. 

Wenn daher unter den Voraussetzungen des Art. 12. die Aenderung 
eintritt, dass, bei unendlicher Annäherung von 0 an einen Punkt 0' 
im Innern der Fläche T die Function w unendlich gross wird, so ist 
die Ordnung dieses unendlich Grossen (eine im verkehrten Verhältnisse 
der Entfernung wachsende Grösse als ein unendlich Grosses erster 
Ordnung betrachtet) wenn sie endlich ist, nothwendig eine ganze Zahl; 
und ist diese ' Zahl = m, so kann . die Function w durch Hinzufügung 
einer Function, welche 2 m willkürliche Constanten enthält, in eine in 
diesem Punkte 0' stetige verwandelt werden. 

Anm. Wir betrachten eine Function als Eine willkürliche Constante ent
haltend, wenn die möglichen Arten, sie zu bestimmen , ein stetiges Gebiet von 
Einer Dimension umfassen. 

14. 

Die im Art. 12. und 13. in Bezug auf die Fläche T gemachten 
Beschl'änkungeu sind für die Gültigkeit der gewonnenen Resultate nicht 
wesentlich. Offenbar kann man jeden Punkt im Innern einer beliebigen 
Fläche mit einem Stücke derselben umgeben, welches die dort voraus
gesetzten Eigenschaften ' besitzt, mit alleiniger Ausnahme des Falles, 
wo dieser Punkt ein Windllllgspunkt der Fläche ist. 

Um diesen Fall zu untersuche~, denken wir uns die Fläche T oder 
ein beliebiges Stück derselben, welches einen Windungspunkt n-1 ster 
Ordnung 0', wo z =:l = x' + y' 'i sei, enthält, mitte1st der Function 



26 1. Grundlagen für eIDe allgemeine Theorie 

t 

~ = er; - i)" auf einer andern Ebene A abgebildet, d. h. wir denken 
uns den Werth der Function ~ = ~ + 1'} i im Punkte 0 durch einen 
Punkt ®, dessen rechtwinklige Co ordinaten ~, 1'} sind, in dieser Ebpne 
vertreten, und betrachten e als Bild des Punktes O. Auf diesem Wege 
erhiilt man als Abbildung dieses Theils der Fläche T eine zusammen
hängende über A ausgebreitete Fläche, die im Punkte ®', dem Bilde 
des Punktes 0' keinen Windungspunkt hat, wie sogleich gezeigt wer
den soll. 

Zur Fixirung der V orstelhmgen denke man sich um den Punkt 0' 
in der Ebene .A mit dem Halbmesser R einen Kreis beschrieben und 
parallel mit der x -he einen; Durchmesser gezogen, wo 'also r; - i 
reelle Werthe annehmen wird. Das durch diesen Kreis ausgeschiedene 
den Windungspunkt umgebende Stück der Fläche T wird dann zu 
beiden Seiten des Durchmessers in n, wenn R hinreichend klein ge
wählt wird, abgesondert verlaufende halbkreistörmige Flächenstücke 
zerfallen. Wir bezeichnen auf derjenigen Seite des Durchmessers, wo 
y - y' positiv ist, diese Flächenstücke durch all a2 .... an, auf der 
entgegengesetzten Seite durch a'lI a'2 ... , a'", und nehmen an, dass 
für negative Werthe von r; - i a ll a 2 •••• an der Reihe nach mit 
a'lI a'2 ,' .. a' n, für positive dagegen mit a'", a't ., .. , an-t ver
bunden seien, so dass ein den Punkt 0' (im erforderlichen Sinne) 
llmkreisender Punkt der Reihe nach die Flächen a l , a'lI a2, a'2. ". an, a'n 
durchläuft und durch a'" wieder in a t zurückgelangt, welche Annahme 
offenbar gestattet ist. Führen wir nun für beide Ebenen Polarcoordi-

naten ein, indem wir r; - z' = !Jeep·, ~ = (je ''' ' setzen, und wählen zur 
bbildung des Flächenstücks a 1 denjenigen Werth von 

:. .!.. !f. i 
(z - z') n = (J n C n , welchen letzterer Ausdruck unter der Annahme 

o < qJ < n erhält, so wird für alle Punkte von a l (j <: R n lUld 

0< "" <~; die Bilder derselben in der Ebene A fallen also sämmtlich 
n 

ill einen von "" = 0 bis "" = ~ sich erstreckenden Sector eines um ®' n 

mit dem Radius R " beschriebenen Kreise , und zwar entspricht jedem 
Punkte von a1 Ein zugleich mit demselben stetig fortrückender Punkt 
dieses Sectors und umgekehrt, woraus folgt, dass die Abbildung der 
Fläche a l eine zusammenhängende . einfach über diesen Sector aus
gebreitete Fläche ist. Auf ähnliche Art erhält man fül' die Fläche a'l als 

.\ ld :n: b' .1. 2:n: fü" 2:n: b' .. .,.bbi unS! einen von"" = - 1S 'f' = -, r a"2 emen von"" = - 1S 
~ n n n 

" 
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311: dr h fii ' . 2 n-l b' ~. h ljJ = n' en 1C r an emen von ljJ = -?-~ - n 1S ljJ = n SIC 

erstreckenden Sector , wenn man rp für jeden Punkt dieser Flächen der 
Reihe nach zwischen n und 2n, 2n und 311: .... (2n-l)1I: und 2nn 
wählt, was immer und nur auf eine Weise möglich ist. Diese ectoren 
schliessen sich aber in derselben Folge an einander, wie die Flächen 
a und a', und zwar so, dass den hier zusammenstosseRden Punkten 
auch dort zusammenstössende Punkte ent prechen; sie können daher 
zu einer zusammenhängenden Abbildung eines den Punkt 0' ein
schliessenden tückes der Fläche T zusammengefügt werden, und diese 
Abbildlmg ist offenbar eine über die Ebene A einfach ausgebreitete 
:Fläche. 

Eine veränderliche Grösse, die für jeden Punkt 0 einen bestimmten 
Vi erth hat, hat dies auch für jeden Punkt @ und umgekehrt, da jedem 
o nur ein e und jedem e nur ein 0 entspricht; ist sie ferner eine 

Function von z, so ist sie dies auch von ~, indem, wenn ~; von dz, 
dw 

auch df von d~ unabhängig ist, und umgekehrt. Es ergiebt sich 

hieraus, dass auf alle Functionen tu von z auch im vVindungspunkte 
0' die Sätze der Art. 12. und 13. angewandt werden können, wenn 

man sie als Functionen von (z - z')" betrachtet. Dies liefert folgen
den Satz: 

Wenn eine Function tu von z bei tmendlicher Annäherung von 0 
an einen Windungspunkt n-l ster Ordnung 0' unendlich wird, so ist 
dieses unendlich Grosse nothwendig von gleicher Ordnung mit einer 

Potenz der Entfernung, deren Exponent ein Vielfaches von ~ ist, und 
n 

kann, wenn (lieser Exponent = - In ist, durch Hinzufügung eines n 
usdrucks von der Form 

a, 1 + a~ 2 ••• 114' 
(z- z')n (z - z') " 

wo au a2 •••• a 'fl willkürliche complexe Grössen sind, in eine im Punkte 
0' stetige verwandelt werden. 

Dieser atz enthält als Uorollar, dass die Function tu im Punkte 
1 

0' stetig i t, wenn (z - l ) n tu bei unendlicher Ännäht:>ruug des Punktes 
o an 0' unendlich klein wird. 
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15. 

Denken wir uns jetzt eine Function von z, welche für jeden Punkt 
o der beliebig über .A ausgebreiteten Fläche T einen bestimmten Werth 
hat und nicht überall constant ist, geometrisch dargestellt, so dass ihr 
1'Verth w = u + vi im Punkte 0 durch einen Punkt Q der Ebene B 
vertreten wird, dessen rechtwinklige Coordinaten u, v sind, so ergiebt 
ich Folgendes: 

1. Die Gesammtheit der Punkte Q kann betrachtet werden, als 
eine Fläche S bildend, in welcher jedem Punkte Ein bestimmter mit 
ihm stetig in T fortrückender Punkt 0 entspricht. 

Um dieses zu beweisen, ist offenbaJ.· nur der Nachweis erforderlich, 
dass die Lage des Punktes Q mit der des Punktes 0 sich allemal (und 
zwar allgemein zu reden stetig) ändert. Dieser ist in dem Satze ent
halten: 

Eine Function w = u + vi von z kann nicht längs einer Linie 
constant sein, wenn sie nicht überall constant ist. 

Beweis: Hätte w längs einer Linie einen constanten Werth a + bi, 
.. d o(u-a) I h GV f" d' L" d so waren 1t-a un op' we c es = FS' ur lese llllC un 

o'(tt - a) + 02(u-a) 
ox2 oy2 

überall 0i es müsste also nach Art. 11., I. ~t-a und folglich, da 

o u OV o u ov 
OX = o y' oy = - OX' 

auch v - b überall = 0 sein, gegen die Voraussetzung. 

II. In Folge der in 1. gemachten Voraussetzung kann zwischen 
den Theilen von S nicht ein Zu ammenhang Statt finden ohne einen 
Zusammenhang der entsprechenden Theile von Ti umgekehrt kann 
überall, wo in T Zusammenhang Statt findet und w stetig ist, der 
Fläche S ein entsprechender Zusammenhang beigelegt werden. 

Dieses vorausgesetzt entspricht die Begrenzung von S einestheils 
der Begrenzung von T, anderntheils den Unstetigkeitsstelleni ihre inneren 
Theile aber sind, einzelne Punkte ausgenommen, überall schlicht über 
Bausgebreitet, d. h. es findet nirgends eine Spaltung in auf einander 
liegende Theile und nirgends eine Umfaltung Statt. 

Ersteres könnte, da T überall einen entsprechenden Zu ammen
hang besitzt, offenbar nur eintreten, wenn . in T eine Spaltung vor
käme - der Annahme zuwider - i Letzteres soll sogleich bewiesen 
werden. 
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W · b' d d . P k Q' du; dli h . t Ir ewelsen zuvör erst, ass em un t ; wo Tz en c IS, 

nicht in einer Falte der Fläche S liegen kann. 

In der That, umgeben wir den Punkt 0', welcher Q' entspricht, 
mit einem Stücke der Fläche T von beliebiger Gestalt und un
bestimmten Dimensionen, so müssen (nach Art. 3.) die Dimensionen 
desselben stets so klein angenommen werden können, dass die Gestalt 
des entsprechenden Theils von S beliebig wenig abweicht, und folg
lich so klein, dass die Begrenzung desselben 'aus der Ebene B ein Q: 
einschliessendes Stück ausscheidet. Dies aber ist unmöglich', wenn Q' 
m einer Falte der Fläche S liegt. 

Nun kann d,w, als Functien von z, nach 1. nur in einzelnen c.z 
Punkten = 0, und, da w in den in Betracht kommenden Punkten von 
T stetig ist, nur in den Windung punkten diesel" Fläche unendlich 
werden; folglich etc. w. z. b. w. 

Irr. Die FläclIe S ist folglich eine Fläche, ·ffu welche die im Art. 5. 
für T gemachten Voraussetzungen zutreffen; und in dieser Fläche hat 
ffu jeden Punkt Q die unbestimmte Grösse z Einen bestimmten Werth, 

welcher sich mit der Lage von Q stetig und so änderl, dass ddZ von 
to 

der Richtung der Ortsänderung unabhängig ist. Es bildet daher in 
dem früher festgelegten Sinne z eine stetige Function der veränder
lichen complexen Grösse 10 für das dUl"ch S dargestellte GrÖssengebiet. 

Hieraus folgt ferner: 
Sind 0' nnd Q' zwei entsprechende innere Punkte der Flächen T 

und S und in denselben z = l, 10 = tv', so nähert sich, wenn keinel' 
von ihnen ein Windungspunkt ist, bei unendlicher Annäherung von 

o an 0' w-~~ einer endlichen Grenze, und die Abbildung ist daselbst z-z 
eine in den kleinsten Theilen ähnliche; wenn aber Q' ein Windungs
punkt n-I sler, 0' ein Windungspunkt m-I ster Ordnung ist, so nähert 

sich (w - 10'):' bei unendlicher Annäherung von 0 an 0' einer endlichen 

tz - z')m 

Grenze, und für die anstossenden Flächentheile findet eine Abbildungs
arl Statt, die sich leicht aus Arl. 14. ergiebt. 

* * * 
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16. 

Lehrsatz. Sind IX und ß zweI beliebige Functionen von x, y, 
für welche das Integral 

f[ (~: - ~~r+ (~ ; + ~~)1 clT 

durch alle Theile der beliebig über A ausgebreiteten Fläche T aus
gedehnt einen endlichen Werth hat, so erhält das Integral bei Aep.derung 
von IX um stetige oder doch nur in einzelnen Punkten unstetige 
Functionen, die am Rande = 0 sind, immer für eine dieser Functionen 
einen Minimumwerth und, wenn man durch Abänderung in einzelnen 
Punkten hebbare Unstetigkeiten ausschliesst, nur rur Eine. 

Wir bezeichnen durch Ä eine unbestimmte stetige oder doch nur 
in einzelnen Punkten unstetige Function, welche am Rande = 0 ist 
und für welche das Integral 

L . f( G~Y + (~~y) clT 

über die ganze Fläche ausgedehnt einen endlichen Werth erhält, durch 
m eine unbestimmte der Functionen IX + Ä, endlich das über die ganze 
Fläche erstreckte Integral 

J[(OID _ o ~)2 + (OID + O~)1 clT 
x oy oy x 

durch.Q. Die Gesammtheit der Functionen Ä bildet ein zusammen
bängendes in sich abgeschlossenes Gebiet, indem jede dieser Functionen 
tetig in jede andere übergehen, sich aber nicht einer längs einer 

Linie unstetigen unendlich annähern kann, ohne dass L unendlich wird 
(Art. 17.); für jedes Ä erhält nun, m = IX + Ä gesetzt, .Q, einen end
lichen Werth, der mit L zugleich unendlich wird, sich mit der Gestalt 
von A tetig lindert, aber nie unter Null herabsinken kann; folglich 
hat .Q, wenigstens fiir Eine Gestalt der Function m ein Minimum. 

Um den zweiten Thei! un eres Satzes zu beweisen, sei u eine der 
Functionen m, welche .Q, einen Minimumwerth erlheilt, h eine un
be timmte in der ganzen Fläche con tante Grös e, so dass u + ltÄ den 
der Function m vorgeschriebenen Bedingungen genligt. Der Werth 
von .Q, ftir m = 1t + hA, welcher 

j'[ G: - o~Y + (~; + ~~YJ (1 T 

+ 2h{[(OU _ o ~) ~ + (Ot' + O ~) OlJ dT 
~ OX oy CX oy x oy 

+ h 2J' ( (~ ~Y + (~~r) d T = 1II + 2Nh + Lh
2 

wird, 
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muss alsdann für jerles J.. (nach dem Begriffe des Minimum ·) grösser 
als M werden, sobalJ h nur hinreichend klein genommen ist. Dies 
erfordert aber, dass .für jedes J.. N = 0 sei; denn andernfalls würde 

2Nh+Lh2 =Lh2 (1 +~ 
negativ werden, wenn h dem N entgegengesetzt und abgesehen vom 

Zeichen< 2;: angenommen wiirde. Der Werth von Q. für w=tt+J.., 

in welcher Form offenbar alle möglichen Werthe von (i) enthalten sind, 
wn:d daher = ][ + L, und folglich kann, da L wesentlich positiv 
ist, Q. für keine Gestalt der Function (i) einen kleinem Werth erhalten, 
als für (i) = 11 . 

Findet nun für eine andere tt der Functionen (i) ein Minimum
werth M' von Q. Statt, so muss von diesem offenbar dasselbe gelten, 
man hat also M'<'M und M<:,M', folglich M = M'. Bringt man 
aber 1t' auf die Form u + J..', so erhält man für M' den Ausdruck 
M + L', wenn L' den vVerth von L für J.. = J..' bezeichnet, und die 
Gleichung ]j[ = ]j:[' giebt L' = o. Dies ist UUl' möglich, weun in 
allen Flächentheilen 

01' oÄ.' 
ox = 0, oy = 0 

ist, und es hat daher, so weit J..I stetig ist, diese Function nothwendig 
einen constanten und folglich, da sie am Rande = 0 und nicht längs 
einer Linie unstetig ist, höchstens in einzelnen Punkten einen von 
N uU verschiedenen Werth. Zwei der Functionen (i) , welche Q. einen 
Minimumwerth ertheilen, können also nur in einzelnen Punkten von 
einander verschieden sein, und wenn in der Function u alle durch 
Abänderung in einzelnen Punkten hebbaren Unstetigkeiten beseitigt 
werden, ist diese vollkommen bestimmt. 

• 17 . 

Es soll jetzt der Beweis nacllgeliefert werden, dass J.. unbe chadet 
der Endlichkeit von L sich nicht einer längs einer Linie un tetigen 
Function r unendlich annähern könne, d. h. wird die Function J.. cl r 
Bedingung unterworfen, ausserhalb eines die Un tetigkeit linie ein
schliessenden Flächentheils T' mit r übereinzustimmen, so kann T' 
stets so klein aligenommen werden, dass L grösser al eine beliebig 
gegebene Grösse 0 werden muss. 

Wir bezeichnen, sund p in Bezug auf die Unstetigkeitslinie in 
der gewohnten Bedeutung genommen, für ein unbe timmtes s die 
Krümmung, eine auf der Seite der positiven 1> convexe als positiv be-

• 
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trachtet, durch x, den Werth von P an der Grenze von T' auf der 
positiven Seite durch Pu auf der negativen eite durch P2 und die ent
sprechenden Werthe von r durch rl und r20 Betrachten wir nun 
irgend einen stetig gekrümmten Theil dieser Linie, so liefert der 
zwischen den Normalen in den Endpunkten enthaltene Theil von T', 
wenn er sich nicht bis zu den Krümmungsmittelpunkten erstreckt, zu 
L den Beitrag 

der kleinste Werth des Ausdrucks 

j'\(Ol)2 op (l - xp) dp 
1'> 

bei den festen Grenzwerthen r1 und r2 von ,t findet sich aber nach 
bekannten Regeln 

log (1 - 1t P2) -log (l - 1tP. )' 

und folglich wird jener Beitrag nothwenrug, wie auch ,t innerhalb T' 
angenommen werden möge, 

J (Y. - Y!I)2 xd s 
> log (1 -XP2) - log (1 - 1tP. )" 

Die Function r wäre filr P = 0 stetig, wenn der grösste Werth, den 
(rl - r2)2 für 11:1 > PI > 0 und 11:2 < P2 < 0 erhalten kann , mit 11:1 - 11:2 
unendlich klein wi:irde; wir können folglich für jeden W erth von seine 
endliche Grösse m so annehmen, dass, wie klein auch 1I:i -11:2 an
genommen werden möge, stets innerhalb der durch 1I:i > PI ~ 0 und 
11:2 < P2 < 0 (wo die Gleichheiten sich gegen~eitig ausschliessen) aus
gedrückten Grenzen Werthe von Pi und 1J2 enthalten sind, für welche 
(r1 - r2)2 > 1n wirdo Nehmen WilO ferner unter den früheren Be
schränkungen eine Gestalt von T' beliebig an, indem wir Pi und P2 
bestimmte Werthe PI und P2 beilegen, und bezeichnen den W erth des 
durch den in Betracht gezogenen Theil der Unstetigkeitslinie aus
gedehnten Integrals 

J tn1t ds 
log (1 - 1tP2 ) - log (l-xP. ) 

durch a, so können wir offenbar 

J (Y. - Y2)2 x ds 0 
log (1 -XP2 ) - log (l - 1tP. ) > 

machen, indem wir Pi lmd Pi für jeden W erth von s so annehmen, 
da den Ungleichheiten 
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a a 

l- (l-xP, )c l -(l-xP )C 2 
PI < )t , P2 > X 2 und er] - r2) > m 

genügt ffird. Dies aber hat zur Folge, dass, wie auch Ä. innerhalb 
T' angenommen werden möge, der aus dem in Betracht gezogenen 
Stücke von T' stammende Theil von L und folglich um so mehr L 
selbst > C wird, w. z. b. W. (8). 

18. 

Nach Al"t. 16. haben wir für die dort festgelegte Function tl und 
für irgend eine der Functionen Ä. 

N- f'[(OU - oß) ~ + (OU + .-1.) ~J dT 
- < OX oy OX oy OX oy 

durch die ganze Fläche Tausgedehnt = o. Aus dieser Gleichung 
sollen jetzt weitere Schlüsse gezogen werden. 

Scheidet man aus der Fläche T ein die Unstetigkeits stellen von 
11 , ß, Ä. einschliessendes Stück T' aus, so findet sich der von dem 
übrigen Stücke T" herrührende Theil von N mit Hülfe des Art. 7., 

wenn man G: -- ~) Ä. für X und (~ ; + :~ Ä. für Y setzt, 

= - JÄ. (02U + 02"") dT _J(01b + Of\ Ä.ds. 
Ox' oy' op os} 

In Folge der der Function Ä. auferlegten Grenzbedingung wird der auf 
das mit T gemeinschaftliche Begrenzungsstück von T" bezügliche 
Theil von 

j '(01b + oß) Ä. d s 
op os 

gleich 0, so dass N betrachtet werden kann als zu ammengesetzt aus 
dem Integral 

- JÄ. ('PU + 02U) d T 
Ox' oy' 

111 Bezug auf T" und 

j' [(OU _ ~ ß) ~ + (01b + oß) OA] d T +J(Ölb + :.1.) Ä. ds 
< OX öy ox y OX oy op os 

In Bezug auf T'. 
~2 o' 

Offenbar würde nun, wenn ~x~ + O y~ in irgend einem Theile der 

Pläche T von 0 verschieden wäre , N ebenfalls einen von 0 ver chie
denen Werth erhalten, so bald man Ä., was frei steht, innerhalb T' 

gleich 0 und innerhalb T" so wählte, dass Ä. (o:~ + ~~1~) überall 

RUOIllAN"·. gesammelte mathematisch e W erke. I . 3 
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dasselbe Zeichen hätte. Ist aber ~:t: + ~~~ in allen Theilen von T=o, 

so verschwindet der von T" herrührende Bestandtheil von N für jedes 
J.., und die Bedingung N = 0 ergiebt dann, dass die auf die Unstetig
keitsstellen bezüglichen Bestandtheile = 0 werden. 

F ·· d' F t' Ot& oß Ot& + oß h b . d h . ur le une IOnen ..,- - ..,-, ..,- ..,- a en wrr a er, wenn WIr 
va; V'!J v'!J va: 

erstere = X und letztere = Y setzen, nicht bloss allgemein zu reden 
die Gleichung 

ax or 
2X + oy = 0, 

sondern es wird auch dm'ch die ganze Begrenzung irgend eines Theils 
von T erstreckt 

J'(x (~ + Y ~;) ds = 0, 

lD so fern dieser Ausdruck überhaupt einen bestimmten Werth hat. 

Zerlegen wir also (nach Art. 9., V.) die Fläche T, wenn sie einen 
mehrfachen Zusammenhang besitzt, durch Querschnitte in eine einfach 
zusammenhängende T*, so hat das Integral 

o 

- J'(O: + / ) ds 
C P t S 

00 

für jede im Innern von 1'* von 0 0 nach 0 gehende Linie denselben 
Werth und bildet, 0 0 als fest gedacht, eine Function von x, y, welche 
in T* überall eine stetige und längs eines Querschnitts beiderseits 
eine gleiche Aenderung erleidet. Diese Function 11 zu ß hinzugefügt, 
liefert uns eine Function v = ß + 11, von welcher der Differentialquotient 

OV = _ OU und OV = OU ist. 
OX oy oy oa: 

Wir haben daher folgenden 
Lehrsatz. Ist in einer zusammenhängenden, durch Querschnitte 

in eine einfach zusammenhängende T* zerlegten Fläche Teine com
plexe 1!unction a + ßi von x , y gegeben, für welche 

J" [(C IX _ ~ fJ) 2 + (O~ + ?fJ)2] cl1' oa: cy y OX 

dm'ch die ganze Fläche ausgedehnt einen endlichen W erth hat, so 
kann sie immer und nur auf Eine Art in eine Function von z ver
wandelt werden: durch Hinzufügung einer Function I-" + 11 i von x , y, 
welche folgenden Bedingungen genügt: 

1) I-" i t am Rande = 0 oder doch nur in einzelnen Pun1."ien 
davon verschieden, 11 in Einem Punkte beliebig gegeben, 
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2) die Aenderungen von fL sind in T, von v in T* nur in em
zelnen Punkten und nur so unstetig, dass 

J[(~:Y+ (~:YJ dTund J[(o:y+ (~;YJ dT 

durch die ganze Fläche erstreckt endlich bleiben, und letztere 
längs der Querschnitte beiderseits gleich. 

Die Zulänglichkeit der Bedingungen zur Bestimmung von fL + vi 
folgt daraus, dass fL, durch welches v bis auf eine additive Oonstante 
bestimmt ist, stets zugleich ein Minimum des Integrals Q, liefert, da, 
1/ = a + fL gesetzt, offenbar für jedes l N = 0 wird; eine Eigenschaft, 
die nach Art. 16. nur Einer Function zukommen kann. 

19. 

Die Principien, welche dem Lehrsatze am Schlusse de vorigen 
Art. zu Grunde liegen, eröffnen den Weg, bestimmte Functionen 
einer veränderlichen complexen Grösse (unabhängig von einem Aus
drucke für dieselben) zu untersuchen. 

Zur Orientirung auf diesem Felde wird ein Ueberschlag über den 
Umfang der ZUl· Be timmung einer solchen Function innerhalb eines 
gegebenen Grössengebiets erforderlichen Bedingungen dienen. 

Halten wir uns zunächst an einen bestimmten Fall, so kann, wenn 
die über .A ausgebreitete Fläche, durch welche dies Grössengebiet dar
gestellt wird, eine einfach zusammenhängende i t, die Function 
w = u + v i von z folgenden Bedingungen gemäss bestimmt werden: 

1) fm· ~t ist in allen Begrenzungspunkten ein Werth gegeben, 
der sich für eine unendlich kleine Ortsänderung um eine un
endlich kleine Grösse von derselben Ordnung, übrigens aber 
beliebig ändert *); 

2) der Werth von v ist in irgend einem Punkte beliebig ge
geben; 

3) die Function soll in allen Punkt.en endlich und stetig sein. 
Durch diese Bedingungen aber ist sie vollkommen bestimmt. 
In der That folgt dies aus dem Lehrsatze des vorigen Art., wenn 

man, was immer möglich sein wird, a + ß i so bestimmt, dass a am 
Rande dem gegebenen Werth gleich und in der ganzen Fläche für 
jede unendlich kleine Ortsänderung die Aenderung von a + ß i unend
lich klein von derselben Ordnung ist. 

*) An sich sind die A.enderungen dieses Werthes nur der Beschränkung unter
worfen, nicht längs eines Theils der Begrenzung unstetig zu sein; eine weitere 
Beschränkung ist nur gemacht, um hier unnöthige Weitläufigkeiten zu vermeiden. 

3* 
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Es kann also, allgemein zu reden, u am Rande als eine ganz 
willkürliche Function von s gegeben werden, und dadurch ist v überall 
mit bestimmt; umgekehrt kann aber auch v in jedem Begrenzungs
punkte beliebig angenommen werden, woraus dann der Werth von u 
folgt. Der Spielraum für die Wahl der Werthe von w am Rande um
fasst daher eine Mannigfaltigkeit von Einer Dimension für jeden Be
grenzungspunkt, und die vollständige Bestimmung derselben erfordert 
fÜl· jeden Begrenzungspunkt Eine Gleichung, wobei es indess nicht 
wesentlich sein wird, dass jede dieser Gleichungen sich auf den Werth 
Eines Gliedes in Einem Begrenzungspunkte allein bezieht. Es wird 
diese Bestimmung auch so geschehen können, dass für jeden Begren
zungspunkt Eine mit der Lage dieses Punktes ihre Form stetig 
ändernde, beide Glieder enthaltende Gleichlmg gegeben ist, oder für 
mehrere Theile der Begrenzung gleichzeitig so, dass jedem Punkte 
eines dieser Theile n - 1 bestimmte Punkte, aus jedem der übrigen 
Theile einer, zugesellt und für je n solcher Punkte gemeinschaftlich n 
mit i]11"er Lage stetig veränderliche Gleichung~n gegeben sind. Diese 
Bedingungen, deren Gesammtheit eine stetige Mannigfaltigkeit bildet 
und welche durch Gleichungen zwischen willkürlichen Functionen aus
gechückt werden, werden aber, um für die Bestimmung einer im Innern 
des Grössengebiets überall stetigen Function zulässig und hinreichend 
zu sein, allgemein zu reden, noch einer Beschränkung oder Ergänzung 
durch einzelne Bedingungsgleichungen - Gleichungen für willkürliche 
Constanten - bedürfen, indem bis auf diese sich die Genauigkeit un
serer Schätzung offenbar nicht erstreckt. 

Für den Fall, wo das Gebiet der Veränderlichkeit der Grösse z 
durch eine mehrfach zusammenhängende Fläche dargestellt wird, erlei
den die e Betrachtungen keine wesentliche Abänderung, indem die An
wendung des Lehrsatzes 4n Art. 18. eine bis auf die Aenderungen 
beim Ueberschreiten der Querschnitte ebenso wie vorhin beschaffene 
Function liefert - AenderUJigen, welche = 0 gemacht werden können, 
wenn die Grenzbedingungen eine der Anzahl der Querschnitte gleiche 
Anzahl verfügbarer Constanten enthalten. 

Der Fall, wo im Innern · längs einer Linie auf Stetigkeit ver
zichtet wird, ordnet sich dem vorigen unter, wenn man diese Linie 
als einen Schnitt der Fläche betrachtet. 

Wenn endlich in eine~ einzelnen Punkte eine Verletzung der 
Stetigkeit, also nach Art. 12. ein Unendlichwerden der Function, zuge
lassen wird, so kann unter Beibehaltung der sonstigen in unserm 
Anfangsfalle gemachten Voraussetzungen für diesen Punkt eine Function 
von z, nach deren Subtraction die zu bestimmende l!' unction stetig 
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werden soll, beliebig gegeben werden; dadurch aber ist sie völlig be
stimmt. Denn nimmt man die Grösse Cl + ßi in einem beliebig klei
nen um den Unstetigkeitspunkt beschriebenen Kreise gleich dieser 
gegebenen Function,. übrigens aber den früheren Vor chriften gemäss 
an, so wird das Integral 

J'( (~ : - ~!r + (~; + ~~vr) dT 

über diesen Kreis erstreckt = 0, über den übrigen Theil erstreckt 
einer endlichen Grösse gleich, und man kann also den Lehrsatz des 
vorigen Art. anwenden, wodmch man eine Function mit den verlang
ten Eigenschaften erhält. Hieraus kann man mit Hülfe des Lehr
satzes im Art. 13. folgern, dass im Allgemeinen, wenn in einem 
einzelnen Unstetigkeitspunkte die Ftrnction unendlich gross von der 
Ordnung n werden darf, eine Anzahl von 2n Oonstanten verfügbar wird. 

Geometrisch dargestellt liefert (nach Art. 15.) eine Function w 
einer innerhalb eines gegebenen Grössengebiets von zwei Dimensionen 
veränderlichen complexen Grösse z von einer gegebenen A bedecken
den Fläche T ein ihr in den kleinsten Theilen, einzelne Punkte aus
genommen, ähnliches, B bedeckendes Abbild S. Die Bedingungen, 
welche so eben zur Bestimmung der Function hinreichend und noth
wendig befunden worden sind, beziehen sich auf ihren Werth entweder 
in Begrenzungs- oder in Unstetigkeitspunkten; sie er cheinen also 
(Art. 15.) sämmtlich als Bedingungen für die Lage der Begrenzung 
von S, und zwar geben 'sie für jeden Begrenzungspunkt Eine Bedin
gungsgleichtmg. Bezieht sich jede derselben nur auf Einen Begren
ztmgspunkt, so werden sie durch eine chaar von Ourven repräsentirt, 
von denen für jeden Begrenzungspunkt Eine den geometrischen Ort 
bildet. Wei'den zwei mit einander stetig fortrückende Begrenzungs
punkte gemeinschaftlich zwei Bedingungsgleichungen unterworfen, so 
entsteht dadurch zwischen zwei Begrenzungstheilen eine solche Ab
hängigkeit, dass, wenn die Lage des einen willkürlich angenommen 
wird, die Lage des andern daraus folgt. Aehnlicher Weise ergiebt 
sich für andere Formen der Bedingtmgsgleichungen eine geometrische 
Bedeutung, was wir indess nicht weiter verfolgen wollen. 

20. 

Die Einführung der complexen Grössen in die Mathematik hat 
ihren Ursprung und nächsten Zweck in der Theorie einfacher*) durch 

*) Wir betrachten hier a.ls Elementaropera.tionen Addition nnd Subtra.ction, 
Multiplication und Division, Integration und Differentiation, und ein Abhängigkeits-
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Grössenoperationen ausgedrückter Abhängigkeitsgesetze zwischen ver
änderlichen GrÖssen. Wendet man nämlich diese Abhängigkeitsgesetze 
in einem erweiterten Umfange an, indem man den veränderlichen 
Grössen, auf welche sie sich beziehen, complexe Werthe giebt, so tritt 
eine sonst versteckt bleibende Harmonie und Regelmässigkeit hervor. 
Die Fälle, in denen dies geschehen ist, umfassen zwar bis jetzt erst 
ein kleines Gebiet - sie lassen sich fast sämmtlich auf diejenigen 
Abhängigkeitsgesetze zwischen zwei veränderlichen Grössen zurück
führen, wo die eine entweder eine algebraische *) Function der an
dern ist oder eine solche Function, deren Differentialquotient eine 
algebraische Function ist - aber beinahe jeder Schritt, der hier ge
than ist, hat nicht bloss den ohne Hülfe der complexen Grössen 
gewonnenen Resultaten eine einfachere, geschlossenere Gestalt gegeben, 
sondern auch zu neuen Entdeckungen die Bahn gebrochen, wozu die 
Geschichte der Untersuchungen über algebraische Functionen, Kreis
oder Exponentialfunctionen, elliptische und Abel'sche Functionen den 
Beleg liefert. 

Es soll kurz angedeutet werden, was durch unsere Untersuchung 
für die Theorie solcher Functionen gewonnen ist. 

Die bisherigen Methoden, diese Functionen zu behandeln, legten 
stets als Definition einen Ausdruck der Function zu Grunde, wodurch 
ihr Werth rur jeden Werth ihTes Arguments gegeben wurde; durch 
unsere Untersuchung ist gezeigt, dass, in Folge des allgemeinen 
Charakters einer Function einer veränderlichen complexen Grösse, in 
einer Definition dieser Art ein Theil der Bestimmungssrucke eine Folge 
der übrigen ist, und zwar ist der Umfang der Bestimmungsstücke auf 
die zur Bestimmung nothwendigen zurückgeführt worden. Dies ver
einfacht die Behandlung derselben wesentlich. Um z. B. die Gleichheit 
zweier Ausdrücke derselben Function zu beweisen, musste man sonst 
den einen in den andern transformiren , d. h. zeigen, dass beide rur 
jeden Werth der veränderlichen Grösse übereinstimmten; jetzt genügt 
der Nachweis ihrer Uebereinstimmung in einem weit geringem Umfange. 

Eine Theorie dieser Functionen auf den hier gelieferten Grund
lagen würde die Gestaltung der Function (d. h. ihren Werth für jeden 
Werth ihres Arguments) unabhängig von einer Bestimmungsweise der
selben durch Grössenoperationen festlegen, indem zu dem allgemeinen 
Begriffe einer Function einer veränderlichen complexen Grösse nur die 

gesetz als desto einfacher, durch je weniger Elementaroperationen die Ab
hängigkeit bedingt wird. In der That lassen sich durch eine endliche Anzahl.. 
dieser Operationen alle bis jetzt in der Analysis benntzten Functionen definiren. 

*) D. h. wo zwischen beiden eine algebraische Gleichung Statt findet. 
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zur Bestimmung der Function uothwendigen Merkmale hinzugefügt 
würden, und dann erst zu den verschiedenen Ausdrücken deren die 
Function fähig ist übergehen. Der gemeinsame Charakter einer Gat
tung von Flmctionen, welche auf ähnliche Art durch Grössenoperationen 
ausgedrückt werden, stellt sich dann dar in der Form der ihnen auf
erlegten Grenz- und Unstetigkeits bedingungen. Wird z. B. das Gebiet 
der Veränderlichkeit der Grösse z über die ganze unendliche Ebene ..A 
einfach oder mehrfach erstreckt, und innerhalb derselben der Function 
nur in einzelnen Punkten eine Unstetigkeit, und zwar nur ein Unend
lichwerden, dessen Ordnung endlich i t, gestattet (wobei für ein un
endliches z diese Grösse selbst, für jeden endlichen Werth z' der. eIben 

aber _ 1_ , als ein unendlich Grosses erster Ordnung o<Tilt) , so ist die 
z-z 

Function nothwendig algebraisch, und umgekehrt erfüllt diese Bedin
gung jede algebraische Function. 

Die Ausführung dieser Theorie, welche, wie bemerkt, einfache 
durch Grössenoperationen bedingte Abhängigkeitsgesetze ins Licht zu 
setzen bestimmt ist, unterlassen wir indess jetzt, da wir die Betrach
tung des Ausdruckes einer Function gegenwärtig ausschliessen. 

Aus demselben Gnmde befassen wir uns hier auch nicht damit, 
die Brauchbarkeit unserer Sätze als Grundlagen einer allgemeinen 
Theorie dieser Abhängigkeitsgesetze darzuthun, wozu der Beweis er
fordert wird, dass der hier zu Grunde gelegte Begriff einer Function 
einer veränderlichen complexen Grösse mit dem einer durch Grö sen
operationen ausdrückbaren Abhängigkeit*) völlig zusammenfällt. 

21. 

Es wird jedoch zur Erläuterung unserer allgemeinen ätze ern 
ausgeführtes Beispiel ihrer Anwendung von Nutzen. sein. 

Die im vorigen Artikel bezeichnete Anwendung derselben ist, ob
wohl die bei ihrer Aufstellung zunächst beabsichtigte, doch nur eine 
specielle. Denn wenn die Abhängigkeit durch eine endliche Anzahl 
der dort als Elementaroperationen betrachteten Grössenoperationen be
dingt ist, so enthält die Function nur eine endliche Anzahl von Para
metern, was für die Form eines Systems von einander unabhängiger 
Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen , die zu ihrer Bestimmung hin-

*) Es wird darunter jede durch eine endliche oder unendliche Anzahl der 
vier einfachsten Rechnungsoperationen , Addition und Subtraction, Multiplication 
und Division, ausdrückbare Abhängigkeit begriffen. Der Ausdruck Grössenopera
tionen soll (im Gegensatze zu Zahlenoperationen) solche Rechnungsoperationen 
andeuten, bei denen die Commensurabilität der Grössen nicht in Betracht kommt. 
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reichen, den Erfolg hat, dass unter ihnen Hings einer Linie in jedem 
Punkte willkürlich zu bestimmende Bedingungen gar nicht vorkommen 
können. Für unsern jetzigen Zweck schien es daher geeigneter, nicht 
ein dorther entnommene Beispiel zu wählen, sondern vielmehr ein 
solches, wo die Function der complexen Veränderlichen von einer will
kürlichen Function abhängt. 

Zur Veranschaulichung und bequemeren Fassung geben wir dem
selben die am Schlusse des Art. 19. gebrauchte geometrische Einklei
dung. Es erscheint dann als eine Untersuchung über die Möglichkeit, 
von einer gegebenen Fläche ein zusammenhängendes in den kleinsten 
Theilen ähnliches Abbild zu liefern, dessen Gestalt gegeben ist, wo 
al 0, in obiger Form ausgedrückt, für jeden Begrenzungspunkt des Ab
bildes eine Ortscurve, und zwar für alle dieselbe, ausserdem aber 
(Art. 5.) der Sinn der Begrenzung und die Windungspunkte desselben 
gegeben sind. Wir beschränken uns auf die Lösung dieser Aufgabe 
in dem Falle, wo jedem Punkte der einen Fläche nur Ein Punkt der 
andern entsprechen soll und die Flächen einfach zusammenhängend 
sind, für welchen Fall sie in folgendem Lehrsatze enthalten ist. 

Zwei gegebene einfach zusammenhängende ebene Flächen können 
stets so auf einander bezogen werden, dass jedem Punkte der einen 
Ein mit ihm stetig fortrückender Punkt der andern entspricht und 
ihre entsprechenden kleinsten Theile ähnlich sind; und zwar kann zu 
Einem innern Punkte und zu Einem Begrenzungspunkte der entspre
chende beliebig gegeben werden; dadurch aber ist für alle Punkte die 
Beziehung bestimmt. 

Wenn zwei Flächen T und R auf eine dritte S so bezogen sind, 
dass zwischen den entsprechenden kleinsten rfheilen Aehnlichkeit tatt 
findet, so ergiebt sich daraus eine Beziehung zwischen den Flächen T 
und R, von welcher offenbar dasselbe gilt. Die Aufgabe, zwei belie
bige Flächen auf eInander so zu beziehen, dass Aehnlichkeit in den 
kleinsten Theilen tatt findet, ist dadurch auf die zurückgeführt, jede 
beliebige Fläche durch Eine bestimmte in den kleinsten Theilen ähn
lich abzubilden. Wir haben hiernach, wenn wir in der Ebene B um 
den Punkt, wo W = 0 i t, mit dem Radius 1 einen Kreis K beschrei
ben, um unsern Lehrsatz darzuthun, nur nöthig zu beweisen: Eine 
beliebige einfach zusammenhängende A bedeckende Fläche T kann 
durch den Kreis K tets zusammenhängend und in den kleinsten Thei
len ähnlich abgebildet werden und zwar nur auf Eine Art so, dass 
dem Mittelpunkte ein beliebig gegebener innerer Punkt 00 und einem 
beliebig gegebenen Punkte der Peripherie ein beliebig gegebener Be
grenzungspunkt 0' der Fläche T ent pricht. 
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Wir bezeichnen die bestimmten Bedeutungen von RJ, Q für die 
Punkte 0 0 , 0' durch entsprechende Indices und beschreiben in T um 
00 als Mittelpunkt einen beliebigen Kreis e, welcher sich nicht bis 
zur Begrenzung von T erstreckt und keinen Windungspunkt enthält. 
Führen wir Polarcoordinaten ein, indem wir RJ - RJo = reP' setzen, so 
wird die Function log (RJ - RJo ) = log r + cpi. Der reelle Werth ändert 
sich daher im ganzen Kreise mit Ausnahme des Punktes 0 0 , wo er 
unendlich wird, stetig. Der imaginäre aber erhält, wenn überall unter 
den möglichen Werthen von cp der kleinste positive gewählt wird, 
längs des Radius, wo RJ - RJo reelle positive Werthe annimmt, auf der 
einen Seite den Wertb. 0, auf der andern den Werth 2n, ändert sich 
aber dann in allen übrigen Punkten stetig. Offenbar kann dieser Ra
dius durch eine ganz beliebige vom Mittelpunkte nach der Peripherie 
gezogene Linie l ersetzt werden, so dass die Function log (RJ - RJo ) 

beim D ebertritt des Punktes 0 von der negativen (d. h. wo nach 
Art. 8. jJ negativ wird) auf die positive Seite dieser Linie eine plötz
liche Verminderung um 2n i erleidet, übrigens aber sich mit dessell 
Lage im ganzen Kreise e stetig ändert. Nehmen wir nun die com
plexe Function a + ßi von x, y im Kreise e = log (RJ - RJo ), ausser
halb desselben aber, indem wir l beliebig bis an den Rand verlängern, 
so an, dass sie 

1) an der Peripherie von e = log (RJ - RJo), am Rande von T 
bloss imaginär wird, 

2) beim Debel·tritt von der negativen auf die positive Seite der 
Linie l sich um - 2 ni, sonst aber bei jeder unendlich klei
nen Ortsänderung um eine unendlich kleine Grösse von der
selben Ordnung ändert, 

was immer möglich sein wird, so erhält das 

J'( (oa - 0(1)2 + (oa + 0(1)2 ) dT 
OX oy oy OX 

über e ausgedehnt den Werth Null, über den ganzen übrigen Theil 
er treckt einen endlichen Werth, und es kann daher a + ßi durch 
Hinzufügung einer bis auf einen bloss imaginären constanten Rest 
bestimmten stetigen Function von x, y, welche am Rande bIo s imaginär 
ist, in eine Function t = 'In + ni von RJ verwandelt werden. Der reelle 
Theil 1n die er Function wird am Rande = 0, im Punkte 0 0 == - 00 

und ändert sich im ganzen übrigen T stetig. Für jeden zwi chen 0 

und - 00 liegenden Werth a von m zerfallt daher T durch eine Linie, 
wo m = a ist, in Theile, wo m < a ist und die 00 im Innern enthal
ten, einer eits und andererseit in Theile, wo m> a i b und deren 
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Begrenzung theils durch den Rand von T, theils durch Linien, w.o 
m = a ist, gebildet wird. Die Ordnung des Zusammenhangs der 
"Fläche T wird durch diese Zertällung entweder nicht geändert oder 
erniedrigt, die Fläche zerfallt daher, da . diese Ordnung = - 1 ist, 
entweder in zwei Stücke von der Ordnung des Zusammenhangs 0 und 
- 1, oder in mehr als zwei Stücke. Letzteres aber ist unmöglich, 
weil dann wenigstens in Einem dieser Stücke m überall endlich und 
stetig und in allen Theilen der Begrenzung constant sein müsste, 
folglich entweder in einem Flächentheil einen constanten Werth, oder 
i.rgendwo, - in einem Punkte oder längs einer Linie - einen Maxi
mum- oder Minimumwerth haben müsste, gegen Art. 11., IH. Die 
Punkte, wo m constant ist, bilden also in sich zurücklaufende allent
halben einfache Linien, welche ein den Punkt 0 0 einschliessendes Stück 
begrenzen, und zwar nimmt m nach Innen zu nothwendig ab, woraus 
folgt, dass bei einem positiven Umlaufe (wo nach Art. 8. s wächst) n, 
soweit es stetig ist, stets zunimmt, und also, da es nur beim Ueber
tritt von der negativen auf die positive Seite der Linie l eine plötz
liche Aenderung um - 2:n: *) erleidet, jedem Werth zwischen 0 und 
2:n: Einmal von einem Vielfachen von 2:n: abge ehen gleich wU·d. 
Setzen wir nun et = 'LV, so werden e'" und n Polarcoordinaten de ' 
Punktes Q iu Bezug auf den Mittelpunkt des Kreises K Die Ge
sammtheit der Punkte Q bildet dann offenbar eine über Kallenthalben 
einfach ausgebreitete Fläche S; der Punkt Q 0 derselben fallt auf den 
Mittelpunkt des Kreises; der Punkt Q' aber kann vermittelst der in n 
noch verfügbaren Constante auf einen beliebig gegebenen Punkt der 
Peripherie gerückt werden, w. z. b. w. 

In dem Falle, wo der Punkt 0 0 ein Windungspunkt n-1ster Ord-

nung i t, gelangt man, wenn nur log (z - zo) durch :1 log (z - z o) 

ersetzt wird, durch ganz ähnliche Schlüsse zum Ziele, deren weitere 
Ausführung man indess aus Art. 14. leicht ergänzen wU·d. 

22. 

Die vollständige Durchfüluung der Untersuchung des vorigen 
Artikels für den allaemeinern Fall, wo Einem Punkte der einen Fläche 

*) Da die Linie Z vou einem im Innern des Stücks gelegenen Punkte bis zu 
einem äussern führt, so muss sie, wenn sie deBBen Begrenzung mehrmals schneidet, 
Einmal mehr von Innen nach Ausseu, als von Aussen nach Innen gehen, und die 
Summe der plötzlichen Aenderungen von 'l während eines positiven Umlaufs ist 
daher stets = - 21t. 
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mehrere Punkte der andem entsprechen sollen, und ein einfacher Zu
sammenhang für dieselben nicht vorausgesetzt wird, unterlassen wir 
hier, zumal da, aus geometrischem Gesichtspunkte aufgefasst, unsere 
ganze Untersuchung sich in einer allgemeinem Gestalt hätte führen 
lassen. Die Beschränkung auf ebene, einzelne Punkte ausgenommen, 
schlichte Flächen, ist nämlich für dieselbe nicht wesentlich; vielmehr 
gestattet die Aufgabe, eine beliebig gegebene Fläche auf einer andem 
beliebig gegebenen in den kleinsten Theilen ähnlich abzubilden, eine 
ganz ähnliche Behandlung. Wir begnügen uns, hierüber auf zwei 
Gauss'sche Abhandlungen, die zu Art. 3. citirte und die disquis. gen. 
circa superf. art. 13., zu verweisen. 

.. 



In haI t. *) 

1. Eine veränderliche complexe Grösse 10 = U + vi heisst eine Function einer 
andern veränderlichen Grösse z = x + Vi, wenn sie mit ihr sich so ändert, 

dass :~ von dz unabhängig ist. Diese Definition wird begründet durch 

die Bemerknng dass dies immer stattfindet, wenn die Abhängigkeit der 
Grösse 10 von z durch einen analytischen Ausdruck gegeben ist. 

2. Die Wel·the der veränderlichen complexen Grössen z und 10 werden dar
gestellt .durch die Punkte 0 nnd Q zweier Ebenen A und B, ihre Ab· 
hängigkeit von einander als eine Abbildung der einen Ebene auf die andere. 

3. let die Abhängigkeit eine solche (Art. 1.) dass :; von dz unabhängig ist, 

so findet zwischen dem Original nnd seinem Bilde Aehnlichkeit in den 
kleinsten Theilen statt. . . . .'. 

4. Die Bedingung, dass :; von clz unab~ängig ist, ist identisch mit fol-

OU OV ou ov lJ·u (}'u 
genden: OX = oy , oy = - oa; ' Aus ihnen folgen ox' + oy. = 0, 

o·v o'v 
ox' + GY! = 0 

5. Als Ort dee Punktes 0 wird für die Ebene A eine begrenzte über die
selbe ausgebreitete Fläche T sllbstitllirt. Windungspunkte dieser Fläche. 

6. Ueber den Zusammenhang einer Fläche. 

f'(OX (} !\ 7. Dae Integra~ "- ]X + 0 y) d T durch die ganze Fläche T erstreckt, 

ist gleich - f (X cos ~ + Y cos 1j) d s durch ihre ganze Begrenzung, wenn 
X und Y beliebige in allen Punkten von T stetige Functionen von x 
nnd y eind . . . . " ........... . 

8. Einführung der CooJ.;ilinaten sund p des Punktes 0 in Bezug auf eine 
beliebige Linie. Die gegeuseitige Abhängigkeit des Vorzeichens VOn ds 

und clp wird so festgesetzt, dass ~: = ~~ ist . . 

9. Anwendung des Satzes im Art. 7., wenn in allen Flächentheilen 

Seit. 

3 

5 

5 

6 

7 

9 

12 

14 

ist . . . . . . . . 15 
10. Bedingungen, unter welchen im Innern einer .Li einfach bedeckenden 

Fläche Teine Function t" welche, allgemein zu reden, der Gleichung 
o·u o·u " o x. + oy! = 0 genugt, nebst allen ihren Differentialquotienten überall 

endlich und stetig ist . 

.) Di ... Inhaltsübersicht rührt fast voU.tandig von Biemann her. 
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17. Begründung eines im vorigen Art. vorausgel!etzten Satzes mitteIst . der 
Grenzmethode . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 

18. Ist in einer beliebigen zusammenhängenden, durch Querschuitte in eine 
einfach zusammenhängende T* zerlegten ebenen Fläche Teine Function 
(.( + ßi von x, y gegeben, fÜl' welche 

J' [(ace Oß)2 (ace Oß)2] oX - oy + Y + 0.3: d T 

durch die ganze Fläche endlich ist, so kann sie immer und nur auf eine 
Art in eine Function von z verwandelt werden durch Hinzufiigung einer 
Function /I. + vi von .1:, y welche so bedingt ist: 1.) /I. ist am Rande = 0, 
v in Einem Punkte gegeben. 2.) Die Aenderungen von p. sind in T, 
die von v in T* nur in einzelnen Punkten und nur so unstetig, dass 

J' [(~:r + (~:) 1 d T und J' [(~:f + (~~) 1 cl T durch die 

ganz.e Fläche endlich bleiben und letztere an den Querschnitten bei der-
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20. 

19. Ueberschlag über die hinreichenden und nothwendigen Bedingungen zur 
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Die frühere Bestimmungsweise einer Function durch Grössenoperationen 
enthält überflüssige Bestu.ndtheile. Durch die hier durchgeführten Betrach
tungen ist der Umfang der Bestimmungsstücke einer Function auf das 
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21. Zwei gegebene einfach zusammenhängende Flächen können stets so auf 
einander bezogen werden, dass jedem Punkte der einen Ein mit ihm stetig 
fortrückender Punkt der andern entspricht und ihre entsprechenden klein
sten Theile ähnlich sind; und zwar kann zu Einem inneren Punkt und zu 
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