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Yorrede

Qn der vorliegenden neuen Auflage wird man den urjpriingliden
PBlan und feine Audfithrung in allem Wefentlidhen unverdndert beibehalten,
daneben aber im Cingelnen vielfad) dad Streben nad) BVerbefferung, und
ingbefondere aud) die Wiinjde geehrier Recenfenten nady RKrdften bevitcts
fidhtigt finden. Jn allen Fillen fonnte Ddiefe lebstere Beviidfichtigung
freilidh nidht ftattfinden, jhon defhalb nicht, weil Fille vorgefommen find,
in denen gerade dad, wad Der Recenfent verlangte, ebenjo im Budje jtand,
a8 Getabelte alfo gar nidht vorhanden war, fowvie mweil mehrfacy die
Forderungen veridiedener Beurtheiler einander direct widerfpraden. Audy
ditrfte e3 fiir Den Berf. nidyt gerathen fein, jolden Unfidjten anderer,
weldhe mit feiner eigenen pidagogifhen Crfahrung nidht iibereinftimmen,
nadyzugebent, und obhne Noth den Chavacter jeined Budjed, wenn audy
nur in Gingelheiten, zu dndern, nadydem Ddaffelbe in der bidher vor:
liegenden Form an einer grdferen Reibe von Anftalten Eingang ge-
funden BHat.

©o habe id) midh 3. B. nidt entidliegen fonnen, die Beweife von
Sien, welde junddjt unter einer bejombderen Boraudjepung (. B.
ganger, pofitiver Cxponenten) aufgeftellt waren, nadher aud) nody fiir die
Griveiterung Ded betreffenden Begriffs vollftdndig im Bude andju:
fithren, und mid) auf eine furge UAngabe der diefen Ausfithrungen u
®runde liegenden Principien befdrintt. Dadurd), daf der Nadhweid der
allgemeinen Ridtigheit vom Sdhiller felbft verlangt wird, ift demjelben
nady dem Boraudgegangenen und Dden -gegebenen Anbdeutungen dwerlidh
ju viel gugemutbet, vielmehr geftaltet fid) dadurdy diefer Nachweid zu
ciner Der Ucbung de3 Sditlers dienenden NAufgabe, und allein durdy
foldhe Selbftthatigleit Deffelben wird der Charvacter einer ,langmweiligen”
Wiederholung befeitigt werden, der durd) die betreffende Wusfithriidyteit
Ded Lebrbud3 eher verfidrtt ald gemildert werden diirfte. Ebenjo erjdien
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€3 mir aud leidyt erfermbaren padagogijdhen Griinden nicht sedmagig,
Den Begriff der irrationalen Bahl jdyon bei der Divifion (Dem Mieffen)
eingufithren, obgleid) died wifienfdhaftlid) vielleidt ridtiger wire. —
Daritber, ob die Proportionen in's Syjtem gehiren, lift fich befanntlidh
ftreiten; jedenfalld ift e fitr ben Gebraud), des Budyes glemlidy gleidy=
giiltig, ob fie unter der Ueber{dyrift ,AnBang” ober unter einer fort:
laufenden Paragraphen-Nummer ftehen. Aehnlidhes gilt von den Retten:
brijen und der Wabhrideinlicdyleitsrednung. Wenn itbrigend erjtere
audgedehnter behandelt find, ald diez gewdhulich der Fall ift, fo glaube
id) aud) dafiir gute Griinde ju Haben. Diefelben liegen undchft in der
durd) den Gegenftand gebotenen Gelegenbeit jur Anwendung fonft felten
vorfommender Schlufweifen, wie ded Shluffes von 7 auf 2 4 1, jodann
in Dem Bortheil der Lwjung verjdicdener jdhwierigerer Aufgaben duvd
ein im Wefentlidhen gleidhmifiges BVerfahren. So diirfte e3 nidyt unjtatt:
Haft fein, bei Den Logarithmen die wenig erquictlidhe und viel Beit erfor:
dernde Behandlung veralteter Methoden zur Beredynung der Tafeln fallen
gu laffen und die Riidfe bei den RKettenbriidhen aussufitllen, durd) weldpe
die Miglichfeit jener Bevednung, und zwar jeded eingelnen Logarithmus
aud) aufer dev Reibe, in febr Purzer Beit Flav gemadit werden Ffann.
Gbhenfo Dditrfte e3 angenehm fein, in Riivze eine Methode zeigen u fonnen,
durd) weldye e3 miglid) ift, wenn aud) mithjam, numerije Gleidhungen
Beliebiger hoherer Grade ndberungdweife aufjulifen. Selbitverftindlicy
liegt e3 mir Ddabei fern, eine Vor{drift geben zu wollen, und einer Be-
fdrintung de3 Stoffd im eingelnen Fall fteht nidhts im Wege. — Sn -
bem Anbang itber Rahlenlehre Habe idh abfidytlich allgemeinere Sike itber
- Gongruengen audgejdhlofien und midy an den betreffenden Stellen auf den
bejondeven Fall der Theilbarfeit bejdjrdntt. Jm Unterridt gilt ja obne:
Died Dad Princip, vom Befonderen gum Allgemeinen aufpufteigen, und die
Gefabr, 3u weit ju geben, liegt namentlidh auf dem gemannten Gebiete
febr nabe. Die elegante Riivze allgemeiner Cntwidelungen, weldje mit
einem Sdlage viele befondere Fille umfaffen, bewirkt fiir den Sehiiler
guweilen mehr Umitindlichfeit, al3 die {djeinbare Breite bei Behandlung
9e3 Gingelnen.

Gine elementare Ginleitung in die THeorie der Determinanten
der meuen Wuflage beizufiigen, jdien mir defhall nod) nidst angeseigt,
weil bierbei ugleid) die Beigabe eined Wusgedehnten Uebungdmateriald
idwerlihy umgangen werden Fonnte. Hierdurdy iwiirde dad vorliegende
eft einen erheblidh grdferen Mmjang erbalten Haben, wad gegeniiber dem
Umitand, daf die Cinfiihrung der Determinanten in den SdHul-Unterridht
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nod) meit Davon entfernt ift, eine allgemeine gu fein, nidt ohne Bebdenten
wire. Dod) behalte i mir vor, den Gegenftand in einem befonderen
Hejtdhen zu behandeln, welded ald Anbhang zu dem vorliegenden, wie aud
au anderen Lehrbiidhern Der Urvithmetif dienen fann.

Denjenigen Hevven Collegen, welde midy duvd) ihre ditenswerthen
Bemerfungen iiber eingelne Stellen e Budyes unterftiist Haben, jage idh
meinen beften Dant.

Hamm, im Januar 1874,

Reidt.
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CEinleitung

Die rithmetit ift die Lehre vor den Bafhlen und ihren Berbindungen
mit einander. Gine Bahl entfteht durd) Idhlen (Numeriven), d. .
durd) wiederholted Sepen einer Cinheit (3. B. ein Pfund, ein Meter,
ein Baum), fie ift aljo eine Furge Begeidynung fiiv eine beftimmte WMenge
von Ginbeiten einer und derfelben Art. Man erhilt durd) dagd Bdbhlen
die Reibe der natiirlichen Bahlen 1, 2, 3, 4, 5,.. ., welde bi3 in3 Un-
endlidye fortjchreitet.

Sede Bahl ift alfo urfpriinglidhy eine Henannte, unbd bie BVenennung toird
ibr burd) bie Ginbeit gegeben. Man fonn aber aud) von der Venennung abjeben,
wie 3. B. bei der Frage, welche der Bablen 5 ober 3 die grdfeve fei, wobel ¢
aleidhgiltig ift, auf weldje Ginbeit fich beibe Sablen begiehen. Auf bdiefe At erhilt
man unbenannie Sabhlen.

Auger Diefen beftimmten Bahlzeidyen bedient fidy die Arithmetif nod
der Budyftaben, und swar entweder zur Begeidynung von jolden Bablen,
Deren Werth unbefannt iff (3. B. in der Aufgabe: eine Bahl z, die
id im Sinne Habe, betrdgt mit 7 zufammen 12; wie beipt die Bahl?
woraud fidy fiiv « der Werth 5 ergiebt), ober von foldjen, deren Werth
unbeftimmt gelaffen werden joll, fodaf 3 gejtattet ift, fih jede be-
Tiebige Deftimmte Bahl unter einem fjoldhen Budjftaben vorzuftellen.
Diefer letstere Gebraud) der Budjftaben findet namentlid) zum Bwede
furzer Darftellung allgemeiner Regeln und Gefepe ftatt, welde fiir alle
Bablen, abgefehen von ifren fpeciellen Werthen, Geltung Haben. .
- Redynen heift durdy BVerbindung von wei oder mehreven Sahlen
; :fxtcge Bahlen ableiten, weldhe zu jenen in einer vorgefdyriebenen Bejichung

ehen.

Wirh Derfelbe Budjftabe in einer und derfelben Rednung wiederholt
gebraudyf, fo begeidnet er jedesmal diefelbe Rafl.

An bdiefer Stelle muf durdy miglichit zablreiche Beifpicle ber Gebraud) ber
Buditaben al8 allgemeiner Bablaeiden erliutert und cingeiibt werben, wogu fidh
bie qud dbem practijfien Rehnen befannten Regeln eignen. Man verfahre etwa
wie folgt:

Giti+4=% HF+A=+HA; H+d=14 ui w Alen dicen
Beijpielen Tiegt ein gemeinfdaftlihes Gefes (gleidmamige Brilde werben abbdict,
inbem man ihre Rahler addbirt und dbem Nenner beibehilt) su Grumbe. Mittelit

Reidt, Glemente der Mathematif. I 1



2 O Gaptiel: A [§ 1.

Budfiaben fonn biefes Gefe gamy cinfa bureh bie Forme & 4 2 2P

c
bargeftellt werbent, in weldher alle migliden hierher gehbrigen beftimmien Aufgaben
enthalten find. So erbilt man bie obigen Beifpiele, wenn man begichungsweife
fiiv a, b, ¢ bdie Werthe 2, 3, 7, ober 5, 3, 11, oder 13, 2, 17 einfest. Sn dbn-
lidher Weife nehme man 3 B. die fimmtliden Regeln der Brudyredmung durdh,
inbem man bie Formeln fiiv bdicjelbe auffudien umd die gefunbenen, ober audy
anbere, unmittelbar aufgeftellte, wieder in Worten ausfprechen Iaft.

I Avjdmitt: Die vier Species.
1. Gapitel.

Addition nud Subtraction.

§ 1. Grilarung.

Gine Bahl b zu ciner anderen Bahl « addirven Heift diejenige Jahl
¢ {udien, welde entjtebt, wenn man von « Einbeiten anfangend, um b
Ginbeiten weiterzihlt. Die Aufgabe, & ju ¢ u abdiven, wird durd
a -+ b, gelefen ¢ plus b7, audgedriidt; a Beift Der WUugend, b ber
Addend, a | & die Summe und ¢ der Werth der Summe.

Anmerfung 1: Daf zwei Grifen gleiche Werthe Haben, wird dadburdy aus-
gebriictt, daB man beibe durd) das Gleidhheitdjeidhen = verbinbet. €3 ift alfo
vorber @ + & = c. @in berartiger Augdrud beiBt eine Gleidung, und die beiben
gleidgefeten Grifen heifen ihre Seiten. (Linfe und redhte Seite.)

Man exhdlt Denfelben Werth der Summe, wenn man von ¢ Tin-
heiten an um b Cinbeiten, und wenn man von b Cinfeiten an um e
Ginbeiten weiter 3AHIt, ober e3 ift

(1) a+b=>b-+} a

Daler erbalten Augend und Addend den gemeinjdaftlichen Namen
Summanden (Poften), und man fann nun die Redynungdart der AdDdi-
tion aud), wie folgt, erfldven: s

Bmwei Jahlen ¢ und b addiven, Hheift eine dritte Bahl ¢
fuden, welde foviel Cinbheiten enthdlt, ald ¢ und & ju-
jammen.

Anmerfung 2: Die practiihe Ausfiihrung der Adbition gefdicht nidht burd
Weiterzdhlen mit ben einjelnen Ginbeiten, fonbern mittelit ber (auswenbdig
gelernten) Rejultate aller Summen eingifiriger Bahlen (,Ging und Cing”). —
Man fann nur folde Sahlen abdiren, welde fid) auf bdiefelbe Einbeit begichen.

Beifpiele: Heis, Sammlung v. BVeifp. u. Aufgaben. § 1. Barbey I 2—3,
11; 11 8, 14, 18,



§% 8] © bbition und Subfraction. ‘ 3

§ 2. Grilirung.

Gine 3ahl b von einer Babl ¢ jubtrahirven (absiehem), Heifit u
demt LWerthe ¢ einer Summe und ihrem einen Summanden b den andeven
Summanden a fuden. Man [dreibt ¢ — b = a (gelefen ,,c minus b
gleid) @) und nennt ¢ den Minuend, b den Subtrabhend, ¢ — b
cine Differens und a den Werth der Differeny (Reft).

Cine Differeny ift alfo ein Beiden fiir diejenige Babhl, welde jum
Subtrahenden addirt, den Minuenden giebt, oder 3 it

(2) (e—b)+b=c

Anmerfung 1: Der Gebraud) der Klammer in der vorfiehenden wie in den
fpliteren Gleihungen, al8 eined Mittels, um den Inbalt berfelben ju bder Bebeutung
einer eingigen Babl (bes Refultates) au erbheben, iff leicht verftindlich.

Anmerfung 2: Die Subtraction ift alfo bdie ber Addition entgegengefetite
Redhnungsart. Streng gemommen giekt 8 wei Avten der Subtraction, da entweber
ber Abbend gegeben und ber Augend gejucht, oder ber Augend gegeben und bder
Adbend gefucht fein famm. Sm Tepteren Falle wiire die Anzalhl der Cinbeiten gefudht,
weldie man 3u dem Subtrabendus adbiven muf, um den WMinuend u eclangen,
im erfleren Falle bagegen wiive bie Bahl gefucht, welde man erhilt, wenn man
vom Mimuend aud um jo viele Cinbeiten riidwirtd 4blt, ald der Subtrabend befibt.
Beide Subtractionen fallen aber in Folge ber Gleidhung (1) in eine Redynungsar
sujammen.

Die practijdhe Ausfiihrung der Subivaction gefdieht vermittelft der — al8
Befannt vovausgefepten — Werthe aller Differenzen ein= bid weiziffriger Jahlem.
(,Ging von Gins".)

Minuend und Subtvahend einer Differeny miiffen felbftverftlindlih in den-
felben Ginbeiten ausgedriidt fein.

Beifpiele: Heis § 2. § 8, N 1 B, 5 B, 11, 13, 18, Barbey I 4—5, 12,
16—18. II 9, 10, 15, 19, 20. :

Anmerfung 3: Die unbefannte Grife x aus der Gleidung 2 4b=ec
finbent, beifit alfo nichts andered, al8 & von c fubtrabiven. Aehnlidhy folgt aus
z—a=25b, ofz="0-+a undb qud ¢ — x =5, baB = = c — b ift. Beijpiele.

§ 3.

Der Gegenfab jwijden Addition und Subtraction fithrt
nod) au folgenden RLehriapen:
Subtrahirt man von einer Summe einen ihrer Sum:
manden, {o erhdlt man Den anderen, oder
3 (a+b)—b=aqa;(@+b)—a=nhb.
Beweid: (a¢ + b) — b bebeutet Den Summanden, der ju b addirt
a - b giebt, D. 1. @
Subtrahirt man eine Differeny von ihrem Minuend,
fo erhalt man den Subtrahend, oder
4) a—(a—b)=0.
Beweisd: Denn b giebt nad) (2), su @ — b addirt, ur Summe a.
Beifpiele in Heis § 8. Barbey III 13—18.
1*
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§ 4. Ubdition und Subiraction mit mehr al8 jwei Jahlen.
1 Klammern.

Sollen mebr al3 zwei Bahlen durd) Addition oder Subtvaction ver-
bunben werden, fo fann died nur in der Weife gefhehen, Daf man u-
nidft 3wet Derfelben mit einander verbindet, Dad Refultat diefer Ber-
bindung al3d einfade Bahl an Ddie Stelle der beiden in ihr vereinigten
Rahlen fest, und in derfelben Weife durdy BVerbindung von je zwei Iahlen
su einer neuen fortfahrt, bi8 man ju dem Gefammtvejultat gelangt.

Beifpiel: 547 —~3—4411—2 G8it 54+7=12, 12 —-3=09,
9 —4=505411=16, 16 —2 =14,

Da man aber durd) die Verbindung der gegebenen Bahlen in ver:
fdiedener RNeifenfolge zu ver|dicdenen Refultaten gelangen Fann,
‘1o muf die Reihenfolge angegeben werden, in welder die eingelnen Saflen
3u je sweien mit einander verbunden iverden follen. Died gejdhicht duvdy
Slammern.

©o ift 3. 8. [(1247) — (3+8)] + (11—2) = [19—11] +9=8+4 9=17,
pagegen { 12+ [(T—3)F B+ 1))} —2={124+[4+ 19]} —2=
{12423} —2=35—2=33

Beifpiele Heis § 6, 1—8. Bardey II 47, n. 1—4,

§ 5. Beranderung der Reihenjolge bei Additionen und Subtractionen
ohne Beranverung des Rejultates.

Qehria: Sollen mehrere Bahlen nad) einander addirt
werden, o ift e3 eimerlei, in welder Reihenfolge diesd ge:
jhieht, ober
B) (e+b)+c=(a+4c)+ b=1a- (b4 ¢), und umgetehrt:
O) at+@G+teo)=(@+d+c=(@+c)+0d

Beweid: Die Anzahl der in Den Summanden enthaltenen Ein-
Beiten, und alfo aud) Der Werth ihrer Summe wird durd) die Aenderung
der Reibenfolge Der Summanden nidt verdndert.

Anmerfung 1: Man Fann die vorftehenden Sike in abgefiivyter Form audy
fo ausfpreden:

©tatt eine Zahl ju einer Summe zu abdiven, Fann man fie ju
einem ber Summanben abdiren.

Statt eine Summe (3u einer Jahl) zu adbbiven, fann man ihre Sum-
manbden nad) einander (in beliebiger RNeibenfolge) abddiren.

Anmerfung 2: €8 ift demnad) aud

{@+o)+e}+d=(@+0)+Cc+d={a+0@+e)}+d uin
Lehring: Sollen mehreve Bahlen nadeinander jubtrahirt
mwerden, {o Darf man dDiefelben eingeln in Heliebiger Reihen:

folge, ober ftatt deffen aud) ihre SGumme fubtrahiven, und
umgefefrt, foll eine Summe von einer Bahl fubtrahist
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werden, jo fann man ihre Summanden eingeln, und jwar in
beliebiger Reihenfolge nad einander fubtrafhirven, d. 5.,

(D (6—b—c=@—c)—b=a—(10)

@B a—@Gb+c)=(@—b—c=(a—c)—b

Beweid: Denn ¢3 wird diefelbe Wnzahl von Einfeiten von a fub-
trahirt, wenn man diefelben nad) und nady in Heliebiger Reihenfolge und
© fvenn man fie jugleid, d. §. ihre Summe, fubtrabirt.

Anmerfung 1: Anbdere Faffung der Sibe: Statt eine Zahl von einer
Differens 3u jubtrahiven, fann man fie vom Minuend jubtrahiren
ober aud) 3um Subtrahend abdiren.

Statt eine Summe 3u jubtrabhirven, fann man iHre Summanden
nad) einander jubtrabhiven.

Anmerfung 2:

a—(b+ct+d)=a—b—c—d=a—c—b—ad u i w

Lefriat: Soll zu einer Bahl eine zweite addirt und dann
pon der Summe eine dritte fubtrafhirt werden, {o fann man
entweder zuerft die dritte jubtrabiven und dann die jweite
abbiren, oder die Differens der zweiten und dritten zu der
exften addiven, und umgefebrt, foll eine Differens 3zu einer
Bahl addirt werden, fo fann man ihren Minuend ju der-
felben abdiven und dann den Subtrahend (von der Summe)
fubtrahiven, ober juerft den Subtrahend fubtrabiven und
Dann den Minuend abdiren.

@ @G+H—c=@—9+b=at@—0.

1)) at(b—)=(@+b0)—c=(@—c)+b.

Beweiz: Denn die Anzahl der Cinbeiten, um welde a vergrdfert
wird, ift in allen Fallen diefelbe, ndmlidy gleid) b — ¢, da biefe Wnzahl
durd) die Verjdyiedenheit der Reihenfolge der Bermehrung oder BVermin:
derung nidht verdndert wird.

Anmerfung: Statt eine Zahl von einer Summe ju jubtrabiren,

fann man fie bon einem der Summanben fubtrahiren.
J Gtatt eine Differens zu abdiven, fannman den Minuend adbiven
unb ben Subtrabend jubtrabhiven (unbd 3war in beliebiger Reiben:
folge).

Lehrjab: Soll von einer Babhl juerft eine zweite fub:
trahirt und dann ju Der Differens eine dritte addirt werden,
fo fann man juerft die Dritte addirem und dann von Dder
Summe die yweite fubtrafhiren, oder man fann die Differeny
Der jweiten und dritten von der erften fubtrahiren, und um:
gefehrt, oIl eine Differenzvon einer Jahl jubtrahirt werden,
fo fann man ihren Minuend von derfelben jubtrahiren und
dann ihren Subtrahend (3u diefer Differeny) addiren, oder
suerft den Subtrahend addiven und dann den Minuend fub-
trafiren.
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A1) (e—b+c=(a+c)—b=a— (b — o).
12) a—(b—c)=((@—b +c=(a+¢c)—b.

Beweisd: Die Anzahl der Cinfeiten, um welde a verfleinert werden
foll, fann durdy die Reihenfolge, in welder jubtrabirt und addirt wird,
nidt vevdnbdert werden und ift in allen Fillen gleid) b — c.

Anmerfung 1: Statt eine Bahl 3u einer Differeny zu addbirven,
fann man fie jum Minuend abbdiven ober vom Subivahend jub:-
trabhiven.

Statt eine Differeny zu fubtrvahiren, fann man bden WMinuend
jubtrabiven unbd den Subirvabend abddiven (und jwar in beliebiger
Reibenfolge).

Anmerfung 2: Der JInbalt der Lehriibe (5) — (12) l&pt fidy dahin u-
fammenfafier, baf a) bie Berfinbderung eined Summanbden einer Summe durdy
Abbition ober Subtraction eine gleidie Berdnderung der Summe, b) die bHed M-
nuenden einer Differen; eine gleidhe, die ded Subtrabenben bagegen eine entgegen-
gefebte BVerinderung bded Werthes der Differens bewirft, und daf beim Addiren ober
@ubtrabiren von Summen ober Differenzen, bdie Summanden und Minuenden
eingeln abbirt, beyw. fubtvabirt, bagegen die Subtrahenden fubtvabirt, bezw. abbirt
werden Eonnen.

Die Beweife ber Lehrfibe ergeben fidh fo unmittelbar aus ben Begriffen ber
Abdition und Subtraction, bak biefelben von einer Wieberholung ihres Jnbaltes
mit anberen Worten nur wenig verfhicden erfdeinen fnnen. — Anbdere Beweife
pon Hinftliderer Form liefert der Sabs, baf Grdfen, weldhe in Folge der Adbbition
einer und bderfelben andern Grdhe zu ihnen wieder gleife Summen geben, felbit
gleidy fein miifjen.

Anmerfung 3: Aus ben vorfiehenden Entwidelungen folgt ferner: Der Werth
ciner Summe bleibt unverdnbert, wenn man den einen Summanden um eine be:
licbige Rabl vergrbhert und den anberen um biefelbe Babhl verfleinert, und ber
Werth einer Differeny bleibt ungeiindert, wenn man ibren Minuenben und ihren
@ubtvabenden um diefelbe Babl vergrifert, ober um bdiefelbe Babhl verfleinert. G8
ift alfo

(a+)+G—ec)=(a—a)+ @b+ =a+b.
(a+e)—(b+c)=(@—d)—(b— d)=a—b.

Anmerfung 4: Sind die Summanden ciner Summe einander gleid, fo
Begeidhnet man diefelbe Fiirzer dburd) BVorjeben der beftimmien Sabl, weldie die Anzahl
der Summanben angieht, vor einen diejer Summanden, 3. B. 2+ a=2gq,
b4b4b=3b Jft ber Summand ecine unbeftimmie Bahl (Budjftabengrdfe),
fo Deift fene beftimmite Zahl der Coefficient der erfieren. Die Summe heift
ein BVielfadyes ded ecingelnen Summanden. Man fann bdiefen Tebterern al8 eine
Ginbeit betvadyten, weldie fo oft gefetst ift, al8 ber Coefficient angiebt. Beridyiebene
Bielfadhe berfelben Einbeit Heifen gleidnamig, 3 B. 22 und Ta; verjdiedene
Bielfadhe verjhiedener Ginbeiten Heifitn ungleidnamige Jahlengrdfen, 3. B. 3a
unb 55, Gleidnamige Bahlengrifer werben adbivt (jubtvabirt), imbem man ihre
Goefficienten abdbivt (jubtvabirt) und Hinter bdiefen neuen Gocfficienten bie gemein=
fdaftlidhe Ginbeit fet. Vet ungleidhnamigen Rahlengrdhen Fann die Abbition
(Subtraction) nicdht ausgefiihrt, Jondern nur angedeutet werden. — Beifpicles
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5a + Ta = 12a, 8b — 3b = 5b, 2a + 3b, Ta — 6b. — Beweife leidht.
DBergl. § 10.
Heis § 7—12. Barbey JII 1—12, 19—48, IV 1—15,

§ 6. Rull und negative Jahlen.

- Werden in einer Differeny @ — & fiir @ und b beliebige beftimmte
Baflen gefest, fo fonnen drei wefentlidhy verfdyiedene Fdlle eintreten; e3
fann ndmlid) a grdBer ald b, oder gleid) &, oder fleiner al3 b fein. Nur
in Dem erften Falle ift die Subtraction nad) unferer bigherigen Auffafjung
audfithrbar, Jodaf man eine Bahl ausd der natiivliden Saflenreife 1, 2, 3

. erhilt.

Sjt @ = b, o werden bei dem Subtrabhiren {Ammtlide Cinbeiten ded
Minuenden wieder weggenommen, 3 fann alfo feine Einbeit itbrig Hleiber.
Demnad) fann man der Differeny ¢ — a den Sinn beilegen, daf in tht
alle Ginbeiten befeitigt find, alfo feine iibrig geblieben ift. Wir begeidynen
diefe Differen durdy ,Juld” (0). €3 ift alfo

(13) a—a=b—b=0.
€3 folgt aud bdiefem Begriff der Null fofort
(14) e+ 0=0+u=a
a—0=a¢a r
04+0=0—0=0

Dagegen fann von Null feine Bahl fubtrabhirt werden, oder der Ans-
Pru€ 0 — a Hat (vorliufig) feinen Sinm.

Dafjelbe findet ftatt, wenn in einer Differeny der Minuend fleis
ner al3d der 6ubtraf)enb ift, allein man fann aud) in Diefem Falle
der Differeny nidht felten einen Sinn beilegen, wie folgende Beifpicle
eigen:

G3 made Semand o Sdvitte nad) einer befttmmten Shd)tung unbd

davauf b Sdritte nad ber entgegengefesten Ridtung, jo iit er im Sangen
um a — b Sdritte in der urfpriinglidhen RNidtung vorwird gefommen. Gefebt
er fei burdh die ¢ Sdyritte von dbem Orte 4 nad) bem Orte B gelangt, fo wird er
1) wenn b fleiner al8 @ ift, dburd) die & B A
Sdritte nad) einem wijden B undb 4 = > —
Yiegenben Orte C gelangen, und o8 ift 4 (4]
AC = a—b. Sft 2) b= a, jo gelangt ev wicder nad) 4, und ed it — =0,
Sit aber 3) b grifer al8 @, fo fommt er mad) einem auf der Verlingerung von
BA iiber A Hinaus Legenden Orte €' und it bann um bdie Strede 4C von 4
entfernt.  Gr ift alfo um & — a Sdritte nodh 1{iber 4 Hinaud, nady ber entge-
gengefeten Ridtung gefommen. €8 exhiilt aljo Yier die Difjereny @ — b ben
Sinn, bak fo viel Scritte, ald & mehr betrligt, wie a, in entgegengefester Ridtung
3u nehmen find,

Denft man fidhy fiberhaupt auf einer Gevaben wvon einem Puntie 4 aud nad
beiden Richtungen 4B und AC gleidhe Streden abgetvagen und bdie Enifermungen
ber eingelnen Theilpunfie von 4 begiehungdweife durd) die Bablem 1, 2, 3, .
Begeichnet, fo fann man bdie erftere Richtung die pofitive und bdie auf thr gesiflten
Bablen pofitive ahlen, bie entgegengefelte die negative und die auf ihr geziblten




8 L. Gopitel. [s6

Rablen negative Jablen nenmen. Man fann ferner die erfieven Jablen von den
- Tepteren badurd) unterfdeiden, daf man fenen das Reidjen -, bdiefen bas Beider

B S e T 1R L Pod
S Ry 7 a j
— vorfept, weldhe beidbe Seidhen jedody al8 fogenannte Vorzeidhen von bden ent-
fprechenben Rednungszeidhen der Abbition und Subtraction wohl unteridieden
werden milffen. Die Differeny a — b, in welder b grifer ald « ift, erhdlt alfo
bier ben Sinn, daf fie eine negative Rahl bebeutet, und war gleih — (b — a) ift.

Aehnliches, wie in biefem Beifpiel, finbet itberall flatt, wo Grdken von ent-
gegengefester At vorfommen (3 B. bdie Orehung bdes Sdenteld eined Wintels
nad) vechtd und bie Drehung mad) linfs, ufiinftige und vergangene Beit, Ver-
migen und Schulben, Whrme: und Kiltegrabe, ndrdliche und jitdliche geographijdhe
Breite, u. dgl. m.).

G3 giebt alfo Bablen, welde in einem folden Gegenfap u einander
ftebien, DaB eine Babl der einen Wrt duvd) Himpufiigung einer jolden dex
anderen Art verfleinert, durd) Hinwegnahme (Subtraction) einer folden
vergrifert wird, und gleid) grofe Bablen beider vt bei ihrer Vereinigung
(Addition) fidy gegenfeitig auffeben. Solde Rahlen follen algebraifde
genannt iverden, wogegen folde, welde nur die Menge der Einbeiten
3dblen, obne ihren Gegenfah su beviidfidtigen, abfolute Babhlen heifen
follen. :

Bet algebraijdhen Bahlen Fann man die eine der beiden Wrten al3 die
urjpriinglidhe betradten, und die ihr angebdrigen Bahlen werden pofitive
genannt und bdurd) dad vorgefeste Reidjen + al3 foldje Fenntlich gemadyt.
Die Babhlen Der entgegengefesten Art Yeiffen negative und erhalten dad
PBorgeiden —.

Bei algebraifdien Rahlen febt fidy die nad) Der einen RNidtung s
Unendliche fortlaufende Bahlenveihe aud) nad) der entgegengefesten Rid)-
tung in3 Unendlide fort, nad) folgendem Schema:

----""4;_35'—2)—1p01+1r+2r+3r+4r-~-°

Gine Differens, deren Subtrahend groger ift ald der
Minuend, hat Dic Bebeutung einer negativen Jahl, und e3 ijt

(15) a—b=—(b—a)

Denn ijt b > @ und foll die Crildrung der Differens in § 2 aud fiir
diefen Fall Geltung behalten, jo ift @ — b diejenige Iahl, welde zu dem
grogeren Subtrahenden b abddirt, den fleineren WMinuenden a ald Summe
giebt; e3 muf alfo der Werth von b durd) Hingufiigung der Differeny
verfleinert werben, alfo @ — b negativ fein, und gwar gleidh — (b — «),
Ya b — a Ginfeiten von b fubtrabirt werben miiffen, nmn @ ju erhalten.

Ober: ift b grbier al8 @, fo bleiben, nadibem um a Ginbeiten Fuviidgesdphlt
ift, nodh & — a Ginbeiten weiter juriicauziblen; man gelangt alfo auf biefe Ark
in bie Reibe der negativen Bablen, und war ur Rahl — (b — a).

Aua der vorftehenden Crilirung negativer Bahlen folgt nod), daf die
obenr erwifhnte Differeny O — a ebenfalld die Bebeutung einer negativen
Babl erhdlt, d. b

(16) 0 —a= —a
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Anmerfung 1: Die Begeidmungen 4+ ¢, — a find durdh Abkiirgung aus
0 + @, 0 — a entjtanden. — Die Babl a Heifit das Glied der algebraifdhen Zakl.
— Seber abjoluten Babl fann man das BVoreichen - geben.

Anmerfung 2: Negative Jahlen Haben in allen practifden Fillen nur dann
einenn. Sinn, wenn ein Gegenfab bder Bablen in ber erribhuten Weife wirflich
eriftirt.

§ 7. Uddition und Subtraction mit algebraijfien Jahlen.

Yug der Crildrung der algebraifdien Bahlen folgt, daf ecine gegebene
Bahl durd) Addition einer negativen Bahl um die abfoluten Einfeiten der .
lesteren verfleinert, Durd) Subtvaction einer joldien dagegen vergrdfert
wird, wifrend pofitive Sabhlen wic gewdhnlide (abfolute) su behandeln
find. €3 ift alfo

(17) Mt (+a)=H+ta
M4 (—a)y=M—a
M—(+a)=M—a

M—(—a)=M-+a. :
Ferner folgt fitr die Abdition jweier algebraifder Jahlen:
(19) (+a)+ () =+ (a+0)
(+a)F (—8)=+(a—b)=—(—a)
(—a)+(+b)=—(a—b)=+(b—a
(— ) -+ (— b) = — (a + b),
D.h. haben die Summanden gleide Vorzeiden, Jo addirt man
ihre Glieder und giebt ber Summe da3 gemeinfdaftlide Bor:
seiden; hHaben Die Summanden entgegengefeste Borzeiden,
fo fubtrahirt man ihre Glieder und giebt ber Diffeveny das
Borzeiden ded Minuenden.

Bei beftimmten Bablen jubtvabirt man bdie fleinere Jahl von der grdferen unbd
gieht ber Differeny bas Vorzeidien bder grbBeren.

Ferner folgt fiiv die Subtraction algebraiider Grdfen, daf
diefelbe gleichbedentend ift. mit der Addition Der entgegengefehiten Gridfe,
oder die Tegel:

Umalgebraiide Bahlen ju fubtrabiren, dndeve man dad
Borzeiden De3 Subtrahenden und addire dann die Zahlen.

Beifpiele: Heis §26 Nr. 1, 2, 10, e —y, 11 — 20, 34—y, 35— &
Bardey VA 1—29, B 1—29,

Anmerfung: Die Cinfithrung der Null und ber negativen Sablen gejchieht
in Folge einer Crweiterung bdes Begrifis ber Differeny in § 2, wonad) die dort
fiir abfolute Bahlen aufgejtellte Erilirung berfelben aud fiir bdie
Falle gilt, in welden ihr nidht dburd) abjolute Sabhlen Geniige geleiftet
werben fann. Audy der BVegriff ber Summe erhilt durdy die neuen Bablformen
nur eine erweitevie Anwendung und bleibt feimem Wefen nad) unverinbdert.

G8 folgt aber Hieraus, bah die in § 3 und 5 aufgefieliten Lebridge, fofern fie
nur aus den genannten allgemein geltenben Begriffen der Differens und ber Summe
abgeleitet find, aud) fiiv bie Fille Geltung Haben, dap in ihnen bie Null ober
negative Sablen auftreten.
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@8 enthalten aljo die betreffenden Formeln audy bie Redynungsregeln filr Null
unb negative Sablen al8 befonbere Fille. So geht 3. B. bdie Formel (12) fiir
b=cibrineg —0=(e—0b)+b=(a+2b) —b bbha—0=a;
ud firb=0ma—(—e)=@—0)+c=(a+c)—0,b.i.a — (—¢)
=a-+tec

§ 8. PBolhnome. — ﬁuﬂﬁiung der SKlommern.
Algebraijde Summen.

Jede Verbindung von mehreren Bahlen durd)y Addition oder Sub-
traction Beift ein Polynom (Binom, Trinom). ,

Man ift iibereingefommen, in einem folden die Klammern, welde
die Reihenfolge der Operarionen angeben, in dem Falle wegzulafien, daf
diefe Reibenfolge diefelbe ift, wie Die der Bahlen in dem Polynom.

Man {hreist offo 3. B. fatt {[((2 +2) — ) — d]+ e} —f,
a-+b—c—d-e— f, und iiberall, wo die Reihenfolge bder Redhnungen nidht
dburdy Klammern beftimmt ift, muf alfo bdiejenige genommen werden, in welder die
Bablen gefdhrieben find. — Weldje der fritheren Gleidungen lafien ficdh hiernad)
einfadyer {dyreiben?

Durd) Unwendung der Formeln (5) — (12) Iapt {fih in jedem
Polynom die Reihenfolge Der Operationen fo verdnbern, Dap hiernady die
Klammern weggelaffen werden fonnen. Man nennt died dad ufldfen der
Klammern.

@8 fei 3.8.a — [(56 + {c— 3a | +40) — {6a— (35+2c)}] gegeben,
fo ergiebt ficdhy Bierfiiv der Reibe nady

aus (12): a— (66 + {¢ —3a} + 45)+ {6a— (35 + 20)},

aus (8): a— 56— {c—3a} — b + {6a— (356 + 20)},

aus (12): a— 56— c+3a —4b 4 {6a— (35 + 20)},
aus (10): a— 56— ¢+ 3z —4b 4+ 6a— (354 2¢),
and (8):a— 5b— ¢+ 3a —4b 4+ 6a— 3b—2e¢,

et man in einem von Klammern befreiten Polhnome jedem ein-
elnen abjoluten Gliede dad Borzeiden -+ vor, fo Fann man jede Sub-
traction in eine AdDition Der entfprechenden negativen Grdge und jomit
9a3 Polynom in eine Summe verwandeln, deren eingelne Summanden
nidit mehr abjolute, fondern algebraijcdhe Babhlen find. Eine foldhe Summe
Heift eine algebraifde Summe, im Gegenfat ju ciner arithmeti-
fden, beren Summanden abfolute Bahlen find.

So gebt 3. B. dad Polynom

(@a—[0 + o) — {@d—e) +—a}]
Funidift dburd) Aufldjung ber Klammern iiber in
B)a—b—ct+d—etf—gq.

Um bafjelbe in eine algebraifdhe Summe zu verwandeln, fet man bafiir junidit

WNH)—EHbd)—Hot+HadD—He)+HH—(H9)
und bHierfiir nady (17):

@DH)+ )+ )+ H D+ (—a+EHN+ (9.
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Man ift dibereingefommen, bei algebraijden Summen die Additions-
seidhen und die Klammern fiir die eingelnen Summanden, joivie Had BVor-
geidjert De3 erften Glicdes, fall3 e3 4 ift, weggulaffen.

Hiernady erhilt 3. B. die vorfiehende algebraijdhe Suntme (0) die Form:
()a—b—c+d—e+f—g. X

Jn diefer Form unterfcheidet fidy die algebraijdhe Summe (&) Gufers
fid) in nidht3 von Dem Polpnome (B), aud weldem diefelbe entftand; der
trnere Unterjdhied liegt darin, daf die Beidhen -, — in Der algebraifdhen
Summe al3 Borgeiden der eingelnen Grdfen betradytet werden, welde
leptere {ammtlid) su addiven find, todfhrend fie tn dem Polhnome RNed)-
nungdzeiden find.

©3 folgt aud dem Borftehenden, daf jeded vou feinen Klammern
befreite Polynom ohne Weitered ald eine algebraijde Summe angefehen
werden fann, indem man die Rechnungdzeiden ald Vorseidhen und die fo
erhaltenen Baflen al3 Summanden einer Summe betraditet.

Da aber die Summartden einer Summe in Heliebiger Reihen-
folge addirt werden Efnnen, fo fann man nunmelr audy den Werth ed
Polynoms mittelft jeder beliehigen jweddienliden Reifenfolge der Sum:
manden der algebraijden Summe beredynen.

Betfpiele: Heis § 13, 1—12. Barbey III 49—63, IV.

§ 9. Ubbition und Subtvaction algebraijfer Summen.

Yz § 5, O (6) und (8) folgt nun in BVerbindung mit § 7 (17):

Cine algebraifde Summe wird ju einer Jahl adbird,
indem man ihre eingelnen Summanden in beliebiger Reihen:
folge und mit unverdnderten Borzeiden zu der Bahl {Ghreibt.

Gine algebraifdye Summe wird von einer Jahl jubtra:
Hirt, indem man ifhre eingelnen Summanden in beliebiger
Reihenfolge und mit umgefehrten BVorzeiden zu der Zahl
{dreibt.

Practijde Rednungsregeln: Steht vor einer Klammer -, fo bleiben
Heim Aufldfen alle Beicdhen unverdnbdert; fteht vor einer Klammer —,
fo werden alle Beidhen umgefehrt.

Beifpiele: Heis § 13, Nr. 13—46, Barbey VA 30-39, B 30—38.

II. Capitel.
Multiplication und Divifion.

§ 10. Grtlarungen.

Cine Summe, deren Summanden einander gleidh find, beift ein
Product und wird Hirger gejdrieben, indem man einen der Summanden
mit Der nzahl derfelben durd) Dad Beidjen >< oder . verbindet, 3. B.

a+a+a=a-83,at+a+t+a+a-+...=a- b
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Der Summand & heift der Multiplicand, die Angahl b Dder
Gummoanden Heift der Multiplicator. Cine Babhl a mit einer andeven
b multipliciven Heift eine Summe von b Summanden bilden, deren
jeder gleidy a ift.

Man Yieft dad Broduct @ - b @ multiplicivt mit b ober @ mal b".
Bei Budjtabenaudbriiden fann nman da, wo fein Migverftindnif ftattfinden
fann, Da3 Multiplicationszeidhen weglaffen, und aljo 3. B. ad jdyreiben.
Qft der Multiplicator eine beftimmte Bahl, der Multiplicandud unbe-
ftimmt, wie 3 B. in a - 3, fo pflegt man den erfleren voranzujesen und
alfo 3a 3u jdreiben. Der Multiplicator (3) beift dann aud) ,Coef-
ficient”. DBergl. § 5, Anmerk. 3.

Anmerfung: Bei Rednungen mit benannten Jablen fann nur der Mul-
tiplicand benannt fein. Der Multiplicator ift fletd unbenannt,

Sdyreibt man da3d Product @ - b in der Form de3 folgenden Schemas:

14+14+1414...(

AT o TR e 5 i

o ot g s e G

b) : 3 T S
fo daf in jeder Horizontalreibe @ Cinheiten ftehen, und b joldher Reiben
unter einander gejtellt find, jo fieht man, daf bad Refultat Ddaffelbe wird,
wenn . man die b Cinbeiten jeder Berticalreihe vereinigt und diefe Jahl
a mal nimmt. €3 ift alfo

(194 a-b=b-a,

9. . in einem Product fdnnen Multiplicator und Multipli-
cand vertaujdt werden.

Daker erbalten beide aud) den gemeinjdaftlihen Namen Factoren.

Anmerfung: Bei benannten Sahlen beadjte man aber, baf bei bder Ber-
taujdung audy bie Venennung auf den neuen Multiplicand diberivagen werben
mug, 3. B. 4 Meter . 3 = 3 Meter . 4 = 12 Meter.

$Heis § 3. Bardey I 6, 7, 13, 19. II 4—7, 11, 16, 21, 25, 47 n. 5—11.

§ 11

Gine Bahl a durd) eine andere Iahl b dividiren, heift ju einem
Producte @ und einem feiner Factoren b den andeven Factor juden. Das
gegebene Product Heift der Dividendus, bder gegebene Factor ber

Divijor. Daf ¢ durd) b dividirt werden foll, {dyreibt man —;—: oder a1 b3

man feft diefen Ausdrud ,a dividivt durdy b“, oder ,a durd) b” (a, btel)
und nennt denfelben einen Quotienten.

Diefe neue Redynungsdart wird Divifion genannt; diefelbe ift der
Multiplication entgegengefetst.

Anmerfung 1: G8 giebt aber zwei Arten von Divifionen, fe nadbem ber ge-
gebene Factor der Multiplicator ober ber Multiplicanbus ift.

Aus einem Rrobucte a und feinem Multiplicator b den Multiplicand judhen,
Beifit biejenige 3ab! fuchen, welde b mal als Summand gefebt werben muf, bdamit
bie Summe gleidy 2 fei, 3. B.
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= 4 Meter, denn 4 Meter -+ 4 Meter + 4 Meter = 12 Meter.

Aug einem Producte @ und feinem Multiplicandus & den WMultiplicator fudhen,
Beifit biejenige Babl fudien, welde angicbt, wie oft & al8 Summand gefest werden
muf, um bdie Sumne @ ju erhalten, 3. B.

12 Meter Y
4 Meter

Die erftere Art der Divifion Neibt THeilen, ber erbaltene Quotient ein
Theil, die zweite Avt Heift Mefien und der erhaltene Quotient cin BVerhaltnif.

Bet benannten Jablen ift im erfien Fall der Divifor unbenannt, der Quotient
Benannt, im jweiten Fall der Divifor benannt, der Quotient unbenannt.

Anmerfung 2: Wie die Multiplication eine wiederholte Adbition bdexfelben
Babl, fo ift bdie Divifion eime wiederfholte Subtraction von einer gegebenen
Summe. Bei dem Theilen wird der Subtrahend gejudit, der & mal von a {ub-
trabict werben fann, bei dem PMeffen wird die Anzahl ber Subtvactionen gejudit,
und biefe lebtere Divifion fann alfo ausdgefiibrt werben, inbem man & von @ fub-
trabirt, von bem Reft wieder & fubtrabict, dies fo lange wiederholt, 6ig fein Reft
bleibt, und dann die Amzall der ausgefiihrien Subtractionen Bbeftimmt.

Da nad) (19) bdie Factoren einesd Producted vertaufdyt werben fonmen, fo fallen
beibe Divifionen in der usfithrung in eine Rechnungsart jufammen und unters
liegen gemeinfdaftlidien Gefetsen.

Die Ausfiibrung bder Multiplication und Divifionw in der Praris gejdhieht
iibrigens nidit duvd) wicderholted Addbiren oder Subtvabirvem, fombernn mittelft ber
al8 befannt vorausgefesten TWerthe ber Producte aller eimzifferigen Sahlen und der
entfpredienden Quotienten. (Cin mal Eing und Gind in Gins.)

Heis § 4. Barbey 18, 9, 14, 20—23. I 12, 13, 17, 22, 23, 47 n, 12—16.

Anmerfung 3: Jjt « eine unbefannte Grdhe und “—f— = b, foift « = ab

12 Teter
3

3.

sufolge der Grflirung ber Divifion. Aehnlidy folgt aus az =, 2 = und aug

T=ba= ;- Beifpiele.

§ 12.

Die Crilirung ded Quotienten in § 11, begiehungdmeife der Gegen:
fat der Multiplication und Divifion, ift in folgenden Formeln
audgefprodhen, deren Ridhtigleit fich leicht aud dem Begriffe der Divifion
ergiebt:

(20) f;— ‘b=a.
(21) “—[')—l—’—_—a; fa_” 410
(22) a: % ==b.

Wie fauten diefelben in Worten? Heid § 17. Barvbey VII 2, 3.
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- § 13. Rultiplication und Divifion mit Summen und Difjerenzen.

Borbemerfung: Sollen mebrere Bablen burdy eime ober mebrere ber yier
Rednungsoperationen mit einanbder verbunbden werbenr, jo wird wieder bdie Angabe
ber Reibenfolge ber BVerbindbungen durd) Klammern ndthig. Bur BVermeidbung einer
allugrofen Anbhiufung der lepteren ift man iibereingefommen, bie Multiplication
und Divifion iiberall der Addition und Subiraction vorangehen zu laffen, roofern
nidht dbasd Gegentheil durdy bie Klammern verlangt wird, und im Uebrigen audy
bier bie Klommern wegsulaffen, jobald die dburd) fie beftimmie Reibenfolge die bder
eingelnen Bahlen ift.

Mart freibt alfo 3. B. (a- ¢) + (%) filvzer @ - c+g—, flatt (2 - ) - o
a-b-c, dbagegen a- (b4 ¢)-d, u . w.

(23) (e+b):-c=a-c+b-e
Cine Gumme wird multiplicirt, indem man jeden Sum:
manden multiplicict und die Producte addivt.
Beweis: (a+b)-c=@+b)+(@+b)+(@@+b)+....
=a+t+ata+t..+OBF+b0+0+..),
a-c + b-ec

(24) (¢ —b)-c=a-¢—b-ec
Ueberfebung in Worte und Beweid dhnlid), wie vorfer.
a T Y
(25) c —?+?I

Gine Summe wird dividirt, indem man jeden Summan:
Den Dividirt, u. i. .

28 PR R

Jn Worten dhnlid), toie bei (25). :

Beweis: - dl ift die Rabl, weldhe mit ¢ multiplicirt @ 4 b giebt.
RNady (23) ift (—“c—-g- %)-c=~g— -c+—2—-c=a+b.
ehnlidh fiir (26).

Gebraud) doppelter BVorgeidherr, um Formeln, wie (23) und (24) ober (25)
unbd (26) in ecine jujammengufafjen: =

ger e

(eatb)-c=a-c+b-c; e

Aus § 10, (19) folgt, ba audh a - (b4 c) = ab

Umgetehrt ijt
27 a-c+b-c=(a-+b)-e¢

9. . Producte, die einen gleiden Factor Haben, werden
abdirt (jubtrafhirt), indem man die nidit gemeinjdaftliiden
Factoren addirt (Jubtrabhirt) und die Summe (Differeny)
mit Dem gemein{daftliden Factor multiplicirt.

Beweid umgelehrt, wie bei (23) und (24).

Man nennt died dag Abfondern ded gemeinjdaftliden Factors.

+ 7.
c

ac ift.

i ol
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(28) BIRE e atd
Cl e c

n Worten? — Bemeis ?

Die Formeln (23)—(28) laffen fih durd) Wiederholung zu folgens
Pen Sdben ermeitern:

Gine Summe von beliehig vielen Summanden wird multiplicict, in-
dem man jeden Summanden multiplicivt und die eingelnen Producte adbdirt.

(e+b+c+a+..) - m=am+bm+cm+dmn-+ ..

Cin Polynom wird mit einer 3ahl multiplicirt, indem man jeded
Glied mit Derfelben multiplicivt und die eingelnen Producte in derjelben
Reihenfolge, wwie vorher die etngelnen Glieder, abddirt und fubtrabirt,

Gin Polynom wit durd) eine Jahl dividirt, indem man jeded Glied
Ddurd) diejelbe Dividirt und die einjelnen Quotienten in derfelben Reifen-
folge, wie vorfher die Glieder, abddirt und jubtrahivt.

~ Gin Polynom aud beliebig vielen Producten, die einen gemeinfdaft:
lidjen Factor Haben, ift gleid) Dem Product ausd diefem lepteren Factor und
dem auf entjpredjende Weife aud den nidt gemeinjdaftlidien Factoren
gebildeten Polynom.

Gin Polynom von beliehiy vielen Quotienten, mwelde denfelben
Divifor Haben, ift gleid) dem auf entjpredhende Weife aus den Dividenden
gebilbeten Polynom, dividirt durd) den gemeinjdaftlichen Divifor.

Ferner folgt aud (23) und (24) durd) wiederholte Aniwendung:

29 @+¥ - (¢c+a)=aa-c+b-c+a-d+b-d,
(ea4+08)-(c—d)=a-¢c+b-c—a-d—Db-d,
a—b)-(c+d)=a-c—b-ct+a-d—0b-d,
a—b-(c—d)=a-¢c—b-c—a-d+b-d

D. 5. Gummen, beziehung3mweife Differenzen werden mit einander multi-
plicirt, indbem man jeded Glied Ded einen Factord mit jedem Glicde Ded
anderen multiplicict und jeded eimgelne Product mit den iibrigen durdy
Addition oder Ddurdy Subtraction verbindet, je nadydem feine Deiden
Factoren Ddaffelbe oder verfdyiedene Redynungdzeidjen vor {idh) hatten. (Hier-
bei wird da, voo fein Reiden vorbergeht, dasd Reidjen -+ angenommnien.)

Bemweis: (a4 ) - (c+d)—"(a+b) ¢+ (a+d)-a=
a-c+b-c+a-d+b-d u i w

Griveiterung diefer Regel auf EBrobucte beliebig vieler Summen ober
Differenzen.

Grieiterung derfelben auf Producte von Polynomen.

A3 Befondere Fille merfe man

(30) (ea+b)-(a+b)=a-a+2 -a-b+0b-0,

(e —b)-(a—b)=a.a—2-a-b-+b-b,
(a+b)-(ea—b)=a-a—0b-b
$eis § 14, 16, 19. Barbey VI, 37—50, 58—110, 128—144. VII 40—47.
VIII X 1—4,

§ 14. Multiplication und Divifion mit Producten und Quotienten.
(31) (@ab)c = (ac) b = a(be),
(32) a(be) = (ab) c = (ac) b,
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D. h. ein Product fann mit einer 3ahl — ober eine Jah! mit
einem Producte — multiplicirt werden, indem man die ein:
3elnen Factoren in beliebiger Neibenfolge mit einander
multiplicirt.

Beweis: (ab) - c=ab -+ ad 4 ab 4 ... (¢ mal), oder nad
Abjonderung ded gemeinjdaftliden Factors b,

(et a+ e+ ..(cmai)) - b= (ac) b, jowie nad) Abjonderung
Ded gemeinidaftliden Factord a,

a-(b+bo48b4...(cmal))=a- (be),
und umgefehrt.

Crweiterung (durd) Wiederholung): Jn einem Product von
mefhreren Factoren (oder Producten) ditrfen die Factoren in
beliebiger Reihenfolge multiplicivt werden, 3 B.

(ab) - (cd) = (ac) - (bd) = (ad)-(be) =a-(b-c-d) = u. i w.

Anmerfung 1: In der Negel orbnet man die unbeftimmien Factoren alpha-
betifdy, und wenn neben ihnen ein beflimmier Factor vorfommt, o febt man diefen
al8 Goefficienten voran.

Anmerfung 2: Sind bie Factoren eined Probuctes einander gleid, fo djreibt
man in der Negel nur einen Factor und jdjreibt rechid oben an denfelben bdie An-.
3aB0 ber Factoren, 3. B. a-e=2a2, a-a-a=2a% D Ausdbrud a® Heift eine
Potenz. Man liefr ,die bt Poteng von a“, oder ,a hodh 6“, fiatt a® aud ,a im
Quabrat’, fatt o® aud ,a im Gubus’. BVergl. § 18.

(33) el 4

_.b=a.£.
c (] c

Wie lautet diefe Formel in Worten? Beweis: g; =

’

a+a+a+"(bma[)==%+%+%+...(bmal)=%-b

a

c
b b4b4b4..(amal) b b b -
und o L ——c—i-?—l—c—i-..(amaf)—a-?-

Grieiterung: Cin Productvon beliebig vielen Factoven
fann Dividirt werden, indem man einen Factor dividirt und
den Quotienten mit Den andeven Factoren multiplicirt.

a a a
=2 == — 3 ?
(34) e 5 e el b. Jn Worten
Beweisd: b—‘.’ : bedeutet die Rabl, welde mit b - ¢ multiplicirt ¢ jum

Product giebt. €3 ijt aber (—Z—: c) -(bc)=<%: c) -c-b= —:— -b=a,

a a a
und (7.b)-(b-c)=(—c—.b)-b-c——;-C—a-

Griveiterung von (34) fitr ein Product von beliebig vielen Factoren
al3 Nenner.
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Berbindung der Formeln (33) und (34) und Criveiterung:

Soll ein Product aud beliebig vielen Factoren durd
ein andered Product ausd beliebig vielen Factorven dDividirt
ferden, {o darf man jeden Factor ded Diviford in einen
Heliebigen eingelnen Factor Ded Dividenden dividiven.

3 2.3 .2
12-8-34-39-18  1¥-8-34.39 - 18,
9-4-17-8-13 9-4-17-8-13

(35) i Al ol Jn Worten?
Beweis durd Umfehrung von (33), oder duvd) Multiplication der

b b b
_ Drei Seiten mit derfelben Bahl b.

b a-b
(36) a. ==

Beifpiel:

=3-2-3-2.

PO S Jn Worten ?
¢ c

Beweid durch Umbehrung von (33), oder durd) Multiplication der .
Drei Seiten mit c.
a a;.c a

S Worten?

(Hhg LT e
Beweis durd) Multiplication der drei Seiten mit c. Vergl. (34).
b a a-c
a:r —=— —_ . ?
(38) Bl es e 5 In Worten ?

_ Beweid durd Multiplication der drei Seiten mit b.

Anmerfung 3: Aus (35) und (37) folgt: Multiplicict man den Dividend
cined Quotienten mit einer 3abl, fo wird ber Quotient eben fo viele mal grifer,
multiplicit maon aber bden Divifor, fo wird ber Quotient fo viele mal Fleiner,
Dividirt man den Dividbend, fo wird der Quotient eben fo viele mal fleiner, dividirt
man ben Divifor, fo wird der Quotient eben fo viele mal grdfer. Hievaus folgt

. foeiter:

(39) b bon' bsn!

2. §. Der Werth eined Quotienten bleibt unverdndert, wenn
" man feinen Dividend und feinen Divifor mit derfelben Jahl

multiplicivt, oder wenn man beide durd) Diefelbe Bahl divi-
pirt. (Crieitern und Heben.)

Anwendung der Regel (39) um einen Quotienten in einen folden
mit anderem Divifor ju verwandeln. (Gemeinfdaftlihe Diviforen; Flein-
fter gemeinidoftlider Divifor. Gleihnamigmaden.) Auf diefem Wege
ergiebt {id):

a a-n a:n

a ¢c a-d+b-c
§29) S i vy
. b
(41) o+ %= = ccj—_ , und umgefehrt. In Worten? Beweid?
d
(42) s %=Z . ;=% s S Worten ?

Reidt, Glemente der Mathematif. L. 2
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Beweisd:

c a a d
'7“_‘(7"’)‘6_?'7

(43) b : *E=

Bemweid dhnlid) wie vorher.
Heis § 15, 21—24, 18, 19, Nr. 30—54. Barbey VI 1—28, 51—57, 111—127;
VII 1, 4—13, 28—39; IX, X, '

ol a

d
g In Worten?

§ 15. Multiplication unud Divifion mit Rull, algebraijden Jahlen
. und algebraijhen Summen.

- Die Crfldirungen der Begriffe Multiplication und Divifion in § 10
und § 11 fehen voraud, daf der Multiplicator, bezw. der Divifor oder
Quotient eine abjolute Rahl fei, wihrend der Multiplicand und Dividendus
ftetd audy algebraijdhe Sahlen oder Null fein fomnen. Man fann nad
jenen Definitionen 3. B. wohl von einer Summe von b Summanden reden,
pon Denen jeder gleid) Null ijt, nidht aber von einer Summe von 0 Sum:
manden gleidy a. Mit diefer Einfdrantung aber gelten jene Erfldrungen
und die aud ifhnen abgeleiteten Lebhridte itber Producte und Duotienten
im Uebrigen gany allgemein. /

Da nun der Werth Ded3 Productd a - & fid) um den Multiplicand
a verfleinert, wenn man den Multiplicator um 1 abnehmen (4gt, und
man durd) confequente Fortfebung diefed Berfahrend nody fiber die Summe
von 3wei Summanden oder @ - 2 hinaud auf ¢ - 1 = (¢ + a) — q,
a-0=a—a=0,a-(—1)=0—a= — a, ui w gelangen
wiitde, fo ift e3 geftatiet, Den Vegriff ded Productes dahin ju
erweitern, daf

a-1=—a
a-0=0
a-(—b)=—ab

gejest werden folle. Diefe neuen Definitionen ftofen die frithern, fiir
abjolute Werthe de3 WMultiplicatord geltenden, nidht um; die aud diefer
leteren abgeleiteten Crflfvungen und Gefebe der nadhfolgenden Para-
graphen bleiben alfo in ifhrer Giiltigleit beftehen, aber fie ermeitern fidh
nun ebenfall3 auf den neuen, allgemeineren Begriff und gelten alfo allz
gemein.  Jndbefondere ergeben fid) die folgenden Site:

(44) 0-a=a-0=0.
Beweid: 0 -a = (b —b)-a=b-a—b-a=0.
(45) 0-0=0.
b— b b
(46) A M gl G B
a a a a

—S—Bebeutet die Rahl, welde mit Null multiplicivt jum Product a giebt.
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Run ift da3 Product jeber denfbaren Rahl mit O ivieder gleid) O, (c)dio ift
%— nur dann eine denfbare Bahl, wenn @ = 0 ijt, und 3war fann o jebe

beliebige Jahl bedeuten. Jft dagegen @ nidyt gleidy Null, jo Tann man —8—

al3 ein Beidhen filr eine undentbar grofe Rabl betradyten (Da jede dentbare
Bahl gu tein iff). — Man plegt eine folde durd) 00 ju begeidmen. Da
aber tveber mit eimer unendlid) grofen, nody mit der gany unbeftimmten

Rabl —g- geredinet werden fanm, fo folgt, Dag man nie durd Null
dividiren darf. "

(47) (+ a) - (+ &) =+ ab,
(+ a) R ("—' b) = — ab,
(— a) ! E+ b) = — ab,
— b) =+ ab,
D. b algebraijde 3ahlen werden multiplicivt, indem man thre
Glieder muIttphcttt und dem Product dad Beiden - oder
— giebt, je nadhdem die Factoren gleide oder verjdiedene
Borzeiden Haben.

Bemeid durd) die Formeln (29) fiir @ = 0, ¢ = 0.

Die Crmeiterung von (47) auj Producte beliebig vieler aIge='
braijher Bahlen ergiebt, daf man da3 Product Ammtliher Glieder mit
dem Borgeidjen - verfieht, wenn die Unzabhl Der negativen Factoren eme
gevade, Dagegen mit —, wenn fie eine ungerade ift.

48) i+
+a_ a
TS Y
-—-a__ a
25 G g W
g ] a
sl

In Worten? Beweis: (+ %) ok b)=+(—:— - b) (e AT) =

+ a, aljo ift + —;‘-bie Bahl, weldje mit—+ b multiplicivt - agieht u.{. w.

Aus (47) folgt ferner: Eine algebraijdhe Summe wird ~mit einer
Rahl multiplicict, indem man jeded Glied derfelben mit thr multiplicirt,
da3 Borzeiden jeded eingelnen Producted nady (47) beftimmt, und Ddie
eingelnen Producte abddirt.

Multiplication siveier algebraijer Snummen durd) Anwendung von
(29) und (47). Qluﬁbef)nung auf ein Product von mehr ald 3wei alge:
braijdien Summen.

28
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Gine algebraifhe Sumnte wird durdy eine Bahl dividirt, indem man
jeden Summanden nad) (48) durd) Diefelbe Ddividivt und bdie eingelnen
Duotientert abddirt.

Heis § 26, 3—9, 100—u, 21—33, 340—7, 357—44. Bardey VI 2036,
VII 14—22, 25—27.

§ 16. Die Eins und die gebrodenen Jahlen.

Sest man in dem Quotienten _.;; fiitr @ und b Dbeliebige beftimmte

Bablen ein, fo find dret Fale moglidh: 1) a ift gleih dem Werthe eined
Probuctd, deffen einer Factor b ift; 2) a ijt gleidy b; 3) b ift nidtin a
a3 Factor enthalten. Nur im erjten Falle Hat nad)y unfever bHisdherigen
Auffaffung der Quotient einen Sinn. Lir nnen aber (dhnlid), wie frither
bei der Differeny) die in § 11 gegebene Definition ded Quotienten auf

alle drei Fale auddehmen, dergeftalt, daf unter % ftetd ein Wusddruct ver:
ftanden werden folf, Defjen Product mit b gleih « ijt. Jft nun a =15,
fo ift fitr —g— bie (inbeit su fesen, ober ¢3 ift

(49) a b

RN
aj— b
Denn foll eine 0Bl gefudht werden, mit weldjer a multiplicivt werden
. mufl, um da3 Probuct a su erhalten, fo fann diefe Jahl nur gleidh 1 fein.
&3 fann ndmlid) die Bahl al3 die Summe ifhrer Cinfeiten, 14-14-1-4-..,
betradhtet werden, ober 3 ift 1 .a = a, und jufolge der Definition im
Anfang de3 § 15 ift daber audy
(50) Lisia =Yg L =—"q]
Man fann alfo aud) umgetehrt jeder Rabl den Factor 1 ufitgen.
- Fiir da3 Redmnen mit der Cinbeit merfe man nody die aud den
feiiberen Regeln fitv diefen bejonderen Fall folgenden:
a

(51) g =
s e b s G e G
Ueberfesungen in Worte und Beweife leidht.
St ferner der Divifor b in dem Dividenden a weder al3 Factor ent:
balten, nod) gleid @, fo erhalt %— Die Bedeutung einer neuen Jahlform,

weldhe wir eine gebrodene Jahl oder cinen Brud) nennen.

S allen Fillen ndmlid), in welden die Einbeit fid) in feinere Theile
serlegen (Gft, fann mon fid) aud) jeded Bielfady: der Cineit, 3. B. «
Ginbeiten, in b gleidhe Theile getheilt Denfen, uubd e3 ift flar, daf Damn
ein foldher Theil, b mal genommen, gleid) a Cinbeiten ift, dag alfo jeder

derartige Theil der Grfldrung des Quotienten —Z— entfpridt.
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A B X @ 1? Vg £ F

| I 0 i |

egt wan 3. B. 5 Linim 4B, BC, CD, DE, EF, baen jcbe gleidy ber
Ginfeit (1“ ob. bdgl.) angemommen ift, an einander unbd fheilt bann bie gange
Rinie AF in bdrei gleidhe Theile 4X, X ¥, FC, jo ift jeder diefer Theile gleidh
% ber Ginbeit.

Man erhilt daffelbe Rejultat, wenn man guerft die Einbeit in b gleide
Theile theilt und damn a joldjer Theile vereinigt.

Denn benft man fidy jebe von & Ginheiten 4B, BC u. |. w. in b gleide
Theile getheilt, fo erbilt man im Gangen a - b fleinere Theile, und vereinigt man
a foldher Fleineren Theile mit einanber, o Hat man wieber den btenn Theil der a -
Theile ober ber 2 grdfeven Ginbeiten.

Gin Brud) bedeutet alfo einen oder mefhrere Theile von einer oder
mefreven in gleidhe Theile getheilten Grisfen.

Alle im Vorigen fitr Quotienten abgeleiteten Gefese gelten audy fite
gebrodiene Bahlen, benn diefelben find nur aud der aud) fiir diefe gelten:
den allgemeinen Definition ded Quotienten abgeleitet.

Jnsbejondere merfe man nod) die Regeln:

(52) a -

8
e-l -
|
8
-

l
o
I

a - b; a ; b
Ueberfesungen in Worte und Beweife leidyt.
$Heis § 20,

§ 17. Allgemeine Divifion algebraijfer Summen.

Jeder Quotient fann gleid Der Summe aud einex Helies
bigen Z3ahl undeinem demerjteren gleidnamigen Quotienten
gefebt werden. Der Dividend Ded lepteren ift gleid dem Ded

erfteren minu3d dem Product ausd der beliehigen Jahl und
dem Divifor, oder

A 4 — Bz
5 _— == —_—
(53) =t i
: A — Bx A Bx A A4

Uniwendung dicjes Sased jur Divifion wweier beliebiger Sahlen ober
Bablenverbindungen. Die abl 2 fann jeden Werth erhalten; in der Praxid

wihlt man die dem Werthe von % niidyjte, fleinere gamze Bahl.

~ Um 3wei algebraifde Summen zu dividiven, ordne man
fie junddft fbereinftimmend (nad) jallenden ober fieigenden Po-
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tengen einer Grdfe, alphabetifh od. dgl.), Dividire dann das erfte
Glied des Diviforsd in dad erfte Glied ded Dividenden, mul:
tiplicire Den gefundenen Theil-:Quotienten (¢) mit dem
gangen Divijor und {ubtrahire dad Product von dem Divi:
Dendus. Man wiederhole dDiefed BVerfahren, indem man das
erfte G®lied Ded Diviford in da3 erfte Ded fo eben erhaltenen,
geordneten NRejted dividirt, Den gefundenen jweiten Theil:
Quotienten (g5) mit Dem ganzen Divifor multiplicivt und
Das Product von dem vorher erhaltenen RNefte fubtrabhirt.
Man fahre in dDiefer Weife fort, Hi3d entweder eine Subtracs
tion ohne RNeft aufgeht, oder {idh Herausfte(lt, daf died nidht
moglidy ift. Der Duotient der beiden algebraifden Summen
ift dann gIeid; ver (algebraijhen) Summe der gefundenen Theil-
Quotienten, tm lehteren Falle vermehrt um den zulepst ge-
blicbenen RNejt, dividirt durd) den Divifor.

Der Beweis folgt ausd einer wiederholten Anwendung der %orme[
(53). ©ind 4 und B die zu dividivenden Summen, r,, oy T4 wni DiE
eingelnen Refte, fo ijt

A4 A — B T
F—_‘%‘l’—fﬂ ‘+1;’B 2+ —qz‘l‘l

w f. f. B8 gu - ,alfo =t etoat--.+o 7
®ebt die SDibiﬁon auf, o tft rn = 0.

Bufap 1: Lpt fidy der Dividend {o umformen, daf der Divijor
al3 ein Factor Defielben erfdheint, fo findet man Den Duotienten am ein-
fachften nadh § 12, (21); 3. B.

i ap —bp+ag—bg (@a—0b)-p+(a—0b)-q
a—b a — b
— b

Bufat 2: Geht die Divifion nidht auf, fo fann man diefelbe be-

liebig toeit fortfeben. — Bildung unendlidher Reiben, 3. B.
1 7
1_q=1+q+92+q3+--~
n+41
= ; beim bbreen ber Reibe. Beyl.

392

Angabe de8 Erglingungdgliedes +- 1

§ 39 iiber @onmgeﬁa unendlider Reiben.
Heis § 25. Bardey VII 48—91,

Anhang 1. Von den Proportionen.
Heig § 31—33.

1. Gin BVerhaltni ift nad § 11 ein Duotient weier g[eidyartiget
(gleidbenamnter) Grdfen. Man jdreibt das Berbiltnif ‘;— in der Regel
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a:b und left e verhilt fidh su b“, oder fitrzer ,a ju b“. Man nennt
dent Dividendusd a dad erfte Glied, den Divijor b dad yweite Glied und
Den Werth ¢ den Quotienten (Crponent) ded Berhiltniffes.

2. Der Quotient eined Verhiltnifies bleibt nacdy § 14, (39) unver-
dndert, wenn beide Glieder mit derfelben Jahl multiplicirt oder durd
Diefelbe Bahl Dividirt werden. Ale auf joldhe Weije aud einem und dem:
felben Verhaltnif entjtehenden neuen LVerhiltniffe find Demnad) einander
gléidh), und 3u jebem Verhiltnip giebt 8 unzihlig viele gleide BVerhiltniffe.

Anwendung ju Wegidaffung von Nennern in den Gliedern eines

; b b
Berhiltnifies. S S mn=an: bm,
m n m n

3. Die Verbindung weier gleidher Verhiltnifie durd) dad Gleidheitd-
aeiden, wie 3. B. a:b=c:d, feifgt eine Proportion (geometrifde
Proportion; BVerhiltnifgleidhung). Jn derfelben Beifen a, b, ¢, d der
Reibe nad) Dasd erfte, aweite, dritte, vierte Glied, a : b dad erfte, c: d
dad jiveite Verhiltni, a und ¢ die Borderglieder, b und d die Hin-
terglieder, a und d die Guferen, b und ¢ die inneren Glicder.

4. Lehriat: In jeder Proportion ift dad Product der
duferen Glieder gleid Dem Product Der inneven Glieder.

PBoraudjepung: ¢:b=c:d.

Behauptung: a-d=2>b-c.

DBeweid: Madyt man die Quotienten % und % durd) Criveiterung

a-d_b-ec
b-d b-d
und da hier die Diviforen einander gleid find, fo miiffen audy die Divi-
Denden einander gleid) fein, oder e3 ift a-d=1b - c. "

YBeifpiel: 2:3 =6 : 9; %—-—=——§ g=—;§; —g—-=g— g==;—.8(;
2:9=3-6=18, '

Bufat 1: Jeded dupere Glied einer Proportion ift gleidhy dem Prp-
ducte der inneven Glicder, dividirt durd) dad andeve dufere; jeded inmere
Glied ijt gleid) dem Producte der duferen, dividirt durd) dad anbdere innere.

nwendung diefed Sabed sur Beredinung eined Glieded einer Pro-
portion aud Den Ddrei dibrigen.

mit d, begiebl‘mgémeiie mit b, gleidnamig, o erhdlt man

15 - 7

Beifpiele: a) 5: 13 =T : 2, o = =21 b)11:33 = x:6,

¢) 18 i = b6:.75d) x 29 =10:'18,

Bmweijab- oder Regel de Tri-Rechnung. Jindrechnung.

Bufak 2: Sind in einer Proportion drei Glieder den gleidhitelligen
Gliedern einer anbderen Proportion gleidh), jo find aud) die vierten Glicder
einander gleid), oder: Jfa:db=c:axunda:b=c:y Pifxr=1y.

Crilfrung: Sind in einer Proportion die beiden duferen, ober
find die beiden inneren Glieder einanber gleidy, o heifit die Broportion
eine ftetige, und Da3 gleidhe Glied D3 geometrifde Mittel (die
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mittleve geometrijdhe Proportionale) 3wijden Den beiden ungleid;en. Bei-
fpiel: e:x=a:b;c:d=c¢c:c. .

Bujab 3: JIn einer ftetigen Proportion ift dad Quabdrat der mittleren
Proportionale gleid) dem Producte dev beiden anderen Glicder, oder aud
a:x=zx:bfolgta’=a-b

5. Umfehrung be3 Lebriaped in 4: Jft bas Product zweier
Bahlen gleid dem Product 3weier anderen Bahlen, fo ift jede
Proportion ridtig, in welder die Factoveneined diefer Pro-

Ducte die duperen und die Factoren Ded anderen dieinneren
Glieber {ind.

Beweid: Aus a-d=b-c¢ folgt durd) Divifion beider Seiten mit b-d,
"_d_ﬁ D i——i sb=-c:d
B Y a e

Unwendung Ddiefed Sabed ur Priifung der Ridtigleit einer gegebe-
nen Proportion.

Bujab: Aus jeder gegebenen Proportion laffen fid) fieben anbdere
ridtige Proportionen durd) Vertaufdung ihrer Glicder ableiten; dabet
miiffen die GuReven (inneren) Glieder entiveder beide dufere (innere)
bleiben, odev beide inmeve (Hufere) werden. — Aus

1) a: b= c:d folgt alfo: 5)b:a=—d:e
6

2)aic=0b:d )b:d=a:c
3)d:b=c:a Ne:a=d:b
4yd:i¢=Db:a e d—ia b

Anmerfung: Bei benannten Sablen beadte man, daf nur gleidybe-
nannte Zablen ein Berhilinif bilden Ennen, aljo 3 THIv. : 4 THir.= 6Meter: 8 Meter,
aber nidt 3 THI. : 6 Meter = 4 THir. : 8 Meter, wohl aber 3 Thir. : 6 Thlr. =
4 Meter : 8 Meter.

6. Lehriab: In jeder Proportion verhdlt jid) die Summe
(ober die Differens) Desd ervjten und jweiten Gliedes jum
erften ober 3weiten Gliede, wie die Summe (oder die — ent:
jpredhend wie vorber gebildete — Differens) ded Dritten und vier:
tén Glieded jum Ddritten oder vierten ®liede, d. H.

it a:b=c:d, o ijt
(e+b):a=(c+d):cud(e—b):a= (¢c — d):¢c, und
(a+bd):p=(c+d:dmd(a—>b):b=(c—d):d

: Wl T PR at+b c+ad

Beweis: Aus ;—Efolgtg—_l—_l—zilober—b——— 7

ober (a = b) : b= (¢ o= d) : d, uud aud - = Sfolgt1 - o =142,
per i =L e ek ) iam (k) e

Bufat: Daher folgt aud a: b =c:d aud:

(@a4+b):(c+d=a:c=0b:d,
(6—b):(c—d)=a:c=0b:d und aljo aud
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(a—|—b):gc+d)=(a—b):(c—d), oder
(a+b):(a—b)=(c+d):(c—a).

Wie lauten Ddicfe Sipe in Worten?

7. Werben mehr ald zwet BVerhiltniffe einander gleid) gefest, fo ent=
ftebt eine fortlaufende Proportion, 3. B. a: 4d=b: B=c:C=
d:D, u i w.

Diefelbe (dft fidh audy in der Form:

aibresd::, = AT BICED
fdhreiben, wobet da3 BVerhdltnif je weier Glieder Dder einen Seite gleidy
dem LVerhiltnify der an den entipredjenden Stellen bder anderen Seite
ftehenden Glieder ift. Der Beweid folgt ausd Nr. 5, Ruf.

Lehriat: JIn einer fortlaufenden Proportion verhalt
fid) jede3 aus allen ober einem Theil der BVorderglieder ge-
bildete Bolynom zu dem auf gleide Weife aus den entipre=
denden Hintergliedern gebildeten Polynom, wie irgend ein
Borderglied zu feinem Hinterglied, ober ijt

a:d=b:B=c;C0=d:D=..., it

(at+btctd4..): (44 B4+ C+DH...)=a:4=b:B,uiw.

Beweis: €3 fei ¢ der Duotient der jdmmtlidhen einander gleiden

5 b )

Berbiltnife, alfe % —gp=guniwfoita—=4-¢b="5q,
u {. w, alfo

atbtet+dt... A9+ By+CotDg...

A+B+CH+D+... A4+BH+CH+DHF...

% e i i et mg s i, 0 S N
L Y T = ¢, alfo aud g[etd)g-— i,u.f.m.
Anmerfung: Jndbefondere verhilt fidh alfo die (arithmetijde)

Summe der Borderglieder ur Summe Dder Hinterglieder, wie ein Vorder-
glied zu jeimem Hinterglied.
Anwendung  auf die fogenannte Gefellidiafts- ober Bertheilungs-
Redynmung.
Der vorjtehende Sab ift ein fpecieller Fall Ded allgemeineren: Bilbet
man eine algebraijide Summe aud Producten der Borderglieder einer fort-
laufenden Proportion mit je einer beliebigen ahl und bildet man fodann
burd) Multiplication der entjpredienden Hinterglieder mit denfelben ahlen
upb Berbindung der Producte mit einander auf gleide Weife, wie vorher,
eine gweite algebraiihe Summe, fo verbdlt fidh die erflere Summe jur
lefsteren, jwie ein Borderglied zu jeinem Hinterglied, oder ift
a:d=b:B=c:C=d:D,{o it
a-a_—-}:b-ﬁ:l—:c-y_-td-&_a b c d
d-a+B-8+C-y+D-0
Beweisd dbhnlid wie vorher.

N
&y
Q
S}
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8. Lehria: Multiplicirt oder dividirt man die gleidh-
ftelligen Glieder gweier — ober mehrerer — Proportionen
mit einander, {o bilden die Producte (oder Quotienten) in
Derjelben Reibenfolge wieder eine ridtige Proportion.

Jtfa:b=c:dumd4: B=C:D, o iftad:bB—=cC:dD

a b eod

Beweisd durd) § 14, GL. (42) und (43):
i a A c.C.ba:A__c:C
DB A bR AP

Gine aus 3wei oder mehreren Proportionen durd) Multiplication Dder
gleidyftelligen Glieder entjtandene Proportion BHeift aud den urfpriingliden
sufammengefest.

Bufat: Durd) Potengirung aller Glieder einer gegebenen Propor-
tion mit derfelben Bahl erhdlt man wieder eine ridhtige Proportion. Aus
a:b=c:dund a:b=-c:d folgt die zufammengefeste Proportion
a®: 2 =c?:d? u {. w.

Jft in einer Reihe von BVerhiltniffen immer dad zweite Glicd ded
einen Dem erften Gliede De3 folgenden Verhiltniffed gleidh, fo fagt man,
daf Diefe BVerbiltniffe eine Kette bHilden.

Lehriab: Bilden die erften Verhiltniffe von zwei oder
mehrerven-auf einander folgenden Proportionen eine Kette,
fo verhalt fich das erfte Glied irgend einer diefer Propor:-
tionen jum zweiten Gliede irgend einer anbderen, wie da3
Product der dritten Glieder diefer Heiden und aller 3wifden
ihnen ftehenden Proportionen 3u dem Product der vierten
Olieder diefer beidenm und aller zwijden ihnen ftehenden
Proportionen, oder ift

u. {. .

Ad:B=1{:y,
B:C =h:i
G D=1

’.

D:E=m:n, jo ift

A:C=f-h:g-i; d:D=f-h-k:g-i-l;
A:E=f-h-k-m:g-i-l-n; B:D="rh-k:i-l, u. {. w.
Beweisd durd) Multiplication der eingelnen Proportionen, 3. B.

durdy
A-B-C-D:B-C-D-E=f-h-k-m:g-i-1-n,
ober, da B, C, D ben Oliedern de3 erfien Berhiltnifies gemeinidaftliche
Factoren find,
A:E=f-h-k-m:g-i-1-n.

Man fagt, dad BVerhiltnif 4 : E fei aud den Verhdltniffen f: g, 2:14,
k:1, m:n zujommengefebt.

Anivendung auf die jogenannte jufammengefeste Negel de Tri (Regula
de quinque, de septem) und die Rettenredinung. '

Bujag 1: Jt4: B=f:g, B:C=f:g,oijtd:C=/2:g°,
und man fagt, 4 ftehe 3u B im quadratijden BVerbiltnif von £: g.
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Ghenfo erhilt mmaud 4: B=B:C=C:D={f:9, 4:D=f%:¢°
(cubifdyed Berhiltnif), u. . w.

Rujat 2: Bilden audy die jweiten Verhiltnifle der Proportionen
eine Rette, o verhdlt fidh dad erfie Glied jeder beliebigen diefer Propor-
tionen zu Dem aweiten Gliede jeder beliebigen anderen, wwie Ddad Dritte
®lied der erfteren zum vierten Gliede der lebteren, oder ift

A:B=m:n,
B:C=n:o,
C:D=0o0:p,

D:E=p:q uiw, jo i
A:C=m:0Ad:D=m:p A: E=m:q,B:D=n:p,u{w

9. Bertaujdht man in einem BVerhiltnif die beiden Glieder mit ein-
anbder, jo jagt man, Daffelbe fei umgetehrt. Die Nmbehrung von a: b
it b : a. ;

Bmwei Bablen a, b verbhalten fid) su einander umgefehrt ie et
andere ablen ¢, d, wenn ihr Verhlinig gleid) dem umgefehrien Ber-
haltnig der letsteven, alfo @ : b= d: ¢ ijt.

Lehrfa: Dad umgetehrte Verhdltnif zweier Jahlen ift
gleidh dem BVerhaltnip Der rveciprofen Werihe diejer Bahlen
(d. B. der durd) Divifion Der lehteren in 1 erBaltenen Rabhlen), oder

o el b
a.b= b B .
; < 1 1

Beweisd durd) den Lebriap in Nr. 4; a - S D el

Daher fann man audy jagen® Jwei Babhlen verhalten fid) su einander
umgefehrt wie siwei anbere, Beifit, dagd Verhiltniff der erfteren ift gleid

1
Dem Berhiltnif der reciprofen Werthe der lebteren; a : b = o :»%.
~ Anmerfung: Bwei GrdBen 4, B ftehen ju cinanber im umgefehrien Ber-
Halinig der Quabrate weier anderen GrdBen @, b, heibt alfo:
AiB= i = oo — Beifpicte.
Aniwendung auf die fogenannte umgefehre Regel de Tri,

Anhang 2: Sibe ausd der Bahlenlehre.
Heig § 27, 28.

1. Die Rafhlenlehre im engeven Sinne ijt die Lehre von den
Gigenfdaften Der ganzén ablen. Unter einer Zabl {dlecdhthin wird in
Derfelben ftet3 eine gamge Babhl verjtanden.

Jft eine 3abl @ dad Product einer Jahl b mit einer weiten gangen
Babl m, ijt alfo a =m - b, {o heift a ein Bielfaded oder Multi-
plum von b, und b wird ein Theiler (Divijor, Maf) von e genannt.
Man fagt audy, die Rahl @ fei theilbar durd) b, oder b gehe in a auf.
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St eine Bahl a Tein Bielfadyed einer anderen b, jondern muf einem
Bielfacdgen m - b der lebteren nod) eine gamge Sabl @ < b Bingugefiigt
mwerden, um a 3u erbalten, fo ift e durd) b nidht theilbar. Bei der
fbtmﬁon von @ durd) b bleibt dann Der dDurd) b untheilbare Reft .

Jede Babl ift durd) fidy felbjt und durd) 1 theilbar. Bahlen, welde,
auger durdy fidy felbjt und durdy die Einbeit, durd) feine Bahl theilbar find,
heigen abjolute Primzahlen, oder Brimgahlen {dlechthin. Jabhlen,
mwelde nidit Primgahlen find, Yeifen juiammengeieste Sabhlen.

Bahlen, welde durd) 2 theilbar find, Heifen gerade, alle anberen ungerabde
Bahlen.

Jft eine Bahl 2 ein Theiler wmebrerer Bablen «, b, ¢, . ., it alfo
e=m-h, b=n-h, g g kR i w., jo I;elgt h ein gemein:
id)arthd) et %f)etier, ober ein gemeinfdaftlicied Maf der Bahlen a, b,

Bafhlen, welde feinen gemeinfdaftliden Theiler (aufer Der 1)
I)aben, Deifen relative ‘Brtmgab[eu :

2. Qefhridse: 1) Jjt & ein Theiler 3ieier SaI;Ieu a, b, {oift &
audy ein Theiler ifrer Summe « + b und ihrer Differens a — &.

Denn ift a=m-hb=n-k foiftatbdb=(m-+n)-nr

llgemein: Jft % ein Theiler mehrever Ba{)Ien fo ift 2 aud) ein
Theiler ihrer (avithmetijdhen) Summe, fowie eined jeden ausd denfelben
gebildeten Polynoms.

2) Jjt 2 ein Theiler einer Bahl a, jo ift 2 aud) ein Theiler einesd
jeden Bielfadgen b = ma von a.

Denn it a=n - &, io ifitb=m-a=m- (nh)__(mn) h.

Allgemein: Hat man eine Reibe von Jablen, in welder 1ebe ein
Bielfadied der nddiftfolgenden ift, fo ift aud) jede frithere 3ahl ein BViel=
fadhed jeder fpdteren.

Rufa: Jft 2 ein Theiler von «, jo ift aud) jeder Divijor von %
ein foldjer von a.

Anmerfung: Dagegen ift ein Bielfades eined Theilers 2 von @ nidt noth-
wenbig andy ein Theiler von @, und ebenjo 2 nidit nothwendiy audy ein Theiler
eines Divifors von a.

3) Die Summe mehrerer Jahlen a, b, ¢, d, . . ift durd) eine ahl 2
theilbar, wenn die Summe der Refte, weldhe bei der Divifion der eingelnen
Summanben durd) 2 entftehen, durd) 2 t!;et[bar ft.

Denn it

a=m-h+ta b=n- h+ﬁ,0—p ht+y,d=gq-h+39,
fo ift a +b+c+d=(m+"+p+q)h+ + 8+ + 4.
3&a[{oa+ﬁ+7+dbutd;ht[;exlbat, foitaudy a +6+c+a
durdy & theilbar. (L 1.)

4) Die Differeny zweier Sahlen ijt durd) 2 theilbar, wenn Ddie
Differens der Refte, weldie bHei der Divifion jener Sablen durd) % ent:
fteben, gleidy Null ift.

enn ift
a=mh-+ e b=nh+ B, jo ijt a-—b—(m—n)k—f—a——ﬁ
« — B fann, da « und B fleiner ald 2 find, nidht durd) 2 theilbar fein,

.
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alfo muf @« — B =0 fein, damit @ — b durdy A theilbar fei, und um=
efehrt.

? I)5) Gin Product P=a - b-c - d. .. ift durd jeden feiner Factoren

theilbar. :

Denn e3 ift
P=a-(b-c-d..)=bb-(a-¢c-d.)=c-(a-b-d..),ufmw

Bufap 1: Cnthalt eine Iahl mehrere Factoven a, b, ¢ .., neben
einander, fo ift fie audy-durd) dad Product derfelben theilbar.

Bufas 2: Jft eine Bahl durd) ein Product « - b - ¢ . . . theilbar, fo
ift fie aud) durd) jeden Factor deffelben theilbar.

6) Gin Product P=a-b-c-d.. ift durd) eine Bahl % theilbar,
toennt dad Product der Refte, weldhe bet der Divifion der eingelnen Factoren
durd) A entjtehen, durdy 2 theilbar (oder gleidhy Null) ift.

Denn ift gl
a=m-h+ b=n-h+f,c=p-h+y, d=gq-h+9, uiw,
jo ift ;
a-b=mnh*+ mhp -+ nha+ af= (mnh+mp+ne)-h-4op,

sz o « -

8,
a-b-c=(zh+a-p) (ph—[-h7)=(zph +efp~+zy) A+ By
=2z

epy,
a-b-c-d= (Zh+ afy) (gh +0) = (z'gh + efyg+ 20) & + afyd
=2"h + «fyd, u. {. w.

Bujab: Jjt ciner der Rejte Null, fo folgt die Nidtigteit ded Saked
fdyon aud L. 5. — Jft weder eciner der Refte Null, nod) da3 Product der
Refte durd) ~ theilbar, fo ift aud) dad Product P nidt durd 2 theilbar.

3. Lehriat: Dividirt man die fleinere b von 3wei Rablen @, b in
die grbgere, fodann, wenn bei diefer Divifion ein Reft », bleibt, diefen
Reft in den Divifor b, Den etwa Hier bleibenden NReft 7, wieder in Den
vorhergehenden Divifor ~;, und fihrt o fort, bid3 die Divifion einmal
aufgebt, fo ift Der lehte Divijor 7, dad grifte gemeinjdaftliche Maf der
Rablen a, b.

Beweisd: Begeidmen ¢y, ¢, ¢5 ... der Reihe nady die eingelnen
Quotienten, ijt alfo

a =b -9+,

b =r g+ 1,
rp=ry-q5+ 3
. §. w.
Th—2 = Tn—14qn + Tn, L4
Tn—1 == Tn * Qni1,
fo tjt 7, ein Theiler von r,—x und folglidy aud) von dem Bielfadyen r2—1 - ¢n
Der lebteren 3ahl. ' Da jede Babl in fidh felbjt aufgeht, jo folgt weiter,
daf 7, aud) ein Theiler von 7, - ¢u 4 7, D. i. von 7,p iit. Sn
diefer Weife fortfahrend, findet man der Reibe nad), daf 7. ein Theiler
{dmmtlider Refte ift, und dlieglid)y, dag 7, aud) in b und a aufgeht.
€3 fei 0 irgend ein anbever Theiler von @ und b, fo geht & audy in
b- gy und mithin in @ — b - ¢, = r, auf. Folglid ift 0 audy ein Theiler
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vor 7y - ¢, und mithin aud) von b — 7 g, =r,.  Jn diefer Weije
fortfabrend, findet man, baf 0 ein Theiler fiir jeben der Diviforven ift
und [dlieRlidy aud) in 7, aujgeht. Dieraus folgt, daf J nidht griger al3
Ta, mithin 7, Dev grdfte gemeinfdajtlihe Theiler von a und b ijt.

Bujdge: 1) Jeder gemeinidyaftliche Theiler sweier ahlen ift ju-
gleid) ein Theiler De3 grifiten gemeinidhaftliden Divifors derfelben. —
2) Da jeder Reft Heiner als der vorbergehende Reft fein muf, jo bilden
Ty, Ty, 73 W |. . cine abnehmende Neibe, und e3 muf mithin, wenn die
Divifion nidt fdon vorher aufgeht, sulest der Reft 1 erfdeinen, deffen
Divifion ftet3 aufgeht. Das vorftehende Verfahren fithrt alfo immer ju
einem Biele. Jft der lehte Divifor 1, fo find a und b relative Primzahlen.
 Durd) das Borftehende ift die LWjung der Aufgabe gegeben, u
gwei ahlen den griften gemeinjdhaftlichen Theiler au judyen.

Um die gleidhe Aufgabe fiir drei ober mebrere Zahlen a, b, ¢, . .. 3u
Ifen, fude man yunddft den griften gemeinjdaftlidhen Theiler 2 3u irgend
weten (@, b) Derfelben, jebe diefen an die Stelle Her beiden Saglm und
fude wieder ju jwei Beliebigen der nun vorhandenen Reihe von Jahlen
Ak, ¢, ... ben griften gemeinfdaftliden Theiler. Man wiederhole diefes
Berfabhren, bid man gulept auf eine eingige Jap! gelangt; diefe lebtere ift
die gejudyte. .

Der Beweis griindet fid) davauf, daf jeder gemeinfdaitlidhe Theiler
gweier Bablen audy ein Divifor ihred griften gemeinidaftliden Theilerd
jein muf.

4, fehriabh: Sind e, b velative Primgahlen, und ift % eine belie-
bige dritte Babl, o ift jeder gemeinidaftlide Theiler von a - £ und &
audy ein gemeinjdyaftlicher Theiler von 4 und .

. Beweid: Wendet man dad in 3. angegebene Verfahren auf die
Bablen a, b an, fiiv welde hier », = 1 ijt, und multiplicict jede Der
dort gebildeten Gleidhungen mit &, fo erhdlt man
ak= bg k+ rk
bk = riq. k 4 ryk,
rk=ryqk 4 rik
u. f. w.
T il ="K,

Sjt nun 0 ein gemeinidaftlidher Theiler von ¢k und b, alfo aud ein
Theiler von b - ¢4k, fo ift 0 aud) ein Theiler von ak — b,k — 7 &,
alfo audy von 7 g,k und mithin aud) von bk — 7y g,k = ryk.  Fibrt
man o jort, jo ergiebt fidy julept, daf & ein Theiler von r.k = £ ift.
Wlfo geht 0 ined und % auf.

Bujdge: 1) Sind o und b relative Primgahlen, und ift £ ebenfall3
relative Pringahl 3u 5, jo it aud) da3 Product @ - & relative. Primzahl
su b. —' 2) Gind a und b relative RPrimzahlen, und ift ak durdy b theil-
bar, fo ift aud) £ durdy b theilbar. — 3) Algemein: Jft jede der Bahlen
@, b, cd,... relative Primgahl 3u einer anderen abhl «, jo ift aud ihr
Product relative Primgahl gu o, und 4) find «, §, 9, . . . mehrere Jahlen,
von Denen jede velotive Primzabl zu jeder der Bablen a, b, ¢, d, ... ift,
fo ift aud) dag Product e f- 5. .. . relative Primzah!l zu dem Product
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a b-c- d. ... — Hieraud folgt wieder al3 befonderer Fall: 5) Sind @
und @ relative Primzahlen, o ift aud) jede Potens (vergl. § 14) von «
relative Primzahl zu jeder Poteny von.a.

5. Qehriab: Jede Rahl, welde nidt felbjt eine Brimgahl ift, Lapt
fidy ftetd auf eine und nur auf eine Art ald Product einer endlidjen
NYnzahl von Primzahlen darftellen.

Beweisd: 1) €3 jei a feine Primzahl, habe alfo aufer @ und 1 nody
einen Theiler b, Jo ift b entweder felbjt eine Primgahl, oder Hat twieder
einen Theiler c. Diefer ScHluf IRt fidh in gleider Weife wiederholen,
und da Die Theiler b, ¢, . .. eine Reihe abnehmender Bahlen bilden, fo
muf man jdlieRlic) su einem Theiler gelangen, welder eine Primzabl ift.
(Denn wive der lehte Theiler feine Primzahl, jo fonnte er nod einmal
zerlegt werden.) €3 fei nun p diefe Primzah!l, o it p aud) ein Theiler
von @, alfo @ von der Form p - m. CEntweder ift nun m eine Primzahl,
und dann ift @ bereitd al3 ein Product von Primgahlen dargejtellt, oder
e [3ft fidh auf m Dafjelbe Verfahren, wie bet a anwenden, und man erhilt
eine gweite Primzahl p,, Jo dag m = pym,, alio e =p - p, - m; ijt.
Diefelbe Schlufreihe wiederholt fich nun, und da jede folgende der Bahlen .
m, my, . .. fleiner al3 die vorfergehende ift, fo muf man {dHlieglid) su
einem nidht wmehr in Factoven jerlegbaren Theiler gelangen. Dann ijt
o e=p -p Py pn e A

Da diefe Berlegung der Bahl « in Primfactoren miglideriveijfe mit
verjdyiedener Anordnung der eingelnen Divifionen audgefithrt werden fannm,
fo ift nody 2) nachzumweifen, daf jeded omderve Producet ¢ - ¢4 - 95 - -+ ¢,
weldhed man fiir @ erbalten fann, mit Dem erfteren iibereinftimmt. Da
NN &=p - py -+ Py - - pp durd) ¢ theilbar fein mug, jo folgt aus 4),
baf einer Der Factoren p, py, p, . . . dDurd) ¢ theilbar jein mug, 3. B. p,
und da p eine abjolute Primzahl ift, fo muf ¢ = p fein. Daher ift
g1 Qo Gu=1D1 " Py + - - Pn, und man fann auf diefelbe Weife wie
vorber jeigen, daB ¢; mit einem der Factoren py, p,, ... identi{d fein
muf.  JIndem man Ddiefe Schlufweije wiederholt, iergiebt fidy, daf jeder
Sactor, weldier in dem einen Producte ein: oder mehrere Male vorfommt,
ebenfo- oft in Dem andeven vorfommen muf, und dag Daber beide Producte
' — abgejehen von etwaiger Verfdyiedenheit in der Reihenfolge der Factoren

— genau mit etnander iibereinfiimmen miifjen.

Anmerfung 1: Hieraud erflirt fidh die BVenennung ,ufammengefeste Jahl”.
2. Bereinigt man alle Primfactoren einer Jabl @, welde in berfelben in mehrfadier
Anzabl vorfommen, in eine Potenz, o exhilt a bie Jorm p%. ¢f. 27 . | ., in welder
?, ¢, ¢, .. Primgahlen find.

6. Der grifte gemeinjdaitlidhe Theiler mehrever Zahlen «, b, ¢, ...
farm nun audy dadurd) gefunden werden, daf man jede diefer Bahlen in
ibre Primfactoren zerlegt. Dad Product aller Derjenigen diefer Factoren,
welde in f&'mmtlid)en Rablen @, b, ¢, . . . vorfommen, ift Der gefudyte
gemeinidaitlide Theiler. — RKommen Primfactoren in derfelben Jahl
met;erbo[t (auf einer Poten) vor, fo erhilt der gefudte Theiler die
fleinfte Angabl Derjelben, mwelde vorfommt. s
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Seder andere gemeinjdaftlidhe Theiler mehrerer Baflen 4, b, ¢, . . .
wird aud dem groften gemeinidhajtlidhen Theiler m Dderfelben gefunben,
\wenn man diefen in feine Primfactoren zerlegt und alle miglidhen Pro-
ducte aud zwei, drei, oder mehreren Derfelben bildet.

Das fleinfte gemeinjdaftlide BVielfadje mehrerer Jablen (General=
nenner, Hauptnenner in der Brudjredynung) wird gefunden, wenn man diefe Jahlen
in ihre Brimfactoren gerlegt und aus leteven ein Product bilbet, weldhes jeben vom
ibnen fo oft enthilt, als die Babl, in welder er am Haufigiten porfommt. Be-
weife leidt.

Anhang 3: Bahlenfyfteme.

1. Bur befferen Ucberfidht Dev unendlidjen Reibe von Jabhlen orDnet
man Diefelben in Gruppen, Demen eine befiimmte ahl, in Der Regel die
Bahl ,3ehn”, ald Grundzahl oder Bafiz ju Grunde liegt.

Man begeichnet ndmlidy nur die neun erften 3ahlen durd) befjondere
Bahleidhen (Biffern): 1, 2, 3,. .. 9 und betradtet die Rehn al3 eine
neue Ginfeit hoherer Ordnung, welde wieder durd) 1 begeidmet, dodh gum
Unterjdhied von der urjpriinglichen Cinfeit um eine Stelle weiter - nady
finf3, al3 diefe, geidhrichen wird, wobei man Ddie leere Stelle ved)ts durdy
eine O auafitllt. 3ehn foldye Cinheiten (Hunbert) bilden wieder eine Gin.
Beit einer hoheren Ordbnung umd werden al3 foldhe durd) 1 in Der Dritten
Stelle nad) linfs, oder durdy 100 begeidhnet. Jn derfelben Weife {dreitet
man teiter zu den Ginbeiten Der folgenden Ordmungen, indem jede der:
felben gleidy zehn Ginfeiten der nddit niedeven Ordnung geredynet wird.

Bei dem dHTen wird nun, wenn die Anzahl der urfpriinglichen
Ginbeiten neun iiberfteigt, fitr jede zehn foldhe Cinbeiten eine Einbeit der
nidijten Ordnung gefest; 3. B.2 3 = 20 -+ 3 = 2 Ginbeiten der erften
pdheren Ordnung und 3 Ginbeiten der urjpriingliden rt. Falld Hierbet
die Anzahl der Cinbeiten diefer Hbheren Ordnung wieder neun iiberjteigt,
fo wird fiir jede zehm foldjer Ginbeiten wieder eine Cinfeit der swweiten
piheren Ordmung gefdyrieben, 3. B. 758 = 700 ~+ 50 + 8.

Sn diefer Weife fann man beliebig weit fortjdreiten und jede Rahl
aud der unendlidhen Reibe derfelben mit alleiniger Hiilfe der neun Biffern
und der Null auddriicen.

2. Gtatt der ahl zehn fann jede belicbige andeve Angahl 1 - a=a
von urfpriinglichen Cinbeiten al3 eine Cinheit der erjten Hiheren Ordnung
angenommen werden, und e3 find in Ddiefem Falle die Potenzen von a:
1-a=na! a-a =a? a-a®= a3 uij. w. die Cinheiten der hdheren
Ordmumg. Die urfpriinglidhe Cinbeit wird folgevedit ald Ddiejenige der
nullten Ordbnung (a®) betraditet. Jede derartige Anordnung der Bablen:
reibe wird ein Bafhleniyjtem genamnt; je nady Dder Grundzahl beift
Daffelbe ein zweitheiliges, dreitheiliged, — zehmtheiliges, u. |. w. (dyadiz
jdhes, triadijdhes, — Decabifdhe3, u. i. m.).

Anmerfungen: In jebem Syftem werben bie Hoheren Ginbeitert, alfo-bdie
Potengen ber Grundzall, durd) 10, 100, 1000 u. j. w. bezeidymet, und bdicfe Bablen
pabén alfo in verfdicdenen Syjtemen veridhicdene Werthe.
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So find 3. B. 10, 100, 1000, 10000
fiiv ba8 dyabdbifdye Syftem bden Bahlen 2, 4, 8, 16 :
fitr bag triabifdye Syftem bden Bablen 3, 9, 27, 81 bes becabijdhen
fitv bas elftheilige Softem den Rablen 11, 121, 1331, 14641
gleidh.

Fiir alle Syfteme, deren Grunbdzall fleiner al8 die bce decabijdhen ift, geniigen
oie Biffern des lehteren ur Bezeidhnung fimmitlider Babhlen; fiir Syfteme, bderem
Grunbdzahl grofer ift, mitffen neue Bifferseichen eingefiihrt werben, 3. B. bei dem
sblftheiligen Syftem Beidhen fiir X und X7 (etwa @ und ).

Sede Syftemzabl ift ein nad) abnehmenbden Potengen der Grunbzahl geordrnetes
Polynom von Vielfacdhen diefer Potenzen und nur in vereinfadhter Form gefdyrieben,
inbem biefe Potengen weggelaffen und mur durd) die Stellung der Riffern ange-

' beutet find. So bebeutet 3. B. bie Jahl 2384
im becabifhen Syftem: 2- 1084 3-102+ 8- 10 44,
im neuntheiligen: 2. 994+3- 924+8- 944,
im gwdlftheiligen: 2. XII3 4 3 - XII2 4 8 - XII 4 4.

3. Die Aufgaben: 1) eine Ddecadifhe ahl in eine jolde aus
einem andeven Spfteme, 2) eine Rahl ausd cinem andeven Shfteme in eine
decadijde und 3) allgemein eine Rahl aud einem beliebigen in eine joldje

aqud einem andeven beliebigen Spiteme zu verwandeln, laffen fidh letdht

durd) Wnwendung der fitr dad Redmen mit Polynomen geltenden Regeln
[8fen, und fann dad dazu eingujdlagende Verf abren von dem Anfinger
felbftindig gefunbden werden.

Beijpiele: 1) Die decadifdhe Iahl 9837 zu verwanbdeln
a) in eine foldje des adjttheiligen Syftems:
9837 — 8- 1220 + 5; 1229 —8 - 153 4 5; 153 =8 - 19 4 1;
19 =282 4 3, alfo erbilt man 23155,
b) in eine ded Ddreitheiligen Syftems:
9837 = 3 - 3279 4 0; 3279 — 3 - 1093 4 0; 1093 =3 - 364 + 1;
364=3-121+41; 121 =3-4041;40=3-1341; 13=3-44-1;
4=3-1-41, aljo 111111100,
¢) in eine bed 3wblftheiligen Syjtems:
9837 —12-81949; 819 —12- 68 -+ 3; 68 =12 -5 + 8, alfo 5839.

2) Die Sahl 5839 bed wilftheiligen Syftems in eine decadijhe u verwandeln:
5:(12)4-8- (12043 (12)+ 9= {(5- 12+8) - (12) + 3} - (12) +-9—
{68-(12)+3} - (12) + 9 =819 - (12) + 9 = 9837.

@benjo die 3abl 23155 Hed adyttheiligen Syftems:
2.8-43=19;19-8-F 1 =—153; 153 -8+ 5=1229; 1229 - 8 - 5=9837,

Gbenjo die abl 3213002 be3 vieribeiligen Syftems:

3:442—=14; 14-4}1=57; 57-4 -} 3=231;231 - 4 } 0 — 924;
924 - 4 - 0 = 3696; 3696 - 4 -} 2 = 14786.

3) Die Bahl 1206530 bes ﬁebmtbethgen Syjftems in eine ]old’n bed wblftheiligen

3u vermandeln.

PMan verwanbele biefelbe junidyift in eine decadifdye (153587) und jodann diefe

in eine bed gvodlftheiligen Syftems (74X 6 XI).

Reidt, Clemente dev Mathematit. I. 3

-
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4. Die Regeln fiir dag Redynen mit fyftematijden Bahlen laffen
fidy ebenfalld leicht aud den fiir Polynome geltenden ableiten.

Alle Bablen, welde in einer Rednung verbunden werden jollen,
miiffen Demfelben Spjtem angehiren.

Beifpiele: Bu berednen: a) 124 4 3005 -} 4310, Grundzahl 6; b) 9327—
6831, Grunbdzahl XII; c) 5327 - 246, Grundzahl 8; d) 573825 : 384X, Grund-
3abl XI.

Ausdredhnung: :
a) 124 b) 9327 ¢) 5327 d) 573825 : 384 X — 156
3005 6831 246 384 X
4310 26X16 10412 19992
11443 25534 17926
12656 20675
1603552 20675

Anmerfung 1: Dad Redymen mit fyftematijdhen Bablen beruht hiernad) im
Befentlihen auf dem mit einziffevigen Bahlen, dem ,Gind und Gind, Gins von
Ging, Gin mal Gind und Gind in Gins”, H. . die RNejultate aller wijdhen 3wei
ein= (big zweiz) jifferigen Bablen mbgliden Additionen, Subtvactionen, Multipli-
cationen und Divifionen bilden jomit die Grundlage feiner practijdhen Ausfiihrung.
Diefelbent find natiirlidy fiiv jeded Syftem verjdyieden; jo lautet 3. B. dasd Gin mal
Ging bed jedystheiligen Syjtems:

1: 90— 12 2="4 [ 8.3 -_13 }id "4 == L B 6= 41
1- 2='2(2- 3=10[3- 4=20|4- 5=52| 5-10= 50
108 8 109. 4=12 |'3: 5=23 | 4. 0=40|10-‘1'0"_100
1-4="412.- 56=1413-10=230 | ‘
1. 5= 5\2~1o=20, | &
1-10=10 | , |

2. Die grofen BVorziige, weldhe bas ERed)nm mit fyitematijden Sahlen vor dem
Gebraude 3. B. der rémifdhen ober griedhifdhen Bahlzeidhen hat, und welde fidy auf
bie Begeidynung bed Nanged der Sabhlen durd) ihre Stellung griimden, find ermdg-
ficdgt duvd) ben Gebraudy der Null jum Ausfiillen leerer Stellen. Die fiir das
practijdhe Nedynen u gebraudende Grundzahl fann gang willfiiclidy beftimmt werden,
doch empfeblen fich rebder jehr fleine Sahlen, wie 2, 3 (weil bei ihnen die grdBeren
Baflen in ju ausgedehnter und deBhalb wenig bequemer umd iiberfidhtlicher Form
erfcheinen), nodh febr grofe (weil bei biefen bdie Anzahl ber eimgelnen Bablzeiden
ebenfall8 fehr grof wirth). Bequem find aud) joldhe Sabhlen, weldhe miglidyft viele
Theiler ulafjen (wie 3. B. bie Babl 12), weil fich fiir diefelben eime grifere Anzahl
von Bablen niederen Ranged ald einfadie Bruditheile von jolden Hiheren Ranges
ausbriiden lift. So find 3 B. im jwilitheiligen Syjtem bdie Bablen 2, 3, 4,6, 8
einfadhe Bruditheile der Hhiheren Ginmbeit 10 (4, £ &, & 2).

Die Prarid Hat fidy indeR feit den alteften Beitem fiir das becabijhe Syijtem
entjhieden, Dody finben fidh bdaneben — fiiv benannie GrbBen — audy andere
Syiteme im Gebraud), jo 3. B. dbas frithere Duodbecimalfyfem ber Lingenmaafe. Man
Benubst Jelbft verjhicdene Syfteme bei einer und berfelben Art von Grdgen; fo ift
3. B. bei bem Meffen von Winfeln bdie fleinfie Ginbeit die Secunbde, bdie nidyit
bobere, ober die Minute gleid) 60 Secunden, der Grad gleidy 60 Minuten, dagegen
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ber rechte Wintel gleich 90 Grad. Achnliches gilt fiiv die Beitmaafe, die bigherige
Gintheilung des Geldes 1. bgl.

Die gebfere Bequemlicheit, weldje eine durdh miglichit viele fleinere Zablen
theilbare Grundzahl bietet, ift in joldhen Fallen einer der Gritnbde, welde Jich gegen
bie im Uebrigen fo wedmdfige Ginfiibrung eines und bdeffelben Syftemsd fiir alle
Rechnungen geltend madhen laffern.

5. Jn gleidher Weife, wie man von der urfpriingliden Cinheit zu
Ginbeiten hdherer Ordnung auffteigt, fann man aud) vom Dexielben 3u
Ginfheiten niedever Ordnung herabiteigen, indem man die urfpring:
lide Ginbeit in gleidhe Theile theilt, und zwar bei der Grundzahl « in

aTheile, {o daf der Brud) % al3 die Cinbeit dev — 1¥" Ordpmung (a1),
; ; ‘
der ate Theil diefer lebteren, aljo por al3 Ginbeit der — 2! Orbnung

2 el S
(=%, u. i. §., alfgemein et a3 Cinfeit der — 2" Ordnmung

angenommen wird. Man pflegt audy in diefem Falle den Rang einer Zahl
durdy ihre Stellung angugeben, indem man jede Wnzahl von Cinbeiten
cine3 niederen Ranged um eine Stelle weiter nad) redt3d {dreibt al3 die
Ginbeiten Ded vorhergehenden Ranges. Hierbei entjteht die Nothivendigkeit,
die Stelle, welde die Einheiten ded uripriingliden Ranged einnehmen, zu
begeidynen, und Ddied gefdjieht duvd) ein unmittelbar nady diefen lehteven
gefetes Romma. So bedeutet aljo 156,34001 die Bah!
T ; £ = o
ot bhad 6 bt f o

Anmerfung: Zabhlen niederen Ranges find aljo ddhte Briiche, weldhe zu
RNennern Potenzen der Grundzalhl Haben.

Fiir das Decabijhe Shitem fithren Ddiefelben Den Namen Decimal:
britde. Die Regeln fitv dag Rechnen mit foldjen Briiden, die BVerwands
lung gemeiner Briide in Decimalbriidhe, u. f. w., ergeben fidh aud dem
Bigherigen und fonmen Hier ald befannt vovaudgefest werden.

Heis § 29, 30. BVardey XI, 204,

6. Theilbarfeit Devr decadiidien Rahlen.

Heig § 28.

Gine in irgend ecinem Bahlenfhjtem ausgedrviidte 3abhl z ift durd)
eine 3abhl £ theilbar, wenn Die Summe der Producte ausd ihren eingelnen
Aiffern in diejenigen RNefte, welde durd) Divifion ihver Cinbeiten mit &
entjtehen, durd) & theilbar ift. — Denn find a, b, ¢,...d, e, f die auf:
eingnder folgenden Riffern von z und die Ginbeiten Derfelben besiiglich
Ar, An—1 gn—2 4% 4, A, foift z=ada* + b - A1}
c-d*24 ... 4 dA8? L ed+ f QJtnn L2=p-k+ e
A —tm g kB, A=k p ..., =kt
A=1t-T+¢, o ift

z=apk + bgk +crk+ ...+ dsk + etk
a4 68 +ey +...4+dd H4ectf,
3*
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alfo z durd) £ theilbar, wenn ae 08 ey ... 4 ddf-ec | f
durd) % theilbar ift.
Wendet man Ddiefen Saby auf dad decadijde Sphjtem an, fo findet
man leidt:
Gine Rahl z ijt theilbar durdy:
1) k= 2, wenn ihre lehte Riffer £ durdy 2 theilbar ijt,
2) k=3, wenn die Summe a +b+4c+4 ..+ d-+ e f threr
Biffern durdy 3 theilbar ift,
8) k=4, wenn dic aud Den beiden Yesten Riffern e, £ gebildete Bahl
2e -+ £ e3 ift (ober audy, wenn 10e - £ 3 ijt),
4) k = 5, yenn dic [epte Riffer £ e3 ift, alfo-fiir f=0 oder f =5,
5) k=26, wenn 4 (a +b-+c+ ..+ ¢e)+ f e ift,
6) k=17, wenn ....5a 4 4b 4 6¢c + 2d | 3e [ e3 ift, |
7) k=8, wenn 4d + 2¢ + f (oder audy 100d - 10e - 1) e3 ijt,
8) k=9, wenn die Querfumme der Bifferna 4 b f+c-4 .. 4 fe3 ift,
9) k= 10, wenn die letste Riffer £ = 0 ift.
10) Durdy &£ = 11 ift z theilbar, wenn die Summe der an Dder erften,
dritten, fiinften, iiberhaupt bder an ungeraden Stellen {tehenden
. Biffern gleich der Summe der an geraden Stellen ftehenden ijt, oder
wenn f —e—+d—ec -+ b— awx. =0 ijt.

IL. Abjdmitt: Potengen, Wurgeln und Logarithmen.
I Gapitel.

Poteniiz et

§ 18. Grilarung.
Multiplication und Divifion mit Potengen.

Gin Product @ - a-a ..., deffen Factoren einander gleid {find,
Beifit eine Potenz. Der Factor « Heift thre Bajis, die Wnzahl b der
Factoren ihr Exponent. Man {dyreibt die Poten @ - a - a . . . (bmal)
titrzer o und lieft ,,a jur b**" Potenz”, oder ,a Hody b”.

Heis § 5. Barbey XI, 1—20. — Bergl. § 14, Anmerk. 2.

Anmerfung 1: ab ift nidht gleidh 5=, wie jedes Beifpiel (mit Ausnalme
pon 2! = 42) zeigt.

Fitr die Redhnung mit Potenzen erhdlt man die Formeln:

(54) am . q" — am-}-n'

9. b. ftatt 3wei Potengen mit gleiden Bafen ju multipliciren,
fann man die gemeinfdaftlide Bajid mit der Summe Dder
Grponenten potenziren.

Beweid: ¢ - ¢" = (a-a-a.. (nmal))- (a-a....(nmal))
—=gqg-a-a-a-a-....(m-amal) - (§ 14, (31), (32).) =am+n.

Heis § 34 Barbey XTI, 21—103. !
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(55) . a”:a" = a" ",
Wie lautet diefe Formel in Worten 2
Heis § 35, Barbey XI, 104—167.

m . -
Bemeis: Z: = :_ Z : a ((:1;“1:8 Dividirt man Hier nad
§ 14, (34) und § 12, (21) mit Den eingelnen Factoren Ded Nenmers,
fo Beben fid) Diefe Factoren Ded leiteren gegen eine gleihe Anzahl von
Factoren des Rihlers auf, 3 bleiben alfo m — n Factoren in diefem, oder
die Poteny e™—* iibrig. :

Anmerfung 2: Diefer Beweis febt fiilljhweigend voraus, dag m > n jii.
Fiir m = = exhilt man auf gleidhe Weife den Werth 1, fiir m < » den Werth aﬁ—l_;,.

(56) a™ - " = (a- b,

D. b. ftatt 3wei Potenzen mit gleidhen Crponenten ju multi-
pliciven, Bann man da8 Product ihrer Bajen mit dem gemein:
fdajtliden Crponenten potengiren.

Beweid: a” - " =(a-a-a... (mmal)) - (6 - b - b ...
(mmal)) = (ab) - (abd) - (ab). .. (mmal), nady § 14, (31), (32),
oder = (ab)™.

$eis § 36, 3—12. Bardey XI, 172174,

(57) a™: b = (a: b)"

Wie lautet diefe Regel in Worten?

Beweid dhnlidy wie vorher.

Heid § 37, 5—13.  Bardey XI, 168—171.

Anmerfung 3: Fiiv bie Abbdition und Subtvaction von Potengen, wie fiir
bie Multiplication und Divifion folder, welde verfdhiedene Bajernt und Gryponenten
* baben, giebt e8 feine fo einfachen Regeln. Man merfe, baf o + bn nidht gleidy
(@ )" ift, wie jebes Beifpiel geigt.

§ 19. Potenzen mit jujommengejesten Grponenten.
(58) a”tn — a™ . q*,
,Wie wird eine Rahl mit einer Summe potengirt?
Beweis folgt aud (54).
(59) amn—"n — gm : an'
Wie wird eine Zahl mit einer Differens potensirt?
Beweis folgt ausd (55).
(60) an’n — (a"’)" A (a")’".
Wie wird eine Jahl mit einem Product potengirt?
Beweisd: Ordnet man die maFactoren in «”” in mReiben, deren
jede mFactoven enthilt, 3. B. nady folgendem Sdema:
a-a-a...(nmal)
*q - e
- (l .
- a .

Q

R ] R
| 8 8

mmal,
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jo bilden die Factoren jeder Hovizontalreihe fitv fidhy die Poteny a”, und
da m folder Reiben ju multipliciren find, jo erhdlt man (a”)”. Da
ferner die m Factoren jeder Der n neben einander ftehenden Berticalreihen
die Poteny a™ bilden, fo erhdlt man ebenjo (a™)™.

Heis § 38, 14—16. :

§ 20. Potenzen mit jujommengejester Bafis.
(61) (a-b)* =a» . b,
BWie wird ein Product potenzirt? Beweis folgt aus (56).
$eis § 36, 13—16. Bardey XI, 175—176.
@\ =ik
(62) (b) b
BWie wird ein Quotient potenzivt? Beweis folgt aus (57).
Heis § 37, 14—18. Barbey XI, 177—186.
(63) (@?) = (a")2 = a™r.
Wie wird eine Poteny potengivt? Beweisd folgt aus (60).
Heis 38, 2—13. Barbey XI, 187—199. <
Anmerfung: Die Potengitung einer Summe oder einer Diffeveny fitbrt nidht
auf fo cinfacdbe RNefultate und ift daber vorliufig nur durd Ausfithrung bder
Multiplication ju bewirfar. BVergleihe § 13, GL (29). Ginftweilen merfe man
(§ 13, GL. 30): :
(a4 )= a® + 2ab + 82; (a + b) = a® + 3a2b + 3ab® + b%;
(@ — b= a® — 2ab + b?; (a — b)® = a® — 3a2b -+ 3ab? — I3,
Aus biefen Fovmeln gebt aud) hervor, dbaf (2 =+ b)" nidyt gleid) a» + " ift-
Grweiterung der Formeln (54) — (63) auf jujammengefelitere Ausdriice.

§ 21. Potengen mit Rull, Gins und algebraijen Jahlen.
Die Formel (59) gebt fiir m = n iiber in ;
(64)

a’=1,
und ift m < n, alfo m — 7 negativ, fo fann man Ddafiir jdhreiben:
0
R T 27’ ober nady (64)
(65) Yy R b ] alb- &

Obgleidy nun nady der oben gegebenen Definition der Poteny die
Ausdriide o’ und « —°? feinen Sinn haben, weil von einem Product mit
O Factoren, ober mit einer negativen Anzahl von Factoren feine Rede fein
fann, fo ftebt dod) nidhtd im Wege, nunmebr jene Definition Der Art zu
erpeitern, dafp die vorgenanmten Ausdriide den durd) die Formeln (64)
und (65) ihnen beigelegten Sinn erbalten. Wir Haben zu Ddiefem Jwede
nur ndthig, die Potens a” — " al3 den Werth von oL (ma)

8 3 ; ; a-a ... (nmil)
gu Definiven, wodurd) die frithere Definition der Poteny fiiv gange pofiz
tive Grponenten nidjt verdndert wird; vielmehr ift diefe in jener al3 befon-
derer Fall enthalten. Audy die im Borigen fiir pofitive Erponenten ab-
geleiteten Gefelse bebalten fiiv Den eriweiterten Begriff ihre Giiltigteit.
©o ift 3. B. audh (ab) "= a—" - b~—", denn ¢3 ijt




so1 2] - goslemmic. ' 39

i
(eb)* o -b* o S 3
Die Ausfithrung diefes Beweid-Berfahrens fiir alle itbrigen Fdlle bedarf
feiner weiteven Unleitung und fann al3 Uebungdaufgabe diemen.

Qjt endlid) der Erponent gleidh 1, jo erhdlt man aud Ddiefer felbigen
Definition, wenn man m = 2 4 1 annimmt,

(66) o =—a,

St umgetehrt die Bafiz Null, ober eine negative Jahl, oder Cing,
o erhdlt man leidht die Fegeln:

(67) 0°— 0 faber 0%— 02 %= g;=(0)—, 0. 5. 0° fann jebe
beliebige Rahl bedeuten;

(68) (—a)!=+H4a? (—a)i=—0d* (—a)t=+d",
. {. w., allgemein ;
(_ a)?n i + a?n, (_ a)‘Z'n + ; [ s gl a?u + 1'
0. 0. eine negative 3ahl wird potengirt, indem man ihr Glied
mif demjelben Erponenten potenzirt und der Poteni dad
Borzeiden - oder — giebt, je naddem der Crponent cine

gevabe (0. i. durd) 2 theilbare), oder eine ungerade Zahl ift.
Gndlid) ift 12 = 1.

Anmerfung: Jeber Zahl @ fann man 1 al8 Grponent jufelen.
Heis § 39. Barbey XIIL.

IV. Gapitel.
Radicixen

§ 22. Grilarungen.
Gine ng[ a mit' einer qnberett Bahl b radiciven (aud a die bt
- Buvzel ausdgiehen), heifgt zu einer Poteny a und ihvem Crponenten b die
Bafis ¢ juden. Man fdreibt ;/a =c, nennt aden Radicanden, b den
Grponenten (Wurselerponent, im Gegenfat zu Potengerponent), 'i/,,_
die b* Wurgel aud @, und ¢ den Werth der Wurzel.
A L SN e :
Anmerfung: Jijt Va =c¢, jo ift ¢” = a. Das Rabiciren ift aljo eine dem
Potengiren entgegengefeste Opevation. it fiir die unbefannte Grife x bie Sleidung
x" = a gegeben, fo ift ufolge der Grilirung ber Burel o = ’i/I Aehnlidh folgt
aus ;/;= D=
Die gweite Wurgel wird audy Quadvatwurzel, bie dritte Cubifwurzel
genannt.  Bei Quabdratwurzeln pflegt man bden Grponenten wegyulaffen, 3. B.

Ve fatt 12/7
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Die Grﬂ&nmg e Begriffs einer Wurzel ift audgejprochen in Der

Forvmel: 2

(69) (;/a)" =a, .
oder in Worten: Die b Wurzel aus « ift diejenige Iahl, deren b** Poten
gleid) a ift.

Aus diefer ErElirung folgt

(70) ]/a" = a,
D. 9. radicivt man eine Poteny mit ibrem Erponenten, jo
erhalt man die Bajis.

Heis § 41, Barbey XIIT, 1.

§ 23. Sabe iber das Reduen mit Wurzeln.

(71) Ya - b="Ya- b

MWie wird ein Product radicirt?

Beweis: Demn (Fa - /5 ) if nad (61) glecy (Va)» - (3 ),
oder nad (69) gleid) « - &. (Was bedeutet — zufolge der Definition der
Burgel — Ya . 5?)

Anmerfung 1: anmenbung biefer Formel auf practifdes ﬂ'ﬁurae{ausg‘el)m
aud groperen Bahlen durd) Berlegung bderfelben in Factoren, 3. B. V6084 =
V2 2. 3.3 .13 13 =V4-9-169 =2 - 3 - 13="18. Herausfeten quabra-
tifer Factoren yon Rabicanden vor bdas Wurgelzeidhen, 3. B. Va- e =2V 0.

(72) Va: b= "i/u—: %

Wie wird ein Duotient radicirt?

Beweid: Durd) Potengiven der rvedhten Seite der Gleidhung mit m
nad) (62).

Anmerfung 2: Fiiv dbad Rabdiciren von Summen oder Differenzen giebt ¢
fetne cinfadien Formeln, Man merfe, daf 7;/ a &+ b nidt gleid) ",'/—E + 7/7 ijt.

Umgetehrt ijt

(73) ; Va-Vo=pa-b,

(14) Va:Yo=yaib

Wie werden Wurzeln mit gleiden Erponenten multiplicivt, iwic
Dividirt?

Beweife wie vorher.

Anmerfung 3: Anwendung ber Formel (73) um Factorem vor einem
FWurgelzeichen unter diefes ju bringen, 3. B. a Vb = Va*b. — Grweiterung ber For-
meln (71) — (74) auf gufammengefestere Ausdriide. — Entfernung von Wurgel=
aeidhert aud den Nenmern von Quotienten durd) Griveiterung der lebteren, 3. B.

| L AR 45 I S e v Uil 5 BN
Vo Vo-Vo & b Ve T @4 Ve 0 —Vo)
a-(b—Ve)_a-(b—Ve a a(Vo—Ve)

Iy 773 B—c YT b+ Ve Ws—Ve
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ot A L R G e LR b o KR L1
Ve—Ve = b—c Vi VexVaT (Vo Ve —a
e Vo+Ve—Vi) a(Vo+Ve—Va) (b +c—d—2Vhe)

b+c—ad+2Vbe &+ ¢ = aF — 4be , u.bgl. m.

b n
(75) Ve =G o — " =1e
Wie wird aus einer Poteny eine Wurgel audgezogen?
Wie wird umgefehrt eine Wurzel potenirt?

Beweid: Jab ift die Bahl, deven mt Potens gleidhy a® ift. ©3 ift
b b
gy B [(7a)]" = [(Va)") =0, und (am)" —am ™ =av,

— . : g TR
Bei a™ ijt vorldufiy vovaudgejest, Dag m ein Factor von b, oder , cine
m

gange 3abhl jei. Cbhenjo ijt in Ii/ a, ™ a3 gange Babl vovausdzufesen (3.B.

m m

lf/;‘=;/a)j und man Hhat dann (%)"‘ = Y am e gm i Y a’, wie
porber : -

(76) %hb:’n.m 1% m:’p/ab—:;;
D. h. man Darf bei einer Wurgel ausd einer Poteny die beiden
Grponenten mit derfelben Bahl multipliciren oder durd
diefelbe Rafhl Dividiren.

mp

Beweis: Denn (Pa®2)" ="V a% =}/a® — V(@ = o, und
m

m m > s STk
umgetefrt (Yad)r = Y=Yt =a*:2.
. ‘m:p '

Anmerfung: Bei Vb *p it (vorliufig) iwieder vovausgefest, baf p en
Factor von m und b fei.

() A i
Va Va a.

Wie wird eine Wurzel radicirt?

LWie wird eine 3abhl mit einem Producte rvadicirt?

Beweife: Durd) Potengiven mit m, oder mit mn nady (75).
Heid § 42—46. Bardey XIIL

§ 24. Potengen und Wurgeln mit gebrodenen Grponenten.
3

Die Formel '1"/a" = a™ fiihrt umgefehrt su der Regel:

Cine Bahl wird mit einem Quotienten potenzirt, indem
man jie (in beliebiger Reihenfolge) mit jeinem Dividenden poten-
jirt und mit feinem Divijor radicirt.

Diefe, gunddyjt nur fiir den Fall, daf m ein Factor von b, d. ¥, daf
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——:T eine gange Babl ift, giiltige Negel Gft fid nun aud) auf die Fille

auddehnen, daf —% = 1 oder eine gebrochene Bahl ift, indem wir Die
frithere Grildrung der Poteny fiir gange (pofitive und negative) Crpo-

nenten nur dahin erweitern, Daff unter @™ in allen Fillen die mt* W=
el aud @’ verftanden werden foll.
Wir feken alfo allgemein:

(78) o =}/a’,
und indbejondere
1,— -
(79) a1 —a=Va,

1

O ble A s e

|
RS

Ghenfo ereitern wir den BVegriff der Wurgel fitr gebrodyene @rpo,
nenten, indem tvir

(CY) —

a4 = 5 i am
feben. ;/ a

m:p m
Anmerfung: Daber ift nun aud), ganz aligemein Vad :» = Vab . Diefiir
Potengen und Wurgeln mit ganzen Crponenten aufgeftellten Sibe gelten unver-
anbert audy fiir joldje mit gebrochenen Grponenten, da bdiefelben fidhy aus dem erwei-
terten Begriffert der SBotcng und Wurgel ebenfallé ableiten Iaﬁm

c

M-c
Gs ift 3. B. a"‘ cam=a™; benn V—_ V——l’a"'H w . w.
Deid § 47. Bardey XVI. 3

§ 25, Wurzeln aus Rull und algebraijhen Jahlen.
Borzeiden der Wurgeln; imaginire Jahlen,
LWird Dder (Sxponent einer Wurzel gleidh Null, {o Hat man ;/7
Va—ab—b— a° —am-—oo 1 oder O, je naddema > 1, =1

oder < 1 ift; wird Die ‘S)Baﬁg gleihy Null, jo Hat man 1/-—— 0, denn
0™ = 0. Dagegen fain J/1 jede beliehige Jah! bedeuten, denn a°=b°=1

Sft der Crponent einer Wurgel negativ, jo Hat man 1/71 e a_T"_

m

Sil der Radicand einer Wurzel eine algebraijde 3ahl, jo fann man
die Wurzel aud dem Gliede Dderfelben auszichen. Jn Betrefi Des Diefer
Wurgel su gebenden Borgeidhensd find folgende Fille su unterjdeiden:

1) it der Wurgelerponent eine ungerade 3ahl, fo erhdlt die
LWurgel daffelbe Borgeidyen, weldes der Rabdicand hatte, oder 3 ijt
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L) Ml e SR el e g

2) it der Wurzelexponent eine gerade 3ahl und ) der Radicand
pofifiv, {o Fann die Wurzel jowobl pofitiv ald negativ fein und erhalt
fomit ein Doppelted Borseidyen, oder

(83) V¥ a=47a.
B) Jft ber Radicand aber negativ, fo fann die Wurzel itberhaupt nidyt

audgezogen verden, oder dem Ausdruc 1’1/" — a entjpridit feine Der be-
fannten Rablformen.

:Bemeiéz Denn aqus (68) folgt 1) £+ » +11/Z)2’;+ ' aund
n 1,— 7 n

(="M aptim — 0, b ) (+ P apr=(= Va—+a.
Dagegen bedeutet Vn — a Ddiejenige 3ahl, deren 22! Poteny gleidy — a ijt.

Da aber nady (68) die gervaden Potengen forwohl einer jeden pofitiven
a3 einer jeden negativen (gamgen ober gebrodhenen) Bahl pojitiv find, jo

fann 2;/'—- a durd) feine Diefer Rablformen Ddargejtellt werden.
3

Anmerfung: Insbefondere merfe manV @ = + o, VF o = + a,
3
V—a = — a :

Gine Wurgel aud einer negativen Bahl mit geradem Wurzelerponen:
ten wird gine imagindre Babhl genannt, im Gegenjas zu Den idibrigen
Rablformen, welde reelle Babhlen genannt werden.

Wenn audy cine imagindre Jahl fidh durdy feine der reellen Babhlformen bar:
ftellen Laft, fo folgt dod) bavaus Feineswegs, baf diefelbe ,unmiglich” ober finnlos
fei, vielmehr liegt hier eine Griveiterung bed bisherigen Sahlbegrifis vor, in Ahnlider
Weife, wie bet ber Cinfithrung der negativen und der gebrodenen Sahlen. Wie 3. B.
die Differeny 3—4 ober ber Quotient % nur dann unmdglid) find, wenn nur
abjolute, begw. ganze Bahlen in Betradyt Fommen fonnen, dagegen in anbderer Hin-
fidt einen Sinn erbalten, dburd) welden ber anfinglide Begrifi bder (abjoluten,
gangen) Babl ermweitert witd, fo verhilt 8 fid) aud) mit den imagindren Bahlen
in Beziehung auf die veellen. BVeranjdaulidht man 3. B. die Bahl + 1 dburdy eine
Gtrede 4B, welde auf einer Geraben von 4 qus in ber ald die pofitive angenom:
menen Ridjtung abgetragen ift, febt dem entjprediend die nady der entgegengefetsten
Ridtung abgetragene, gleid) lange Strede AC gleidh — 1, und ervidhtet auf BC in
A bie Senfredite 4D = AB = AC, fo ift nad) geometrijien Sigen AD bie
mittlere geometrijle Proportionale zwijden 42 und 4C, und man fann aljo
AD*= (4 1) - (—1), ober 4D = V—1 fesen. Die Strede 4D veranjdaulicht
alfo die imagindre Einbeit. Man fann in gleider Weife auf der ervidhteten
Gentrediten von A aud nad) der entgegengefebten Ridhtung bdie Strefe AE = 4D
abtragen und 4D = + V' — 1, AE = — V"= 1 betaditen. Die Gnt:
fdbeidbung dariiber, welde der beiben Ridhtungen Dier ald bdie pofitive, welde als die
negative gelten foll, ift an fid) ebenfo willfiirlich, wie bei 4B und 4C, die Ber-
{dhiebenbeit ber Borzeicdhen bezeidhnet nur den Gegenfab der Bablen. Die imagindre
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Babl V— a* = a V1 bebeutet nun das afade ber imagindven Ginbeit.

Aus den imaginiren Sahlen fann in Folge weitever Recdhnung ein veeller Aug-
brud bervorgeberr, wie 3. B. aus V'— a2 durh Grhebung ing Quabdrat bie Grige
— a®  Bon befonberer Widtigleit bei ber Redynung mit imagindren Sahlen find
die — audy im Borfiehenden unidit in's Auge gefaften — Quabdratwurgeln
aus negativen Bahlen, iiber weldje defhalb im Folgenden bie widtigiten Redhnungs-
regeln angegebent werben.

(671817 S .

B (V=a)=—aq

Vo)=Y a Viia,
(V=a)=F=ap V—a=(—a) - (—a)=+a,
V=ap=F=0a)-V=a =+alV—q u i w.

85) V—a=Va-V=—i.

Denn — a = (4 ) - (— 1). Die imagindre Jabliorm J/'— 1, oder bie imagi-
nive Cinbeit, wird Hiufig durdy i begeichnet. Aus (84) ergiebt fich dafiir:

@) T=— L P=—i =1, P=i d=—1ufw
7é4n + l=+il 7in + 2=___1’ n+ B — il i4n=+ 15
e 1 i .9 . 1 : 2| 1
%emalftl—‘=7~= IT=—I;.‘_! =1T=— 1,2—3=‘is— g -l—
» 1 :
=—i+=+i' i—4 =i—‘=+1’ u. . w., allgemein:
»
87 i—Un1) — _§ j—(mt2) 1 i— (4n+43) — i i—h—=_1
(87) ) s 537, =1
iir die Multiplication und Divijion imagindrer Babhlen findet man nun:
g
(88) (i V_—'(l) 35 (:t ]o_b) Tt s ‘ abl

EV=a) - FV=0) =+ Va,
ober ein Prodbuct weier (quabdratijder) imaginirer Grofen ift reell und awar pofitiv
ober negativ, je nadydem die Vorzeidien der Factoren ungleidy cber gleidh finbd.

Beweis: V—a=Va -i, V—b=Vb-i,(+V=a) . (+V—0)
=(xVa) - (V7)) - 2= +Vab- (—1)=—Vab; (+V=02) - (FV=0b)
= (&Va) - (FV8) - 2= —Vab - (—1) =+ Vab.

3 Sl e a

+V=% ¥ TV—» v
oder ein Quotient aud wei imaginiren Grofen ift veell, und zwar pofitiv ober
negativ, je nadydem bdie Borgeidhen der Factoren aleidh oder ungleich find.

Beweife dbnlid) wie bei (88).

(89)

Vihi-v—a
(90) V—a:Vo=Va:b-V=—1

Va:V— b=—Va:6-V=—1.
Wie lauten bdiefe Formeln in Worten? Beweife dhnlic wie bei (88).
Anwendung der Formeln (84)—(90) zur Entfernung imagindrer Ausbriice
aug ben Diviforen gegebener Quotienten, 3. B.
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a b —V=0)
O Yo e S

Gine Babhl vom ber Form @ + & V—1, worin « und b reelle Bablen find,
beiBt eine complere 3abhl. ¥

Bwei complere Jahlen, welde fid) nur durdy das Borjeidhen bdes imagindren
Glicdes unterfdheiven, wie @ 4 b V'—1 und @ — b V' —1, Yeifen einander con=
jugirt. Das Product derfelben ift o+ 2. '

Heid § 48, 49. Barbey XVII,

§ 26. Jrrationale Jahlen.

Die Crfldrung der bten Wurzel ausd a in § 22 febst voraus, daf der
Radicand a eine bte Poteny irgend einer .gangen oder gebrodjenen Iahl fei.
So fjind 3. B. 4, 16, 25, 1, 45, 4, 2§ vollftindige weite Potenzen und
die Quabdratwurzeln aud denfelben besiehungamweife 2,4, 5, 4, 4, 3, 13.

Jit Ddagegen die Babl @ feine wollftindige bte Potens eimer gangen
oder gebrodjenen Bahl, jo fann aud) ju derfelben in dem bigherigen Sinne
die bte Wurzel nicdht gefunden werden.

Dap e8 folde Bahlen giebt, seigt folgenbde Betradytung: Bilbet man bie
Feibe 15, 22, 30 u. | w. der btem Potengen aller ganzen Bablen, jo liegen wijdhen
ie wei berfelben nody anbere ganze Rahlen. @8 fei a eine der leteren, jo fann

b

alb -—_V:Z')‘ . bgl. m.

Y

b

V a teéine gange Zabl fein. ©8 fei nun Y/, gleidh einem Brudhe 5, den wir ung

in ben fleinften 3ablen audgebriidt denfen, fo daf alfo ¢ und 4 velative Prim-
b b b

sablen find, fo mug a=(3) == %, alfo o cine gamge 3abl, ober ¢ burd

d” theilbar fein. Aus Anbang 2. Nr. 4, 3uf. 5 folgt, Eaﬁ bies nidht miglidy ift,

wenn ¢ unb d velative Primzablen find. Aljo fann Va aud duedy feinen Brud
dargejtellt roerben.

Gleidhwohl Hat die Form zb/; aud) in folden Fillen eine bejtimmite
Bedeutung. Man fann ndmlid) ftetd zwei Jablen «, B finden, jo dag
@ < aund B® > aift. Man fann Hierbei fiir « nad) und nad) immer
gripere Werthe fegen, fo daft a® fidh dem Werthe @ mehr und mehr ndhert,
jedod) ftet3 fleiner al3 Derfelbe bleibt. Ebenjo fann man fitr B nad) und
nady immer fleinere Werthe fesen, fo Daf B° fidh dem Werthe a mebr und

. b & "
mebr ndhert, ohne Ddenfelben je gu erreihen. Der Ausdrud J @ erhilt
dann die Bedeutung dejenigen Grengwerthes, weldem fich & und B immer
mebr ndbern, ohne ihn je volljtindig su erreiden.

So fann 3. B. V2 weber dburdy eine gamge nody burdy eine gebrochene Rabl
genaut audgebriidt werben. ©8 liegt aber 2 gwijdhen 12 = 1 und 22 = 4, alfo
V2 jwiiden 1 uud 2, ebenfo liegt 2:

1) jwiidhen 1,4® = 1,96 und 1,5* = 2,25,
2) wifdhen 1,412 = 1,9881 unb 1,42¢ = 2,0164,
3) awifdhen 1,4142 = 1,999396 und 1,415° = 2,002225, u. |. w.

Aljo Liegt V2 wijdhen 1,4 und 1,5, ferner jwijden 1,41 umd 142, 1,414 ump
1,415, . . .
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Dieraus ift 3u eriehen, bap V2 jwilden 3wei Grengzablen liegt, die man
bis ind Unenbdlicdhe einanber nibern fann, baf aljo ¥ 2 einen beftimmien Werth
bat, weldher jwar nidyt vollftindig, aber dodh bid zu jedem verlangten Grade ber
Anniherung angegeben werben fann. BVergle § 27.

Derartige Sablen feifen ivvationale Bahlen. Gine irvationale
Bahl ijt alfo eine folde, deren Werth swijhen rationalen (gangen ober
gebrodhenen) Bablen liegt, und Dem moan fidhy durd) foldhe b3 ju jedem
verlangten Grade der Genauigleit nihern fann, ofne ihn jedod) jemals
wirflidy u erreidjen. '

Die bidherigen allgemeinen Lehridpe gelten, weil fitr die Greny
ablen, aud) fiir die von diefen eingejdhloffenen Jrrationalzahlen.

Anmerfung: Sind beibe Katheten eines vechhwinfeligen Dreieds gleidh «,
fo ift bie Hypotenufe (Planimetrie § 29, L. 93) gleidy V' 2% Jftaljo3.B. a =1,
fo ift die Hypotenuje gleidh /2. G8 ift aljo hier die Linge bder durdy eine irra:
tionale 3abl ausgedritdten Linie genau conftruirbar.

Sind jwei Streden 48 = a, CD = b gegeben, und foll das Berhiltnik
a:b bderfelben angegeben werben, o erhilt man, wenn @ ein (ganzes) Bielfadyes
von & ijt, eine gange Babl. Sit @ nidht durd) & theilbar, (Aft ik aber ein
aliquoter Theil von b finben, der fidhy aui « ohne Reft abtragen IaPt, jo erhilt man
einen Brud). Jft dagegen fein foldher Theil von & vorbanden, fo fann das Ver:
Hiltnif a: 6 weber durd) eine ganmze Bahl, nod) durd) einen Brudh angegeben
werben, und bdie Streden @ und & Heifen incommenjurabel. (Bgl. Plan. § 26.)
Trigt man in diefem Fall irgend einen afliquoten Theil & von &, etwva & = = b,

auf a ab, jo bleibt zulebt ein MNeft, welder fleiner al8 & ift, und man erhilt aljo
a>mk umd a < (m 4 1) k, wihrend b = nk ift. Demnady ijt das Verhiltnif

: ; . 1 igt %
a:b griger alg I—Z— unb Heiner als — , und ba n beliebig grof angenommen

n
werden fann, jo fann audy der Unterjdhied diefer beiden %rud;e_, namlicy w19

flein gemadht werden, a8 man will, d. §. fleiner al8 jede gegebene Bahl. Das
auj biefe Art mit jeder verlangten Anniherung, jedod) nie mit abjoluter Senanig:
feit dDurd) einen Brud) angebbare BVerhilinif ijt eine irrationale abht.

Legt man in diefem Fall €D jo auf 4B, dap C auf 4 fillt, fo fillt, wenn
a > b ift, D auf einen Punft jwijden 4 und B. Dicfer Theilpunft von 4B
bat bie Gigenjdhait, baf man niemals durd) Theifung von 4B in eine Anzabl
gleiher Theile aufi denjelben fommen fann, d. §. aljo, daf er fets swijdhen Fwei
aufeinanderfolgenden Theilpunfien der leteren Avt liegt. Man fann ifm aber
burd) biefe beliebig nabe fommen, wenn man bdie Amzabl bderfelben entjprechend
grof nimmt.

Beranjdaulidht man die Reihe der abjoluten gangen Rahlen durd) Punfie
einer Geraben, deven Entfernungen von einem feften Anfangspuntt (Null) fidy wie
biefe Bablen verbalten, jo hat man eine Reihe in gleidhen Abfinden von einanber
liegender Punfte, weldye nady der cinen Ridtung ind Unendlide fortidreiten. Duvdh
bie gebrochenen Bahlen werben jwifden bdiefen Punften belichig viele anbere ein-
gejdaltet, man Behilt jedody, wie nahe man diefelben einanbder audy bringen mdge,
nur eine biscrete Punfi-Reife. Durdh die irvationalen Bahlen wird biefelbe ftetig,
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und jeder Punft des Strahld (b. §. feine Cntfernung vom Anfangspuntt) fann
burd) eine 3abl dargeftellt werben. Durd) bie negativen Sablen wird die Gerade
in gleidher Weife aud) nady der anberen Ridhtung bis ing Unenbdlidye fortgefept.
Den imagindrven Sahlen entfpridht in gleidjer Weife die dburd) den Anfangdpuntt
3u ber erften fenfrecht gelegte Gerade, die complere SaHl @ + bi endlich Fann ver-
finnlicht werden durd) bem Punft, welhen man erhilt, wenn man juerft auf bder
reellen Geraben um die Strede « und dann in der dagu fenfredyten Ridtung um
bie Strede b fortjdreitet. Erweiterung bes8 Sabhlenbegrifis von ber Linie auj die
gange Flade.

§ 27. Die Beredinung der Wurgeln.
a) Quadratwurzeln,

Dad Quadrat einer eingiffrigen 3ahl liegt swijdhen 12 = 1 und
10? = 100, ift alfo ein- oder 3weiziffrig; das Quabdrat einer sweiziffrigen
Babl liegt 3wijden 100 und 10000, ift alfo drei- oder viersifirig. Chenjo
ift Dag Quadrat einer dreiziffrigen Sabl fiinf: oder jedy33iffrig, u. . w.
Allgemein, da3 Quadrat einer n3iffrigen 3ahl ift 272 — 1- oder 2n-
3iffrig, denn Ddaffelbe liegt gwifdhen (10*—1) 2 und (107) 2, b, §. 3ifden
102 =2 und 10°~, ;

Daber ift umgefehrt die Ouadvatwurgel aus einer ein- oder 3veiz
sifivigen 3ahl einziffrig, die Quadratiourzel aud einer dreiz ober vier-
siffrigen Babl sweiiffrig, u. §. w. Allgemein ift die Quabdratmwurgel aus
einet 2n — 1: ober 2a:jiffvigen Sahl nzgiffrig, und man erhdlt jomit
die Anzahl der Biffern einer Ouadratwurel, wenn man den Radicanden
von vedytd nad) linf3 in Gruppen von je zwei Biffern theilt und die
Anzabl diefer Gruppen beftimmt, wobei eine etiva vorn itbrig bleibenbe
Babl al3 eine gange Gruppe geredynet wird.

Die Quadratwurgel qud einer ein: oder zweiziffrigen Rahl
findet man mit Hiilfe ded Cin- mal Gins.

Die Quadratiwurzel aus einer drei- oder vieriffrigen Bahl
bat die Form 10 + y, demnady ift der Rabdicand gleidy (10x 4 y)2 —
1002® 4- 2 - 10 - y + 2. Man beftimme Biernad), um die Duadrat:
wurgel su finden, « o, dag 22 ber erften Gruppe de3 in Paare getbheilten
Radicanden mdglidjt nahe fommt (jedod nidt grofer ald diejelbe wird),
jubtrabire von Dem Radicanden 10022, bejtimme 'y fo, dag 20z - y dem
Refte mbglidit nahe fommt (jedod) nidht groper al3 Ddiefer Reft wird).

St Der Radicand — was hier, wie im Folgenden, sunddijt voraus-
gejet wird — ein vollftindiges Quabdrat, fo muf 20z - y + y2 gleidh
dem gangen Refte fein. Findet fidh, Daf dies nidit der Fall ijt, fo ijt
Der Werth von ¥ ju grog, und alfo junddit um eine Cinbeit fleiner al3
vorber angunehmen.

CER(T
Beijpiel: V6241 =9
xt= 49

20z = 140 1341, y =9
202y + y? = 1260 } 81 = 1341
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Die Quadratursel aud einer 5- oder Gjiffrigen Jahl hat die Form
100x + 10y 4+ z = 10 - (102 + y) - z, oder, yenn man fiir
10x + y, =, fet, 10, +} =z @emnad) mug der Radicand g[eid)
(100:1:—{—103/—}—2)2 = (10zy - z)2— 100x,2+2(,)a:,z+
fein.  Dievaud folgt die Negel: SD?cm beftimme gunddyit die gweizifirige
Bahl «, = 10x - y, {o daf x> miglidhft nahe der Summe jFmmtlicer
Hunderter de3 Radicanden fommt, D. h. man iehe aus der durd) die beiden
erften Gruppen des in Paare geﬂ)eilten Radicanden gebildeten Bahl, wie
vorher gezeigt, Die Quadratiourgel mbglidhjt anndbernd aus, fiige dem
etioa Bleibenden Nefte dad lehte Rifferpaar zu und beftimme durd) Divifion
mit 202, in die {o entftandene Rahl den Werth von z fo, daf 20z, z -+ 22

gleid) Diefer lepteren Babl wird.

Q“Q

Beifpiel: y/4277]16 77‘
x: =36
20z =120 | 677 | y = 5; o= 65
20xy +y*= | 625 }
20z, = 1300 | 5216 | z =4
20,z 422 = | 5216 ]

Die usdehnung diefed Verfahrensd auf mehr ald jedh3sifirige Rahlen
gefdhieht in entiprecdhender Leife und bedarf Leiner eingehenden Crlduterung.

Bet der practijden Ausfithrung der Nedynungen (Gft man die nur
sum Berjtindnif ded Verfahrend in den obigen BVeifjpielen angegebenen
Gleidhungen weg und recdmet wie in folgendem Beifpiel:

Iﬁ 52!27]56 = 1234, ober l/ tsz{ml 6 = 1234
1

o[ 5 2] 5[2
5 a4
1% 24( 82|7
4 729
24 | 82 246/ 985(6
72 9856
0T S
.9
246 | 985
984
e
16

Um die Quadratwurgel ausd einem Decimalbrud) aus-
auichen, betradhte man Denfelben al3 einen gemeinen Brud), defjen Nenner
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eine Poteny von 10 ijt, ziehe nady § 23 (72) die Wurgel aud dem
Adbhler und aud dem enner eingeln aud und dividirve die erfteve Wurgel
durd) die leptere. Die Radicirung ded Nennerd febt voraus, dag der-
jelbe eine gerade Potenz von 10 ijt, oder Daf der Decimalbrudy eine
gerade Anzahl von Decimalftellen hat. JIn diejem Fall ift die Wurgel
aud dem Nenmer ivieder eime Poteny von 10, und man erhdlt die Wurzel
aud dem Decimalbrud), indem man den Rihler vadicirt und von Ddem:-
jelben Halb jo viefe Decimaljtellen abftreidht, ald der Rabdicand Hat, oder
ebenjoviele ald Gruppen von Bifferpaaren in diefem auf das Komma folgen.

Jft der Bibler ded Decimalbrudyes fein vollftdndiges Quadrat, fo
fann Ddie Wurgel aud demjelben nidht gemau gefunden werden, jondern
Diejelbe ift trrational. 3 bleibt in diejem Fall bei dem usziehen der
Wurgel nady dem vorher angegebenen Berfahren ein Reft. Da man aber
dem Decimalbrud) beliebig viele Nullen ald Dectmaljtellen anbingen fann,
jo fann man in diefem Falle die Redmung beliebig mweit fortfesen und
auf diefe Weife die Wurgel bid zu jedem verlangten Grad von Genauig:
feit finden. Dat man ndmlid) 22 Decimalftellen im Radicanden jum
Whurzelaugziehen benubt und vernadyliffigt nun den RNejt, fo betrigt der
Febler der Wurzel weniger al3 eine Cinbeit der nten Decimaljtelle.

Hievaud evgiebt fid) die allgemeine Regel filr die Bevedynung von
Quadrativurzeln aud Decimalbriiden: :

Man theile den Decimalbrudy in Gruppen von je awei Riffern, und
gwar indem man vom SKomma aud nad) beiden Seiten hin theilt, und
erginge die lebte Grvuppe, fall3 fiir diefelbe nur eine Riffer bleibt, durdy
eine Null. Man radicire dann, mwie bei gangen Bahlen und febe im
Rejultat dad Komma, fobald man zu der erften auf dad Komma Ded
NRadicanden folgenden Gruppe Fommt. Gebt die Redynung nidt ohne
Reft auf, fo bilde man durdy Bufiigen von Nullen an die Decimaljtellen
De3 Radicanden neue Gruppen und febe mit Diefen Ddie Redynung fort,
bi8 man fiir die gefudjte Wurgel fo viel Decimalitellen gefunden Hat,
al3 die im eingelnen Falle erforderliche Genanigleit verlangt.

an - gleider Weife findet man die Quadratwurzel aus einer
nidt quadratijden gangen Zahl, indem man derfelben durdy An-
Hingen von Nullen 22 Decimalftellen giebt, wenn das Refultat 13 auf
eine Ginbeit der nten Decimale genau gefunden twerden foll.

Uebrigens ift die Anwendung von 27 Decimaljtellen des Radicanbden zur Be-
ftimmung von » Stellen der Wurgel nidht nothrendig, bdenn da dag Duabdrat ber
fiic irgend eine Gtelle neu gefunbenen Biffer der Wurgel auf eine Anzahl bder
folgenben Biffern ohne Cinflug ift, fo fann dafjelbe audy fitr dieje [eBteven unberiid-=
fidbtigt Bleiben. Man hat dann nur mit 2 2 zu dividiren und bies U wicerholen,
indem man bei jeder folgenben Divifion eine Affjer von der rvediten Hand aud
bom Divijor abjireidht. Man nennt diejes BVerfahren bdie abgefiirite Ausdsichung
ber Quabratwurgel. Soll 3. B. V2 auf 7 Stellen bevedhnet werden, fo ergeben
fidy die bret lebten Stellen durdy bloge Divifion, wie aus folgender Ausfiihrung
. Diefes Beifpiels niber ju erfehen ift.

Reidt, Glemente der Mathematit. I. 4
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V2 = 1,4142135(6)
1
2/100
%6
28] 400
281
282[11900
}11295

2828 (60400
56564
2828(4) 3836
 |ese2s
282(8) 1008
3 BAR
28(5)]170
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Die Quadratwurgel aus einem gemeinen Brudye fann nady § 23 (72)
burd) Audichen jweier Wurzeln und Divifion derfelben gejunden werden.
St der Nenner Fein volljtindiges Quadrat, fo fann man, um die Divifion
mit einer irrationalen Babl ju vermeiden, uvor den Brudy fo erweitern,
Da der Nemmer quadratifh wird, was immer durd) Grieiterung mit
dem Nenner felbjt mdglich tjt.

Bequemer ijt in dev Regel die Vermandlung des gemeinen Brudyes
“in einen Decimalbrud) und Radicivung ded lebteren. Wird hierbet der
Radicand ein periodijder Decimalbrud), welden man in abgefiirzter Form
veriendet, fo Darf man nidit Nullen anhingen, jondern muf die fehlen=
Den Stellen mit Den Biffern der Periode befeten.

Gbenjo darf man bei dem Aussiehen der Quadratwurzel ausd einer
in Form eined abgefiirsten Decimalbrudyes - gegebenen irrationalen Rabl
nidt Rullen anbingen, fondern muf die fehlenden Riffern diefed Decimal-
brudesd zu beftimmen juden.

Um die Quadratourgel aud einem Budjftaben - Polynom 3u 3ieben,
ordne man Ddiefed junddit nad) einer Hauptgrofe und fude dann, iie
oben bei bejtimmten 3ablen, die Werthe von v, y, 2, . . . fo ju bejtimmen,
baf (@ +y + z 4 ...)° gleid) dem gegebenen Tolynom wird.

Anmerfung.  Bur lepien Biffer, weldhe man von einer irrationalen
Quabdratwurgel beftimmt, wimmt man biejenige, bei weldher man bdem vorber-
gebenden Refte am nddyften fommt.

b) Cubikwursein,

Der Cubus einer eingifirigen Sahl ijt ein:, 3wei= oder Ddreiiffrig, da
er gwijden 1° =1 und 10° = 1000 liegt; der Cubus einer seiziffrigen
Bahl ijt vier- bi3 jedh3ziffrig, u. . w. Nllgenein: “Der Cubus einer
ngiffrigen 3ahl ift 32 — 2:, 3n — 1- gher 3n:z3ifjrig, Denn derjelbe
liegt gwifdhen (107—1)* = 1037=3 ynp .(10%)3 = 10°~,
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Daber ijt umgetehrt die Cubifiourgel aud einer ein- bid dreiziffrigen
Babl eingifirig, die Cubifwurzel aud einer vier- bi3 fed)3iffrigen Zahl
sweiziffrig, u. 1. w., allgemein, die Cubifwurzel aus einer 3n — 2: bis
3nzgifivigen Babl #3iffrig. Man findet die WAnzahl der Biffern der Cubit:
mwurgel aud einem gegebenen Nadicanden, wenn man Ddie Biffern des
leteren von redhtd nad) linf3 in Gruppen von je drei Riffern theilt und
die Anzahl diefer Gruppen beftimmt, wobei die erfte Gruppe linf3 aud
dann al3 eine vollftdndige gilt, wenn fie nur eine oder 3wei Siffern enthilt.

Die Cubifourzel ausd einer ein- bid Ddreisifirigen Zahl findet man
unmittelbar durd) Bergleidung mit den befannten Cuben Der einziffrigen
Rablen. :

Die Cubifwurzel aus einer vier- big fedh3ziffrigen Zahl Hat die Form
10z — y; daher ift der Nadicand gleidh

(10 + y)® = 1000 - & 4 3 - 1002* - y + 3 - 10z - y? -} 5.
Hievausd folgt fiir da3 Ausziehen der Cubifmwurzel die Regel:

Man  bejtimme « fo, daf «® der erflen Gruppe de3, wie vorber
angegeben, eingetheilten Radicanden (. §. der Anzahl der vorhandenen
ZTaujender) moglidyft nahe fommt (ohne jedod) grofer al3 diefelbe gu jein),
und siehe «* von Ddiefer Gruppe ab. Bu dem etwa bleibenden Rejte zieht
man die nidifte Bifferngruppe ded Radicanden hevunter, beftimmt y fo,
%af 3 - 100 - x? - y dem fo erhaltenen gangen Refte miglidijt nahe
fommt, was durd) Divifion mit 30022 in diejen Reft gejdjieht, und
jubtrahirt 30022y, jodann 30xy? und dlieplidh y3. St der Radicand
ein vollftdndiger Gubus, jo wird bierbei ulest Fein RNeft bleiben. Crgiebt
fid), dag 30ay* oder y* grifer wird, ald derjenige Reft, von weldem
e3 abjuziehen ijt, fo hat man fiiv y eine ju groge Bahl genommen und
daber mit Dder nddt fleineren 3ahl die Redhnung zu wiederholen.
Die Factoren 100 und 10 werden Firzer weggelaffen; man viidt die
Aablen entjprechend ein.

Beijpiel:
x,
J/498080 — 79, ober: J/198089 — 79
2 = 343‘ 2= 343[
322 = 147 [1500] y =9 32 = 147 [150039] y = 9
3a%y = 1323 3z%y 1323
1773 + 3ap? } = 41701
Say? = 1701 + + 729 = 150039
729
yS= 729

 Die Ausbdehnung dicjed BVerfahrens auf mebr al8 jedSsifirige Bahlen

gejdyiebt in dbnlider Weife, wie oben bei Den Quadratiourzeln. Sie griin-

det fidy darauf, da (100x + 10y + 2)° = { 10 - (10z + y) + 2z}

= {10z, + 2 +2=1000z, * 43100z, 2 - 2+ 3-10-x, - 22423 ift.
4*
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Beifpiel: /14 366‘6_28‘991 =25431, Figer: J/14/366]628/991 — 2431
ALl A
322 =1263 |y =5 . 12 6366
322y = 60 48
36 96
3xy® =150 |y ijt 3u groB 64 5824
63 |y=4 1728 | 542628
3z% = 48 5184
156 648
3z = 96 27 524907
606 177147 | 17721991
Y= 64 177147
3x,2 = 1728 | 5426[z =3 729
8z -2z = 5184 1 17721991
2422
31‘1 Z? = 648
wiA9As
o <ty
3z,2 = 177147] 177219 u — 1
Sz - u= 177147
I R
3z, - u? =729
AT
11

_ Die Regeln fiir die Audziehung der Cubifwurzeln aus Decimal:
briidyen, jowie aud NRabdicanden, welde feine vollftindigen Cuben find,
aud gemeinen Briidjen und aud Budyftabenpolynomen find analog den
entjprehenden Regeln fitr die Quadratwurieln, nur tritt hier itberall die
Dreitheilung an die Stelle der Jweitheilung.

¢) fihere Wurzeln,

Die Veredynung von Wurgeln mit Hiheren Crponenten ald drei
gejdhieht in analoger Weife, tie die der Quadrat: und Cubifourgeln.
Man findet allgemein, da die p* Poteny einer n-3iffrigen ahl pn —
(p — 1): bi38 pn:jifirig, die p'* Wurzel aus einer pn — (p — 1) -
bi3 pn-jifivigen Babl alfo z-3ifirig ift, daher man den Radicanden
einer p*" Wurzel in Gruppen 3u je p Biffern gu theilen hat. Die Aus-
fithrung der Redynung gejdhieht im Anjdhlup an die aud (102 4 »)? durd
WMultiplication fitr jeden eingelnen Fall ju entwidelnde Formel.

St der Erponent einer Wurgel eine jujammengefesite Jahy, jo fann
man Ddiefelbe durd) Serlegung Ded Crponenten in ein Product und Anwen:
dung von GL (77) in § 23 auf Wurzeln niederer Grade juviicfiihren.
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©o laffen fidy 3 B. 4 Wurzeln durd) zweimaliged, 8% durd) dreimaliged
Nussichen einer Quadratwurzel, 9% durd) zweimaliges Audziehen einer
Cubifourzel, 6% durd) Aussiehen einer Duabrat: und einer Cubifiyursel,
allgemein alle Wurzeln, deren Crpomenten die Form 27, oder 3%, oder
2% 3™ fhaben, Durd) wiederholte Amwendung von Juadratwurzeln oder
Gubifourzeln beredmen. — Die Aufgabe Der Beredmung beliebiger
Wurzeln reducirt ficdh demnady auf die Behandlung foldyer Wurgeln, Deren
Grponenten Primzahlen find.

Man vergl. Cap. V, § 30.
Heid § 50—54. Bardey XV.

V. Gayitel.
Logarithmen

§ 28. Grilarungen.

Logarithmus einer Zahl a zu einer Vafis b ift der Crponent,
mit Dem Dic BVafid potengirt werden muf, um die Bahl ¢ ju erhalten.
b

Man {dreibt denfelben log a oder aud /f,l¢L und lieft , Logarithmus von
a sur Bafid b”, oder ,b:Logarithmud von a”. Die ahl a Heifgt
; b
der Logarithmand oder Numerusd (¢ = num. log. a).

Va3 Logarithmiven, d. i. dad3 BVeftimmen Deg Werthes . eined

Logarithmus, ijt aljo, wie dad Rabdiciven, cine dem Potenziven entgegen:
gefete Operation.

Anmerfung: Logarithmiven Heift aljo, ju einer Poteny und ihrer Vafis
ben Grponenten Beftimmen. — Daf die beiben Umfehrungen bded Potenzirens
fih nidht, wie bei ber Abbdition und Multiplication bder Fall war, u einer
eingigen Rednungsart veveinigen laffen, ift eine Folge bdavon, bdag > nid
gleidy 3a ift.

Die vorftehende Crildrung de3 Begrifis eined Logarithmus ift aus:
gefprodhen in den Fovmeln: )

(91) blga — 4

b
(92) log (b°) =« S
Was erhilt man, wenn man die Bafis eines Logarithmusd mit diefem poten=
sirt?  Wem ift der Logarithmus einer Poteny der Bafis gleidh?
Bufise. JInsbefondeve erhilt man:
b
(93) log b =1, benn b' = b.
a
(94) log1 =0, denn ¢’ = 1.

(95) log 0 = — oo benna—°°=1~“=1—=0(mm‘
a>1) : ¢ i s
- a b
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‘ 1 0 5
Anmerfung 1: Audnahmen find log 1 uud log 0, welde fede Beliebige

3«[)[ bebeuterr fmmen. Marum? — lég a und loog a laffen fid)y durch Feine
enblidhen Bablen bavitellen, die Ging und die Null eignen fidy alfo md)t ur
Bafis von Logarithmen.

Anmerfung 2: Der Logavithmus von a zur Bafie b ift nur dann eine
(gange ober gebrodiene) rationale Rahl, wenn a2 eine volftdndige Potenz von &

ift. Qft bies nicht ber Fall, wie 3. B. bei log 3 oder log 2, w. dgl., fo ift
per Logarithmus eine irrationale Bahl, fann alfo nur niberungdweije, jedodh bis
a1t fedem beliebigen Grabde bder Anniberung, durdy eine rationale Zahl angegeben
yoerdent.  $Heid § 56. Vaxdey XVIIL A, 13, 31—32.

§ 29. fQehriage.

Fitr die Logarvithmen jujammengefetiter Ausdriide ergeben
fidhy die Regeln: :

m
(96) log (ab) log a + log b,
log—— loga — logb

log (e)—10 log a,
log ]b/(; = 106; a ’
meldhe fidh feicdht in Worte faffen lafjen.
Bemweife: iBoteugtrt man die 23:(113 m mit log a+ log b, fo erhdlt

man nady (58): m 10§ a+ 108 6 — 3 108 a_py log ®, ober nady (91): a. b,
aI]o tit der Crponent, mvmxt m pofengu‘t werben g, um a-b 3u erba[tm

i log (a b), g[etcf) log a -+ log b. — Ebenjo findet man m log a — log &

= m 108 @ :m tog b (39) = a : b (91), aljo u.{.w. — Jn dbn-
lider Art find die Veweife Der beiden iibrigen Formeln mit Hitlfe der
Gleidhungen (60) und (78) zu fithren.

Anmerfung 1: Fiic dernt Logavithmus einer Summe oder ciner Differeusy
giebt e3 feine einfachen Wmformmungen.

Anmerfung 2: Die Regeln (96) laffen fidh leicht auf Qlusbriich weldye aug

mt(;r al8 jwei 3a{ﬂen 3ufammmgefegt ﬁnbb emmtem So tfta B. Iog (abc J)
= loga -+ logb + logc -+ 1., log = —-loga—{-logb—logc — Iood
u. bgl. m. Heid § 57. BVardey XVIIL, A 35—36, B 1—44. ’

§ 30. Rogarithmenjhfteme und ifre Antwendung.

Sit man im Stanbe, 3u jeder beliebigen Iahl a den Logarithmus fiir
frgend eine Bafis b mit Leidjtigheit (3. B. mittelt einer dagu bevedyneten
Tabelle), jowie umgefehrt zu einem foldhen Logarithmus die Iabhl & (den
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Runterud) 3u finden, jo fann man fidh der Sive (96) bedienen, um
weitliufige Multiplicationd: und Divifiondaufgaben, jowie Potenzirungen
und Radicirungen auf eine Hequeme Weife audjufithren, indem man u-
nidft die Logarithmen Dder gejudhten RBafhlen und dann ju Ddiefen die
Rahlen felbft beftimmt.

Die Bujammenitellung der Logarithmen aller Rablen filr eine und
Ddiefelbe Bafiz Heift ein Logarvithmeniyjtem. E8 giebt jo viele Loga:
rithmenipftente, al8 man verichiedene Vajen annehmen fann, d. §. unend-
lidhy . viele. JIm Gebraud) find jedodh nuv zwei Ddevielben, ndmlidhy das
{ogenannte natiirlide oder Neper’jdhe Syjtem, defjen Grundzahl die
irvationale 3ahl e = 2,7182818... ijt, und dad gemeine oder Briggifde
Syftem, deffen Grundzahl 10 ift. Die Logavithmen ded lehteven Syftems
mwerden im Folgenden iibevall vovaudgejest, o nidt auddritdlich dasd Gegen-
theil angegeben ift, und jdlechthin mit log (ofhne Angabe der Bafig) be-

eidet.
3 Die Tafeln Dder gemeinen Logarithmen, welde von ver{dyiedenen
Mathematifern bevedmet oder Hevaudgegeben find (3. B. Henry Briggs,
PBrof. in Orford, Bega, de la Lande, KEHler, Anguijt, Wittjtein, Schrin u.i.mw.),
enthalten die Logarithmen aller ganzen Rablen von 1 i3 u einer be:
ftimmten ©renge (itber welde lebtere hinaus feine Bahlen in denjenigen
Redynungen erwartet werden, die mit Hiilfe der betreffenden Tajeln geldft
werden jollen). Da die Mehrzahl diefer Logavithmen irvationale Sabhlen
find, fo werden Ddiefelben in Fovm abgeliirster Decimalbriide angegeben.
Daber tomnen die Redynungen mit Logavithmen nidht in allen Fillen
Anjprud) auf abjolute Genauigteit madjen; vielmehr ift diefe Genauigteit
von der Anzahl der Vecimalftellen abhingiy, welde die Tafeln von den
eingelnen Logavithmen angeben. Fitr die meiften practijhen Redymungen
geniigen fitnfjtellige Logarithmen volljtindig.

Seder foldpe Logarithmud befteht aus wei Theilen, nimlidy der Babhl
vor dem Decimalfomma (den Gangen), oder der Characteriftit (Renn-
sffer) umd den Decimaljtellen ober der Mantijfe.

Lehriak: Jm Briggijden Logavithmenipitem ijt die Chavacterijtf
e3 Logarithmus einer gamgen Bafhl ftetd um Cin3 Feiner al3 die Anzahl
der Biffern der lesteren. y

Beweis: Fiir die BVafid 10 ijt log 1 =0,1log 10 =1, log 100 = 2,
log 1000 = 3 u. {. w. Ale einiffrigen gangen Bablen liegen jwifden
1 und 10, alfo die Logarithmen devjelben wijden O und 1 (denn wenn in
b* = a, x junimmt, jo widit aud) ¢ und umgetehrt), ihre Characteriftit
ift alio gleid) Null. Ebenfo liegen alle weisiffrigen 3ahlen wifden 10
und 100, ihre Logarithmen alfo 3wijden 1 und 2, aljo ift die Characteriftit
Der leteren gleidh 1. Jn diefer Weife fann man beliebig tweit fortfahren.

Allgemein: Wlle n3ifirigen Jahlen liegen wijden 10*—! und 107,
thre Qogarithmen alfo swijden log (10"1) =2 — 1 und log (10 ) =1»,
aljo ijt thre Characteriftit » — 1.

Anmerfung: Daber fann in den Tafeln der Briggijdhen Logarithmen bie
Gharacteriftif iiberall weggelaffent werden, da man fidh bdiefelbe jeberyeit Teicht
ergingen fann.
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Lehriah: Die Briggifdhen Logarithmen aller Baflen, welde durd
Wultiplication ober Divifion mit 10 oder Potengen von 10 aud einander
abgeleitet werden fimmen, Haben diefelbe Mantiffe.

Beweis: log (a-10") = log « + log (10*) = log a + =,

log (a: 10") = log ¢« — log (10*) = log a — n.

Die Addition oder Subtraction” von » Gangen wirft nur auf die
Characteriftit.

Bujap 1. Die Logarithmen aller gamzen Iahlen, weldse fidy nur
durd) angehingte Nullen pon ecinander unterideiden, Haben diejelbe Man-
tiffe. Daber fann man die Mantiffen aller Fahlen mit mweniger al3
n Biffern bei den Logarithmen der 2 iffrigen Bahlen finden, und da
ferner die Chavacteriftif fid) nad) dem vorigen Lehriat beftimmen 1ift,
fo brauden die Tajeln nur die Mantiffen der hoditziffrigen von Den-
jenigen Bablen zu enthalten, fitr weldye fie bejtimmt find.

Bujat 2. Der Logarithmus eined Decimalbrud)s hat diejelbe Man-
tiffe, wie der Logarithmus feines Rdhlerd; die Characterijtit it um eins
fleiner al3 die Anzahl der vov dem Komma ftehenden Riffern, jofern der
Decimalbrud) ein unddter ift. Fiir einen ddhten Decimalbrudy erhilt der
Logarithmus eine negative Characteritit von joviel Ginbeiten, ald Nullen
vor den geltenden Riffern ftehen, einjdhlieRlich der Null vor dem Komma.
Diefe negative Characterijtif wird der Mantifje — weldje auBerdem eine
Rull vor dem Komma erhdlt -— in Form ecined Subtrahendus angehingt.

Bujab 3. Jft umgetehrt die Characteriftif eined gegebenen Loga:
tithmusd O oder pofitiv, fo ift der Numerus grofer ald 1, fann aljo in
Der Form eined unddjten Decimalbrucdh3 angegeben werbden, Deffen Gange
eine 3iffer mehr haben, ald die Gharacterijtit Ginbeiten Hat. Sft die
Ghavacteriftit negativ, fo ift der Numerus ein ddyter Decimalbrud), welder
mit jo viel Nullen (einjdhlielich der vor dem RKomma ftehenden) beginnt,
als die Characteriftit Ginbeiten Hat.

 Bujap 4> Der Logarithmus eined gemeinen Bruches ergiebt jidy
nady (96) als Differen; der Logarithmen feined Bdblers und feines
Nenners. Der Logarithmusd eined ddyten Brudjed ift negativ.

Jegative Logarithmen verwendet man in der Redynung, indem man
fie Durdy joldje mit pofitiver Mantiffe und negativer Characteriftif erfest.
Bu diefem Bmede addirt man u dem negativen Logarithmusd die nddjt
bobere ganze Bah!l und fiigt dem erhaltenen pofitiven Refultat dieje letstere
Babl rwieder al3 negative Characteriftit zu.

Mit jolden Halb negativen Logarithmen redmet man nady den fiir
Diffevengen geltenden Regefn. Falls bei dem Subtrabiren yweier Logaz
tithmen die Mantifie der Diffeven negativ wiirde, vermehrt man den
Minuendud um jo viel gange Einbeiten, ald néthig find, damit die Man-
tife Der Differeny pofitiv werde, und fiigt dann eben o viele Einbeiten
al3 megative Ghavacteriftif ju, oder vermehrt die etwa dhon vorhandene
negative Chavacteriftit um fo viele Einbeiten.

it ein Logarithmus mit negativer Chavacteriftit durdy eine Iahl 3u
Dividiren, jo vermeidet man dad Entjtehen einer gebrodenen negativen Sha:
racteriftif, indem man jowobl die Null vor der Mantifie Des 3u dividivenden

i
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Logarithmus ald audy feine negative Ehavacterijtif um eine folde ganze
Rahl vergrofert, daf lepstere durd) den Divifor theilbar wird.

St mit‘einem halb negativen Logarithmus in eine Jahl zu dividiren,
jo muR man juvor erjteven in einen gang negativen vermwandeln.

Lebriat: Negative Bahlen Haben feine Rogarithmen.

Beweisd: Denn jowohl 107, al3 10—« = 1% find pofitive Rablen,
oder feime Poten3 eincr pofitiven Babhl, aljo audy feine Poteny von 10
fann negativ jein. |

Anmerfung 1: Um Rednungen, in welden negative Bablen vorfommen,
mittelft Cogarithmen ausfithren zu Edunen, formt maw bie ju bevedynenben Aus:
priidfe mit Hiilfe der fiiv negative Sablen geltenden Regeln jo um, dah man bdafite
Yusbriite miit abjoluten Bahlen erbilt, bdeven Vorzeidhen nad) vollenbdeter
Iogarithmifdher RNedhnung beflimmt wird. Logarithmen jolcher Jabien, welden
nad) bem Sdhlufje der Redmung das Vovgeidhen — u geben ift, pilegt man durdy
ein angefiigtes » al8 joldye fenntlidh ju maden.

©o fann man 3. B. bei der Multiplication algebraijdher Sahlen unidift das
Rrobuct der abfoluten Glicder mittelit der Logavithmen Beredhnen und dann bem
Rejultate bas Vorzetdhen 4 oder — geben, je nacdhdem die Anzahl der mit negativen
Borzeidhen verfehenen Factoven (ober bder mit = bezeidyneten Logarithmen) gerabe
ober ungerade ijt. Aehnlich verfiihet man bei Divifionen, u. . w.

Anmerfung 2: Tie pecielle Ginvidtung der logarithmijden Tafeln und ihe
Gebraud) find in den Tafeln felbit exliutert.

Deis § 58, 59a. Barbey XVIIL A, 4—30, CD.

§ 31. Die Bereduung der Logarithmen.

Sind bdie Logarithmen irgend eined Syjtems befannt, jo fann mit
ibrer Hitlfe jeder andeve Logarithmus leicht gefunden werden, denn aus

b* = a jolgt log (b%), = log a, oder @ - lo;g b =log a, aljo o =

b ¢
log a =log f = log « -

log b log b
. . man findet den Logarithmus einer Fahl a fiix ivgend eine Vafiz b,
wenn man den Logarithmusd derfelben Rabl fiir eine andere Bajid ¢ durdy
Den Rogavithmus Dder erjten Bajisd b fiiv die lebtere ¢ Ddividirt, oder wwenn

: 5 e : 1 e :
man ihn mit Dem veciprofen Werthe —— Ddiefed lebteren Lwegarithmus

’

multipficirt log b
b a
Anmerfarng: Insbefondbere abilt man log @ = l%gf—r—l = : , oder
b a log & log b
loga-logh =1, i >
Der Multiplicator 5, mit weldem dic Logarithmen jur Bafis ¢ multi

log b
plicitt werben miifjen, um bdie entjprechenden Logarithmen gur Vajis & 3u evbalten,

b
fann daber audy gleidy log ¢ gejelst werben.
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. 63 fommt jomit, um fjeden beliebigen Logarithmus beredinen u

Bonnen, nur davauf am, junddift die Logarithmen alfer Bablen filr irgend
eine Bafiz oder eine Tafel Der Logarithmen fitr irgend ein beftimmtes
Syjtem beredmen gu finmen. Da die Wahl diefer Bafiz theoretijd) gang
willtitelidy ift, jo wird man fid) fitr eine foldje enticdheident, fiir weldye die
practije Ansfithrung der Rednung fidh mobglichjt vereinfacht. ©3 fei 3u

Diefem Bwede « eine jehr Fleine 3ahl, und man fese log (1 + &) = «,
fodag alfo die Bafis ¢ Ddiefer Logarithmen (da ¢ =1 4 @) gleith
1

(1 + @) ift. Dann it log (1 + «)? = 2e, log (1 + ¢)® = 3¢, u. . .
Die Jahlen 1 + «, (1 4 @), (1 4 «)® u ). w. bilben eine in febr
tleinen Jntervallen fortidreitende Reihe, und man erhilt jomit auf Diefe
Weife sunddit eine Tafel der Logarithmen, deren Numeri swar nidt nady
gangen Sablen, aber Dod) mit jebr fleinen Differenzen fortidhreiten.
Set man 3. B. « = 0,0000001, o ift die Bafis gleidy

1,0000001 10900000 — 2 71828168, und man Hat:

log 1,0000001 = 0,0000001

log 1,00000020000001 = 0,0000002, ober, wenn man itberall
auf 7 Decimalen abliivt,

log 1,0000002 = 0,0000002,
log 1,0000003 — 0,0000003,
log 2,7182817 = 1,0000000, . {. 1.

Dte auf dieje Weife eraltenen Bahlen geftatten nun, die swijden
thnen liegenden Logavithmen durd) ein ndferungdieifes Jnterpolations:
verfafhren mit dem erforderlidien Grade der Genauigleit su beftimmen.

Anmerfung: Nimmt man @ als unendlich Hein an, jo erbilt die in Diefem
Falle mit e bezeidimete Bafis — wie in der hoheren Mathematit gezeigt wird —
ben Werth 2,718281828459 . ..., unbd bie gugehrigen Logavithmen find in diejem
Falle die oben erwibnten ,natiirlidien” Logarithmen. Die Hilkere Mathematit giebt
ugleidy Methoden jur Bevedynung ber Logarithmen, welde bequemer find, al8 bie
oben gefchilberte und babev bdie fonjt nodh su diefem Bwed abgeleiteten elementaven
Methoden — weldye fimmilich Bedeutend weitlinfiger und mithjamer find — ent-
behrlidy madjen. Gine elementave Methode, welde bie IMMoglichPeit geigt, feder
beliebigen Logarithmus audy auBerhalb ber Reibenfolge mit jebem verlangten Grad
von Genauigeit ju beredynen, wird jebod) fpiter (§ 44) erflért werben.

Der Factor, mit weldjem Ddie natiirliden Logarithmen multiplicict
werden miiffen, um Ddie Logarithmen filr ivgend ein andered Syjtem ju
erbalten, Beift der Modulus diefed Spftems. Der Modulus des Briggi-
iden ©yjtems ift T 043429448, ., umgefef)ft erhdlt man
die natiivliden Logarithmen aus den Briggijden durd) Divifion der lebteren
mit Diejem Modulus oder durdy Multiplication derfelben mit log. nat. 10 —

L 930258500, . .
log e
Bardey XVIII, 33—34, 37—39 u. Anb. 4.
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I, Abjcdnitt: Gleichungen.
VI. Gapitel.

You den Gleidungen fiberhaupt wnd den Beflimmungs-
gleidyungen erften Grades,

§ 32. Bon den Gleidjungen iiberhoupt, ihren Umformungen und
ihrer Gintheilung.

Cine Gleidung ift (Arithm. § 1, Anmert. 1) die Berbindung
jweier gleidwerthiger Grdfen durd) dad Gleidhbheitdzeihen. Die beiden
gleidhen @rdfen Beifen die Seiten der Gleidhung, und find Ddiefelben
aud eingelnen Bablen oder Bablformen durdy Adbdition oder Subtraction
jufammengefetst, jo beifen diefe Beftandtheile die Glieder der Gleidhung.

Anmerfung: Beibe Seiten einer Gleidhung, bezichungsweije bie Glieber
derfelbent, miiffenn auf die niimliche Ginheit begogen fein. So folgt 3. B. bdavaus,

baf 5 Marf gleih 50 Sgr. find, bnid;t 5 = 50, wobl aber 5 =
5:10 = 50,

Da gleihe Grdfen, wenn fie auf gleidhe Weife verdndert werden,
gleihe Rejultate geben miiffen (Gleiches su Gleihem addirt, Gleidhes won
Gleidhem fubtrabivt, Gleidhed mit Gleidem multiplicict, oder Gleides
durd) ®leiches dividirt, giebt Gleidyes), jo folgt, dap man, unbejdadet der
Ridytigheit einer Gleidung, su beiden Seiten einer jolden diefelbe Iahl
abdiren, ober von beiden Seiten diefelbe 3ahl (oder beide won Dderfelben
Aabl) fubtrabiven, fowie beide Seiten mit Derfelben Rahl multipliciven,
oder durdh (beyw. in) Ddiefelbe Babhl dividiven Ddarf.

Susbefonbdere folgt Hievaus, daf man mit jeder Gleidung folgenbde
Umformungen vornehmen darf:

1) Jeded Glied fann mit verdndertem Borgeidien aif die andere
Seite gefesst (trandponirt) werden. 3

Denn war dad Glied durd) dad Jeidhen 4 mit den anderen Gliedern
verbunden, fo ift e8 hierdurd) von beiden Seiten fubtrabirt worden, war
e3 durdy Das Beidhen — verbunmden, jo ift e3 zu beiden Seiten addirt
worden, oder ift A +m=B, o if 4+ m—m=B—m, b i
A=B—m umd it 4 —m=2RB, o it A—m-+m=B+m,
. i. 4= B -4 m.

Beifpiele: Aus (a + b)-c =ac + be folgt (a4 5)- ¢ — ac = be,
a ¢  ad—be a ad—be , ¢

AN — g CuAfle ¢ s L — = 12— T7=5
b ba foIgth 5 +d,au5x+7 12, x=12—7=35,

aud y +8=17—y folgt 2y =7 —8=—1,

50
10" ober
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Bujat: Cin Olied, weldhesd auf beiden Seiten einer Gleidhung ftehi
und durdy Ddaffelbe Redhnungdzeidhen verbumden ift, fann beiderfeitd iveg-
gelaffen ywerdem. )

- Qtd+m=B-+m, oder 4 —m=B—m, jo it 4= B.

2) Man fann jeden in einem Gliede einer Gleidung vorfommenden
Nenner aud der Gleidung wegjdhaffen, indem man beide Seiten (aljo
jeded Glied) mit Diefem Nenner multiplicirt.

StAt L =p it dcto=D-c

Man fann alfo audy jdmmtlige Nenner aud einer Gleihung ent:
fernen, indem man beide Seiten nad) und nad) mit den eingelnen RNennern,
ober fiirger auf einmal mit dem Hauptnenner multiplicirt.

b

Beifpicle: St §=3, foifz=3-4=12. Sit %+§
l—zf+1§é=%€, obet. 6a+4b=3c.

Aujab: Sind beide Seiten einer Gleidhung durd) eine und diefelbe
Rahl dividirt, fo Fann man Ddiefen gemeinjdaitliden Divijor weglaffen.

3) Man fann jeden Factor eined Glieded eciner Gleidhung aud der-
jelben entfernen, indem man beide Seiten (alfo jedes Glied) durd) diefen
Factor Ddividirt.

St A+ b c=D,foift o4 b=

c 5
T fo ijt

D 4
.
Beifpiele: Aus 42 = 12 folgt ac=l4—2 =3, aud @ - ¢ = d + e folgt

_d+te
=4t

Bufat: Sind beide Seiten einer Gleidhung mit einem und dem-
jelben Factor multiplicivt (haben alle Glieder beider Seiten einen gemein:
jdhaftliden Factor), fo fann man Ddenfelben weglaflen. — Sind die
Seiten einer Gleidhung Qutotienten mit demfelben Dividenden, jo find die
Diviforen einander gleid. §

Anmerfung: MWan beadite jedod), daf man nie mit Null bdividiren darf.
Das Multipliciven beider Seiten mit Null flihrt auf die war richtige, aber werth-
fofe Gleihung 0 = 0.

Gine Gleidhung, in welder die eine Seite nur eine Wmformung oder
Gntwidelung der andeven ift, wie 3. B. (¢ +b)-c=a-c+ b-¢

oder @ : - = b, weldye aljo fitr jeden belicbigen Werth jeder in ihr

enthaltenen unbejtimmten 3abl (Budjtaben) ridtig bleibt, beifgt eine
analytijde (identifde). Oleidjungen, in Ddemen die eine Seite nidht
durd) blofe Umformung und Cntwidelung aud der andeven gebildet werden
forn, weldhe alio aud) nidt fiiv jeden beliebigen Werth jeder in ibhr ent:
Daltenen unbeftimmten 3abl riditig bleiben, beigen Bejtimmungs:
gleidungen. Diejelben gelten alfo nur, wenn einer oder mebreren
ifrer unbeftimmten 3ahlen beftimmte Werthe beigelegt werden, wie 3. B.
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die Gleidung  + 5 = 7 nur jiir # = 2, die Gleidung 2 - y = 8 nur
fiir y = 4. Man pflegt diefe Grdgen die unbefannten Grigen,
oder {dlechthin Die Unbefannten zu memmen uud diefelben duvdy die
letsten Buchitaben ded Wlphabetd (x, ¥, z) 3u begeidmen, wihrend Sahlen,
denen jeder beliebige Werth beigelegt werden darf, in Der Regel durdy die
erjten. Budyjtaben de3 Wlphabets begeidhnet werden. Eine Bejtimmungs-
gleidhung aufldjen, Heipt durd) Wmformung derfelben die Werthe Der
Tnbefannten evmitteln, welde thr geniigen. Diefe Werthe nennt man die
Wurzeln der Gleidhung. Im Folgenden werden, {ofern nidyt das Gegen-
theil gefagt ift, nur folde Beftimmungsgleidungen beriitfichtigt, in denen
die Unbefannten nur al3 Beftandtheile einer Summe oder Differeny, eined
Productd oder eined Tluotienten, oder endlid) ald Bajen von Potengzen
vorfommen. Wir jdliegen alfo vorliufig alle Gleidungen aus, in denen
3 B. cine Unbefannte al3 Erponent einer Poteny oder Wurzel, ald Radi-

cand, Logavithmand u. dergl. vorfommt. — Cintheilung der Gleidhungen
in algebraijdhe und trandjcendente. Cintheilung der algebraijdhen in
rationale und irrvationale. — Wlgebra. : x

Man  theilt die Beflimmungsgleihungen nad) der Anzahl der in
thuen enthaltenen Unbefanuten in foldhe mit einer, zwei ober mebreven
Unbetannten ein. :

Die Glieder einer Gleidhung werden unterihieden in folde Oter, 1ter,
ot att Dimenfion. Gin Glied ift von der st Dimenfion, wenn
daffelbe » unbefannte Factoren enthilt (welde unter fid) veridieden obder
qum Thetl oder fimmtlidy gleidy fein fdnnen. Potengen unbefonnter
Grdfen. ).

Gin Glied, weldes feine Unbefannte enthidlt, ift aljo von der Ofr,
ein Glied mit einer eingigen Unbefannten auf der erjten Poteny ijt von
Der 1'%, Glieder mit 2%, & - y find von der 2% Dimenfion, u. . w.

Die Aufldfung eciner Beftimmungdgleidhung wird in der Regel
durdy folgende Umformungen Dderfelben vorbereitet:

1) Man [Bft alle KRlammern auj, welde einc unbefannte Grige
enthalten.

2) Man jdafit alle Nenner aud der Gleidhung.

3) Man bringt alle Glieder, welde (eine oder melreve) Unbefannte
enthalten, auf die cine Seite, alle iibrigen Glicder auf die andere Seite
Der -Gletdjung.

Cine Gleidung, welde nady diefen Umjormungen wenigjtend ein
Glied von Der a'*", aber fein3 von einer hdheren Dimenflon enthdlt, Heift
eine Gleidung vom 2" Grade.

Cine Gleidung heift alfo vom erjten Grade, wenn fie fein Product
und feine Potenz von Unbefannten enthilt, fie heift vom 3meiten Grade,
wenn fie dad Quabrat einer oder ein Product jweier unbefannter Srdfen,
aber fein Glied von einer Hobheren Dimenfion enthilt, u. {. w.

Jm_Folgenden werden unddift nur Gleidungen Ded evjten und
geiten Grades beritdfictigt.



62 VI. Gapitel. ¥ : [§ 33.

§ 33. Glcidungen erfien Grades.

Cine Gleidung Heifft geordnet, wenn nad) Vornahme Dder vorher
angegebenten Umformungen nod) alle Glieder, welde diefelbe Unbefannte
enthalten, in je ein ©lied (durd) Abjondern ded gemeinidhaftlidhen unbe:
fannten Factord) zujammengefait find.

Gine georduete Gleidung erften Graded mit einer Unbefannuten hat
die Form

a.x=b

Diefelbe wird aufgeldft durd) Divifion beider Seiten mit Dem Coef:

ficienten der lnbefannten. €3 ijt
b

A e

a

Anmerfung: Gine Probe bder Ridtigleit crgiebt fid) burd) Ginjesen bes
gefunbdenen Werthes in die geqebene Gleidhung.

Gine geordnete Gleihung erften Graded mit 3wei Unbefannten Hat
Die Form >

ax -+ by =c.

Gine jolde Gleidung reidht zur Wunffindung der Werthe der Unbe-

foannten nidt hin, denn 6§t man Ddiefelbe durdy die Umformungen

ax=c— by, x = c—-—_aﬂ, oder

e g
by=c—ax, y= g auf,

jo enthdlt Der filr eine Unbefannte gefundene Ausdrud nod) die andere
Unbefannte, ift alfo nidt geeignet, den Werth der erjteren ju beftimmen.
Dagegen gelingt died, wenn man mit der gegebenen Gleidung eine weite
gwijden denfelben Unbefannten verbindet, oder jum Verednen der Werthe
stoeier Unbefannten bedarf man jweier Gleidhungen wijden denjelben.

Rei jolde geordnete Gleidungen ex + by = ¢

ex - By =1y werden auf:

geldjt, indem man junddit aud denfelben eine dritte Gleihung (die Eli-
minationdgleidyung) ableitet, welde eine der Unbefannten nidyt mebr
enthilt. Wan nennt died dad Eliminiven Diefer Unbefannten und
bedient fid) fiir Ddaffelbe im Der Megel einmer der drei folgemden Wethoden:

1) Die Combinationdmethode: Man leitet aud jeder der beiden
Gleidyungen einen Ausdruc fiir die zu eliminivende Unbefannte ab, indem
man Diefelbe wie eine Gleidhung mit einer Unbefannten behandelt. Die
betden Ausdriide: fest man einander gleid). Man findet 3. B.

x=c—~by’x___y—ﬁy esby Loy Py
a o a o

, aljo

2) Die @ub]’titutionémetbbbe: Man judt nur aud einer der
gegebenen Gleidungen einen Ausdrud fiiv die ju eliminivende Unbefannte
und jubjtituirt diefen Dann an der Stelle derfelben in dev anbdeven Glei-

dung, 3. B.
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c—b c—b
xr = y,ﬂ- y+ﬁy=y.

a a

3) Die Englifde, oder die AdDDitions- und Subtractions:
methode: Man bilde das Fleinfte gemeinjdaftlihe Biclfade der Goeffi-
cienten Der 3u eliminirenden Unbefannten und multiplicive beide Seiten
einer jeden Gleidjung mit Ddemijenigen Factor diejes Bielfadjen, iweldher
ihrem Coefficienten der genannten Unbefannten fehlt. Darauf addire oder
jubtrahive man Dbie jo umgeformten Gleidjungen, je naddem die BVoreidyen
bev in Folge ded oben genannten Berfahrens mit gleidjen Coefficienten
verfehenen Glieder ungleid) oder gleidy find; 3. B.

92+ 20y = T8 [~ 5 oder a4 20y=78|-.2

152 — 8y=254|.3 15z — 8y =54 S0
4ba 4 100y = 390 182 + 40y — 156
45z — 24y — 162 . Thx — 40y = 270
124y — 228 93 — 426
Allgentein am Beften nady folgendem Sdema:
ax 4+ by —=c B ! —«
SE LpNEg 4

z (af — ba) = cff — by
y(@p— be)=ay —ca,uj. .

Dat man auf eine Ddiefer Arten (oder auf- einem jonftigen Wege)
die Gliminationdgleidhung erhalten, jo 6t man diefe auf die in ihr nody
enthaltene Unbefannte auf. Die zweite Unbefannte findet man tn der
Regel am einfachften durd) Subftitution ded fitr die erfte erbaltenen
Werthed in eine Der gegebenen (geordneten) Gleidungen und Aufldfen
der fo erbaltenen Gleidung auf diefe jweite Unbefanmte, dod) fann man
audy da3 Eliminationdverfahren in Begiehung auf die andere Unbefannte

wiederholen, und man erhdlt nady 3) bierdurd) auf bequeme Weife die
allgemeinen Rejultate

Sef by __ay—ca
—E_ﬁ——ba’y—aﬁ—ba' ‘

bei weldjen man bic Gleichheit Dder Nenmer und das iibereinftimmende
Bildungsgefes der 3dhler und Nenner beadyte.

Anmerfung: Aué den Gleidungen 2+ y=s, 2 —y=4d folgt durdy
Abbdition unmittelbar 2 = s 44, alfo 2 =4 (s + a), und durdy Subtraction
2y=s—d, alfo y =4 (s — d).

Jit aljo bie Gumme s unbd bdie Differen; gweier Grogen gegeben, fo ift die
eine von diefen gleidh ber Halben Summe, die anbere gleidy der Balben Differen;
ber gegebertent Summe und Differen;.

Bur Aufldfung von Gleidungen mit drei oder mehreven
nbefannten bedarf man ebenjovieler Gleidungen, al3 unbefannte
Grdgen vorbanden find.
Der Beweis folgt davans, dap bei Bermelhrung der Angahl Dder
Unbefannten um eine, audy eine Vermehrung der Gleidhungen exforderlidy

x
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twird, weil anderen Falld Ddie fiir die itbrigen unbefannten Grdfen gefun:
denen Ausddriide die neue Unbefannte enthalten miifen. Man verbindet
die gegebenen Gleidhungen, nadydem fie geordnet find, paariveije und bildet
aud jedem Baave, wie oben angegeben, eine Climinationsgleidung, indem
man jedesmal Diefelbe Unbefannte eliminivt. Dat man auj dieje Weife
aud n Gleidungen mit 7 Unbefannten n — 1 neue Gleidjungen mit n — 1
Unbefannten erbalten, fo verfihrt man mit Ddiefen auf gleide Weife, indem
man n — 2 Gliminationggleidungen mit 7 — 2 Unbefannten bildet.
Man fahrt hiermit jo lange fort, 518 man eine Gleidhung mit einer Un:
befannten erhdlt, die man dann auf diefe lebteve aufldft. Den gefundenen
Werth fubftituirt man an ihrer Stelle in eine der Climinationdgleidungen
mit 3wet Unbefannten und beftimmt Hierdurd) die sweite Unbefannte; dann
fubftituirt man die beiden nun befannten LWerthe in eine der Gleidhungen
mit drei Unbefannten, und fahrt in diefer LWeife fort, bi3 die Werthe
jammtlicher n Unbefannten gefunden find. :

Soll die Aufldjung gegebener Gleihungen auj mehrere Unbefannte
mbglich fein, fo miljfen diefe Gleidhungen jimmtlid) von einander unab:
hingig fein, 0. §. e3 darf feine devfelben fid) aus einer ober mehreven der
itbrigen durd) bloge Umformung ober Verbindung Dderfelben ableiten lafjen.

Denn befindet fid) unter den gegebenen Gleidjungen eine joldhe, welde
fih aus den iibrigen ableiten [3Rt, fo ift Diefelbe Durd) letere von felbit
gegeben und fann nidyt a8 eime neue, felbftindige Gleidhung gelten.
Der Verjudy dev Wufldjung fithrt in foldem Falle auf eine identijde
Oleidung. Dabher darf audy bei der Climination von Unbefannten
niemal3 eine Gliminationdgleidung durdy Verbindung ziveier Gleidhungen
aebilbet werden, weldhe beveitd mittelbar mit etnander verbunden worden
find,  Ale n gegebenen Gleidhungen mitffen gur Climination benust
werden.

VIL (Sapite[.

Gleiguugen jweiten Grades.

§ 34.

Gine Gleidung zweiten Graded mit einmer Unbefannten
enthilt nady § 32 Das Quadrat derfelbert und fann auferdem aud) Glieder
mit Der erften Poteny und Glieder ofne die Unbefannte enthalten. Sie
Beifit vollftindig, wenn alle Drei Arten von Glicdern vorfommen,
unvolljtindig, wenn eine Der lebteren oder beide fehlen. Die volljftindige
quadratifde Gleidung beift geordnet, wenn fie durd) Aufldjen Der etwa
vorhandenen Klammern, Wegjdaffen der Nenmer, Aujammenjafjen Dder
Glieder jeder eingelnen Art und Orbdnen Dderfelben, endlid) duvd) Divifion
mit dem Coefficienten von «* auf die Form:

& 2t pec—g
gebradyt ift.
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Um eine jolde geordnete quadratijde Gleidung aufsuldfen, bringe
man thre linfe Seite auf die Form eined volljtindigen Quadrats:
(a + 5)* = a® 4 2ab + b2, indem man fir p-x, 2-a - + p febt
und ju beiden Seiten der Sleiung (32)% ober 1p* addict. Man erhilt
for @® 42 - §p + (3p)* = ¢ + 12°, ober (e + $p)° =g+ {2°
and bieraus & + Lp =4 ¥V ¢ + 1p? aljo

(€3] g=—4iptVa+ir®
Subititution der Werthe von p und ¢ in die Formel (2) bei jedem
ipeciellen Fall ftatt jededmaliger Wieerholung der gangen Ableitung.

*§ 35. Disenffion der Formel (2).

Die Formel (2) umfafit alle befonderen Falle volljtédndiger oder
unvollftindiger Gleidungen. TWegen ded doppelten Borzeidens der Wurgel
Liefert fie gwei Werthe fiir 2; eine quadratiie Gleidung Hat aljo ftets
3twei Wurgeln. B

Jit ¢ pofitiv, fo ift ¢ + 1p* cbenfall3 pojitiv, gleidviel ob p
Pofitiv oder negativ ijt; beide Wurgeln Dder Gleidhung find alfo in Ddiefem
all rveell. Dabei ift fiir pojitives p die eine ftet3 negativ, die andere
ftetd pofitin (denn ¢ + 1p> > J1p% 0.1 > $p). Fiir negatives
p, oder fiir die Gleidung x> — pr — ¢ fann bdie Formel (2) durdh
=+ 4p+Vq¢+ 1p? erfet werben, und e3 ift wieder die eine
Wurzel pofitiv, die andere negativ. Fiir p = 0, oder fitr die Gleidhung
x* = ¢, welde eine rein quadratijde Heift, erbilt man, wie aud) leidht
unmittelbar gu finden, @ = + V.

~ Jit ¢ negativ, o erbdlt man fiir die Gleidung 2> + pr — — q
bie Formel: @ = — $p + Y1p* —¢. 3t mun ) $p° > ¢, o
find beide Wurzeln der Gleichung reell und bei pofitivem p beide negativ,
bei negativem p beide pofitiv. Jft b) £p2 =g, fo werden beide Wurzeln
einander gleidhy, und man hat & = — 4p. Jft ) 4% < g, fo fimd
beide Wurgeln imagindr. Daffelbe findet alfo audy jtatt fiiv die reine

quadratijhe Gleidung 2> = — ¢, welde « = 4 J'—¢ ergiebt.  Qjt
endlid) ¢ = 0, fo hat die Gleidhung 22 + pax = 0 die Wurgel & = 0
und augerdem die Wurgel x = — p.

Anmerfung 1: Die Glidung 22+ pz =0 lift fih durd o bividiren,
aber wur in ber Vorausfepung, daf x nidt gleidy Null fei. Man erbilt dann
z+p=0 2= —p Dieanbere BWurzel der quadratifden Gleichung it offenbar
x =0,

Anmerfung 2: Die Gleidung 2 4 px 4 ¢ =0 [&ft fich ftets aufi bie
orm (@ — a) (2 — 1) =0 bringen, wobei @ und b bie beiden Wurzeln der Glei-
dung find. @8 ift p=— (a +b), g =+ ab.

Man Fann Hierauf eine andere Weethode der Ableitung der Formel (2) griinben.

Anmerfung 3: Gine britte Methobe ift folgenbe: Man fete in 22+ pa = q,

¥+ & und beftimme in der dadurd entjtehenden neuen Gleidhung den Werth

vort § o, baf ber Coefficient bes Gliedes mit ber erjten Potens von y gleidh Nuill
5

T =

Reidt, Glemente der Matbematit. I.
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wird, alfo eine rein quabratiide Gleihung von der Form y* = A entjieht. Dann
_I)atmany=in_1, alio z = & + V4. : :

Auf diefem Wege fann man iiberhaupt aus jeber geordbneten Gleidung bas:
Glied mit der pweithbchiten Boten; ber Unbefannten wegidaffen.

Gine jo umgejormte Gleidung beibt rebucirt. :

Anmerfung 4: Aufldfung der Gleidungen von der Form a** +p -a* = ¢

durd) die Subftitution x = y; (x=Vy).

*§ 36.

Gine geordnete quadratijde Gleidung mit 2 Unbefannten
Bat, wenn fie volljtindig ift, die Form:

224 azy+ by*+cxtdy=e.

Um aud awei foldhen Gleidhungen die Werthe der Unbefannten zu
finden, fonn moan fid Der befannten Climinationdmethoden (§ 33)
bedienen.

Man erhilt al3 Eliminationdgleidung in der Regel ecine Gleidjung
vom vierten Grade, deven ieitere Behandlung auperhalb der Gremgen
diefes Lehrbuchd liegt. Vgl iibrigens § 44. Jn vielen Fillen gelingt
¢3 jedody, die Gliminationsgleidung auf eine folde eined niederen Graded
su reduciren, fo dafy Diefelbe audy mitteljt Der bisher behandelten Lehren
aufldsbar wird.

G8 feien 3. B. aus ber Summe x4y =s und dem Producte = -y = p-
sweier Bablen diefe Bablen u finben, fo ergiecbt bie Subftitution von y =s — 2
aud ber erften in bie aweite Gleidung bdie quabdratijhe Eliminationsgleidung

2 2 o
65— 2% =, olfy i om ]/—p+§+%, und ebenfo y = ]/—p+“;+§‘

Ober man bilde gunidft (z — y)? =a®— 2xy +y*=a+2xy 4+ y* — 4y
—(z 4yt —4ay =s*—4p, aljo x —y=Vs* —4p, und beredhne aus
x4y und & — y bdie Werthe von = und y. Ober man folgert aus § 35,
Inmert. 2, bafx und y biebeiden Wurzeln der quadratifden Gleidung x*— sz + p=0
finb.
Beifpiel 2: a2 — P2 =m, y(xz+y) =n Man fepe
2—p=(—y)(ety)=mn=z@+y) —ylty)=z@+ty)—n

alfom(x+y)=m+",ba‘)et;;_=m m+n

n e
——, #=——"y o ylz+y)=

n? n
mten? " +Vmt2n "

Beifpiel 3: 22 — by + 92 — 4z 4 12y = —4.

22 —2zxy -+ 3y —4x -} 5y = 53.

Deis § 73, Nr. 46, :

Gebt man in der evten biefer Gleidhungen ® — 62y + 9y = (= — 3 )%
— 42412y = — 4 (z — 3y) und jobann £ — 3y =1z, jo erhilt man 2% —

r=—4, qlfoz="+V—4+4+42=2, alfo z=2+3y. Sept man

diefen Ausbrud fiir x in bdig aweite Gleidhung ein, fo erhilt man 62+ y=>57

m—+n m 2n
—j}—-y-%—.f/) =y2-—+,;—=", 9=
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unb-ﬁittul}sy,=+.3,y,=-—3~},aﬁox‘=2+3-3=11,:r,==2—3-3§=
eqT
SR 2 1 10 8 4
Beiipiel 4: (s;e@ § 78, Mr. 18). —-{-— Ty 4

Aug ber erjten @Iud)ung folgt + J-i, aljo, wemnt man fiic xy aud

180
er jtoeiten @Ield)ung 180 einjetst, z +y = —z— =36. Hievaus und qus xy = 180
. ergebent iy nady Beifpiel 1 die Werthe von = und .
L s 1 , é & :
Ober man fepe o « 7 = ' unb beredne junidft =’ und y'.

Beifpiel 5: (Heis § 73, Nr.13). (4 y)t — 222 =49; 322 +-4 (2}y)?=372.
Man multiplicive die erfte Gleifhung mit 4 und jubivabhive bie jo entftehende
Gleihung von bder pweitenr. Died ergiebt 11a? = 176, & = + 4. Daber ift
(@ + )2 —32=149; 2+ y =19, mithin =; = +4,y, + 5 ober — 133
&y = —4, Y= -} 13 ober — 5.

Anmerinng: Gnthili eine Gleidung eine ober mehrere unbefannie Srdgen
unter Wurgelzeidhen, fo miiffen biefe Wurgeln um Biwede bde8 Otrbnend dev
Gleidung entfernt wevden. Dies fann in vielen Fillen dadurd) gejchehen, dbaf man
beibe Seiten ber Gleidung mit einem paffenden Grponenten potemzivt. Cuthilt
bie Gleidhung nur eine folde Wurgel, fo {Haffe man biefe junidit anf eine Seite
allein und potenzive bann beidbe Seiten mit ihrem Crponenten. Cnthilt bdie Glet-
dung zwei Quabratwurzeln, fo bringe nan entweber eine von ihnen ober beide
sujammen auf eine Seite allein und potengive mit 2. Die hierdurd) entftehende
Gleidyung witd dann nod) cine Quabratwurgel enthalten, weldhe durd) nodhymaliged
Potengiren, wie vorber gezeigt, entfernt wird.

Anbhang 4. Gleidungen 3. Graded mit einer Unbefannten.

Gine Gleidung 3. Graded mit einer Unbefannten bheifft geordnet,
wenn fie auf die Form «® 4 ea® 4 bx - ¢ = 0 gebradit ift. Sie ijt
volljtindig, wenn feiner Der Coefficienten @, b, ¢ gleidh Null ijt, anderen=
fall3, alfo twenn eind oder mefrere Der 3 lebten Glieder fehlen, Yeifst fie
unvolljtindig. Eine @Ietc[;ung 3. Grades, welder da3 jweite Glied fehit
(@ = 0), bheifgt reducirt, eine @Ietd)ung, welder a3 zweite und dad
Dritte feflen, Deift eine reine Gleidhung 3. Grades.

a) Wuildjung Dder reinen Gleidjung 3. Grades: * +-a=0. €3
it 2= —gq, aljp 2 =/ — a.

b) ﬁu{[o]ung der reducirten @Ield)ung 3.Grades: * +prt¢g=
Man jese « = y + z, foijt y* - 3y z-l—3yz2+’3+1’(y+z)+9
=0, ober y* + 2% + Byz (y +2) +p(J+~)H-9—0 oder
J+z3+(y+')(3'/z+p)+q— :
I{Sefttmmt man nun den Werth von z o, daf 3yz -+ p = O wird,
- et aljo

(1)

I

e 1
3y’

5*



63 VII. Gapitel. . 3 [nbang 4.

A 3
‘fo wird (2) »® + 234+ 9=0, oder > — 2;)”3 -+ ¢=0, ober
X

3 ¢
¥+ qy? =€—7 Gept man y° = 2a’, fo witd 2? L+ ¢ 2 = = p%,
alfo 2’ = — $¢ +V&0* + &%,
= 3 R e R
alfo y =/« = ]/—- e+ V&P + 1o

Aus §2)i’[9t nun 23‘_——-= —q¢—y=—1¢F V?’?lﬁ + Lo
dfo 2= J/— 4 F Vr + 14" :
Mithin ijt

®) e =/~ $e L VEP Fi7 + )/~ T/ R AT

Diefe Formel Geigt die Cardanijdhe.
c) Aufldjung der volljtindigen cubijden Gleidung

2+ ax® 4 bx 4+ ¢c=0..
Man febe € =y + ¢, jo ijt
‘ ¥+ 3y 43 |y ad
. + a ~+ 2 ax —}—aa?I_O
+ b + be J P
+ e
Beftimmt man nun den Werth von « fo, daf 3¢ + a = 0 wird,
fet alfo @ = — La, fo erbdlt man fiilr y eine reducirte Oleidung,
die mittelit der Cardanijden Formel aufgeldft werden fann, und bat damn
=y — ta. ;

St @ = o eine Wurgel irgend einer cubijden Gleidhung
234 aa® 4 bz +c=0, jo ift die linfe Seite (da3 jogenannte
Polynom) derfelben durd) « — o ohne Rejt theilbar. :

Denn in diejem Fall ift 0 4 a0’ + bo+ ¢ =0, und fiifrt
man die angegebene Divifion aus, {o erhdlt man hierdurd) fiir den Reft
den Werth Null. Daffelbe ergiebt fich audy durdy Subtraction der beiden
vorjtehenden Gleidjungen, denn in (2° — @) 4 ¢ (2*—a?) 4 b (2 — )
ijt jeded cingelne Glied durdh « — o theilbar.

ieraus folgt, daf fid) da3 Polynom jeder cubijden Gleidhung in
der Form bed Productd wom & — o mit einem quadratijden Factor
darjtellen . [4Bt, und Dda Ddiefed Probuct audy dadurd) den Werth Null
erthalten fann, daf diefer quabdratijde Factor gleidh Null gefesit wird, die
fo entftehende Gleidung ziweiten Grade3 aber wieder zwei Wurgeln Bat,
jo folgt, dag jede Gleihung 3. Graded drei Wurgeln befitst. Mit Dem
Borftehenden ift jugleid) der Weg gezeigt, auf dem man allgemein bdie
beiden itbrigen Wurgeln nad) Beftimmung der erften mitteld der Cardanijden
Tormel finden fann.

So ergiebt fid punddit fiic die Gleidung «® — 1 = 0 aud
ad — 1= (z— 1) (2% 4 a + 1) die Gleidung 22 + 24+ 1=0,
und man erhilt hiernadh fiiv « die drei Werthe:
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sk S —1—py —3
e SRR T

Die Aufgabe, die Gleidung «* — 1 = 0 aufldfen, Heifit nihts
andered, al3 den Werth der Cubifourzel aud 1 Heftimmen, und man fieht
aus dem Borftehenden, daf diefe Cubifmursel dreideutig ijft, indem fie
neben ihrem gewdhnliden (arithmetijdhen) LWerthe 1 nod) 3wei imagindve
Werthe befist. Man dibevzeugt fih umgelehrt leidht durdh) Potenmziren
diefer Werthe von @, und w5, daf Ddie dritten Potengen Derielben gleidh
1 find.

Die Gleidung ® — a = 0 fitht in gleider Weije auf den Sab,
daf jede Cubifwurzel Dreideutig ift, und daf, wenn unter [3/;, oie bidher,
der gewdhnlide arithmetijhe LWerth derfelben verjtanden wird, die beiden
anderen LWerthe durd) Multiplication Ded erjteren mit den obigen von x,
und w3 erbalten werden. Sest man Per Kiirze Halber

—1-—-iy3 e i el
Ao AT 5ee
fo find alfo die Dret Werthe Der Cubifwurzel aus a, f/ aot f/ al J, i/;-

Hiernad) (it fih nun die Bejtimmung Dder drei Wurzeln einer,
reducirten cubijdjen Gleidhung fiivzer faffen, da man nur ndthig bat; in
ber Gardanijden Formel die dreifaden Werthe der beiden Eubifwurzeln
¥, % ju beadyten, deren arithmetijdhe Werthe iwiv der RKiivze halber mit u
und v begeidhnen wollen. Da aber, der obigen Cntwidelung sufolge, dad
Broduct yz den veellen Werth — Lp haben mup, fo ergiebt fidy leicht,
baf nur die drei Bujammenitellungen .

u+ v, Jyu+ Jov, Jou-4 Jv
braudjbar find, weldje fomit die drei Wurgeln Dder cubijdhen Gleidhung
angeber. )

Disdeujjion: Jft o7 p° 4 L¢? pojitiv, fo find » und v veell; man
erhilt daber in Diefem Fall durdy die Cardanijde Formel eine veelle und
swei imagindre Wurgeln der Gleidung. Jft o470 + 1¢®> =0, alfo p
negatio und — 4p° = 2742, o with u =0 = ;3/— $¢, und man
erhilt drei veelle Wurgeln, von Demen aber 3wei einander gleidy {ind,
joda die cubijdie Gleidpung in diefem Fall anjdheinend nur swei Wurzeln
bat. Jjt endlidy 54 p> 4 1¢® negativ, aljo p negativ und 4p3 > 27 %
fo mwerden » und » imagindr, und man erhdlt die drei Wurgeln der
Gleidung in imagindrer Form. ©3 [ift fid) jedoch seigen, Daf eben nur
bie Form Derjelben imagindr, dagegen die Werthe in diefem Fall fiir
alle drei Wurgeln veell jind. Dev Beweid diejeds Sanes, fowie eine
WMethode, diefe veellen Werthe ju beredmen, findet fid) in der Trigonos
metrie (Anhang 3, VIT). Da dieje Werthe aber nidyt durd algebraifdye
Formeln gefunden werden Ednnen, fo wird diefer Fall der irveducibele
genannt.

Um eine cubije Gleidung ju bilden, welde drei gegebene LWurzeln
@y, @y, @, Bat, braud)t man nur ba3d Product (z — 0,) (z — 0,) (x — ;)
gu entivideln und gleid) Null ju feben. Umgekehrt [Eft fidy jede ge-

x3=

=Jlr

s,
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gebene Gleihung dritten Graded, wenn ifre drei Wurseln BHeFannt find,
in Ddiefer Form fdreiben, wie leicht Davaus folgt, Daf a3 Polynom
Derfelben Durd) jeden der Drei Factoren theilbar fein muf, und aufer:
dem fein ieitever,  enthaltender Factor vorfommen fanm. Durdy Cnt: *
tidelung de3 obigen Products und Bergleihung mit « + ax? + ba -+ ¢
erhdlt man

—a =& 4 & + &35 + b=2x,2, + 723 | 2,055 —c=z2,3,
giir die reducivte Gleidung ift alfo die Summe der drei Wurgeln gleidy
RNull, oder 23 = — (z; + x,).

Sft in einer cubijden Gleidung da3 leste Glied gleid) Null, Hat
~ Diefelbe alfo die Form a® 4 ax® 4 ba =0, o ift die eine LWurzel
gleid) Null, und die Heiden andeven ergeben fidh direct durch Aufldien der
quabdratijden Gleihung a* + ez 4+ b=0. Jjt audy b =0, fo find
gwei Wurgeln der Gleidhung gleich Null, und die dritte ift gleich — a.

Heis § 95. Barbey XXXVIIL

, Anbang 5. Das Anfesen der Gleidungen.

* Die Anwendung der Beftimmungsgleidungen zum Aufldfen von
Redynungdaujgaben erfordert in der Regel voverjt die Bildbung der ndthi-
gen Oleidungen aus den in Worten audgedriicten Bedingungen der Auf-
gabe. €3 ijt diefed jogenannte ,Anjehen” ber Gleidungen im Wefent-
liden eine Ueberfebung Dder in der Aufgabe angegebenen Besiehungen
swijdhen gejudhten (unbefannten) und gegebenen Grofen in die Formel:
jpradje Der Arithmetit, und e3 ijt daher jum Gelingen der Wrbeit vor
allem nothig, dag man fid) jene Beziehungen, welde in mehr oder minder
complicivter Fafjung gegeben fein fommen, villig flar made. Man gebe
genau an, welde Grige (oder bei mehreren Gleidyungen, welde Grdgen)
al3 Unbefannte « (y, z,...) gefudit werden joll, und auj welde Einbeit
(Benennung) jede Unbefannte bezogen wird. Dann jude man diejenigen
Orisfen, weldhe einander gleidufesen find, Driide jede Derfelben mitteljt
der in Der Aufgabe angegebemen Operationen ausd, indem man dabei z
wie eine befannte Bahl behanbdelt, und. bilde aud ihnen die Gleidhung.
Jm Folgenden jollen einige leidtere und in der Prarid bejonders widjtige
Arten von Aufgaben nody etiwad ndber befproden werden.

1. Procent-Redynungen. Jjt ein Capital X zu p Procent auf
Binjen audgelichen, fo empfingt der Darleiber fiir jede 100 Ginbeiten
(Thaler, Mart u. dgl), welde in dem Capital enthalten find, in einem
beftimmten Heitraume, 3. B. in jedem Jabhre, p folde Cinbeiten von dem
Sduldner al3 infen.” Demnady {ind die Binfen z eined Jahres gleich

KT—(;O‘”, und da3 urfpriinglidhe Capital widft durd diejelben am Gnde ez

Qabred auf €, = K + z =K (1 - Il(l)ﬁ) an. Die Binfen von » Jabhren

find zp, = K—'lg.%’-‘, und Ba3 um Ddiefelben vermehrte Capital ijt



Anbang 5.] ~ nfegen der Gleidhungen. 1

Co =K+ 2, — K~ (1 -+ 11166") Dieje Gleidhungen, welde Ddie

gegenjeitigen Beziehungen 3wijden den fieben Grifen X, p, 2, 2, 7, €y, Cn
angeben (,, Beichungsgleidhungen”), tnnen ald Beftimmungagleidungen fiic
jebe eingelne Derfelben dienen, fofern die dfibrigen, zur Beftimmung ndthigen
©rdfen gegeben {ind. Man Hat ju Ddiefem Bwede nur die gejudte Grife
al3 die Unbefannte der Gleidhung zu behandeln und leptere auf jene auf:
suldjen.

PMan beredne hiernady 3. B.

1) K aud z und p, oder aud z,, n, p, oder aud C; und p, oder
au3 C,, p und n.

2) p aud K und z, ober aud X, z,, n, oder C;, K, ober C,, K, n.

3) n aud z,, K, p, ober aud C,, K, p.

Jn diefen Gleidungen Fann 2 jowohl eine gange, ald eine gebrodjene
Rahl fein, oder die Jinfen fiir einen Theil de3 Jahred find gleidy Dem
entjpredjenden Brudhtheil der Jinfen eined gangen Jahred. — Diefelben
Gleidungen gelten, aufer fiir audgelichene Capitalien, fiir Grdgen jeder
Art, jobald bet Ddiefen eine nady Procenten derfelben u beredynende Grife
vorfommt. Die Srildrung der Hierbei vorfommenden Begriffe Rabatt,
Disconto, Tara, Brutto und Netto, Prdamie, . §: w. fann dem
miindlidien Untervidyt diberlaffen bleiben.

$Hat man eine Reihe von Aufgaben Dderfelben Art, welde fidh nur
durd) veridyiedene Sahlentverthe der vorfommenden Grdfen unterideiden,
3 B. mebrere Beredhnungen eined Capitald ausd den Procenten und den
Rinfen eined Jahres, geldft, fo fieht man leidht ein, daf man jededmal
eine und Ddiefelbe Arbeit, nur mit veridhiedenen Babhlenwerthen ausdgefithrt
Dat. Oftatt einer foldjen Bfteren Wiederholung fann man die Aufgabe
ein fitr allemal [8fen, indem man ftatt Der beftimmien Bahlen allgemeine
Bahlzeidhen anmwendet, fiir die man dann in jedem eingelnen Fall nur die
betreffenden Werthe im Refultat eingufeben braudt. So ergiebt fidy in
Dem angefithrten Beifpiel aud der allgemeinen Gleidhung

100 z

’

(3%

x =
=300 -2 Da3 Rejultat z =
und man fann dafjelbe audy in Worten, in Form einer Redhnungaregel:
HUm dag Capitel 3u finden, dividive man da3d Hundertfade der jdhrlicden
Binjen durd) die Anzahl der Procente’” ausfpredhen. — Diefe Bemerfung
gilt natiiclidy nicdht blod fiir Procentredhnungen, jondern allgemein.

Die vorjtehenden Beziehungdgleihungen wird man audy Bei ufam:
mengefetsteren Procentrednungen anwoenden Fonnen.

Sollen 3. B. gwei Capitalien gefunben werden, deren Summe gleidhy @ gegeben
iit, wenmn bas erfte 3u p, bas weite 3u ¢ Procent audgeliefient war, und dasd zweite
idblicy & Markt Rinfen mehr ald bas erfte trug, fo Fanm man ald Unbefannte 2
bie Anzabl ber Mark des erften annehmen, bdas 3eite gleih @ — = und die

Differeng bder Binjen des zweiten und erften gleich & fepen. Man erhilt dann nady
dem Borigen



12 VIL Gapitel. [nbang 5.

a8 — & x i

100 - q e 1—06 . p —3

Anmerfung: Bei der Bejtimmung bes baaren BWerthed cines Capitald C,
weldies nadh 7 Jahren (Beitrtipmen) zablbar ift, muf man nad) dem Bovigen das ge:
genwirtig ju jablenbe Capital K fo beflimmen, baf e8 durdy feine njibhrigen Bin-
_ fen qu p Procent auf ben jdhulbigen Betrag C anwadyfen wiithe, b. §. e8 mup

K. (1 + %) = C fein. 3In der Praris werben gewdhnlich die Procente (Dis-
conto) ftatt bon bem wirflidy gesablten Capital K von dem ju zahlenden C gevedhnet,
affo K= C— i%.fﬁ'= O(1—£%) geiest. Theoretif if bies falie. Rimmt man

# B.n=1, p=1>5 an, fo betriigt der Fehler fiir jede 420 Thaler bes Capitals
einen Thaler. Gin dhnlider Fall findet fatt bei fogen. Terminalzabhlungen.
Jft bas Capital Ky nad) a Beitrdumen, K, nady b, K, nad ¢ Seitviumen u. . w.
3 gablen, unb follen fimmtlice Capitalien ftatt beffen gleidhyeitig abgetragen werden, fo
entfieht die Frage, nadh wieviel Beitriumen bies gejdhehen fonne, fo bap roeber dem
Sdhulbner nody dem Gliubiger dbadurd) cin Sdaben ermadife. Nennt man bdie An=
'aaI)I_ biefer Beitrdume », fo mu§ fiic den Brocentfap p:
‘_K_l__*_»‘ﬁ’i__}__L+_._=K1+K2+K3+"'
100 + pa ' 100 4-pb " 100 + pe 100 + p=z
fein, wibhrend gewdhnlich nady der, jtreng genommien, untidtigen Gleidung
Ky.p.a K-p-b K,-p-e . (Kt Ky 4 K; ---) pn
100 + 100 w 100 fre 100 4
obert Ky-a4 Ky - b+ Ky-e+---=(Ky+ Ko+ Ky --)m
geredynet with. — Audh diefe Gleichungen nnen felbftveritindlicy jur Beftimmung
jeber eingelnen bev in ifmen vorfommenden Grifen aus den iibrigen benubt werben.
Heis 63, Nr. 34—50, 56—58, 70, 109—117, 178—187. Bardey XXIII,
1. &t 94—100, 111, 2, &t 61—68, 79—87, 3. &t. 1, 10—22,

2. Bertheilung3-Rednung. Soll eine Grofe @ unter mehrere
Perjonen 4, B, C, ... fo vertheilt werden, daf B den Betrag b’, € den
Betrag ¢/, u. f. w. mehr ald 4 erfalte, fo Gat man, wenn « den An-
theil De3 A begeidynet,  + (x b)) + (. + ¢) 4 - -+ = a, oder
n.24b+c 4 ... =a Goll a dagegen in einem gegebenen Ver-
Daltnif m : 2 :p w. i w. vertheilt werden, {o fann man durd) = den auf
Die Berhaltnifzahl 1 Fommenden Antheil begeidynen, jo daf ma, na, pa
begiiglidy die Untheile von 4, B, C find, und die Gleidhung

mtntpt -)a=a
beftebt. ©oll jeder Theil auferdem nody einen Bejtimmten Betrag o', &,
¢ 1. f. w. o der gegebenen Grife eralten, fo ift
 (mtndpd ol b b=,
und die gejudten Grifen find begiiglih mz + o, nx 4+ ¥, u. f. w.,
wobei &', &', - - - aud) negativ fein Eommen.

Deis: 21—24, 28—32, 52—54, 79, 86, 92, 188—196. Bardey 1. St. 70—93,
132—146; 2. Gt. 124—134; 3. Gt 44—49,

3. Mijdungs-Rednung. 3 feien e, B, 7 u. . w. die Preife

b.




Ynbang 5.] - Unjegen ber Gleidhungen. 3

je einer Cinbeit von veridiedenen Sorten eciner Waare, und w der Preid
ciner Ginbeit der durdy Mifdhung von begitglidy a, b, ¢ u. . w. Gin-
beiten jener Sorte entjtehenden Mijdforte, fo ift, wenn feine andere Ve
jimmung getvoffen wird, der Preiz des Gefammtbetrags der lesteren

gleid) der Summe der Preife ihrer Bejtandtheile, und man hat alfo die
Gleidung

awdbpfeyt - =(atbded g,

mittelit weldjer fid) jede eingelne der Grifen a, b, ¢, - - - ¢, B, Poro,
al3 Unbetannte aus ben itbrigen beredinen Iaft. Werden Hlos 3wet Sorten
gemifdyt, fo Fann_gefragt werben, wieviel von jeder su nehmen fei, damit
ein beftimmter Betrag s der Mijdjorte von gegebenem Preife erhalten
werde.  Hier find alfo @ und b die Unbefannten, und e3 it a+b6=s,
ae 4+ b =su, u. i. w. :

Heid: 207—222. Barbey: 1. St. 147 —154; 2. ©t. 109—123; 3, €t. 23—35,

4. Retten:Redynung. Soll da3 BVerhiltnif o : b sweier Grdfen
bejtimmt werden, wenn ecine Rette von verbindenden Berhiltniffen

a:c=m:n,c:d=o:p die=yq:r, ... . [:b=s:1
gegeben ift, fo Hat man d
. n e r n r
c=-~-—a,d=p——=£ —a,e=—=£---~a,u]m,
m 0 o m o m q
g t- PRAr .t ;
bi3 b=T=;)?q~,T; a, GI‘D [t:b=0”lq...3 SPRE TN

Brgl. Anbang 1. Nr. 8.

5. Bewegungs:Aufgaben. Legt ein Korper in gleidyfdrmiger Be-
wegung innerhalb der Reit ¢ den Raum s jurii€, und begeidhnet ¢ feine
Geldymindigleit, d. . den in der Beiteinbheit durdylaufenen Weg, fo ijt

s $
§==ct, oder P, oder t=?-

Gollen fidh 3. B. zwei Kbrper hinter einander bewegen, und 3war
Der eine mit der Gejdywindigleit ¢, der amdere mit der Sejdywindigteit
cy und von eimem um « (Meter) zuviidgelegenen Orte aud, o ift fiie
ben Ort, an weldem der leitere RKorper den erfteren einfolt, der Beg
De3 lesteren gleidy dem Ded erjteren plud a, aljo ¢;t =ct 4 a. Wird

nun 3. B. ¢ gefudit, fo Hat man ¢, & — cax —a, 2 = . a_ o Diejes

allgemeine Rejultat mige gugleidy al3 Beijpiel fiiv die SDi?:lcuf jion eined
folden dienen: Sft ¢, > ¢, jo ift « pofitio, und nur in diefem Fall ijt
die Aufgabe in engerem Sinn bevedhtigt. Fiiv ¢; = ¢ erhiilt man x= oo,
D. I;..ber gweite Kbrper Holt den erten nie ein; fiiv ¢, < ¢ wird
negativ, und dicjed Refultat fagt, Daf beide RKorper x Beiteinbeiten vor
dem gel?ac{)ten Anfang ber Bemwegung an demielben Orte gewefent todren,
wenn diefer Anfang entfpredjend suriidgelegt foiirde.

Heis: 120162, Bardey 2. St. 89—108, 136 3. St. 50— 58, 99108,
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_ﬁnbaﬁg 6. Ueberbejtimmtc und unbejtimmte Aufgaben.

Sind gwifden n Unbefannten mehr al3 7 von einander unabbhingige
Oleidhungen gegeben, fo fann man von Ddenfelben beliebige 7 Gleidungen
audwdhlen und diefelben auf die Unbefannten aufldfen. Die fiie lefstere
gefundenen LWerthe Eommen nun in die bidher nidt benubten Gleidhungen
ftatt der betrefjenden lnbefannten eingefesit werden. Werden hierdurd
diefe lesteren Gleidjungen zu identijchen, jo ift die Aufgabe [63bar, und
dieje Gleidhungen waren einfady iiberflitifig; witd dagegen denfelben durdh
Die eingefepten Werthe nidyt geniigt, fo ift die Aufgabe nidyt [63bar.

3n practiiden Fillen Ednnen jedod) devartige iibersihlige Gleihungen
von Werth fein, junddyjt wenn die eingelnen Gleidhungen mehriace Wur:-
geln geftatten und die Anzahl derfelben durd) Ddie ibersihligen Dbejhrintt
wird. So erhilt man 3. B. aud den beiden Gleidhungen (z - y):—2x=49;
32+ 4 (= + y)>= 372 (§ 36, Beifp. 5) die Refultate @, — -+ 4,
="+ m="4,y,=—13 5y =—4,y; =+ 13,2 =—14,
Yy = — 5. Jjt nun nody die iibersihlige Gleidung a? 4 y2 — 2y =
S5 — 4y +- 1 gegeben, fo fieht man, daf diefer lekteren durdy die Werthe
x=4, y=>5 chenfall§ geniigt wird, wihrend die itbrigen Werthe fitr
diejelbe nidit braudbar find.

Hat man ferner diberzdhlige Gleidhungen, von denen im Voraus be:
fannt ift, dag die Werthe der Unbefannten ihnen geniigen miifjen, jo fann
man Diefelben jur Probe der Nidytigleit der ftattgefundenen Hedynung be-
nupen. Sind 3. B. die drei Winkel «, B, » eined Dreiedtd gemeffen oder
beredynet, fo Ddient die Gleidung @ + B 4 y = 180°, deren Giiltigteit
im Boraud feftiteht, su einer folden Probe.

Cndlid) fonnen foldje itberzihlige Gleidungen dasu dienen, die unver-
meidlidhen fleinen Ungenauigfeiten, tweldje bei Mefjungen und Beobad:
tungen Ddie ftete Folge der mangelnden BVolfommenkeit der Sinne oder der
Weginftrumente find, audgugleidien. Dad Nifere hieriiber lehrt ein Theil
Der angewandten Mathematif, die fogenannte Ausgleidungsredinung.

Sind dagegen weniger Gleidhungen ald Unbefannte vorhanden, jo
fann man fo viel beliebig audgemdhliten bder lebteren, al3 Gleidhungen
fehlen, gany belicbige Werthe beilegen und fodann die jugehirigen Werthe
Der dibrigen Unbefannten durd) Aufldjen der Gleidhungen beftimmen. Der-
artige Aujgaben geftatten alfo eine unendlich groge Anzahl von Aufldjun:
gen und Heifen Defhalb unbeftimmte.

Sn vielen Fdllen find jedody Bierbei anderiveitige Bebingungen fiir
die unbefannten Grifen gegeben, welde fich nidht in Form von Gleichun-
gen Darftellen laffen, aber gleidhmwofl die Anzahl der Aufldfungen in engere
Grengen einjdliegen, ober felbjt die Aufgabe ju einer villig beftimmten
madjen. Die widjtigften bierher gehvrigen Fille find die, in weldjen bdie
Bedingung gejtellt ijt, daf die Werthe der Unbefannten fammtli gange
Bablen oder, bei quadratijhen Gleidhungen, daf fie rationale Sahlen fein
follen. Jn Diefen Fallen Yeift die Aujgabe eine Diophantijde. ¥)

*) Diophantus, ein griedhifdher Mathematifer.
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G3 fei eine Gleidung mit 3wet Unbefannten a2 4 by = ¢ gege-
ben, in welder & und y gange Bahlen fein follen und a, b, ¢ ebenfalld
gange Bablen feien. Man fann vorausfeten, dag «, b, ¢ feinen gemein:
{daftliden Theiler Haben, da man anbderen Falld alle Glicder Der Glei:
dung durd) Diefen Theiler dividiren fann. Jn diefem Fall miiffen « und b
aud) unter jidy relative Primzahlen jein. Denn hitten beide Sahlen einen
gemeinjdaftlidhen Factor &, wive alfo a =k -, b=, - B, fo wire
ax + by =k (ex 4 By) = ¢, aljo mitfte, da 2 und y, und mithin
aud) ex 4 By ganze Bahlen find, aud) ¢ den Factor & Haben.

Sind nun «, b relative Primgahlen, fo Ije man die Gleidhung
ax 4 by = ¢ zunidit auf diejenige Unbefannte auf, welde den Fleineren
Coefficienten hat, indem man die andere Unbefannte wie eine befannte

Oriofe behandelt. Grhilt man PR T C_—ME, fo fondere man durd

b
Divifion mit b in ¢ und in a foviel gange Ginbeiten al3 miglid) aus dem

‘Zluébtudeg_Taaf ab und fege den Reijt c;ba.f gleidy einer gangen

Babt 4. Dann ift @ =% b va jevenialle b > o fein mus, fo

tg'nn man hier wieder die ganzen Bielfadjen von o abjondern un}; den E’Rgft
c——avu gleidy einer gangen 3ahl 2 fesen. Danniftivieders = 6—731 5
Man fibrt nun in Ddiefer Weife fort, i3 man su einem Ausdruce
hy 1=y —a - h, fommt, in weldem der Nenmer gleid) 1 gemotben
ift, ein Fall, weldjer immer eintreten mu@, da die Nenner b, &', b’ . {. w.
eine Reibe Dbeftindig abnehmender ganger ahlen bilden. Dann find fiir
jeden gangen Werth » von %, audy s, — 1 und daher audy 2, o, u. . .
bi3 fdliehlih = und y gange Bahlen. Subftituirt man den fitr A,_ , ge:
fundenen Ausdrud k,—1 = y — aln in Ddie vorhergehende Gleidyung
fiiv 2,3, den o fiiv A,— 2 gefundenen Ausdrud in die Gleidung fiir
hu—s, .. w, fo erbilt man jdlieplidh Formeln, welde = und y durdy
7 aqudbdriiden und fiir jeben beliebigen gangen Werth von 2 ein der gege=
benen Gleidjung geniigendes Paar gamger Werthe von « und y ergeben.

Beifpiel: 172 = 11y 4 86; y — 17“”11_-86=x— 7+6“”“— 2
6z — 9 11249 543 5kK4+3 , 6k —3
=h = — = —_— = -_— ==
11 , & 6 k414 3 6 k,h 5
s K —3 K- g 7
Kep—==s < = Sk N amnri s
6-(54" 4 3) —3 55 1-(6r" %
;,=.L"5j_“)_=6h +3;_,,=}_i_~6";§_)i)= 1+ 7;
17 (117" =3 =
"/=W=l7h -+ 3.
. Bt K" =0 abilt man 2 =17, y =3; fiir A" =1, x — 18, y = 20,
Hir 2" =2 erhilt man =29, y =87, fiir &' = —1, o= —4, y— — 14
i ). w.
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Sind allgemein 7 — 1 Gleidungen fiiv 2 Unbefannte gegeben, fo
bilde man unddft durd) Climination eine Gleidhung mit zwei Unbefann-
ten «x, y und verfafhre mit diefer, wie vorher angegeben. Durdy Subititu:
tion Der erhaltenen usdriide Hildet man jodann eine Gleidung wijden
der Grdfe 2, und einer dritten Unbefannten z, welde in Begiehung auf
die Grofen %, und z wieder wie vorher behandelt wird. Jndem man in
diefer Weife fortfahrt, gelangt man {dlieRlid) zu Formeln fiiv jammtlide
unbefannte Grigen.

Fehlen p Gleidhungen, find alfo » — p Gleidungen fiir # Unbefannte
gegeben, fo fann man fiiv p — 1 beliebig audgewdhlte unbefannte Grifen
beliebige ganze Werthe feben und dann fiir jede eingelne folde Annahme
die » — p Oleidungen in Bejichung auf die nody ibrigen » — p 1
Unbefannten, wie vorher angegeben, behandeln.

Jjt aufer der Bedingung, daf die Werthe der Unbefannten gange
Rablen feien, nody die weitere geftellt, daf diefelben pojitiv fein jollen,
jo tird Die UAnzahl Der Aufldfungen, wie leidt erfidhtlich), in dev Regel in
nod) engeve Grengen eingefdvdnft, indem man dann nur. folde gange
Werthe fitr %, annehmen darf, welde fiiv Die Unbefannten pofitive Werthe
[iefern.

Weiteres iiber bie diophantijden Aufgaben fiche in § 44. — Heis § 77, 79.
Barbey XXXI.

Anhang 7. Crponentialgleidungen.

Bon den jogenannten trandjcendenten Gleidjungen gejtatten jolde,
in welden = nur ald Crponent ober ald Vejtandtheil eined Crponenten
einer befannten Bafis vorfommt, juweilen eine einfade ufldjung mit
Hiilfe der Logavithmentafeln, indem man unddit die Logavithmen beider
Seiten der Gleidhung entividelt und einander gleidy fet. LWird Hierburd
die Oleidung auf eine algebraijhe Form gebradt, jo Fann diefelbe nady
den fritberen Regeln behandelt wwerden.

Beifpiel: Aus a2 +3 =1 —"folgt:
22+ 3)-loga= (56 — T) - log b; m%&’g—;%%%%

Heig § 61, Nr. 126 u. w., Bardbey XXII.

IV. Abjdnitt: Anfangdqritnde der hiokeren Q[rit'[)met%f.
VIO Gapitel. =
Bou den Reihen

§ 3%

Gine Reibe Beift jede gefebmdpige Uufeinanderfolge von Grigen.
Die eingelnen Grigen, aué‘benm Die Reibe befteht, Heien ifhre Glieder.



§ 38] : Bon ben éReibm. N T

Wir behandeln im Folgenden nur zwei Reiben von befonderd ein-
fader Art, die jogemannten arithmetijden und die geometrijden.

§ 38.

Gine arithmetijde Reibe ift eine joldye, bei welder jede3 folgende
Glicd ausd dem ihm vorhergehenden Durd) Additiort einer und bderfelben
Rabl entjteht, bei welder alfo vie®Differen; je jweier auf einanbder folgen:
den Glieder einen conftanten Werth hat. Diefe Differens Beift die Dif-
fereny der Reibe; Da3 erfte Glied Heift bier, ivie bei jeder Reibe, dad
Anfang3glied; ift diefed gleidh a, die Diffeven; gleid) d, jo ift die Reibe:

a, a +d a-+ 2d a + 3d u i w :

Auz diefem Bildungsgefets Der avithmetijdhen Reibe folgt ohne Wei-
tere3, daf allgemein da3 2™ Glied a, durdy die Formel ;

(1) a, = a + (n — 1)d
gefunden iwoird. Gine derartige Formel fiir dad n'* Glied einer Reibe,
weldye die Beredhnung jeded beliebigen Glieded Dderfelben obme die Kemnt:
nif der vorfhergehenden geftattet, heipt dasd allgemeine Glied derfelben.
Unter dem Summenglied einer Reibe verfieht man eine Formel fiir die
Summe S, der n erften Glieder, welde die Beredmung diefer Summe
ofne Die Renntnify Der Werthe Der ecingelnen Glieder gejtattet. Fiiv die
cgiﬂ)mctifd)c Reihe findet man Ddiefed Summenglied auf folgende Leife:
53 ijt

Sy=a +[a+-d] +[a+-2d] ~+..~4-[a+(n-1)d],
und S, =[a+(n—1)d]4[a+-(n—2)d]+-[a+(n—3)d]+.+-q,
daher 2 8, = [2a + (n — 1)d] + [2a + (n— 1)d] + [2a + (n—1d]
+ ..+ [2¢ + (n — 1)d] = [2a 4 (n — 1)d] - 2, alfo
2a n— 1)d|n
% S e D

, oder aud)

(3) Sn=a _; R

Die Formeln (1) — (3) gejtatten iiberhaupt die Beredynung Dder
Werthe jeder beliebigen zwei von den 5 Gridgen a, 7, d, a,, S, ausd den
orei iibrigen. Man ftelle die fid) hieraud evgebenden 10 eingelnen Uuj:
gaben jujammen und gebe ihre Wufldjungen an.

Beifpiele: Heig § 81, 82. Barbey XXXII A.

Die Differeny d einer avithmetijden Reibe fann fowohl pofitiv, ald
negativ fein, d. . jedes folgende Glied fann aud) aud dem vorhergehenden
durd) Subtraction einer conftanten Grige entftehen. In Ddiefem lebsteren
Balle ijt jeded folgende Glied Fleiner al3 da3 vorbergehende, wihrend bei
pojitivem @ jeded folgende grifer al3 Dad vorhergehende ift. Gine jede
Reibe, deren Glicder an Gridfe bejtindig sunehmen, feifit eine fteigende,
jede Reibe, deren Glieler bejtandig abnehmen, eine fallende.

RKann 8 audy Reiben geben, dic weder fteigend nod) fallend find? it bies
bei arithmetifdien Reifen miglich?
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§ 39.

Gine geometrifdye Reibe ijt eine jolde, bei weldjer jeded folgende
Glied aus dem vorfhergehenden durd) Multiplication Deffelben mit einer und
derjelben Bahl entfjteht, in weldjer alfo der Quotient je jweier auf einander
folgenber ©lieder Demfelben Werth BHat. Jft ¢ Ddiefer Quotient der
Reihe, a dad Anfangsglied, jo ijt die ERei[)e

a, ay, ag®, ag®, ag* u. | w,
und man findet ohne Weitered fiiv Da3 allgemeine Gilied
4) @y = a - "~
Fiir da8 Summenglied Hat man:
S,=a+ag+ar a4 ... 4 ag""},

g S = agt+ag’+ag*+ ...+ ag" "'+ ag’,
aljo S,(1—g)= 1« : — agq®,
demnad) :

L€ S, 5, Caght = 1)
(5) Sn T 1 RS q ’ Dber (6) Sn e q R 1

Man [bfe wieder die Wujgabe, aud 3wei der 5 Grigen «, ¢, n, a,,
S, Dig iibrigen ju bevedymen, fiir jeden der 10 eingelnen Fille.

Anmerfung: Die Aufgaben ¢ und e, aus S, a und =, jowie ¢ und
a qud e, S, und n ju beftimmen, fithren auf Gleidungen vom nten Srabde.

Gine geometrijdje Reibe ijt {teigend, wenn ¢ > 1, fallend, wenn
g < 1 ijt. Was erhlt man fiir ¢ = 12

Die Anzahl der Glieder einer Reihe Fann unenbltc[) groB gedadht
werden, und in diefem Falle heifst Die Reibe eine unendlide. Fiir eine un

endlidye geometrifdhe Reihe erhilt man ausd (5) die Summe S=ea - 11_ gt

Jjit ¢ > 1, fo ift ¢° und jomit aud) S unendlid) grog, ijf aber ¢ < 1,
o wird ¢* unendlidy Elein, daher 1 — ¢~ =1, und
a
Gine jede unendlidhe Neibe, deven Summe gleidivohl einen end-
lichen Werth hat, Heit convergent, eine unendlide Reibe, deven Summe
unendlidy grof ift, bemt Divergent. Cine geometrnd;e Jeihe Ddivergirt,
wenn fie jteigend ift, fie convergirt, wenn fie eine fallende ijt.

Anmerfung: Steigende Reiben fonnen nie convergiren. Cine fallende Reibe
fann bivergiven, wie 3. B. bie Neihe: 14, 1}, 14, 145, .. Damit eine Reibe con-
vergiren fonne, mup fie in der Art fallen, dap ihre Glieder, von irgend einem
Gliede an, an Grdfe ind Unendlid)- Kleine abnehmen, aber audy in bdiefem Falle
fann fie gleidwohl eine bivergente fein, und e3 bebarf bdaher die Frage nad) der
Gonvergeny ober. Divergen audh in bdiefem Falle einer” befonderen Unterfudjung.
Die Summen bivergenter Reiben diirfen nie in eine Rednung aufgenommen wer=
ben. — Kaun eine unendlidhe arithmetijde Reibe convergiven ?
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e PR 1— ¢ 1 — g
Aufgaben: 1) Man filhre umgefehrt bie Divifionen

T —g 1—4q
4
‘#:—;), l—iq ausd. 2) Beredne @ aud S und ¢. 3) BVeredyne ¢ aus S

und a. 4) Stelle die periodijden Decimalbriidhe 0,333 ..., 0,545454 . .. in Form
geometrijdier NReiben bar und beredme ihre Summen. Welde Regel ergiebt fidh
baraus fiir die Bevwandlung periodijder Decimalbriide in gemeine Briiche?

Heis § 83, 84, Nr. 1—13, Varbey XXXIIL

*§ 40. JInterpolation der Reifen.

Gine Reibe interpoliven, feift swijden je wei Glieder derfelben eine
bejtimmte Anzahl neuer Glieder einjdalten, jo daf die hierdurd) entftehende
Reibe demjelben Gejese folgt, wie die gegebene. i

Gollen 3wifden zwet Glieder ax und app i einer atit[;mett]gl)en
Reihe p Glicder eingeidhaltet werden, jo entjteht eine neue arithmetijde
Reibe, deren erfted Glied # und deren p 4 2ted Glied appq ift. Be-
seidnet man die Differeny derfelben durdy z, fo ift ;

1 =a + (p + 1) x, alfo 2 = w—, oder, foenn wir

p+1 ;
bie Differen; der urfpriinglidhen Neihe durd) d beseidynen, x — - :i- i
Die neuen Glieder find alfo
d 2d 3d pd
b halpdm v UL Tt e ey
Anmerfung: Bergleidhe die Jnterpolation bei ben logarithmifdhen unbd trigo-
nometrijden Tafeln. £
Sollen zwijden 3wei Glieder @; und az 4 1 ciner geometrijdjen Reibe
P Glieder eingejhaltet werden, und ift = der Quotient Der neuen geometri:
jden Reibe, fo tft 4

A 41 P41,
appr=ar - 2P+ qljo & = Yo 1y g = Ve

-

*§ 41. ¥Anufgaben.

1) Aus bem mten und dem rien Gliede einer arithmetijhen Reibe die Differen
derfelben zu beredinen. 2) Gbenjo bden Quotienten einer geometrijdjen  Reibe.
3) Die Summe der Glieber a) einer arithmetijdhen, jowie b) einer geometrijdyen
Reibe vom mien bis gum rien ju finden (S, — S, ). 4) Aus8 bdem Summen:
gliebe einer beliebigen Reibe ihr allgemeines Glied zu finden. 5) Das allgemeine
und bag Summenglied einer Reibe 3u bevedhren, weldhe durdy Multiplication der

cinanber entjpredenden Glieder einer arithmetijden und einer geometrijdhen Reihe
entjteben. X :

$42. Ynwendung der geometrijhen Reifen auf Sinjeszinfen-ReGnung.

 Bujammengefete Rinfen oder Rinfeszinen trdgt ein Capital, wenn
die am Gnde je eines Reitraums (eine3 Jabres) filligen (einfad;en) Rinjen
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nid)t erhoben, fondern dem Capital jugefiigt und mit Demfelben weiterhin
verzinft werden.
Sft ein Capital £ ju p Procent jibrlidh audgeliehen, jo Betragm die

einfadjen Binfen deffelben nady Verlauf de3 erften Jahres und a3

100 g
Gapital widit durd) Hingufitgung derjelben auf €, = K (1 + ==

Dad Capital C, trdgt im Laufe Ded mweiten Sai)reg Bmfen und

100

widft durd) diefelben auf €, (1 4 i 00) an. Allgentein erhdlt man dasd

angewadyfene Capital €, am Cnde ded 2*" Jahres, wenn man dad ange:
wadyfene Capital vom Gnde de3 vorhergegangenen Jahred mit (1 | 1—:)’—0)
multiplicict. Die Grdgen €;, C,, C;, .. C, bilden demnady eine geo:
metrijdje Reibe mit dem Anfangsgliede ¢, = & (1 + %0) und dem

Quoienten 1 + —— = 00

joll im Folgenden der Riivge halber mit ¢ begeidnet werden. €3 ijt a{)o

™ Co = K - g

Die @Iexd;ung (7) gejtattet itberhaupt die Berecdhnung jeder der vier
Grigen Cn, K, p, n qud den Drei itbrigen. EIRan [8fe die {id) Hieraus
ergebenden ﬁu[gaben

Gind die Binjen ftatt nhd) je einem Jahre nady einem anderen Beit:
raume fdllig, jo bleibt die Formel diefelbe, nur ift fiir » die Anzahl diefer
Beitrdume und fiir p find die Procente fiir einen ]o[d;en Beitraum 3u jesen.

Jft » eine gemifdyte Jahl, 3. B. gleih m o fo find nur fiir die

vollen m Jafhre die Binfedzinfen, Dagegen fiir den SBrud;tI)et[ De3 Ddann
folgendent Jabres die einfacdjen Binfen von C,, ju beredhnen. Daber erhilt
man in Diefem Fall

o= K" + Kqn - Eo - D —mgm . (1 4 20,

Wird am Cnde jeded Jahresd (,Settmumé) eine beftimmte Summe a
Pem Capital jugelegt, fo Detrdgt Der Cnbdwerth de3 Capitald nady dem
erjten. Jabre: K¢ -+ @, nad) dem jweiten:
[Kg+a]-qg+ a=Kq¢* + ag + ¢,
nad) dem Dritten in gleidher Weife:
K¢ + ag* + ag + a, u. {. .,
am Gnbde ded nten Jahres:
K a7 ' ag* 2 <=l ag e
Beredynet man nady (5) die Summe der auf dad crfte ®lied diejed
Audruda folgenden geometrijdhen Reibe, fo ergiebt fidh

Diefer leptere wird ber ,Rin3fup” genannt und

!
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. a=xrta- L0
BWird da3 (Sapita[b a am Gnde jedes Jahred weggenommen, fo erhdlt
man durd) eine dfhnlide Cntwidelung, oder indem man in dem Refultate
der vorhergehenden a negativ nimmt, ;

. ¢ — 1
g vk
_ Hierausd folgt, daf durd) jene Hinwegnahuie dad urfpriinglide Capital
aufgezehrt fein mwird, wenn v

Co =K " ~"a-

el
et T
ift, mittelft welder Gleihung man jede der Gridfen K, n, ¢ ausd- den
iibrigen berecdynen fawn.
Werden die Ginz oder Wudjahlungen fatt om Ende, am Unfang
jeded Jabhred gemadit, fo ergiebt fidy ebenfo
et
Cp = ~ g b w
K- g*+4 ag i A
Ammer fung: Die Bevedynung von g (p) fiihrt auf eine Gleidung nten Srades.
Anwendbungen auf Rentenvedhnung, Rabait- und Didconto-Redyiung, auf

Aufgaben fiir Lebensverfierungen, Sparfaffen u. dbgl. m. Beifpiele Heis § 84,
Re. 14—69. BVardey XXXV,

](-q"_—-‘:a.

IX. Gapitel.

Von den KRetienbriiden
§ 43.
Grildrung: Cin Kettenbrud ift ein Auddrud von der Form
e + :
@ b+

.

1

¢ + ———;
0. §. cine Verfettung von Briiden, deven Rdfhler gleid 1 find, unter fidy
(ober mit einer gamgen Rahl a), fo Dap jeder folgende Brud) mit dem
Jenner de3 wovigen duvd) Addition verbunden ift. Die eingelnen Bahlen
a, b, c,d, .. beifen dic Glieder ded RKRettenbrudhs. Die Anzahl der-
felben fann eine endliche oder eine unendlidhe fein (endlidhe und unendlidye,
oder vationale und irrationale Kettenbriide).

Anmerfung: Jm weiteren Sinne verfleht man unter einem RKettenbrud)
eine Werfettung belichiger Briihe, ber Art, daf jeder folgende mit dem Nenmer
be3 vorbergehenden duvd) dbition ober Subtraction verbunden ift. Wir behan-
beln Bier nur die fiiv die Praris widtigen jogenannten gemeinen RKettenbriiche,

bei bemem, twie vorber evflivt, die eingelnen Sibler gleih 1 und bie Nenmer
pofitio find. :

Reidt, Glemente der Mathematit. I. 6
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Gap 1. Jeder endlide Kettenbrud) ldft {id in einen
gemeinen Brud) vermandeln, indem moan Die Additionen in Der

* Reibenfolge von Dex lessten bis jur erjten nad) der RNegel a |- % = “ j— 5

audfithrt und bagtﬁifd)en den Sap 1 : —‘;— = % benust.

Crildrung: Bridt man einen (endlichen oder unendliden) RKetten-
brud) bei cinem Oliede ab, indem man alle folgenden Glieder unter:
Driidt, und vermandelt den bierbei bleibenden Rettenbrud) in einen gemei-
- omen 23rud) fo I)exﬁt diefer ein Ndaherungdbrud (Partialbrud)) Ddes
Rcttenbrud)ﬁ

Sap 2. Die Ndherungsbriide eined Kettenbrudesd find
abwed)jelnd fleiner und groger, ald der Werth ded vollftdn-
digen Kettenbrudes.

Beweisd: Jm Kettenbrudje (1) ift der erfte Niherungdbrud —;—

tleiner al3 der vollftindige Brud), denn e3 fehlt ein Summand Ddefjelben.
Sn Dem gweiten Niherungdbrudy a —I— i i, + 2

ift Der Menner b 3u
fein (umc—l-—d—_F———), alfo -, unbd foIind; o g

grof; im Ddritten Naberungdbrudy ift ¢ zu flein, alfo % und Ddaber audy

1 L 1 s
b+ - grog, aljo 1 und folglicdh audy @ + T Flein.
- b -

Dieje Schlupmweife (it fih ohne Ende fortjesen.

. ©at 3. Der Bdhler eined Ndherungdbrudes ift gleidy
Dem Product ded Bihlerd ded nidyjtvorhergehenden Ndhe-
rungd3bruded mit dem Tepten Gliede, vermehrt um Dden
Rihler desd zmweitvorhergehenden Niherungdbrudes. Chenfo
ift Dexr Nenner ded Ndaherungdbrudes gleid dem Product aus
dem Nenner ded3 nddftvorhergehenden Ndherungdbrudes
und dDem leten Gliede, vermehrt um Den Nenner ded 3weit:
porhergehenden.

b4 v
Bemweid: 3 ieten— & e (8 z” ”+1 . Der Reihe
71 n
nad) die eingelnen ERaI;etungﬁBrud;e beé S?cttenbrud)eé (1) io ift
> b 1 z
it G Sl (R i . Man findet nun -2, wenn man in —2
n,y 1’ n, b ngy n,

Da3 Glied bin b % iibergehen [dgt. - WAljo ift
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1
a'(b+_¢:—)+1 __qbc+a+c (ab+1)c+a

23 5% 22

ns e 17 : be 41 be+ 1

= fl——c—_-tﬁ GEhenfo exhdlt man =! wenn man in 28 ﬁatt c dent
nyc + n, ny'

Werth ¢ - —} febt, alio it
1 ~

_{1__22 (c—l—‘h‘) + __ z9cd+-2,42,d 2 (zgc+2,)d+2,

AR (c+ %) s T SR L

_ zgd4-z,
T ngd-n,

Der Beweid der allgemeinen Giiltigleit ded Sabes lift fid) durd
den Shluf von p auf p 4 1 fithren. €3 fet ndmlidy angenomuen, dag
diefer Sap fiir den pten Ra{;emngﬁbrud) ge[te, baf alfo

zZ Zp — u zZ
a0 ”—L——iL— jei, fo erhilt man
u A np_

, ui. .

1 .
= 2+ yonn man Bier u
np Np_—1° Np 41

zp_l(u-{— )—I—zp_

1
inu -4 — iibergeben [ift. G3 ijt aljo ;” s
- : iR ﬂp_l( —)-!—np_g
_H—1ur + 1+ oer  (Zp_1 ¥+ Zp—3) 7+ zp_
np_1ur + nmp_1+np_sr  (Bp_1u+np_1) 7+ ny_,

zrtzpg,

m— der Sabs gilt alfo andy filv Den folgenden Niherungs-

brud. Da derfelbe nun fiir p = 2 und p = 3 bereitd bewiefen ift, fo
folgt, Dag er aud) fiivx p=4, mithin aud) wiederum fiix p =5,
u. {. w. gelte.

Sap 4. Die Differeny je weier auf einander fol gender
Naherungdbriidhe ift gleidh einem Brude, defjen Idhler 1
und deffen Nenner dDasd Product der Nenner dDer Heiben Ndfhe=
rung3briide ift.

Beweid: €3 ijt R B L i S e Cidayd Y,

ny 7y 1 b 7 1-0
1 = z
= — <~ Ghenjo fann man 22 5y i w. beredymen.
n2 n3

Z Zp ° N S n
Allgemein ift = o ”'H e p:l 2L 2 und der
/4

+
Ribler diefes Suohenten gteu@ Zp (np v np 1) — ( pr—+zp—_1) np
6*
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=zp . np_l — zp—'. np _ — (zp—l np —ZP & "p_l). @ie vorz
gy Zp Zp 1Ny — Zp Ny -
= P = P2 27 Hat jomit

”p-—l'”p

Hergehende Differen S z

»—1 P
einen 3dhler von gleihem abjolutem Werthe, aber entgegengefestem Bor:
geiden. Da nun der Jdhler der erfen Differeny — 1 war, fo ift der
Bdhler der gweiten 4 1, der Der Dritten mithin — 1 u. f. w. Allgemein
ift daber

Ep. i AR (aaiayrs Sk e
ny Np 41 np - Mpy1’
Anmerfung: Daf die BVorzeiden der Differengen abwedieln, folgt jdhon
aud Sag 2. :

' Gap’s Jeber Ndherungsbrud) ift von dem vollftindigen
‘Rettenbrud) um weniger verfdieden, al3 von dem folgenden
RNiherungdbrud.

Der Beweid folgt davaud, daf die Ndberungdbriidhe abwedfelnd
groger und fleiner find al3 der volle Lerth.

Bufat: Daber betrigt der Unterfdhied eined Naherungsbruded von
dem vollen Werthe ded RKettenbrudied weniger ald ein Brud), deffen Bibh-
fer 1 und deffen Nenmer dad Product des Nenners jened Niherungdbrudyes
und ded Nennerd Ded3 auf ihn folgenden ijt.

Sat 6. Jeder folgende Ndherungsbrud fommt dem
vollen Werthe Ded RKettenbruded ndher ald Dder vorfer:
gehende Niherung3dbrud.

Beweisd: Denn die Nenner 7, 1, 7y, 7y 41, - .. Werben ufolge
threr Cntjtehung nad) Saps 3 immer griger, alfo ift np - 2y 4.1 > np 1~ 1y,

1

mithin :
il B Ny it My
Sat 7. Jeber Ndherungdbrud) Fommt dem vollen Werthe

Ded Rettenbrudied ndbher ald jeder andere Brudy, der in Elei:
neven Bahlen audgedriidt ift. S

Beweisd: 63 fei —':— et in Eleineven Rahlen al3 —:i audgedriidter
P
Brud, alfo ¢t < nyp, fo ijt

Zp—1 Zp_1't——np_1's

und

s —_—
Np —1 i 77 np 1 i
s z 1
221 2 . Damm Zp_1, ¢, np—3 und s
o1 np Rig iy —a N 1y ;
gange Bablen find, jo ift aud) 2, —1 - ¢ — n, 1 - 5 eine gange 3ahl, oder

< . ; B PRy
Null. Ware der genannte Jahler gleidh Null, o wire i n” L Eime
\ p — 1

alfo dem vollen Werthe ded Rettenbruded weniger nahe als %‘ Jjt aber
i 4

diefer Bdbler S 1, fo ift, dat < my, alfo aud) np 1 -t < np_y - 0y,
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]ebenfaﬁé

8 G (zp =1 » ) Hieraus folgt, dafs i

Np—1

md;t 3tm]d)en L umd —2 fiegen fann und daher aud) von dem 3wi:

“jdhen Ddiefen Betben Sl‘i'tucl)en Itegenbm vollen LWerthe de3 Rettenbrud)s
weiter entfernt ijt, al8 jeder von jemen.

Anmerfung: Aus bem vorfiehenden Sap erflirt fid) bdie Benenmung

Niberungsbriche. Die Abweidung bdes NEberungsbrudes —:;"’— vont bem vollen.

;_’-1. ft ny 4 nidht Betetinet fo

fannman, da 7, 4 < n, ift, flait dicfer Jeflerguenge die grdpere n —5 fegon.

Werthe ift nad) Sab ﬂeim ald

§ 44. ¥Unwendungen der RKettenbriide.
Nufgabe 1: Ginen gemeinen Brud) in einen RKettenbrud) zu ver:
mwandeln.

Aufldfung: Man dividive mit dem Nenner in den Bdhler, dDann
mit dem Reft in den Nenner, und fabre fo fort, indem man immer mit
dem Reft in Den vorhergehenden Divifor dividirt, bid die Divifion anfgeht.
Die eingelnen Quotienten find die Glieder ded verlomgten Kettenbrudies.

Beweid: Sind ¢, b, ¢, d u. . w. die eingelnen Quotienten, ry, 7,
= . stoid 1
rs .. . Die Refte, o ijt 53 =a-+ % =a -} -(——

B) e
L5

(l+ lr =a+—11—=a+ 11
b+ 22 b+ b+
7y ry g &
(;—) C+7'.—'ll.]. 0.
- 2 2

Anmerfung: Da jeder folgende Rejt fleiner al8 der vorbergehende fein :
mug (warum?), jo muB die Divifion [dlieglid) aufgehen, und war |pitefens
bei der Divifion mit dem Rejte 1 und nadh Hdditens B Divifionen.

S)ternad; LGt fid ferner leidyt die ufgabe bfen, su Iebcm gegebenen
gemeinen Brud) Sﬁaf)emngémertf)e su finden, welde bei einem befannten
Grade der Genanigleit in mdglidft Fleinen Bahlen audgedriidt find.

Diefe einfadjeren und daher bequemeren Niherungdmwerthe diirfen in
practiiden Redynungen flatt Des gegebenen Brudjes gefest werden, falld
bei Ddiefen Redhnungen eine lUngenauigfeit innerhalb Dder Betreﬁenben
eblergrenze geftattet ift.

Audy fitr irrationale Bahlen erhilt man auf diefem Wege Niferungs-
briide, fofern man Ddiefelben in abgefiivster Form ald gemeine Briidje
niherung3mweife aufjtellt und behanbelt.
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So find 3 B. fiix # =3, 1415926 . die erfien MNiherungdmerthe
(aud == :]%(1)3(1;(5):))(2)3 berednet) 3, 272 2 i’ﬁi, ?i’g . . w., die Fehler=
grengen besiiglidy -—7— =01 .., ,71—2 = 0001..., 1_f£1§7—8=0'00008"’
ﬁﬁ — 0,0000003 .. . .. .

-~

*Nufgabe 2. Cine irvationale Duadrativurzel in einen Ketten-
brudy zu vermomdeln.

ufldf uug mcb Anleitung ded folgenden Beijpiels:

k. Tt o e el
1/19=4+~~_——]/—~—4a g T iy
;/19+4 oo yinie 319+ 2)

+—E—'_ﬁ—= 3 Iﬁ= 15 -
;/E+2 At 1 Y13—3 50943
5 +7r?_’ 5 Fer e 10 oy
719 + 3 y 1Rl 19—36_2(1/I§+3)_
2 S S T e e A T
/19 4+ 8 1 1 Jis—2 571942
5 AT e U 15 5
/19 + 2 Gl 1_;/1_—4§_3(;/E+4)
3 +——§I_§f—" 3 ’ i 3_'—=
V19+4—8+i%—=V1_9—4=-:‘«,n—antfm
;/i§=-_4=+1__i '
o M
yop i
3+-1-—_1 ’
S
Tl
P
Sf oo
1+

3 + w.f.w. in inf.
Die Naberungsbriide fiir p/19 find demnad
4 9 13 48 61 170 1421

1’2’ 3’ 1 14 39 336’ - W
die Fehlergrenzen find besiiglich
e il Lo SR 1 1

1
3 6’ 33 154’ 546’ 12714’ 395266 O
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Die ﬁ%etﬂie fitr /19 find _
40; 455 4,33; 4,363; 4,357; 4,3589; 4,358895,
mit Fehlergrengen begiiglich gleich:

0,5; 017; 0,03..; 0,006 ..; 00018 ..; 0000078 . ;

0,0000044 . .

G3 ift alfo /19 = 4,358895 auf 5 Decimalen genau, und Die
Abweidjung vom mwahren Werthe betrigt weniger ald 0,000004 .. —
Die Ddivecte Beredynung ergiebt /19 = 4,358899.

Anmerfung: Gin unenbdlider Kettenbrudy, deflen Glieder fidh, von irgend
ciner Stelle an, regelmifig wiederholen, heiBt ein periobijdher. — Jebe irrationale
Quabratwurgel 18Bt fidh in einen periobijden Kettenbrudy verwanbeln.

* Yufgabe 3: (Umbehrung.) Cinen periodijden Kettenbrudy in
einen gejdloffenen (irrationalen) Auddruc zu vermwandeln.

Aufldjung: G3 feien @, b,...n die der Periode voraudgehenden
Olicder; @, B,...»v die Glicder der Periode, {o fete man
il

Sl Man verwandele diefen Kettenbrud

1
R T
v+

in einen gemeinen Brud) und (dfe die Ddadurd) entjtehende quabdratifdye

~ Oleidjung auf « auf. Den Werth von « fetie man in die Gleidung
g 1 ein und bringe aud) diefen endliden

= a —I—- _—

b 1
o n-+x

Rettenbrud) auf die Form eined gemeinen Brudhes.

* Yufgabe 4. Einen Logarithmud mittelft Verwandlung in einen
Rettenbrud) ndherungdmeife zu beredynen.

Aufldjung nad) Anleitung ded folgenden Beijpield:
63 jei log 2 = « 3u bevedynen, fo ift 10° = 2, alfo liegt, da die Poteny
102 fidy bei eciner Verinderung des Crpomenten x.in gleidem Sinne
dndert und 10° = 1, 10‘1= 10 ijt, « 3wijen O und 1. Man febe

1 £s
dafer @ = = jo ift 10« = 2, 10 =2*. Daferner 2> =38, 2* =16
ift, jo liegt @ zwijden 3 und 4 Gangen, man fann aljo ¢ = 3 4 2 feten,
1 ;!
fworaud dann 10 = 2% - 23 25 = i 2 = (Q)ﬂ = 1,258 folgt.

8’ 8
Da 1,253 = 1953125 und 1,254 = 244140625 ift, fo febe man

1 1 2 y
= 3 = pra— {3 . 2 e 2 P e . i
B — 3, alfo 2 = 1,253 - 125y, 1,25 (1’953125) Die

meitere Fortjebung ded Verfahrens ift hieraus von jelbjt Flav. Man erhilt
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auf diefem Wege y — 9 +%—;6= 2 +%,£==2+—2—,§=4+%,

u. {. w. Daber ift log2 = LA

Die Niherungdbritdye fiir log 2 find alfo:
1 3 28 59 146 ;
o ol u. §- w., Ddie Fehlergrenzen

1 1 e e
95060’ 1035960’ ober in Decimalbriidjen:

die Niherungsbriidge: 0,33 .., 0,300.., 030107 .., 0,30102 ..,

0,3010309 und die Fehlergrengen: 003 .., 0001 ..; 0,00005. .,

0,00001 . ., 0,00000096 .., ¢3 ift alfo 5i3 auf 6 Decimalen genau:
log 2 = 0,301030.

LA TR
30 930’ 18228"

* Anfgabe 5. Cine geordnete Gleidhung Hidheven Graded mit einer
Unbefannten mit Hitlfe der RKettenbriidie ndherungdiveife aufjuldfen.
Beifpiel: x4 — 223 4 422 — 22 — 5 = 0.
Die linte Seite der Gleidhung exhilt durd) die Subijtitutionen 2 =0,
x =1, x = 2 bejiiglich die Werthe — 5, — 4, 4 7. Bmifden z = 1
“und « = 2 wird demnad) ein Werth von « liegen, fiir welden der Ueber-
gang De3 Werthed der linfen Seite qud dem Negativen ind Pofitive ftatt-
findet, D. §. fiiv weldhen Diejer Teptere Werth gleidy Null ift. Daher fese

man x = 1 - % Subftituirt man diefen Werth fiix 2 in die gegebene
Gleidjung und entwidelt die eingelnen Potengen, jo erhdlt man

6 4 1
¢ bl Wl s 0 et B o oF
+y+y2_+y“’+y‘
LS e 4
P
£ 00 I
+ +§+y2
LA
y

4 2 1
—5=0, °b¢f"‘4+7 -+ yig o = + = =0, ober, wenn man
mit — y* multipliciet, 4y* — 4y3 —4y2—2y —1=0.

Subftituirt man Hier mieder nad) und nad) y=0, y=1, y=2,
fo erbdlt man fitv die linfe Seite der Gleidung beziehungdweife — 1,
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— 7,4 11, alfo et many = 1 4 . Die Subftitution dicfes

Werthes fiir y in die lehte Gleidhung fithrt in derfelben Weife gu der
neuen Gleidung 72' 4+ 623 — 822 — 12z — 4 =0, beren linfe
Seite fiix = = 0; 1, 2 beiiglich 3u — 4, — 11, + 100 wird. Daher

ift wieder z2 =1 -} -11‘—, und hievausd folgt

11wt —18 4% —52u? —84u—7=0.
Die Subftitutionen » =0, 1, 2, 3, 4 ergeben begiiglidy — 7,

— 100, — 251, — 172, + 689, alfo fetst man » = 3 + %

Sn diefer Weife fibhrt man fort, bid der ndthige Grad von Genanig=
feit erveidht ijt.

Gb iz st St

1—}——~—1
1
+3+zc.
; LB Gl e i
Nabherung3briidye: T L Y

: B gl L 1
Feblergrengen: SR AD (4—9), e

* 6. UAnwendung der Kettenbriide ur WAufldjung diophan-
tijder Aufgaben (vergl. Anhang 6).

E3 fei eine Gleidung erfien Graded mit zwei Unbefannten,
ax -+ by = ¢, in welder a, b, ¢ velative Primzahlen find, fiirx gange
Werthe der Unbefannten 2, y aufuléfen, jo vermandele man den Brudy

% in einen Kettenbrud) und. bevechne die Naherungsbriiche deffelben. Jft %

b
dex feste Diefer Raherungsbriidye (alfo der Dem genauen Werthe 1 unmittel=

bar vorangehende), fo ift nad) Sap 4: % — —Z— =T q'—l? ober
a-p—b-g=-+ 1, und dabher aud
e-pc—b-ge=-Hdc,oexra- (Fp)+b-(F9e)=c

Bergleidht man diefe Gleidung mit der gegebenen ax 4 by = ¢,
jo fieht mam, Daf a; = -+ p - ¢, y; = gc ein Der leteren geniigended
Paar von gangen Werthen fiir « und y fein mug.

Aus diefem einen Paare von Wurgeln der gegebenen Gleidyung laffen
fidh aber alle andeven ableiten, demm ift x,, y, ein weites Wurselpaar,
fo Tann man Ddaffelbe in den Formen x, = =, + u, y, =y, — v
jdreiben (wo alfo u == x, — x,, 2 =y, — y, ift), wnd ¢3 ift dann
e (4 u) 4+ b (y, — v) = az, + by, + au— bv=rc, alfo, da
axy + by, =c ift, au— bv =0, oder au = bv. Da aber nur
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gange Sablen vorfommen Eonnen, fo muf b ein Theiler von aw fein, und
da b gegen a velative Primgah!l ift (Anbang 2, Nr. 4), fo ift b ein Theiler
pon u, oder u hat Die Form bn.  Ghenfo folgt, dag a ein Theiler von
v, ober » = a - —:— = a - n ift. Daber ijt jeded weitere Wurzelpaar der
gegebenen Gleihung in den Formeln ¢ = x;, + bn, y = y, — an
enthalten, in weldjen 7 jede beliebige gamze Rahl bedeuten fann. Daf
umgefehrt jeded in diefen Formeln enthaltene Wurzelpaar Der gegebenen
Gleidhung geniigt, ift leidht su beweifen.

Anmerfung: Hat die gegebene Gleihung die Form axz — by = ¢, fo
febe man flatt ¥, — y', [6fe die Gleihung az + by = ¢ auf und fehre danm
bas Reidien von ¥ um. Man erhilt alfo: z =, + bn, y = — 3, + an.

¢ >

Betfpiel: 25z 4 56y =187, §—§=2+m;2+}=%; 25-9—56-4
6
e 1§ 2y 0 187 we 1688, 3, = — 4 : 18T e — 748, @ = 1683 |- 56»,
§ = — 148 — 2B,

Sollen nur gange pofitive Werthe von = und y gelten, jo muf » negativ
fein. Jft — 2 < 30, fo with y negativ, it — » > 30, fo witd = negativ,
daber muf » = — 30 fein, alfo it a=38, y=2.

Anmerfung: Hat man au8 x ==z, +bn, y =y; — an wei anbdere
Werthe von « und y abgeleitet, fo barf man leptere an Stelle von x; und z,
in bie Formeln einfepen.

Heid § 85, 87. VBarbey XX.

X. Capitel.
Combingtionslehre
§.45. ol

Die Combinationdlehre handelt von Den veridhiedemen mig-
Yiden Arten von Bujammenitellungen gegebener Grofen. Diefelbe nimmt
feine Riidfidit auf Den Werth oder die Bebeutung diejer Grdfen, fondern
allein auf die Anordnung oder Gruppirung Dderfelben. Die eingelnen
sujommenzuftellenden Grofen heien Clemente und werden durd) Budy-
ftaben a, b, ¢, d — oder ay, a,, as, a,;, — ober durd) Biffern 1, 2, 3, 4
— begeidhnet. Wan nimmt eine beftimmte Reihenfolge Der Elemente ald
die urjpriinglide an, 3. B. die alphabetijde a, b, ¢, d, — oder die der
natitrlidhen Sahlenreihe 1,2, 3,4, — und nennt jeded Clement, weldes
in Diefer urjpriinglidhen Reibenfolge {pdter al3 ein andered fteht, da3
Hohere, und lehtered Dad niedere von beiden.

Seve Bufammenitellung der gegebenen Clemente heift eine Com:
plerion. Man unterjdeidet drei veridiedene Wrten joldher Rujommen:
ftellungen, ndmli Permutationen, Combinationen im engeren
Sinne und Variationen.
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§ 46.

Permutationen find joldhe Complexionen, von Ddemen eine jede
fammitlide gegebene Elemente enthilt, in Ddemen aljo nur die Reibhenfolge
Der eingelnen Clemente verjdhieden ift.

Die Permutationen zweier Glemente 1, 2 find 12 und 21, Ddie
Permutationen dreier Clemente 1, 2, 3 {ind 123, 132, 213, 231, 312,
321, die von vier Glementen: 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432,
2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241,
3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321.

Man erhilt die jdmmtlichen Permutationen von 7 gegebenen Elemen:
ten in geordneter Reibenfolge, mwenn man jeded Dderfelben einmal an Ddie
exfte Stelle febt, in jebem Ddiefer » Fille jeded Der nody itbrigen » — 1
Glemente eimmal an die gweite Stelle, dann in jebem Ddiefer 2 - (» — 1)
Fdlle jeded Der nody fibvigen Clemente einmal an die Dritte Stelle jest,
und fo fortfdhrt 6i3 sum lepten Glemente.

Dievaud ergiebt fidh sunddft, dap die Anzahl der Permuta:
tionen von n Glementen gleih » - (n—1) - (. —2) ... -2 1,
oder gleidh 1 -2 -3 7. . n ift, welden Ausdruct man aud) abgekiirst durdy
n! (n Facultit) beseidymet. :

Fiir die georduete Aufftellung dev eingelnen Permutationen
fann man audy die Regel anwenden, daf man, von Der urfpriinglichen
Reibenfolge audgehend, fucceffive immuter dad dem Cnde nidfte nodh einer
Crhohung fihige Clement fo wenig al3 miglidy erhdht und alle nad
Diefem erhihten Clement nody folgenden Stellen jededmal fo niedrig ald
moglidy bejest. {

. Befinden fidh unter den n gegebenen Clementen o einander gleidhe
Glemente, fo wird die Anzabhl- der Permutationen Feiner. Dentt man fidh
sunddyft alle » Glemente al3 von einander verfdhicden und, wie vorher
angegeben, die n! Permutationen derfelben gebildet, fo twerden, wenn man
davauf jene e« Glemente einander gleidh fetst, alle diejenigen Permutationen
tl?entifd), weldie {id) von eimambder nur durdy eime ver{dyiedene Stellung
Diefer & Glemente unterideiden. Jebe eingelne Permutation wiederholt fidy
daker fo oft, al2 die Anzahl der Permutationen der in {hr enthaltenen
gleidhen Glemente betrdgt, d. §. ! mal, mithin ift die Anzahl Der von
einanber verfdjiedenen Permutationen der n Elemente gleidh

n! 125 Bl o
: Rl R o R

Sind aufer den genannten « Clementen nody f gleidhe Clemente einer
anberen Art vorhanden, fo findet man durd) eine entfprechende Schiup:
f°(ge'rung Die Anzahl der vom einander verfdhiedenen Permutationen gleich

n

r'ﬁ!, find quferdem p einander gleidje Glemente einer Dritten Art

vorhanden, fo ift diefe Anzahl gleidh a—,.—n}——- u. {. fo.

gl
. Bufab: Sind o Glemente einander gleidh und die dibrigen 7 — @
Clemente ebenfall3 einander gleidy, fo ift die Angahl der Permutationen
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: n! 2-3---m

gleid) PPy g oder IS el 8 e aljo, wenn
man den Bdhler durd) den erfen oder durd) den weiten Factorencompler
23 Nennerd Ddividirt (hebt),
n-(n—1)(n—2)---(a+41) _m(n——l)-(n—2)---(n——-a+1)

1. 2-8--(n—¢) 1 B T

* Yufgabe: Iu beftimmen, die wievielte in Der geordmeten Reife
von Permutationen von 72 gegebenen Clementen eine gegebene Per-
mutation ift.

Beifpiel: Die wievielte Permutation ift 432122514 von 1122284452

Aufldfung: Der gegebenen Permutation gehen voraus 1) alle, welde
mit 1 beginmen, beren Anzabl alfo, ba aui dad erfle Glied 1 nody die adt
Glieber 12223{45 folgen, gleidy o 21324 s 516 i o 3360 ijt; 2) alle,
OB, N Y
PR I

F )
T T8 :
et 5040, 3) alle, weldie mit

HG“

¢ g
weldhe mit 2 beginnen, aljo
1-2:3:-4:-5-6-7-8

1-2-1-2:-83-1-2
1-2-3-4-5-6-7

[ )

3 beginnen, aljo = 1680, 4) alle, weldhe mit 41 begin-

nen, alfo i = 840, 5) alle mit 42 beginnenbden, ober
1.2.3.4.5.6.7 ¥ o 1-2.:3-4:-5-6
P = 1260, 6) alle mit 431 beginnenben, obev BT Y

: ; 1.9 84 :

= 120, 7) alle mit 43211 beginnenbden, ober T ra > 12, 8) alle mit

1
432121 beginnenden, alfo 1-2-3=26, 9) alle mit 4321224 beginnendent, aljo
2.1-2=4, alfo it 432122514 bie 12323te Permutation.

#* Aufgabe: Cine beftimmte Permutation gegebener Clemente aus
ihrer ©tellenzabl angugeben, ohne daf Ddie ihr vorhergehenden gebildet
werden.

Beifpiel: Weldes ift die H13te Rernmtation von 111233342

Aufldjung: Die Angahl der mit 1 beginnenden Permutationen ift gleidh
1-2-3-4-5-6-7 ¥ " ? e 1-2:-3.4.5:.6-7
Sir i o = 420, bzebetmxﬂbegmnenbmg(ud) oW PO
— 140, baber ift die gefuchte Permutation bie 513 — 420 =93te biefer weiten
Orbnung.  Jnnerhalb derfelben ift die Anzahl ber mit 1 beginnenden Permu-
tationen gleidy 1———; 2 2 31 4 2§?§ = 60, dic Anzahl ber mit 3 beginnenden gleidy
——————li 2 2334 1 52 $ =00, alfo ift bie gegebeme bie 93 — 60 = 83te bicfer weiten
1:-2-3-4-5

Unterorbnung.  JInnerhalb ber lebteren hat man e e

1-2-3-4-5 4 i > 3
3 2—3——3 = 20 mit 3 beginnende, alfo ift die
gejuchte bie 33 — 30te ber mit 233 anfangenben Permutationen. Unter diefen

1_'_3.%;" — 12 mit 1 an, umd ¢8 Befinbet fidh bie gefuchte mithin

= 30 mit 1

Beginnende und jodbann

fangen
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unter diefen lepteren. BVon den mit 2331 beginnenden giebt 8 wieder unidhft
1.2 - 3= 6 mit 1 und unter diefen wieder 1 - 2 = 2 mit 1 beginnenbe, 8 iit
alfo die gejudhte bie erfte ber Hier folgemden, ober 23311314,

§ 47.

Man fann ferner folde Complerionen gegebener Elemente bilden,
melde eine beftimmte nzahl Der Tehteren enthalten, iwvie 3. B. die Ru-
jammenijtellungen von 4 Elementen 1, 2, 3, 4 zu je dreien, alfo: 123,
124, 132,134, 142, 124, 213, 231, 321, 312,412, 413, u. . w. Je nadh
Der Anzahl Der in ihnen enthaltenen Glemente unteridheidet man Com:
plexionen Der erften, sweiten, u. {. ., pten Claffe. ;

Bildet man alle Complexionen von n Clementen jur pten Clajfe, o
Taffent fidy diefelben in Gruppen ordnen, dergeftalt, dag die innerhalb jeder
eingelnen Gruppe ftehenden Complexionen Ddiefelben Elemente enthalten
und fidy alfo von einander nur durd) die Reibenfolge diefer Elemente unter-
{dyeiden, wdahrend Complerionen aud verjdhiedenen Gruppen aud) gany ober
theilieife verfdhicdene Clemente enthalten. So erhdlt man 3. B. fiir die
4 Glemente 1, 2, 3, 4 und die dritte Clafje die folgende Gruppirung:

123 | 124 | 134 | 234
132 | 142 | 143 | 243
213 | 214 | 314 | 324
231 | 241 | 341 | 342

312 | 412 | 413 | 423
321 | 421 | 431 | 432,

Man fieht leidyt ein, dag Ddie innerhalb einer und dexfelben Gruppe
ftehenden Cowmplerionen aud jeder beliebigen eingelnem von ifhnen durd
Permutation erhalten werden.

Jn Joldhen Féillem, in welden die Reihenfolge der eingelnen Clemente
gleidygiiltig ift und nur die verjdiedeme Audwahl der mit einanbder verbun:
denen Clemente in Betradyt Fommt, geniigt daher die ngabe einer eingigen
Gomplexion aud jeder der angegebemen Gruppen. Man Hat in diefem
Fall die Combinationen der gegebenen Elemente ju der betreffenden
Glaffe. ©3 ift theovetijd) gleidygiiltig, welde der in einer Gruppe ent:
Baltenen Complerionen al3 Stellvertveterin diefer Gruppe ausdgewdhlt wird;
Da nun in jeder Gruppe fid) eine und nur eine jolde Form befindet, in
welder die Elemente in der al3 urfpriinglid) gegeben angenommenen (alpha-
betijdhen oder arithmetijden) Reifenfolge auf einander folgen, fo empfiehlt
fidy aud practijen Griinden die Wahl diefer geordueten Complerionen.
Bird dagegen audy die verjdyiedene Reihenjolge der Clemente beriidfichtiat,
io bat man Ddie entjpredenden Bariationen.

~ Combinationen im engeren Sinn find alfo die mit RNiidficht nur
auf die Angabl und auf die Auswahl, Bariationen die mit Ridfidht
auf Anzabl, Ausmwahl und Stellung der Clemente gebildeten Complexionen.

Anmerfung: Man fieht aus dbem Gejagten, daff aus ben Gombinationen bie
entfprechenden Bariationen gebilbet werden fonnen, inbdem man von jeder ber erfteren
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fimmiliche Permutationen bildet. — Bon = Glementen giebt e8 jur nten Glajje
nur eine Gombination, biefelbe ift mit ber urfpriinglidien Anordbnung der Glemente
ibentijd). Die Variationen von » Clementen gur nten Glaffe find jugleich- Permu-
tationen berfelben. — Jebe Aufeinanbderfolge jweier Glemente, in weldier dag Hihere
bem nieberen vorausgebt, Deifit eine Jnverfion. Bei bem Gombiniven im engeren
Sinn werben alfo die BVariationen, weldje Inverfionen enthalten, weggelaffen.

WMan unterjdeidet ferner Variationen und Combinationen mit oder
obne Wiederholungen. Bei leiteren darf jeded Glement in derfelben Com:
plexion nur einmal, Bei erfteren Dagegen Darf e3 mwiederholt gefetst werden.
Die Wiederholbarfeit fann unbefdhrinft fein, odber e fann mur eine
beftimmte Anzahl von Wiederholungen fiir jeded eingelne Glement er-
Loaubt fein.

§ 48.

Um die Combinationen von » Clementen jur pten Glafje ohne
Wiederholungen u bilden, beginme man mit der aud den p erjten
Clementen in ihrer urfpriingliden Reibenfolge beftehenden Somplerion
und bilde aug ihr nady und nady alle itbrigen Gombinationen, indem man
immer da3 am iweiteften nady vedytd ftehende Glement, weldes einer Erhs-
bung fdbig ift, fo wenig al8 mdglich erhdht und dabei ftets beadytet, dag
feine Umfehrung dev geordneten Reibenfolge (Imverfion) vorfommen darf.

So find 3. B. die Combinationen von 123456 zur dritten Claffe ohne
Wicverholungen: 123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146, 156
234, 235, 236, 245, 246, 256, 345, 346, 356, 456.

Um bdie Combinationen von » Glementen gur pten Glaffe mit
Wiederholungen (ohne Bejdyranfung der Anzahl der lesteren) su bil=
Den, verjahre man in gleider Weife, beginne jedod) mit derjenigen Com-
plexion, welde dag erfte Element p mal enthilt und beadjte, dag nad
jedem Glement einer Complerion nidht blo3 jeded Der Hidberen, fondern
audy da3 gleide Clement folgen fann.

©o find 3. B. die Combinationenavon abede jur vierten Clafje mit
Wiederholungen: i '
aaaa,aaab,aaac,aaad, aaae,
aabb, aabc,aabd, aabe,aace, aacd, aace,aadd, aade, aace,
abbb, abbe, abbd, abbe, abec, abed, abee, abdd, abde, abee,
acce,accd, acce, acdd, acde, acee, addd, adde, adee, acee,
bbbb, bbbe, bbbd, bbbe, bbee, bbed, bbee, bbdd, bbde, bbee,
bece,beed, bece, bedd, bede, beee, bddd, bdde, bdee, beee,
ccee,cecd, ccce, cedd, cecde, ccee, cddd, cdde, cdee, ceee,
dddd, ddde, ddee, deece, ecee.

Die Bariationen von n Clementen jur pten Claffe laffen fidh
jomwobl mit al3 ofne Wiederholungen bilden, indem man junddit die ent:
ipredyenden Combinationen und danm von jeder der lehteren die Permu:
tationen aufftel(t.

Ober man fete fiir Baviationen ofne Wiederholungen jeded der »
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Glemente einmal an Ddie erjte Stelle, laffe in jedem diefer 7 Fille jeded der
nod) iibrigen 7 — 1 Glemente einmal an Die jweite Stelle treten, jodann
in jedem der fo erbaltenen 2 - (n — 1) Fille jeded der nody iibrigen
n — 2 Glemente einmal die dritte Stelle einnehmen und fahre fo fort, bi3
jede Complexion p Clemente enthdlt.

Fiir Baviationen mit (unbejdyrintter) Wiederholung verfahre man in
Dderfelben Weife, nur daf jededmal nidt blos jeded der nody iibrigen, jon-
dern jeded der » Glemente iiberhaupt einmal an die nddftfolgende Stelle
gefetst twerden mug.

o find 3. B. die Vaviationen von 1234 gur dritten Clafje a) ohne
LWiederholungen:

123, 124, 132, 134, 142, 143, 218, 214, 231, 234, 241, 243, 312,
314, 321, 324, 341, 342, 412, 413, 421, 423 431 432,

b) mit Wiederholungen:

111, 112, 113, 114—121, 1922, 123, 124—131, 132, 133, 134—

141, 142, 143, 144,

211, 212, 213, 214,221, 222, 223, 224231, 232, 233, 234—

241, 242, 243, 244,

311, 312, 313, 314—321, 322, 323, 324—331, 332, 333, 334 —

341, 342, 343, 344.

411, 412, 413, 414421, 422, 423 424431, 432 433, 434

441, 442, 443, 444, .

§ 49.

Aus dev gulebt angefithrien Methode der Wujjtellung der Baviationen
evgiebt fidy Teidht fiir die Anzah! derfelben bei » EClementen gur pten Claffe

a) bei Bariationen ohne Liederholungen:

n-n—1)-n—2)---(n—p-+1)

b) bei BVariationen mit Wieberholungen:

n?,

Begeidmet ferner €7 die Angahl der Combinationen von 7 Elementen
sur pten Claffe ofne Wiederholungen, und denft man fid) diefe Combina-
tionen aufgeftellt, fo lafjen fid) von jeber Derfelben 1.2 .3...p = p!
Permutationen bilden und ijt daher C2 - p! die Anzahl der entjpredenden
Bariationen. Hievaus folgt:

o " —1-(0—2)--- (n—p41)
i T 1¢2:8% . p

~ Gitr die Combinationen mit Wiederholungen [pt fidh eine ents
{predende Ableitung nidyt ausdfiihren, da Bei ihnen die nzahl der Rer-
mutationen je nad) der Angahl Der in Der einjelnen Combination vor:
fommenden gleihen Glemente verjdieden ift. In diefem Falle Fann man
folgende Ableitung anwenden:

Man dente fidh fimmtlidie Combinationen der n Glemente 123 . i. w.
gur pten Glaffe mit Wieberholungen Bingejdjrichen und erhihe jodann in
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jeder eingelnen von ibhnen Dad jweite Element um eine Stelle, da3 dritte
um 3wet, da8 vierte um drei Stellen u. §. w. bi3 jum lebten, weldes um
» — 1 Ctellen erfisht wird. Man erhdlt dann eine Wnzahl neuer Com:
plerionen, und gwar von # 4 p — 1 Elementen. Man fieht nun leidt -
ein, daf — Dda jeded fpitere Clement um wmehr ald a3 vorhergehende
erhoht wird — aud) in Den neuen Complexionen niemal3 ein niederved
Glement auf ein Hiobhered folgen wird, fowie daf in feimer Derfelben ein
Glement mwiederholt vorfommen fann. Denn fiiv je 3wei neben einander
ftehende Glemente, welde urfpriinglidy einander gleidy waven, erhdlt man
jebt awei aufeinander folgende veridjiedene, und fitr jwei urfpriinglid
* verfdiedene Clemente erhilt man jebts wieder jmwei verjdhicdene, da dazd an
piterer Gtelle ftehende hohere Clement um mebr erhdht wird, ald ba3 an
Der vorhergehenden Stelle ftehende niedere Clement:. Die neuen Comple:
rionen find aljo Combinationen von n» 4 p — 1 Elementen ohne Wieder-
Holungen. Endlid) enthalten diefelben audy alle miglidhen foldhen Combi:
nationen, Denn jede beliebige der lesteren fann umgefehrt Durd) entiprechende
Crniedrigung der eingelnen Stellen auf eine der Combinationen von n Gle-
menten zur gten Glaffe mit Wiederholungen uviidgefithet werden. E3 ift
daher die Wnzahl der neuen Complexionen und jomit aud) die ihr gleide
Anzahl der Combinationen von » Clementen jur pten Claffe mit Wieber:
holungen gleid) der Anzahl der Combinationen von » 4 p — 1 lementen
ofhne Wiederholungen, oder gleidy

rdp—Dtp—D(tp—3)-(rtp—1—p+1)

1- 2 3... P ’
ober gleid)
n- D42 -p—1)
VD 1) ?

©o gebent 3. B. die Combinationen der vier Clemente 1234 jur dHritten Clafje
mit Wieberholungen, nimlidh

111 | 222 | 333 | 444 duvdy bie angegebene Verdnbderung 128 | 234 | 345 | 456
112 | 223 | 334 . iiber in: 124 | 235 | 346
113 {224 | 344 ; 125 | 236 | 356
114|233 126 | 245

122 | 234 134 | 246

123 | 244 135 | 256

124 136

133 145

134 146

144 - 156

d. . in die Combinationen der fed)s Clemente 123456 jur britten (Slaﬁc obe

: - 6

Wieberholungen. Die Anzahl der lepteren i gleid ‘i;, ober gIeld) o 2' R T

* Sft die Angahl der geftatteten Wieberholungen nidht unbejdyrintt,

fo {ind im DBorigen nur alle diejenigen Complerionen zu unterdriiden,
weldye ein Element hufiger enthalten, al3 geftattet ift.

&3 fonnen aud) auferdem Fdlle eintveten, in welden nidt alle Com:

-
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binationen ober BVaviationen, die an und fiir fih mdglidy find, giiltig
bletben, fombern nur Diejemigen, weldje einer gewiffen Bedingung geniigen.
©p fann 3. B. vorgejdyricben fein, daf die — durd) Bahlen dargeftellten
— Glemente jeder eingelnen Complerion Ddiefelbe beftimmmte Summe
geben. Bei der Bildung folder Combinationen oder BVariationen hat man
sunddyit alle Stellen, mit Audnahme der lebten, mit mdglidjt niedrigen
Glementen, Die lepte aber mit dem Crginjung3-Elemente jur vorgefdrie
Benen Gumme audzufiillen, und dann jucceffive die vorhergehenden Stellen
su erhdben, wifrend man die nadfolgenden um eben fo viel erniedrigt,
Dabei aber die iibrigen Regeln fiir die Bildung der eingelnen Complexionen
felbjtoerftindlich mit beobadstet. In mwelden 3wei Fallen wird Ddiefe Art
von Complerionen unmdglich? :

Anbdere Derartige Vedingungen finnen 3. B. fein, daf Ddie eingelnen
Glemente mit gleiden Differenzen oder mit gleidhen Verhiltniffen je sweter
‘anf einander folgenden fovt{dyreiten w. dgl. m. - '

Bon ben Anwendungen der Combinationslehre auj verjdyicdene Gebiete
der Mathematif und . andever Wiffenfdhaften Joll Hier nur bie auf die Berednung

ber fogenannten mathematijdhen Wahrideinlidfeit cines Ereignifjes niber erdriert
werben.

Heis § 88—90. Barbey XXXV,

- XI. Gapitel.
Die Anfangsgriinde der Wabrfyeinlidsheitsredynung.

§ 50.

Unter mathematijher Wahrideinlidteit cined Creigniffes
verfteht man da3 Verhiltni der Anzabl aller diefem Ereignif giinftigen
Falle yu der Ungabl aller iiberhaupt mdgliden Falle.

Sind alfo unter & miglidien Fillen a folde, weldhe einer beflimmten For=
berung geniigen, o ift—;)l bie Wabrideinlidfeit fiir bdas Eintreten eimes bdiefer
Forberung geniigenben (giinfligen) Falles.

CEntgegengejette Wabrideinlidyfeit eined Creigniffes Beift dad
Berhiltnif der Anzahl der diefem Ereignif ungiinftigen Fille zu der An:
3abl aller migliden. '

Sind alfo von & miglidhen Fillen a giintig, aljo & — « ungiinftig, fo ijt bdie

entgegengefeste Wabhridjeinlichteit gleich 2 '; 2

~ Die Wabhrideinlidleit ijt demnad) um fo geringer — Ddie entgegen:
gejette Wabrideinlidhleit um jo grdfer — je Fleiner die Angahl der
giinftigen Fille im Bergleidh zu der aller mdglihen Falle ift, und umge:
Reidt, Glemente der Matbematit. I. 7
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fehrt. — Die Summe dev Wahrideinlichfeit und der entgegengefebten
BWahrideinlidteit eines Creigniffes ift immer gleidy 1. — Sind alle mig-
fidjen Falle gugleich giinftig, fo ift die Wahrideinlidhleit gleidy 1, die ent:
gegengejepte gleidh 0. Sind alle mdglichen Fille ungiinftig, fo ift die
Wabrideinlicyleit gleid) O, die entgegengefenste gleih 1. Die 1 ijt alfo
Da3 Symbol der Gemwifheit, die Null das Symbol der UnmiglichFeit eines
Greigniffes.

- Beifpiel: Cnthilt cin Gefif 6 weife und 8 jdwarse Kugeln, fo ift die
Wabrdeinlicdyfeit, eine weife Kugel aus demfelben ju aiehen, gleidh & = 3, bdie
entgegengefete WabrjdheinlichFeit, alfo die WabridheinlichFeit, eine {dhwarge Kugel
. 3u gichen, gleih Fr=4=1—3.

§ 51.

©ind unter den b migliden Fillen a; giinftige von einer Att, a,
giinftige einer gweiten vt u. {. w., und find o, @, u. i. w. die Wabr-
{dheinlichfeiten fiir Das Cintreffen eines Falles besiiglich der evften, siveiten
Art u. §. w., fo ift die Wahrideinlidfeit fiir das Cintreffen irgend einesd
giinftigen Falle3

O =0 ke e

ober Die totale Wabrideinlidhfeit fiiv eine3 von mehreren ver{dyiedenen,
aber gleid) giiltigen Greignifien ift gleidh der Summe der partiellen
Wabhrideinlidteiten.

TR o g o o e Y T O
Denn 3 ift 0 = > ——b+b—|— .

Beifpiel: Gin Gefip enthalte 2 rothe, 3 blawe, 4 gelbe und 5 dhoarze
Kugeln. Die Wabrideinlidyfeit, aus demjelben eine tothe Kugel zu ziehen, ift
gleih 7 = 4, die Wabrjdeinlichfeit fiir eine blaue Kugel ift %, die filr eine
gelbe Kugel fr — 7. Die Wabrdbeinlichleit, iiberbaupt eine bunte Kugel u zichen,

it Ak GRS S

§ 52.

Hingt da3 Cintreffen eined Ereigniffes aber in der Art von et
oder mebr anderen Creignifien ab, daf lebtere jugleidhy (oder nady einander)
eintreffen miffen, damit die geftellte Fordevung erfiillt fei, fo beifit feine
BWabrideinlidteit aus den befonderen Wahrideinlidifeiten der [lebteren
Creigniffe jujammengefest, und eine folde zufammengefeste Bahr-
{dheimlichleit ift gleich dem Product der partiellen Wahrideinlidteiten, oder

0 = @ -0 *+ W3 -

Denn find fiiv da3 erfte Creignif von b, miglien Fillen a, giinftig,
fiit Dad zweite von b, migliden Filen a, ginjtig u. . w., ift alfo 0, =
:—‘, o, = %’- w i w., jo fann jeder der b; migliden Fille Ded erften

1 2
Creigniffed mit jedem Dder b, miglidhen ded zweiten, jede der fo erhaltenen



5 52] Die Anfangsgriinde ber Wabrideinlicifeitsredmung. 99

by - b, Combinationen mit jedem der b, miglichen Falle Ded dritten
Greigniffes gujammentreffen w. §. w., die Anzahl der {iberhaupt mbgliden
Bille ift alfo by - by + by - - - JIn derfelben Weife ergiebt fidh die Anzabl
Der iiberhaupt giinjtigen Fille gleidhy a; - a, - @y - - -, alfo ift

By iy rlgn 30y Gl o ise
by-by-bg--- b b, b

Beifpiel: Die Wabridheinlichleit aus einem Gefife mit 2 vothen, 3 Blauen,
4 gelben und 5 fdhwarzen Kugeln auerit eine vothe Kugel, darauf (nadydem bie
auerft gezogene wieber Hineingelegt ift) eine gelbe und fodann eine blaue Kugel au
siehen, ift gleid) 4 - % - & = 33 $

Anmerfung: Da jede Wabridheinlichfeit durd) einen dditen Brud) aus:-
gebriidt wird, fo folgt, baf eine jujammengefeste Wabrideinlichfeit Fleiner ift, al8
jebe ihrer partiellen WabrjcheinlichFeiten.

Sind die partiellen Creigniffe einander gleidhy ober Wiederholungen
eines eingigen, fo wird die jujammengefepte Wakrideinlidteit durdy eine
Potens der partiellen angegeben. Jjt @ die einfacie Walhrideinlidyteit
eined Creigniffes, fo ift @ die Wabhricheinlichteit, dafp diefed Creignif
nmal wiederholt eintrete.

Beijpiel: Die Wahridheinlichteit, mit ecinem Wiirfel dreimal nadjeinander
die Babl 4, ober mit jebem von brei Wiirfeln ugleidy die 3abl 4 3u werfen, ijt
@®? =sts

Soll ein Creignif wiederholt eintveffen, fo tritt sumeilen der Fall
ein, Dafp nad) jedem Cintreffen deffelben die Anzabl der miglichen, tvie die

der giinjtigen Fdlle fih um 1 verringert. Jit Z— die Wahrideinlidyfeit fiic

da3 erjte Eintreffen eines jolden Creigniffes, fo ift die Wahrideinlicdfeit

fiir eine nmalige Wieberholung deffelben in diefem Falle gleid)
ea-(a—1)-(a—2)--(a—n-+ 1)
b-(b—1)-(b-—-2)-- (b —n+ 1)

Beifpiel: Cin Gefdf enthalte 5 weife und 6 hwarze Kugeln. Die
Wabrideinlichfeit fiinfmal nad) einanber aus demjelbent eine ieifse Kugel zu
aiehen, wenn jede gesogene RKugel nicht wieder in das Gefip uriidaeleat wivd, ift
T d-3-d=ql

BWird die Wahrideinlidyleit dafiir gefudht, daf ein Creignif »mal
und gugleidy ein sieites Creignif mmal eintrete, jo erhdlt man fiir die-
felbe, wenn die Angahl der mdglidhen und der giinjtigen Fille fiiv jeded
diefer Creigniffe fidy bei feinem wiederholten Gintreffen nidyt verdnbdert,

e

S e G S
ofern % und % die Wabrideinlichfeiten filr Dag einmalige Gintreffen
Ded erften, begichungBweife Ded jweiten Greigniffe3 find, und eine be-

fﬁtrfmte Reibenfolge fiir das Cintreten der eingelnen Greigniffe vorge-
fdyrieben  ift.

0 =

CE= 0 0y - @y v -

7*
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RNimmt aber die Angall der mbglidien, fowie die der giinfiigen Fille
fiir jeded erneute Gintreffen eined Greigniffes um 1 ab, fo erhdlt man
unter fonft gleidhen Bedingungen die Wabhrideinlidleit w. =
a(@a—1)(a—2) - (a—n-+ l)' c(lc—1) (¢—2)---(c—m}1)
b(b—1) (0 —2)--- (b—n+1) d(d—1) (d—2)--- (d—m=1).

St dagegen die Reibenfolge fiir dag Eintreffen der eingelnen Creig-
niffe_nidyt vorgefdyrieben, fo Hat man der vorber beftimmten Bahridein-
Tidhteit nodhy die Angabl der migliden Combinationen von » Fillen der
cinen Art mit m Fallen der anderen Art ald Factor beigufiigen.

Beifpiele: Die Wabrideinlidyfeit mit ecinem Wiirfel guerft breimal Binter-
einanber (ober ‘mit jebem von brei Wiireln zugleich) bie Rabl 1, und fobann
- viermal bie Babl 6 ju werfen, it (})3- (})* =) = z7oozss die Wahridein-
lidhFeit unter 7 Wiirfen dberhaupt breimal 1 und viermal 6 su werfen, obne

-2.-3-4:-5-6- 3 4
Ridfict auf bie Reibenfolge bev Wicke, ift 13550 ov - (1)) =
7:6-6 1 35

1-2-3 67 279936

Die Wabhrideinlichleit unter 7 Wivfen mit einem Witrfel dreimal bdie Babt
1, alfo viermal eine anbere Sahl zu werfen, ift, wenn eine beftimmte Reihenfolge
ber eingelnen Wiirfe vorgefdyrieben ift, ()3 - (P)* = ks, wenn aber biefe

- § 2 e 7-6-5 143 5\* 21875
Reibenfolge nicht. vorgefdhrichen ift, 18 (E) . (F) = 579936"

Die Wabrideinlidhfeit, aus ecinem Gefdf mit 5 weifen und fedhd fhwarzen
Kugeln brei weife und gwei fdhoarze Kugeln ju ziehen, wenn jebe gezogene Kugel
nidht wieber in bag Gefdf uritdgelegt wird, ift bei Beftimmter Reibenfolge der
eingelnen Biige f7 - 4 -3-§ -5 = 87, Dbei nidgt Befimmter FReihenfolge
1-2-3:.4-5 5- 4-3. 5 4 5- 4:3-6-5 25

G: 3
1-2.3-1-2 11-10-9-8-7 1:2 11.10.9.8. 777

§. 53.

Soll die Wabrideinlichleit beftimmt werden, daf von mei veridie-
denen Creigniffen, deren einfache BWahrideinlidleiten bejitgliy o, und w,
find, entweder dad erfte, oder, wenn Ddiefes nidyt gefdhieht, dann dodh das
gweite eintreffe, fo ift die einfade Wahridheinlidyteit fiir das Gintreffen
ed erften Greignified w,, die jufammengefesite dafiir, dafg a3 erfte Gr-
eignif nidt, dann aber dad weite eintrete, (1 — 0,) o, Ddie totale
Wahrideinligheit alfo @, + (1 — ) - 0, = o0 + 0, — 0, - 0,

Beifpiel: Die Wahrideinlichfeit, daf entweber mit drei Wiirfeln Fuerjt bdie
Summe 10, ober, wenn bies nidht gefdhieht, bei dem aweiten Wurfe die Summe 12
geworfen werde, ift A5 + (1 — &) - A5 = 4 + F - A% = A%

Unter velativer Wabrideinlidteit eined Creignifies in Begug auf
ein andeved Creignif verfteht man diejenige Wahrideinlidhteit, welde man
erbdlt, wenn unter den mdglichen Fallen nur diejenigen in Rednung ge-
jogen werden, weldje entieder dem einen oder Dem anderen jemer Beiden
Creigniffe giinftig find, fo daf alfo diejenigen, welde feinem von Beiden
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giinftig find, unbeadbtet bleiben. Sind von = iiberhaupt moglidhen Fillenw
a dem erften und b dem weiten giinftig, affo die ,abjoluten” %:btid)em——
lidgteiten Ddiefer Creigniffe beziehungdweife @, = -:—, < Tppate fo ift
bl
a4+ b’
jweiten @' = ;—_*b*_——z (alfo wicder © -} o = 1). Hieraud folgt, daf

die relative Wabhrideinlidfeit w eined Creigniffed gefunden wird, indem
man feine abjolute Wahrideinlidhfeit durd) die Summe der beiden abjolu-
ten Wahrideinlidhfeiten dividirt, oder daf

die relative Wahrideinlidyteit ded erfteren hiernad) 0 = die Ded

R
o, + o, )
ift. — Relative Wabhrideinlichleit Hei mehr ald ywei Creigniffen.
Beifpiel: Fiir die Wahrideinlichleit, mit wei Wilrfeln eher 9 ald 12 u
werfen, i 105 = g = §; 5 == 3, olfo @ bt

3+ ok

-+

*§ b4,

Anwendbungen der Wabhrideinlidfeitsrednung finden 3. B. fiatt bei Glitde-
ipiclen und Wetten, wo e fidh um Gewinn ober Verlujt einer beftimmien Summe
bandelt. Hier gilt der Sat, dah ber Ginfah eines Spiclerds um o gridfer (ober
per bon ihm 3u Dboffende Gewinn um fo Fleiner) fei, je Hisher bdie Wabhr{dein=
lidheit feined Gewinnens ift. Jit aljo o, bdie Wahrideinlichfeit, dbaf eimer der
Fille eintrete, weldhe bem eviten Spicler giinjtig find und @, der Ginfat defjelben,
find ferner @, unbd a, bic entfprechenden Bablen fiir den jweiten Spieler, fo muf
©,: @, = @, : Gy, 00X @y - a; = @, - a; fein. Dad Product aus ber
Wahrideinlidhfeit ju gewinnen in den ju erwartenden Gewinn Leift bdie mathe=
matifde ‘Crwartung bed betreffenden Spielers. Diefe mathematijhen Crwar-
tungen miifjen aljo einanber gleich fein.
 Gine anbere Anwendung bdev Wabhrjdeinlidifeitdredynung findet flatt bei
Berfidherungsbanfen. Die Primie, welde der BVerfidherte ber verfidernden Vanf
su 3ablen bat, hingt auBer von ber Gridfe ber einivetenden Falls von ber Vant
su 3ablenden Summe aud) von der Wabrideinlidhlfeit fiir das Cintreten biefes
Falles ab. Diefe Wabrjdeinlichfeit wird auf Grund fatiftifder Crmittelungen
feftgeftellt.

Gine widtige Anwendung erfdbrt die Wabhrideinlichleitsredhnung fermer bei

_ ber Gumittelung bes wabridjeinfichen Feblers angeftellter Mefjungen ober Beob-
adtungen in der jogen. Ausgleidhungsredhnung. Bergl. Anhang 6. G8 fei 3. B.
eine Linie 4B zu meflen, jo wird man aud) bei ber grdften Sorgfalt und
Anwendung ber genaueflen Hiilfemittel niemals ein abjolut ridtiges Rejultat
erwarten fonnen, vielmehr iwerben in jolden Fillen nod) gewiffe Fleine Febler
iibrig Bleiben, woeldye fich niemald gan vermeiden laffen, da ihre Quellen nidt
befeitigt ober in Rechnung gesogen werden Fonnen. (Soldje Fehlevquellen find
a B. ber Mangel an abjoluter BVolfommenbeit der Mefinftrumente fowie ber
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menjdlidhen Sinne, Storungen durd) atmofphirijdhe Ginflitfie u. dgl. m.) Daber
wirb man bei einer Wicberholung der Meffung cin jweites Refultat erhalten,
toeldies von dem vorigen um eine, wenn auch febr fleine, Grife abweidht. Die
Ausgleihungdredhnung lehrt nun aus diejen Abweidungen verjdhiedener Meffungen
berfelben GriBe denjenigen Werth derfelben finden, welder die grifte Wabridein-
Tichfeit BHat, der gemau ridhtige i fein, ober bdie wahrideinliden Fehler ber
eingelnen Mefjungen zu beflimmen. Sie fiellt 3u bdiefem Bwede den Sap auf, daf
derfenige Werth der Wabhridieinlichfeit nad) dem rvidhtigen am nidhiten fommen miiife,
fiir weldjen bie Summe der Quabrate feiner Abweihungen von den eingelnen wirt-
i) gemefjenen Werthen mbglichit Flein fei — immer babei vorausgejest, daB bdiefe
Abweidhungen itberhaupt fehr fleine Grofen, alfo nur Folgen der unvermeibdliden
Fehlerquellen feien (Methode ber Fleinften Quabdrate). Dabei Hat dbas Refultat um
o grdferen Anipruch auf Genauigleit, je Sfter die Meffung wiederholt wurde. In
bem oben angefithrten einfachen Beifpiel einer Aufgabe ber Ausdgleidhungsredynung,
nimlidy ber Mefjung einer eingelnen felbjtindigen Gridfe (einer Linie 4 B), fithet
bas Princip der Hleinften Duabdrate auf die Regel, daf man bdie Summe der ein-
gelnen gemefjenen Werthe durdy ihre Anzabl dividiren, D. i. bad avithmetijdhe Mittel
aug diefen Werthen nehmen mup.

Heid § 91. Bardey XXXVI

XII. Gapitel.
Binosmifdger Lehrlak

§ 959.

Die Aufgabe, eine Poteny eines Binoms « - b ju entwideln, ijt

ein {pecieller Fall der Wufgabe, ein Product von der Form
t+a(tbd)(@te)--:: (x4 m)

durd) Multiplication feiner Factoren al3d (aIgeBrmfd)e) Summe von

Partialproducten audzudviidfen. Man erhdlt zu diejem Bwed durd) Aus-

fithrung der Multiplication nady § 13. GL (29):

(@ + ) (z + b) = 2* + (a + b)  + ab

(@+a) (@+b) (@4 ) = a®+ @+ b+c) 2 + (ab
~+ ac + be) x 4 abe,

(4 a)(@+b)(z+e) @+ D =2a"+(@a+b+ctd)a
+ (ab+ ac + ad + be + bd 4 cd) a* 4 (abec + abd + acd
~+ bed) x| abed, u. . w.

Man ecfennt leidt in Ddiefen emgeInen — nad) abjteigenden Potengen
von = geordneten — Entwidelungen ein gemeinjame3 SBlIbungégeieb, nad)
weldem (feine allgemeine Giiltigheit nomuﬁgeiegt) ein Product von
aFactoren (x+a) (x+b) (x4 ¢)- - (z -|- m) die Form

" da" 14+ Ba 24 Cax" 2+ ...+ La+ M
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erbalten wiirde. - Jn Diefer leisteren Reibe erhilt man Den Coefficienten 4
durd) Addition der jammtliden eingelnen Summanden @, b, ¢ - - - m, den
Gocfficienten B durd) Bildung jimmiliher Combinationen diefer Sum:
manben gur aweiten Claffe und Addition der aud Den Efementen diejer
eingelnen Combinationen gebildeten Producte. In gleidher Weife wird €
durd) die Combinationen der Summanden @, b, ¢ - - - m gur dritten Claffe,
u. . w., allgemein der Cocfficient der Poteny "7 durd) die Combina:
tionen ur p'" Claffe gefunben. Dad lepte Glied M ift das Product
jimmtfider Summanden. Vezeidmet man den aud den Combinationen
der nClemente jur p'™ Glaffe gebildeten Coefficient durdy €5, jo ift alfo
e+ a)(@+bd)(xt+c) - (x4 m)=2a"4 Cra"? | C,7a" 2
FOpdf - oyt O

Der Bemweid der allgemeinen Giiltigleit diefed Gefehes fann
durd) den Shluf von 7 auf #» 4 1 gefdehen. Ungenommen, e3 fei die
Giiltigleit desfelben fiir ein Product von nFactoren ald ridtig erfannt,
fo erhdlt man Dbei Hinufiigung eined weiteren Factord z 4 ¢ durd
Multiplication die Entiidelung:
zH 4 Ozt 4 Cravt 4 Crar2 .. . 4 G 12’ + Coz
+ ga" 4 qCram 4 qCyr @+ - - - - qCh_sa? + ¢Crix +-9C,
ober, da Cp” + qCp_1 = C,"H! i,

2 CrHat o OHatt 4 et . O
ci.

Das obige Bilbungsgejets gilt alfo audy fiix » + 1 Factoren. Hier=
it ijt aber, wie leidyt einzufehen, feine allgemeine Giiltigleit al3 ermiefen
3u betradyten.

Dad Product (z — a) (x — ) (2 — ¢) - - - (@ — m) fann durdy
ein entfprediended Berfahren entividelt werden. Riivger ift die Wbleitung
Defjelben aus Der vorftehenden Entwidelung, inbem man die Summanden
a, b, ¢ u i w. al3 negativ betraditet und ftatt derfelben beziiglih — a,
— b, — cu . w. jdreibt. Man erhilt dann (mit Benusung von § 15.)

x* — Ci"x"‘l + 02 a2 — 03".1:"_3 + o = ..I_ (-—-l)" Cn",

D. §. Ddiejelbe Entwidelung mwie vorber, aber mit abwedfelnden Boreidhen
der eingelnen Gfieder.

Anmerfung: Gin Product, in weldem eingelne ber Summanbden a, b, u. i, .
pofitiv, anbeve megativ find, [aBt fidh in Fhnlider Weife leidht entroideln.

§ 56.
Sind die eingelnen Summanden a, b, ¢ w. . w. einander gleidh, jo

ijt nady § 49:

C1"=n-a,02"=7—1%_2—~1) "'("1_'.12)'(;—2) o,
allgemein €, = B g2 (n—B) el 9+ 1)
1'2'3-4- ..p r

- azl Cs" =

und fomit
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(:w:—l—a)"=:t"--}--n-a-x""l—}-'i—:—-——l—)az-ar’“z

: 1.2
e —DE—D . s
o DDty
(x—a) =a* — n 'a-:t'"‘l+n_(%_._?i)_a2,xn—2
__”(n';lg (’;_2) adxn—38
b Cpceoneoniuoa,
- ¢ = .__1 nau.

Diefe Heiden Formeln fithren den Namen ,Binomijder Lehrias”
und terden Hiufig audy in der Form

M) @by —adn-otb4
n(n —;-.1;‘(7;—2)0”_3’,3

4 ...+(ix')rh("—1)1(",2_,?.::,5"—”_"1) v r
G- (1) b gefdyrieben.

n(n—1)

n—2 h2
e AR

H

n(n—1)

g W . w. werben die Bino-

Anmerfung: Die Coefficienten 7,

mialcoefficienten gemannt und audy durdy (’:)' (’:), u. . w. begeidynet.

Die Formel fiiv (¢ — 5)" fann ausd der fiiv (a 4 5)" abgeleitet werden, inbem
man in leptever b al8 mnegativ annimmt.

Bujdte: 1) Die Angahl der Glieder der Binomialreilfie ift eine
. endlidhe, und 3mwar gleid (» -+ 1), denn Dder Coefficient Ded3 n - 2tn
Glieded mwiirde, wie alle folgenden, den Factor Null enthalten.

2) Die Crponenten von e nehmen in jedem folgenden Gliede um 1
ab und erbalten fo die Werthe von » bi3 0; die Erponenten von b
nehmen in gleicher Weife von O bi3 7 zu; die Summe der Crponenten
von @ und b ift in jedem Gliede gleidhy n.

3) Der Coefficient Ded lesten Glieded ift gleidh dem ded erften, der
Goefficient ded vorfepten gleid) dem de3 zweiten u. f. w., ober die Coeffiz
ctenten der erften Halfte der Binomialveihe febren in Der weiten in um:
gefehrier Reibenfolge wieber.

Denn e3 ift Der Coefficient de3 pt" Gliedesd

n-(n—1)----(n—p-+2) ‘
¥, 2 Lripied) , Der Ded p*" pom Gnbe an geredmet,

oder De3 n — p - 2! Gliedes '
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#:n—1)---a—p+32)-—pt H(r—p)---(@+1)-8

1.2 (p=0) p P - T) e (n == p) (8 = P B)
=n(n——1)---(n—p+2)

1-2.--(p—1)
4) Das letite Glied der Reifie heift b, Da3 vorlepte 7 @ b*~ u. {. w-
5) Man erhdlt aud den Binomialcoefficienten fiir irgend eine Potens
n die Der nddyft Hiheren Poteny » | 1, inbem man je 3wei benadbarte
der erfteren (mit Cinjdlug von 3 = 1 und (::) = 1) abbirt.
Denn e3 ift
(ﬂ)=ﬂ(ﬂ-l)- n=p+ ()

p 12 v (p—2) P S
( n )_n(n—l)---(n—p+2)
p— 1/ 1.2...(p—1) 4
n n \_n-(n—1).--(n—p+2)(n—p+1 )
aio (5)+ (o 2y) = 1797 gD Bl
LesD s U e 8 ih] (B '
1:2---(@p—1)-p P
Hiernad) tanw man die Coefficienten fiir die eingelnen Potengen leidt
in folgender Form aufjtellen (Pascal'ides Dreiect):
n=—1 1
ne=2 L2 e
n—g 3 2N TR Sl ¢
A s Bl DR . N
n=—25 ) S el T ben (8 hr il SINT R |

n==6 o5 200 Thev a6l
w—T 1 0215236 36 2L Sl o+ §

. f. W
6) Setst man in (e +8)", a=1, b =1, fo erhilt man
2n=1+,,_|_’i%‘,;2_1)+....’

die @2umme der Coefficienten der Binomialveife ift gleidh der n'*™" Potens
von 2.

: Man beredyne aud) die Summe der Coefficienten der abwedhjelnden
(1tem, 3ten 5ten y § w.) Glieder.

§ 57.

Die Poteny eined Trinomd (a - b - ¢)* findet man mit Hitlfe
De3 binomijdhen Lehriates, indem man Dad Trinom unddft ald ein
Binom (a + b) 4 c betradjtet, leteres potemgivt und Ddie eingelnen

Glieder der entitebenden Reibe twieder mittelft de3 binomijdhen Lebrintes
entwidelt, ;. B. ! ‘ % brint
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a4+ b—c)P= (a+b)3-—3 (c-—}-b)" c+3(@a+b)c?—¢c?
= @® + 34’6 4 3ab® + ¥® — 3a’c — 6abc — 3b*c 4 Bac?

-+ 3be® — c¢®, ober

a5 — c3+3 (e* + ab? — a% + ac® —b%c + be?) — 6abe.

Jn dbnlider Weife fanm man Ddie Potengen von Quadrinomen,
. §. f. entwideln. (Polynomijder Lehriab.)

Anmerfung: Der binomijde Lebriat it im Borigen nur unter der till=
jdymweigenben BVorausfepung entwidelt worben, daf der Crponent = eine gange
Babl fei. Die Hhere Mathematif geigt, bah derfelbe audy fiir jede anbdere Bejdhaffen-
‘heit be8 Grponenten gilt, nur ift bann die Anzabl feiner Glieder unbegrenst, und
baber bie entftehende unendliche Reibe nur auf die Fille anwendbar, in welden
Ddiefelbe convergirt.

Heis § 40, 92. Barden XXXVI,.

_— e ——
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