
  

Weber die Kegelfhnittsliniem

Um dag Studium der darftelfenden Geometrie zu beginnen, find frenge genommen Feine Weir
teren Vorkenntniffe erfoderlich, ald_die der. Elementargeometrie. Allein als ‚Benfpiele der Erummeit

Flächen, die man in der darftellenden Geometrie betrachtet, wählt man diejenigen, welh durd ihre

Einfachheit und. ihre Regelmäßigkeiteine häufige Anwendung in den mechanifchen Künften finden.

&3 find diefes diejenigen Flächen, melde die einfahfen Erzengungslinien haben, nemlich die gerade

Linie, der Kreis, die Kegelfchnitte und tpenige andere. Man muß daher che man die darftellende Greo-

mefrie zu betreiben anfängt, diefe Linien Fonffruiren und einzeln, oder in Verbindung auf ihnen arbei-

gen Fönnen, Daman aber die Kegelfchnitte in der Elementargeometrie gewöhnlich nicht vorfrägt, fo

fol hier die Konfiruftion. derfelben, und die wichtigfien. dahin besüglihen Aufgaben vorgetragen

werden.

je’ . Beige Ep fe,

Die Ellipfe (Fig. 1. Taf- XLIV.) if seine gefhloffene in fi feibft zuräctaufende Linie
von länglihet runder Form. Sie hat einen Mittelpunkt ©, das heißt einen Punkt, welder
jede durch -denfelben gezogene und can dem Umfange beendigte gerade Linie, wie ZO m"in alven
gleiche Theile theilt, - Eine folhe Gerade 7 O m heißt ein Durhmeffer der ‚Ellipfe und fie
theile die Linie felb in ziwey ‚gleiche Theile, die einander dedien, wenn man nemlichden Durdmef-

fer fih fo umgekehrt. denkt, da ein Ende deffelben an, die Stelle desandern tritt.

Die Durchmeffereiner Ehipfe find alle von ungleicher. Größe; den größten von ifuen A PB

nennt man die große Age; der auf diefem fenkrechten Durhmeffer C Dift der Eleinfte, und heißt

die Fleine ge, Kede der bepden Arın A B, C Dtheilt die Ellipfe in -swey gleihe und fymetri=

fche Theite, nemlich jede mit einer Axe parallele Sehne wie G H tird dur) die andere Are im

given gleiche Theile geteilt, 2Die vier Begegnungspunkte A, B, G; D der Upen mit dem. Urnfange
der Ellipfe heißen die Scheitel der Linie,

Wenn man den Mittelpunkt der Elipfe ald Mittelpunkteines Kreiteg nimmt, der die große‘

Are als Durämeffer bat, und man verlängert C © und die Tamit parole E P bis an den

Kreis nah CC’, fo hat man immer C/ 0: E P::CO6:GP, das Heißt sa
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G P ift eine vierte Nroporfiönate u den Geraden C’ 0, GP um C 0,Die analoge Prö«

portion findet flatt, wenn man die EleineAre ald Durchmeffer des. Fonzentrifchen Kreifes nähme.

Nimmt man diefes Gefeß als die Erflärung der Elipfe, To läßt fih bemeifen, daß daffelbe

bey jeder Brojektion eines Kreifes fatt finde, oder mit andern Worten, daß jede Projektion

eines Kreifes aufeinermit demfelden nit parallelen Ebene eine Ellipfe ift.

Sn der That, nehmen wir an, der Kreis A C’ B D’ Habe fi) um A Biigedreht, bie feine

Ebene mit ihrer urfprünglichen Lage einen Wink gleih c O G madht, wobey c C fenfrecht anf

Co if. Sudt man die Projektion des Kreifes nach feiner neuen "Stellung, fo erhält man C

als die Projektion des Punktes C’; G als die Projektion des Punktes G’, woby zP=G’P

und der Winklge PG = cO GC, und fo weiter fort, und man- hat daher wegen der Achnlich«
keit der Dreyede c O C, g P G bey allen Punkten der Projektion des Krcifee wiederum diejelbe
Proportion mie oben 'und folglichauch diefelbe ini

Beun man auf der großen Are A Beiner Enipfe Eig 2) zwey Punkte F und F nimmt,

deren Entfernungen von den Enden G und D der Fleinen Age gleih der Hälfte der großen Are

it, fo habendiefe Punkte die merfmürdige Eigenfhaft ‚daß die Summe der Abftände eines jeden
Yunktes m von diefensen Punkten gleich der großen Are if; nmidgFm+HFm= AB.

F und F’ heißen die Brennpunfte der Ellipfe und jede Gerade. wie F m oder F’ m ein

geitfirapl. Es. ift aus dem Gefagten erfiHei, daß ein Kreig als. eine Elipfe betrachtet wer

den Eönne, deren Aren glei find, oder deren- Mittelpunkt und Brennpunkte in eines ‚sufammen«

fallen,
=

Sefhreibung der Ellipfe,

. tee Art, Wenn die beyden Apen gegeben find, fuhe man wie angegeben, die beyden Brenn-

punkte F, F’ (Fig. 2). Zmwifgen dem Mittelpunkte Ound einem Brennpunkte ‘F nehme man

auf der großen Are A B einem Bunft Y; aus jedem Brennpunfte als Mittelpunkt , und mif

Y.B als Halbmeffer befehreibe man in m, n, o, p bier Kreisbögen, Aus jedem Brennpunkte bes

fhteibe man bierauf mit dem noch Übrigen 'Stüder großen Are A Y vier neue Bögen, melde
die erflen im m, n, o, p fpneiden, (9 Liegen diefe Durchfchnittspunfte auf dem Umfange der Elipfe. .
Burd)die Veränderung des Punktes Y erhält man eine neue Abtheilung der großen Are, und wenn

man mit diefen Tpeilen eben fo verfährt, erhält man vier neue‘ Yuukke des Umfanges, und fo

weiter fort. Die gefundenen Punkte find nun durch einen freyen Zug zufammen zu hängen. Diefe
Zeichnungsark ift die einfachfle und genauefte.

-2te Art.- €! feyen AB, CD Eig. 3 die. swey Aren. An dem Endpunfte der einen von
beyden ziehe man unter beliebigen Winfel eine Serade Aw gleich der andern‘Ureund über diefer

Geraden ald Durchmeffer befgreibe man einen KHalbfreis A D’ B, Au nA B’ nehme man eine

beliebige Zahl von Punkten m, n, o....; durch jedem siehe man auf B eine Senfrehre Zr, ms.

und mit B B’ eine Parallele 2 L.m M. Bo. diefe leßteren die Are A B treffen, aloeman

mif der zwenten Are die Parallelen L R,L BR, MS,MS,.., trage fodann auf einer jeden

die entfprechende halbe Som Ir, m Sun. Alfıfs anhören die Punkte R,S.. R, S,.. dem Um-

fange der Elivfe an. & an
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Hat man in einem Kreife zwey unter fih fenkrehte Durchmeffer, fo fchneidet ein jeder von

ihnen alle zu dem andern parallelen Schnen in ihren: Mitten. Bey der Projektiondiefes Kreifes

auf einer Ebene werden diefe Durchmefler, Durchmeffer der: Elipfe, die jedody im Allgemeinen nicht
mehr fenkrecht unter fich find ; aber jeder von diefen Durchmeffern theilt abermals die Projektionen
aller zu dem andern parallelen Sehnen, meldenun Sehnen der Ellipfe find, in ziwey gleiche Iprie

ls; und die Durchmeffer der Ellipfe heißen deßhalb zufammengebörig.

-Sind_flatt‘der swey Aren ziven zufammengebörige Durchmeffer einer Eiipfe ‚gegeben, fo ver:

fährt man bey der Berzeichnung der. Ellipfe ebenfalls wie oben angegeben. Die Figur 4 ift nach
diefer Annahme geseichnet, und die gleichnamigen Linien mit der Sigur 3 auf gleiche Weife bejeih>
net. *) Ag sufammengebörige Durchmefler ua ‚Elipfe Eann- man je zen Geraden nehmen, die
fi gegenfeitig halbiren.

3teUrt Wenn die beyden A gegeben find, Fig. 5. Man fchneide einen

Streifen Papier, Y. auf einer Seite: nach gerader Linie, und bemerke, auf dem ande zu beyden

Seiten.einesbeliebigen Punkts ‘a, die Länge a.c der. halben Feinen Axger_ die Länge a dder halben
großen. In jeder Stellung; des Papierfireifens, wo. der Punkte auf der. großen Are ‚oderderen
Verlängerung liegt, und der Punkt:5 auf der ‚einen, gehört der, Punkt a dem Umfange. der Ellipfe

an. Hätte man auf dem» Papierftreifen Z die halbe> Eleine‘ Arge. von a’ aus: nach <<’ und die halbe

große Are auf. der, nemlichen ‚Seite nad) ıd7 getragen, fo. würde, man abermals auf die ähnliche Aıt
arbeiten, wie aus der Figur: 5. erfichtlich ift,

Wir begnügen ung diefe Konftruftion angeführt zu En One die Betweife das bepgubringen.

von den Tangenten der Eitipfe,

"itene. Eine Tangente su. der Ellipfe su sieben, wenn der Berährunge:
punft gegeben ifl. Fig. 2. Es fey m der gegebene Berührungspunft, Man ziehe die bey«

den Leitfirahlen m F, m F’ verlängere einen. derfelben nah Gund halbire den Winkel F’ m G,

fo if die. Halbirungslinie m P.die verlangte Tangente. Daß diefe Lienie m P, welche mit beyden

Leitfirahlen gleiche Mintel macht, wirklich Tangente fen, Täßt fi auf folgende Art erweilen, Don

einem beliebigen Punft P der m P siehe man P F, PF;made P G=P F,hbifFP+

FP=FP+DPG gröfer als FG, oder größer Fm+tm F, daher liegt der Punkt

P der m Paußerhalb, der Efipfe, und folglih Tann die m P die Elipfe nurin m berühren.

2tend. Wennder Punkt, Durh welchen die Tangente geben foll, außer.
halb der Linie gegeben ift Fig. 2, E8fey P diefer, gegebene Punkt. Aus P als Mittelpunkt

und mit F P als Halbmeffer befchreibe man einen Bogen F G. Aus dem andern Brennpunkte

und mit einem Halbmeffer gleich der großen. Are befchreibe man einen zweyten Bogen, welder

*) Bey der Anwendung der Algebra auf bie Geometrie nennt man die halben Sehnen des Kreifes und der Ellipfe

wie in den Figuren 3 und 4 die Ordinaten diefer Linie, und die Durchmeffer. A B, A Bfind die zu dies

fen Ordinaten gehörigen Abfciffenlinien. Die Abfciffen werden ımmer auf einer Are oder einem zufam:

mengehörigen Durchmefler gesäptt, und die Ordinäten find immer mit der andern Are oder dem andern Durch:

meffer parallel,

 



>

DB - Ueber die Krgelfnittölinien,

- jenenerften in’G fchneidet, und zieheF’ G;-der Begegnungspunft m diefee Geraden mit der El»

lipfe ift der Verührungöpunkt für- diedurch P gehende. Tangente, Auf gleiche Beife märde maz

durch Pnad) die gwepte Tangente P m’ an dieER.gezogen DabeheTPi Richtigkeit. diefer Kon

firuftion ift Leicht einzufeben, We eh

“ 3tend Wenn die Tangente, ju einer geaebenen Geraden pirareet feya

foll.. Sind in einem Kreife, jivey ‚Durgmeffer unter„d. fentrecht 5x ift die Tangente an dem

Ende des einen‚parallel, mit dem andern. ä .

Bey der Projektion diefes Kreifes. bleiben die Tangente, ee zu der Eflipfe,wähans

"der Profeftion des Kreifes entflcht, und. fie bleiben auch noch wechfelfeitig zw denentfprechenden

Durchmeffern parallel, aber diefe Durchmeffer toerden znrgHieraus’ ergiebt fifi%

folgende, Konftruktion,

& fol an bie Eipfe ABC D (Fig. 6 > eine Tangente parallel iu der Geraden LM gejogen

erden. Nachdem. man jivey Sehnen GH,A J parallel‘ ju LM gesogen, und ihre ‚Mitten >

“durd) die:‚Gerade E E verbunden, fo bat man einen Durchmeffer) ‚welcher mit demjenigen zufam-

mengebörig if, der paralict ju L M wäre, die Enden E, E’ diefesDurchmeffers finddie:I

zungepunfkt der zu LM parallelen Tangenten E M’,EM“.

. Den Durhmeffer E Efann man nocheinfacher.finden, wenn man aneinem der vier Ci.

tet, Azum Benfpiel, eine su LM parallele Sehne AT sicht, den gegenüberliegenden Scheitel B

mit I verbindet, fo it BJ mit E Eparallel.

"Die Senfrehte EK auf die Tangente an dem Serügrungspunkt nennt man die Normale,

Das Stüf p h der Age zwilchen der Ordinate E A des Berührungspunftes und dem Begegnungs-,
punft pder Tangente und derfelben en heißt die Eubtangente und das. Stüd ıhK der Xre

die Subnormale,

Berfledene Aufgaben, I Umfang einer- Ellipfe ift gegeben (Fig 6.)5
man folk den Mittelpunft und die Aren finden, Nachdem man in beliebiger Kichtung.

‚stoey parallele Sehnen A J, G H gesogen, undihre Mitten durch eine Serade E E’verbunden,

fo Hat man einen Durdmeffers diefer in Obalbire giebt den Mittelpunft. Sf dickes aefchehen, fo
befchreibe man aus diefem Mittelpunft E (Fig. 5) mit wilführlihem Halbmeffer einen Bogen,

welcher den Umfangin drey Punkten p, 9, s fehneidrt und siehe PP 7 foifi Envon diefen
eine Parallele.zu einer Are,

Es iffeine Ar AB (Fig 5) und ein Punft ades Umfanges: gegeben; man

folk diezweyte Are beffimmen Hat man A Bin E halbirt, und die Senfredfe CE D
gesogen, fo ift diefed die Nichkung der zwenten, A.e, Mit der halben gegebenen Are als Halkmeffer

befchreibe man aus a einen Bogen, Welcher die verlängerte GC D in 5 £rifft; ziche d a ec, fo if

@ cgleich der haben swenten Are. Ein zwentes Verfahren ift noch aus derfelben Sigur zu erfehen.
Die nahftchenden Konftruftionen,in Betreff der. Parabel und der Hpperbel haben eine große

Webereinflimmung mie den fo eben für die Elipfe vorgefragenen. Wir haben defHald in den folgen

dem Siguren bey den gleichnamigen Aufgaben überall Diefelben Bugfiaben beygelskt.
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u

DieParade

'Die ‚Yarabel ir’IEten} ii beyden Seiten fü% ing Unendliche. erfirecdende Linie m p A p

n Fig. 7. Sie hat eine Are A Bvon unendliher Größe, und einen Scheitel A; welcher der
Begegnungkpunft ‚der Liniemit ihrer.Are ift, aber fie hat Feinen Mittelpunkt; die Parabel it fp-

metrifch- in: Bezug -oufihreAre, ‚dag heißt, ole uf AB fenfrechten Sehnen werden von’Ddiefer

Geraden. in ihren Mitten geichnitten. Die Parabel bat einen Brennpunft F. Verlängert man

die A B-um eine Länge, AG. —-A F,und. sieht V_ W- fenfrecht auf A B, fo heißt diefe Ge-
rade. die. Leitlinie der Parabel, Bicht man von einem Punkte m des Umfangesden Eeitfiran!
m,F, fo»ift die Entfernung m,E immer. gleich der Senfredhten m- V auf die geitlinie, ER

‚Wenn man annimmt, eine .Ellipfe verlängere: fih immer mehr und mehr, fo werden die Depden

Brennpunkte immer in eine größere Eutfernung voneinander. Fommen, und wenn man bey einem.

Brennpunkte ftehen bleibt, So nimmt, die Ellipie in der Gegend diefes Brennpunfees flets mebr und -

mehr. die Geflaltsder Parabelan, und fie erreicht diefe Geftalt volfommen, wens man annimmt, die
bepden Brennpunkte feyen in eine unendlich große Entfernung von einander übergegangen.

Sede Parallele mit der Age einer Parabel, wie m p beißt. ein Durchmeffer, das beißt, Diefe

Gerade fchneider ein gewiffes. Syftem von parallelen Sehnen in. ihren Mitten.

 

Befihreibung der Parabel.

Atend, CH IR die Akteder Scheitel und der Brennpunkt gegeben, Fig. 7. €
fey A der Scheitel, F der Brennpunft und folglih A FB die Are. Man beftimme wie ange»

geben die Leitlinie VW. Unter dem Punfte A siehe man eine beliebige Zahl von Senreshten

-auf AB, wie m Mn. Mit der Entfernung M G einer jeden Senfrechten von der V W.be-

fihreibe man aus F ztwey Bogen, melde in m und n die ae fneiden, r ‚hat man-ion

Dunkte des Umfanges.

Die durch den Brennpunkt F gehende Sehne pFypif nah Biefer Ronfiruftion viermal fo

groß als die Entfernung:A F. Diefe Größe p F p’ ift das, mas man den Parameter der

Parabel nennt,
2tend. ES ift die Nichtung der Are der Scheitel und ein Punkt des Umfanges gegeben. A B

Fig 7 fey die Age, ihr Ende A der Scheitel und n ein Punft des Umfanges, Man ziehen A,
n M fentrebt auf A B und n o fenfreht auf n A und bis zuwlge A B verlängert. Die Ent:

fernung o M if gleich dem Paramefer der Parabel und folglich der vierte Theil-davon, gleich der

Entfernung A F, Die Konftruftion vollendet fih wie im erften Sale.

Tangenten der Parabel,

Atend. Wenn der Berührungspunft m Fig. 8 gegeben ifl, und TR die Tangente
durch einen Punft P außerhalb des Umfanges gehen fol.

Die Löfungen find ganz analog mit jener der Ellipfe und die gleichnamigen Linien mit denfel-

ben Buchftaben wie Fig. 2 begeichnet, Zu Vemerfen hiebep ift, daß "die un! np dur
den Scheitel A in nr gleihe Theile getheilt wird.
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3tend. Wenn die Tangenteparallel zu einer gegebenen Geraden LM Fig. 8 feyn foll.

Man: siehe dur den -Scheitel.A. die, Schne.A I parallel zu LM. und duchihre Mitte den

Durdmefler EE/, Io, ift Eder Berüßrungspunft, der ‚u beftimmenden Tangente,

Berfgiedene Wufoaben, Es if der Umfang einer Parabel verzeichnet,
man folt die Richtungihrer Duchmeffer befimmen, Man siehe Fig. 8 zwey belie-

bige unterfi parallele Schnen A J,GH, halbire bepde und ziehe durch ihre Mitten eine a

ade BE’, fo ift diefe ein Durchmeffer.

Man foll die Age einer verzeichneten. Parabel finden. Eig. 8. Naddem man wie eben gefagt

einen Durdimefler E E’ befiimme- hat, siehe. man'eine auf denfelben: fenkrechte Sehne mr, und.

dureh die Mitte ie berfelben; mie dem Durehmeffer eine Paralklle AB, fo bat man die Riptung
dir Ye !

Die Syperbel

Die, Hyperbel befteht aus stvey offenen einander enfgegenfichenden Bmeigen n A mpBgı

Fe 9, die fih beyde ins‘ Unendtiche erftredken. Sie hat eine Are A B; esift diefes die für.

* zefte: Gerade, die man yroifchen den: zwey Aeften der Linie. ziehen Fann. Die Mitte © diefer Are

ift der Mittelpunkt der Linie. Die,‚Enden A, Ber Arge fifirud step Scheitel der Hpperbel. Die

Linie hat siwey auf der Verlängerung der Are gelegene Brennpunkte F, P. Bicht man von ir.

gend einem Punkte m. ded -:Umfanges.nacd deu beyden Brennpunkten -die jwey: Leitfirablen m F,

m. E, fo; ift die Differenz diefer Geraden-unveränderlich und: immer gleich der Age AB.

Bergleihe man die. Geftalt der Hpperbel mit einer Parabel, welche die gleiche Are bat und

den gleichen Scheitel, forwird man finden, daß, die Hefle der Hpperbel viel. fehneller gerade mer.

den. alDie Parabel, fo: daß: jene-am Ende immer ang .diefer lcgteren heraus tritt.

Sp verfhieden auch die Geftalt der Hyperbel im Zergleip mit der Ellipfe if, fo findet Ne

eine merkiwürdige Ucbereinfiimmung zwifchen den. Eigenfchaften-diefer Linien fatt. Um diefe Ueberein-

fimmang zu vervollfländigen, giebt man einer Senfrehten.G D -auf-die- Mitte der Are A Boden

Namen der szwenfen oder eingebildeten Are, wogegen man die, erfie A B die reelle oder

aud-ZwerKare nennt. Man befimmt. die, Größe von CD, indem man aus. A, ald Mittel,

- punkt. und mit. ihrem-Abflande © E des. Mittelpunftes von. einem Brennpunkte -ald Halbmeffer

einen Kreis befchreibt, welcher ‚auf der swenten. Are die Punkte G, D- abfchneidet. Jede Aye stheilt

die. Hpperbel-in zwey fumekrifhe, Theile.» Jede dur) © gezogene und von demUmfange der Hy:

perbel beendigte Gerade ift eim Durchmefler, und zwey Durchmeffer, die toechfelfeitig ale zu dem

andern parallele Sehnen halbirer, find zufammengehörig,

Konftruftion der Hpperbel, Die Are A Bund die Brennpunkte F, F’ find
bekannt. Man nehme, aufder verlängerten A B von A aus. eine beliebige. Länge A Y, die
jedoch größer ad A F fenn muß, und befchzeibe mit diefer Länge old Halkmeffer aus jedım
BHrennpunffe,iwey Bögen oberund unterhalb»der-Nre; fodann. nehme man den Unterfhied B Y-

zwifhen A Y und A B als. gweyten Halbmeffer. und- befchreibe aus jedem Brenupunfte wiederum

we Bögen, welche die erfien in m, n, p, q treffen, fo liegen diefe- Punkte anf dem Umfang der



Ueber die Kegelfhnittslinien, 295

Hoperbel, Durch das nemliche tieberholte Verfahren beftimme man fo viele Punkte de3 Umfanges
als man. verlangt,

Zangentenzu der Säit. i"Benn der Punkt, dürh welden die Tangente ‚gehen
foH, auf dem Unfange oder ‚außerhalb.‚gegeben ift, oder wenn Die Tangente paralel zu. einen geges

benenGeraden, feun fol. fo fiader gani die ähnligen Konftruftionen, 'wie in den. gleichen Aufgaben
beyder pie tat, weßhalb wir blos die Fig, 9 und 12 anführen, wo die gleiänamigen. Nunkte
und Eitien hie beyFig 2 und6 bemerkt find.

€3 giebt bey der.‚Hpperbel stvey gerade. Linien, die fih in dem Meittelpunkte Ereuzen, mit
der Are gleiche. Winkel machen, und. welche vie ‚merkwürdige Eigenfhaft haben, daß fie fi
unaufhörlic den Linien nähern, ohne diefeibe jerald, erreichen zu Pönnen, wie weit man fie beydew-
feitö verlängern möge. Cs find diefe Linien ziwey Tangenten, deren Berübrungspunkt in einer une
endlichen Entfernung liegt, Man beflimmt die Stellung der Afpmptofen, Fig. 10, wenn man durch

ein Ende Bder reellen Age eine Senfredhte ce d errichtet, diefe gleich der eingebildeten 2 CD
macht, und ihre Enden c, d mit dem Mittelpuukte O verbinden

VBerfhiedene Aufgaben € Fin die szwey Afymptoten X X, ZZ und

ein Punft R des Umfanged gegeben, man folldie Hyperbel befgreiben. Man

ziehe durch R in beliebiger Nichtung eine Gerade M R M’ beyderfeitd an den Alymptoten
beendige. Die Entfernung M R trage man von M’ nad R’, fo ift diefeg ein Punkt des Umfans '

ged. Diefes Verfahren mwiederhole man fo oft als man Punkte RR” 3cerhalten will, U

die Zeichnung an der Stelle ded Vunkts R nicht zu fehr abzunägen, arbeite man bey einem alle

> dern gefundenen Punkt, wie bey R angegeben. Zieht man dur) R eine, Gerade in der Nictung:

von RT Sund trägt RT von T’ nad) S, fo ift Diefes ein Punkt des zweyten Aftes der Sven
del. ey diefem Punkte Fann man abermals wie bey R arbeiten,

 

. Es find die beyden Hefte einer Hyperbel gegeben, man [voll den Mittel
punft O und die Agen AB, GC Dfinden. Fig 11. Man siehe zwey beliebige parallele’

Sehnen m1, p q’, halbire diefelben und ziehe dur die Halbirungspunkte den Durdmeffr GO HF"
Diefer ift sufammengehörig zw demjenigen, welcher parallel zu m I over p q wäre, und auf feiner”

Hälfte liegt der Mittelpunkt © der Hpperbeb, Belpreibt man über S T ald Durdmeffer einen:

Umkreis © s By; sieht durch einen Begegnungspunft a deffelben mit dem Umfange der Hyperbel die

Geraden a 's, a T und duch den Mittelpunkt mwechfelsweife die Parallelen Ar B, CD zudiefen'

Seraden, fo hat man die erfle Are und die Nicbkungder smeyten. Die Größe diefer legten. ergiebe

fi aus fulgender Konftcuftion. Parallel zu A Bziehe man eine beliebige, zu beyden Seiten durch’

die Hefte der Hpperbel begrängte Gerade, voundüber derfelben ald Durhmeffer einen Halbfreie‘

ox2yv Su einer Entfernung. gleich der Hälfte von A B, siehe man zu o v die Parallele & yr

-fälle aus-y-auf ov die Senfrehte y Z, siehe. endlih O Z, fo hat man eine Afymptote; die

jtoegte wird man auf ganz gleiche Weife erhalten. Die Länge der zwenten Kr und die Sklung

der Sreunpunkte ergiebt: fich fofort, wie ‚bereits: angegeben:

39
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Sm ziwenfen Buche, Art. 78 ift die Aufgabe gelößt: durch einen gegebenen Punft einer Eylin

derfläche eine fangirende Ebene zu diefer Fläche zu führen. Men hat dafelbfi gefchen, daß menn

die Cplinderfäche vollfommen definivt iR, die durch den angegebenen Punft gehende gerade Erzeu-

gungslinie der Leitlinie in einem Punkte begegne , und daß die Zangente an diefem SBunfte der

Zeitlinie famme der geraden Erzengungslinie die verlangte Berührungsebene beftimmen,

E3 fol hier vorerf eine Löfung derfelben Aufgabe vorgetragen werden, die unabhängig von

der gewöhnlichen Meeihode der Tangenfen ijt,

EMan denke fih durch. den gegebenen Punkt der Gylinderfläche die kangirende Ebene wirklid

geführt, und in Diefer Ebene die gerade Berührungslinie G und eine andere Gerade G’, melde

durch den Punkt gebt, wo die Gerade G die Keittinie triffe Der Winkel diefer zwey Geraden

it willführtih, und foll mit S bezeichnet werden. Es ift Ear, daß wenn diefe siveyfte Gerade @

bekannt wäre, die Berührungsebene dur die zmey Schenkel G, Gdes Winkels S gienge, deffen

Sieitel auf der Leitlinie der Cplinderfläe liegt, und daß diefe Ebene folglich befannt wäre. Um
nun die Gerade G’ zu finden, bemerfe man, daß fie zwmey geometrifche Derter hat; nemlich Ateng

‚eine gerade Kegelfläche, deren Scheitel-auf der Leitlinie der Gylinderflädhe liegt, deren Are die Ges

trade & diefer Fläche ift, und deren Kanten einen Winfel S mit-der Age machen; Zend eine wind

fee Släche, deren gerade Erjeugungslinie den drey Bedingungen unterliegt, durch Die Leitlinie dee

Enlinderflähe zu achen, durch die Sirade G, und mit diefer Geraden einen unveränderlicien Winfef

S zu machen: woraus nun folat, daß die Gerade G’ der gemeinfame Durchfchnitt eines geraden

Kegeld und einer beftimmten windifchen Fläche if. Der Scheitet des Winfeld S gehört diefer Geraden

an, und um einen jwenten Punkt derfelben zu finden, tft 88 nur nöthig, den Kegel und die windifche

-Släche durch eine auf die Gerade G fenfrchte Ebene zu fohneiden, Der Schnitt des Kegels wird

ein Kreis feyn, und der Schaitt der toindifchen Fläche eine Kurve, welche den Kreis in wen Bunk-

ten fhneidet. Die Geraden G’, @”, weiche jeden diefer Purfte mit dem Scheifet's verbinden,

Tiegen in der Berüßriingdehene zu ber Cyimderfläche und beffimmen die Stellung diefer Ebene,

Dbfhennun die bier angewendete windıfehe Fläche vollfommen definirt ift, fo bleibt doch die

Stellung der geraden Erzengungslinie, wenn fie durh den Ccheitel S geht, unbeflimmt,; meil, da

diefer Punke-der Geraden G und der’ Frinmen Leitlinie zugleich anachört, zwen von den’ Bedingun-
gen, melde die Bewegung der Erzengungslinie feffenen, bier auf eine einzige zurückfommen, dag
heißt ale, die Gerade G’ vder G” ift unbeflimmt, und man erhält alg Durhfchnitt der winifchen
Slädhe durch eine auf die Gerade G fenfrechte Ebene wie Art, 131 eine Kurve von sven Zweigen

Wg"g’g, gg” g”, die durch ein unendlich Eleines Element ’g g’ getrennt find, die aber nad)

einem Punkt g zulaufen, wo fie fi dergeftalt vereinigen müflen, daß fie dafeldft eine gemeinfame
Tangente haben.

DL man mittelft diefer Methode eine Tangente zu irgend einer Kurve ziehen, fo nimmt men

fie alg Leitlinie einer Eoylinderfläche, flatt einer mwindifchen Fläche, mie Art, 328, Fonftruire die fan«

girende Ebene zu Diefer Gylinderflähs an einem gegebenen Punkt der Kurve, fo wäre, wenn diefe
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Kurve eben ift, der Durchfchnitt jener Berührungsebene und der Ebene der Kurve Tangente zu die

fer an dem gegebenen Punkt.

Eine Kurve von doppelter Krümmung müßte man zugleich auf zivey Eylinderflächen Ben,

durch einen beflimmten Punft der Kurve zu jederCylinderflähe nach der angegebenen Art eine

fangivende Ebene führen; der gemneinfame Durshfepnitt diefer Ebenen wäre die Tangente der Kuroe

an dem gennmimenen az

* Ä 5 *

Noberval’fhe Methode der Tangenten

 Diefe Methode ift auf den Fall berechnet, mo eine Kurve durch das Bewegungsgefeh eine®

Erzeugungspunftes gegeben ifl. *) Wenn nad) diefem Bewegungsgefege ein Erjensuugspunft beftändig

nah einem Punkte des Raumes gefchoben wird, fo ift die Linie, Die er in Folge deffelben Gefeges

durchläuft, gerade: aber wenn er in jedem Uugenblice feiner Betegung, zu gleicher Zeit nad)

siveH Punkten hin gefhoten wird, fo it die von ihm durchlaufene Linie, welche in gewiffen Fällen

abermals gerade feyn Fann, im Algemeinen eine Frumme Linie, Man wird die Tangente zu diefer
Kurve erhalten, menn man durch den, auf der Kurve genommenen Punkt, nach den zivey verfapier
denen Nichkungen deö Erjeugungspunftes ziwey gerade Linien zieht; auf diefen Nichtungen und nady
der gehörigen Seite hin proportionale Theile zu den zwey refpeftiven Gefchmindigkeiten des Erjch-

gungspunftes aufträgt; das Parallelogramm vollendet, und die Diagonale zieht, die die verlangte

Tangente if: denn diefe Diagonale liegt in der Nichtung des befchreibenden Punktes an der Stelle

der Kurve, die man betrachtet hat.

Zum Beripiele Man bittet den Lefer die Figur felbft zu entwerfen).
Ein durch die gebrochene Linie A M B vorgeftelltee Faden feye an feinen Enden A und B

befeflige; Menn man diefen Faden mittilft eines Stiftee M anfpannt und den Stift fo bewegen
läßt. daß der Faden fletd angefpannt bteibf, fo wird der Stift eine Kurve vurlaufen, melde, wie

befannt, eine Ellipfe if, von der A und Bdie Brennpunkte find. Nach) diefer Erzeugung der Kur

ve ift es leicht, zu ihr eine Tangente nach der Noberval’ihen Methode zu ziehen. Denn da die.
Länge des Sadend A M B fih nit verändert, fo verlängert fih der Strahl A M genau um

fo viel, alg der Strahl M Bfid verfürzt. Daher if die Gefhwindigkeit deB befchreibenden Punkte
in der Richtung von M A gleid) feiner Gefchwindigkeit in der Nihtung von MB. Wenn man

daher auf M B und auf die Verlängerung von A M gleiche Theile M Q, M P auffrägt und
fodann über diefen Seiten dad Parallelogramm OM PR vollendet, fo giebt die Diagenale MR

diefes.Parallelogramme die Richfung des Erzeugungspunfteg bey M an,! und if folglid Tangente
zu der Kurve an eben diefenm Bunte,

Aus diefem ift flar zu erfehen, Daß. bey der Ellipfe die Tangente den Winfel BM D, welfer
durdy einen Leitfivahl und dur die Verlängerung des andern gebildet wird, in gleiche Theile theiltz
dag die Winkel der Tangente mit beyden Leitfieahlen glei find, und daB die Kurve die Eigen»

m

5, Die Werke Robercars find is Memöiven ter Parifer Akademie, von 1699 gefamnieik,
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thiümlichfeit haben muß, die, aus.einem Brennpunkte ausftrömenden Lichtfirahlen nach dem andern!

Brennpunfte gurückzumerfen.

Diele Methode läßt fh auch (eict auf den Fal von trey Dimenfionen austehnen, und auf-

Kurven von woppelter Krümmung anwenden. Sn der That, wenn ein Erzeugungspunft fih im

Raume beroegt, dergeftalt, daß er nach drey verfchiedenen Richtungen fortgetrieben wird, fo ift die,:

von ihm durchlaufene Linie, welche in gewiffen Fällen eben feyn Fann, und fogar gerade, im Allge»

meinen jedoch von doppelter Krümmung. Man erhält die Tangente zu diefer Kurve an irgend

einem ihrer Punkte, wenn man durch diefen Punkt drey gerade Linien sicht, nach den drey verfchies

denen Betwegungsrichfungen des Erzeugungspunktes;, menn man anf diefen Geraden, und nach den

gehörigen Seiten proportionale Theile zu den drey rvefpeftiven Gefchtwindigkeiten diefes Yunktes

aufträgt, das Varallelepipedum vollendet und die Diagonale diefes Parallelepipedumg zieht, wel«

be Tangente zu der Kurve an dem befrachfeten Punkte ift,

Als Benfpiel fol ein ähnlicher Sal mit der Elipfe angeführt werden. (Die Zeichnung bleibt
abermals dem Lefer überlaffen.)

Drey Punfte A, B, C find im Naume gegeben. E3 fey ein erfier Zaden AM B mit fels
nen beyden Enden in A und B defefligt; ein smenter Saden A M CG, deffen Bröfe unabhängig von

jener des erften Zadend ift, fey mit feinen Enden an den Punkten A und G befefliget, Wenn

ein Erzengungepunft M diefe beyden Fäden zugleich ergreift, und fi) fo bewegt, daß die Fäden
immer angelpannt find, fo befchreibt er eine Linie von doppelter Krümmung, *) Um zu diefer

Kurve eine Tangente an dem Punkte M zu ziehen, muß man bemerfen, daß, da die Länge deB

erften Kadens Eonftant if, die Größe, um melde A M fi) verlängert gleich fey der Größe, um

welde B M fi) verfärzt, und daß die Gefchwindigfeit des Erzeugungspunfts in der Richtung von

M A gteich fey feiner Gefchmwindigfeit in der Nidtung von M B, Gleihermeife, da die Länge des

Zıvens AM C Eonftant ift, fo if die Gefchwindigkeit des befchreibenden Punktes in der Richfung

M C aud noh gleich feiner Sefhmwindigfeit in der Nichfung von AM, Wenn man daher auf

der Verlängerung von A M und auf den Geraden M B, M C die gleihen Zheie MP,M

0, MR aufträgt, und das Parallelepipedum M Q PR S vollendet fo if die Diagonale MS

tiefes Parallelepipedums die verlangfe Tangente.

Da die Robervarjhe Methode der Tangenten auf das Prinzip der Zufammenfeßung der Be-

wegung gebaut if, fo wird man leicht entnehmen, daß man in meniger einfachen Fällen, als die

vorgetragenen Benfpiele, befannte Methoden zu Hülfe nehmen könnte, um die mittlere Kraft zu fin«

den, von mehreren nach einem Punkte gerichteten, und deren Größen und Nichkungen befannt find,

 

*) Die von dem Punkt M durchlaufene Einie ift offenbar der Durchfchnitt ziweyer Umdrehungs » Ellipfotte, role

den Punkt A als gemeinfchaftlihen Brennpunkt haben, und das Eine noch den Punkt B, das Andere ten Puntt

C als zweyten Brennpunkt. Aber ziwey Ellipfoide, die einen gemeinfamen Brennpunkt haben, feneiden fich,

nad) einer Ellipfe und nicht nad) einer doppelt gefrümmten Linie, weldher Saerft in neueflex Zeit von Dupin,

bewiefen wurde. Do jedoch diefer Umftand an der Betrahtungsweife des vorliegenden alles nichts verändert,

fo haben wir das Beyfpiel, weil eö außerdem einfach und Elar iff, beybehalten,
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Ueber die Ausführung der geometrifhen Zeichnungen.

Man betrachtet gemöhnlich diejenigen Konftruftionen, melde nur die Anmendung des Krelfes
“und der geraden Einie erfodern, ald die leichteften, und defmwegen auch als die genaueflen; weil
man fich zum Zichen diefer Gattungen von Linien der leicht zu Handhabenden Inflrumenke, des
Lincals und Zirfeld bedienen Fann, während man faft bey allen übrigen Kurven fi genöthige ficht,

eine mehr oder minder große Zahl von Punkten ihres Umfanges zu beffimmen, und diefe Punkte

durd) einen Zug aus freyer Hand zu verbinden, welches, mie man fagt, immer mit mehr oder
weniger Willführ gefhieht und folelih auch mit mehr oder weniger Sneraktität. Diefe Anfichten

baden gewöhnlich alle Ungelibten im praftifhen Zeichnen; allein fie find in mehrerer Beziehung

unrichtig,

Erftlich, die Konftruftionen mit Kreisbögen und geraden Linien find nicht immer die genau

ften, und oft aud nicht die einfahpften; denn wenn, zum Beyfpiel, ein’ Punkt durch das Bufammen«

treffen zweyer geraden Linien, oder zweyer Kreisbögen gefunden werden fol, fo ift bey der Breite,

die jede phnfifche Linie hat, die Stellung diefes Punktes um fo unbeflimmfer, je fpier der Winkel

iR, unter welchem jene Linien fich fchneiden. Eine gerade Linie ift fehr Häufig durch zwey Punkte

gegeben, die richtige Stellung diefer Geraden ift aber um fo fohwerer zu beftimmen, je mehr die

Punkte roirftiche Ausdehnung haben und je näher fie beyfanımen liegen u. f. w. Diefe Umfiände

fönnen fich bey einer nemlichen Konfiruftion anhäufen, fo daß das endliche Nefultat nichts weniger

al5 aenau ift. = u

Zmwentens, tcasdie Ungenauigkeiten im Ziehen der Kurven betrifft, die durch eine gewiffe Zahl

von Yunkften gehen follen, oder maß oft vorkommt, aber noch fchmwieriger if, die berührend an eine

Keihe anderer Linien gezogen werden müffen, fo wird man fih meift glücklich aus diefen Umfländen site

ben, wenn mandurch häufige Uebung’ eine fefte und leichte Hand erworben hat, und ein richtiges, Er

fonders an geometrifche Stefigkeit gewöhntes Auge, Die Konfiruktion einer großen Anzahl von

Durchfpnitten Frummer Flächen‘ find unabhängig von dem weiteren Nugen diefer Arbeiten, dag fiherfte

Mittel diefen Bmeck zu erreichen, mobey befonders zu empfehlen iff, daß man große Dimenfionen

anmende. Hat man eine Zahl von Punkten befliimmt, die einer Frummen Linie angehören, fo wird

ein geäbter Zeichner leicht erkennen, ob fie alle richtig gelegen find nder nicht, und er wird die

Stellung derjenigen berichtigen, die ihm als falfcy auffallen.

 Diefe’ Punkte find nun aber fehr häufig aus Durhichnitten von geraden Linien und Streifen
beffimmt, das Auge allein muß daher hier die Unrichtigkeiten Diefer Ergebniffe erkennen.

Unter alten Sehlern einer geometrifchen Zeichnung betrachtet man, außer groben Unrichtigfeiten,

diejenigen als die größten, wenn die vorgeflellten Trummen Linien keine fletige , dem Auge gefällige

Form Haben, fondern Erfen bilden und. dergleichen. Um an einer folchen Stelle die wahre Gefalt

der! Kurve am teichteften au finden , dient nichts -ficherer, als die Zangenfe sanı diefem Punft der

Kurve auf eine oder’ die andere befannte Art’ju beflimmen. Es if daher fehr zu berückfihtigen, daß
man unter den verfchledenen Runften einer Kurve, die man beflimmt, vorzugemeife jene bemerkte,

toben Migfeich die Tangenten bekannt! find.”
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Eine geometrifhe Zeichnung fol ferner nicht nur genau feyn, fie fol aucd eine gemwiffe Ark

von Eleganz befigen. Das befte Mittel, um jede Frumme Linie mit einiger Sicherheit zu sieben, be,

ficht darin, daß man die gefundenen Punkte der Kurve auf ein befonderes Stück flarkes Zeichen.

Sapier auftrage, die Linie dafelbft fo fharf ald möglich ziehe, und fodann das Papier nad) diefer

Linie mit der Scheere ausfchneide; man erhält dadurch eine Lehre oder Schablone, die man
gehörig auf die Zeichnung auflegt, um die Neisfeder beym Ziehen an diefelbe anzuhalten.

Aus allem diefem ift wohl zu erfehen, daß ein Zeichner, der nur elementare Kenntniffe der

Geometrie befigt, in viele Säle Fonımen Tann, wo ihm Eein anderer Ausweg bleibt, als aufs Gre
tarhe mwopl zu arbeiten, und deßhalb gewiß auch meiftens: unvichtig.

 

. 4

Geber die Sugeln.

Das Problem, die Stelung und Größe einer Kugel zu beftimmen, welche durd vier Bedin

gangen von der Art gegeben ift, daß fie durch befannte Punkte gehen, oder befannte Gerade, Ebenen

und Kugeln beräßren fol, ifi von den berühmteften Geometern der neueren Zeit bearbeitet worden.

Kermat, ein Mathematiker, der gegen Ende des 16ten Jahrhunderts kebte und fehr viel zur DVerbreis

tung des geometrifhen Studiums nah der Methode der Alten that, fehrieb ebenfans eine Aıhand.

lung de tactionibus sphaericis , von der wir hier eine Ueberfegung geben; und die, da Fermats

Schriften fehr zerfireut find, immer won großem SJutereffe iff, obmwohl fie an Allgemeinheit und an

Eleganz den Arbeiten einiger Neueren nahflehen mag.

% * ®

Die Beflimmung einer Kugel, nach der Bedingung, daß fie durch gegebene Punkte gehe, dag
fie gegebene Ebenen oder Kugeln beräpre, beruht auf folgenden fünfzehn Aufgaben,

Mufgabe L
1) Eine Kugel zu finden, melde durch vier gegebene Punkte geht. (Die Löfung diefer Auf

gabe ift im Aten Buche it, 377 gegeben, weßhalb wir fie hier übergehen.) ,

Xufgabe IL

2) € find drey Punkte und eine Ebeng gegeben; eine Kugel zu finden, welche durch die drey
Punkte geht und die Ebene berührt.

Auftöfung Da der Kreis, welder durdie drey gegebenen Punfte geht, ein Heiner Kreis
der verlangten Kugel if, fo enthält die Senkrechte auf die Ebene diefes Kreifes, die durch feinen
Mittelpunkt geführt ift, den Mittelpunkt der verlangten Kugel. Wenn man durdiefe Gerade
eine fenkeechre Ebene auf die gegebene Ebene führt; welche den Heinen Kreis der Kugel nad) einem
Duchmeffer fehneidet, und die gegebene Ebene nach einen Geradens fo tfl der Kreis, welcher zu
biefer Geraden tangirend if, and durch die Endpunfte des Durchmeffers geht, ein größter Kreis

der verlangten Kugel, Es feyen C € (Fig 1. Taf- XLV) die Pollinie des Elsinen Kreis der
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Kugel; D E der Durcfhnitt der gegebenen Ebene und der Ebene, tele durch die Gerade CC’
fentrecht anf die Gegebne geführt ift; A B der Diameter des Eleinen Kreifes, welder die Gerade
DE im Punkt D fchneidets oder Kreis A BE, weldher dur die Punfte A und B geht, und
welcher die Gerade D E im Punkt E berührt ift, if ein größter Kreis der verlangten Kugel.
Nun aber if die Tangente D E eine mittlere Proportionale zwifchen den bekannten Linien D A,
D B; menn man daher diefe mittlere Proportionale von D nah E trägt, und wenn man die

Senfredte E C’ auf die Tangente D E erritet , fo ift der Punkt C Mittelpunkt der Kugel,
„melde durch die drey gegebenen Punkte geht, und melde eins Ebene von bekannter Skillung bes
"rührt. .

Aufgabe IIL

3) Es find drey Punkte und eine Kugel im Raume gegeben; eine Kugel zu finden, welde
durch die drey Punkte geht, und die gegebene Kugel berührt.

Auflöfung. Man denke fih den Kreis befchrieben, welcher durch die drey gegebenen Punkte
geht, fo fehneider die Ebene, welche durch die Pollinte diefes Kreifes und durch den Mittelpunke

der gegebenen Kugel geführt ift, den Eleinen Kreis nach einem feiner Durchmeffer und die gegebene

Kugel nach einem ihrer größten Kreife. Es feyen (Fig, 2) AB der Durchmeffer des Elginen

Kreifeg; G E F der größte Kreis der gegebenen Kugel, deren Mittelpunkt in © ift, und endlich

C C’ die Pollinie des Fleinen Kreifes der verlangten Kugel.

Ein. Kreis, deffen Mittelpunkt in irgend einem Punkte EI der Linie G C’ liegt, und Beffen

Salbmeffer H A oder HB ift, fohneidet den größten Kreidö G E F in den Punften G und FE,die

verlängerte Sehne G F diefes Kreifes fchneidet die Gerade A Bim Punkt D, mwelder fi nit

verändert, welches auch der Halbmeffer HH A fey; wenn man. daher die Tangente DE iu dem

Kreis GEF zieht, fo fchneidee der Halbmeffer O EC die Gerade GC’ im Punkte C/, dem
Mittelpunkt der verlangten Kugel,

Aufgabe IV.

4) Eine Kugel zu finden, melde vier gegebene Ebenen berührt,
Auflöfung. (Siche Ated Buch Art. 379.)

Aufgabe 9

s) E38 ift ein Punkt und drey Ebenen gegeben; bie Kugel zu finden, weiche dar) den Pnnft

seht und die drey Ebenen berührt,

Auflölung Da die Winkel der drey gegebenen Ebenen, dur drey neue Ebenen, deren

jede den verlangten Mittelpunkt enthält, in zen gleiche Theile getheilt werden; fo: liegt diefer

Mittelpunkt in der: Geraden, dem gemeinichaftlichen Durchfenitt diefer drey legfen Ebenen. Die

Senkrehte, aus dem gegebenen Punkt, auf diefe Gerade gefällt, beffimmt den Mittelpunkt und den

Halbmeffer eines einen Kreifes der verlangten Kugel: tmenn man daher auf diefem Kreife irgend

‚drey Punkte nimmt, fo vednzire fi) die Aufgabe darauf, eine Kugel zu finden, welche durch die

drey Punkte geht, und welche irgend eine der drey gegebenen Ebenen berührt; (melde Aufgabe
fon in Art, 2 aufgelößt-if,)
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ufgabe VL

6) Eine Kugel zu finden, welche drey gegebene Ebenen und eine gegebene Kugel berührt:

 Auflöfung Wenn man fih die Kugel S denkt, ‚weldhe die gegebenen drey Ebenen und die:

Kugel berührt, fo if der Abfland des Mittelpunkts der fangirenden Kugel 5 von dem Berührungds

punkt beyder Kugeln gleich dem Abftande diefes nemlichen Mittelpunfts von jeder der drey gegebe»

nen Ebenen; woraus folgt, Daß die Kugel S mit einer andern Kugel S’ Eoncentrifh if, weldhe

durch den Mittelpunkt der gegebenen Kugel gienge, und melde drey Ebenen ‚berührte, deren Abe

fände von einer der drey befannten Ebenen, gleih dem Halbmelfer der gegebenen Kugel wäre.

Nachdem man daher drep neue Ebenen geführt hak, welche von den drey gegebenen in einer Weite,”

gleich dem Kadins der gegebenen Kugel abliegen, fo ift die Aufgabe darauf zurück geführt, eine:

Kugel 5 zu finden, welche bren Ebenen berührt, und durch einen Dunft geht. (Mufgelößte Aufgas

be in Art. 5.)
Yuf,g arb.e. VEIT

7) 63 find gegeben zwey Punkte und zwey, Ebenen; eine Kugel zu finden,. tele durch: die

stvep Wunfte geht, und die zimey Ebenen berührt,

Auflöfung Die Ebene, weihe den Winkel, den die zwey gegebenen Ebenen bilden, in

zen gleiche heile theilt, und die Ebene, fenkrecht auf die Mitte der Geraden, welde die zwepy

gegebenen Punkte verbindet, fchneiden fih nach einer Geraden, melde den Mittelpunkt der verlangs

ten Kugel enthält: Mmenn man daher von einem der gegebenen Punkte eine Senfrechte auf diefe

Gerade fällt, fo ift der Fuß diefer Senkrechten der Mittelpunkt eines Fleinen Kreifes der verlang-

ten Kugel. Nimmt man auf diefem Fleinen Kreife drey Punkte, fo ift die Aufgabe dahin zurück.

gebracht, eine Kugel zu finden, welche dur drey Punkte gebt und eine der gegebenen Ebenen bes

rührt. ( Selößte Aufgabe in Art. 2.)

Ehe wir weiter gehen, ift ed nothiwendig. einige leicht zu bemweifende Erhufäge aufzuftelen.

eehrnrfar 1

8) Hat man in eineKreife einen Durchmefler und eine Schne, tele beyde verlängert,

fid in einem Punfte fchneiden, den- man als den Enöpunft ätveper Sefanten anfehen Tann, deren:

eine durch den Mittelpunkt des Kreifes geht, fo beiveiße man in den Anfangsgründen, daß die Pros

dufte einer oder der andern ganzen Sefante und ihred äußeren ZTheiles. unter fih gleich find. Ins

dem fih. der Kreis um feinen Durchmeffer drchl, erzeugt ex eine Kugel und bey jeder Stellung des‘

Kreifes bleibt das Verhältaiß zwifchen den gmwey Sekantenund ihren äußeren Tpellen dag nemlihe.

E60 Drn. 0.6,4 2;

97% fer.A GM (Fig 3)} die Gerade, welhe die Mittelpunfte C und Meyer
Kreife verbindet, und DE LO Peineandere Gerade, welche die Erfie im Punkt. P fehneidet,.

Vo daß man hat
EP:MP:: Haldm, A Ch; SalHM,

Um diefen gHunfe su Fonftruiren, giehe man irgend siven Halbmeffer C D, LMparaller:

unter fi, und verbinde‘ die Endpunfte D, L diefer Halbmeffer durch eine Gerade D LP,

melde die: Gerade der DälttelpunfteGC und M im Punkt P fchneidet Aust diefer Konftruffien:
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folgt, fo wie BVieta e8 bemwieien hat, daß Achnlichkeit zwifchen den Dreyedın PAD, POO

ftatt: findet, fo wie eriiden den Dreyeden PG E undPHL und daß man die Ran

Steigungen bat:
APXPO= DEXFOY m E: a

GEBR ISEDBXBE -

Wenn man annimmt, daß die zwmey Kreife und die Gerade D P fih um die Gerade A pP;

als Scharnier drehen, fo erzeugen die Kreife Kugeln, und die Gerade D P erzeugt einen geraden

Kegel; und jede, durch die Gerade A P geführte Ebene fchneidet die Kugeln naeinem Kreifer,

und den Kegel nach siven geraden Linien, die fid) in Punkten begegnen, deren Entfernungen unfer

fih die, ae die Sleihungen (CE) ausgedrückten Berhältniffe bahn,

eedbnfag 3%

10) €feyen zwey Kugeln A und B, von Haldmeffern X M, Y N (Fig, 4), melde ale’

Mittelpunfte, die Punkte X und Y der Geraden X X haben. Nagdım man auf diefer Geraden

einen Dun‘ y genommen, fo daß man hat:

VX:VY:: SHlbm. X M: Saltlm YN,

und fo werde durch den Punkt V irgend eine Gerade V TS gesogen, und in zwey Theile gefhilt,

dergefalt, daß:

SVXVT=YRXVN;

eine Kugel T, welde durch die wen Punkte T und S geht, und welge Ste Kugel B vom Halb

meffer X N im Punkt © berüßre, berührt auch die”Fuge Avom Halbnefe X M in einem

Punkt O, dem Durchfchnitte diefer legten Kugel A und der Erradin V O Q.

Sa der That, da diefer Punkt Q auf der Kugel A vom Halömeffer X M liegt, fo hat man

(Art. 9)
EN KVESEONKV- OR:

aber mach der Hppathefe *
RV.X VNI= SIE KX-V. Est :

daher,
SYVXVT=OVXVO;

woraus folgt, daß die bier Punkte O, Q, T, 5, einem größten Kreife der Kuger T angehören,
Es ift nun noch zu beweifen, daß diefer größte Kreid den größten Kreis der Bi A vom Halb,
meffer Q X im Punkt @ berühre,

Srgend eine Gerade V B,mnädft der v O, fohneidet die gweg Kugeln A: und.B von den
Halbmeffern X M, Y N, und die Kugel T, vom Halbmeffer Q T in feh8 Punkten Z, D, H,
K, P, B, fo daß man immer VB >V P hat; denn man bat nad"den Echnfägen 1 uud 2
Art, 8 und 9)

DVXVP=SZVXVE MR
aber D V ifl größer ald Z V; daher ift V DP Eleiner als V B; daraus folgf, daß der Punkt
B außerhalb der Kugel A vom Halbmeffee X M liege: Man beweist auf die nemliche Ark, daß
alle Punkte der Kugel T zunächfl des, beyden Kugeln gemeinfhaftligen Punftd Q, außerhalb dir
Kugel A liegen; daher berühren fh diefe Devden Kugeln A und T im Punkt Q,

40
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ie ° gedufagA
4yE ke (Fig. 5)GDF An größter” Kreis einer Kugel;O B die Senfrechte, aus dem

Mittelpunkt O diefer Kugel auf eine Ebene AG gefällt; B und F die Begegnungspunfte Diefer

Senfrechten mitt der Ebene und mit der Kugel; nachdem man irgend eine Gerade F A gezogen

bat, welche die Ebene im Punkt A fchneidet und die Kugel im Pankt G, fo hat man megen den

ähnlihen Dreyeden A F B,GFD
2BX% FDE'FANXF'G, - ©

‚Hieraus folgt, daß die vier Yunfte A,B,G, D ;3u einem nemlihen Kreife gehören. Daffelbe
Berhättniß findet bey allen Ebenen ftatt, welche durch die Grrade F Bgehen.

een mia Bir

42) EGF (Fig 6) feye ein größter Kreig einer Kugel, FO C ber Durämeffer diefer

Kugel, welcher fenkrecht auf eine Ebene AC if, WFHT iraınd eine Gerade, auf welder

man ziwey Punfte HU und I genommen hat, dergeftalt daß: {

i TIEXFH=SCFNXEE !

Eine Kugel, welche dur die Punkte H und I geht und die Ebene A C berührt , berührt

nothivendig die Kugel vom Halbmeffer O F. Es fey B der Punkt, in welchem die KugelI HB:

die Ebene A C berührt; die Gerade BF fihneidet den Kreis I H Bim Punft N, welcher der

Kugel vom Halbmeffer O F angehört; denn man hat, nach“ der Hppothefe
FAINSEHZSERNEN;

und da die vier Punkte I, H, B, N auf dem nemlichen Umfreife Liegen, fo hat man
FIXFH=FBXFN;

aber man hat nach dem £ehrfag A Art. 11,
WEEK SEESSEEX EN;

daher hat die Linie G N den nemlichen Werth, betrahte man fie als äußeren Theil der Sefante

der Kugel I HN B, oder als Schne der Kugel vom Halbmeffer O F; daher gehört der Punft
N der einen und der andern Kugel an; überdem berühren die zwey Kugeln fich in diefem nemtichen

Punkt, Um dies zu beweifen, werde irgend eine Gerade FR H’ PKgesogen, welde die swen

Kugeln und die Ebene in den Punkten F, R, H’, P, K[hneidet, deren Abfände unter fi fole
gende DBerhältniffe haben.

ECSGFEZSEFIX ET HS EL TH ES PRENXNER;

wegen FK > EP, folgt daß FH7 > FR; daher liegt der Vunft R außerhalb des Kreifes

H HN. Es verhält fih eben jo mit jedem andern Punkt, der auf der Kugel vom Halbmefler

FO fehr nahe beym Puuft N genommen ift, Daher ift der Punkt N der Einzige, welder den bey»

den Que JI HNBGRNEFgemein if, daher berühren fih diefe beyden Kugeln.

Diefe Lehnfäse find leicht zu verftchen und doch fehr fHön Cfagt Sermat), bauptfählih der

\ Dritte und Fünfte, In dem Dritten wird beiwiefen, daß die Kugeln, in unendlicher Anzahl, wel:

che durch zwey Nunfte T und S gehen, (Fig. 4)’ und melde die Kugel des Halbmeffere I N

berühren, auch zugleich die Kugel des Halbmeffers X M berühren. In dem fünften Lehnfage be

rühren die Kugeln von unendlicher Anzahl, welche durch die Punkte I und HL gehen, und melde

gine Ebene berühren, zu gleicher Zeit auch die Kugel vom Halbmeiler FO,

Nach diefen zu Grund gelegten Lehnfägen gelangt man leicht zurfung folgender Ynfgaben.
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Mufgabe VIIL

43) .E8 find ziwey Punkte ‚gegeben, eine Ebeneund eine Kugel; man fol eine Kugel finden,

welde durch die zmey Punkte geht, und zugleich die Ebene und die Kugel berührt.

> Auflöfung. -Es.foyen (Fig. 7) H und M die gegebenen Yunfte, O Mittelpunktder ges

‚gebenen Kugel,AB die Senkrehte, aus dem Viktelpunkt O auf die gegebene Ebene A BC ge

‚fält, DEF eingrößter Kreis der gegebenen Kugel) deffen Ebene Bar; ben Punkt H‚und aurh

dieGerade o B geht.

Dur den Punkt E, in welchem die Gerade oBdie gegebene Kugel (hneidet r werde die

Gerade H E gefogen, auf welder man einen Punkt G nimmt, fo daß man bat
, EHXEG=EBXED.

Die Kugel, melde durch die. drey Punkt G, H, M gebt, und melde die Ebene A B Che

rührt, berügrt zu gleicher Zeit .Cäter. Cehnfag. Art, 12) die Kugel vom Halbmeffer OE; nun

‚aber beflimmt man nach der Aufgabe II. (Urt. 2) den Mittelpunft und den  Halbmeffer einer

Kugel, welche durch drey gegebene Punkte geht und eine gegebene Ebene berührt; daher Fennt man

den Mittelpunkt und den Halbmeffer einer Kugelr welche duch zmey Punkte gebt und eine Ebene

und eine Kugel berührt.
q uıf sabe 1%.

44), Eine KRugel:gu finden, welche durch zivey gegebene Punkte geht, und itury gegebene Kur

geln berührt,
Auflöfung 8 feyen (Fig.8) H und M die itoey gegebenen Bunkte ;; die Chene, melde

„durch den:Punkt :EL und:durdh die Mittelpunkte B, E der gebenen Kugeln geführt ift, fehneidee

diefe Kugeln. nach zmen größten Kreifen, von den Halbmeffern AB,EN. € werde aufder

‚Geraden BE der, Mittelpunfte der. Kugeln ein Punft F genommen, to daf mann bat
AB: EN:.BF: EF;

„nachdem man die Punkte Fund H durch eine Gerade F H verbunden batı ‚Fonfiraive man auf

diefer Geraden einen: Punkt G, fo daß:
NerAHLEN

Na der. Aufgabe ILL. (Art. 3) findet man die Kugel, melde,durdj die drey Punkte &

H, M geht, und welche eine der zwey Kugeln von den Halbmeffern AB, NEberüftt; und

nah dem Lehnfag 3: (Art. 10) werden diefe zmey legten Kugeln. von der Exflen berührt.

Aufgabe X ®

15) Man foll eine Kugel finden, welde durcheinen gegebenen Punft seht, und welche itvey
gegebene Ebenen und eine gegebene Kugel berührt,

Auflöfung, Man fälle aus dem Mittelpunft O (Fig. I) der gegebenen Kugel eine

Senfredte O C auf eine der gegebenen Ebenen BC Dzum Beyfpiel; durdy den gegebenen

Bunft EL, und dur) den Punft F, in welchem die Gerade O Cdie gegebene Kugel durhfcähnes-

det, siehe man die Gerade F H, auf welder man einen Punkte I nimmt, fo daß:

FHXFI=FCXFE
Nader Aufgabe'VIT. (Art 7) findet man eine Kugel, welche dur; die beyden Pirnfte FE

und I geht, und welche die beyden Ebenen A B,BCberührt; und. nach dem Lchnfag 5 (Art. 12)
berüßre diefe Kugek die gegebene Kugel vom. Halbmeffer O F', ar
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Aufgabe XL

16) Eine Kusel zu finden, tweldhe durch einen gegebenen Punkt DZ und melde eine gege«
bene Ebene und zivey gegebene Kugeln berüprt.

Auftöfumg. Nah dem Lehnfag 5 beflimme man einen ziventen Punkt der: verlangten Ku

get, fo daß die vorgelegte Aufgabe auf die Aufgabe VLLT (Art. 13) surücgebracht if, oder

nad dem Lehnfag 3 befliimme man auf der Geraden, melde die Mittelpunkte der ziwey gegebenen
Kugeln verbindet einen Punkt, fo daß die vorgelegte Aufgabe abermals auf die* ufoabe VIII:jn:

rüdgebradt: ift-
Aufgabe XIL

17) Eine Kuget zu finden, melde duch) einen gegebenen Dunft acht, und melde Deep geges

“bene Kugeln berührt,

Auflöfung. Es feyen A, B, C die drey gegebenen Rat, man befimme auf der. Gera,

den, welche die Mittelpunffe a und 5 ber RC A und. B verbindet, einen Punft .F, fo daß

man bat
! Fa:Fb:: Halbm, Ar: Halbın, B.

Yuf ber Geraden, welche den Yunft F und den gegebenen Punft H verbindet, Fonfiruire man

einen siepten Punkt EI’, fo daß nad) dem Eehnfag 3 die Kugel, welche durch die Punkte H und

Hl geht, und welhe die Kugeln A und C berührt). (welche Kugel man mad. der Aufgabe IX ie

fimmt) nothtendigermeife die Kugel B berüprt. hu

Aufgabe XIII

45) Eine Kugel au finden, welche ztvey gegebene Ebenen nnd ziey gegebene Kugeln berührt,
Auflöfung. Die verlangte Kugel C Fig. 10) ift Lonzentrifch mit. einer andern Kugel, weis

Ge durh den Mittelpunkt der Eleinften gegebenen Kugelgienge, und welche. zwey > Ebenen

berüßrte, die parallel mit den swey gegebenen Ebenen wären, und in einem Abftande von lerteren

"glei dem Halbmeffer der Fleinften Kugel. Nachdem diefe parallelen Ebenen geführt find, fo Fommt

die Aufgabe dahin zurück, eine Kugel zu finden, melde durch einen gegebenen Punftgienge, und

welche zwen Ebenen und eine Kugel, deren Halbmeffer gleich der Differenz der Halbinefjer der bey-

den gegebenen Kugeln wäre, berühtke. Diefe Aufgabe if. gelößt, Aufgabe X. (Art.15.)

Mufgabe XIV.
19) Eine Kugel gu finden, welche drey gegebene Kugeln und eine gegebene Ebene berührt.

Yuflöfung. Diele Aufgabe fommt darauf zurück, eine mit der verlangten Kugel Eonzentris

[he Kugel zu finden, welche durd einen gegebenen Punkt geht, und welche zwmey Kugeln und eine

Ebene berührt,
Aufgabe XV.

20) Eine Kugel zu finden, welche vier gegebene Kugeln berührt.

Auflöfung. Diefe Aufgabe komme darauf zurüc, eine Tonzentrifhe Kugel mit der. Verlang-

ten zu finden, welche durch einen gegebenen Punkt geht, und welde drey- Kugeln ‚berührt: fie. ift

aufgelößt, Aufgabe XIL. (Art. 47). \
Um diefer Abhandlung Über die Berührung der Kugeln feine su: große Ausdehnung sua

tverden wir ung nicht im die Auterfugung der befonderen Fälle einlaflen.
+

 


