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Zheorie der Erummen Linien und der Erummen Blächen,
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Bon der Frummiung der Kurven, von ihren Evoluten und ihren Evofventen,

411. €s ift befannt, daß wenn eine gerade Linie, in einer Ebene betrachtet,

fi) um einen ihrer ald feft angenommenen Wunfte dreht, alle übrigen Punfte ver Ger

vaben um ven feflen Punkt Fonzentrifche Kreisumfänge befehreiben. Es giebt Teine

frumme Linien, welhe man nicht auf ähnliche Art erzeugt denfen Fönnte,

(Taf. XLI. Fig. 1,) € fy M N O irgend eine auf einer Ebene verzeichnete‘
Kurve: wenn man fich vorftellt, daß eine Gerade A B fid) fo bewege, daß fie beftän

dig tangiremd zu der Kurve fey, ohne eine Bewegung in der Richtung ihrer Länge zu-

machen, fo wird jeder Punkt P diefer Geraden eine Frumme Linie GPP’P’ H befdreir

ben, die offenbar folgende Eigenthümlichkeiten hat.

Sedes Element P O der befihriebenen Linie ift fenfreht auf bie dienten Kid):

tung der Geraden AB; denn Diefes Element hat diefelbe Nihtung, die in P dad Ele

ment eined Kreisbogens hätte, ver aus dem Berührungspunft M ald Mittelpunft, und

mit einem Halbmeffer gleih P M befchrieben würde. Demnah ift Die Tangente in P

derbejchriebenen Linie fenkrecht auf die Gerade, die durh den Punkt P tangivend an

Die gegebene Linie M N O gezogen ift,

Wenn der befehreibende Punft P auf der Geite gelegen ir nad) welcher die Gera:

de A Bfi der berührten Kurve nähert, fo nimmt die Kurve G P ihre Richtung gegen

die MN Obis fie denfelben begegnet, was aldvann gefchieht, wenn der befchreibende



Bon der Krämmung der Kurven ı. 255

PYunkt felbit der Berührungspunft der Geraden A B geworden ift, wobey. diefe nah CD

verfeßt angenommen wird. Aber diefe Kurve verlängert fi nicht darüber hinaus, und

wenn die Gerade ihre Bewegung fortfeßt, fo wird der Punkt P, und folglicd) die Kurve

die er befchreibt, in P’ zurüdjpringen. Da vie befüpriebene Linie immer fenfreht auf

die bewegliche Gerade ift, fo find die Zweige G P P’und P’ P’ H aud) beyvde fenkrecht

auf die Gerade C D, und folglich auf die Kurve M N O, weldhe diefe Gerade in P

berührt. Die beyden Zweige berühren fi) daher felbft in P’,

Der Punkt P’, in weldem eine Frumme Linie auf folde Art zurücjpringt, daß

ihre beyden Zweige fich in diefem Punkt berühren, heißt Rüdfehrpunft ver Linie,

Die Krumme M N PO, auf welde fich die Gerade anlehnt, indem fie diefelbe bes

ftändig berührt, wird die Evolute, oder die Abgewidelte der Krummen G PP

PH genannt; weil irgend einer ihrer Bogen M N P’ glei ift dem entfprecdhenden

Theile M P der beweglichen Geraden, und die Krumme G P P” PH heißt die Evole

vente der Krummen M N N O, ober die durdy Abwicdlung entfiandene Linie,

Da man fo viele auf die nemliche Weije befchriebene Kurven erhalten Kann, als

fih) auf der als unbeftimmt betrachteten Geraden A B Punfte P, >... denken laffen, fo

ift e3 einleuchtend, daß eine nemliche Evolute eine unendliche Menge verfchievener Evok

venten haben Fünne, und daß alle diefe Enrenen die Eigenthümlihteit bejigen, gleid;e

Normalen zu haben. i

Wir werden fogleich fehen, daß diefe Eigenfchaft auch allen Kurven von bannglter

Krümmung zulomme,

412. Man bedient fih in den Künften einiger dur Abwidlung entftandener 8

nien und befonderd der Evolvente des Kreijes;, es it Diefes eine Spirellinie, deren Anzahl

von Umwälzungen unendlich ift, und deren fammtlihe aufeinanderfolgende Zweige um

eine beftändige Größe voneinander entfernt find, glei dem Umfange des abgewickel:

ten Kreifed, Nady der Krümmung diefer Coolvente fehneivet man die Kämme oder

Zähne ver Wellbäume, die, wie in den Wochwerfen, Stämpfer aufzuheben haben; venn,

da die Berührung ded3 Zahned mit dem Daumen ded Stämpferd immer in der nemli;

hen Bertifalen bleibt, fo ift der Kraftaufwand des Baumes um den Stämpfer zu ber

ben beftändig berfelbe. DBaucanfon wendete oft die abwidelnde Epirale ded Kreifes als

Verzahnungsmittel an, um die Bewegung eined Wellbaumes auf einen Andern, zu dems

felben parallelen Baum überzutragen; hauptfählih wenn Die Verzahnung genau feyn,

und die Bewegung ohne Zeitverluft von einem Baume auf den Andern übertragen wer

den follte,

34
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443. Wir haben gezeigt, aufwelche Weife die durd) Abwicklung entffandene Finie

nad) der Abgewidelten gebildet werden fonne, es ift leicht einzufehen, wie Dagegen die

abgewicelte Linie nad) der Abwidelnden oder Evolvente gebifoet werden fönne, Sn der

- That haben wir gefehen, daß alle Normalen der Evolvente Tangenten find zuder Evo

futen ; wenn man daher durch alle Punften P, Q einer vorgelegten Kurve G PQ P

fih Normallinien gezogen denkt, fo ift die Kurve M N O, welde alle diefe Normalen

berührt, Die Evolute, Weberdied, wenn man dur zwey aufeinanderfolgende und unends

lich nahe Punkte P, Q zwey Normalen PB, Q 5 zieht, fo ift der Punft M, worin fie

fich fehneiden, um fidy jenfeits zu Freuzen auf der Evoluten, und diefer Punkt Fann als

der Mittelpunft eines Kleinen Kreisbogens betrachtet werden, welcher mit dem KHalbimef-

fer PM befchrieben, diefelbe Krummung hat, wie der Bogen P Q der betrachteten Kurve,

Diefer Kreis, defjen Krümmung diefelbe ift, wie Die des unendlich Fleinen Bogens P Q

einer Frummen ‚Linie, heißt der Krümmungsfreis (eirculus curvaturae, osculator)

Diefe8 Bogens; der Halbmeffer P M deffelben Kreifes, und der WunftM, in weldem

fich die zwey aufeinanderfolgenden Normalen fchneiven, find wechfelöweife der Krüm-

mungshalbmeffer Cradius osculi) und der Krümmungsmittelpunft veffelben

DBogensd; und diefe Keimmung ift befannt, fobald der Punft M beftimmt ft, f

414. Un deutlich einzufehen, auf welche Art die Kreislinie dienen Tünne, um die

Keimmmung der verfohledenen Bögen irgend einer Frummen Linie zu mefjen, müfjen wir

vor Allem den richtigen Begriff veffen, wad man unter Krümmung einer Linie verfteht,

feitzuftellen fuchen. Gtelfen wir und zu dem Ende vor, man. gehe auf einer Frummen

Linie vormärtd, indem man inmer nad) ber Nihtung der Zangente zu ber Krummen

n den Punft, in welden man fid) befindet, blicke; fo wird es nicht genug feyn nur

gerade vor fih zu geben, fondern man wird fi) in jedem Augenblicke nad) dem

eimpärtögehenden Theil der Linie, der man folgt, drehen müffen. Die Krümmung die:

jer Linie ifE proportionel zu der Huantität, der auf diefe Weife gemachten Dres

bung, Seidirt durch jeden Fleinen Asum, den man durchläuft. *)

Wenn man auf einem Kreife geht, fo muß man, um. gleiche Bögen zu durchlau

fen, gleih große Drehungen machen, die Krümmung des Zreifes ift daher in allen

feinen Theilen die gleiche, und die Größe diefer Rrümmung hängt. blos von feinem

Selbmeffer ab.

*) Siehe Dupin, Geometrie des Arts et Metiers, XVme Legon;

&
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- Wenn man nacheinander auf zwey-ungleichen Kreifen geht, deren Halbmeffer R und

ir find; fo it 3,14..%X 2 R der Umfang des größeren, und 3, 14...X 2 r der Um:
fang des Fleineren Kreifes, Aber wenn man einen ganzen Kreis durchläuft, und immer

auf dem Umfange. geht, fo dreht man fih un 360°, daher. find: die ‚ Krümmungen der

zwey Kreife unter fih wie

360° 360° 1 1
BaBeaaaER

der Umfang des Fleinen Kreifes ift daher mehr gefeimme als der des großen und
swar im umgekehrten Verbältniffe des großen Salbmefjerszum Kleinen,

Da nun aberbie Krümmungskreife der verfchiedenen Bögen einer Erummen Linie

diefelbe Krümmung, haben, wie die Bögen mit denenfie zufammenfallen, fo ergiebt fid

nad demobigen Grundfaße, daß die Krümmungen einer Kinie in ihren verfcieder

nen Punkten, im umgefebrten Verhältniffe ftehen: mit dev Größe der, diefen Punt,

ten entfprecenden Arummungsbalbmefier.

415. Bisher haben wir angenommen, die Frummen Linien feyeneben, und ung

blos mit dem befchäftigt, was in ihrer Ebene vorgeht, Wir wollen. nun’. zu den Frum«‘

men Linien von doppelter Krümmung, wie. Diejenigen, welche durch! den wech]felfeitigen‘

Schnitt zweger Frummen Flächen hervorgebracht werden,übergehen.

Denken: wir und im: Raume'eine Diefer Linien, und flellen wir uns diefelbe imunendr -

lich Heine Elemente abgetheilt vor... Sedes diefer Elemente beftimmt die Richtung‘ einer

Tangente und: alle diefe Tangenten, unbegrängt verlängert gedacht, bildeneine‘ aufinidel:‘

bare Fläche, welche zwey gleiche, entgegenftehende und duch) die Erumme: Linie’ felbft ger’

trennte Nebe hat. Zrgend eine tangivende Ebene zu Diefer" Sliche geht. durch zwey' aufs

einanderfolgende Tangenten der frummen Linie, und da jede Diefer swey Zangenten: it‘

der Rrummen ein Element’ gemein hat, fp liegt der unendlich feine ®Bogen,welcher durdy)

die aneinanderftoßenden: Berührungselemente der Krummen und ihrer Tangenten: gebildet‘

wird, zu gleicher‘ Zeit auf beyden Tangenten‘ und auf der tangirenden Ebene, Diefe‘

Ebene, welche offenbar unter allen möglihen, an ven genannten Bogen der Fruinimen!

Linie ftreifenden Ebenen‘, die innigfte Berührung mit der Linie: hat,- nennt:man’ die’

osfulirende Ebeng, oder auh die Krümmungsebene der’ Linie.

Penn man in der oöfulirenden Ebene einer Kurve und durch die Mitten! derzwen)
Elemente,. die fie enthält, wechfelfeitig: zwey' fenfrechte‘ Gerade auf diefe Eleniente: führt‘.

fo en fich: BBIr- Geraden: in: einem: Punkte, weldjer: der: Mittelpunft! eines; Kreifes;
u:®



253 Fünfte® Bud. Erftes Kapitel,

if, Dem die genannten zwey Elemente angehören, und welcher, da er die Krümmung ber

Kurve in der Krümmungsebene mißt, der Krümmungsfreis verfelben ift.

416. Bey einer ebenen Kurve wird jeder Krümmungshalbmefjer dur den uns

mittelbar vorhergehenden und den unmittelbar nachfolgenden in zwey Mittelpuntten der

Krümmung gefhnitten, die Reihe diefer Mittelpunfte ift die Evolute der ebenen Kurve.

Bey einer Doppelt gefrümmten Linie hingegen liegen zwey aufeinanderfolgende Krümmung;

mittelpunfte in zwey werfchiedenen oöfulirenden Ebenen, und die Reihe der Normalen

zu der Linie von doppelter Krümmung, die durch Die aufeinanderfolgenden Mittelpunfte

der Krümmungsfreife gezogen find, begegnen fi zu zwey und zwey nicht; denn Diefe

Begegnung fönnte nur in einem Punkte ver geraden Durchfihnittölinie der zwey Krüm:

mungsebenen ftatt finden, in denen die ziwey Normalen gezogen find, diefe gerade Durd):

fchnittälinie ift aber Tangente zu der Kurve von doppelter Krümmung, auf welcher aber

die zwey Normalen per hypoth. feinen gemeinfchaftlihen Yunft haben. Der geometri;

fhe Ort jener aufeinanderfolgenden Normalen ift folglich eine windifche Fläche,

Demzufolge haben alle Frummen Linien in jedem ihrer Punkte wirflih nur eine

einzige Krümmung, und in diefer Beziehung unterfcheiven fi) die ebenen Frummen Linien

von denen von doppelter Krümmung nur dadurd, daß die -Erften alle ihre Krümmun;

gen in einer nemlihen Ebene haben, währenddem die Ebenen der Krümmungen der

Leßten unaufbörlich wechleln. i

E3 wäre fonad) fehr paffend, wenn man den Kurven, deren fämmtliche Punkte

nicht in einer nemlichen Ebene liegen, die Benennung windifhe Kurven gäbe, ftatt

Kurven von doppelter Krümmung, fo wie man windifche Flächen diejenigen nennt, die

durdy eine gerade Linie hervorgebradht find, deren je zwey aufeinanderfolgende Stellun:

gen fi nicht in einerleg Ebene befinden, any

—

*) Schon der alte Maitre Blanchard, in feinem Traite de la coupe des pierres, gebraucht
die Benennung courbes gauches für bie, bey dem Durdfihnitte zweyer Gewölbflähen er-

fheinenden nicht ebenen Kurven, obgleich er wohl nur durch einen wiffenfhaftlihen Snftinkt

dazu beitimmt wurde, L. L. Vallee in feiner geometrie descriptive pag. 269. fdlägt

diefe Benennung neuerdings vor, umd bemerkt dabey, daß der Ausdruck Erumme Linie von

doppelter Krümmung nicht allein Tang, unangenehm und befchwerlich fey, fondern daß er

noch überdem einen falfhen Nebenbegriff von zwey Krümmungen gäbe, welche nicht eriftir

ten, und daß e6 baher wünfdenswerth fey, fich defjziben nicht mehr zu bedienen,

So rihtig gewiß diefe Einwürfe find, fo ift de Vallee felbft bey dem VWorfchlage

fteden geblisden, und wir haben uns, wahrfceintich mit ihm übereinftimmend, nit für com-



Bonder Krümmung der Kurven. 259

417. Betrachten wir eine doppelt gefrümmte Linie, und die aufwidelbare Fläche,

welche diefe Linie al3 Rüdffehrkante hat, und welche wir ald den Ort der aufeinanderfols

genden Durchfihnitte der oöfulirenden Ebenen der Linie, die oSfulirende Fläche verfelben

nennen wollen. Die geraden Erzeugungslinien diefer Fläche find Die ZTangenten zu ihrer

Nückkehrfante, das heißt, zu der Linie von doppelter Krümmung; denfen wir uns fofort

einen biegfamen und unausdehnbaren Faden in zwey Theile getheilt, ven Einen feft, und

nad der Nüdfehrfante der oskulivenden Fläche gebogen, den Andern beweglid), und auf

eine Tangente zu jener Kante aufgelegt. Diefer zwegte Theil ded Fadens, welcher in

gerader Linie ift, wird, indem er nacheinander durd alle Tangenten zu jeder Nückkehr-
‚ Kante geht, fid) fo bewegen Fönnen, daß feine ganze Länge fi nicht ändert. Alle Punfte

de3 fi) bewegenden Favens, werden dadurd) auf der vöfulirenden Fläche folche Linien

beichreiben, welche die Kanten der Fläche rechtwinklig Ddurchfchneiden; und da der gerad:

finige Iheil des Fadens fic) in jedem Augenbli um das von der Nücdkfehrfante abge-
wicfelten Stüc verlängert, fo it einleuchtend: daß alle durch die Punkte de8 bewegli-

chen Fadend auf der vöfulirenden Fläche- befhriebenen Linien, welche Die Zangenten zu

der Nückkehrfante rechtwinklig durchfchneiden, Evolventen zu jener Kante find. (Art, 411.)

Alle diefe Evolventen haben offenbar an den PWunften, wo fie von einer nemlihen Tan:

gente gefhnitten werden, einen gemeinfchaftlihen Krümmungsmittelyuntt, welcher zugleid)

der Berührungspunft der Tangente und der Nückfehrfante if. Die Längen der Zan-

genten zwijchen der Nückkehrfante und der Eyolventen mefjen die Größe der Krümmungs:

halbmeffer diefer Evolventen.

Da e3 nun Feine Frumme Linie, giebt, die nicht ala eine Evolute, und ald die Rück

tehrkante einer. aufwicelbaren Fläche betrachtet werden könnte, fo folgt daraus, daß jede

ebene, oder doppelt gefrümmte Linie eine unendliche Menge verfchievener Evolventen ha:

be, und daß diefe Evolventen fammtlich auf ihrer osfulirenden Fläche liegen.

Wenn die vorgelegte Krumme eine ebene Linie ift, fo fällt die osfulirende Fläche

und die Ebene der Linie, in eines zufammen, und diefe Ebene ift der geometrifche Ort

aller Evolventen der Linie. Wir werden nun die frummen Linien ald Evolventen be:

trachten, und zeigen, daß umgefehrt, jede derfelben eine unendlihe Menge von Evolu:

ten habe.

 

v

petent gehalten, einen, einmal eingebürgerten Terminus gegen einen neuen zu vertaufchen,
Uebrigens gebraucht man ziemlich allgemein dag Beywors, windifh für jede nicht in einer
Ebene enthaltene lineare Figur,
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418, Wenn man fih duch den Mittelpunkt eines Kreifes eine Gerade fenfrecht
auf. feine Ebene geführt, und nad, begden Seiten unbeftimmt verlängert denkt, fo ift
befannt, daß jeder Punkt diefer Geraden in gleichen ‚Abftänden von allen Punktendes
Umfanges ift, und folglich, wenn man annimmt, daß eine zweyte Gerade, die eines
Theild an einem Punkt des Umfanges, und andern Theil an irgend einem Wunfte
der Senfrehten beendigt it; fih um diefe Ießtere ald Are drehe; indem fie beftändig
den nemlichen Winkel mit ihr macht, ihr beweglicher Endpunkt ven Umfang des Kreifes
mit, der nemlichen Genauigkeit befchreiben ‚wird, als wenn man ven Halbmeffer fih um

ben Mittelpunft hätte drehen lafjen, Die Befhreibung: des Kreifes mittelft des Halbınef

ferg, welde.nur ein. befonderer. Fall der Erfteren ift, dient eigentlich durch ihre Einfachheit
mehr Dazu, einen Begriff, von der Ausdehnung Des Kreifes zu geben: aber wenn es fi)
blos um die Bejchreibung handelt, fo Fann die. erfte Art in gewiffen Fällen den Borzug
haben; denn wenn man auf der Are zwey, auf beyden Geiten ver Chene gelegene Pple
nimmt, -fodann durch Diefe ziwey Punkte zwey Geraden. führt, vie-fih in einem Punkte
des Umfanges fchneiden, und alddann dad Syftem. Diefer zwey Geraden fi vergeftalt
um die Aredrehen läßt, dag ihre Durdfhnittpunft auf beyden Geraden feft. ıft, fo ber

fohreibt diefer Punkt den Umfang des Kreifes, ohne ae3RTwäre,vorher Die.Ebes:

ne, in der erfich. befindet, u verfertigen.:

419. (Taf. XL. Fig. 2) &3 fy KA AD irgend eine, im Raum verzeich

nete Rurve von doppelter Krümmung. Durch) einen Punkt A diefer Kurve denfe man

fih eine Ebene M N O P fenfreht auf die Tangente in A; durd den unendlich nahen

Punkt a fey gleihfalld eine Ebene m n O P fentreht auf die Tangente in a angenpm;

men ;;, diefe beyden Ebenen werden fid) nad) einer Geraden O P fOneiden, welde die

Are des Keeifes ift, von: dem der unendlich Fleine Bogen A ader Kurve ale ein Theil

angefehen werden Fann: fo daß, wenn man aus den Punkten A, a zwey Oenfredte auf

diefe Gerade fallt, diefe unter fich gleichen Senfrechten diefelbe in einem. nemlichen Wunft

BuBene welcher der. Mittelpunktjenes Kreifes it, Bon allen andern Punkten

85 89.8... Derfelben Geraden. ift jeder in gleichem Abftande von allen Punkten des

unendlih, Heinen Bogend A a,. und fie können. folglich als die Wole -vefjelben betrahtet

werden. Wenn: man: Demnach) aus: irgend einem: Punft g Diefer Are zwep Gerade nah

den Punkten: A, a führt, fo find: diefer Geraden: gleich unter: fich,. und fie bilden mit der

Are, die unter fich gleichen Winkel’ A g O, a g O: fo Daß wenn man die Krümmung

ber Kume im Punkt. A erklären: wollte,. manbie Länge des Krümmungshalbmeffers

G: A. geben. mußte, undwenn. 8: Darum: zu thun: wäre, Die Richtungder . Krümmung;
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zu bezeichnen, man die Stellung des Mittelpunftes G im Raume angeben müßte. Aber
wenn blos davon Die Redeift, den Heinen Bogen zu befehreiben, fo wäree8 gleichermaßen

a‚entweder die Gerade A g fih um die Are drehen zu Taffen, ohne den Win

fl Ag O, ven fie mit ihr maht, zu ünbert, oder den SRTUHRIEIMAEDAIBIIENER A G

itauf diefe Are umzubreben.

Sonad) Fann die Gerade O Pals die Linie der Pole des Elemente A a betrachtet

Be; der Krümmungsmittelpunft diefes Elements ift derjenige von diefen Polen,

defien Entfernung von dem Elemente ein Kleinftes ift; fein Krummungshalbmeffer

enodlich ft die aus dem Elemente auf die Pollinie gefällte Senfredhte A G.

420, Sofort verrihte man bey allen Punkten der Kurve von bopyelter Krümz

mung diefelbe Operation, welche wir fo eben bey einem ihrer Elemente gemadjt haben,

das heißt, man führe durch) alle aufeinanderfolgenden Punfte A, A’, A”, A” ec, (Taf. XLIT,

Fig. 3.) Ebenen MN O P, jeglide fenfrecht auf die Tangente zu der Frummen Linie;

en dem Punkte wo fie diefelbe fehneidet. Die erfte Diefer Ebenen, wird der Zweyten in

einer Geraden O p begegnen, welche der geometrifhe Ort der Pole des Bogens A A’

ift; Die Zweyte wird der Dritten in einer Geraden O’ P, dem Orte der Mole des Bos

gend A’ A” begegnen, und fo weiter fort. E83 ift einleuchtend , Daß das Gpftem aller

geraden Durchfchnitte, ober die Frumme Fläche, welde fie Durch ihre Vereinigung bilden,

der geometrifhe Ort der Pole ver Krummen'K AD fey; denn Diefe Krumme hat Fei-

nen Pol der nicht auf.der Fläche läge, und diefe Fläche hat feinen Punkt, welder

nicht der Mol irgend eines Elementes der Krummen wäre,

421. Durch den Punkt A der Krummen, durch welchen die erfte Normalchene

geht, werde nun in der Ebene und nad beliebiger Richtung eine Gerade A g gezogen,

bis fie den Schnitt © Pirgendwo in einen Punft g trifft; durd) Die Punkte A’, g wer:

de in der zweyten Normalebene die Gerade A’ g gezogen und verlängert, Did fie ven

Scänitt O’ P’ in einem Punkte & trifft; 68 a gleicherweife die A’8 gezogen, und

fo. weiter fort.

Die frumme Linie, welche durch alle Punkte a, g’, 8". +- eek ifeine. Evolute
der Krummen KAD; venn alle Geraden Ag, Ag’, A’ g”, find Tangenten zu der

Krummen g gg”, weil fie die Berlangerungen ver Een nlefee Linie find. Nimmt
man num Überdied an, die'erfte Gerade A g drehe fih um die O P ald Are, um fic

auf. die. folgende A’ g aufzulegen, fo wird fie nicht aufhören Tangente zu der Krummen

gg ge” zu feynz und ihr Sndpunft A wird, nachdem er den Bogen A A’ durchlaufen

hat, mit dem Endpunkt A’ der Zweyten zufammenfallen,



262  Fünftes Bud. Erftes Kapitel,

Shen fo laffe man die. zwepte Linie A’ g” um die ©’ P’ als Are drehen, um fi
auf Dritte A’ g’ aufzulegen, fo wird fie nicht aufhören Die Kurve gg’ g” zu berühren,
und ihr Endpunkt A’ wird den Bogen A’ A” nicht verlaffen, und fo weiter fort. Die

Krummeg g'g” ift daher von der Befchaffenheit, daß wenn man annimmt, eine ihrer

Tangenten drehe fih) um diefe Krumme, ohne aufzuhören ‚fie zu berühren und ohne eine

Bewegung nady der Richtung ihrer Binge zu machen, ein Punft diefer Zangente die

KRrumme K A D befchreiben wird; fie ift daher eine ihrer Evoluten. Aber die Direktion

er erften Geraden A g war willführlih genommen, und nach welcher andern Richtung

man diefelbe in der Normalebene gezogen haben würde, fo hätte man eine andere Kurve

ggg" gefunden, welche ebenfalls eine Eoolute der Kurve K A D gewefen wäre, . St:

gend eine frumine Linie hat demnach eine unendlihe Zahl won Eralusen,, die alle auf

einer nemlihen Frummen Fläche gegen find.

Die Geraden A’€ und A” g’ machen gleiche Winkel mit der Geraden O’ P’; und
vn das Element g’ g” die Biken der Geraden A” g’ ift, fo erBiPhkfid) daraus,

daß die zwey aufeinanderfolgenden Elemente gg‘, g' g” der Evoluten gg’ g” gleiche Win: .

fel mit der Geraden O’ P’ bilden, welche durch ihren Begegnungspunft geht. Wenn man

aber die Fläche aufividelt, um Diefelbe auf eine Ebene aufzulegen, fo hören dadurd) die

Elemente der Evoluten nicht auf, gleiche Winkel mit den Geraten O P zu machen;

ziwey aufeinanderfolgende Elemente der Krummen gg’ g” in der, auf eine Ebene ausge;

dehnten Fläche betrachtet, machen daher gleiche Winkel mit einer nemlihen geraden Linie,

und fie liegen folglich, jede in der Verlängerung der Undern, E$ folgt daraus, daß jede

Evolute einer Kurve von doppelter Krimmung eine gerade Linie wird, wenn die Fläche,

welhe fie alle enthält, auf eine Ebene aufgerollt wirt. eve diefer Cooluten ift daher

die Fürzefte Linie, die man zwifchenihren zwey Entpunften ziehen fann.

Man erhält hieraus ein leichtes Mittel um irgend eine Evolute einer Linie von

doppelter Krümmung zu finden, wenn man die aufwidelbare Fläche hat, die fie alle

enthält, E3 ift dazu hinreichend, durd einen Punkt der Kurve einen Faden berührend

an die Zläche zu führen und fodann diefen Faden nad) ver Fläche zu biegen, indem

man ihn anzieht; denn vermöge der Spannung wird er Die Richtung der fürsjeften Kur

ve zivifchen feinen Endyunften nehmen, und er wird fi folglih nad einer von ven

Eoolutenbiegen,

42%, E38 ift hieraus erfichtlich, wie e3 möglich fey, durch eine ftetige Bewegung

ivgend eine Frumme Linie von doppelter Krümmung zu erzeugen: denn, wenn man Div,

durch) alle Normalebenen der Kurve berührte aufwidelbare Fläche verfertigt hat; und

man leitet and Dem gegebenen Wunft des Naumes, durch welchen die Kurve geben muß,
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zwey Faden berührend an diefe Fläche, und, nachdem man diefelben angefpannt nach der
Släche gebogen. hat, befeftigt fie an ihren andern Enppunften; fo wird der Vereinigungs:
punft der zwey Fäden, welcher die Fähigkeit hat fi) mit der tangirenden Ebene zu der
Blähe zu bewegen, ohne weder auf dem einen no auf dem andern Faden zu gleiten,
durd) feine Bewegung Die vorgelegte Kurve erzeugen,

423. Alles fo eben über die Kurven von doppelter Krümmung Gefagte, fommt
gleihmäßig den ebenen Kurven zu, nur mit dem Unterfehiede, daß, da alle Normalche-
nen rechtwinklig auf die Ebene der Kurve find, alle ihre aufeinanderfolgenden geraden

Durdjfchnittälinien ebenfalls fenfrecht auf diefelbe Ebene, und folglic) parallel unter fich

find. Die von allen diefen Normalebenen berührte aufwidelbare Fläche ift daher eine

Eplinderfläche, deren gerader Schnitt die gewöhnliche Evolute der Kurve if. Aber diefe

Gylinderflähe enthält ebenfalls alle Evoluten von doppelter Krümmung der nemlichen

-. Kurve; und jede von Diefen Eooluten macht mit allen geraden Ergeugungslinien der Ey:
linderfläche einen unveränderlihen Winkel,

Die gewöhnliche Schraubenlinie ift eine von den Evoluten der Evolvente ded Krei-

fed, der die Bafis der Eylinverfläche, bildet, auf welcher fie fid) befindet; und, "welches

auch die Höhe des Ganges der Schraube feyn mag, fo if, wenn der Durchmeffer des

" Eylinders nicht werhfelt, die Linie immer eine von ven Evpluten der nentlichen Kurve,

Geometrijche Konftenftion der oskulivenden Ebenen, Krimmmmgshalbmefler und
der Eovoluten der Frummen Linien,

reihe

os if eine Linie von doppelter Krümmung gegeben, und ein Punkt diefer
Linie, man foll die osFulivende Kbens der RAurve an diefem Punft Fonfteuiren?

424 Auflöfung. Nebft vem gegebenen Punkte nehme man auf der vorgelegten

Kurve eine. beliebige Zahl anderer Punkte, und. ziehe Die, diefen. Wunften  entfprechenten

Zangenten, wodurd man eben fo viele Eizengungslinien ver 'nöfulirenden Fläche CArt,

ALT.) Det gegebenen Rurve erhält, Man beflinme Die Begegnungspunfte diefer Tanı

genten mit einer ver Projeftionsebenen, zum Beyfpiel mut der Horizontalebene, und Fon

ftruire den Rip der oskulirenden Fäche, welder der Ort jener Begegnungspunft ift. An

dem Punkt diefes Riffes, wo derfelbe von der Erzengungslinie der osfufirende Fläche ger

troffen wird, Die dem gegebenen Punkt der Frummen Linie entipricht, ziehe man zu den

felgen eine Tangente, und führe dur Diefe Tangente und Durd) die genannte Erzew

35
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gungslinie eine Ebene, fo ift diefe tangirend zu der Fläche und folglidy die oöfulirende

Ebene an dem gegebenen Punft der vorgelegten Kurve, welche die Nüdfehrfante der

Slade if.

A rer

"Be ift eine Frumme Linie gegeben und einer ihrer Punkte, man verlangt den

Rrümmungshalbmeffer, welcher jenem Punkt entfpricht?

‚ 425. Auflsfung I. Man beftimme zuerft die oöfulirende Ebene der Kurve,

die dem gegebenen Punkt entfpriht, undprojeftire fodann die Kurve auf diefe Ebene,

ft dies gefhehen, nehme man mehrere Punfte ver Projektion und ziehe die entfprechen:

den Normalen diefer nemlihen Projektion; man zeichne die Evolute der Projektion, die
dur) Diefe Normalen beflimmt wird; endlich ziehe man dur) den gegebenen Punfteine

Tangente zu der Evoluten und beftimme den Berührungspunft, fo ift das Stück diefer

Tangente, was zwifchen dem Berührungspunft und dem gegebenen Punft gefaßt ift, ver

verlangte Krümmungshalbmefjer; denn diefes Stück der genannten Tangente ift offenbar

der Krümmungshalbmeffer an dem gegebenen Punkt, wenn man venfelben ald der Pro-

jeftion der Kurve angehörig betrachtet; aber der Bogen, deffen Krümmung durd) den

gefündenen Halbmefjer gemeffen wird, gehört zugleich der gegebenen Linie und ihrer Pro:

jefttom, und er ift folglih der Gefuchtee Bey einer gegebenen ebenen Kurve wäre

man der Konftruftion ihrer Projektion auf die entfprechende Krümmungsebene überhoben.

426. I. Man Fonftruire bey einer beliebigen Zahl von Punkten der gegebenen

Sinie die entfprechenden osfulirenden Ebenen, und ziehe in jeder von diefen Ebenen eine

Normale zu der Kurve. Der geometrifhe Drt diefer Normalen ift eine windifche 51a:

che (Art. 416,), pon welcher fie die Erzeugungslinien find.

Durdy den gegebenen Punkt führe man eine Normalebene zu der Kurve, fo ift

diefe tangirend zu der windifhen Zläche an einem Punft der Normalen, die demfelben

gegebenen Punkte zugehört; man beftimme diefen Berührungspunft, fo bat man den

gefuchten Krümmungsmittelpunft. *)

Eine weitere Auflöfung der vorgelegten Aufgabe ergiebt fih aus Art, 419,

 

*) Siehe Hachette, El&ments de geometrie a trois dimensions, Geite 79,
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ufgadbe

Bsfr irgend eine Erumme Kinie gegeben: nanSe eine oder mehrere ihrv

N Kvoluten zu Fonfteuiren?

427. Auflöfung. Man beftimme zuerft die aufiwicelbare Fläche, welche der
Ort der Evoluten der gegebenen Kurve ift, Zu diefem Ende führe man eine hinreichende

Anzahl von Normalebenen zu der Kurve, und nachdem man ven Horizontals und Ber:

tifalriß einer jeden beftimmt hat, ziehe man eine horijontale Kurve tangirend an die

Reihe der erften Riffe und eine vertifale Kurve, tangirend an die Reihe der zweyten, fo

hat man die Kiffe der verlangten vöfulirenden Fläche, Art. 417.) i

Eind diefe Niffe bekannt, fo beftimme man Die Berührungspunfte, in melden fie

je zwey Riffe einer nemlihen Normalebene berühren, und verbinde Diefe Punkte durd)

eine Gerade, fo hat man eben fo viele Erzeugungölinien derfeiben Fläche.

St diefes gefchehen, fo nehme man irgend einen Punft ver gegebenen Kurve, und

führe durch denfelben eine Tangente an die aufwicelbare Fläche, der Beruhrungspunft

diefer: Tangente gehört einer von den Evoluten der gegebenen Kurve an, und wir wollen

annehmen, biefe Evolute fey die zu Fonftruirende, Nachdem manfofort die Uufivilung

der Fläche, weldye ver Ort der Pole der gegebenen Kurve ift, Fonftruirt hat, trage man

auf diefe Aufwicdlung die oben genannte Tangente über, fo ift die unbeftinmte Verlänz

gerung Diefer übergeiragenen Tangente aud zugleich die verlangte, auf die Hufiviclung

übergetragene Evolute; denn jede Evolute einer Kurve ift auf der Aufwillung des Or

tes der Pole dieferLinie, eine Gerade, E& bleibt daher nur diefe-übergetragene und uns

beftimmt verlängerte Tangente wieder auf die aufwidelbare Fläche, welche alle Evoluten

der gegebenen Linie enthält, zurudzutragen, um die verlangte Evolute zu erhalten,

428. Wie aus dem Vorgetragenen erfichtlih it, haben alle Kurven mit ihren

vskulirenden Ebenen und ihren KRrüämmungöfreifen zwey aneinanderfioßende Elemente, oder

drey unendlich nahe Tiegende Punkte an dem Berührungsorte gemein, während eine Kurve

und eine gewöhnliche Tangente, oder zwey fich einfach berührende Kurven nur ein Elez

ment oder zwey aufeinanderfolgende, unendlich nahe liegende Punkte gemein haben. Man

theilt deßhalb die Berührungen in verfßhiedene Klaffen ein. Die. Tangenten bilden die

Berührungen der erffer Ordnung, die Krümmungsfreife die Berührungen

Der zweyten Ordnung, und es ift hieraus keicht zu entnehmen, was tan fd) unter

Berührungen einer höheren Ordnung zu denfen habe.

Beyfpiele uber die Konftruftion der oöfulivenden Ebenen und Der Krümmungskreife

finden fih in Da zweytem Supplemente zu Monge; auch) giebt Valle (geoms

33%
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deser. pag. 176ete.), die Konftruftion der Evoluten einer Kurve, die aus dem Durdfchnitte

eines Eylinderd und einer Kugel entteht, fo wie einer cplindrifhen Spirallinie. Wir
führen übrigens, um nicht zu weitläufig zu werden, von diefen Beyfpielen Feine an, und

verweifen veßhalb die Lefer auf die genannten Werke,

 

Bwepytes Rapitel

Bon deu Krümmungen der Fläden.

429. Diefer Gegenftand Fann feiner Natur nah, mit weit größerer Leichtigkeit

mitteljt ver Analyfis behandelt werden, als durch blofe Betrachtung der Eigenfchaften der Aus:

depnung: da aber die Nefultate, zu welchen diefelbe führt, den Künftlern fehr nüglich

feyn Fan, von welhen wir nicht vorausfeßen dürfen, daß fie mit den analytifhen Oper

rationen vertraut feyen, fo werden wir diefelbe darzuftellen fuchen, indem wir blo8 geos

metrifche Betrachtungen anwenden. Diefe Methode wird zwar die ihr eigene Klarheit

mit fich führen, aber aud) eine gewiffe Langfamfeit in ihrem Gange.

Die Flächen Fönnen in Bezug auf ihre Krümmungen in drey große Klaffen abges

theilt werden. Die erfie umfaßt Diejenigen, welche in allen ihren Wunften gar feine

Krümmung haben: die Fläche diefes Gefchlechted reduziren fi) auf die Ebene, die übris

gen3 auf beliebige Art im Naume gelegen feyn Tann, Die zwepte Klaffe fchließt alle die

jenigen ein, die in jedem ihrer Punkte nur eine einzige Krümmung. haben ; dies find im

Allgemeinen die aufwidelbaren Flächen, von denen zwey aufeinanderfolgende Elemente

betrachtet werden fönnen,. ald feyen fie Theile einer Kegelfläche, felbft wenn man die -

Größe diefer Elemente ald unbeftimmt in der Nichtung der Kanten der Fächen ber

trachtet. Alle übrigen Flächen endlich bilden die dritte Klafje; fie haben in jedem ihrer

Punkte zwey unterfohledene Krümmungen, diefih, unabhängig von einander, ändern Füns

nen. Wir wollen damit anfangen, die einfachften Slädhen zu betrachten, und zuerft die

Eplinderflächen.

430.. & jy AB F-E (Taf. XLII. Fig. 4.) eine anbeppähne Golinderfläche,

son beliebiger Grundlinie, auf der man einen willführlicd) genommenen Punkt L betrachte.

Durh diefen Punkt denfe man fih die gerade Erzeugungdlinie C L G und einen Schnitt

JLK, der durd eine auf die Erzeugungslinie rechtwinflige Ebene gentacht it; diefer

Sänitt it parallel und ähnlich mit der Bafis der Flache, Endlich denken wir ung


