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Theorie der Erummen Linien und der Trummen Fladem,

C et e Kol el

Bou der Srammung der Kuroven, vou thren Cyoluten und thren Coolventerr,

411, €3 ift befannt, Daf wenn eine gerade Linie, n einer Cbhene betradytet,
fidy um einen ibrer al8 feft angenommenen Punfte oreht, alle ubrigen Punfte der Se:
vadet um Oen feffen Punft fongentrifhe Kreidumfinge befdhpreiben. E3 giebt Leine
frumme Qinien, welde man nidt auf abnliche Art erzeugt denfen Fonnte. |

(Taf. XLIH. Fig. 1,) &3 fepy M N O iirgend eine auf einer Chene verjeidhnete
Kurve: wenn man fidh vorftellt, vaf eine Gerave A B fidh {o bewege, daf fie beftdn
Dig tangiremd ju der Kurve fey, ohne eine Vewegung in der NRidtung threr Lange -
madjen, {o wirD jeder Punft P diefer Geraden eine frumme Linie G P P'P” H befd)veis
ben, die offenbar folgende Cigenthiimlichfeiten hat. |

Jeded Element P O der befdyriebenen Linie ift fenfredhr auf die entfprechende Nidy:
tung der Geraden A B; denn diefed Clement hat diefelbe Ridytung, die in P dad Cle
ment eined Kreidbogensd Datte, der aud vem VBerihrungdpunft M ald Mittelpuntt, und
mit einem Halbmeffer gleich P M befdirieben wirde. Demnad) ift die Langente in P
Der bejdyriebenen Linie fenfred)t auf die Serade, die durd) den Punft P tangivend an
Die gegebene Linie M N O gezogen ift, |

Wenn ver befdyreibende Punft P auf ver Seite gelegen 1ﬂ, nad) welder die Gera
be A B {idy der beruihprten Kurve ndbert, fo nimmt die Kurve G P ihre Richtung gegen
die M N Obig fie denfelben Degegnet, wad alsbann gefdhicht, wenn der Defdyreibende
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Puntt felbft der Berithrungdpuntt der Geraden A B geworden ift, wobey btefe nadh CD
verfeft angenommen wird., Aber diefe Kurve verlangert fid) nidyt dariber hinausd, und
wenn die Gevade ihre BVewegung fortfest, fo wird der Punft P, und folglidy die Kurve
die er befdhreibt, in P’ juriidfpringen. Da die befdriebene Linte immer fenfredht aquf f
bie beweglidye Gerade ift, fo find die Jweige G P P und P’ P’ H aud) beyde fenfredyt
auf die Gerave C D, und folglidh auf die Kurve M N O, welde diefe Gerade in P
berithrt. ©ie beyden Jweige beriihren fid) daber felbft in P,

Der Punfe P, in weldem eine frumme Linie auf folde Art Jurfckfpringt, dap
ibre beyden Bweige fich in diefem Punfe berithren, heift Rudfehrpunft der Linde, |

Die Krumme M N P’ O, auf weldje fid) die Gevade anlehnt, indem fie diefelbe bes
{tandig beriihrt, wird die Goolute, oder dic AUbgewidelte der Krummen G P P’
P’ H geﬂhannt; weil ivgend einer ihrer Vogen M N P gleid) ift dem entforedyenden
Iheile M P ver beweglidhen Geraden, und die Krumme G P P” P H bheift die Gools
vente der Krummen M N N O, oder die burd) Abwidlung entftandene Linie,

Da man fo viele auf bdie nemlihe Weife befchriebene Kurven erbalten fann, als
fi) auf der al8 unbeftimmt betradyteten Geraden A B Punfte P, p... venfen laffen, fo
ift ed etnleudhtend, daf eine nemlidhe Coolute eine unendliche Menge verfd)ievener Gools

venten haben foune, und dag aI[e Diefe @.'Dohoenten vie  Cigenthiml m;{m Defitsen, aleid;e
Normalen 3u haben.

9Mir werden fogleid) feben, baﬁ Diefe @tgenfd;aft aud) allen RKurven von doppelter
Keummung jufomme, |

412. Man bedient fich in ben Funﬂen einiger durdy Wbmwiclung entﬂanbener Lis
nien und befonders der Gvolvente ded Kreifed; ed ift Diefes eine @ypirallinie, Deven Ynjabl
von Umwdalzungen unendlid) ift, und deven fammtliche aufeinanderfolgende Jweige um
eine Dbeftandige Grdpe voneinander entfernt find, gleid) dem Umfange des abgewickel:
ten Kreifed. Nad) der Krimmung diefer Coolvente fdneivet man die Kamme oder
Dahne ver Wellbaume, die, wie in den Podywerfen, Stampfer aufjubheben Daben ; denn,
da bie Verihrung ded Jabned mit dem Daumen ded Stampferd immer n der nemli:
den BVertifalen bleibt, fo ift der Kraftaufrand ded Vaumes um den Stampfer yu bes
ben beftandig berfelbe. LWaucanfon wendete oft die abwidelnde Spirale ded Kreifes als
Berzahnungdmittel an, um die Bewegung eined Wellbaumed auf einen Andern, ju deme
felben parvallelen Baum aberyutragen; hauptfadhlidh wenn die Berzabnung genau feyn,

und die BVewegung obne Jeitverluit von einem Vaume auf den Andern uberfragen wevs
ben follte,

34
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413, Wir haben gezeigt, auf welde Weife die durd) Ubwidlung entfiandene Linie
nad) ver Abgewickelten gebilvet werden Eonne, 8 ift leidht eingufehen’, wie Dbagegen Die
abgewidfelte Linie nad) ver Abwidfelnden oder Coolvente gebilbet werden Fonne, Jn dev
~ Xpat haben wiv gefehen, daf alle Normalen der Cvolvente Tangenten find ju der Coo:
[uten ; wenn man daber durd) alle Punften P, Q einer vorgelegten Kurve G P Q P
fidy MNormallinien geyogen denft, fo ift die Kurve M N O, welde alle diefe Normalen
berifrt, die Gvolute, Ueberdied, voenn man durd) pwey aufeinanderfolgende und unends
li) nabpe Punfte P, Q 3wey Normalen P B, Q b jieht, fo ift der Punft M, worin fie
fidy fchneiven, um fid) jenfeitd ju freuzen auf der @voluten, und diefer ‘punft fann al3
per Mittelpunft eined Tleinen Kveidbogens betradytet werden, welder mit dem Halbmefs
fer P M Dbefchrieben, diefelbe Keiummung Bat, wie der Bogen P Q Der betradyteten Kurve.
Diefer Kreid, deflen Kriummung bdiefelbe ift, wie die ded unendlich) Fleinen VBogend P Q
einer frummen Linie, Heifit der Reitmmungsfreid (circulus curvaturae, osculator)
diejed Vogend; der Halbmeffer P M deffelben Kreifed, und der Punft M, in weldem
fich Die ey aufe inanberf’olgenben Normalen {dhneiven, find wedfeldweife der Kriime
mungé[)albmcﬁcr (radius osculi) und Dder ﬁ’rummungémtttelpunft beﬂelbm
23ogcnﬁ, und diefe Kritmmung it befannt, fobald der Punft M Beﬂtmmt 1t.

414. Um deutlid) eingufﬂben, auf weldhe Art die Kreidlinie dienen fonne, um die
Keiunmung dev ver{hiedenen Vigen irgend einer frummen Linie 3u mefjen, mifjen wiv
vor Allem ven vidhtigen Vegriff veffen, wad man unter Kritmmung einer Linie verftebt,
feitzuftellen fudhen. Stelfen wir und 3u dem Cnde vor, man - gebe auf einer Frummen
Linie vormartd, indem man tnumer nad) der NRidtung der Kangente 3u der Krummen
an ven Pualt, in weldem man i) befinvet, blicfe; fo wird ed nidt genug feyn nur
gerade vor fid) 3u geben , fondern man wird fid) in jedem Uugenblicfe nad) dems
efﬂ'fri&rtﬂ?m*MDen Theil der Linfe, der man folgt, drehen miffen. Die Redmmung dies
jer Linie T proporviional s3u der Ouuantitdt, dev auf dicfe YDeife gemadten Dres
bung , Cizidirt durd jeden Fleinen Aaum, den man durdlduft, *) |

Tean man auf cimemt Kreife gebt, fo muf man, um . gleiche Bogen u durd)lau
ent, gleid)y grofe Orehungen madien, die Rrammung des Rreifes ift daber in allen
feinen Theilen die gleidhe, und die Grdfe diefer Rrdmmung bHinat blos von feinem
Salbmefier ab.

el s S - s F—

") @iehe Dupin, Geométrie des Arts et Métiers, XVme Legon,
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 Menn man nadeinander auf jwey- ungleihen Kreifen geht, deren Halbmeffer R und
r find; fo iff 3,14..X 2 R ber Umfang des groferen, und 3, 14... X 2 r der e
fahg ped fleineren Rreifeé Aber wenn man einen gamgen Kreid durdylauft, und immer
auf dem Umfange gebt fo oreht man ftcb um 360°, daber find Die Sriammungen Der

3oy Kreife unter fich wie

____3_.5_91;__-_ 360°  Fimngile
'3f1'4*4'><.-2R 314+i¢>< 2 D_er" $is T iy

R' '

' 5‘#:: Unmfanag des Eleinen Bveifee ijt baber mebr gefedmme als der dvs grofien und
swar im umgebebrten Verhaltniffe des grofien Salbmefiers sum’ Fleinesn.

 Da nun aber bie Krimmungsfreife der' verfdiedenen Vigen einer frummen Linie
diefelbe Kritmmung haben, wie die’ Bidgen: mit denen fie ufammenfallen, fo ergieht fidy
nad) dem obigen Grundfaie, daf die Krimmungen einer Lini¢ in idren verfdhicdes
nen Punbten, im umgeFebreen Verbdltniffe fieben' mit dev Grége dov, diefen Duni’a
ten entfpredenden Kvummungebalbmeﬁer

415, DBisher haben wir angenommen, die frummen Linien' feyen eben, uny ung'
blod mit dem befdhaftigt, wad in ihrev Chbene vorgeht, Wir wollen. nun' ju den frum:
men Linfen von doppelter Kriimmung, wie' Ddicjenigenr, weldhe durdy ven wedfelfeitigen:
Sdnitt aweper Frummen Fladen hervorgebradht werden, fibergehen. . 5

Oenfen wir und imt Raume eine diefer Linfen, und fiellen wir unsd diefelbe im unehdr
lih Fleine Clemente abgetheilt vor. yeded Ddiefer Clemente beftimmt Die Eﬁ‘ic{)tung‘ etier
Zangente und' alle diefe Tangenten, unbegrangt verlangert gedacht, Dilven eine aufiicel:
bare %lad)e, weld)e ey g[etcbe, entgegenfiehende und purd) die Erumme Linie felbft qe-
trennte Nekse hat.. Jrgend eine tangivende Ehene u diefer” Flade qeht durdh aen auf:
einanderfolgende fiangenten ber Prummen Linie, und da jede Ddiefer gwey Tangenten: mit’
der Rrummen ein Glement gemein hat, {0 liegt der unendlid) feine Bogen, weldher durdy
bie aneinanderftofenden’ Berihrungselemente der Krummen und ihrer Tangenten' gebildet”
wird, ju gleider Jeit auf beyden RKangenten und auf der tangivenden Chene, Diefe’
Gbene, weldye offenbar unter allen mglidhen, an den genannten Vogew' der” Fruinmen’
@inie ftreifenden Gbenen’, bie innigfte BVerthrung mit der Linie” hat,  nennt’ man’ die’
o8fulivende Cbene, oder aud) die Krammungsdebene der’ Lnie. | _

SWenn man in der oéfulivenden Chene einer Kuive und durd) die Mitten’ der Jwen’
Clemente, die fie enthalt, wedfelfeitig’ ywey fenfredite: Gevade auf diefe Clentente fiprt).
io fd)netben fich) diefe: Geraven: in: einem ‘Dunfte, welder der SRttthpunft eined’ Kreifess

| 34:*
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if, tem die genannten jwey Clemente angehdren, und weldher, da er die Krimmung der
Kurve in der Krummungsebene mift, der Krimmungsfreid dervfelben ift.

416, Bey einer ebenen Kurve wird jeder Krammungéhalbmeffer durd) den uns
mittelbar vorhergehenden und den unmittelbar nadifolgenden n wey Mittelpunften der
Keammung gefdnitten, die NReibe diefer Mittelpuntte ift die Cvolute der ebenen Kurve.
Bey einer dopyelt gefriuimmten Linie hingegen liegen jwey aufeinanderfolgende Krimmungds
nittelpunfte in wey verfdhiedenen osfulivenden Chenen, und die Reihe der Normalen
su Der Linie von doppelter Kritmmung, die durdh) die aufeinanderfolgenden Mittelpuntte
per Krimmungsfreife geyogen find, begegnen fich 3u 3wep und zwey nidht; denn Diefe
Begegnung Fonnte nur in einem Punfte der geraden Durd)fdnittslinie der wey Krim:
mung8ebenen ftatt finden, in denen die ywey Mormalen gezogen {ind, diefe gerade Durd):
fdnittdlinie iff aber Tangente ju der Kurve von dopyelter Krimmung, auf welder aber
die 3wey Normalen per hypoth. Teinen gemeinfdhaftlichen Punft haben. Der geometri:
ffhe Ort jener aufeinanderfolgenden Normalen ift folglich eine windifde Flade,

@eniz,ufolge baben alle frummen Sinjen in jedem ihrev Punfte wirtlidh nur eine
einjige Krimmung, und in diefer Vejtehung unterfdheiven fid) die ebenen Frummen Linien
von Denen vYon boppé[ter Kriimmung nur dadurd), daf die - Crften alle thre Krimmun:
gen in einer nemlidhen Gbhene Daben , wabrendvem die Chenen der Kriimmungen der
Lessten unaufborlidy wechfeln, FAT

&3 ware fonad) fehr paffend, wenn man den Kurven, bderen f{Emmtliche ‘VDuntte
- nidyt in einer nemlidhen Cbene liegen, die Venennung windifde Kurven gabe, ftatt
Kurven von doppelter Kriommung, fo wie man windifde Fladhen diejenigen nennt, die

outrd) eine gevabe inie heroorgebradyt find, deven je gwey aufemnanderfolgende Stellun:

I —

" —— - i

* ) Sdon der alte Maitre Blanchard, in feinem Traité de la coupe des piérres, gebraudt
die Venennung courbes gauches flir bie, bey dem Durdfdnitte jweper Gewd!bflachen er.
fheinenden nidht ebenen Kurven, odgleich er wobl nur durd einenm wiffenfdaftlidhen Snftinkt
baju betimmt wurde, L, L., Vallée in jeiner géométrie descriptive pag. 2t9. {dhldgt
diefe Benennung neuerdingd vor, und bemerfs dabey , daf der Ausdruk Frumme Linie von
deppelter Rrﬁmmuné nidht allein lang, unangenebm und Dbefdwerlich fey, fondirnm daf e
ned) tberdem einen falfdhen Nebenbegriff von jwey RKelimmungen gabe, welde nidt eriftics
ter, und daf e daher win{dendwerth fep, fidh defjeiben nidt mebr ju bedienen,

&o ridtig gewif diefe Cinwirfe find, fo it dod Vallee felbft bey bdem Worfdhfage
ftefen’ geblichen, und wir haben uns, wabefdeinlih mit ifm Hbereinftimmend, nidt fiis coms
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417, DBetradten wir eine dopyelt gefrimmie Linie, und die aufwidelbarve Flade,
weldye diefe Linie ald Ricklehrfante Hat, und welde wir ald den DOrt der aufeimanderfols
gendven Durdhfdnitte der odfulirenden Cbenen der Linte, die osfulivende Sladye derfelben
nennen wollen. Oie geraden Crieugungsdlinien diefer Fladhe {ind die Tangenten zu ibhrer
Rictehrfante, Dad beift, 3u der Linie von dopypelter Kriimmung; denfen wir unsd fofort
einen Dbiegfamen und unausdehnbaven Faven in ywey ITheile getheilt, den Cinen feft, und
nad) der Ridlehrfante der osfulivenven Flade gebogen, den Andern beweglid), und auf
eine Tangente 3u jener Kante aufgeleat. ~ Diefer ywepte Iheil ded Favens, weldher in
gerader Linie ift, wird, indem er nadyeinander durd) alle Tangenten ju jeder RitcEfehr-
fante gebt, fid) fo bewegen [onnen, daf feine gange Linge fidh nidyt andert, Alle Punkte
e fidh) bewegenden Favens, werden dadurd) auf der odfulivenden Flade folde Linien
Befcf)reibean, weldhe die Kanten der Flade vehtwinflig durd)fchneiven; und da der gerad:
linige Theil Ded Favdend fich in jevem Uugenblif um dad von der Rucfehrfante abge-
wicelten St verlangert, fo ift einleudhtend: daf alle durd) die Punfte ded bewegli:
den Favend auf der ovsfulivenden Flade befdyriebenen Linien, welde die Tangenten 3u
per Ruckfehrfante vedtrinflig durd)fdhneiven, Cvolventen 3u jener Kante find, (AUrt. 411.)
Alle diefe Coolventen haben offenbar an den ‘Punften, wo fie von einer nemlichen Tan:
gente gefdynitten werden, einen gemeinfdaftlihen Krimmungsmittelpuntt, weldher ugleid)
per Verihrungdpunft der Tangente und der Nickfehrfante ift. Die Langen der Tans
genten ywijhen der Nickfehrfante und der Coolventen meffen die SGrofe der Krimmungs:
balbmeffer diefer Cvolventen.

Da ed nun feine frumme Linte giebt, die nid)t al3 eine Eyolute, und ald die Rud:
Fehrfante eincr aufiidelbaren Flade betraditet werden fonnte, fo folgt darausd, daf jeve
ebene, oder doppelt gefriimmie Linie eine unendlidie Menge verfdyiedener Cyvolventen bha:
be, und daf diefe Cwolventen fammthd) auf ihrer osfulivenven Flade liegen.

Wenn die vorgelegte Krumme eine ebene Linde ift, fo fallt die osfulivende Flade
und die Cbene der Linie, in eined jufeommen, und diefe Cbene ift der geometrifhe Ort
aller Coolventen ver Lmte. Wir werden nun die Frummen Linien ald Svolventen be:
tradyten, und geigen, daf umgelfebrt, jede bderfelben eine unendlihe Menge von CEvolu:
tenn habe.

v

petent gehalten, einen, einmal eingebliegerten Terminus gcgeﬁ einem neuen ju vertaufden,
Uebrigens gebraudyt man iemlidy aligemein bdag Weypwort, windifd fiir jede nidt in einer
Chene enthaltene lineare Figur, '
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418 Wenn man {fidh durch den Mittelpunft eined Kreifed eine Gerade fenfrecbt
auf: feine Cbene gefuhrt, und nad) begpden Seiten unbeftimmt verlangert venft, fo ift
befannt, daf jeder Punft diefer Geraven in gleihen Ubfianden vou allen Punften ded
WUmfanges ift, und folglid), wenn man annimmt, daf eine awepte Gerade, die einesd
Zheild an eienmt Punft ved Umfanged, und andern Theild an irgend emem Punfte
Der Senfredyten beendigt ift; fich um diefe lefstere ald Ure drepe; indem fie Deftanbig
pert nemlichen LWinfel mit ihr madyt, ihr beweglicher Endpunft ven umfang Ded Kreifes
mit der nemlidhen Genauigfeit befhreiben wird, ald wenn man den $Halbmeffer fid) um
Dert mhttelpunft batte prehen lafjen. Die Vefdyreibung ded Kreifed mittelft ded Halbimef
fers, melcﬁe nur ein befondever Gall per Crfteven ift, dient eigentlidy ourcf) ihre Cinfadhert
mehr Dazu, einen Vegriff von der Ausdehuung ded Kreifes su geben: aber wenn ed fidh
blog um die Vejdyreibung handelt, {o fann die erfte Art in gewiffen Fallen den Vorzug
Babew; Denn wenn man auf der Ure zwey, anf beyden Geiten ver Chene gelegene Pole
nimmt, fodann duvd) diefe awey Puntte ywey Gervaden fuhrt, die fid) in einem Punfte
ved Umfanges fdneiven, und alédann dad @yftem. diefer wey Gevaden fid) dergeftalt
um die Wre drehen [4ft, daf ihr Durd)fdnittpuntt auf Leyden Geravden feft ift, fo be

fdhreibt Diefer Puntt den Umfang ded Kreifed, ohne daf ed nntbtg mére, vorber die Ches
ne, i Der er {ich Defindet, 311 verfertigen.. -

419;. (Taf XL Fig. 2) &3 fey K A i D irgend eine, im RNaum verzeich:
nete Rurve von Doppelter Rrammung. Durd) einen Punfe A diefer Kurve denfe man
fich eine @Bene M N O P fenfredht auf die Zangente in A burcf) ven unendlich naben
‘]Junft a fey gleichfalld eine Chene m n O P fenlred)t auf Dte Tangente in a angenom:
men 3 diefe: beyden: Ghenent werden {id) nad) einer Geraden O P {funeiven, welde bie
Axe: be6 Ruweifed ift, von: dem der unendlid) fleine %vgen A a der Surve alg ein %I)ﬂ[
angefeben werden fann: fo daf, wenn man aud den Punften A, a ywey Senfredite auf
diefe Gerade fallt, dicfe’ unter {ic) gleichen Genfrechten dicfelbe i einem nemlichen Punft
Gtreffen merben, weldjer: dev Mittelpuntt jened Kveifed iff. Von allen andern Puniten
g5 8 8 veee Derfelben Geraden: ift jeder in gleihem YUbftande von allen Punften des
unendlid) fleinen Bogend A a,. und fie fonnen. folglih afd die Pole - defjelben betradtet
werden..  Wenn: man. demnad) aud fegend einem Punft g diefer Axe 3wep Gerade nad)
vent: Punlten: A, a fihrt, fo {ind diefe Sevaben gleidh) unter: fidy, und fie bilden mit der
Are, die” unter fid)y gleidhen Winfel A g O, a g O: o daf wenn man die Krimmung
per: Kuwwe im Puntt A ertlaren wollte, man Die* Ldnge e Krimmungsdhalbmeffers

G- A geben. muﬁte, und wenn. e8 darum: 3w thun: wire, die Ridtung der Kritmmung
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3u beseidhnen, man bdie Gtellung ded Mittelpunfted G im SRaume angeben mitfite. ber
wenn blog davon die Rede ift, den Fleinen %ogen su befhreiben, fo ware ed gleidermagen
binveidend, entwebder die Gerade A g fih um die Are drehen 3u Taffen, obne den Wine
fel A g O, ben fie mit ibr madyt, 3u &nbcrn, ober ben ﬁrummungﬂf)albmef‘ er A G
rechtwintlig auf diefe Are umgubref‘em |

- ©onady fann die Gerade O P al3 die Linie der Pole ded Clemented A a Betracf)tet
erden; der Rrﬁmmungénnttdpunlﬁt diefed Clements ift Derjenige von bdiefen Polen,
veflen. Entfernung von dem Clemente ein Kleinfied iff; fein .f?rummungéf)albmeﬁe’r
endlid) ift bte aus dem Glemente auf ie Pollinie gefallte Senfredite A G, '

420, ofort verridite man bey allen Punften der Kurve von bvppe[ter Rrumw
mung diefelbe Operation, weldje wir fo eben bey cinem ihrer Clemente gemadyt haben.
pas beifit, man fihre durd) alle aufemanberfo[genben Punfte A, A, A", A" 1. (Taf. XLH
Fig. 3.) Gbenen M N O P, jeglidhe fenfredht auf die Tangente 3u der frummen S‘mwf’
an dem Punfte wo fie diefelbe {hneivet, Die erfte diefer Chenen, wird der Jwepten in
einer Geraden O P begegnen, weldye der geometrifthe Ort der Pole ded Bogend A A’
ijt; Die Swente witd der Oritten in einer Geraden O’ P/, dem Orte der Pole es Bos
gens A’ A” begegnen; und fo weiter fort, G8 ift einfeudhtend, daf das Gyfiem aller
geraden Durchfchnitte, vber die frumme Flade, welde fie burc) ihre Lereinigung Bi(bén,
der geometrifdye Ort der Pole der Krummen K A D fey; Ddenn diefe Krumme hat fei-
nen Pol der nicht auf der Flade lige, und bdiefe Flade Pat feinen g)unft weld)er
nicht der Pol irgend eined Glemented der Krumnien wire, |

421, Durd)y den Punft A der Krummen, duvd) weldjen die evfte FNormalebene
gebt, werde nun in der Cbene und nady beliebiger Nidhtung eine Geradbe A g gejogen,
big fie den Schnitt O P irgendwo in eimen Punft g trifit; durd) die Puntte A', g wers
e in Der yweyten Normalebene die Gerade A’ g geyogen und verlangert, bid fie den
Sdnitt O P’ in einem Punkie g trifft 5 e3 merbc aleidherweife die A’ g’g ge3ogen, und
fo. weiter fort, | | - ~ |

Die Frumme Linie, weldhe durd) alle munfte 0y 0y Spistae gebh; 1& eine @bo[ute
der Krummen K A D penn alle Gervaden A g, A'g, A" g7, findb Zangenten 3u ber
Keummen g o g7, weil fie die BVerlangerungen dev @Iemcntc bte]‘er Qinie find.  Rimmt
man nun #berdied an, bdie erfte Gerade A g drehe fidh um die O P ald Ave, um fich
auf- die folgende A’ g aufiulegen, fo wird fie nidht aufhorven Eiaﬁgmfe a Der Krummen
gg g 3w feyn; und ihr Sudpunft A wird, nadhdem er den BVogen A A’ durdlaufen
bat, mit dem Cnopunft A’ der Jwepten zufammenfallen, f '
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Gben {o lafle man die gwepte Linie A’ g° um die O P’ ald Are dreben, um fidy
auf Oritte A” g aufjulegen, fo wird fie nid)t aufhoven die Kurve g g’ g” ju berithren,
und ihr Cndpunft A" wird den Bogen A" A” nidt verlaffen, und fo weiter fort, Die
Krumme g g’ g ift daber von der Vefdhaffenheit, daf wenn man annimmt, eine ihrer
Langenten drehe fich um diefe Krunune, obne aufbuboren fte 3u beriitbren und obne eine
Bewegung nad) der Richtung ihrer Lénge ju madjen, ein Punft diefer Tangente die
Krumme K A D befd)reiben wird; fte ift daber eine threr Cvoluten. Aber die Direftion
cv erften Gevaden A g war willfuhrlid) genommen, und nad) weldher andern Ridytung
man diefelbe in der ovmalebene geyogen baben wirde, fo hatte man eine andere Kurve
g g g gefunden, welde ebenfall3 eine Goolute der Kurve K A D gewefen wadre, . Sy
gend eine frumme Qinie bat demnad) eine unendlihe Jahl von @voluten, pie alle auf
einer nemlidhen frumunen Flade gelegen find,

Die Geraden A" g und A” g" madyen gleiche Winfel mit der Geraden O° P und
oa pad Cloment g g7 die Lerlangerung der Geraden A” g ift, fo ergiebt fid) daraus,
daf Die ey aufeinanderfolgenden Clemente g g, g° g der Cvoluten g g° g” gleihe Win-
fel mit der Geraden O’ P’ bilven, weldye durd) ibren Begegnungdpuinft gebt. Wenn man
aber die JFlade aufwidelt, um diefelbe auf eine Tbene aufzulegen, fo horen dadurd) die
Clemente der Cooluten nidht auf, gleiche Winkel mit den Gevaten O P 3u madyen;;
woey aufeinanderfolgende Clemente der Krummen g o g in der, auf eine Chene ausdge:
dehnten Flade betracdytet, machen daber gleiche Winfel mit einer nemlidhen geraden Linie,
und fie liegen folglich, jede in der Lerlingeruny ver Undern. &5 folgt daraus, daf jeve
Goolute einer Kurve von doppelter Kufmumung eine gevade Linie wird, wenn die Flade,
weldhe fie alle enthalr, auf eine Gbene aufgevollt wirz, Jede diefer Gvoluten ift paber
die furcfte Linie, die man wifden ibren ey Cnvpunfren iehen fann,

Man erdhalt bieraud ein leichted Mittel um irgend eine Cvolute einer Linie von
popyelter KRrammung 3u fiuden, wenn man die aufivifelvave Flade bat, die fie alle
enthalt, Es ift paju hinveihend, durd) einen Punft ver Kurve einen Faden beriihrend
an die Flache 3u fuhren und fodann diefen Faden nad) der Sladhe 3u biegen, indem
man ihn anyicht; denn vermoge der ©pannung wird er die Nidtung der firgeften Kurs
ye gwifdhen feinen Cnopunfien nehmen, und er wird fidh folglidh nad) einer von den
Cvoluten biegen,

499, @3 ift bieraus erjidtlidh, wie e3 nwg[tcf) fey, ourd) eine ftetige %emegunq

fraend ene Frumme Linie von dopyelter Krimmung 3u erjeugen: denn, wenn man du,
durd) alle RNormalebenen der Kurve beruihrte aufwicelbave Flache verfertigt hat; und
wan {eitet aud dem gegebenen Punfr ded Raumes, urdy welhen die Kurve geben mup,
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ywey Faden bertibrend an diefe Flade, und, naddem man diefelben angefpannt nady der
Glade gebogen Dat, befeftigt fie an thren andern Cndpuntten; fo wird der Vereinigungs-
punft der ey Faven, welder die Fabigleit hat fid) mit der tangivenden CEbhene ju der
Gladhe zu bewegen, ohne weder auf tem einen nod mtf dem andern Faden u g[mten,;
burd) feine Vewegung die vorgelegte Kurve erjeugen, |

423. Ulled fo eben itber die Kurven von Doppelter Krimmung Gefagte, Fommt
gleihmafig den ebenen Kurven 3w, nur mit dem Unterfdicde, daf, da alle Normalebe
nen redytwinflig auf die Gbene der RKurve find, alle ihre aufcmanbwfo[gen&n geraden
Durd)fchnittslinien ebenfalld fenfred)t auf diefelbe Chene, und folglid) pavallel unter fidh
find. Die von allen diefen Jtormalebenen bernhrie aufwicelbare Fiadhe ift daber eine
Colinderfladye, Deren gevader Sdnitt die gewdhnlihe Coolute der RKurve ift.  Wber diefe
Cylinverflache enthalt ebenfall3 alle Cvoluten von bdopyelter Krummung der nemlichen
_ Rurve; und jede von diefen Cooluten madpt mit allen gevaden @frgeugung@hmen der G-
linverflache einen unverdnderlichen Winkel.

Die gewobhnlide @dyraubenlinie ift eine von den Cvoluten der Coolvente ded Kreir
1e8, der die Bafid der Cylinverfladie, bilvet, auf welder fie fid) befindet; und, weldyes
aud) die Hohe ved Ganged der Sdyraube feyn mag, fo i, wenn der Durdymeffer des
Eylinders nicht wedfelt, die Linfe fmmer eine von ten Coeluten der nemlidhen Kurve,

@eomﬂtufd)e Sonftruftion der osfulivenden Chenen, S?rumunmgéf‘a[bmef' et unb
oer Cooluten dev frunnnen Linten, :

O = P giiaT b

s ift eine Linie von doppelter Rrimmung gegeben, und ein Punkt diefer
E.tmc man fcu di¢ oobulivende Kbent dev Rurve an Oicfem Punft Ec*tﬂwncn‘?

| 424, %(ufl uf ung. Nebft vem gegebenen Punfte nehme man auf der vorgelegten
Rurve eine belicbige Jahl andever Punfee. und giche die, diefen Punften entfpredhenten
Tangenten, wodurd) man eben o viele Criengungélinten der odfulivenven %I&cbe ( Art.
417.) ver gegebenen Rurve erbdalt.  Dian beftinune die Vegeanungdpunfte diefer Tan:
genten mit einer Doy %ro;eﬁwn&f’bencn, sum BVeyfpiel mut der Horviyontalebene, und fone
fteuive den JUip der odfulivenden Fache, weldjer der Ort jener Begegnungdpunft ift. An
Dem 5}3un?t piefes Riffed, wo bderfelbe von ver Cryeugungdlinie devr ofulirenve Flacde ges
troffen wird, die Dem gegebenen Punft ver frummen Linie entipridht, 3i:he man 38 dens
felben cine Kangente, und fuhre durd) bdicfe Fangente und durd) Ddie genannte Crgews
35
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gungslinie eine Cbene, fo ift diefe tangivend 3u ver Flache und folglid) bdie oéfulivende
Gbene an dem gegebenen Punkt ber norge[egten Kurve, welde die E)‘tucffebrfante ver
Bladye it |

o) R TR S T, RO YRR P

"8 ift cine Frumme Linie gegeben und eciner ibrer Punfte, man verlangt den
Rraommungshalbmefier, weldher ienem Puntt entfpricht?

- 425. Aufldfung . Man beftimme juerft die osfulivende CEhene der Kurve,
pie Dem gegebenen Punft entfpricht, und projeftive fodann die Kurve auf diefe Ehene.
it died gefdyehen, nebme man mebhrere Puntte der Projeftion und ziehe die entfpreden:
pen Normalen diefer nemlichen Projeftion; man zeidne die Evolute der Projeftion, die
purd) diefe Jormalen beftimmt wird; endlich 3iehe man durd) den gegebenen Punft eine
Zangente 3u per Gvoluten und beftimme den Berihrungdpuntt, fo ift bas8 Stirct diefer
Tangente, wad zwifden dem Verithrungdpunft und dem gegebenen Punft gefafit ift, der
verlangte Krimmungshalbmefjer; denn diefed Ot Der genannten Tangente ift offenbar
per Kriummungdhalbmefjer an dem gegebenen Punft, wenn man denfelben ald der Pro:
jeftion Der Kurve angebhorig betradytet ; aber ber Bogen, deffen Krimmung durdy den
gefundenen Halbmefler gemeffen wird, gehort zugleid) der gegebenen Linie und ihrer Pro-
jeftion, und er ift folglidh der Gefudite. Bey einer gegebenen ebenen Kurve wire
man der Konftruftion hrer Projeftion auf\ die entfpredhende Kriimmungsebene iiberhoben.

426, I1. Man Fonftruive bey einer beliebigen Jabl von Punften der gegebenen
inie die entfprechenden ostulivenden CEbenen, und ziehe in jeder von diefen Chenen eine
Normale 3u der Kurve. Der geometrifche Ovt diefer Jormalen iff eine windifd)e %I&
dhe (Urt. 416.), von welder fie die Crieugungslinien find. |

DQurdy den gegebenen Punft fubre man eine Normalebene 3u der Kurve, fo ift
diefe tangivend ju der windifdhen Flade an einem Punft der Normalen, die demfelben
gegebenen Punfte jugehort; man beftimme diefen Verihrungdpunft, fo hat man den
aefuchten Krimmungdmittelpuntt, *) |

Eine weitere Wuflofung der borgelegten Aufgabe ergiebt fidh aud Art. 419,

*) Siehe Hachette, Eléments de géométrie a trois dimensions, &eite 79,
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ﬁe i‘ﬂ wgmb ¢ine l’rumme Linie gegeben man verlangt eine odev mebtere tbr v
| | fEocluten 3u Fonftruiven ?

427, Hufldéfung, DMan beftimme auefff oie aufwidelbare Flide, weldye der
Ort der Cooluten der gegebenen Kurve iff, Ju diefem Cnde fithre man eine himreidyende
Anzabl von FNovmalebenen 3u der Kurve, und nad)dem man den Horizontal - und Ber-
tifalvif einer jeden beftimmt Dat, jiehe man . eine Porijontale Kurve tangivend an die
NReibe der erften Niffe und eine wertifale Kurve, tangivend an die NReihe der weyten, fo
bat man bie Niffe der verlangten oéfulivenden Flache, (Urt, 417.) ¥

@ind diefe Niffe befannt, fo beftimme man bdie Verihrungépunite, in welden fie
je swep Niffe einer nemlidyen Normalebene bevithren, und verbinde diefe Punfte durd)
eine Gerade, fo hat man eben {o mele @rgeugungﬁhmen perfeiben JFlade.

Sit diefed gefdhehen, fo nebme man irgend einen Punft der gegebenen Kurve, unB
filpre durd) denfelben eine Tangente an die aufwicelbare Flache; der Qemgrungépun&
diefer: angente gehirt einer von den Cvoluten der gegebener ﬁurbe an, und wir wollen
antiehmen, diefe Cuolute fep die ju Fonftruivende, Jlad)dem man fofort die Aufiviclung
ver JFladhe, weldje der Ort der Pole der gegebenen Kurvve ift, fonftruivt hat, trage man
auf diefe Aufwiclung die oben genannte Tangente tiber, fo it die unbefiimmte Verlin:
gerung diefer {ibergeiragenen Tangente aud) jugleich die verlangte, auf die Uufiviclung
ubergetragene Gvolute ; denn jede Cuolute einer Kurve it auf ver Uufwidlung des i
“ted ver Pole diefer Linie, eine Gerade, 8 bleibt daber nuyr diefe- ibergetragene und uns
beftimmt verlingerte Sangente wieder auf die sufiicelbare Fladie, weldye alle Eooluten
ver gegebenen Linie enthalt, suvicjutvagen, um die verlangte Cvolute ju erbalten,

428. Wie aud vem Vorgetragenen evfichtlich ift, Dhaben alle Kurven mit ihren
o3fulivenden Chenen und ihren Krimmungsbreifen 3wey aneinander{iofende Clemente, vder
dbrey unendlich) nabe liegende Punfte an dem Verfhrungdorte gemein, wabrend eine Kurve
und eine gewdhnlicdhe Tangente, oder ywey fidh einfad) berithrende Kuvven nut ein Eles
ment oder ywey aufeinanderfolgende, unendlich nabe liegende Punfee gemein haben. Man
theilt Defhalb die Berahrungen in verfdhicdene Klaffen ein. Die Kangenten bilven die
Bevubhrungen der erfien Ordnung, die Keammungsfreie die Veriuhrungen
per yweyten Ordnung, und ed ift hievausd leidht ju entnehmen, was man fid) untey
Berithrungen einer hoheren Ordnung ju denfen habe., |

Bepfoiele nber die Konftrultion dev osfulivenden Chenert und Ddex Rmmmungéfrelfe
finden fich in @ad)ette’é yoeptem Supplemente 3u Monge ; aud) giebs Ballce (geom

35 T
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descr. pag. 176 ete.), die Konftruftion der Gooluten einer Kurve, die aus dem -i)urcf)f&mi:’tte
eined Cylinderd und einer Kugel entfteht, fo wie einer colindrifhen Spivallinie. Wiv

fubren abrigens, um nidht ju weitldufig 3u werden, von dicfen Bevfpielen feine an, und
verweifen defhalb die Lefer auf die genannten Werfe,

'Bmentc_ﬁ Rapitel
Bon den Krummnungen der Fldcdhen.

429, Dicfer Gegenftand fann feiner Natur nad), mit weit qroferer Seicbtijgl'eff
-~ muitteljt der Analyfis bebandelt werden, ald durd) blofe Betrad)tung der Cigenfdhaften der Hugde
depnung: da aber die NRefultate, 3u we[af)en diefelbe fubrt, den Kinftlern febr niplich
fepn fann, von welden wir nidt voraudfeien dirfen, daf fie mit den analytifhen Ope:
rationen vertraut feyen, fo werden wiv diefelbe darjuftellen fudjen, indem wir blod geos
metrifhe Betrad)tungen anwenden. Diefe Methode wird war die ihr eigene Klarheit
mit {id) fubren, aber aud) eine gewiffe Langfamleit in ihrem Sange.

Die Fladen Fonnen in Vegug auf thre Krvammungen in drey grofe Klaffen abges
theilt werden. Die erfie umfaft diejenigen, welde in allen thren Punften gar Feine
Keiammung haben: die Flache viefed Sefdhlechted veduziven fid) auf die Ebene, die 0bris
gend auf beliebige Art im Raume gelegen feyn Fann,  Die wepte Klafle {dlieft alle die-
jenigen ein, die in jedem ihrer Punfte nur eine eingige Krimtmung haben ; died find im
Ullgemeinen die aufwidelbaren Fladen, von denen 3wey aufeinanderfolgende Clemente
betradytet werden Eonnen,. ald feven fie ILheile einer Kegelflade, felbft wenn man die
Grofe bdiejer Clemente ald unbeftimmt in der Nidtung der Kanten der Faden bes
tradytet.  Alle ubrigen Fladyen endlich bilven die dritte Klafje; f{ie bhaben in jedem ihrer
Punfte ey unterfdytedene Krimmungen, die {idh, unabhdngig von einander, andern fon-
nen.  Wir wollen damit anfangen, die einfachften $Iad)en su betradyten, und uerft die
Colinderflacdhen,

430.. @3 fep A B F-E (Taf. XLIL Fig. 4.) eine unbegrdnyte Colinderfladye,
von beliebiger Grundlinie, auf der man einen willtuhrlidy genommenen Punft L betradyte,
Durdh diefen Puntt denfe man {id) die gerave Crieugungslinie C L G und einen Sdnitt
J L K, der dburdy eine auf die Cryeugungslinie redytwinflige Chene gemtacht ift; bdiefer
Sdnitt ijt parallel und abnlih mit der Bafid der Flade, Endlid) denfen wir uns



