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WELLE Mo deteL

Durchfchnitte der Frummen Flächen unter fic

% RTUIEU

Methode zur Beftimmung der Durchfihnitte Erummer Slächen.

Allgemeine Aufgabe

Die Erzeugung zweyer Frummen Slächen ift bekannt und alle Angaben, wel:

&e diefe Erzeugung beftimmen, find auf den Projeftionsebenen verzeichnet;

men foll die Durchfihnittslinie disfer- Slächen Fonfteniren ?

287% Auflöfung Man venfe fih eine Reihe unbeftimmter, und auf pafende

+ Art im Raume gelegener Ebenen; wir wollen zum Benfpiel, um unfere Begriffe feitzus

"ftellen, diefe Ebenen fümmtlich horizontal annehmen und mit E, E/, E”,...2c. bezeichnen,

Befchäftigen wir und zuerft mit der Ebene E; diefe Ebene wird jede Der beyben

vorgelegten Flächen nad) einer horizontalen Kurve durchfchneiden: man Fonftruire die

Projektionen diefer Kurven, nad) den im SOHpergeenben Kapitel vorgetragenen Fed

rungsdarten.

ft diefes gefchehen, fo Fan ed feyn; daß die Kurven, nad denen die Ebene E

die beyden Flächen fehneidet, fich felbft Durchfchneiden, oder daß fie dies nicht thun.

Wenn fie fih nicht durchfehneiden, wie verlängert fie auch feyn mögem, fo ift dies ein

Beweis, daß die beyden Flächen in der Höhe ter Ebene E feinen Purnft mit einander

gemein haben. Schneiden fi) aber die zwey Kurven, fo werden fie dies in einer gewifs ”

fen Zahl von Punkten thun, und diefe Punkte, oa fie zu gleicher Zeit fowohl auf ver

erften Kurve liegen, ald auf der Zweyten, liegen vaher auch zu gleicher Zeit auf den

beoden Flächen, und fie gehören dem gemeinfchaftlihen Durchfchnitte diefer Flächen an.

Ueberdied haben die genannten Punkte zu Projektionen Die Begegnungspunfte ver Pro;

jeftionen der Kurven, und fie find daher beftinimt. z

Indem man diefe bey der Ebene E gemad;te Operation bey fo vielen andern Eher

nen E, E”....2c der angenommenen Reihe, ald man nöthig erachtet, wiederholt, findet

man die Projektionen fo. vieler Punfte de8 Durchfehnittes der zwey Slächen, als man

bedarf, um die Projektionen ded Schnittes felbft verzeichnen zu fünnen.

238. Die fo eben vorgetragene Methode ift allgemein, welches Syftem vo

durdfehneidenden Ebenen man aud) gewählt habe, Wir werden übrigens fogleich fe

ben, daß die Wahl viefes Syftems durdaus nicht gleichgültig fey, fondern daß man
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e3 in gewiffen Fällen fo einrichten fönne, daß fi daraus leichtere und zierlichere Kon:

ftruftionen ergeben ; und Daß es felbjt vortheilhaft feyn Fönne, ftatt eines Oyftems von

Ebenen eine Reihe rummer Flächen anzuwenden, welche nur in einer Dimenfion von

einander abweichen, 2 m =

Um den Durchfchnitt zweyer Umdrehungsflächen zu fonftruiren, deren Aren verti

fal find, ift das vortheilhaftefte Spftem von Ebenen eine Reihe von Horizontalebenen;

denn jede von diefen Ebenen fchneidet die zwey Flächen nad) Kreifen, deren Mittelnunfte

in den refpeftiven Uren liegen, deren Halbmefjer gleich find den Ordinaten der Erzew-

gungslinien in der Höhe der durchfchneidenden Ebene, und deren Horizontalprojeftionen

wiederum Kreife find von befannter Größe und Stellung, Man wird leicht einfehen,

daß wenn die Aren der Slächen parallel wären aber nicht vertifal, man die Projeftiond

ebenen ändern müßte und fie fo wählen, daß eine derfelben fenfreht auf die Aren

würde, BR, E

289. Wenn der Durchfehnitt zweyer Kegelflächen von beliebigen Grundlinien fonz

fruirt werdenfollte, Deren Niffe auf der Horizontalebene beftimmt wären, fo würde

"man durd; das Spftem von Horizontalebenen in Operationen gezogen, welche für diefen

Hall viel zu langwierig wären; denn jede von Diefen Ebenen würde die zwey Flächen
nad frummen Linien fchneiven, welhe zwar den entfprechenden Niffen der Flächen ähn:

lich wären, Die aber nichts defto weniger, jede ins Befonvere, punftweife fonftruirt wer:

den müßten; während dent, wenn manein Spyftem von Ebenen anwendet, die durd) die

gegebenen Mittelpunfte ver beyden Kegel gehen, jede diefer Ebenen die beyden Kegelflä

hen nad einer gewiffen Zahl: gerader Linien fehneiden wird, die fih, außer dem Mit:

telpunttte in eben fo vielen Wunkten begegnen, welche auf dem Durchfchnitte der zwey

Slächen liegen.

Aus denfelben Grunde würde man bey zwey Cylinderflächen von beliebigen Grund:

linien, deren. Kanten verfchieden geneigt wären, ein Spftem von Durchfchneidenden Ebenen

wählen, welche parallel wären zu ven Erzeugungslinien der beyden Cplinder. Die
Schnitte diefer Ebenen in ven Flächen wären gerade Linien, die fih in Punkten ihrer

- Durchfcnittölinie begegneten, Zn Diefen beyden genannten Fällen würden die Punkte
beyder Projektionen der zu beftimmenden Durdfhnitte dur) Die Begegnungen gerader

Linien Fonftruirt,

290. In einigen Fällen Fanır e3 fogar vortheilhaft feyn, Feine. Ebenen, fondern

ein Syftem Frummer Flächen zu wählen, "Bey zwey Umprehungslächen, deren Aren
in einer Ebene wären, aber nicht parallel unter fi, wirde man ein Syften von Kur

gelflächen erwählen, welche ihren gemeinfhaftlichen Mittelpunft in dem Begegnungspunfte



Durhfhnitte der Frummen Flächen unter fid, 167

der beyden Aren hätten, Denn jede diefer Kugelflächen fehnitte die zwey Umdrehungss

flächen nady den Umfängen zweyer Kreife, welche ihre Mittelpunfte auf den vefpeftiven

Aren hätten, und veren Ebenen fenfreht auf die Ebene ver beyden Aren wären, Die

Durhfchnittspunfte Diefer zwey Umfänge, welche zu gleicher Zeit auf der Kugelfläche

und auf beyden Umprehungsflächen lägen, gehörten dem verlangten Durchfchnitte an,

Somit würden die Projektionen ded Durchfhnittes Durd) die Begegnungen von Kreifen

und geraden Linien Fonftruirt, In diefem Falle wäre Die vortheilhaftefte Stellung der

Projeftionsebenen, wenn Eine fenkrecht auf eine der Aren ware, und die Andere parallel

zu den zwey ren.

291. Hat man bey einem vorgelegten Falle dasjenige Spftem Skfepieibehher

- Ebenen oder Flächen gewählt, wodurch fih die einfachften Schnitte wurd die leichteften

Konftruftionen ergeben; fo ift, um alfen nußlofen Arbeiten auszuweihen, die zungchft

fi) Darbietende Frage: die Gränze der Ebenen zu beftimmen, welde Punkte der zu Fonz

ftruirenden Durchfhnittslinie enthalten. Cs Iaßt fi) übrigens, wie leicht einzufehen, für

die Auffuchung Diefer Gränzen eben fo wenig wie für Die Wahl des Gyftems der durd)-

fehneivdenden Ebenen eine allgemeine Kegel geben; da bepde fowohl von der Erzeugungsr

art der gegebenen Flächen, als von ihrer gegenfeitigen Stellung abhängen.

292. Die Anwendung -der vorgetragenen Methode erfodert ferner bey jedem ein:

zelnen Falle noch ‚eine Erörterung, deren Zweek ift zu erkennen, ob die Durchfchnittd-

furve der zwey vorgelegten Flächen eben fey; ob fie merfwürnige Wunfte habe,

und mie diefe zu beftimmen fegen; ob fie einen oder mehrere Zweige habe, und wie

man unter den, durch Die allgemeine Methode gefundenen Punkten, diejenigen unterfchei:

de, welche einem nemlichen Zweige angehören; ob die Durchfchnittslinie aus gefhloffe

nen oder unendlichen Zweigen beftehe ıc.

Bey den einzelnen Beyfpielen werden wir in Die erfoberlichen derartigen Diskuffio:

nen eingehen,

Don den Tangenten und den Mormalebenen zu den Duchfohnittslinien Frum-

mer Släben,

293. , Seder Punkt der Durchfchnittslinie zweyer. Frummen Flächen gehört den bey:

den Flächen zu gleicher Zeit an, Wenn man daher durch einen foldhen Punkt, indem

man ihn als ver erften Fläche angehörig betrachtet, eine tangirende Ebene zu derfelben

Fläche führt, fo berührt Diefe Ebene den Durdjchnitt in dem betrachteten Punft, Gleis

herweife, wenn man dur denfelben Punkt, indem man ihn ald auf der zweyten. Fläche

liegend. betrachtet, eine tangirende Ebene zu Diefer Släche führt, fo berührt aud) viefe



168 Drittes Bud. Zweytes Kapitel,

Ebene den Durhfchnitt in dem betrachteten Punkt. Die zwey tangirenden Ebenen ber

rühren daher den Duchfchnitt in dem nemlichen Punft, und da diefer Punkt zugleid)

der Geraden angehört, nach welcher fie fich fhneiden, fo ift Diefer gerade Durchfihnitt

der- zwey tangivenden Ebenen die Tangente zu dem Durkhfihnitte ver beyden Flächen an

dem genannten Punft, '

Wenn die Eine ver beyden Flächen eine Ebene ift, fo haben wir fehon (Art. 218.)

gefehen, daß die Tangente an irgend einem Punkt ihrer Durchfohnittölinie in dem Durdir

fgnitte der tangirenden Ebene und der Ebene de3 Schnittes Tiege,

294, Die Ebene, weldhe eine aus dem Durkhfchnitte zweyer Flächen entftandene

doppelt gefrümmte Linie rechtwinklig durchfchneidet, und welche folglich fenfredht auf die

Tangente an dem Durhfchnittöpunfte ift, heißt Normalebene ver frummen Linie

cArt, 69). Obfhon man bey den Anwendungen ver darftellenden Sepmetrie haufig

Normalebenen zu Frummen Linien von doppelter Krümmung zu betrachten hat; fo wers

den wir uns doc, in Bezug auf ihre Konftruftionen, in Feine weiteren Details einlaffen,

da fie immer als befannt zu betrachten find, ‚fobalo die Stellung der entfprechenden Tans

gente zu der Linie beftimmt ift, r

Aufgaben über die Konftenktionen der Durhfchnitte Erummer Flächen.

Erftte Aufgabe

Es find swey Umdrehungsfläben von vertikalen Aren gegeben; man fol ihre

gemeinfchaftliche Durchfehnittslinie Fonftruiven ?

295. Aufldfung Wenn man bey ver Unterfuchung, welche zu der vorliegen
den Aufgabe Beranlaffung, giebt, Feine anderen Durchyfchnitte zu betrachten hat, als den
der beyden Umdrehungsflächen, fo gewährt e8 einigen Bortheil die Projeftionsebenen fo

zu wählen, daß die Vertifalebene parallel zu den beyden Aren wäre. Gobald aber zu

‚gleicher Zeit no die Durchfchnitte diefer Flächen mit Andern zu betrachten wären, fo
brachte die Veränderung ver Projektionsebenen feinen weiteren WVortheil, und man Fann

fih die Gegenftände foger leichter vorftellen, wenn man fie Alle auf die nemlichen

Ebenen bezieht, Wir werden daher die Ebene der beyden Aren in beliebiger Neigung
gegen die Vertifalebenen annehmen,

296. Wir wählen als Beyfpiel zwey gerade Ereisförmige Kegel Taf. XXVIL.

(A, ad) und (B, 5 2’) feyen vie vertifalen Uren der beyven Flächen, CA, a) der

Mittelpunft der Einen und TUT V ihr Riß-auf der Horizontalebene, CB, 5) fey
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der Mittelpunkt der zwegten Fläche und ihr Rif auf der Horizontalebene fey der Kreis
IR 2,

Dean fehneive beyde Flächen durd eine Neihe von Horizontalebenen, deren Pror

jeftionen auf der BVertifalebene die unbeftimmten Horizontalen 17, 77,1"... find,

eve von diefen Horizontalebenen, zum DBepfpiel die in Z 7 projeftirte, begegnet der erz

ften Fläche nad) einem Kreife, deffen Horizontalprojeftion M FG ift; diefelbe Ebene be:

gegnet der zweyten Fläche ebenfalls nad) einem Kreife, der fih nah N FG auf Die

Horizontalebene projektirt. Die zwey Kreife MFG, N FG begegnen fic) felbft in zwey

Punkten F, 5; man projefiire diefe auf die Horizontale 7 / nah f und g, und man

bat in CF, /), (6, g) zwey Wunkte der zu beftimmenven Durhfhnittälinie,

Diefes nemlihe Verfahren bey einer beliebigen Anzahl von Hülfsebenen 7. 7,

U’ T’y...2%, wiederholt, giebt bey einer jeden, welche Punfte des Schnittes enthält, im

Allgemeinen zwey folher Punkte.

297. € if fofort erfoderlih, die begränzenden En2 I der: angenommenen

Neihe zu finden, weldhe die Außerften Punkte ver zu beftimmenden Linie enthalten. Zu

diefem Ende führe man durd die beyden Aren CA, aa), (B, 5 0’) eine Ebene V U,

welche die beyden Flächen, jede nad) einem Meriviane fchneivet, und laffe Diefe Ebene

fanımt den in ihr enthaltenen Merivianfchnitten fih um die eine Are CA, ad) drehen,

bi3 im die zur DVertifalebene parallele Stellung T T. Dur Ddiefe Drehung fällt der

Meridian der erften Släche mit dem gegebenen z a 7 zufammen, und der Meridian ver

zwenten Fläche wird Die Stellung (A T, =" 0" 2°) nehmen, welche leichtzu Fonftruis
ren ft,

Sie Die gefchehen, fo werden die ın einer Ebene T T betrachteten Meriviane,

ta!,x” b’ z’ fi in einer gewiffen Azahl Cin unferm Beyfpiele in vier) Punften

fneiven. Durd) diefe Punkte /, H, de ziehe man die unbeftimmten KHoriontalen

ii,h h,d'd,ee, fo hat man die Projektionen der begränzenden Ebenen der ange
nommenen Reibe; und wenn man die, auf DenIPeN Horizontalenen gemefjenen Abftän;

de der Munfte 7, 7, d’, € von der Geraden a a’ nimmt, und fih auf ver VA U

nadjeinander von A a D, nah) H nad) I und E trägt, fodann diefe leßtgenannten

Punkte auf die entforechenden Horizontalen nad) d, nad) 7, nad) i und e projeftirt, fo

find (I, :), CH, A), (D, d), CE, e) die in den begränzenden Ebenen enthaltenen Yunk:

te de8 Durchfchnittes der beyden vorgelegten Umdrehungsflächen,

298. Die gefundene Durchfihnittslinie befieht aus zwey, auf beyden Sehen der

gegebenen Flächen gelegenen Zweigen (D FE G,dfeg), (HILK, hi); und da

die beyven Flächen fymetrifch find, in Bezug auf die ihnen gemeinfhaftlihe Meridian

x 22
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ebene VA BU, fo ift. leicht zu erfehen, daß auch die Linie ihred gemeinfamen Durch

fhnittes fymetrifch fey, in Bezug auf Diefelbe Ebene.

299. Um an irgend einem PWunft (C, c) der Fonftruirten Durhfhnittslinie Die

Tangente zu erhalten, fo wifjen wir, daß diefe Tangente die gerade Durcfchnittälinte

der tangirenden Ebenen zu den zwey gegebenen Flächen an vemfelben Punfte CC, c)

fey; CArt. 282) und daß es, um Diefe Tangente zu beftimmen, hinreichend ift, ihren-

Durhfopnittspunft S mit der Horizontalebene zu Fennen. Nun aber liegt viefer lehte

Punft, in dem Zufammentreffen. ver Horizontalriffe der tangirenden Ebenen zu beyden

Flächen an dem ihnen gemeinfchaftlichen Punfte CC, c); wenn man daher diefe Niffe

QO 09, RR nad) den im zwepten Kapitel ded zweyten Buches vorgetragenen Methoden

fonftruirt, und ihren Begegnungspunft S auf die Vertifalebene nad) s projektirt, fodann

die Geraden C S, cs zieht, fo hat man vie Projektionen ver verlangten Tangente, wel,

che Projektionen felbft wiederum Zangenten find, zu den Projektionen der Durchfchnitts:

linie.

300, Die Tangenten an den auf der Meridianebene V A B U liegenden Punften

(I, i), CH, 4), (D,d), CE, e) der Durdfchnittölinte find horizontal, und ihre unbe

flimmten Bertifalprojeftionen find die Geraden i ’, AA, dd,e ce, welche die Kurve

ikh,dfeg in den Wunften i, 7, d,e berühren. In der That, find Die tangirens

den Ebenen zu den begden gegebenen Flächen an einem der genannten Punkte fenkredt

auf die nemliche Merivianebene V A BU; ihre Horizontalrifje find daher parallel unter

fi), und ihre gemeinfchaftlichen Durdfshnitte, welche Tangenten find zu der Durdyfchnitts;

linie an venfelben Punften, find ebenfalls auf die Ebene V A BU fenfredhte Hori-

zontallinien. Da nun überdies die genannten Punkte die Einzigen find, deren Tangens

ten eine horizontale Richtung haben, jo folgt daraus noch ferner, daßfie Diejenigen Wunfte

eines jeden Zweiged der Duchfihnittslinie feyen, deren Höhen über der Horizontalebene

ein Marimum oder Minimum find,

Zweyte Uufgabe

Mean fol den Durcchfchnitt zweyer Cylinderflächen von beliebigen Grundlinien

Fonftruiren?

301. Aufldfung Bey der vorgelegten Aufgabe, befonderd wenn die gegebenen

Eylimder von Freisförmigen Grunpdlinien find, ıft es vortheilhaft, die Projektionsebenen

jo zw wählen, daß Eine verfelben parallel zu den Erzeugungslinien der zwey Eylinder
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fey.. Wir werden übrigens hier, der allgemeinen Auflöfung weasn, die Erzeugungölinien

der zen Flächen auf beliebige Art gegen die Projeftionsebenen geftellt‚annehmen.

&3 feyen veomnahb GEEN und O K J I (Taf. XXVIM) die auf der Hori-

zuntalebene gegebenen oder Fonftruirten NRiffe der beyden Cylinderflähen CA B, ab)

jey die Gerade, zu welcher die Erzeugungälinie der einen, und (CD, c d) die Gerade,

zu welcher vie Erzeugungslinie der zweyten Cylinderfläche parallek jeyn fol.

302. Man denke fidy die begden Flächen durd) eine Reihe von Ebenen gefchnits

ten, welche fäntntlic parallel find zu ihren refpeftiven Erzeugungslinien, Diefe Ebenen

werden die beyden Eylinder nach geraden Linien fehneiden, und alle derartigen geraden

Schnitte, welche in einer nemlichen Ebene liegen, bejtimmen durch ihr wechfelmeifes Zur

fammentreffen, eben fo viele Punfte der zu fuchenden Durchjehnittälinie,

Demnad führe man durch die eine gegebene Gerade (C D, c d) eine Ebene par

rallel zu der andern gegebenen CA B, a 5), und man beftinme ven Nig A’ C diefer

Ebene auf der Horizontalebene. Die Horizontalriffe aller Ebenen der angenommenen

Reihe werden parallel zu diefer Geraden A’ C feyn.

- Wenn, ‚wie in unferm angenommenen Benfpiele, die Grundlinien der beyden Ey

Iinder gefchloffene Kurven find, fo ziehe man auf der Horizontalebene die Parallelen zu

A’ C, weldye wie die GN O over L J die Grundlinie des einen Cplinder8 berühren,

und Die ded Andern entweder ebenfalld berühren oder in mehreren Punkten durchichneis

den, und man hat die Niffe der begränzenden Ebenen der Reihe, das heißt derjenigen

Ebenen, zwifchen welchen alle Punfte der Durchfchnittsfurve beyver Eylinder eingefchlofr

fen find. Denn jede andere, zu Den Erzeugungslinien der zwey Eylinverflächen parallele

Ebene, deren Riffe auferhalb des Slächenraumesfiele, den die zwey Perallelen GO,LJF

begränzen, fchnitte entweder nur Eine der beyden Flächen oder Feine von Beyden und

offenbar Fönnte fie in beyden Fallen Feine Punkte des Schnittes enthalten, weil fie

durhaus feinen Punkt der zwepten Fläche mehr enthielte,

EK fey fofort der Riß einer Ebene der Neihe, welche die Grundlinie der erften

Zläche in den Punkten E, F fihneidet, und die Örundlinie der zweyten Fläche in den

Punkten I, K. Zieht man durd) diefe Punkte zu den Projektionen der beyderfeitigen

Erzeugungslinien die Parallelen ER,FP und I S,KR, fo beitimmen diefe Parallelen

durd) ihr gegenfeitiged Zufammentreffen die Punkte S, Q, P,R, die der Horizontalpro>

jeftion de3 Durchfchnittes der zweg Flächen angehören.

Sudenr man die Puntte FE, F und I,K auf die Projeftionsare nad) e, fund KR

projeftict, und durd) Diefe leßteren Punkte die Parallelen er, fg und is, 4 p zu der

‚Geraden a b, c d. zieht, fo erhält man dur das. Zufammentreffen diefer Parallelen in

2
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5, 7, pP, g, die Vertifalprojeftionen derfelben Punkte des Durchfchnittes, deren Horizontak

projeftionen S, R, P, Q find. |
Wir miüfen hier bemerken, daß e3 nicht nothwendig ift, die beyven Wrojeftionen

der Durdfchnittslinie unabhängig von einander zu Fonftruiren, fondern Daß wenn mar

einen Punft einer Projektion gefunden hat, man feinen entfprechenden auf der andern

Projektion finden Fonne, wenn man diefen Punkt mittelft einer Senfrechten auf die

Mrojeftiondare auf eine der Geraden projeftirt, die ihn enthalten muß.

Diefes liefert ein Mittel, die Genauigkeit der Operationen zu berühren, und in ge

wifen Fallen die Durchfänitte von Geraden zu vermeiden, die fi) in zu fihlefen Winfeln

begegneten.

303. Um die Zangenten zur Horizontalprojektion zu erhalten, zum Beyfptel

jene an dem Wunft S, ift ed nur erfoderlih, den. Durchfchnittspunft der Tangente, die

Dem Punkt CS, s) angehört, durch) die» Horizontalebene zu Fonftruiren. Aber diefe Tanı

gente ift der Durchfihnitt der Ebenen, welche die beyden Eplinder an dem Punft (S, s)

berühren, undfie trifft die Horizontalebene in dem Begegnungspunfte ver Horizontal:

riffe jener beyden tangirenden Ebenen, wenn man daher diefe Riffe E Y,IY nad den

befannten Verfahrungsarten (Art, 79.) Fonftruirt, und ihren Begegnungspunft- Y mit

dem Punfte S verbindet, fo it die Gerade S Y die verlangte Tangente an den Punkt

S; und wenn man den Punf: Y auf die Projeftionsare nad) y projektirt und die Ge

rade s y zieht, fo Dat man Die Tangente in s zu ber Serhfalprojefnon rs pg des

Durdfchnittes.

304. Die begränzenden Ebenen der angenommenen Neihe, zum Beyfpiele die, de

ren Riffe auf der Horizontalebene L J’ J ift, berührt den erften Eylinder nad) einer

durd den Wunft L feiner Grunpdlinie gehenden Kante (L &, / «) und fie durd:

fhneidet den zioenten Eylinder nah) zwey Kanten (Io, ja’), (V" R,j R), die fih mit
der Erften in den Punkten (a, &'), CB, RB) de3 Durchfchnittes Freuzen. Aber die tan:

girenden Ebenen zu den beyden Eylindern an diefen Punkten (, «), 8, B) müffen

fi) offenbar nad) den Geraden (I a, j @), () PR, j ®&) fihneiden, daher find -diefe

Geraden zugleih auch Zangenten zu der Durkhfehnittölinie der zwey Cylinder. Shre

Horkontalprojeftionen Ja, JR berühren die Horizontalprojeftion de Durdfchnittes in

den Punkten &, ß und ihre SSEPEAIGEDENEBEN je,j 8 berühren die Vertifalprojeftion

des Schnittes in den Wunften a’, ß'.

305. Die Horiontalprojeftionen Der Imfey Gylinderflächen werden durd) die Ge:

radem begränzt, welche parallel zu A B berührend an die Grundlinie ELF GN 980

gen find, und durch die Parallelen zu D C, welche die Grunplinie I KM J berühren.
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Die Gerade M y ift eine diefer Parallelen; durch ihren Berührungspunft M mit ber

Grundlinie IK MJ führe man eine der angenommenen Hülfsebenen. Sndem man bey

diefer Ebene, deren Riß M’ H ift, wie bey den übrigen arbeitet, erhält man nebit an:

dern, Punfte wie y der Horizontalprojeftion ded Durchfchnittes, und, diefe find zugleich

bie Berührungspunfte der begränzenden Geraden M y mit derfelben Projektion. Denn

die Tangente an dem in y projektirten Punkt ded Durchfchnittes ift der tangirenden

Ebene zu dem Eylinder von der Grundlinie IK MJ enthalten, deren unbeftimmte Ho:

rizontalprojeftion mit der Geraden M y zufammenfällt. (Art. 128).

Pad der-ganz gleichen FZolgerung findet man einen Beruhrungspunft & der Der

tifalprojeftion der Duchfchnittslinie mit der begränzenden Geraden m 2’, wenn man durd)

den Punft u der Grundlinie, deffen Vertifalprojeftion m ift, eine Hülfsebene der ange:

nommenen Reihe führt und die Projektionen, der in diefer Ebene emthaltenen Punkte .

der Durdfchnittslinie beftinmt.

Auf diefe Weife fuche man in jeder Projektion die Berührungspnntte der. begran:

zenden Kanten beyder Eylinder mit den Projektionen ihrer Durchfchnittölinie, denn viefe

Punkte find dadurd, daß man ihre zugehörigen Zangenten Fennt, zur genauen Verzeich-

nung der genannten Projeftionen fehr behülflich.

306. Wenn die Grundlinie zweyer fi durchdringender Cylinder kan&%

nien find, fo Fann Fein Punkt ihrer Durhfchnittslinie im Unendlichen liegen, außer wenn

einige Kanten der ziwey Eylinder parallel unter fih wären; aber zwey Kanten fönnen

nit unter fid) parallel feyn, ohne dag fammtliche Kanten beyder Eylinder parallel unter fich

wären, und nach Diefer Hypothefe des Warallelismus der beyderfeitigen Kanten, fehnitten fich

‚die SHhlinderflichen nad geraden Linien. Es folgt varaus, daß, welches aud) die Leit:

Iinien der zweg Flächen feyn mögen, vorausgefebt, daß fie bey beyven Eylindern aus

gefchloffenen Zweigen beftehen, fo find die Zweige ded Durhfnitted immer gefchloffen,

pder fie befchränfen fih auf gerade Linien, Wären jedod) Die Leitlinien ver Cylinder

Kurven von unendlihen Zweigen, fo daß ihre refpeftiven Niffe auf der Horizontalebene

von allen, zu ven beyderfeitigen Erzeugungslinien parallelen Ebenen getroffen würven,

fo müßte fi) die Durdhfhnittslinie nothmwendig ind Unendlihe ausdehnen,
307. Unter der Vorausfeßung, daß die Leitlinien der zwey Cplinder gefchloffene

Sinien fenen, wie in der Taf. XXVIIL. ift die Dursfchnittölinie ebenfalls gefchloffen;

aber fie fann aus einem einzigen, oder aus zwey abgefonderten Zweigen beftehen, mas

mittelft der NRiffe der begränzenden Hülfsebenen unmittelbar erfannt werden Fann.

$n der vorliegenden Figur ift der Niß G O der einen begränzenden Hülfsebene ©e:

Fante zu der Grunplinie GEL N und Tangente zu der Grunoline K I JM; ber
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zweyte begränzende Niß L J hingegen it Oelfante zu der legten‘ Grundlinie und Tan;

gente zu Der eriten, Aus diefer Stellung der begrängenden Kiffe wird manfogleich ers

 Eennen, daß Feiner ver beyden Eylinder von dem andern gänzlich dDurchdrungen werde,

Der Abjihnitt des erften Cylinders, welhem der Bozen G G N angehört, freift ‚über

den zweyten Eylinder weg, und der Abfchnitt diefes Zweyten, dem der Bogen Tu J

entfpricht, lauft unter dem erfien hindurch, fo daß der eine Cylinder gewiffermanßen ein

. Stüd aus dem Andern ausreifet. Die Durhfpnittslinie ver beyden Eylinder Fann daher

nur aus einem einzigen gefchloffenen Zweige gebildet feyn.

Würdehingegen aud) der Niß L J, fo wie der G O, die Srundlinie LJ MK des

zmeyten Cylinders berühren, und die des erften durchfchneiven, fo wäre Diefer legte Cys

linder nothwendig ganz von demerflen durhdrungen; der Durhfohnitt beftünde aus

zwey abgefonderten Ziveigen, einem Zweige de Eintritt3? und einem Zweige ded3 Aus-

ganges des Fleineren Cylinderd aus dem Größeren.

Ein dritter Fall wäre endlich, wenn ein begränzender Ni zugleich beyde Grunds

linien berührte, die Durchfchnittälinie der zwey Cylinder beftünde fodann aus einem

einzigen Zweige mit einem doppelten Punkte, und diefe Linie bildete den Uebergang der

Schnitte von zwey Zweigen, zu jenen von einem einzigen Zveige,

308. &8 giebt Fälle, wo die Durchdringung zweyer Eylinder.eine ebene Kurveit,

Nehmen wir zum Beyfpiel einen horizontafen Eylinder (Fig. a. Tafe XKXVIIL), welcher

al3 Grundlinie einen vertikalen Kreis vom Durchmeffer AB hat, und von weldem

die, durd) die Enpdpunfte A, B deffelben Durchmefjerd gehenden Kanten die Honrizons

tallinien AC E,B FD find, Indem man diefen Cylinder durd) eine vertifale Ebene

C D fihneidet, und diefen Schnitt als die Grundlinie eined zweyten Cylinderd betrad)-

tet, deffen Kanten parallel find zu den gegebenen Geraden C F, DE, fo ift em

leuchtend, daß viefe beyden Cylinder fich durchfchneiven, und daß ihre Durchfchnittölinie

aus zwey ebenen Kurven beftehen müfje, die in den Vertifalebenen C D, E F gelegen

find; und daß diefe Kurven fich felbft in einene Punkte fchnitten, deffen Horizontalpro:

jeftion O ift, Diefer Punft wäre der Durchfchnitt ziveyer horizontalen Kanten, die in

der nemlihen tangirenden Ebene enthalten find, Der Durhfchnitt diefer Ebene und der

beyden Bertifalebenen C D, E_F beftimmte die horizontalen Tangenten zu der Durch-

fnittölinie der begven Eylinder,
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Dritte Auf arbir,

Man foll den Durhfehnitt einer Aegelflähe von beliebiger Stundlinie ‚und

einer Rugel ESSEN

Wir nehmen bier an, die zwey Flächen feyen Kiifientiiie ‚ weil wirr biefed befondes
ren Falles für die folgende Aufgabe bedürfen,

309. Auflöfung CA,a) (Taf. XXIX. Fig. 1.) fey der gemeinfchaftliche
Mittelpunft ver zwey Slähen; B C DE der gegebene Horizontaltiß der Regelfläche;
a m der Halbmefjer der Kugel und ver Kreisbogen 7 g’ f’ m ein &tüd der Gränze
der Bertifalprojeftion diefer Kugel,

Es ift einleuchtend, daß die mit dem Kegel Fonzentrifche Kugel die beyden

Netze diefer Fläche fchneiden werdesg und daß die Durchfihnittslinie aus zwey abgefon-

_ erten, und in Bezug auf den Mittelpunft der Kugel, fometrifh gelegenen Zweigen be

ftehe. Wir werden dahernur einen Diefer Zweige, nemlid) den auf dem unteren Neke

der Kegelfläche gelegenen Eonftruiren; weil Alles von Diefem unteren Bweige gefagte

gleihmäßig von dem Dberen gilt,

Man denfe fih) durch den gemeinfhaftlihen Meittelounft der zwey Flächen "eine

Reihe von Ebenen, welhe man fämmtlich fenfreht auf eine der Projeftionsebenen anz

nehmen Fann. Sn der Fig. 1. Taf. XXIX, haben wir diefelben vertifal angenommen.

Sede von diefen Ebenen wird die Kegelfläche nach geraden Linien fihneiven, und die

Kugelfläche nad) dem Umfang eines ihrer großen Kreife; und in jeder Ebene beftimmen

die Begegnungen Diefer Geraden mit dem Umfange des Kreifes, Punkte des verlangten

Durhfihnittes, Man ziehe daher dur den Punft A fo viele unbeftimmte Geraden

C AE als man will, fo hat man vie Horizontalprojeftionen eben fo wieler Ebenen. ver

Reihe. Sgede diefer Vertifalebenen, wie A E, f&neidet Die Kegelfläche nad) zwey Kanten,

welche durch die Durchfchnittspunfte C, FE, des Niffee BC DE, und der Geraden CAE

gehen, und deren Vertifalprojeftionen Die Geraden c a’, e a’ find. E38 bleiben nun Die

Begegnungspunkte diefer Kanten mit dem Schnitte der Kugel dur) Diefelbe Ebene zu

- finden.

Nachdem man zu Diefem Zwed durch) den Punft-A ver Geraden FA D’ parallel zu

der Projeftionsare L M gezogen, denfe man fi, daß die Vertifalebene CA E jih um

die aus A errichtete Vertifale (A, a a) drehe, bis fie parallel zur vertifalen Projek

tionsebene geworden fey; und daß fie überdie.nie in beyden Flächen gemachten Schnitte

mit fid) führe, Dur diefe Bewegung werden die Punfte C, E nad) G und F,fom:
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men, und wenn man diefe legten Punkte auf die Vertifalebene nad) f, g projektirt und

die Geraden f a’, g a zieht, fo find diefe Geraden nebft dem Umfreife f g’ m bie

Schnitte der Ebene und der beyden Flächen, in der Stellung betrachtet, die fie, vermds

ge der Bewegung der Ebene genommen haben. Die Begegnungspunfte fg’ der Geraden

fd, ga mit dem Umfreife, find daher die Projektionen ver Punfte des verlangten

Durdfhnittes, gleichfalls in der neuen Stellung der Ebene betrachtet, Diefe Punkte

f,g geben nun zugleich die Höhen derfelben Punkte des Durdfänittes über der Hori

zontalebene an; man ziehe Daher durch diefelben die Horizontalen F 7, g ü, fo beftims

men diefe dur, ihr Zufammentreffen in 7, z mit den entforechenden Geraden ae, a’ c

die Vertifalprojeftionen jener Punkte des Durchfchnittes in ihrer natürlihen Stellung ;

und wenn man A und zZ auf die Gerade C A E nad) H und J projektirt, ‚beftimmt

man die Horizontalprojeftionen H,J derfelben Punkte.

E3 ift leicht zu erfehen, daß die Punkte H, I in der nemlihen Entfernung vom

Punft A feyen, wie die entfprechenden Punkte //, g’ von der Vertifalen a a’, Diefer

Umftand giebt ein Bewährungsmittel für die. Genauigkeit der Konftruftionen, was haupt

\ fächlich bey den zu fihrägen Durfänitten der Geraden C E mit, den projeftirenden Ger

raden von Nuben tft,

310. Um die Tangente an einem Punkt CI, 5) de3 Durhfehnittes zu erhalten,

fuchen wir, wie in den vorhergehenden Beyfpielen den Durchfchnitt diefer Tangente durd)

die Horizontalebene, welcher Ießtere Punkt fih aus dem Zufammentrefien der Horizon

talrifje der tangirenden Ebenen zu beyden Flächen an dem Punft (I, ;) ergiebt.

Nun aber ift die Tangente in C zu der Krummen BC DE vffenbar der Rıß

der genannten tangirenden Ebene zu der Kegelflähe. Wa3 den if der tangirenvden

‚Ebene zu der Kugel betrifft, fo verfahre man bey den Umprehungsflädhen, indem man

nemlih an dem Punkt g’ zu dem Kreife e fg" m die Tangente g’ o zieht, welche ver

längert die Gerade L M in einem Punkt o trifft; fovann a o auf ver EA von A

nad O trägt, und durd) den Punft O die,Gerade O P fenfreht auf C E zieht. Die

zwep gefundenen Riffe C P, O P fchneiven fid) in dem Punft CP, p), und wenn man

die Geraden P J, p i zieht, fo hat man vie Projektionen der Tangente in dem Punkt

(J, i) ded Durhfhnittes der zwen Flächen.

311. Die Vertifalprojeftion n A 2 A der Duccfchnittslinie hat mehrere merkt:

Dige Punkte, welche auf den begränzenden Linien der Projektionen beyver Flächen Liegen,

und welche bejtimmt werden müffen, wenn man Die genannte Kurve mit Genauigfen

ziehen will,
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Die Projeftionen a’ d, a’ d der äuferften Kanten der Kegelfläche Eönnen (Art. 128)

als die Projektionen von tangirenden Ebenen zu der Fläche betrachtet werden, welche

fenfreht auf die Vertifalebene find, woraus. folgt, daß diefe Projektionen a’ 2, a’ d aud)

Die Krumme n h hi in Punkten wie m, A berühren. .

Man beftinme, um diefe Punfte zu finden, vorerft die Kanten (A B,« 5),

CA Dya' d) der Kegelfläche, deren Bertikalprojeftionen die Grängen der Bertifalprojek

tion der Fläche find, was bey dem befonderen Falle eines elliptijhen Kegels nad) dem

Berfahren gefhieht, weldye3 wir Urt, 87. angegeben haben.

Nachdem viefes gefchehen, befpreibe man aus A als Mittelpunkt, und mit ven

Halbmeffern A B, A D Kreisbögen,, welche die Gerade A F in den Punkten B/, D’

ae, diefe leisteren projeftire man auf Die LM nad) 2’, d’; zieht man’ fodann Gera:

den ad b, a d', welde ven en m f g in n’, # fehneiden, und durch Diefe

Punfte 7’, # die Horizontalen nn,%, fo treffen diefe in den Punkten n, 4 mit den

Gränzen a’ b, a’ d der Vertifalprojeftion des Kegeld zufammen. Die Senfredten n N,

AK auf LMtreffen die Geraden A B, A D in den Punften N, K der Horizontalpro:

jeftion NIK H des Durdfihnittes des Kegeld und der Kugel.

Die auf dem Kreife g’ fm gelegenen Punkte ver Krummen n ik h ergeben fi.

fehr einfach, denn fie find die Durchfihnitte des Merivians CF A,n’f g' m) der Kugel

mit den in verfelden Ebene enthaltenen Kanten ver RKegelfläche. Konftruirt man eine

diefer Kanten wie (AX, a x), fo ergiebt fih ver Punft CR, 7), ald Derjenige, in

welchem fie die Kugelfläche durchfihneidet, und r it folglich ver Berührungepunft des

Kreije3 mit ver Krummen n i Ak hr Auf viefelbe WBeife beftimme man den ähnlichen

Punft r. Die Kurve nh ki bat einen dopvelten Punft @, welcher auf einer Geraden

a € liegt, die duch den Punkt a’, der Vertifalprojeftion des Mittelpunfts der Kegelflä

che, und durch den Punft e', der Bertifalprojeftion des Wunfts e, geführt ift, Diefer

Ießte Punft e ift der Durdfänitt der zu L M parallelen Geraden F A D’ und des

Durchmeijers BD. Denn diefer Durchmeffer (Art. 87) fehneidet die Sehne ve 7 der

Ellipfe in zwey gleiche Theile, und da vie Mitte & auf der Geraden F A G liegt, fo

folgt daraus, daß die Geraden Aw m, A wo 7 gleich find. Betradhtet man diefe Ger

raden als die Wrojeftionen zweyer Vertifalebenen, die dem Syftem der die zwey Flächen

fhneidenden Ebenen angehören, fo projeftiren die in Dee Ebenen enthaltenen Kanten

fid) auf die Bertifalebene, nad der einzigen Geraden a’ €, une fie werden von der

Kugel in zwey Punkten gefehnitten, die auf der Horizontalen (@’ @", ©) liegen. DerDurd):

fhnitt der zwey befannten Geraden w @, a e beftimmt den doppelten Punft » der

Krummen niok u

’

23 :
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Vie vie VEL HE

Man fol die Aufwicklung einer Begelflähe von beliebiger Grundlinie Fon:

firuiren, und suf der sufgewickelten Släche einen Schnitt derfelben Übertragen,

deffen zwey Drojeftionen befannt find?

312%. Auflöfung Dean denke fi eine Kugel von beliebig genommenemuHalbs

meffer,, welche Eonzentrifch) mit der Kegelfläche ift, und man fonftruire, wie wir e$ in

der vorftehenden Aufgabe gethan haben, die Projektionen ded Durchfcnittes Diefer zwey

Flächen. Nachdem viefes gefchehen, fieht man leicht ein, daß alle Punkte des fohärifchen

Durhfihnittes auch in gleicher Entfernung von dem Mittelpunfte des Kegels fenen, und

daß fie fich daher auch auf ver aufgewidelten Fläche in gleicher Entfernung vom Mit

telpunft befinden müffen, und folglich auf einem Kreisbogen , welcher aus diefem Mit:

telpunft, und mit einem ‚Halbmieffer gleich jenem der Kugel befchrieben ıft, Wenn man.

Daher einen Yunft R (Fig. 3 Taf. XXIX.) als ven Mittelpunft der aufgewidelten Ke;

gelflähe annimmt, und aus vemfelben mit einem Halbmeffer glei) @ m (Fig. 1.) einen

unbeftimmten Kreisbogen S T U befcjreibt, fo werden fid) auf viefen Bogen alle Punkte

des. fphärifchen Schnittes auflegen, fo dag die Theile Diefes Bogens ‚wechfelöweife gleich

find den entfprechenden Theilen des fohärifchen Schnitted. Ed handelt fi) nun, nad.

dem man auf diefem Durdfihnitt einen beliebigen WBunft ald Urfprung genommen, zum

Benfpiel ven Punkt (R’r') (Fig. 1.) und einen Punft S (Fig. 3.) als feinen corre-

fpondirenden auf der aufgewicelten Fläche, die verfchiedenen Bögen des fphärifchen Durch):

fojnittes aufzuwideln, und viefelben nacheinander auf ven Kreisbogen ST U von S nad

den Punften T....2c. zu tragen. Zu diefem Ende muß man der fphärifchen Linie, da

fie von doppelter Krümmung ift, nadı und nad) ihre zwey Krümmungen entziehen, ohne

ihre Größe zu /alteriren, was auf folgende Weife gefchieht. /

Die phäriihe Durdichnittölinie it auf der Horigontalebene in RJKH (Fig 1.)

projektirt, und man fann fie betradjten, als auf einer vertifalen Cylinderfläche verzeichnet,

deren Bafiö RI KH wire. Man Tann daher diefe Flache aufwideln, wie wir e3

(Taf. XX. Fig 2.) gezeigt haben, und auf diefe aufgewicelte Cylinverflähe ven fohäri

fen Durchfchnitt übertragen, indem man den Bogen R’J (Taf. XXIX. Fig. 1.) nad

R’T (Fig. 2.) aufwidelt, und alsdann Die Bertifale (I, 2 :) (Fig 1.) fenk

reiht auf R’ R” (Fig. 2:) von I’ nach J” trägt. Die Krumme R” J”H” DB, welche

durch alle, auf diefe Art beftimmten Punkte J”... geht, ift die fohärifche Durchfchnittslinie,

ihrer Ihorgontalen Krümmung benommen, unbefchadet ihrer Länge, Dam erhält die Zan-
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gente am PWunt I” diefer Krummen, wenn man J P (Fig. 1.) nimmt, diefelbe auf der |

R’R” (Fig. 2.) von J nach P’ trägt, und die Gerade J” P’ zieht,

Sit diefes gefhehen, fo wide man die Krumme R” J” H” R” (Fig. 2.) auf,

um fie wieder nad) den Kreisbogen ST U (Fig. 3.) zu biegen: zum Benfpiel, man

trage den Bogen R” J’ von S nad T, fo IE T auf der aufgewicelten Fläche der Punkt,

wohin fih der Punkt CJ, I CFig. 1.) des fohärifchen Schnittes auflegt, Wenn man

daher die Gerade R T zieht, fo hat man auf ver Aufwicklung der Fläche die Stellung

der Erzeugungslinie CA C, ac); (Fig. 1.): wenn endlich auf diefer Erzeugungslinie

ein Punkt läge, den man auf die Aufwiclung übertragen follte, wie ver Punft CC, c),

fo braucht man nur die Entfernung (Fig. 1) diefes Punfts vom Mittelpunft der Ker-

gelfläche zu nehmen, und fie (Fig. 3) auf der RT von R nad) V zu tragen, fo ift

der Punft V auf der aufgewicelten Fläche derjenige, den man betrachtet hat, und die

ginie YVY WA der er angehört, ift Die, auf Diefelbe Aufwiclung übergetragene ellipti-

fhe Grundlinie BC DE der Kegelfläche,

ı Die Tangente cp (Fig. 1) der Ellipfe und Die Tangente zu dem fohärifihen

Durhfchnitt am Wunft (I, ©) fhließen mit dem GStüde (C J, c i) der Erzeugung:

linie des Kegeld ein in C.J, z) rechtwinfliches Dreyed ein, welches, da daffelbe in einer

tangirenden Ebene zu der Kegelfläche enthalten ift, in der YAufwicklung fih nicht verän:

dert; wenn man daher durch den Punkt T- CFig. 3) die Senfredhte T P” auf die &e

rade RT errichtet, auf diefer Senfrechten fovann die Länge (J P, ip) von T nah P”

trägt, und das recdhtwinflige Dreye P’ T V vollendet, fo ift die Seite P’ V Zangente

zu der Krummen Y V.W X, ver Aufwiclung der elliptifchen Bafis BCDE ver ge

gebenen Kegelfläche,

BUNnA

Es find zwey beliebige Begelflächen gegeben; man foll ihren wechfelfeitigen

Durbhfehnitt Fonfiruiren?

313. Auflöfung. Wir wählen als Benfpiel zwey fihiefe Segel, einen von

freisförmiger, und einen von elliptifcher Bafis, deren Axen in einer Ebene liegen, und

wir nehmen die vertikale Projeftionsebene parallel mit viefer Ebene an,

Es fey denmadh CB, 5) Taf XXX der Mittelpunft der erfien Fläche und Der

Kreis Y D.Z G ihre auf der Horizontalebene gegebene Grundlinie; LA, a) fey der

Mittelpunkt der zweyten Fläche und die Effipfe VM X H ihre Grunplinie, Man führe

durch Die beyden Mittelpunfte eine Gerade CA B, a 5) und fonftruire ihren Durd):

23:7
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fohnittöpunft CT, D mit der Horizontalebene, Durd)diefe Gerade (CA B, ab) nehme

man eine Reihe von Ebenen an, von welden jegliche die beyven Kegelflächen nad) zwey
geraden Linien fihneivet ; fo werden die geraden Schnitte der einen Fläche durch ihr Zur
fanmentreffen mit den, in einerley Ebenen enthaltenen Schnitten der zweyten Fläche,
die PBunfte ihres wechfelfeitigen Durchfchnittes beftimmen.

Die Horizontalviffe aller diefer Ebenen gehen nothwendig durd den Punkt I; man
ziehe daher durd) diefen Punkt die ZTangenten zu einer von den Grundlinien der beyden
Kegel, weldye zu der andern Grundlinie entweder ebenfall8 Tangenten find oder Sefan:

ten, wie m I E, I F in unferer Figur. Diefe Zangenten find die Horizontalriffe der
Außerften fehneidenden Ebenen; diejenige fehneidende Ebene, deren Niß‘ außerhalb des

Winfeld REF fiele, Fönnte nicht beyden Flächen zugleih begegnen, und folglich Feine

Punkte des zu fuchenden Durchfihnittes enthalten, Der eine begränzende Kiß I F fchnei

det die Örundlinie ded einen Kegeld in den Punften D, D’, zieht man die Kanten
(BD, dd), (B D', b ad’) diefes Kegeld und die Kante CA F, af) des Zweyten, welche

Lebtere die beyden Erften in den Punkten (a, &), (Y, y) des Durdfchnittes trifft,

fo hat man in(B.D, 5a), CB D/, 5 d’) zugleich auch die Tangenten zu der Durd:

fehnittälinie an denfelben Punften; denn Die genannten Kanten Fönnen als die Durdz

feynitte ver, durch die Punkte Ca, &'), (y Y) zu beyden Kegeln geführten tangivenden

Ebenen betrachtet werden. Diefelbe Bemerkung gilt für die Punfte des Durdfähnittes,

welche man mittelft des Rijfes IE erhält.

Eine fchneidende Ebene, deren Rif I GH in dem Winkel EI F liegt, trifft die
Bafis des eriten Kegeld in ven Punften G, G’, und Die ded zweyten in den Wunften

H, H/; wenn man durch) diefe Pundte die entfprechenden Kanten (BG, bg), (BG,

bg) wo (AH,ah), CAHY,a 4) der zweg Kegel zieht, fo gehören die wechfelfeitigen

Begegnungspunfte CP, p), (Q, 9), CR, r), CS, s) diefer in einer nemlihhen Ebene

enthaltenen Kanten, dem Durchfchnitte der zwey Flächen an. Bey einer jeden andern

angenommenen Ebene, wiederhole man diefe Operation und man erhält jedesmal einen

entfprechenden Punft mit CP, pI, einen entfprechenden Punft mit (Q, g), mit CR, r)

und mit (S, s); alle auf Diefe Art analogen Punfte bemerfe man mit dem gleichen

Zeichen, weil fie offenbar einem nemlihen Zweige angehören. Wenn die zu Fonftruirende

. Darchfhnittälinie gefhloffene Zweige hat, fo werden fich diefe Zweige an den Punkten,

welche durch die begrängenden Ebenen erhalten wurden, in einen Einzigen vereinen, wie

by (y, y).  E3 ift Daher rathfam, Die Konftruftion von einer foldhen Ebene ausge:

hend zu beginnen. |
314 Wir haben bey dem Durchfehnitte. zweyer Cylinder (Urt. 203) gefehen,
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daß die Projektion diefes Durchfchnittes auf der Ebeneder bepden Grundlinien, unab:
hängig von der zweyten Projeftiongebene Fonftruirt werde, fobald die zu ven Erzeu:
gungslinien der beyden Cylinder parallele Ebene befannt ift. Derfelbe Fall findet "bey
der vorliegen Aufgabe ftatt, fobald die Gerade CA B, a 5), welche die Mittelpunfte

beyder Flächen, verbindet, beftimmt if, ES folgt hieraus, daß in allen zwey Fällen die
Horizontalprojefiionen des Durcfchnittes die gleichen bleiben, während die Neigungen
der Erzeugungslinien bey den Eplindern, oder die Höhen der Mittelpunfte bey ven Ke
geln, verfchiedene Stellungen annehmen fönnen,

Wenn man jedod Die Wunfte der Horizontalprojeftion ded Durchfchnittes Der

zwey Kegelflächen verlangt, die auf Der Geraden A B liegen, indem man diefe Gerade

ald den if einer Ebene der angenommenen Reihe betrachtet, fo Iaffen fih diefe Punfte

nur aus der Vertifalprojeftion herleiten, indem man die Vertifalprojeftonen a w„ax,by,bz

der Kanten beftimmt, nach denen die Ebene A B die beyven Kegel fehneidet, und die
Begegnungspunfte I, €, 8 2', diefer Geraden auf die Gerade A B nad) I,ß, E pro
jeftirt,

315. Diejenigen Ebenen der angenommenen Reihe, welche durdy die Wunfte X, Z,

V,Y geführt find, durch welche diejenigen Kanten beyder Flächen gehen, deren Bertifals

projeftion die Gränze der Projektion ver Fläche bilden, geben im Allgemeinen Punkte

der Durhfehnittälinie und zugleich die Vertifalprojeftionen der Zangenten an denfelben

Punkten. Aber in unferm angenommenen Beyfpiele, fallen alle diefe Hülfsebenen mit

der einzigen Vertifalebene YABZ zufammen, und Die Tangente an irgend einem der

genannten Punfte, Cd, 9) zun Beofpiel, ift in den zwey, auf Die vertilale Projeftions-

ebene fenfrechten Ebenen a v, by enthalten; fie ift folglic) ebenfalls fenfrecht auf die Ver;

tifalebene und ihre Vertifalprojeftion fallt mit dem Punkt d, zufammen, Derfelbe Fall

ift bey den Punkten (se, ©), CB, BI), (SE); die Tangenten an diefen Punkten find

fenkrecht auf die Ebene YA BZ. 8 ergiebt fi hieraus, daß Die Begränzungslinien

va,xa,y b,zb der Vertikalprojeftion beyder. Kegel diefelbe Projektion ihrer Durch

fohnittälinie nicht berühren, fondern daß Diefe Projektionen an jenen Begränzungslinien

fcharf aufhören, r

Diefes mit unferm in Art. 128, allgemein aufgeftellten Sabe im Wiverfprud) zu

ftehen fcheinende Refultat folgt allein daraus, daß wir die beyden fidurchfchneidenden

Kegelflächen. fometriih auf eine Ebene angenemmen haben, die zu einer Wrojeftionsebene

parallel ift. Die Durcdfcehnittslinien der beyden Flächen muß deßhalb:ebenfalld fymetrifch

“feyn, in Bezug auf die Oymetrieebene der Flächen, und die auf beyden Geiten Diefer
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Ebene gelegenen Theile der Durchfchnittälinie, müffen fi auf die Ebene der Symetrie

nad einer und derfelben Linie projeftiren.

Die Vertifalprojektionen Pr, dp ge, s der verfchiedenen Zweige, find daher

an den Punkten ß', 0’, € & Eurz abgefchnitten, und fie entforechen ald Mrojeftionen nur

in diefer Ausdehnung der wirflihen Durdfchnittölinie. Betrachtet man aber die genanns

ten Linien Or, Ip ge,s als für fid) befiehende Zweige einer geometrifchen Linie,

fo können fie, zufolge des Gefeßes der ©tetigfeit, dem alle geometrifchen Kurven unterlies

gen, m ß, IE,nit fcharf abgebrochen feyn; fie müfjen in fih felbft zurüdfaufen,

oder fi) ind Unendlihe auspehnen. Obfehon man daher dur die Konftruftionen, wel

che die gezeichneten Stüde der genannten Linie gaben, feine weiteren Punkte verfelben

mehr erhalten Fan, fo darf man daraus Feine weitere Folgerung ziehen, als die, daß

da3 Gefeg jener Konftruftionen nicht der, ganzen Kurve, fondern blos einem gewiffen

Theile derfelben entfpreche, und fo muß allein der Umftand erklärt werden, daß wenn

man die Tangente an den Punkten d’, € der Kurve d’ p g € verlangt, man durd) die

gewöhnlichen Konftruftionen zu feinem Nefultate Eomme, nicht aber ald ob die Kurve

an jenen Punkte Feine Tangenten habe. Wir werden weiter unten bey einem Abnlichen

Falle (Art. 326.) die Konftruftion derartiger Tangenten zeigen.

Wenn die Ebenen IX, 1Z,IV, 1 Y von einander verfchieden wären, fo

erhielte man mittelft diefer Ebenen Wunktte der Durdfchnittölinie, deren Bertifalprojeftios

nen auf den Öeraden v av, zax,yby,zbz lägen, und welche zugleich die Berühr

rungspunfte diefer Geraden mit der Vertifalprojeftion der Durhfajnittslinie wären. Auf

gleiche Weife würden, wenn die Projektionen A, B der Mittelpunkt beyver Flächen nicht

innerhalb ihrer refpeftiven Grundlinien fielen, die Horizontalprojeftionen begver Kegel

durd; gerade Linien begranzt werden, und die Hülfgebenen, weldye durd) die Berührungs-

punkte diefer. begrängenden Geraden mit den zugehörigen Grundlinien geführt wären, g&-

ben Punkte des Durchfchnittes, Denen Tangenten entfprichen, welche als Horizontalpro-

-jeftionen eben jene begränzenden Geraden hätten, Diefe beyven Nefultate find ganz ana

log mit den im Art. 305. angeführten,

‚ 316. BZmwey Cplinder, deren Bafen gefchloffene Kurven find, Fonnen fi nur nad)

einer gefchloffenen Kurve von einem einzigen, oder von zwey abgefonderten Zweigen dur
fhneien. Shre Durchfchnittslinie erftreckt fi nur alddann ind Unenolidhe, wenn die
Bafis eines Cylinders, oder auch die von begden, Kurven von unendlihen Zweigen find,
zum Beyfpiel Parabeln oder Hyperbein. Die Durdfchnittöfinie zweger Kegelflächen von
geichloffenen Bafen, Finnen aber aus gefehloffenen und unenofichen Zweigen zufammenger

fegt feyn, und die nöthige Bevingung, daß das Lebtere ftatt finde, ift, daß beyve Kegel
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einige paralle Kanten haben; denn da jeder Punkt der Durchfehnittslinie azweyer Segele

flächen dur) die Begegnung zweyer von ihren Karten beftinnmt ift, fo Tann offenbar ein

folder Punkt nicht im Unenolichen gelegen fegn,außer wenn bie beyden Kanten parallel

unter fi) wären.

Um die parallelen Kanten zweyer fi durchfchneidenden Kegelflächen ‚aufzufinden,

denke man fich, daß während der eine Kegel in unveränerlicher Stellung bleibt, der
Undere dergeftalt verfet werde, daß fein Mittelpunkt mit jenen des erften zufammenfalle,

wobey jedoch alle feine Kanten parallel zu ihrer anfänglihen Stellung geblieben feyen.

In diefer Lage fehneide man .beyde Kegel dur eine nemliche Ebene, fo wird man als

Schnitte zwey Kurven erhalten, die fi) entweder felbft fehneiven, oder berühren, oder gar

feinen Punkt miteinander gemein haben. Wenn die Kurven fi fihneiven oder berüh:

ren, und man denft fi) Die, durd) die Begegnungd z oder Berührungspunfte gehenven

Kanten des erften Kegels, fo gehören Diefe zugleich, auch dem verfeisten Kegel an, und

auf feiner urfprünglichen Stellung müffen viefen fo gefundenen Kanten nothwendig eben

fo viele Parallelen entforechen. Die Durfehnittälinie der zwey vorgelegten Kegelflächen

muß daher in diefem Falle einen, over ettliche fi ind Unendliche erftrecfende Smeige

haben,

Wenn die beyden oben genannten Kurven fi) weder fehneiden noch berühren wir,

den, fo wäre Died ein Beweis, daß Die beyden Kegel Feine parallelen Kanten hätten,

und daß die Linie ihres wechfelfeitigen Durchfhnittes nur aus gefchloffenen Zweigen be

ftehen Fönnte,

317. In der Zeichnung der Tafel XXX, find Die gegebenen Kegelflächen von Freisfär,

miger und elliptifcher Grundlinie, Der elliptifche Kegel, deffen Mittelpunkt in CA, a) ift,

wird dur) die horizontale” Ebene f’ n wiederum nad) einer Elligfe CF V’ K/,f vw) ger

fhnitten, die man nicht nöthig hat punktweije zu fonftruiren, weil fie der BaföVEHF

ähnlich, und ihre Aren fi) folglich zu denen ver Bafis verhalten, wie die Entfernungen

der Mittelpunfte beyder Ellipfen zu den Meittelpunfte der Flähe. Nimmt man den

ziveyten Kegel. parallel. zu feiner Urftellung fo verfeßt an, daß fein Mittelpunft CB, 5)

nad) CA, a) zu liegen fomme, fo wird er durd) Diejelbe Horizontalebene n n nad dem

Kreife (MW KR, f W) gefßhnitten werden. i

Zur Beltimmung der Horizontalprojektion M’ WK’ diefes Kreifes ziche man durd)

CA, a) eine Parallele CA Q,a ©) zu der Geraden (B x, 5x), der Are ded zwey

ten Kegeld. Der Duchfhnittspunft (9, 9) diefer Parallelen mit der Ebenenn

beftimnt ven Mittelpunkt @ jenes gefuchten Kreijes, und ver Durhfähnitta vw)
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derfelben Ebene mit einer Durh CA, a) gezogenen Parallelen zu einer Kante (B X,

yby) giebt einen Punft U feines Umfanges.
Der Kreiß MW K’und die Ellipfe F’ V’K’ fihneiden fih nun in zwey Punkten

K’und M’, zieht man durch diefe Punkte, und durch A, Die Geraden KAK,MAM.

fodann duch) B zu Diefen Geraden die Parallelen » B x, a B a, fo hat man offenbar

Die Horizontalprojeftionen von vier, wechfelöweife zu zwey und zwey parallelen Kanten

beyder gegebenen Kegelflähen. Die Durdhfhnittslinie diefer Flächen muß daher noth:

wendig Punfte im Unendliden haben.

Detrahtet man. aufmerkfam die Stellung der beyden Flächen, fo wird man einfes

ben, daß Die Kanten des elkiptifchen Kegeld, weldye dem Bogen K X M feiner Grund

linie angehören, den Freisförmigen Kegel in den Punften des unendlichen Zweiges

(@BR,P r«) treffen, die Kanten jenes erften Kegels hingegen, die dem elliptifchen

Bogen M V K angehören, treffen das obere Net des Freisförmigen Kegeldö, und zwar

in den Wunften, des gleichfalls ind Unendliche fiausdehnenden Zweiges (SCH,s).

Im Borbeygehen wollen wir hier noch anführen,‚Daß man mittelft der Hülfgebenen,

deren Niffe zwifhen M & I und FI fallen, Punkte des unteren unendlichen Zweiges

findet, die auf dem Bogen & » zwifchen vem Punft & und dem Unenvlihen gelegen

find. Diefe Punkte haben feine analogen auf den übrigen Zweigen ded Durkfcnittes.

“ 318, Die Tangente an einem Punfte ded Durdfihnittes zweyer Kegelflächen entfteht

aus dem Durchfehnitte der Ebenen, weldje dur denjelden Punkt tangirend zu den beys

den Flächen geführt find. Hat die Durchfihnittälinie der zwey Kegel unendliche Zweige,

fo Fönnen diefe audy) QTangenten anden im Unenplichen gelegenen Punkten haben. Diefe

Tangenten, welche, wie fchon bemerkt, Afymptoten heißen, werden, wie die gewöhnlichen

Zangenten gebildet, nemlidy aus dem Durchfchnitte der, durd) die Punkte im Unendli-

chen zu beyden-Flädhen geführten tangivenden Ebenen. Nun fann man nah dem im

vorigen Artikel vorgetragenen Verfahren, die unter fi) parallelen Kanten zweyer Kegel:

flächen finden, auf weldhen Kanten, die im Unenolichen liegenden Punfte des Durd-

fchnittes diefer Kegel fid) befinden. Konftruirt man daher die Ebenen, welche die beypen

Kegel nad) ihren parallelen Kanten berühren, fo werden Diefe tangirenden Ebenen, wenn

“fie anders nicht parallel find, fi durchichneiden, und Diefe geraden Durdhfchnitte find die

Ajymptoten zu der Durhfehnittölinie der beyden Kegelflächen.

Sn unferer Figur (Taf. XXX.) fennen wir bereitd die Horizontalprojeftionen

KAK,MAM,«B» „By aller unter fi parallelen Kanten‘ beyder gegebenen
Kegel; zieht man daher durch vie Punkte K, x, wo zwey folcher parallelen Kanten auf

die Horizontalebene treffen, zu den beyderfeitigen, Grundlinien der Kegel die Tangenten
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KL,=L, fo hat man die Horizontalviffe ver Ebenen, welche die Kegel Bar denfelben

Kanten berühren.

Der Begegnungspunft L Diefer Niffe ift ein Wunft der einen Afymptote De3 Durch:

fhnittes der beyden Kegel. Diefe Afymptote muß überdies parallel zu den in K’ AK

oder # B x projeftirten Geraden feyn, weil jede der zwey Ebenen, deren Durdhfchnitt

fie ift, durch eine Diefer Geraden geht; Daher ift die Durch L gezogene Parallele L L’

zu « Bx die Horigontalprojeftion der gefuchten Afymptote; Diefe Projektion ift einer:

feitö Afymptote zu dem Zweige » 8 R und anderer Seitd Afymptote zu dem Zweige

ES. Die Horizontalprojeftion der Zweyten Afymptote, welhe fymetrifh mit der Erften

ift, in Bezug auf die Ebene A BI beftimmt fi auf die ganz gleiche Weife. Die beyven

Aymptoten haben als gemeinfame Vertifalprojeftion eine Parallele zu der Geraden m a m’,

der Vertifalprojeftion von K° AK und M’ A M, und welde nur um ‚die Tafel nicht

zu überfüllen weggelaffen find. Diefe Projektion wäre Afymptote zu den zwey Kurven

erß,sC ’ t

319. Wenn Die beyden Kurven FFV’ Kund K'\y M’ftatt fihzu fehneiden, fih in

einem oder in zwey Punkten berührten, fo hätte jede Kegelfläche eine oder zwey Kanten,

deren jeder eine Parallele auf der Andern entfpräche; aber es ift leicht einzufehen, Daß. die

Ebenen, welche die beyden Kegel nach) diefen Kanten berührten, zu zwey und zwey parallel

unter fih feyn müßten, weil fie wechfelfeitig durd) zwey parallele Kanten und zwey pas

tallele Zangenten giengen, und daß die Durdfehnittslinie der Kegel, obgleich fie fich

ins Unendliche erftrerfte, dennod) Feine Afymptoten hätte, oder vielmehr Daß ihre Afymp:

toten ganz im Unenolichen lägen.

Wir bemerken no), daß wir auf der Tafel XXx, Die beyben Kegelflähen an

den Horizontalebenen LM.fn beendigt angenommen haben, weil ihre Horizontal:

projektionen, zufolge der angenommenen Gtellung der Mittelpunfte, außerdem durchaus

unbegranzt und Die Zeichnung Deßhalb zu undeutlid geworden wäre,

320. Bey Wwey Kegeln vom zwegten Grad, wie in unferm angenommenen Bey

fpiele, befteht_die Linie ihred gemeinfhaftlihen Durkhfchnittes außer ven gefchloffenen

Zweigen, entweder noch aus parabolifchen Zweigen ohne Afymptoten, oder aus hypers

bolifhen Zweigen mit zwey oder vier Afymptoten, Ä

Die Anzahl diefer Zweige hängt von den refpeftiven tellungen der beyven Kegel

ab. Auf weldde Art übrigens Die verfchiedenen Zweige zufammengefeßt feyn mögen, jo

Eönnen ihre Projektionen von einer Geraden in nit mehr als in vier Wunften gefchnit:

ten werden. Befände fi) der Mittelpunft des einen Kegeld- auf der Fläche des Andern,

fo wäre diefer Mittelpunkt zugleich) ein Punkt ver Durchfjnittslinie, und die Projektion

24 |
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Diefes Punkts auf einer Ebene würde die Stelle eines Zweiges vertreten. Diefes Bey

fpiel zeigt in der Geometrie, wa8 man in der Theorie der Frummen Linien unter yus

fammengehörigem Punfte (punctum conjugatum, point isol&) verftehe.

Si der Scheitel des einen Kegels auf der Fläche des Andern und diefe Kegel has

ben noch eine Kante gemein, fo ift diefe Kante ein HYmweig ded Durkhfchnittes und Die

Zeige, welche diefe Kurve vervollftändigen Tönnen durd ‚die gerade Linie nur in drey

Punkten gefchnitten werden,

SchB8te AunTäahe

Mean fol den Durchfchnitt eines Cylinders und eines Regels Fonftruiren ?

324. Auflsfung Sind die Grundlinien des Kegeld und des Eylinderd auf

einer Projektionsebene beftimmt, fo wähle man al3 Spftem durchfchneidender Hülfsebe-

nen, eine Reihe von Ebenen, welde durch den Mittelpunft des Kegels, parallel zu den

geraden Erzeugungslinien ded Eylinders geführt find, Diefe Ebenen werden begde Fl

hen nad) geraden Linien fchneivden, welche fih in Punften des zu Eonftruirenden Durch:

fhnittes begegnen,

Man ziehe Daher dur) den Mittelpunkt des Kegeld eine Parallele zu einer Kante

de3 Eylinders, und fonftruire ven Begegnungspunft diefer Parallelen mit der Ebene der

Grundlinien beyder Flächen. Durd) diefen Punkt müffen die Niffe aller durchfchneiden:

den Hülfsebenen auf ver Ebene der Grundlinien gehen.

Die Beftimmung der begränzenden Ebenen der angenommenen Weihe, und die Kom

fruftion der merkwürdigen Punkte ift ganz Ahnlih mit der, welche wir bey der Kon:

fruftion de8 Durchfchnittes zweyer Kegel und zweyer Cylinder angewendet haben.

Sind die gegebenen Grunplinien des. Kegeld und des Eylinders gefchloffene Linien,

fo fann ihre Durchfcehnittslinie aus gefchloffenen oder unendlichen Zweigen beftchen. Um

diejed im Voraus zu erfennen, bemerfe man nur, ob die durd) den Mittelpunkt des

Kegeld geführte Parallele zu den Kanten des Cylinderd, die Ebene der Grunpfinie des

Kegels in einem Punkte des Umfanges tiefer Grundlinie trifft, oder nicht. Findet das

Zetere ftatt, fo haben Die beyvden Flächen offenbar Feine parallelen Kanten, und vie aus

ihrem Durchfchnitte entftehende Linie hat blos gefchloffene Zweige. Zrifft aber die Pa-

raffele auf einen Punkt des Umfanges der Balid ded Kegeld, fo find alle Kanten des

Eylinders parallel zu einer Kante des Kegels, und die tangirende Ebene zu dem Kegel

an Diefer Kante it eine. afymptotifchhe Ebene der Durdfchnittslinie des Kegeld und

des Eplinvers, Wir überlaffen dem Lefer die Ausführung diefer Konftruftionen.
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Siebente Aufgabe

Es find zwey Umdrehungsfläcdhen gegeben, deren Aren fih im einem Dunfte.

begesnen, man foll die Durchfihnittslinie diefer Slärhen Fonfiruiren ?

322. Wir wählen als Beyfpiel der zwey Umdrehungsflägen ein Hyyerboloivd und
und ein Waraboloid, und um die einfachiten. Konftruftionen zu erhalten, wählen wir

die Projektionsebenen vergeftalt, daß Die Horizontalebene, zum Beyfpiel, fenfredht auf
eine der beyden Aren fey, und die Vertifalebene parallel zu beyden- Axen.

Bisher haben wir die Punkte de8 Durchfchnittes zweyer Flächen beftimmt, inpene

wir jeden Diefer Punkte, als den Begegnungspunft zweyer Schnitte betrachteten, die in
beyden Flächen durch eine nemliche Ebene gemacht wurden; und wir haben bey jedem

einzelnen Falle dasjenige Syftem durthfchneidender Ebenen aufzufinden gefucht, weldhe die

vorgelegten Flächen nach den am leichteften zu Fonftruirenden Linien fHnitten, Wie wir

aber bereitd (Art. 290.) bemerft haben, fo Fann mandmal das Syftem von durdfchneir

denden Ebenen mit VBortheil dur ein Spyftem durdfchneidender frummer Flächen erfegt

werden. Diefer Zall findet bey dem vorliegenden Beyfpiele ftatt,

Man betrachte den Begegnungspunft der beyden gegebenen Uren x[8 gemeinfamen

Mittelpunkt einer Reihe von Kugeln, welche jede der beyden Umdrehungsflächen, nad)

dem Imfange von Kreislinien fhneiden, deren Mittelpunkt auf den entfprechenden Aren

liegen, und deren Ebenen fenfrecht auf Diefelben Aren find. Zwey Kreife, deren Ebenen

gegen einander geneigt find, Fönnen fih nur auf der geraden Durdfchnittölinie ihrer

Ebenen begegnen. Wenn viefe Gerade einen der Kreife trifft, fo gehören vie Begeg-

nungspunfte der Durchfchnittslinie der beyden Flächen ar, e

3 fey demnah (A, a a) (Taf. XXX1.J die Are ded Hyperboloids und c/e,

emcder Erzeugungsmeridian diefer Fläche; CA B, a’ 5) fey die geneigte Are des Parabor

10id8, fo daß CA, a’) der Begegnungspunft der zwey Aren, und daß ihre Ebene AB

parallel zu ver vertifalen Projeftionsebene if; fd An fey der Erzeugungsimeridian des

Maraboloids. Eine Kugel, deren Mittelpunft in CA, a), und deren Halbmefjer gleidy

a s it, wird von der Meridianebene A B nad) einem größten Kreife i 4 m p gefhnit-

ten. Diefe Rugel fehneidet Das Hyperboloio nach zwey horizontalen Kreifen, welde als

Durdhmeffer die Sehnen 2 m und 4 o haben; diefelbe Kugel fehneivet das Paraboloie

nach zweg Kreifen, deren Ebenen fenkreht auf CA B, ab) find, und deren Durcjmeffer

gleich den Eehnen ig undn p find,

Die Ebenen der vier genannten Kreife, welde fonad) fänmtlic fenfreht auf die Vers

tialebene A B find, fehneiden fi) daher nad) vier horizontalen Geraden; und da die Kıreije

24 *
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auf einer nemlichen Kugel liegen, fo gehören ihre vertifal in r, zz, z projeftirten Durch:

fhnittspunfte dem zu beftinmenden Durdfchnitte an.

Um vie Horizontalprojeftion eines diefer Punkte zu erhalten, zum Beyfpiel des in

r projeftirten, Fonffruire man die Horizontalprojeftion K R R’ des Kreifes A ru, und

ziehe dur) r auf die Projeftionsare die Genfrechte R r, fo find die Punfte R, R’ wo

diefe den Umfreis RK R trifft, die gefuyten Horizontalprojeftionen, fo daß die zwey

Punkte CR, r), CR’, r) zwey Punkte der verlangten Durchfihnittslinie find,

ndem man den Halbmeffer der durchfchneidenden Hülfsfugeln verändert, findet

man fo viele andere Punkte diefer Ducchfchnittölinie al3 man verlangt, In unferm Bey:

fpiefe befteht viefelbe aus zwey gefhloffenen Zweigen. (RUTRV,iruv), (YZWZ

yzw)

323. Bey den fo eben angewendeten Konftruftionen ift zu bemerfen, daß die.

Sehnen / m,ig und ihre entfprechenden in den andern Kreifen, fih in Punkten wie

z [pneiden fönnen, welche Punkte, da fie nicht mehr innerhalb der Begränzungslinien

cle,emc, f dh der Projektionen beyder Flächen fallen, offenbar als EAU feinen

Punkten der Durchfihnittölinie mehr entfprechen Fonnen.

&3 findet hier ganz der ähnliche Fall ftatt, wie bey den Konftruftionen Art. 315.

Die Durhfhnittölinte der: zwey gegebenen Umprehungsflächen ift fometrifh, in Bezug

aufdie, den beyden Flächen gemeinfame Meerivianebene AB. Die Projektionen Der zwey

fymetrifchen heile diefe Linie auf der Ebene der Symetrie, fallen defhalb in eine einzige

Linie zufammen, welche Linie felbft nur ein Sttef einer fih ins Unendlihe erftrecdenden

Linie won zwey Zweigen ift. DObgleih aber. Diefelben KRonftruftionen, mittelft welcher

die Wunfte diefer Linie erhalten wurden, die ald Projektionen den Nunkten ver Durch:

fchnittslinie entfprechen, auch noch angewendet werben fönnen, um weitere Nunfte

der Linie yz w,zr uv zu finden, fo entfpricht doch das Gefeß Diefer Konftruftionen

nicht der Linie in ihrer ganzen Ausdehnung, fondern nur einem gewiffen Theile derfelben.

Zu beyden Zweigen zuv,z w Fonnen zum Beyfpiel Feine größeren Kreife angewendet

werden, ald die von Durchmeffer d’ f.

Da diefeg Ergebniß durchaus unabhängig von der Geftalt Bat Erzeugungsmeridiane

evle,f g hit, fo folgt daraus, daß, von welcher befondern Art auch zwey Umdre-

bungsflächen feyn mögen, deren Xxen fi) begegnen, die Projektion ihres gemeinfamen
Durchfcpnittes auf der Ebene der Aren Feine vollendete Linie feyn fönne. Uebriges aber
Fan Diefe Projektion Theil einer Linie von gefchloffenen Zweigen feyn, oder einer Linie
von unendlichen Zweigen, wie in unferm vorliegenden Falle.
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324. Die Tangente an irgend einem Punkte € R, r) de8 Durdfchnittes ergiebt

fih wie in den vorhergehenden Beyfpielen aus dem Durdfchnitte der tangirenden Ebe:

nen, die durd) jenen Punkt zu beyden Flächen geführt find. Wenn man daher die Riffe

diefer Ebenen auf der Horizontalebene fonftrufrt, und ihren Begegnungspunft mit dem

Punfte CR, r) dur) eine Gerade verbindet, fo ift Diefe Geradedie verlangte Tangente,

Die tangirende Ebene zu dem Hyperboloid, vdeffen. Are vertikal ift, Fonftruirt fi

wie in Art. 89. angegeben worden. Der Varallelfreis, deffen Ebene 2 o durdy den Punkt

ER, 7). geht, fchneidet ven Meridian cZe,emcin einem Punkte A, durd) welchen man die

Zangente co» zu Diefem Merivan zieht. Die Entfernung a & des Punftd x, wo jene

Tangente Die Projeftionsare fhneidet, von der Ure CA, a a’) trägt man von A aus

auf der Geraden A R nad) ß, Die Senfredhte d BR auf AR ift der Horizontalviß der

tangirenden Ebene zu dem Hpperboloid am Punfte(R, rı. .

Suchen wir nun den Herizontelviß der tangirenden Ebene zu dem Paraboloid in
(R, 7). Der Varaffelfreis diefer Fläche von dem Durchmefjer nz p,deffen Ebene fenf-
reht auf die Ure CA B, ab) ift, fehneidet den Meridien an fd in einem Punkte 7;

man ziehe dur) z die Tangente n 9 zu Diefem Meridian. Es ift Far, daß wenn man

den Punkt Fonftruirt, wo diefe Tangente die Are CA B, a’ 5) trifft, und Diefen Punkt

mit CR, r) dur) die Gerade (RA, r A) verbindet, diefe Ießtere Gerade, die Tangente

zu dem Meridian des Waraboloids fey, welcher durd) den Punkt CR, 7) geht.

Durch den Punkt 7 ziehe man die Senfrecdhte n #’ auf die Tangente n I; fo it

der Punkt Ce, e'), in. welchem diefe Senfrechte Die Are (AB, « 5) trifft, derjenige,

nad) weldem alle Normalen zu dem Baraboloid Länge den Punkten des Kreifes n p
zufammenlaufen. (Art. 91.)

Wenn man Daher durch) Ce,) und durd) (R, r) die Gerade Ce R, eur) zieht,

fo it Ddiefe die Normale zu dem Waraboloid ein Punkt CR, r). Nun aber geht die

tangirende Ebene an demfelben Wunft viefer Fläche dur Die Tangente (R A, r A)

und ift fenfrecht auf die Normale (eR, € r); wenn man daher den Munft Eonftruirt,

wodie Gerade (R A,r A) die Horizontalebene srifft, und Durd) diefen Wunft suf die
zR die Senfredhte » d errichtet, fo. ift diefe Senfrechte » d der Horizontalriß- der gefuch-

ten tangirenden Ebene zu dem Waraboloid. Sind die Niffe d ß und d w befannt, fo

fonfteuire man die Projektion d’ ihres Begegnungspunftes d, und die Gerade (IR, Jr),
die durch Diefen leten Punft und dur) CR, 7) geführt wurde, ift die verlangte Tan:

gente. '

325. Die Konftruftion der Tangente mittelft der Normalebene zu der Durdfchnittölinie

kißt in dem vorliegenden Galle ein weit einfacheres Berfahren zu. Denn wenn man durd)
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den Punft (CR, 7) zu begden Umprehungsflächen wechfelsweife die Normalen zieht und

durd Ddiefe Normalen eine Ebene führt, fo. if} diefe normal zu dem Durchfchnitte und

diedurh CR, r) auf Diefe Ebene geführte Senfrehte offenbar Die verlangte Tangente. *)

Die Normale (RA, r y) zu dem Hpperboloid fejneidet die Are CA,a a’) in vem

Punkte CA, y), weldyer leicht zu beftimmen ift; vie Normale (CR re) zu dem Par

taboloid trifft die Are CA B, a’ 5) in dem fihon gefundenen Punft Ce, 2); woraus

folgt, daß die, Durc) Diefe beyden Normalen geführte Ebene, die Ebene der beyden Uxen,

roelche zufolge der Annahme parallel mit ver vertifalen Projeftionsebene ift, nad) ver

Geraden € y fihneive, Die Senkrechte r , welche durch r auf vie € y geführt wurde,

ift Daher die Vertikalprojeftion ver zu beftimmenden Zangente.

Die begden Normalen (RA,r y) und (Re,re) treffen die Horizontalebene m
den Punkten 7, ey daher ift die Gerade 7 e der Horizontaleig der Ebene der zwey

Normalen, und die Senfrehte Rd auf diefen Rip ift die Horizontalprojeftion der Tanı
" gente am Punft CR, r).

Alle fo eben gemachten Konftruftionen, in Betreff der Zangente zu der Durch

Ichnittölinie zweyer Umdrehungsflächen, veren Aren fich begegnen, find aud) noch in dem

Falle gültig, wenn die beyden Aren fich nicht begegnen.

326. Wenn man die Tangenten zu der Kurve £ r zo, yzw, an irgend eineg

ihrer Außerften Punfte z, v,y, w finden wollte, welcdye analog mit den in Art. 315. um

terfuchten Punkten find, fo würde man dur; das gewöhnliche Verfahren zu feinem Ner

fultate Fommen; man würde in der That finden, daß die ZTangenten an den Punkten

CT, 2), V,v), CY, y), CW, w) fenfreht auf die Vertifalebene find, und daf ihre

BVertifallorojeftionen fi auf die Punkte t, v, y, w felbft reduzirten.

Durd) das mit einigen Modifikationen angewendete Verfahren mittelft der Nor

malebene, laffen fi) jevoh diefe Zangenten beftimmen. Sn der That ift die Tangente

an irgend einem Punkt ver Kurwe tr u p, yz w durch die Bedingung beftimmt, daß

fie fenfreht auf Die Gerade, wie e % fey, nach welcher die entfprechende Normalebene

diefed Nunfts, die Ebene der beyden Aren fihneidet. An den genannten Punkten z, v, 2€.
fällt aber die zugehörige Norimalebene mit der Ebene der Aren zufammen, und ihr

Durhfähnitt fheint daher unbeftimmt zu feyn; bemerkt man jedoch, daß diefe gerade

Durchfchnittölinie, immer durch die beyden Punkte beftimmt wird, in welchen die Rors

nalen, wie r €, r y, die beyderfeitigen Aren fchneiden, fo wird man einfehen, daß die

 

* Diieles fchr anwendungsreihe D: rfahren ift von S. Bine angegeben. Correspondance sur
“ Tercole polytechnique, Tom. IL, pag, 190,
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Tangenten an den Punkten 7, v, y, w der Kurve z u v, y z w nad) der Vorfchrift des

Art. 325. zu finden feyen. Auf eben diefe Weife würde man die Tangenten finden, AU

he den in Art. 315, unterfuchten Punkten entfpredyen,

von den Dourbfeinitten der windifchen Slähen. — Allgemeine Methode für

die Befiimmung der Tangenten zu den Frummen Kinien.

327. Wenn zwey windifhe Flächen fi) turddringen, fo ift die einfachfte Art,
ihre gemeinfhaftlichen Punkte zu beftimmen, daß man die Flächen durch Ebenen fehneir

det, welche durch die geraden Erzeugungdlinien ver Einen von ihnen geführt find, Da

jedoch) Diefe einzige Bedingung die Stellung der durchfihneidenden Ebenen nicht feftfeßt,

fo Fann man diefelben überdies noch fenfredht auf eine der Projeftionsebenen annehmen,

und man erhält dapdurch Die gefuchten Punkte durch die Begegnungen von Geraden mit

ebenen Kurven.

Nach) der (Urt. 154.) vorgetragenen allgemeinen Konftruftionsart der tangirenden

Ebenen zu den windifchen Flächen, ift e8 immer möglich an jedem beliebigen Punfte des

Durchfchnittes zweyer windifchen Flächen die tangirenden Ebenen zu beyden Flächen zu

beftimmen, und folglich die Tangente an demfelben Wunfte der Durchfhnittslinie,

328. Diefe lebte Eigenfihaft der windifchen Flächen leitet unmittelbar zu einer

allgemeinen Auflöfung des Problemd der Zangenten. Sn der That, nehmen wir an,

e3 fey an irgend einem Punkte einer ebenen Frummen Linie die Tangente zu beftimmen ;

fo Fann man, welches audy) der Umriß der Linie feyn mag, Diefelbe immer betrachten,

ald auf einer windifchen Fläche gelegen, vie als Leitlinien erfilih vie gegebene Krumme

hat, und fodann noch zwey auf willführlihe Art im Naume gelegene Gerade, Nad)

Art. 154. Fann man aber die tangirende Ebene zu diefer Fläche, an dem gegebenen

Punfte fonftruiren, der Durchfihnitt diefer tangirenden Ebene mit der Ebene der Linie

ijt die verlangte QTangeiste,

Lüge Die gegebene Linie nicht in einer Ebene, fo Fann fie ald der Durchfchnitt

ziweyer windifchen Flächen genommen werden, tie eine gemeinfchaftliche Leitlinie haben,

nemlich Die gegebene Linie, und von Denen jegliche al8 befondere Leitlinien, zwey, will:

führlih im Raume genommene Gerade hat, Kür jede diefer zwey windifchen Flächen

laßt fih, wie. fhon bemerft, an dem gegebenen Punkt die tangirende Ebene Fonftruiren,

der wechfelfeitige Durchfchnitt der beyden tangirenden Ebenen ift die gefuchte Tangente

zu der Linie von doppelter Krümmung, *),

 

*) Eine Anwendung diefer Methode auf einer Efirfe, von ihrem Erfinder Hacette, findet man
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Ha der Austbung laßt fich Diefe Methode noch vereinfachen, wenn man bey jeder

von dem zwey windiichen Flächen der einen geraden Leitlinie eine leitende Ebene fubftis

tuirt, wodurd die Flächen fih in zweg Konoive verwandeln, (Art. 105.) und überdies

fann man fowohl die geraden Leitlinien als die Ebenen des Parallelismus auf bequeme

Art, in Bezug auf. die Projektionsebenen geftelt annehmen,

 

DIEIE

Bon der Wahl der Projektionsebenen. — Erklärung verfchiedener Projektiongs
methoden.

329. Dur die bisher abgehandelten Aufgaben über die Durchfchnitte der ld

hen, haben wir ‚hinlänglihe Gelegenheit gehabt, einfehen zu lernen, wie fehr durd) eine

fhiklihe Wahl der Projeftionsebenen, die bey jedem einzelnen Falle erfoderlihen Kons

feruftionen vereinfacht werden fünnen, Von den zwey, zur Beftimmung der Durde

fhnittslinie einer Fläche und einer Ebene erfoderlihen Projektionen veduzivt fi Eine

auf eine gerade Linie, wenn die Projeftionsebene fenkreht auf Die durhfchneidende Eber

ne ift. I :

Bey dem Durcdfihnitte einer Umdrehungsfläche und einer, Ebene oder einer andern

Fläche wählt man als Projektiondebene eine Ebene, welche fenfredht auf die Are ver

Umprehungsfläche iftz dadurd) projeftiren fih alle Kreife ver Fläche auf diefelbe wie:

verum als Kreife. Wenn zwey fi) durchfchneivende Flächen eine gemeinfhaftlice Ebene

der Symetrie haben, fo. vereinfaht man die KRonftruftionen fehr, wenn man diefe Ebene

der Symetrie ald eine der Projektionsebenen nimmt. Bey der Konftruftion de Durd),

fhnitte® zweyer Cylinder ift es, wie wir Art. 290. bemerft haben, vortheilhaft, diefe

Linie auf zwey Ebenen zu projeftiven, wovon Die eine parallel zu den Erzeugungslinien

beyder Eylinder if, und die Andere, fenkreht auf eine, von denfelben Erzeugungslinien,

in deffen zweytem Supplement zur Geometrie von Monge’$. II, Seite A. und auf eine beliebi»

ge Kurve in Vallee’d Geom, descer, Eeite 267, Die fehr Eompficirten Konftruftionen, wels

hr diefe Auflöfung erfodert, machen biefelbe übrigens für die Praris nicht fo wichtig, al& fie

es für die fpefulative Geometrie ift, woburd diefelbe eine große bieher gewefene Lücke ausge,

fült, Ueber eine zweyte, auf ähnlide Betradhtungen gegründete Auflöfung des nemlicdhen

Bıodlems fehe man den $. 2, des Anbanges.


