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venden Ebenen der windiihen Fläche unbeftimmt it, fo gewählt werden, vaßfie parsliel
zu einer nemlichen Ebene find, und in diefer Hypothefe wandelt dag SHyperboloid IM
in ein berührendes byperbolifhes Paraboloiv um. (Art. 122.7

Wir werden weiter unten (Art. 328.) aus biefen Cigenfchaften der windifhen
Flächen eine allgemeine graphifche Auflöfung de3 Problems der Tangenten ableiten,

+

 

Sünftes Sapitel

Tangirende Ebenen zu frummen Flächen, deren Berührwngs-
, punft nicht gegeben ift-

eaindungen., welche die Stellung der tangirenden Ebenen zu einer Frummen

Släche beftimmen.

155. Zn den verfchiedenen Aufgaben über die tangirenden Eberei zu den Frummen

Zlächen, welche wir bis jest aufgelößt haben, festen wir fletö voraus, Daß ver Punkt,

durch welchen die tangirende Ebene geführt werden follte, auf ver Fläche genommen,

uud daß er felbft der Berührungspunft fey: Diefe einzige Bedingung war binreichend,

um die Stellung der Ebene zu beftimmen. Aber vem ift nicht aljo, fobald der Punkt,

durd) den die Ebene gehen fol, außerhalb der Fläche genommen it.

156. Soll die Stellung einer Ebene beftimmt feyn, fo muß fie drey verfchieder

nen Bedingungen entforechen, von denen jede gleichbedeutend damit iff: Ducd einen gege-

benen Punkt zu gehen. Nun aber entfpricht im Allgemeinen die Eigenffchaft, tangirend

zu einer frummen Fläche zu feyn, fobald der Berührungspunft nicht gegeben it, nur

einer einzigen von diefen Bedingungen. Wenn daher die Stellung einer Ebene durdy

Bedingungen diefer Art feftgefegt werden foll, fo bedarf ed deren, im Allgemein drey.

Sn der That, nehmen wir an, es feyen und drey Frummen Flächen gegeben, und e8 fey

eine Ebene tangirend zu einer von ihnen; fo fönnen wir uns vorftellen, wie Ebene

bewege fi um diefe Fläche, ohne dag fie aufhöre fie zu ‚berühren. ©ie wird diefed nach

allen ervenklihen Ridhtungen thun fünnen, nur wird fich nad) Masgabe der Ortöverän:

derung der Ebene, der Berührungspunft auf der Fläche bewegen, und feine Bewegung

wird in derjelben Richtung ftatt haben, wie die der Ebene. Nehmen wir nun an, diefe

Bewegung gefhehe fo lange nad) irgend einer Ceite bin, bis die Ebene der zwentem

2°
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Fläche in einem gewiffen Punkte begegne: die, Ebene ift fodann zu gleicher Zeit tan-

girend zu den zwey erften Slächen, aber ihre Stellung ift noch nicht feftgefekt,

Wir Fönnen und in der That vorftellen, daß fi) die Ebene um die zwey Flächen

bewege, ohne aufzuhören fie beyde zu berühren; nur wird es ihr jeßt nicht mehr frey

fiehen, fi wie vorher nach allen Richtungen zu bewegen, fie fann dies nur nod) nad)

einer Einzigen thun. &o wie die Ebene ihre Stellung verändert, bewegen fih die bey:

den Berührungspunfte, jeglicher auf feiner angehörigen Fläche, und zwar vergeftalt, daß, :

wenn man fi eine Gerade durd) diefe zwey Punkte gezogen denkt, ihre Bewegungen

nad) einerley Seite, in Bezug auf dDiefe Gerade, gefchehen, wenn die Ebene Die zıwey

Flächen von derfelben Seite berührt; und nad den entgegengefeßten Geiten, wenn die.

Eebne die erfte Fläche von der einen, und die Zweyte von der andern Geite berührt,

Stellen wir uns endlihvor, Daß Diefe Bewegung, die Einzige, die Statt haben Fann,

fortdauere, bi8 Die Ebene die dritte Fläche in einem gewiffen Wunft berühre: fo ift. als:

dann die Stellung der Ebene feftgefeßt, und fie Fann fid) nicht weiter bewegen, ohne

aufzubören, berührend zu einer der drey Flächen zu feyn.

157. Man fieht hieraus, daß um die Stellung einer Ebene zu beftimnten, mit

telft unbeftimmter Berührungen mit „gegebenen frummen Flähen, im Allgemeinen drey

erfoderlih feyen. Wenn daher eine tangirende Ebene zu einer gegebenen Frummen Fläche

geführt werden foll, fo gilt diefe Bedingung nur für eine von Den drey, denen die Ebe-

ne genug thun fann: man Fann folglicy noch zwey Andere nach Gefallen nehuten, und

die Ebene zum Bepfpiel, dur) zwep gegebene Punkte gehen laffen, over was auf Eines

beraus fommt, durch eine gegebene Gerade rc. Wenn enpdlid die Ebene Drei gegebene

Slähen berühren follte, fo fönnte man’ über Feine weitere Bepingung mehr verfügen,

und ihre Stellung wäre beftimmt.

158 Das fo eben Gefagte gilt von Den Frummen Flächen im Allgemeinen; jedod)

muß Dasjenige Davon ‚ausgenommen werden, was auf alle Eylinverflächen, auf alle Ke

gelflächen und überhaupt auf alle aufwidelbaren Fläcdyen Bezug hat; denn bey Diefer

Klafe von ‚Flächen ift die Berührung mit einer Ebene nicht auf einen einzigen Bunkt
beichränft, fie dehnt fi längs einer unbeftimmten Geraden aus, die mit einer Stellung

der geraden Erzeugungslinie zufammenfällt. (Art. 130.)

Die Eigenfhaft einer Ebene eine einzige diefer Flächen zu berühren, gilt für zwey

Bedingungen, weil fie ihr auferlegt, Durch eine Gerade-zu gehen, und es bliebe in Die:

fem Fall nur nod) eine einzige Bedingung frey, wie zum Beyfpiel die, Dur einen ge,

gebenen Wunft zu gehen. Es Fann Daher nicht aufgegeben werden, eine Ebene zu führ

ven, welhe zu gleicher Zeit zwey von diefen Slächen berührt, und üm fo weniger nod
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Drey; wenn anders nicht einige befondere Umftände Diefe Bedingungen vereinbar machen

follten.

&3 wird wohl nit ohne Hufen fepn, ee wir weiter gehen, einige Beofpiele zu

geben, von der Nothwendigfeit, in die man fommen Fan, tangirende Ebenen zu Frum:

men Flächen zu führen, dur‘ Punkte, die außerhalb verfelben genommen find, Das

erfte Beofpiel wollen wir aus der Konftruftion der Feftungswerfe entnehmen,

159. Bey dem Vortrage der allgemeinen Grundfäse der Befeftigungskunft, febt

man zuerft voraus, daß der Boden, welcher die Feftung, nad) allen Geiten, auf Ka;

nonenfchußweite umgiebt, horizontal feg, und Feine Erhöhung darbiete, welche dem Be

lagerer einigen. Vortheil gewähren Fönnte: fodann beftimmt man, nach diefer Hppothefe,

den Umriß des Hauptwalles, der halben Monde, der bedeekten Wege und der vorliegen:

den Werfe; und man giebt die Beherrfhungen (commendemens). an, welche die ver

fchiedenen Theile der Befeftigung übereinander haben müffen, damit fie fümmtlic, auf

die wirffamfte Weife zu ihrer wechfelfeitigen Wertheivigung beptragen. '

Um fodann diefe Orundfäße auf den Fall anzuwenden, wenn der, die Feftung

umgebende Boden eine Höhe darbietet, die der Belagerer benügen Tönnte, und gegen -

welche die Befeftigung defilirt werden muß, fo wird eine neue. Betrachtung erfoderlic.

Wenn nur eine einzige Anhöhe vorhanden ift, fo wählt man in dem Wlake zwey

Punfte, durd die man fi) zu der Höhe, gegen welche man fi vefilicem will, eine tan-

girende Ebene geführt denkt: Diefe tangirende Ebene heißt die Defilementsebene, |

und 'man’ giebt allen Theilen der Befeftigung vdaffelbe Relief über die Defilementsebene,

was fie über die Horigontalebene befommen hätten, wenn der Boden waagerecht gewer

fen wäre: hierdurch erhalten die Einen über die Andern, und Alle zufammen über die

benachbarte Anhöhe, vdiefelbe Beherrfhung, wie über einen horizontalen Boden, und die

Befeftigung hat die nemlichen. Vorteile, wie im erften Fall. Was die Wahl der zmey

Punkte anbelangt, durch welche die Defilementöebene gehen foll, fo muß diefe den zwey

folgenden Bedingungen Genüge thun: tens daß der Winfel, den die Ebene mit dem

‚Horizont macht, ver möglich Hleinfte fey, damit die Wallgange einen geringern Abhang

'befommen, und Dadurd) der Bertheidigungsdienft um fo weniger erfchwert werde;

2tens daß Die Höhe der Werfe über den natürlichen Boden ebenfalls die möglich gering:

fte fep, damit ihre Erbauung weniger Arbeit und. weniger-Unfoften verurfache,

Wenn in der Unigebung des Plakes zwey Höhen lägen, gegen welche vie Befeftir

gung zumal zu Ddefiliren wire, fo müßfe die Defilementsebene zugleiher Zeit tangirend

zu den Oberflächen Diefer begden Anhöhen fegn. _ ES bliebe fodann, um ihre Stellung

feitgufegen, nur eine einzige Bedigung freg, und man. würde Darüber verfügen, das heißt,
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man würde in dem Pabe den Punkt, purwelchen die Ebene gehen foll, auf eine

folhe Art wählen, dag dDadurd) den, beg dem erften Falle vorgetragenen Bedingungen fo

vollfommen ald möglich entfprochen würde.

Das: zweyte Benfpiel, wad wir anführen wollen, ift abermals. aus nn Maplereg

genomnten.

160. Auf ven Oberflächen der. Körper, befonders wenn fie polirt find, erfcheinen

fchimmernde PWunfte von einem Glanze, ähnlich jenem des leuchtenden Körpers, ver fie

beicheint. - Die Lebhaftigfeit diefer Punkte it um fo größer, und ihre Ausdehnung um fo

geringer, je mehr die Oberflächen polirt find. Bey den rauhen Oberflächen haben die fhim:

mernden Punkte Beagutenn.menäger Glanz, und nehmen einen größeren Zheil der Ober

fläche ein. - ’

Bey einer jeder Fläche ift der Slanzpunft durch folgende Bedingung beftimmt: daß

der einfallende Lichtftrahl und der Reflerionsftrahl, welcher nad) vem Auge des Befchauerd

gerichtet it, in einer nemlichen Ebene liegen , melche fenfrecht auf Die tangirende Ebene

an jenem Punkt ift, und mit diefer Ebene gleiche Winkel bilden ; weil der glänzende Punkt

der Fläche ald Spiegel wirft, und einen Theil des Bildes des leuchtenden Gegenftandes

nad) den Auge ded Befchauers zurücdjcict, Die Beftimmung diefes Punftes erfodert eine

außerordentlihe Präzifion, und wenn auch eine Zeichnung noch fo Forreft wäre, und Die

fcheinbaren Umriffe- felbit mit einer mathematijchen Genauigfeit gezogen, fo würde dod) ver

geringfte Fehler in der Stellung des glänzenden Punktes ‚fehr bedeutend werden, in Betreff

des Ausfehens der Formen. Wir wollen dafür nur einen eiAizigen aber fehr auffallenden

Beweis beybringen,

Die Eugelförmige Oberfläche des Auges ıft polirt, und überdied noch mit einer

dünnen Lage von Feuchtigkeit überzogen, welche die Politur um fo vollfommener macht,

Wenn man ein offenes Auge betrashtet, jo nimmt man auf der Oberfläche einen fchimmern:

den Punkt wahr, von einem großen Glanze und vongeringer Ausdehnung, veffen Stellung

von denen de3 erhellenden Gegenftandes und des Beobachterd abhängt, Wäre die Ober:

fläche de3 Auges, vollfommten rund, fo fönnte ed fih um feine BVertifalare drehen, ohne

daß der fhimmernde Punkt die geringite Veränderung erlitte. Aber diefe Oberfläche ift in

der Richtung der Seheare verlängert, und wenn fie ji um die Vertifalare dreht, fo wech;

felt auch der fchimmernde Punkt. Eine lange Uebung hat uns fehr empfindlich für Diefen

Wechfel gemacht, und er beftimmt größtentheil® unfer Urtheif über die Kihtung der Aus

genfugel, Hauptfählid nach der Verfhievenheit in ven Stellungen ver glänzenden NWunfte
auf ven beyven Augenfugeln einer Perfon fHliegen wir, ob diefelbe fehiele oder nicht, oder
ob fie und anfchaue, und wenn fie dies nicht: thut, nach welcher Seite fie blicke,
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Indem wir biefes Beyfpiel anführen, verlangen wir nicht, daß auf einem Bilde die

Stellung der glänzenden Punfte auf der Augenfugel geometrifch beftimmt- werben: müffe,

unfere Abficht war bIo8 zu zeigen, wie leicht begangene Kleine Fehler in der Stellung viefes
Punfts fehr bedeutend werden Fönnen, in Betreff der anfcheinenden Geftalt des Gegenftan:

‘des, wenngleich die Zeichnung der fheinbaren Umtriffe deffelben, die nemliche bleibt.

Anfgaben über die tangirenden Ebenen zu den Frummen Flächen, welche durc)
gegebene Bunfte im Raum geführt find.

161. Die Kugelfläche ift eine der einfachften, die man betrachten Kann ; ihre Erz
jeugungsart hat fie mit einer großen Zahl verfchiedener Frummen Flächen gemein; fo

Fönnte man fie zum Beyfpiel unter die Umdrehungsflächen reihen, und ihrer Feine befon;

dere Erwähnung thun, aber ihre Negelmäßigfeit giebt zu merkwürdigen Nefultaten Veran:

laffung, von denen einige dur ihre Neuheit anziehend find, und mit denen wir und zur

förderft befchäftigen wollen, weniger um ihrer felbft willen, ald um eine Gewandtheit in der

DBetrahtung der drey Dimenfionen zu erhalten, welche wira" allgemgineren und nüßlicheren

Gegenftänden nöthig haben.

Erfte Aufgabe

Yen foll durch eine gegebene Gerade eine tangirende Ebene 3u einer gege:

benen Augelfläche führen ?

Er ftie U uf aan

162. Esfey CA, a), (Taf. XII. Fig. 1.) der Mittelpunkt der Kugel, BCD

die Projektion ded größten Horizontalfreifes, und CE F, e f) die gegebene Gerade, Dur

den Mittelpunkt ver Rugel fen eine Ebene fenfrecht auf Die gegebene Gerade geführt, und

(G, g) fen der Begegnungspunft der Ebene und ter Geraden, nad) ver befannten Me;

thode Fonftruirt. *)

Diefes feftgefeßt, fo fieht man vorerft leicht ein, daß turd) die gegebene Gerade ziwey

tangirenge Ebenen zu der Kugel geführt werden Tönnen, die viefelbe von zwey entgegen:

gefeßten Geiten berühren; was zwey verfciedene Berührungspunfte beftimmt, deren ‘Proz

jeftionen zu. Fonftruiren wären.

 

*) Die hiezu erfoderlichen abgeffirjten Konftruftionen find auf der Tafel angegeben,
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Penn man zu Diefem Ende, aus dem Mittelpunkt ver Kugel fi zwey Senfredhte

auf die beyden tangirenden Ebenen gefällt denkt, fo trifft jede in den Berührungspunft der

Kugel mit der entfprechenden tangivenden Ebene, undfie find beyde in der Ebene ent:

halten, welche fenfrecht auf die gegebene Gerade geführt ift; daher liegen die zwey Be:

rührungspunfte in dem Schnitte ver Kugel dur die fenfrechte Ebene, welcher Schnitt

ein größter Kreis der Kugel ift, zu dem die zwey Schnitte derfelben Ebene dur) Die

tangirenden Ebenen, Tangenten find.

Wenn man fid) in der fenkrechten Ebene eine Horizontale denkt, deren Projeftio-

nen die Horizontale.a A und die auf E F fenfrechte Gerade AH find, und wenn man

fi) vorftellt, daß die fenfrechte Ebene fih um diefe Horizontale, als Scharnier 'Drehe,

bis fie felbft horizontal geworden fey, fo wird ihr Cchnitt durch die Kugelfläche offenbar

mit dem Umfreife BC D zufammenfallen, ihre zwey Berührungspunfte werden auf eben

diefen Kreis zu liegen’ fommen, und wenn man den Punkt J Eonftruirt, wohin fid) der

Degegnungspunft der gegebenen Geraden mit. der fenfredhten Ebene, nad) vollzogener

Bewegung auflegt, indem man die Weite (G H,g A) = gı auf der E F von H

nad I trägt, und fodann zu dem Kreife BCD, die Zangenten J C, I D zieht, fo be

flimmen diefe die beyden Berührungspunfte C, D in der Stellung, die fie genommen

haben, nachdem die fenfrechte Ebene auf die Horizontalebene zurückgelegt ift,

Um nun ihre Projektionen in ihrer natürlichen Stellung zu erhaften, denfe man

fih die fenfrechte Ebene in die urfprüngliche Lage zurücherfeßst, indem fie fi abermals

um die Horizontale CA G, a g) ald Scharnier dreht, und wobey fie fomohl den

Punft (JI,j) mit fi) führt, als auch die zwey Zangenten J C,J D, nachdem fie ver:

längert worden big zu ihrer Begegnung in K, K’ mit der Horizontafen A H; und end

lich die Sehne C D, welche ebenfalls diefelbe Gerade A Hin einem Punkte N fehneivet.

E3 it einfeuchtend, daß bey diefer Bewegung, Die auf den Scharnier liegenden Wunfte ..

K, K’ und-N feft bleiben, die Berührungspunfte C, D hingegen irgendwo auf den Gera:

den CP,D Q, weldje fenfreht auf AH fiind, zu liegen Fommen werden.

Aber bey der rüdgängigen Bewegung der fenfrechten Ebene hören die Tangenten
IC K,JDK nit auf, durd ihre vefpeftiven Berührungspunfte zu gehen. Nun fällt
der Punft I nad, vollendeter Bewegung wiederum nad) G; die zwey Zangenten projef

tiren fi) daher nah G K’, GK, und da ebenfalls jede von ihnen die Projektion eines

Berührungspunftes enthalten muß, fo ergeben fi; die Durchfihnittöpunfte R und S Die:

fer Geraden mit den entfprechenden C P, D Q als die gefuchten Brojeftionen, welde
überdies mit N in einer geraden Linie liegen müffen,.
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Wenn man die Punfte K, K’ auf die Horizontale a g nadA, A’ projeftirt und
die Geraden g A, g %zieht, fo. hat man die Vertifalprojeftionen der zwey nemlüher
Tangenten, und aus Diefen ergeben fid) die Wunfte r und s aldie Bertifalprojeftionen
der beyden Berührungspunfte. do 5

Für die erfte tangivende Ebene haben wir die zwey Geraden. (E F, ef), un®

(GK,g %), und für die zweyte, Die Geraden (CEF, ef) ud (GK,gA); «8 ife
demnad) Teicht ihre zugehörigen Riffe zu fonftruiven,

163. Diefe Auflöfung würde weit eleganter werden, wenn man die zwey Projek
tiongebenen durden Mittelpunkt der Kugel gehen ließe; die beyden Projektionen. der

Kugel würden Dadurd in einen und denfelben Kreis zufammenfallen,. und die Verlänger

rungen ber geraden Linien ngniger groß werben. &s gefhah nur der größeren Klarheit

wegen, Daß wir die zwey Projektionen abgefondert haben.

Zwreryte- Auflisdfuenge

164. &3 fey CA,a)(Taf. XIIE Fig. 2.) der Mittelpunft ver Kugel, CA B, a 53

ihr Halbmeffer, BC.D die Projektion ihres: größten: Horizontalkreifes, und CE F, ef}

Die gegebene Gerade. Die Ebene des großen. Horizontalfreifes fey verlängert, bis fie die

gegebene Gerade CE F, e f} in einem Wunfte €G, g) fehneidet.. En

Diefes feftgefett, wenn man- denfelben Bunft (G, g) ald Scheitel einer Kegelfläs

henimmt, welche die Kugel umbüllt, fo erhält man dich die zwey. Tangenten G C,

GD, weldje ven Krei® GC BD inden zwey Punkten C und D berühren, die Projef-

tionen zmeyer horizontalen Erzeugungslinien. der Kegelfläche. Diefe. Fläche berührt die

Kugel nad) einem Kreife, deffen Diameteer GC D it, deffen Ebene”jenfrecht auf die Are

de3. Kegeld und folglich vertifal ift, und welder ald Horkontalgrojeftion. Die. gerade

ED bat. Be

Wenn man: fi. Durch; die Gerade CE. F, ef} zwey tangirende Ebene zw ver Ker

gelfläche: denkt, fo: wird: eine jede auch die Kugel berühren, und: zwar. in. einem Wunfte

des. Vertifalfreifes: © D, nad welhem die Kugel felbft: vom der Kegelfläche berührt:

üb; daherfind: die beyden. gedachten. Ebenen,Diejenigen, deren: Stellung. zu: beftimmers

ft: ihre: Berährungspunfte müffen fi irgendwo. auf die. Gerade C D projeftiven, und

die Gerade, welche die beyden: Berübrungspunfte verbindet, muß: ebenfalls: unbeflinne

‚ar der CDprojeftirt feyn..

‚Die Ebenedes zur Bertifalebeneparallelen größten. Kreijes,. hat zur Horizontalpror-

jeftiom: die unbeftimmte Parallelene A Bzu L M,.und fie fehneidet-die GeradeCE F,e fd

im einem Punkte CH, 43 Betrachten: wir viefen Wunft als Scheitel einer neues Per

13
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gelflähe, welche, fo wie die Erfte die Kugel umhüllt,. fo find die aus geführten Tans

“genten A K, h I, weldje ven Kreis 5KI in K und I berühren, die Vertifalprojeftionen

ihrer Außerften Kanten. Diefe zweyte Kegelfläche berührt vie Kugel nad) einem neuen

Kreife, wovon K I der Diameter und defjen Ebene, welche fenfreht auf die Berti,

Ealebene ift, fi) unbeftinmt nach der K I projeftirt. Diefer Kreis geht ebenfalls durch)

die Beruhrungspunfte der Kugel mit den beyden verlangten tangirenden Ebenen, daher

find die BVertifalprojeftionen diefer ‘zwey Berührungspunfte irgendwo auf der Geraden

IK, und folglich ift auch die Gerade, welche die beyden' AOPEANSSPHUN verbindet, in

“der nemlichen Geraden I K projeftirt, x“

Die durd) Die beyden Berührungspunfte gehende Gerape, ift Senna horizontal in

CD, und vertifal in IK projeftirt, und, fie durchneidet „DieEbene des großen Horizon

talfreifes in einem Punkte CN, n). /

165. Stellen wir und nun vor, Daß Die Ebene des in C D projeftirten Berti:

Falfreifes fid) um feinen horizontalen Durcmeffer ald Scharnier drehe, um felbit horizon

‚tal zu werden, und daß diefer bey feiner Bewegung, die beyden Berührungspunfte und

die Gerade, welche diefelben verbindet, mit ji führe. Man voird diefen Kreis in feiner

neuen Stellung Fonftruiren, wenn man überC D als Durhineffer, den Kreis CP D Q

befohreidt. Die Gerade der beyden Beruhrungspunfte, wenn fie in ihrer neuen Stellung

Fonftruirt ift, yoird auf ven horizontalen Kreis C P DO, durd) ihr Zufammentreffen

mit demfelben, audy die neue Stellung jener Wunfte beftimmen,

Nun aber bleibt der auf dem Scharnier C D liegende. Punft N jener Geraden

unveränderlich, der Punkt, in weldem fie die Ebene des zur BVertifalebene parallelen

groißen Kreifes Durchfchneidet, und dejfen Projeftionen O und z find, diefer Wunft fage

ich, befchreibt tıberdies einen Wierteldbogen eines auf C D fenfrechten Dertifalfreifes,

deffen Halbmefjer die vertifale o ce ift; wenn man daher durch. O eine Gerade, fenfreht

auf C Dzieht, und auf verfelben o : von O nad) T trägt, fo ift der Punft T der

Geraden der Berührungspunfte zugehörig, und folglid) ift N T diefe Gerade; dur ihr.

 Zufammentreifen in P und Q mit dem Kreis CPpPD O beftimmt vdiefelbe die beyden Be;

rührungspunfte in ihrer auf die Horizontälebene zurüefgelegten Stellung. . Um die Ho
rizontalprojeftionen der nemlichen Punfte in ihrer natürlichen Stellung zu erhalten, denfe man

fich den Kreisc PD Oo infeine urfprimgliche Lage zurticföerfeßt, indem er fich vwoieder um

 dajfelbe Scharnier CD dreht. Die zwey Punkte P und O bleiben bey diefer Bewer

gung in den Bertifalebenen, deren Wrojeftionen die auf C D fenfredhten Geraden R P,

OS find; diefe nemlichen Punkte müffen fi aber aud) irgend wo auf die CD pro;

jeftiren, daher. beftimmen die Begegnungspunfte R und S Diefer Geraden mit den Gera;
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ben PR und Q S die Horizontalprojeftionen der beyden. Berührungspunfte; und die
Bertifalprojeftionen derfelben ergeben fih, wenn man die Punfte R, S auf die Gerade
I K nad) r und s projeftirt. _

‚Auch diefe zweyte Auflöfung würde weit gedrängter werden, mwenn.man die beyden
Projektionsebenen durdy den Mittelpunft der Kugel führte, wodurd die zwey Projektio-
nen auf eine und biefelbe Figur befchränft wiüren,

* *
>

166, Diefe Ieten Betrachtungen leiten ung auf die Entdedung mehrerer merk:

würdigen Eigenfhaften des Kreifes, der Kugel, der Kegeljchnitte und der Frummen 5

den vom zweyten Grad. .
Wir haben fo eben gefehen, daß jede der jiwey. um. die Kugel unlhreebener Kegel:

flächen diefelbe nad) einem Kreife berühre, und daß diefe. beyden. Kreife dur. die zwwey

Berührungspunfte der Kugel mit den tangirenden Ebenen gehen. Diefe. Eigenfchaft

ift Fein befonderes Eigenthum der zwey betrachteten Kegelflächen, fie fommt allen denen

zu,die ihre Scheitel in der gegebenen Geraden haben, und weldhe gleichfalls um vie

Kugel umfohrieben find. Wenn man fi daher eine erfte Kegelfläche denkt, die ihren,

Scheitel in der gegebenen Geraden hat, und um die Kugel umfihrieben ft, und wenn

man annimmt, diefe Fläche bewege fich vergeftalt, daß ihr Scheitel die Gerade durchläuft,

ohne daß fie felbft aufhöre, umfchrieben und berührend zur Kugel zu feyn, fo wird fie

in jeder Stellung die Kugel nad) einem Kreife berühren; alle dieje Kreife werden durd)

Die zwey nemlichen Punkte gehen, welche die Berührungen der Kugel mit den zwey tan:

girenden Ebenen find, und die Ebenen verfelben Kreife werden fi fäinmtlich nad) einer

nemlichen geraden Linie fehneiven, welche jene der zwey. Berührungen. it, Wein man

fi endlich die Ebene denkt, welhe durd). die gegebene Gerade, und durd). den. Mittelpunkt

der Kuoel geführt ift, fo wird diefe Ebene, die dur) die Aren aller Kegelflächen geht,

fenfrecht auf die Ebenen aller Berührungsfreife feyn, und folglich au; auf’ die. Gerade,

welche der ‚gemeinfhaftliche Durhfchnitt derfelben ift, und fie wird alle diefe Ebenen nady

geraden Linien fhneiden, die fammtlich durch) einen nemlichen Punkt gehen.

Umgekehrt, wenn eine Kugel und eine gerade Linie gegeben find, und man benft

fi Durch die Gerade fo viele Ebenen ald man will, welhe die Kugelinacdh Kreifen fchnei:

det, md wenn man zu jedem biefer. Kreife fi eine gerade Kegelfläche denkt, von weldher

berfelbe die Grundlinie, und welhe um die Kugel umfchrieben ift, fo werden die Scer

tel aller diefer Kegelflächen in einer nemlichen anderen geraden Linie Liegen,

13 *
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167. Betrachtet man allein das, was in ver Ebene vorgeht, welche durch die gegebene Gera,

de, und dur) den Mittelpunkt der Kugel geführt it, fo wird man auf die jwey folgenden Sage

geleitet, welche die unmittelbaren Folgefäge zu dem Vorhergehenden find.

„Es ift in einer Ebene ein Kreis gegeben, (Taf. XVI. Fig 2 et 3.) defien. Mittelpunkt

„A ferp und irgend eine Gerade E GC; wenn manaus einembeliebigen Punkt D diefer Geraden

„wen Tangenten zu dem Kreife zieht, und die Gerade E F, welde dur die zwey Berührungss

„punkte gebt, und man frelt fih vor, der Punkt D bewege fih Tängs der Geraden und führe die

„Tangenten mit fi, ohne daß diefe aufhören, den Kreis zu berühren, fo werden die zwey Berüh:

„rungspunkte, fo wie bie, fie verbindende Gerade E F ihre Stelung verändern, aber diefe Gerade

„wird immer dur den nemlichen Punkt N gehen, welcher in der aus dem Mittelpunkt auf die

„Gerade gefällten Senkrehten A G liegt.“

„Umgekehrt, wenn man durh einen in ber Ebene eines Kreifes genommenen Punkt N, fo

„viele Geraden E F zieht, ald man will, von denen jede den AmEreis in zwey Punkten fchneibet,

„und wenn man durch diefe zwey Punkte zu dem Sreife zwey Zangenten E D, FD zieht, wel.

„he fih irgend in einem Punkte,D fhneider, fo wird die Reihe aller diefer auf die gleiche Art

„gefundenen Durhfchnittspunfte in einer nemlichen, auf AN fenfrechten geraden Linie BC liegen.“

168. NVeicht deiwegen, weil alle Punkte eines UmEreifes gleich weit vom Mittelpunkte ent,

fernt Liegen, befißt der Kreis, die oben vorgetragene Eigenthümlichkeit, fondern weil er eine Kurve

vom jweyten Orad ift, und alle Kegelfpnittslinien find in dem gleichen Salle,

Sn der That, es fy AB EF (Taf, XVL Fig. 4.) irgend ein Kegelfhnitt, und CD

eine beliebige, in feiner Ebene gegebene Gerade: ftellen wir uns vor, die Kurve drebe fih um eine

ihrer Aren A B um eine Umpdrehungefläce zu erzeugen, und denken wir uns durch die Gerade

C D zwey tangirende Edinen zu diefer Fläche geführt, ‚fo wird jede diefer Ebenen ihren befonderen

Berährungspunkt Haben, Diefed feftgefegt, wenn man einen beliebigen Punkt HI der Geraden CD

ald Siheitel nimmt,.und fi eine Kegelflädhe wmfchrieben und tangirend zu der Umdrehungsfläde

denkt, fo wird fie diefe leßte Flädhe nad) einer Kurve berühren, welche nethwendig durch die givey

Berlibrungspunkte mit den tangirenden Ebenen geben muß.

Diefe Kurve wird eben feyn;z ihre Ebene, welche fenkrebt auf jene des gegebenen Regelfdnitts

ift, wird auf diefe leßtere nah einer geraden Linie E E projektirt feyn, und tiefe Gerade wird

durch die zwiy Berührungspunkte des Kegelfhnitts mut den durd den Punft H gezogenen Tan»

genten gehen. Nehmen wir fofert an, der Echeitel H der Kegelfläche bewege fi auf der Geraden

C D, ohne daß diefe Fläche aufhöre umfchrieben und berührend zu der Umdrehungsfläde zu feyn,

fo wird ihre Berührungsfurve in jeder Stellung die nemlihen Eigenthümlichkeiten haben, durch
bie zwey Berührungspunkie mit den tangirenden Ebenen zu gehen, eben zu feyn, und ihre Ebene

fenfrecht auf die des Kegelfehnitts zu haben. Daher werden die Ebenen aller Kurven dur bie

Berade gehen, welche die. beyden Berührungspunfte verbindet, und welche felbft fenfresht auf die

Ebene deö Kegelfihnittes ift; daher endlich find die Projektionen aller Ebenen gerade Linien, die

fünmtlih durch die Projektion N der Geraden gehen, welde die beyden Verührungepunkte ver

bindet,
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169. Endlich ift. diefer Sag felbft nur ein befonderer all eines andern Allgemeinen; welcher

in den drey Dimenfionen ftatt finder, und den wir uns vorzufragen. begnügen.

„Es it im Raum irgend eine Frumme Zlähe vom zweyten Grab gegeben und eine umfchrie,

„bene Kegelfläche, die fie berührt, und deren Scheitel in irgend einem Punkte liegt; wenn fich die

»„Regelfläche bewegt, ohne aufzuhören um die erfte Fläche umfchrieben zu feyn und diefelbe zu bes

„rühren, jedoch fo, daß ihr Scheitel irgend eine gerade Linie durchläuft, fo geht die Ebene der Be.

„tührungskurve der zwey Blächen immer durch eine memliche gerade Linie ( welche beftimmt ift, durch
„rie beyden Werlhrungspunfte der Fläche vom zmwepten Grad mit den zwey tangirenden. Ebenen,

„die durch die Gerade der Scheitel gehen): und wenn die Kegelfläche fifo bewegt, daß. ihr

„Scheitel immer in einer Ebene bleibt, fo geht die Ebene der Verührungskurne immer durch einen

Fe Punkte £ x,

Hırr Briandhen bat in feinem Memoire sur les surfaces courbes du second degre den

Beweis zu den vorftehenden Sägen Monges, fo wie zu dem folgenden ganz allgemeinen Theorem

gegeben:

„Es ift irgend eine Erumme Släche vom zwepten Grad gegeben, und eine umfchriebene Kegels

„flache, welche fie berührt und deren Scheitel in irgend einem Punkte liegt ; wenn bie Kegelfläche

„fi bewegt, ohne aufzuhören um. die erfte Fläche umfchrieben zu feyn und fie zu berühren, jede

„So, daß ihr Scheitel eine andere, willführlid im NRaume geftellte Fläche vom jwepten Grad

“durchläuft, fo wird die Ebene der Verlihrungsfurne der zwey Släcen beftändig eine dritte, Bene

„vom zwepten Grad berühren,

Zweyte uf

Dur einen gegebenen Punft eine Ebene zu führen, welde zu gleicher Zeit

zwey gegebene Rugeln berührt?,

170. Auflöfung Es jey CA, a) (Taf. XIV. Fig. 1.) der Mittelpunkt der

"erften Kugel; CB, 5) jener ver-zweyten; und (C,c) der gegebene Punkt; es fey ferner

die Gerade (A B,a 5): fonftruirt, welche dur) zwey Mittelpunfte geht, fo wie die

Projektionen GEF,gef, HIK, hikbder zu den beyden Projeftionsebenen paralle,

len größten Kreife beyder Kugeln. Man vente fi) die Kegelfläche, welche um beyde

Kugeln zugleich umfchrieben tft, und fie beyde berührt, -Diefe Flache muß ihren Mittels

punft in ver Geraden haben, welche durd) jene der beyven Kugeln geht. Man ziehe zu

den zwey Rreifen G E F,’H IK, die zwey gemeinfchaftlichen Zangenten EH, FK,

welche fih in einem Punkt D, der Geraden AB fehneiden. Diefer Punkt ift. die Ho

tizontalprojeftion des Mittelpunfts der Kegelfläche, -deffen Pertifalprojeftion d auf der

verlängerten Geraden a db liegt, Enpdlih- ziehe inan die Gerade (C.D,..c a), welhe

Durch den Mittelpunft des Kegeld und Durch den gegebenen Punkt geführt. it,
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Diefes feftgefet, fo denfe man fich Durch jene leftte Gerade zwey tangirende Cbe:

nen zu dem Kegel geführt; diefe werden denfelben nad) zwey Erzeugungslinien berühren,

und beyde aud) tangivend zu den zwey Kugeln feyn. Die Aufgabe ift alfo daraufzu:

rücdgebwadht, durch Die Gerade, welche dur; ven Mittelpunft ver Kegelfläche und durd !-

den gegebenen. Punktgeht, zwey tangirende Ebenen zu einer ber beyden Kugeln zu führ -

‚ven, und diefe beyden Ebenen find fodann aud) tangirend zu der andern Kugel,

171... &8 ift hier. zu. bemerfen, daß man fi) zwey NKegelflächen um die beyden

nemlihen Kugeln: umfchrieben denken kann. Die erfte umbüllt alle beyven von Außen,

und ihr Mittelpunkt liegt jenfeit der einen Kugel, in Bezug auf die andere: Die tangi-

renden Ebenen zu diefer Kegelfläche berühren jede ver beyden Kugeln von derfelben Geite. :.

Die zweyte Kegelfläche umhüllt die eine Kugel von Außen. und die andere. von Sinnen,

und ihr Mittelpunkt liegt zwifchen jenem der beyden Kugeln. Man erhält die Horizon:

talprojeftion D/ diefesg Mittelpunfts, wennman zu den zwey Kreifen EFG und HIK

die zwey innern Tangentenzieht, welche fiin einem Punft der. Geraden A B fehneiden ;

- und man findet feine BVertifalprojeftion, indem man ven Punft D’ nad) d’ auf ab

‚projeftirt, Die beyden zu. Diefer Kegelfliche geführten tangirenden Ebenen berühren eben;

fall8 eine jede.der zwey Kugeln; aber fie berühren die erfte von ver einen Seite, und

die zwegte von der Andern, Demnad Fönnen vier verfchiedene Ebenen der Aufgabe

Genüge thun: bey zwey von ihnen find Die beyden Kugeln auf der nemlichen Geite der
Ebene; bey den ziwey Andern find fie auf verfchiedenen Seiten, &

Dritte Aufgabe,

Man foll- eine tangirende Ebene zu. drey gegebenen Augeln führen ?

172. Auflöfung Denfen wir und die. tangirende Ebene zu den drey Kugeln

-fey geführt, und ftellen wir uns eine Kegelflähe vor, welche um. die beyden erften Ku:

gen umfohrieben ift, und fie beyde berührt; fo wird die tangirende Ebene diefe Kegel

fläche, längs einer Kante berühren, und durd) ihren Mittelpunkt gehen,

Wenn man fi) eine zweyte Kegelfläche denkt, welche um die erfte und die dritte

Kugel umfchrieben ift; fo wird die nemliche tangirende Ebene auch diefe Fläche ebenfalls.

läng3 einer ihrer Kanten berühren und folglih dur ihren Mittelpunft gehen. Wenn

man fid) endlich eine dritte Kegelfläche denkt, welche die zweyte und die dritte Kugel

umfaßt und berührt, fo wird die tangirende Ebene fie auch nad einer ihrer Kanten

berühren und durd) ihren Mittelpunkt gehen. Die Mittelpunfte der drey Kegelflähen

liegen demmad) in Der tangivenden. Ebene;; aber fie liegen au in der Ebene, welche,
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durch die Mittelpunfte der drey Kugeln geht, und welde die drey Aren enthält: fie And.

daher in gerader Linie. E38 folgt hieraus, daß wenn man die Vrojektionen jener Mit:

 telpunfte Fonftruirt, wie wir e& in der vorhergehenden Aufgabe angegeben haben, fo fann

man durch diefe Projektionen jene einer geraden Linie führen, weldhe in der tangirenden

Ebene enthalten if. Die Aufgabe kommt alfo dahin zurüd, durch eine gegebene Gerade

‚eine tangirende Ebene zu einer beliebigen von den drey Kugeln zu führen, was mittelft

der vorftehenden Methoden ausgeführt wird, und diefe Ebeneift fodann tangivend iu

: den zwey Übrigen,

173. Da manftet3 zu irgend zmwey Kugeln, anicy Kegelflächen venfen Tann, wel:

he jene beyden umbüllen und. berühren, und von denen die erfte ihren Mittelpunft außer

: halb der Mittelpunfte ver Kugeln hat; und die zweyte den ihrigen zwifchen venfelben,

fo ift e3 einleuchtend, daß e3 in der vorftehenden Aufgabe feh8 Kegelflächen gäbe, deren

 drey von Außen um die Kugeln, zu zwey und zwey genommen, umfehrieben find, und

von Denen die Drey übrigen ihre Mittelpunfte zwifchen den Kugeln haben. "Bezeichnen

wir. die Mittelpunfte der drey erften Kegelflächen mit C, C/, C’, und die Mittelpunfte

der Ießteren mit c, c',c”. Won diefen fech8 Kegeln haben die drey, welche von einer

nemlihen Ebene berührt find, ihre Mittelpunfte in einer nemlichen Geraden, und Diefe

Gerade ift (Art. 172.) der Durchfehnitt der tangirenden Ebene znden drey Kugeln
‘amd der Ebene, welche dur) die drey Meittelpunfte derfelben geht, . Die fehs Mittel;

pyunfte C, C’,C”, c,c’, c” find überdies auf vier Geraden vertheilt. In der That müf

° fen unter den VBerbindungen-jener fech8 Mittelpunfte, zu drey und: drey,. ausgefchloffen

werden ; Itend: jene, in welchen fih C und c, oder C’ und c’, over CO” und c” vorfin,

det, weil eine und diefelbe Ebene nicht zu gleicher Zeit die zwey Kegelflächen berühren

Tann, welde um zwey Kugeln von Smnen und von Außen umfchrieben find; 2tens jene,

‚in welchen einer der Drey Mittelpunfte c, c', c” mit zweyen von den drey Mittelpunf-

ten C, C’, ©” verbunden vorfommt; weil eine Ebene, welche je zwey von Den Diey

Auberen Kegeln berührt, nothwendig aud) den dritten berührt; endlich Die Verbindung

ce. cc”, weil die Ebene, melde. zwey innere Kegel berührt, ‚nothwendig einen äußeren

. berührt. Die Verbindungen der Mittelpunfte zu drey und drey, reduziren " demnach)

auf tolgenbevier:

G cc BI n Ce nd Deere €

fie GefEirfment vier Gerade, und duch jede: derfelßen kann man zwery tangivende Ebenen

“zu irgend einer der drey Kugeln führen.  E3 ‚giebt Daher acht verjchiedene Ebenen, wel:

che-ver Aufgabe Genüge thun; giwey von ihnen berühren Die Drey Kugeln von einer
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Seite; die fech3 übrigen find fo gelegen, daß fie zwey Kugeln von einer, und Die dritte

von der entgegengefegten O©eite berühren,

* } *
+

474. Diefe Betrachtungen führen uns auf folgenden Sag:

„Es find drey beliebige Kreife, nad Größe und Stellung, in einer Ebene gegeben. (Taf. XIV.

„Fig. 2,), wenn man, indem man fie zu jwey und zwey betrachtet, zu ihnen die äußeren Zangen»

»ten zieht, umd diefe verlängert, bis fie fih fhneiden, fo liegen bie drey, auf diefe Art erhaltenen

„Durdfchnittspunfte D, E, F, in gerader Linie.“

Denn wenn man fih die drey Kugeln denkt, von welden diefe Kreife größte Kreife find, und

eine Ebene, welche fie alle drey von außen berührt, fo berührt, diefe Ebene au) die drey, um bie

Kugeln zu zwey und zwey umfchriebenen Kegelflähen, und geht durch ihre drey Mittelpunfte D,E, F.

Aber diefe drey Punkte D, E, F, liegen aud) ‘in der Ebene der Mittelpunkte der drey Kugeln; fie

Hiegen daher in zwey verfhiedenen Ebenen, und folglich in gerader Einie,

„Wenn man zu benfelben Freien, zu zwey und jwey genommen, bie inneren, fih durd£reu-

„zenden Tangentezieht, fo find die drey neuen Durchicnitispunfte G, H, I, zu zwey und zwey,

sin gerader Tinie mit einem der bdrey erftien, fo daß die fehs Punkte D, E, F, G, H I, die

»Durhfcehnitte von vier Geraden find.“

475. Endlich ift diefer Sag nur ein befonderer Zul desfolgenden, welcher in drey Dimenfio:

nen ftatb hat,

„&8 find vier beliebige Kugeln nad; Größe und Stellung im Naume gegeben, wenn man ficdh

die fehd Kegelflächen denkt, welche von Außen um biefe Kugeln, zu zwey und zwey genommen,

„umfchrieben find, fo liegen die Mittelpunkte diefer. fech8 Kegel in einer und derfelben Ebene und

„in den Durchfihnitten von vier Geraden; und wenn man fi die fechs andern, von Innen um,

„Ihriebenen Kegelflächen denkt, das heißt jene, melde ihre Mittelpunfte zwifchen denen von jmwey,

„Kugeln haben, fo find die Mittelpunkte diefer feh6 neuen Kegel zw drey und dreyin einer Ebene
„mit drey von den erften,“

Bierte Fufgabe

Men fol Such einen willfährlih im Reume genommenen Punft eine tangu

vende Ebene zu einer gegebenen Eylinderfläce führen

176, Auflöfung € fy EIFK E Taf XV. Fig. 1.) die auf der Horizom
talebene gegebene Grundlinie der Cylinderflähe; CA B, a 5) fey eine Parallele zu ver
geraden Erzeugungslinieberfelben, und CC, c) fen ber RR‚duch ben: dietangirende_
Ebene gehen foll, >
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Da die Berührung der verlangten Ebene und der Eylinderflähe längs einer gera-

den Erzeugungslinie diefer Lefsteren ftatt findet, fo muß eine durd CC, c)I geführte Pa:

rallele zu der Geraden (A B, a 5) nothwendig ganz in ver tangirenden Ebene liegen.

Wenn man daher die Projektionen CD, c d diefer Parallelen Fonftruirt, und den Ber

gegnungspunft verfelben mit einer der Projeftionsebenen, zum Benfpiel ven Punft CD, d)

beftimmt, fo wird diefer Punft den Riffe der tangirenden Ebene auf derfelben Projef

tiondebene angehören. Nun aber muß jeder NRiß der tangirenden Ebene berührend zu

dem entfprechenden Riffe ver Cylinderfläche feyn; man hat daher nur dur D fe zu

der Kurve EIFK möglihen, Zangenten D E,DF zu ziehen, um die Horizontalriffe
aller tangirenden Ebenen zu erhalten, die dur den gegebenen Punkt zu der Cylinderz

fläche geführt werden Fünnen. Sndem man die Berührungspunfte E, F der gefundenen

Kiffe auf die Projektionsare nad) e und f projeftirt, fodann durd CE, e), CF, Pu

ver CA B, a 5) die Parallelen (EG, eg), (FH,f%) zieht, hat man die geraden Erz

zeugungslinien, nad) welchen -die verfchiedenen tangirenden Ebenen Die Cylmoerfläcje ber

rühren.

Zur Vervollftändigung der Zeichnung beftunme man nody die Riffe der gefundenen

tangirenden Ebenen auf der Vertifalebene, und in beyden Projeftionen Die geraden Ber

gränzungslinien der Cylinderfläche wie bey der Aufgabe 1. Kap. II.

Bunfte Xufgabe.

Wen _foll parallel zu einer befannten Geraden eine tangirende Kbene zıs° einer

gegebenen Eylinderfläce führen?

177. Auflöfung. Die Grundlinie der Eylinderfläche fey die auf der Horizon:

talebene gegebene Kurve C DE (Taf. XV. Fig. 2.). (EFF, ef) fey eine ihrer gez

raden Erzeugungslinien,; und CA B, a 5) fey die gegebene Gerade, zu welder die tan-

girende Ebene parallel feyn foll.

Dur; einen beliebigen Punkt CL, 7) der. gegebenen Geraden (A B, a 5) führe
man eine Parallele (L M, Z m) zu der Erzeugungslinie des Eylinderd, und man fon:

ftruire die Rife AM, 5 7 einer durch diefe beyden Geraden geführten Ebene,

Man wird leicht einfehen, daß die verlangte tangirende Ebene parallel zu diefer

leßtgenannten Ebene feyn müffe, und ihre Niffe daher wechfelsweile parallel zu AM

und 5 7; denn jene Ebene foll einmal parallel feyn, zu der gegebenen Geraden, und da fie

auch eine gerade Erzeugungslinie des Eylinder enthalten muß, fo Fan fie nuparallel zu der

burh CA B,a b) und parallel zu der Erzeugungslinie des Eylinders geführten Ebenen jeyn,

14
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Weberdied müffen die zu AM und 5 7’ parallelen Niffe der gefuchten Ebene, die vefpek
tiven Riffe der Eylinderflähe berühren; wenn man daher zu der Kumwe CD E und

‚ parallel zu. A B alle möglichen Tangenten G C,H D.,..%. zieht, fo !hat man eben

fo viele Horizontalrife tangirender Ebenen zu dem Cylinder, die fämmtlich parallel zu

der Geraden (A B, ab) find, Der nod) übrige Theil der Auflöfung ift ganz derfelde

wie bey der vorhergehenden Aufgabe und er bedarf daher Feiner weiteren Erflärungen.

\

x Schöte Aufgabe

Durch einen außerhalb einer Kegelfläce genommenen Puntt, fol eine tangis

rende Ebene zu diefer Släche geführt werden?

‘178. Auflsfung EGFHCTaf. XVL Fig. 1.) fey die auf der Horizontal

ebene gegebene Grunodlinie der Kegelflihe; CA, a) ihr Mittelpunft und (CC, c) der

Punkt, durd) den Die tangirende Ebene gehen foll.

Da alle tangirenden Ebenen einer Kegelfläche durch „den Mittelpunkt der Fläche ge

ben, fo verbinde man Diefen Mittelpunft CA, a) und den gegebenen Punft (C, c)

dur eine Gerade CA C,a c). Diefe Gerade, welche demzufolge ganz ver gefuchten

Edene angehört, trifft die horizontale Projeftionsebene, auf welcher die- Grundlinie des

Kegeld gegeben ift in einem Punkt CD, 7), und diefer ift fonach ein Wunft des Hori

zontalviffes derfelben Ebene, Wenn man daher durd den Punft D fo viele Tangenten
DE!DF... an den RE EGEHzieht, ald deren zuläßiggfind, fo erhält man dar

durch die Horizontalriffe aller tangirenden Ebenen, welche ver Aufgabe Genüge Ieiften

tönnen, Diefe Riffe treffen die Vrojektionsare in L und H, und da ‚die Gerade (A G,ac)

die Vertifalebene in CD’, d’) teifit, fo find die Geraden Ld’, H d’,'vie Bertifalriffe ver;

jelben tangirenden Ebene.

Fndem man die Berührungspunfte E, F der Balis des Regels mit den Kiffen

der tangirenden Ebenen auf die Projeftionsare nach e, f projektirt, und die Geraden

(EA, ea), (FA, f «ed zieht, wodurdh man Die Berührungslinien ver Kegelfläche mit.

den tangirenden Ebenen bekommt, fo findet man durch Die Begegnungspunfte e', f Die
fer Geraden mit der vertifalen Projektionsebene; ebenfalls zwey Punkte der Riffe L d/,

Hd’, und zugleich ein Prüfungsmittel für die Genauigkeit der Koftruftion,

Wie bey der analogen Aufgabe über die tangirenden Ebenen zu dem Cyfinder ber
fiimme man auch hier auf beyden Profeftionsebenen, die Projektionen ver außerften Erzeu:

gungslimien nah dem Verfahren des Art, 83. Rap. IL um die Zeichnung zu vollenden. -
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Siebente Aufgabe |

Man fol parallel zu einer befannten Geraden eine tangivende Ebene zu einem |

gegebenen Regelflähe führen?

179. Auflöfung Man führe durden Mittelpunkt der‘ Kegelfläche eine Par

vallefe zu der gegebenen Geraden. Durdy einen beliebig genommenen Punktdiefer Par
tallelen, zum DBepfpiel, durch den Punkt, in welchem fie die Horizontalebene vurchfchneiz
det, führe man, nady der vorhergehenden Aufgabe,eine tangirende Ebene zu der Kegel-

flähe. Sn der, auf diefe Weife gefundenen. ‚tangirenden. Ebene wird die Parallele zu

der gegebenen Geraden ganz, enthalten feyn, und Biefe Chene ift daher die verlangte. ,
Wenn man dur ven Punkt, in. welchen. die Parallele die Horizontalebene trifft,

mehrere tangirende Ebenen zu der Kegelfläche führen Fann, fo. entforechen diefe fümmtlic):

den Bedingungen ver Aufgabe, * |

"Wir überlaffen dem Lefer die Ausführung der angegebenen: Konftruftionen, die nad)
dem vorhergehenden durchaus Feine Schwierigkeit. darbieten.:

u te Yufgabe

Durh eine gegebene: Gerade fol eine tangirende Ebene: zu‘ einer gegebenem

Umdrebungsflädbe geführt werden?

Erffe Uwflöfwung (CTak XVHY

180: Wir nehmen die horizontale Projeftiongebene fenfrecht! auf Die Drehungsr

are an, wodurd): unbefchadet der Allgemeinheit der, Auflöfung die KRonftruftionen- verein«-

facht werden. ES fey demnad)- L M:(Taf. XVIL) der, Durchfchnitt der. Nrojeftions»

ebene; CA, a a); die Are der Umpdrehungäfläde2 0..., fen die Berttifalprojeftion des’

Erzeugungsmeridians,. deffen Ebene L’ AM’ parallel zur vertikalen Projeftiongebene ift ;;

eBIC, 5b c) fey Die gegebene Gerade. Aus dem Wunft: A fey auf BC die: Senfreihte

AD gefällt, welches: die Horizontalprojeftion: der Fürzeften Entfernung: der: Are-und: der‘

gegebenen: Öeradenift,. und: der Punkt D- fey nad: d auf die Gerade, b. c projeftirt.-

Diefes- feitgefeßt, ftellen: wir ung vor, die tangirende Ebenefey geführt; und nehmen.

"wir an, die gegebe Gerade drehe fihum- Die Are CA, a a’),ohne. weder ihre Entfer-

nung: von Diefer. Are, nad) ihrer Neigung gegen- die Horizontalebene zu: verändern, und

fie 3öe Die tangirende Ebene mit. fih,- fo daß Diefe immer Di Fläche berüfre &sit

einleuchtend‘, daß: vermöge Diefer Bewegung der Berührung ie ver Släche' und der:

Ebene: die Stellung: verändern: werde „aber. da Die: tangirende Ebene. fleiö. die gleicher
A
u.
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Keigung beybehält, fo verändert der Berührungspunft feine Höhe auf der Fläche nicht,

und er wird fiin dem Umfange eines Parallelfreifes der Fläche bewegen. Ueberdies

wird die gegebene Gerade dur ihre Bewegung um die Are ein Umdrehungshyperboloid

voneinem Nebe erzeugen, zu welchen bie tangirende Ebene in allen ihren Stellungen

tangiremd ift, weil fie immer dur eine Erzeugungslinie der Fläche geht. (Art. 136.)

Denfen wir uns nun dur den Berührungspunft der tangirende Ebene mit der

erften Fläche eine Merivianebene geführt, fo wird viefe Ebene, welche fenfreht auf die

tangivende Ebene feyn muß, (Art, 89.) Die gerade Erzeugungälinie ded Hyperboloids

in einem Punkt purdhfchneiden, welcher ber Berührungspunft diefer Fläche mit derfelben

tangirenden Ebene ift.

181. Da die Aufgabe mittelft der zweyten Umprehungsfläcde gelößt werden foll,

fo ift e8 vorerft erfoderlih,, den Schnitt Diefes Hyperboldids durd die zur vertifalen

Projeftiondebene parallele Merivianebene L’ A M’ zu fonftruiren,

3 fey auf der gegebenen Geraden irgend ein PWunft CE, ce) genommen: fuchen

wir Den Wunft, in welchen verfelbe, in feiner Bewegung, auf die Ebene des Schnittes

trifft. Der Punkt CE, e) wird fi) in dem Umfange eines horizontalen Kreifes bewe:

gen, deifen Mittelpunft auf Der Are CA, au) liegt, und vefjen Horizontalprojeftion

nan erhält, indem man aus dem Punft A ald Mittelpunkt und mit dem Halbmeffer

AE einen Rreisbogen E FE befchreibt, welcher von ver Geraden L’M’ in zwey Wunf:

ten wie F gefihnitten wird. Die BVertifalprojeftion defjelben Bogens ergiebt fih, wenn

man dur den Punkt e die unbeftimmte Horizontale e f zieht.

Da nun Die Begeguungspunfte ded Bogens (E FE, ef) mit der Ebene des

Schpnittes horizontal in F.. projeftirt find, fo beftimme man-ihre Projektionen f. auf der

BVertitalebene, und man hat die Projektionen eben fo vieler Wunfte des Schnittes, Wies

verholt man diefes Verfahren bey einer beliebigen Anzahl anderer Punfte der gegebenen

Geraven, fo erhält man eben fo viele Punfte f, g, p, ne... 26, Durd) welche man die

zwey Zweige fp g,f p g gehen laßt, und man hat die Bertifalprojeftion des gefschten

Meridianfihnittes,

182. Nachdem diefe3 gefihehen, nehmen wir an, daß die gegebene Gerade und

Die tangirende Ebene durch ihre gleichzeitige Notationum die Are in eine folde Stel:

fung gefommen feyen, worinn die tangirende Ebene fenfreht auf die vertifale Projek-

tionsebene wäre, Sin Diefer Stellung wird ihre Projektion auf derfelben Ebene eine ge

vade Linie feyn, amd Diefe Gerade wird zu gleicher Zeit Tangente feyn, zu Dei zwey

Trummen Binien fg p, io. Wenn man Daher zu Diefen zwey Krummen die gemein

fhaftihhen Tangenten p i, nA zieht, fo hat man die Projektionen aller tangirenden Eber
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nen, welche der Aufgabe Genüge thun, und zwar in der Stellung betrachtet, wenn fie
durch die Rotation nacheinander fenkredht auf die Vertifalebene geworden find. Die Ber

rührungspunfte i, 4 Diefer Zangenten mit der Erzeugungslinie der erften Fläche beftins.
men die Höhen der Berührungspunfte diefer Fläche mit allen tangirenden Ebenen, Wenn

man folglid) durch diefe Punkte die unbeftimmten Horizontalen z i, A A zieht, fo enthal:

ten diefe die Vertifalprojeftionen der Berührungspunfte der Fläche mit den Ebenen; und

wenn man aus A ald Mittelpunft Kreiöbögn RK,IQ von Durchmeffern. gleich si

und k A befihreibt, fo werden vdiefe Böen Die Horigontalprojeftionen verjelben Punfte

enthalten.

Auf gleiche Weife ck die Beihbrunssrtnfie n, p die Höhen und refpeftiven

Durdymeffer der Parallelkreife des Umprehungshyperboloids an, in welchen die Berührungs:

punfte diefer leiten Fläche mit den gefuchten tangirenden Ebenen enthalten feyn müffen.

Diefe Parallelfreife haben old Vertifalprojeftionen die Horizontalen p Ah, n j, und man

erhält ihre Horizontalprojeftionen, wenn man die Punkte n, p auf die LM’ nad N, P

projeftirt, und aus A ald Mittelpunkt und mit- ven Halbmeffeen A P,A N nadeinan;

der die Kreisbögen PH, N J zieht.

Aber die Beruhrungspunfte des Hnperboloids und der gefuchten Ebenen Fliegen nicht

nur auf den eben befchriebenen Parallelfreifen; fie müffen au auf der gegebenen Ge:

vaden liegen, und fie find daher beftimmt, durd) das. Zufammentreffen der Geraden

(BC, 5 .c) und der Kreißbögen (P H,p A), CN J,n j) in den Punften CH, 7),

(1, j)-

Die Meridianebenen, welche Kun diefe Berührungspunfte, CH, A), (I, j) des
Hyperboloids und der gefuchten tangirenden Ebenen gehen, haben ald Horizontalprojef:

tionen die Geraden AH, AJ, und die Stellung diefer Ieten Ebenen ift durdy die zwey

Bedingungen beftimmt, durch Die gegebene Gerade (B C, 5 c) zu gehen, und fenfrecht

auf die Merivianebenen A H, AT zu feyn.

Nun aber liegen die Berührungspunfte ver gegebenen Umbrehungsfläche und der

‚gefuchten tangirenden Ebenen in den Merivianebenen A H, A J, weldje durd) die entfpres

enden Berührungspunfte mit dem Hpperboloid geführt find, und da fie aud) auf den

Parallelfreifen liegen, deren Horizontalprojeftionen die Bögen QI,RK find, fo find Die

Hunfte Q,R; in weldyen viefe legten Bögen von den Geraden A H, A J gefchnitten

werden, die Horizontalprojeftionen ver. Berührungspunfte ver gegebenen Umorehungsfläche

und Der gefuchten, durch die Gerade (BC, 5 c) gehenden tangirenden Ebenen. Die

Vertifalprojeftionen verfelben Punkte ergeben fh, wenn mean die Punfte Q, R auf vie

entfprechenden Horizontalen A A, ii nad q und r projeftirt,
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»  Diefe Methode ann leicht veralfgemeinert undauf, Slähen angewendet werden, Die

durch Frumme Linien erzeugt Rn); vow beftändiger Geftalt und von veränderlicher Stel

fung im Naume,

183. Zufaß zu vorftehender Auflöfung *)

Wir haben angenommen, daß jede der beyden Tangenten pi,nk en ihre Bez

rührungspunfte auf den Merivianfchnitten der gegebenen Umprehungsfläche und des Umr

vrehungshyperboloios beftimmt wäre, Sn der Praris ver Zeichnungsfunft zieht man

diefe Tangenten, indem man ein Lineal tangivend an die beyden gegeben Kurven anlegt,

-. Die erfte fo gezogene Tangente trifft die Are der beyden Umprehungsflächen in dem

Punkt v. Cer Kiegt im unferer Figur nicht mehr innerhalb der Zeichnung). Betrachtet

man diefen Punft als den Scheitel eines geraden Kegeld, welcher durch Die, um die

Ye (A,a cd) fi). drehende Gerade p i erzeugt wird, fo ift die tangirende Ebene zu

diefem Kegel, welche durch die gegebene Gerade geführt ift, vie gefuchte Ebene **). Nun

aber hat viefer Kegel ald Bafis auf der Horizontalebene ven Kreis W H/, welder aus

dem Mittelpunft A befehriebgnift, und mit einem Halbmeffer A W, gleich der Entferr

nung des Mittelpunftes von dem Punkte W, in welchen vie Zangente (A W,vip)

der Horizontalebenetrifft. Daher hat die verlangte tangirende Ebene als Horizontalrig

die Tangente B H’ zu dem Umfreife W H’ ***). Die zweyte verlangte tangirende
Ebene hat ald Horigontalriß die Tangente BJ’ zu dem Umfreife Y T/,weldjer aus A
als Mittelpunkt befehrieben ift, ‚und mit einem Halbmefjer A Y,. gleich, dem Abftande

de3 Mittelpunftes Avon dem Durhfcnittspgunft CY, y), der Tangente (n Ay,ANY)

undde Horizontalebene, Die Ebenen, welche dur) Die gegebene Gerade tangivendzu _
denzwey geraden Kegeln geführt find, berühren viefe nad) den Geraden, weldhe ald Ho:
tizontafprojeftionen A H’, A J’ haben, Diefe Geraden A H’,; AT find auchdie Riffe

 

"Man fehe Hachette, Traite de geometrie Jescriptive. LivreII. Probl. 6,

**). Daß man: durch diefe Gerade. (BC, 5c) eine ‚tangirende Ebene zu dem Kegel führen
fönne, ift leicht einzufehen, denn die Gerade (BG,5o) berührt, den Kegel cffenbar in
dem Punkte ( EL, h:) des-durd (p, P). gehenden Paralletkreifes, velhen dem Kpperboleid _
und: demgeraden Kegel gemeinfchaftlich ift,

”*#) Durch den Punkt (Bi, 5), in weldem die gegebene Gerade die Horizontafebenetrifft, Fann
man ‚mey' Tangenten zu bem reife WEU’ ziehen; die) zweyte Tangente aber wäre der _
Rıp einer tangirenden Ebene zu der vorgelegten Städe, welche durch bie. gerade Erzeugungs;
Knie dr8 Gpperboloids gienge, deren Korizentalprejeftion die Tangente C Dzu dem Areife
DGDwie
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von vertifalen Meridianebenen, weldye die Berührungspunfte der gegebenen Släce undber
‚ verlangten Ebenen enthalten, Sind diefe Mierivianebenen befannt, fo fonftruire man die

Punfte (I, j), CH, A), wo fie die gegebene Gerade (B C, 5 c) fehneiven, und ziehe
fodann. die Horizontalen in, hp, fo treffen Diefe Die Tangenten ip,An in den Punks
ten n und p bed hyperbolifchen Zweige fpgm. nt

Die tangirenden Ebenen zu der vorgelegten Fläche, deren Horizontalriffe B H B F

befannt find, berühren diefe Fläche in den Punften CK, A), (Q, 9), welche man be:

ftimmt, wenn man Durd Die ‚Punkte (H,2), J,JI de aan zu den Meri

Dianfchnitten der Ebenen H’ A, JA zieht.

E3 zu bemerken, daß, nachdem man die Punkte H, o auf die Gerade LM nad |

,o.projeftirt hat, die vier Punkte 7,7, g, v auf ber nemlichen geraden Linie liegen

: Kien &E8 verhält fi) eben fo mit‘ den vier Punkten Yyaır,), ‘die aufder nemli-

hen ‚Geraden y x liegen müffen, »

- Diefe Auflöfung, obgleich) weitigerer TÄarf als bie Borhergehende, Li ichs in der Praxis

der geometrifhen Zeichnung ganz anwendbar,

184.. Wir haben 'ald Horizontaltiffe ver tangivenben Ebenen an dennl

(9, 49), CR, 7) der Umprehungsfläche die GeradenBT, B H’ gefunden; ihre Riffe

auf der, zur Vertifalebene paraltelen Merivianebene L’M gehen dur fahon Fonftruirte

Punkte. In der That fchneidet Diefe Merivianebene die gegebene Gerade in dem Punft
(S, s); die Tangente zu dem Merivianfchnitt, ' welcher duch den Beruhrungspunft

[Q, g) geht, trifft Die Umprehungsare in dem Punkt (v, A), welder in ver Meridian:

ebene L!M/ liegt, daher ift die Gerade v s auf diefer Ebene der Nif ver tangirenden

Ebene am Punkt (Q, g).der gegebenen Fläche. Diefe verlängerte Gerade » s gehtdur

den Punkt w, der Vertifalprojeftion des Punfts W, in welden die Meridianebene

LM’ ven Horizontalvif B H’ ver tangirenden Ebene fihneidet. Von viefen drey Punk;

ten 9,5, w find zwey hinreichend, um den Riß der erften tangirenden Ebene auf der.

Merivianebene LM’ zu beftimmen. Wos den Niß s = der zweyten tangivenden

Ebene an dem Punft CR, 7) der Umprehungsfläche betrifft, fo ift Diefer ebenfalls durch

die Mrojeftionen s, x, z Dreyer Wunfte beftimmt, von denen der Erfie auf, der gegebenen

Geraden liegt, der Zweyte in dem. Dürchfchnitt der Umprehungsare und ber Tangente

zu dem Meridianfihnitt am Berährungspunft CR, r), und der Dritte, indem Zufam:

mentreffen der Horigontalriffe BJ, LM’ ver tangirenden Ebenen und Der Meridian

ebene L' A:M,

sn Bezug: auf das geroähte Beyfpiel einer. ringförmigen Umprehungsfläde,

En mir fhlieplih noch bemerken, daß die beyden tangirenden Ebenen, deren Riffe
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und Berührungspunfte wir beftimmt haben, nicht die Einzigen find, die. den Beringun

gen der Aufgabe genügen, denn da der Merivianfchnitt diefer Fläche aus ziwey abgefon’

derten Zweigen befteht, fo Iaffen fich zu den beyden Kurven fp g.., ik o.., außer den

Seraden p i,n A nod) zwey andere gemeinfame Zangenten ziehen, weldje zwey, auf ent:

gegengefeßten ©eiten Der Umprehungsare liegende Zweige jener Kurven berührten.. Diefe

legten Tangenten würden Die Gtellungen zweyer anderer, dur CB C, 5 c) gehender

Ebenen beftimmen, welche die ringförmige Umdrehungsfläche in zwey Wunften ihrer Kehle

berührten, und welche vefhalb zugleich auch Durchfääneidend zu der Fläche wären,

Zweyte Aufldöfung. (Ta XVHLI-

185. Die Betrachtungen, auf welche fih die zweyte Auflöfung der erften Aufgabe

d. Kay. gründet, laffen fi) allgemein auf die Aufgabe anwenden: Dur eine gegebene

Gerade eine tangirende Ebene zu irgend einer Frummen Fläche zu führen. Denn wenn

man annimmt, die tangirende Ebene fey geführt, fo wird man leicht einfehen, daß Diefe

Ebene aud) alle Kegelflichen berühren müffe, welhe um die Frumme Fläche umfehrieben

find, und weldye ihre Scheitel auf der gegebenen Geraden haben. Es folgt aber hier,

‚aus, daß die Beruhrungslinien der Frummen Fläche und der umfihriebenen Kegelflächen

fammtlichdurch den Beruhrungspunft der Släcdye und der tangirenden Ebene gehen müf;

fen, und daß man daher, um jenen Punkt zu finden nur nöthig habe, die Berührungslinien

der Fläche und zweyer Kegel zu Eonjtruiren, welde um die Fläche umfchrieben find,

und voeldhye ihre Scheitel auf der gegebenen Geraden haben. Die Punkte, in denen fi)

jene Linien. felöft begegnen, find die Berthrungspunfte aller tangirenden Ebenen, welche

dureh) die gegebene Gerade zu der vorgelegten Frummen Släche geführt werden Fönnen,

186. Umdiefe Iekte Aufgabe in dem Falle zu löfen, wenn die vorgelegte Fläche

eine Umdrehungdfliche ift, erinnern wir uns, daß die Umprehurgsfläcden die Umhüllun:

gen ded Raumes find, den ein gerader Kegel oder eine Kugel, beyve von veränderlicher

Geftalt und Stellung, oder ein  Cylinder, nur von veränderliher Stellung durdläuft.

(Art. 110.) Betrachten wir zuerft den geraden Kegel, weldyer als Are die Umdrehungsare

hat, und deffen Erzeugungslinie eine Tangente zu dem Meridian der Fläche ift. Die Charaf:

teriftif der Umbüllung diefes beweglichen Kegels ift ein Kreis, und jede tangirende Ebene zu

dem Kegel ift auch tangivend zu der Umprehungsfläcde; wenn man daher durch einen außer:
halb ver Fläche gegebenen Wunft A eine tangivende Ebene zu dem geraden Kegel führt,
jo. berührt diefe die Fläche in dem Punkt, in welchem die Berührungsfante, die diefem Ker

gel entfprechende Charafteriftif durchfchneivet, und die Gerade, weldhe durd) ven Berührungs-

punk und durch den Punkt A geht, ift offenbar eine Erzeugungslinie des zu der Umprehungs:
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fläche umfchriebenen Kegeld, deffen Scheitel in A ift. Aufdiefelbe Art Kann man jede
beliebige Zahl Erzeugungslinien diefes leßten Regels beftimmen;; die Punkte, in denen fie die

Umdrehungsfläche berühren, gehören der Berührungslinie diefer Fläche mit der ihr umfchrier

benen. Kegelfläche an, deren Scheitel in A tft, Wenn man daher aufder gegebenen Gera:

den zwey Punkte nimmt, und die Kegelflächen Fonftruirt, welche diefe Bunkte ala Scheitel

haben, und welche um die Umdrehungsfläche umfchrieben find,- fo beftimmen die Durchfchnitz

te der Berührungslinien der Kegel und der Umprehungsflächedie Wunfte,. durch welche die:

verlangten. tangirenden Ebenengehen müffen..

Die Kugel, welche die Umdrehungsflächenad} einer FreisförmigenCharafteriftifberührt,

leitet zu dem nemlichen Refultat. Denn der Punkt auf ver gegebenen Geraden, Fann als’

Scheitel eines Kegeld betrachtet werden,welcher die Kugel nad) einem: Fleinen Kreifeberührt.

Diefer Heine Kreid und jener,‘ nad) welchem die Kugel die Umdrehungsfläche. berührt,

fhneiven. fi im Allgemeinen in zwey Punkten, Wenn man durd) diefe Punktetangirende‘

Ebenen zu ver Kugel führt, fo, finddiefe Ebenen: au) zu der Umpdrehungsflädhetangirend;;

da fie aber durch den auf der gegebenen Geraden genommenen Wunft gehen, fp berühren fie

die Umprehungsfläche in Punkten, welche der Berührungslinie diefer Fläche mit der ums

fehriebenen Kegelfläche angehören, Deren Mittelpunkt: auf‘ der gegebenen Geraden: genomz

men. ift. :

Da 'die Umdrehungsflähedie Umhüllung ded Raumes ift,. den ein Cylinder von

unveränderlicher Geftalt durchläuft, defien Grundlinie ein Merivianfchnitt‘ und deffem

Erzeugungslinien fenfreht. auf die Ebenediefed Schnittes ift,. fo fanman: ebenfalls: Durd)

einen gegebenen Punkt außerhalb. der Umdrehungsflächetangirende Ebenenzudiefem Cylins

der führen, und: die Berührungsfanten: beftimmen : diefe Kanten treffen dew Meridian im

Punkten, weldeder Berührungslinie der: Umorehungsflähe und der Kegelfläche angehör

ven, deren Mittelpunkt: außerhalb ver erften Fläche gegeben wurde.

157. €3 fey num CA, aa) (Taf. XVII.)die vertifalftehende Areder Umdrer

Bungäfläche ; in einer‘ zur: vertifalen Projeftionsebene parallele‘ Merivianebene AG fey

die Ellipfe ao a’ 0’ deren große Are mit der Vertifalprojektion a a’derUmdrehungdare

zufammenfällt, ald Erzeugungsmeridian der Fläche: gegeben; und (B C, bc) fey' die:

gegebene Gerade, aufwelcher ein Punkt CE, e)' genommenfey,. unt als‘ Scheitel! eine®

umDie Umorehungsfläche: umfchriebenen: Kegelö zu: dienen.

Kachdem: mandie Umdrehumgsflädhe durd) eine Ebene: d d’fenfrecht‘ auf’ die Are

gefäjniiten: hat,. ziehe man: an: dem: Durchfejnittspunft: CD’,d’) des Merivians: a od &

mit: der Horizontalebene: dd” die: Tangente (DA,s) zu: diefem: Meridien.

15
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Diefe Tangente fhneidet die Are CA,a«) in einem Punft (A, s);man nehme

diefen Punkt ald Scheitel eines geraden Kegels, welcher die Fläche nad) dem Kreife vom.

Durchmeffer dd’ berührt, und jede tangirende Ebene zu diefem Kegel wird aud) berüh-

vend zu der Umdrehungsfläche feyn. Um eine folhe Ebene durd den Wunft CE, e)

zu führen, verbinde man diefen Punft und den Odeitel CA, 6) ded geraden Kegels

durch die Gerade CA E, se), welche Gerade die Horizontalebene dd’ in einem Punkt

CF, f) fchneivet. Aus dem Punft A ald Mittelpunkt befchreibe man mit einem Durd):

meffer D Dgleich d d’ einen Kreis D I D/, und ziehe aus dem Punkt F die Zangen:

ten FJ, F Jan derfelben; die Berührungspunfte I, I” diefer Zangenten projeftire man

auf vie DVertifalebene nah j, j, fo gehören die Punkte (I,j), (/,j) der Berüh:

rungslinie der gegebenen Umdrehungsfläche mit dem Kegel, BEE Basel in dem Punkt

CE, e) der gegebenen Geraden liegt,

188. Man bemerft hier, Daß der Kreis vom Durchmeffer.dd Feine Punkte der

gefuchten Berährungslinie mehr enthalten Fönne, fobald der PWunft CF, f) innerhalb

feines Umfanges fällt, Um aber nußlofe Konftruftionen zu vermeiden, ift e8 nothwenz.

dig, die Gränze der Kreife zu fuchen, welche Punkte der Berührungslinie enthalten. Zu

diefem Zwede ziehe man aus dem Punkt CE, e) die Tangenten zu dem Meridian,
dejjen Ebene durd) diefen Punkt geht. Die Parallelfreife der Umprehungsfläche, welche

durch die Berührungspunfte jener Tangenten gehen, find die Gränzen ver Kreife, welhe
Punkte der gefuchten Berührungslinie enthalten.

Laffen wir die Meridianebene A E eine Drehung um. Die Are,von einem Bogen gleich

E G maden, um diefe Ebene auf die Meridianebene A G zurüclegen, wodurd; der Punft

CE,e) die Stellung (G, g) auf der Horizontalen (AE, e g) nehmen wird. Durd) den

Punkt g ziehe man zwey Tangenten zu dem Meridian a oa 0; und durd, die Berührungs:

punfte i, ;° führe man zwey Ebenen fenfrecht auf Die Are CA, a a’); diefe Ebenert fehneiven

die Umdrehungsfläche nad) den begränzenden Kreifen der gefuchten Linie. Nimmt man die

Abjtände der Punfte z, 7’ von der Are ea’, welche Abjtände anf den Horizontalen ; 4,

i % gemeffen werden, und trägt fie auf dem Meridian A E von A nah K und K,

projektirt fodann den Punkt K auf die Vertifalebene nad A, und den Punft K’ nad) #,

fo find(K, 2), CK, #) die Außerften Punkte der Berührungslinie ver Umprehungsfläche

und de3 Kegels, welcher feinen Scheitel in den Punkt CE, e) der gegebenen Geraden

bat,

189 Um die vortheilhäftefte- Reihenfolge der graphifhen Operationen zu beobad:

ten, wild ed gut feyn, von allen übrigen zuerjt die Punfte CM, m) und (M/, m’) zu”
beitinmmen, welche auf dem größten Parallelfreis CO A’ O’, o 0°) ver Umprehungsfliche
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liegen. Nachdem man bie Horizontalprojeftion O A’ ©” viefes Kreifes Eonftruirt, be

trachte man viefelbe ald Grunolinie eines vertifalen Cylinders, welcher wie Umpdrehungs:

fläche nad) eben diefem Kreife CA’ O O’, 0.0) berührt. Die zwey tangirenden Ebenen

zu Diefem Eplinder, deren Horizontalrifje die. Geraden EM, E M’ find, berühren die

Umorehungsfläche offenbar in den zwwey Munften CM, m}, €M/, m’), und diefe gehören

daher der Berührungslinie des Kegels, veffen Scheitel in CE, e) ift und der Umprehungss

fläde an.

: Der Meridian €EO O’, @o.«d0) fann als Grundlinie eines geraden horizontalen

Eplinders betrachtet werden, der um Die Umdrehungsfläche umfchrieben ift; wenn mar

daher die Tangenten e /,e ! zieht, fo berühren Die tangirenden Ebenen zu dent Cylinder, '

deren Riffe auf der BVertifalebene diefe Tangenten find, Die Umprehungsfläche in ven

Punkten, deren Projektionen Z und L, 7 und L’ find, und welde ebenfalls ver Berühs

rungslinie angehören, iS

Nachdem man die fehs Punkte K, K/, L, LU’, M, M’ der Horizontalprojeftion der

Berührumgslinie  beftimmt hat, und vie fehs Punkte A, 4, 7, 7, m, m’ der Bertikalpror

jeftion verfelben Linie, fonftrwire man die Zwifchenpunfte, nad) der Methode, ABEINDEman

angewendet hat, um die Punkte CJ, 7), CI,,jI zu beftimmen,

190. Bisher wurde die Umorehungsflähe ald die Umbhüllung Des Raumes ber

trachtef, den ein gerader Kegel durchläuft, welcher die Tangenten zu einem Meridian

nacheinander ald Erzeugungslinien hatte. Wir wollen nım flatt der Kegel Kugeln anz

wenden, welche zu Halbmefjern die Stüde, der Normalen zu dem Meridianfihnitte haben,

die zwifchen dem Merivian und der Drehungsare gefaßt find.

(A, 2) fey der Mittelpunkt‘ einer von diefen Kugeln, die Normale d : ihr Halb

mefjer und dud' y die Projektion eines ihrer größten Kreife. Die Merivianebene A E

fehneivet: diefe Kugel nad) einem großen Kreife, und wenn man diefe Meridianebene indie

Stellung A G zurüdgelegt annimmt, fo fallt ver Wunft CE,e) nah G,gJ. Zieht

man daher duch g die Tangenten g zz, g v zu dem Kreife d u d’ v, fo if Die Gerade
zu v der Durchmeffer ded8 Berührungsfreifes der Kugel und ded geraden Kegels, veffen

Scheitel in CE,e) if. Diefer Kreis der Kugel und die Charafterifif CD] D,d d),

nach welcher fie die Umodrehungsfläche berührt, fehneiden fih nad) einer horizontalen Ger

raden, weldye fenfrecht auf die Merivianebene A E, und unbeftimmt in der Geraden dd

projeftirt ift; wenn man daher den Abftand des Punftes =’von der Are a a’ von A
.nady xträgt, fo it die Senfrehte J-x J auf die Gerade A E die Horiontalprojef-

tionjener nemlichen Geraden, Der Durdfhnitt der Senfredten J x Jmit vem aus
15 *
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A als Mittelvunft, und mit einem Durchmeffee DD gleich) dd’ befihriebenen Kreife,

beftimmt die Punkte J, J der Horizontalprojeftion ver gefuchten Beruhrungslinie.

Errihtet man die Vertifalen7’, J j, welche die Horizontale dd’ in den Punk:

ten z’, j treffen, fo gehören Diefe Feten Punkte der BVertifalprojeftion der Berührungs-

Kinie. Auf diefelbe Art laßt fih die erfoderliche Anzahl weiterer Punfte diefer Linie be;

ftimmen, | \ ee
191. Betrachten wir nun die Umdrehungsfläche ald die Umhüllung des- Raumes,

den ein gerader Cylinder durchläuft, welcher nacheinander fammtlihe Meridianen zur

©rundlinie hat, und fuchen wir nad) diefer Hnpothefe einen Punkt der Berührungslinie

der. Umdrehungsfläche und des Kegels, deffen Scheitel in CE, e) ift.

AN fey der Horiontalriß irgend einer Merivianebene, CN, n) der Fuß der Sents

rechten, welche aus dem Punft CE, e) auf diefe Merivianebene A N gefällt ift. Nady:

dem man die Merinjanebene A N um die Are gedreht hat, bis in Die, zur Vertifalebene

parallele Stellung A G, fo wird der Punft CN, n) die Stellung CN’, »’) nehmen:

Durch n’ ziehe man die Tangente n’ p’ zu dem Meridian ‚ und man trage die Entfer

nung p'g de8 Berührungspunftes p’ von der Are a a’ auf dem Niffe A N von A nad}

P. Der Punft P und fein entfprechender p, welcher auf der Horizontalen p’ q liest,

find die Projektionen eines Punfts ver gefuhten Linie, Die Tangente 7’ p ift der Ni

einer tangirenden Ebene zu dem Eylinder, veffen Bafis die Meridianlinie, und deffen

Kanten fenfreht auf die Ebene diefer Linie find.

E3 ijt einleuchtend, daß diefe leßte Verfahrungsart fo viele Wunfte ver gefuchten

Linie gebe, ald man aus dem Punkt m" Tangenten zu Der Kurve ao «ao führen
Eönne, N

192.. Nachdem man auf der Geraden (BC, 5 ce) einen zweyten Wunft, ober: oder

unterhalb des Erften CE, e) genommen, betrachte man denfelben ald Scheitel eines zwey:

ten um Die Umdrehungsfläche umfchriebenen Kegel und beftimme die Berkhrungslinie

diefer beyden Flächen nad) den fo eben vorgetragenen Methoden, Diefe zweyte Berühz

 rungslinie wird die erfte in einen oder mehreren Punkten fohneiven, und Die Ebenen,

welche dur jeden Ddiefer Wunfte und durd) die gegebene Gerade geführt werden, berüh:

ten die Umdrehungsfläche in eben diefen Munften,

Statt der zweyten Kegelfläche, welche die Umdrehungsgihe umbhüllt, fann man

eine Eylinverfläche anwenden, deren Kanten parallel zu der gegebenen Geraden find; Die

Berührungslinie diefer Fläche und der Umprehungsfläche enthält offenbar die Berkhrungs:

punfie, durch welche die fangivenden Ebenen geführt werden müjfen: Das Berfahren,

wODdurK wir Diefe lette Linie beftimmen werden, it nichts weiter ald eine Modifikation
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des fo eben erjt angewendeten. Denn in der Xhat, wenn man den Mittelpunkt ver

umfchriebenen Kegelfläche im Unendlichen auf der gegebenen Geraden annimmt ; fo ver:

wandelt fich der Umhüllungsfegel in einen umhüllenden Eylinder, vefien Erzeugungslinien

parallel zu der gegebenen Geraden find.

193. Die LUmprehungsfläche wird nad) der Freisförmigen Charafteriftif (dd,

BD HD’) durd) einen geraden Kegel berührt, deffen Erzeugungslinie die Tangente ds

zu ber Kurve zo a’ 0, und veffen Scheitel in CA, s) ift. Die tangirende Ebene zu

Diefem Kegel, welche parallel zu der gegebenen "Geraden ‘ift, berührt die Umdreyungsflae

che in einem Punkt, welcher der Berührungslinie viefer Fläche mit dem Cylinder ange:

‚hört, deifen Erzeugungslinien parallel zu der gegebenen Geraden find, Wenn Man da:

her durd) den Punft CA, s) eine Warallele CAZ, s z) zu der Geraden (B C,bc)

führt, und durd) die Horizontalprojeftion Z des Punfts, in weldyem diefe Parallele die

Horizontalebene 7 d’ durdjfchneidet, zu dem Kreife DH D’ die Tangenten Z H, Z H’

zieht, fodann die Berührungspunfte H, H’ derfelben auf die Horigontalebene nad A, 4

projeftirt; fo hat man in CH, 7), (H/, 7) zwey Punkte jener verlangten Berührungslinie.

194. Die Umprehungsfläche wird au nad) einer Charafteriftit (dd,DH D/)
durch eine Kugel berührt, deren Halbmeffer die Normale z d, und deren Mittelpunft in

(A,2) if. Ein Eylinder, deffen Kanten parallel zu der Geraden (BC, 5 c) find, um:

hülft diefe Kugel nad) einem größten Kreife, dejjen Ebene. fenfreht auf die gegebene Ge:

rade (BC, 5 c) ift. Wenn diefer Berührungsfreis und die Charafteriftif (d d, DH D’)

fih in zwey Wunften fchneiden, fo gehören diefe offenbar ver Berührungslinie der Um:

orehungsfläche und ded Eylinders an, deffen Kanten parallel zu der gegebenen Geraden

find. Um viefe Punkte zu finden, führe man durd) irgend einen Wunft CA, s) der Are

(A,aa) eine Parallele CA Z,s z) zu der Geraden (BC, bc). Mai lege die Mer

rivianebene A Z, in der diefe Parallele enthalten ift, auf die Merivinanebene A G zurüd,

wo jene Gerade die Stellung CA Z/, s ZI nehmen wird, Durd) die Projektion z des

Mittelpunkts der Kugel fälle man fodann auf die s z’ eine Senfrechte zw’, welche die

Horizontale da’ in einem Punkte x” fchneivet; den Abftand diefes Punkts von derAre

adtrage man auf der AZ von Ana) W, und errichte Dur) W auf A Z eine Senf:

‚tete H W H/, weldye ven Kreiß D H D’in H und H’fehneidet , diefe Wunfte ‚bringe

man in der Vertifalprojeftion nad 7 und Z/, fo find CH, A) und CH/, A) vie verlang:

ten PDunfte. .

195, Man: erhält ebenfalld Punkte der: cefuchten Berührungslinie, wenn man pa.

vallel zu der gegebenen Geraden tangirende Ebenen zu den Cylindern führt, welche- zu



118 Zweytes Bud, Fünftes Kapitel.

Grunplinien die Meridianfchnitte in ihren verfchiedenen Stellungen haben, "und deren

Kanten fenfrecht auf die Ebenen diefer Schnitte find. i

Mählen wir als Beyfpiel den Meridian, welcher in ver Ebene A N enthalten ift;

fo wird die fragliche tangirende Ebene fenfrecht auf die Ebene A N feyn, da fie aber

außerdem noch parallel zu der gegebenen Geraden CB C, 5 c) feyn folk, fo müffen ihre

Riffe auf der Ebene A N nothwendig parallel zu der Projektion der GeradencB C, dc)

auf der Ebene AN feyn. (Art. 177.) Diefe Riffe werden die Grumdlinie des Eylin-

ders, oder vielmehr den Meridian der Ebene AN inPunkten berühren, welche offenbar

die verlangten find.

Projeftiren wirzuerft die Gerade CB C, 5 c) oder eineParallele (AZ, szJ zu

ihr. auf die Meridianebene A N: der Punkt CA, s) ift feine eigene Projektion; ein an;

derer Punft CZ,2) der nemlihen Geraden projeftirt fi) mittelft der ©enfrechten

(Z T,zd) auf die Merivianebene AN in einen Punft diefer Ebene, veffen Horizon:

talprojeftion T ift. Nehmen wir die Meridianebene A N in die Stellung A G zurüd-

gelegt an, wobey der Punft CA s) unveränderlid; bleiben, und ver. in T_projeftirte

Punft die Stellung CT’, y) nehmen wird; fo ift die Gerade CA T’, sy) die Projektion

Der CAZ, sz) auf der Ebene A N, nachdem Diefe die Stellung A G parallel zur verti-

Falen Projektionsebene genommen hat. Ziehen wir demnah zu dem Meridian a oa o

die zu der Geraden s y parallelen Zangenten Ce, I n und beftimmen ihre Berührungs:

punfte Ö, I die Abftände diefer Punfte von der Are a a’, trage manfodann auf der

Geraden A N von A nah) A und von A nad) A,fo find A, a Punkte der Horizontal:

projeftion ver VBerührungslinie der Umdrehungsfläche und des Cylinders', beffen Kanten
varallel zu der gegeben ‚Seraden CB C, 5 c) find. Die Punfte A, a projeftiren fich

vertifal auf die Horizontalen EX, I a nach a, x und Diefe Lebteren gehören der Vertikal:

‚projeftion derfelben Linie, 3

Auch) bey diefer Berührungslinie der Umdrehungsflähe und des Cplinders, deffen

‘ Kanten varallfel zu der gegebenen Geraden find, bemerfe man vor allen, die Punfte, deren

BVertifalprojeftionen GW, «m, Y: 9° find. Die zwey erften 9 und 7find. die Berühr

zungspunfte ded3 Meridiand a o a’ o’ und der parallelen: Tangenten zu der Geraden bc,

der Vertifalprojeftion der gegebenen Geraden, wo und u gehören den Begränzungskreifen

der zweyten Berihrungslinie, und werden wie bie Punkte 4, 4° der erften Berührunge-

fine beftimmt. Die Punfte y', d° endlich entfprechen den Punkten y, d, weldye auf eis

nem Durdmefler y d gelegen find, der fenfredht auf die Horiontalprojeftion BC der
garbenen Geraden üf,
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196. Die gegebene Umdrehungsfläche wird von einem Kegel, deffen Edheitel in CE, e)

ift, nad) einer Kurve (HH MM P,A%#mm p’) berührt, und von einem Cylinder,

deffen Erzeugungslinien parallel zu der gegebenen Geraden find, nad einer Kurve

(«ßydacßy In. Diefe beyden Berührungslinien fhneiden fih in zwey Punften

(a, &) und (ß, 8); die Ebenen, welche durch jeven- Diefer Punkte und durd) die ge

gebene Gerade (B C, dc) geführt find, berühren die Umdrehungsfläche in a Dei

Punften.

&3 ift hierbey zu bemerken, daß die Projektionen der ziwey Berührungslinien, zum

Beyfpiel die Vertifalprojeftionen derfelben, fih noch in Punften Freuzen Fünnen, welche

feinem ihrer Durchfchnitte im Naume entfprechen; um diefe von den Projeftionen der

wirklichen Durchfchnittspunfte zu unterfcheiden, erinnere man fi) nur, daß jeder von die;

fen leßten Dura &, in der Horizontalprojeftion feinen entfprechendeu &, auf der nemw

lihen Bertitalen «' & haben müffe: und daß überdem diefe Punkte auf den Projektionen

der nemlichen zwey Bogen der Berührungslinien liegen müffen. -

» 197. Bon den drey Methoden, welche wir vorgetragen haben, wäre jede für

fid) hinreichend, um die Frummen Linien zu finden, welche durd) ihre Durchfchnitte die

Berührungspunfte der LUmorehungsfläche und der, dur) Die gegebene Gerade gehenden.

tangirenden Ebenen bejtimmen. Um indeffen die geraden Linien zu vermeiden, welche fic)

- unter zu fehiefen Winkeln fchnitten, fieht man fich bey der Ausübung der zeichnenden

Künfte oft in die Noshwendigfeit verfeßt, eine oder die andere Methode. zu ergreifen,

und in jedem befondern Fall diejenige zu wählen, welche dieEBHRLEIEEN Konftruftionen

giebt,

198, Die von uns ald Beyfpiel gewählte Umdrehungsfläche ift eine läge vont:

‚zwenten Grad, ein Ellipfoid. Wir haben (Art. 168.) gefehen, daß diefe Flächen fümmt:

lich die Eigenfchaft befißen, von einer umfchriebenen Kegelflädhe nad) einer ebenen Kurve

berührt zu werden. Wenn man daher ald Scheitel ver umfchriebenen Kegelfläche jene,

Punkte wählt, in denen die gegebene ©eravde eine der Ebenen dnrchfchneidet,  weldhe

dur) zwey von den dDrey HauptarenC A, aa’); (O O’ oo)und (T T/, A’) (Art. 116)

des Ellipfoids gehen, fo find Die Projektionen ver Berüprungslinien. Diefer Bund deö

Umprehungsellipfoids auf diefen Ebenen gerade Linien. '

Man fieht wohl ein, daß durd Die Benußung diefer Eigenfihaften die zu machen

ven Konftruftionen fich fehr vereinfachen laffen, indem man, in vdiefem Falle ftatt "vier

fenmmer Linien nur-gwey zu Fonftruiren nöthig hat, und daß die Berührungspunfte

(2, «), CR, BI fih Folglich) aus ven Durchfehnitten zweyer geraden und zweyer Frums

men Linien ergeben, Im Allgemeinen aber find die Beruhrungslinien Frummer Flächen
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mit umfchriebenen Kegeln oder Eylindern, frumme Linien von. doppelter Krümmung,

welche in feiner Projektion gerade Linie feyn Eonnen.

KReunte Aufgabe

an foll parsllel zu einer gegebenen Ebene eine tangirende Ebene zu einer

- gegebenen Umdrebungsflähe führen?

199. Auflöfung Es ift die charafteriftifche Eigenthümlichkeit Der tangirenden

Ebenen zu einer Umprehungsfläche, daß fie fenkrecht auf die Merivianebenen find, welche

dur) ihre Beruhrungspunfte gehen. Sobald daher der Berührungspunft gegeben ift, fo

beftimmt die Tangente zu dem Meridian, welchem diefer Punft angehört, die Stellung

der tangirenden Ebenen. Demzufolge denken wir. und aus einembeliebig genommenen

Punkt der Umdrehungdare eine Gerade fenfrecht auf die gegebene Ebenegefällt. Diefe

Senfrechte und die Are beftimmen die Stellung einer Meridianebene,. welche: felbft. fen:

recht auf Die gegebene Ebene tft, und welchediefe Ebene nad) einer Geraden, die Um:

drehungsfläche nach, einem Meridian fehneivet. Wenn man zu diefem Meridian und pa-

zallel zu der geraden. Durchfehnittölinie der beyden genannten. Ebeneneine Tangente zieht

unddurihren Berührungspunft mit vemfelben eine tangirende Ebene zu der Umörer

“ hungsfläche, fo wird viefe tangirende Ebeneparallel zu der Gegebenen feyn,. denn Diefe

beyden Ebenen geben durch zwey parallele Geraden: undfind: fenfrecht auf eine nemliche.

Ebene.

Kann. manzu dem Meridian noch mehrere Tangentenparallel zu der erftenziehen,

f beftimmen. diefe eben. fo viele tangitende Ebenen, welche fämmtlich. ver Aufgabe genug
tbun,

Dadiefe AuflöfungFeine Konftruftion erfordert, welche wir nicht fehon: angewendet:
hätten, fo: haben: wir. derfelben. Feine: Figur. beygefügt..

Sehbnte Aufgabe

Man fol. durch) eine: gegebene Berade,. eine tengirende bene: zu: einer. gegeber

nen: windifchen: Släche führen?

200. Auflöfung. ABC,abe (Taf. XIX.) feyendie Projektionen: einer:
frummen: Linie: im: Raumez; der Kreis: G E: F fey) die: Orunplinie: eines: vertikalen: Ey.

linders,, auf’ welchem: eine zweyte Krumme: (GB: E,| a: ß' y): gegeben:fey..
Denken: wir: und: eine: bewegliche: Gerade; weldhe: fi) auf; diefen: beyden: Krummen;,
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als Leitlinien bewegt, und vabey beftändig Den vertifalen  Eylinder berührt, auf wel:
. em die zweyte Krumme gegeben ift, fo wird diefe Gerade eine windifhe Släche erzeu:

gen, und wir nehmen an, düurd) Die gegebene Gerade CH K, A %) folle zu diefer Fläche

eine tangirende Ebene geführt werden.

201. Um die Stellung irgend einer Erzeugungslinie der vorgelegten Fläche zu ber
fiimmen, ziehe man Durch die Horizontalprojeftion 8 eines belichig genommenen Wunfts
(8 EP’) der zmweyten Leitlinie eine Tangente zu dem Kreife G E F, und betradte
diefe ald unbeftimmte Projektion einer tangirenden Ebene zu dem vertikalen Eylinder
G F E. Diefe Ebene fchneivet die erfte Leitlinie C(ABC,a 5c) in einem Punkt,
defien Projektionen B, 5 find, und wenn man venfelben Punft mit dem erftgenommenen

(ß,@) dureine Gerade (B RB, 5 B’) verbindet, fo.M diefe eine Erzeugunglinie

der vorgelegten windifchen Fläche.

202. Diefes feftgefekt, ‚beftimmenwir zuerft den Punkt (I, j), in weldhem die

‚gegebene Gerade (H K, k) die windifche Kläche dDurchfchneivet.

Wenn man dur) die Gerade CH K, h7) irgend eine Ebene führt, zum Benfpiel

eine vertifale Ebene, fo wird diefe die mwindifche Fläche nach einer gewilfen Frummen

‚Kinie fohneivden; Die gegebene Gerade, da fie mit diefer Linie in einer Ebene enthal

“ten ift, wird diefelbe in einem oder in mehreren Yunkften treffen, und iwiefes find eben

fo viele Durhfihnitte der gegebenen Geraden und der windifhen Fläche,

Um die Linie zu finden, nad welcher die DVertifalebene H K die windijche Släche

durchfchneidet, und deren Horizontalprojeftion unbeftimmt in der Geraden HK enthal

‚ten ift, Eonftruire man die Stellung (B B/,5 5°) einer Erzeugung3linie der Fläche; diefe

Einie CB B, 5 5) trifft die Vertifalebene H-K in einem Punkt, vefien Projektionen

R, r find, und diefer Punkt, da er fomwohl auf ver Vertifalebene al3 auf’ der windifchen

Fläche gelegen ift, gehört ihrem gemeinfamen Durchfehnitt an. Auf diefe Weife beftim-

me man fo viele Munkte r ald man nöthig erachtet, und verbinde diefelbe durd) die

Krummen r j n, fo hat man die Vertifalprojeftion des gefuchten Durcfhnittes. Die

Geraden A 4 trifft diefe Krumme jr n in einem Punkt j, welden man auf die Gerade

H Knad) I projeftire, um den Duchfgnittspunkt (I, j) der gegebenen Geraden und

der windifshen Fläche zu erhalten.

203. Nachdem man bie alaunyeline (I E, je) der Fläche Eonftruirt hat,
welche dur‘ jenen Durhfejnittspunft (J, I gebt, führe man durch die gegebene Gerade
CHR, A) und durch die gerade Erzeugungölinie (JE, je) eine Ebene; uAR ich jagt,
Daß Diefe Die verlangte fey,

16
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Sn der That, da die verlangte Ebene tangirend. zu der gegebenen windifchen Flüche

feyn foll, fo muß fie eine gerade Erzeugungslinie derfelben enthalten; da fie aber aud)‘

Durch die gegebene Gerade gehen foll, fo Kann fie nur diejenige von den Erzeugungslinien’

enthalten , welche duch) den Durhfohnittspunft ber windifhen ee mit der RBBSIteN

Geraden geht. -

-204 Was den Berührungspunft der Durd) Die gegebene Gerade gehenden tangi-

venden ‚Ebene und der windifhen Fläche betrifft, fo würde man venfelben ameinfachften

nah der im Art. 131 et seg: Kap. II. angegebenen Verfahrungsart beftimmen.

Wir haben in der zu unfrer Aufgabe gehörigen Figur Taf. XIX. Die Projektionen

fo vieler Erzeugungslinien Fonftruirt ald_erfoderlid) waren, um die Geftalt der vorgeleg-

ten windifhen Fläche auszudrüden. Auf der Horizontalebene find alle- diefe Projektior

nen tangirend zu der Bafis des Cylinders ,; auf der Vertifalebene find fie fänumtlich be:

rührend zu einer Krummen ® x), welde die Öränze der Bertifälprojeftion ver wie

diichen Bläche bildet,

Eitlfte Aufgabe

Han foli die Berhhrungslinie einer gegebenen windifchen Slähe und eines

Aegels, defien Scheitel in, einem gegebenen Punft liegt, oder eines Lylinders,

Deffen Erzeugungslinie parallel zu einer gegebenen Geraden ift, Eonftruiren ?

205. Auflöfung. Jede Ebene, welche dur eine gerade Erzeugungslinie einer

windijchen Fläche geht, berührt Diefe Fläche, und man beitimmt ven Berührungspunft

mittelft des Durchfihnittes der geraden und der Frummen Linie Der windifchen Fläche,

welche in der tangirenden Ebene enthalten find. (Art. 131.)

Nahdem man daher irgend eine Stellung der geraden Erzeugungslinie beftimmt

hat, führe man durd) diefe Gerade und durch den gegebenen Scheitel des Kegels eine

Edene. Der Berührungspunft’diefer Ebene und der Fläche gehört der Berührungslinie der

Fläche und de3 Regels, und die Gerade, weldye dur den Scheitel: und ven Berührungs-

yunfe gezogen wird, ift eine Kante diejed Kegels. Man wiederhole dieje Konftruftion fo
vielmal als man Kanten be ss Kegel und Punkte feiner Brapsungehirge er:

halten will,

206. Um die Berährungslinie der windifchen. Fläche mit der Spfinderfläche zu

erhalten, führe man dur) Die geraden Erzeugungslinien der windinfchen Fläche Ebenen,

welhe fämntlih parallel find zu Der gegebenen Geraden; dieje Ebenen berühren Die



Tangirende Ebenen, deren Berührungsginftnidt gegeben if. 1423

Släche in Punkten, welche der Berührungslinie ver. windifchen Flächeund des Cylindeys
angehören,defien Kanten parallel gu ber gegebenen Geraden. find,

3wölfte Auuigade

-Nen fol parallel zu einer gegebenen Ebene eine tangirende bene zu einer

ebenfalls gegebenen windifchen Släche führen?

207. Anflöfu ng. Man fonftruire einen um die gegebene mindifche Släche ums
fhriebenen Sylinder,, defjen Kanten parallel find zu einer Geraden in der gegebenen Ebe:
ne, zum Benfpiel varallel zu ihrem Vertifaleiife, und man beftimme die Berührungslinie

diefes Cylinderd nad) Art, 206.

- Parallel zu einer zweyten Geraden der gegebenen bene, zum DBeyfpiel zu ihrem
Horizontalvifie, führe man einen zweyten. umbüllenden Eylinder zu der windifchen Fläche,

und beftimme die Beruhrungslinie. ’
Die zwey genannten Berührungslinien werden fid) in einem oder im einer größeren

Zahl von: Punkten durhkreuzen, und die zwey Kanten der beyden Eylinder,, welche durd)

: ‚jeden. Diejer Punkte gehen „ beftimmen Die Stellung einer Ebene, welche der Aufgabe

. genüget, Denn jede von Ddiefen fo Fonftruirten Ebenen geht dur) zwey -Tangenten zuder

windifchen Fläche, welche von einen: nernlichen DMunfte auslaufen, und tuberoien fin Die

„beyben Tangenten parallel zu der gegebenen Ebene.
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Weber die Eylinder ; und Regelflähen. Rap, I Art. 58 — 61,

% Ban. em

Die Schnitte eine ‘Eylinderflädien buch parallele Ebenen. find gleiche, fid derkende Linien,

Beweis, Es foyen ABC,abe (Taf, XII Fig. 3.) zwey parallele Schnitte eines
Eptindets C a, A a, Bd feyen zwey gerade Erzeuigungstinien _deffelden, und A, a,‚B, b, bie

. Begegnungspunfte diefer Erzeugungslinien, mit den Schnitten.

Man verbinde diefe Punkte durdh-die Geraden A B, a 5, Da fowohl die Erzeugungslinien

A a, Bb, als die Ebenen der Schnitte wechfelsweife parallel find, fo find auch die Schnen A B,

a b varallel und gleich,

Auf diefe Art Laßt fih die Steichheit aller Sehnen beweifen, melde in beybeın Gchnitten die

Punkte verbinden, die einer nemlihen Erzeugungslinie angehören, Wenn man daher in einem die,

fer Schnitte ein beliebiges Polygon einfihreibt, fo Fann man in dem andern ein gleiches an Seiten

und Winkeln einfhreiben, Die Polygone müffen fih deden, und da bie Scheitel ihrer Winkel

Punkte der Schnitte find, und Überdem afle, in die Schnitte einfchreibbare Polpgene diefelbe Ei,

genthlmlichkeit haben; fo müffen au die Schnitte gleich feyn und fih deden.

Zufas. Da die parallelen Schnitte gleih find, fo find auch alle ihre gleihnamigen Linien, |

und folglih die Tangenten A A’, a a’, welde dur die Punkte einer nemlihen Erjeugungs.

linien A a gegogen find, parallel unter fi. ANe diefe parallelen Tangenten A A’, aa’... liegen

folglig in einer Ebene, welche die tangivende Ebene zu dem Cplinder an der Kante A a if.

ehe ee
Die Schnitte einer Kegelflähe durch paralleie Ebenen find ähnliche Linien,

Beweis, Es fey A (Taf, XII. Fig, 4.) der Mittelpunkt eines Kegel DCB,dch
zweg parallele Schnitte, un ABb, ACc, AD d, drey Erjeugungslinien defjeiben Kegels,.

weich: diefe Schnitte in den Punkten B, 2, GC, c, D, d treffen, Man verbinde in jeder Ebene

diefe Punkte durh die Schnen BG BD, bo, >b&4

\
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Die ähnlihen Droyede ABC un Ab, ABD un A 5b d geben:

ABTAFE BO: CHME AG
ober

BC:53e::DB:db,

daher haben in den beyden Schnitten ale Sehnen, welche den nemlichen Erjengungslinien entfpres

hen, das gleiche Verhältnig unter fih. Wenn man baher in einen Schnitt irgend ein Polygen

eingefchrieben bat, fo fann man ftets-in jedem parallelen Echnitt ein ähnliches ‚Polygon Unfpei.

ber, und folglich find diefe Schnitte ähnliche Linien,

Zufag. Ale Zangenten MN, mn, ju ben parallelen Schnitten eines Kegels an ben

Yunkten einer nemlichen Erzeugungslinie find parallel unter fih, ANe diefe parallsien Zangenten

aufammen, bilden die tangirende Ebene an der Kante A C ce,

To te II,

Beweis der doppelten Erzeugung des Hyperboloids von einem Kley durch die

gerade Linie, Rep. II. Art, 119.

&s fey TK. (Taf, XII. Fig. 6.) eine bemweglihe Gerade, weldhe fih beftändig auf brey

fefte Gerade A B,M N, CD antehnt, um ein Fyperboloid von einem Mege zu erzeugen. Bes.

trachtet man bio8 dad Fläcenftüc, was von den Seiten des windifhen Vierefö AB C.D eingefhlofs
fen ift, fo entfprechen alle Stelungen der beweglichen ®eraden, folhen Geraden, melde wie I K,

UK ,...:6 bie feften Leitlinien in dreg Punkten I, G, K; T, C, K,...ı. fonei:

den. Die bewegliche Gerade I K und die fefte Gerate M N, da fie in einer Ebene liegen,

fhneiden fih in einem Punkt -G; aus dem nemlihhen Grunde treffen fi die zwey Geraden I M,

"RK in einem Punkte L; aber die eine berfelben liegt in der Ebene ded Dreyedd A BD, und

die andere in der Ebene des Dreyeds BC D, fie Fünnen fi daher nur in einem Punkte des

Durhfehnitts der Ebenen diefer zwey Dreyedfe treffen, woraus folgt, daß der Punllt L in der Ver,

längerung der Diagonale B D des windifhen Vieredd A BC D Liege, Auf diefelbe Arklift es

erweislich, daß die Geraden 1’ M’, K’ N’ fid in einem anderen Punkt FI der nemlihen Diagonale

BD begegnen müffen. Die von dem Punkt L auß gezogenen Geraden LK, LM theilen die

Seiten des Viered®s A BCD in adt Theile oder Eegmene AL, IB BN, NG cCcK,

KDDM,MA %i werden beweifen: wenn man -zwey derartige Produkte bildet, fo daB

die Faktoren eines jeden nur aus folhen Segmenten befleben, welche Keinen gemeinfaftlichen End--

punkt haben, diefe Vrodufte gleich feyen.

Die Diagonale BD zerlegt das Wired AABCDin zwuy Died ABD,BCD;

wenn man eines derfelben, BC D zum Venfpiel auf die Geite fegt (Fig. 6, bis Taf. XII.)

fo ziehe man durch den Punkt D zu der Geraden KN Lie Parallele DI; und verlängere

diefelbe, bis fie die Leite BC des Dreyedes in I trifft,
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Vermöge der Ähnlichen Dreyedfe ECKN, cCDI erhält man: ,

- 6GK:DK:GN:NJ (1)

Die zwey Dreyede NBL, DBJ geben:

BD:BL: BI:BN,

worauß BD+BL:BL::BJ+BN:BN |
ee Mr DL:BLi::NIYBN © et 2

Multiplicirt man nad) der Neipenfolge die Theilfäge der Propertienen (1) und (2), fo Hat

man “ 5 Bus: I

13 rn SKNÖDLPDIEX BL: SGN MBrNy
Daher (Fig 6.)

BNXCKXDL=BLXCNXDEK (a)

Betrachtet man das zweyte DAR AB D deß Vieredis und die Gerade LM, fo hat man

aus dem nemlichen Grunde

AIXBLXGCM =: MXBTXDL (b)

- Wenn man, bie Sleihungen (a) und (b) gliederweife muftiplieirt, fo ergeben fih>zwey gleis

de Produkte, deren eines zu aktoren die Segmente AT, BN,CK, DM hat, und. das an.

dere, die Segmente AM, BLCN, DK; unjedes arpan nur folche Segmente, welche Beis

nen gemeinfchaftlichen Entpunft haben, .

Die Gleicpheit diefer zwey Produkte giebt:-

Kuhn LIE KL AM SON
EnDR, DM EN

Da die Gerade M N feft. ift, fo-hat man -

AM GEN \

| DMENT =
a bezeichnet eine, dur die Stellung. beren feften Geraden, welche die bewegliche Gerade IK

Leiten, beftimmte unveränderliche Größe; woraus folgt, daß für alle Stellungen diefer Geraden

Iren wu= ER (d}

Diefes feftgefegt, wenn man bie drey Geraden A D, IK, BC firirt, um als Reitlis

nien der beweglichen Geraden M N zu dienen, fo theilt diefe Gerade in irgend einer Stellung die

Seiten des windifchen Vierecdks ebenfalls. in acht Segmente, zwifchen denen bey allen ihren &tel;

Iungen die vorftehenden Werhältniffe (d) und (c) ftatt haben; das heißt, daß man bey allen

Stellungen ber beweglichen Geraden I K, M N auf gleiche Weife hat:

ALL ,UK AM. EN
Bine er) an or =

woraus folgt, daß es für das Kyperboleid von einem Nege zwey Erzeugungsarten giebt, Bey der
einen flıttfi die bewegliche Gerade L K auf die Geraden A B,CD,MN, und bey der
Zwepten Tehnt fih die bewegliche Gerade M N auf die Reitfinin A D, BC, IK &
giebt daher keinen Punkı G diefer Zlädhe, dur den man niht zwey Gere MG N,IGK
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führen könne, welche den zmey, den bepden Erjeugungsarten bes Syperbelcide entfprechenten Spfte:
men von Geraden angıhüren,

Note II:

Su Arı 125, gehörig,

Wenn zivey unter einander rechtwinklige Ebenen fi fo bewegen, taß fie immer durd) die Seiten eines nemlichen
Winkels geben, fo -befchreibt die gerade Durfänittälinie diefer Ebenen, einen fhiefen Segel,

Beweis. Es feven (u o QO (Taf. ZU, Fig. 7.) die jwey Seiten eines Winkels,
dur melde man zwey unter fich vechtwinflige Ebenen geführt habs, und O A fey die Projektion
ded Durhfcnittes Diefer zwey- Ebenen auf der Ebene des Winkel$ P O Q. Nachdem man irgend

eine Gerade DG fenkredt auf O A gezogen bat, betrachte man diefe Gerade als den Riß einer

Ebene, welche fenErept auf den Durchfehnitt der zweg rechtwinkligen Ebenen ift, und welde Liefe Ich.

teren Ebenen nad zwey unter fd fenfregten Geraden fehneidet, die durch die Sun Cun D
gehen.

Man bildet dadurch imen zwey‚ rehirsinktige Dreyeake, weldhe einen gemeinfepaftfichen Sceis

tel auf dem geraden Durcpnitte der beyden vechtwinkligen Ebenen haben, und als Hpupothenufen die

Giraden OD, DC. Es folgt aus diefem, daß der, den beyden Dreyedfen gemeinfdaftlihe Scheis

tel in dem Durchfchnitisfreife von zwey. auf O D und D C ald Durcdmeffern, Befchriebenen Rus
geln liegen müffe, Diefe beyden Kugeln fihneiden fih nach dem Heinen Kreife, deffen Ebene fenks

reiht ift auf jene bed Winkels P O O, und deffen auf die Geite O P diefes Winkels fenfrechter

Durmeifir die gemeinfaftlihe Sehne der beyden großen Kteife DB O und CB D der Rugeln

ift. Nun aber, weldes aud) bie, in dem Winkl PO OQ durh den Punkt D gejegene Sehne

DC jey, fo. wird..der Heine Durhfdmittsfreis der Kugeln, welhe über D C und O D als Durd:

meffer .befhrieben; find, fid nicht verändern, daher ift diefer Fleine Kreis der geometrifhe Ort der

Scheitel der rechtwinkligen Dreyecdke, weldhe als Hyporhenufen die Gerade von beftändiger Länge O D

und die veränderlihe G D haben; daher Fann man denfelben ald die Grundlinie eines fchiefen Aw

‚gels betrachten, deffen Kanten die Durhfihnitte von zwey rechtwinkligen Ehnenen find, denen auferlegt

ift, fih zwifchen den Schenkeln eines gegebenen Winkels zu bringen. -

Anftate den feften Punkt D auf der Seite O Q des Winkeld POQ zu nehmen, Eönnte

man denfelben auf der Seite O P annehmen. Es lapt fi fedann auf diefelbe Art beweifen, daß

der gerade Duchfihnitt zweyer rechtwinkligen Ebenen, die fid zwifchen den Geiten eines gegebenen

’ Winkels bewegen müffen, einen feiefen Kegel erzeuge, der ale Grundlinie einen Kreis hat, defj.n

Esene fenkreht auf die Seite O Q des gegeben Winkels it, Daher befigt diefer fehiefe Segel fo

wie alle anderen Kegel des zweyten Grads die Eigenfhaft, durch zwey Spyiteme von Ebenen nad)

Kreifen gefhnitten zu werden, Im diefem befondern Sale find die fchneidenden Ebenen fenkrecht.

:auf-diejenigen Kanten hai Kegel, die in der Ebene der FRICRIRANEE der beyvenN

Srundtinien liegen,

 


