DN=2z, dm=y, DB=h und da=1%"; so wird im nachst
darauf folgenden Zeitelement d¢ der erstere noch um da fallen
und der letztere um dy steigen, so dass also, mit Riicksicht
darauf, dass a abnimmt, wihrend y zunimmt, oder umgekehrt
(wodurch dz und dy entgegengesetzte Zeichen erhalten):
Ady =— Adz und (§. 362) 4dx=—adt})2g(x—y).
Die erste dieser beiden Gleichungen integrirt gibt
Ay=C— Aa,
oder da fir « =h, y = A’ sein soll, daher die Constante
C= Ah+ AN
wird, auch: Az + Ay = Ah+ AW ...(m).
Bestimmt man aus dieser Gleichung y, setzt diesen Werth
in die zweite der vorigen Differenzial - Gleichungen und integrirt

diese, so erhalt man:
AV A

dit=—""=da[(A+ 42— b+ AW)]7F
alV2g
e el Tt L
um R TR YT VEV[(A G+ A)a— AL+ A1),
oder da fiir ¢=0, o = % sein muss, also die Constante
AV A , , :
= ﬁ)—VQ:gV[A (h—1)] wird, auch:
S QAVA' ) IR T N e
,C”—‘(AJFA,)V;J[V[A (h—1)] =V (A+ A)z—Ah Ah]]

als diejenige Zeit, wahrend welcher der Wasserspiegel A B bis
MN sinkt, oder jener «b bis mn steigt.

Ist nun die gesuchte Zeit, in welcher beide Spiegel gleich
hoch stehen = 7', so muss man, um 7' zu erhalten, in der vorigen
An+ AW

AT T
erhalt man, nach gehoriger, einfacher Reduction:
IS el
f: TSI T )
a(d+4)V 2y
wobei wieder, wenn eine Contraction stattfindet, na statt a zu
setzen ist (§. 365).

Gleichung 2 =y = (aus Gleichung m:) setzen; dadurch

Ausfluss aus cinem Gefiss, welches irgend eine gerad-
linige, veranderliche Bewegung besitzt.

207. Wird das Gefiss A D (Fig. 107), welches eine schwere,

incompressible Flussigkeit enthilt, in der Richtung RS mit einer

veranderlichen Geschwindigkeit, welche am Ende der Zeit ¢



den Werth v haben soll, fortbewegt; so nimmt die freie Oberfliche
der Fliissigkeit eine Lage ab an, welche sich auf folgende Weise
bestimmen lasst.

Betrachtet man in der Flissigkeit oder auf ihrer Oberfliche
irgend einen materiellen Punct 3/, dessen Masse = m sein soll,
so wirken auf diesen nach der Richtung Mf die Schwerkraft mit
dem Drucke mg und nach der Richtung /.8 die bewegende Kraft

mg——f (Nr. 125). Um aber den wihrend der Bewegung eintreten-

den Zustand auf das statische Gleichgewicht zuriickzufiihren, denke
man sich an den Punct M eine der nach M S wirksamen Kraft

mg—:, welcher die wirkliche Bewegung des Fliissigkeitstheilchens

entspricht, gleiche Kraft nach gerad entgegengesetzter Richtung

von M gegen R (d. i. die Kraft —m %;f) angebracht, so wird

diese, so, als ob das Gefiss keine Bewegung hatte, mit dem ganzen
Systeme im Gleichgewichte stehen. (M. s. die nachstehende
Anmerkung.)

dv

Ist also Mf=mg und Mn= Mn =mg,

Gestalt der freien Oberfliche der Fliissigkeit, sowie die ihrer
Niveauschichten (Nr. 169) der Bedingung entsprechen miissen,
dass die Fliissigkeit unter der Einwirkung der beiden Krifle Mn
und M# oder ihrer Resultirenden M d auf jedes ihrer Theilchen
von der Masse m im Gleichgewichte bleibe; dieses findet aber
(169) statt, wenn der Spiegel ab, sowie alle Niveauschichten auf
dieser Resultirenden 1/d perpendikulir stehen.

so wird die

Anmerkung. Das hier angewendete Verfahren, um die Aufgabe der Bewe-
gung auf eine Aufgabe des Gleichgewichtes zuriickzufiihren, beruhs auf
dem allgemeinen (in Nr. 131, in dem Satze 14, erwiihnten) Bewegungsgesetz
welches nach seinem Erfinder das d’Alembert’sche Prin cip genannt wird
und in folgendem besteht.

Wirken auf ein System von matericllen Puncten, deren Massen m, m,
m” .. sein sollen und wovon sich keiner frei oder so bewegen kann,
dass er durch seine Bew egung nicht auch zugleich die der iibrigen Puncte
mit affiziren misste , beziehungsweise die Krifte p, p’, p”... in diese
Massen m, m, m”.. ein; so wird im Allgemeinen von jeder dieser Kriifte
nur ein Theil auf die wirkliche Bewegung der Massen m, m .. (in so weit
diese letztere niimlich durch die wechselseitige Verbindung dieser Puncte
miglich wird) verwendet, wihrend der andere Theil durch das Verbindungs-
system gerade so aufgehoben oder vernichtet wird, wie es der Fall sein
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wiirde, wenn sich diese letzteren Theile der Kriifte an dem Systeme im
Gleichgewichte befiinden.

Nimmt man nun an, dass durch die genannte Einwirkung der Krifte
p, p'.. die Massen m, m’ .. eine Bewegung annehmen, wodurch sie in der
Zeiteinheit, und zwar in dem Augenblicke als man das System betrachtet,
die Beschleunigungen s, s’, s”.. erhalten; so sind die zuerst genannten
Theile der Kriifte p, p° .. welche die wirkliche Bewegung der Massen
hervorbringen ms, m's’, m”s” ... und man kann diese Theile die wirk-
samen Krifte des Systemes nennen. Die iibrigen Theile der auf das
System wirkenden Kriifte, welche sofort durch die Widerstandsfihigkeit
der Verbindungen der einzelnen Massen vernichtet werden, befinden sich,
wie bereits erwdhnt, mit den Widerstiinden der Verbindungs- oder Ver-
kniipfungshénder, wenn man sich solche vorstellen will, im Gleichgewichte,

Bleiben sich also diese Widerstiinde gleich, es mag das System in der
Ruhe oder in Bewegung sein, so ist klar, dass wenn man auf die Massen
m,.m .. noch Kriifte anbringt, welche den wirksamen Kriiften gleich,
diesen aber gerade entgegengesetzt sind, d. i. wenn man noch beziehungs-
weise die Kriifte —ms, —m's, —m”s” ... an den Massen m, m ..
des Systemes anbringt, diese mit den Kriiften p, p’, p” ... zusammen, das
System in den Zustand der Ruhe (oder nach einem Anstoss, der gleich-
féormigen Bewegung) versetzen miissen.

Da dieses d’Alembert’sche Princip, oder eigentlicher dieser Lehrsatz, auch
noch in anderer Art ausgesprochen wird, so denke man sich die Kraft p,
welche in der Masse m, wenn sie frei, also mit den iibrigen Punctennicht
verbunden wiire, in der Zeiteinheit die Geschwindigkeit v erzeugen soll,
also als bewegende Kraft durch m v ausgedriickt werden kann, in die zwei
Seitenkréfte m s und mf zerlegt; so ist nach der obigen Voraussetzung,
m s der wirksame und m f der verlorne Theil davon auf das System. Be-
zeichnen m's" und m' f', m”s” und »” f” u. s. w. dasselbe fiir die iibrigen
Kriifte p’, p”...; so folgt nach dem, was oben bemerkt wurde, dass
mf+m'f +m’ f+..=0ist, und da folglich einige dieser Glieder
negativ sein miissen, die man im Gegensatze zu den verlornen Kriften
gewonnene nennen kann, so kann man entweder sagen, dass die
in jedem Augenblicke verloren gehenden Krifte sich
aufheben oder im Gleichgewichte stehen, oder auch dass
sichin jedem Systeme die vorlornen und gewonnenen
Krifte der verschiedenen materiellen Puncte das
Gleichgewicht halten miissen, in welcher Form dieser Satz
eigentlich nichts anderes als die Anwendung des allgemeinen Principes ist:
dass Wirknng und Gegenwirkung einander immer gleich und entgegen-
gesetzt sind.

Da man jede Seitenkraft wie m f ebenfalls als eine Mittelkraft, und zwar
aus p =mv und —ms ansehen kann, so lisst sich in der vorigen Be-
dingungsgleichung m f + m’ f'4.. = 0 jede dieser verlornen Kriifte durch
die eben genannten gleichgeltenden Kriifte p und — ms, p” und —m’s
u, s, w. ersetzen, wodurch man wieder auf die urspriinglich ausgesprochene
Form dieses Satzes kommt, in Folge welcher zwischen den gegebenen



221

Kriiften, welche auf die siwmtlichen materiellen Puncte eines in Bewegung
befindlichen Systemes wirken, und jenen Kriiften, welche in jedem Augen-
blicke die unendlich kleinen Geschwindigkeitsveriinderungen in den mate-
riellen Puncten hervorbringen, diese letzteren Kriifte jedoch nach entgegen-
gesetzten Richtungen oder mit dem entgegengesetzten Zeichen genommen,
fortwiihrend Gleichgewicht bestehen muss. Nach der gewihlten Bezeichnungs-
art wiirde die Kraft p oder mv in dem materiellen Puncte m, wenn er
frei wiire, in der unendlich kleinen Zeit d¢ die Geschwindigkeit vdé erzeu-
gen, wihrend die wirkliche Zunahme an Geschwindigkeit in dieser Zeit
— s d¢, und deren Richtung im Allgemeinen von jener der Geschwindigkeit
v d¢ verschieden ist.

208. Um nun die Richtung dieser Ebenen, wie jene ab zu
bestimmen, sei der Winkel 6 M B, welchen die Ebene ab mit
dem Horizonte bildet = ¢, und der Winkel fMS, welchen die
Bewegungslinie 228 des Gefisses mit der lothrechten Linie bildet
dv
at
und das Parallelogramm nf construirt, endlich die Resultirende
Md durch Q bezeichnet, ganz einfach:

. dv .
QSing = mg;.Sina,

— a, so ist, wenn man Mn = mz und Mf=mg abschneidet

und wenn de parallel zu A B ist, wegen
Me = QCosp = Mf—ef =mg —df. Cosa,

auch : QOosqp:mg——m% Cosa.
Aus diesen beiden Gleichungen folgt, wenn man mit m abkiirzt:
do s,
Fra Sin o
tangq) = TRy R T .(1)
Ty Cos «

und Q—_—_ml/[g2+ (%)2— 29%003 a]...(2).

Diese Gleichungen zeigen, dass sobald die Bewegung eine
gleichformig beschleunigte oder verzogerte, also Giberhaupt eine
gleichférmig verdnderliche ist, wofiir bekanntlich (Nr. 122)

der Quotient d_? eine constante Grosse ist, die beiden Grossen e«

und @ in Beziehung zur Zeit constant sind und daher auch die

Fliissigkeit gegen das Gefiiss eine unverianderte Lage beibehilt.
dv

Da bei einer gleichformigen Bewegung 7 dned 0 ist, so wird dafiir tang g,

also auch @ — 0 und Q = mg gleich dem Gewichte der Fliissigkeit, zum
Beweis, dass sich die Fliissigkeit dabei gerade so verhiilt, als wenn das
Gefiiss in der Ruhe wiire,



209. Bezeichnet man den Wurzelausdruck der vorigen Glei-
chung (2) mit u, so ist auch Q=mu oder die nach Md wirk-
same Resultirende Q ist im Stande, dem Theilchen von der Masse
m in der Zeiteinheit die Geschwindigkeit » mitzutheilen. Da nun
dasselbe auch fiir alle iibrigen Flissigkeitstheilchen gilt, so folgt,
dass die Wirkung dieser Kraft @ ganz abnliche oder analoge
Erscheinungen auf die bewegte Fliissigkeit hervorbringt, wie die
Schwerkraft auf eine ruhende Flissigkeit, und da diese letztere
Kraft durch @ =mg ausgedriickt wird und lothrecht wirkt, so
darf man nur » oder den genannten Wurzelausdruck statt g setzen
und beriicksichtigen, dass die Richtung dieser Kraft M/ d ist, um
alle aus der Einwirkung der Schwere auf eine ruhende Flussigkeit
stattfindenden Erscheinungen auf den vorliegenden Fall zu tibertragen.

Der genannte Wurzelausdruck ist auch:

dv )2 dv . c
g]/[l + (ﬁ) _2g—dt008 (x] und da, wenn g die Dichte der
Flissigkeit, also wg = p das Gewicht der cubischen Einheit der-
selben bezeichnet, so kann man auch bei dieser Umwandlung

r dv |2 dw S
yl/ll + (gTdt) - 2g—dz Cos a] statt p setzen.

Liegt z. B. ein Punct m in perpendikulirer Richtung gegen
den Spiegel ab um die Tiefe Mm = h unter der Oberfliche, so
hat man fiir den in diesen Punct auf die Flicheneinheit statt-
findenden hydraulischen Druck:

p=p+yh)U...(3),
wenn néimlich p” den auf den Spiegel stattfindenden atmospharischen
Druck und /U Kiirze halber den letzteren Wurzelausdruck be-
zeichnet.

Endlich ist der Gesammtdruck P, welchen die ganze
Fliissigkeit gegen das Gefass ausiibt und sich wie eine durch den
Schwerpunct der Fliissigkeit nach der Richtung Md wirksame
Kraft dussert, wenn man die Masse der ganzen Fliissigkeit durch
M und ihr Gewicht durch ¢ bezeichnet, sofort:

PSR ) e
wobei J/U den genannten Wurzelausdruck bedeutet.

210. Beispiele. 1. Gleitet z. B. das bis zu einer gewissen
Hohe mit Wasser gefiillte Gefass DEF (Fig. 108) iiber die
schiefe Ebene A B, also mit gleichformig beschleunigter Bewegung
herab, und ist der Neigungswinkel ABC ==, so hat man wegen
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(§.187) v =gt .Sin 8 sofort %;3 =g Sin B und ausserdem o ==90°—f,

folglich nach der Relation (1) in 208:
Sin e Sin Cos 8 Sin Sin
LA gigSinﬁC'fsoc o ~6Sinzg o Cosg = tang B,
oder ¢ = B, d. h. der Wasserspiegel stellt sich bei dieser Be-
wegung parallel mit der schiefen Ebene A B.
Da ferner der obige Wurzelausdruck:

VU=V Sin?B—2Sin?B) = V(1 — Sin?B) = Cosf
ist, so hat man fir den hydraulischen Druck p in einem Puncte m,
welcher um die Tiefe Mm = b unter dem Wasserspiegel liegt
(Mm perpendikular auf AZB) nach der Formel (3) (Nr. 209)
p=p +phCosf, oder wenn man p’ auslisst, p = yh Cosf, so
wie endlich den Gesammtdruck der Fliissigkeit normal auf A B,
nach der Formel (4), P= (' Cosf, gerade so als ob ein starrer
Koérper vom Gewichte Q' auf der schiefen Ebene lige oder
herabglitte.

2. Wird das Gefass mit gleichformig beschleunigter Be-
wegung nach horizontaler Richtung fortgetrieben, so wird

d¢
p=v+ 7}/ (L+2) =0+ rhV (1 +tangg®d =p' +
g gk,

wenn man namlich durch den Punct m die lothrechte Linie mn
(Fig. 109) bis zum Wasserspiegel zieht und ihre Linge =/’ setzt.
Der in irgend einem Puncte m stattfindende hydraulische Druck
ist also eben so gross, wie der hydrostatische Druck, welcher bei
einer ruhenden Fliissigkeit auf den um die verticale Tiefe nm = I
unter dem Spiegel liegenden Punct stattfinden wiirde.

Der Gesammtdruck ist in einer auf den Wasserspiegel ab per-

pendikuliren Richtung nach der Formel (4), P = Q'i/(l —I—Z-:)

3. Wird das Gefass mit gleichformig beschleunigter Be-
wegung vertical aufwérts bewegt, so hat man « = 180° zu
setzen; dadurch wird (Nr. 208) tangp =0, also auch ¢ =0,
zum Beweis, dass in diesem Falle der Spiegel der Flissigkeit
horizontal bleibt.

d
wegen « = 90°, wenn man - = a setzt, {ang =—;ﬁ und

h
Cos

, . dv .
Da ferner, wenn man wieder 3, = a setat, der obige Wurzel-

ausdruck /U = ]/(] - ;ﬁ - 2;—;} ==l —l-f—; wird, so erhalt man
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fir den hydraulischen Druck in der Tiefe % unter der Oberfliche
(mit Auslassung des atmospharischen Druckes, der sich von selbst

versteht) p = yh(l - g), sowie fir den Gesammtdruck in ver-
ticaler Richtung, P= /(1 + 2‘)

Wiire die Beschleunigung bei dieser Bewegung gerade gleich
jener der Schwere, namlich =g, so wire v = ¢g¢ und g—? —f—0.

folglich p =2y A und P = 2@, also der Druck gerade doppelt
so gross, als wenn das Gefiss ruhte.

4. Wird endlich das Gefiss vertical abwirts bewegt,
und zwar wieder gleichférmig beschleunigt, so wird e = 0
und daher tangp = 0, also auch @ = 0, so dass sonach der

Spiegel wieder horizontal bleibt; ferner ist p = yh (1 —5)
’ a
und® P=—£Q (1 —;}-).
Liesse man in diesem Falle das Gefiass sammt der Fliissig-

keit frei herabfallen, so wiirde wieder S = a =g und daher

d¢
p = 0 (oder eigentlich p = p") und P=0, so dass also der Ge-
sammtdruck der Flissigkeit gegen das Gefiss, wie man voraus
weiss, Null ist.

211. Es lasst sich jetzt auch leicht die Ausflussmenge
bestimmen, wenn das bisher betrachtete Gefass A BE (Fig. 110)
mit einer kleinen Boden- oder Seitenoffnung C, deren Querschnitt
= a sein soll, versehen ist.

Ist namlich ab die nach Nr. 208 bestimmte Lage des Spiegels
der Fliissigkeit und €7 = L der perpendikulire Abstand des
Mittelpunctes der Ausflussoffnung von der Oberfliche ab der
Flussigkeit, so darf man in den fritheren Nummern, welche von
dem Ausflusse handeln, wenn nur die geradlinige Bewegung des

Gefasses gleichférmig beschleunigt, also der Quotient g%’ = V|

constant, folglich der obige Wurzelausdruck in Nr. 209, den wir
Kiirze halber mit /U bezeichnen wollen und

:V[l +§~2§Cosa]

wird, nur statt der Richtung der Schwere die auf den Spiegel ab
perpendikulare Richtung, und statt ihrer Intensitit g jene ¢/ U
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nehmen, wodurch dann auch das Gewicht ¢ der cubischen Einheit
in )/ U iibergeht.

Man erhalt dadurch, wenn der Spiegel ab unveriinderlich ist,
fir die constante Ausflussgeschwindigkeit V, oder wenn dieser
allmahlich herabsinkt, fir die momentane Ausflussgeschwindig-
keit nach §. 344 oder Nr. 198:

V= V[zghl/U:la
also fir die in der Zeiteinheit ausfliessende Fliissigkeitsmenge,
wenn keine Contraction stattfindet, /= oV =a)/[2g4)/ U], oder
wenn n der Contractions-Coefficient ist: M =naV.

Da V die relative Geschwindigkeit der ausstrémenden Fliissigkeit gegen
das Gefiss ist, so muss man, um die absolute Geschwindigkeit der
ausstromenden Fliissigkeitstheilchen zu erhalten, aus den beiden Geschwin-
digkeiten v und V des Gefisses und der ausstromenden Fliissigkeit die
Resultirende suchen.

212. Beispiele. 1. Gleitet das Gefiiss z. B. iiber eine
absolut glatte schiefe Ebene, deren Neigungswinkel = g ist,

herab, so hat man wegen (Nr. 210) %%]=gSz'nﬁ und @ =90"—p,
folglich )/ U= Cosf, sofort die Ausflussgeschwindigkeit:
V =1/(2gh Cosp).

2. Wird das Gefass vertical auf- oder abwirts bewegt,
wobei also (Nr. 210, 3, 4) der Flissigkeitsspiegel horizontal bleibt,

so erhalt man wegen «=180° oder 0, also VU:I:*:% fir

beide Falle:
v=1/[292(1 i%)],

wobei das obere Zeichen fiir die aufwirts, das untere fir die
abwirts gerichtete Bewegung gilt.

Fir den besonderen Fall von g—;’——— A=g, wirde beziehungs-

weise V'=1/4gh und V=0, so dass also bei dieser raschen
Bewegung nach aufwirts die Ausflussgeschwindigkeit im Ver-
héltniss von 1:]/2 grosser als im Zustande der Ruhe wire.
Wiire endlich die Bewegung gleichformig, also STUZ A=0
und /U=1, so wire der Spiegel horizontal und V=1)/2¢%,
gerade so wie im Zustande der Ruhe.
Burg’s Mechanik. Suppl. 15



